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Περίληψη

Κατά τη διάρκεια των τελευταίων δεκαετιών η συσσώρευση μεγάλου όγκου πα-

ρατηρησιακών δεδομένων έχει ανοίξει νέους ορίζοντες για την απάντηση θεμελιω-

δών ερωτημάτων της Κοσμολογίας. Δύο από αυτά, η επιταχυνόμενη διαστολή του

Σύμπαντος και η ισχύς της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας (ΓΘΣ) σε κοσμολο-

γικές κλίμακες, είναι δυνατόν να ελεγχθούν μελετώντας τις διαταραχές της ύλης οι

οποίες εξαρτώνται τόσο από το κοσμολογικό υπόβαθρο όσο και από τη θεωρία βα-

ρύτητας. Ειδικότερα ο έλεγχος της ΓΘΣ βασίζεται στο συνδυασμό των ακόλουθων

παραμέτρων: του βαθμού σμηνοποίησης και του ρυθμού παραγωγής των κοσμικών

δομών μεγάλης κλίμακας (γαλαξιών, γαλαξιών με ενεργούς πυρήνες, σμηνών γαλα-

ξιών κ.τ.λ.).

Στην εργασία αυτή, αρχικά παρουσιάζεται στην εισαγωγή με συνοπτικό τρόπο το βα-

σικό κοσμολογικό υπόβαθρο στο οποίο στηρίχθηκε η διατριβή. Συγκεκριμένα παρου-

σιάζονται οι βασικές κοσμολογικές εξισώσεις του Friedmann όπως αυτές εξάγονται

από τη ΓΘΣ, υποθέτοντας την Κοσμολογική αρχή και την αδιαβατική συμπεριφορά

του κοσμικού ρευστού. Ακολούθως συζητούνται στα πλαίσια της γραμμικής θεω-

ρίας οι διαταραχές της ύλης οι οποίες και εν τέλει ευθύνονται για τη δημιουργία των

δομών στο Σύμπαν. Για την καλύτερη μελέτη των διαταραχών στο πρότυπο της σκο-

τεινής ψυχρής ύλης, μεταφερόμαστε στο χώρο Fourier κατασκευάζοντας το φάσμα

των διαταραχών της ύλης.

Στο κεφάλαιο (2) παρουσιάζουμε μια μορφή παραμετροποίησης της καταστατικής

εξίσωσης που εφαρμόζεται για κάθε μοντέλο σκοτεινής ενέργειας, καθώς και για

οποιοδήποτε εναλλακτικό μοντέλο βαρύτητας.

Στο κεφάλαιο (3) μελετώνται θεωρητικά οι διαταραχές της ύλης και συγκεκριμένα

υπολογίζεται η εξέλιξη του παράγοντα αναλογίας (bias parameter) που συνδέει τις

διαταραχές της φωτεινής ύλης με αυτές της σκοτεινής ύλης. Συνδυάζοντας βασι-

κές εξισώσεις για την εξέλιξη των διαταραχών πυκνότητας παράγουμε μια διαφορική

εξίσωση η οποία περιγράφει την κοσμική εξέλιξη του παράγοντα αναλογίας. Στη

συνέχεια παρουσιάζονται νέες πρωτότυπες γενικές λύσεις της παραπάνω εξίσωσης

οι οποίες ισχύουν για όλα τα κοσμολογικά μοντέλα ανεξάρτητα από τη θεωρία βα-

ρύτητας που υπακούουν (ΓΘΣ ή εναλλακτικές θεωρίες βαρύτητας). Ο παράγοντας

σύνδεσης των διαταραχών είναι προαπαιτούμενος για την ορθή μελέτη των προβλη-

μάτων της διατριβής, εξαιτίας του γεγονότος ότι σε παρατηρησιακό επίπεδο έχουμε

πληροφορία για τις διαταραχές μόνο της φωτεινής ύλης.



Στο κεφάλαιο (4) γίνεται ποιοτική μελέτη πρόσφατων παρατηρησιακών δεδομένων

της βιβλιογραφίας τα οποία αφορούν στον παρατηρησιακό προσδιορισμό ποσοτήτων

σχετικών με τη σμηνοποίηση των φωτεινών ερυθρών γαλαξιών, ενεργών γαλαξιακών

πυρήνων και σμηνών γαλαξιών. Επίσης, μελετάται η κατανομή των πηγών ως προς

την ερυθρομετάθεσή τους με τη βοήθεια των συναρτήσεων επιλογής και λαμπρότητας

διαφορετικών εξωγαλαξιακών πηγών. Η ανάλυση αυτή δείχνει ότι οι κατανομές των

εξωγαλαξιακών πηγών παρουσιάζουν μέγιστο σε διαφορετικές ερυθρομεταθέσεις (για

τους ενεργούς γαλαξιακούς πυρήνες στο z = 1, για τους ερυθρούς φωτεινούς γαλα-

ξίες στο z = 0.55). Συμπληρωματικά, χρησιμοποιούνται και διαθέσιμα δεδομένα του

ρυθμού αύξησης των κοσμικών δομών σε συνάρτηση της ερυθρομετάθεσης τα οποία

καλύπτουν σχεδόν το 90% της κοσμικής ηλικίας στο διάστημα ερυθρομεταθέσεων

0 < z < 1.5.

Στο κεφάλαιο (5) και στο κεφάλαιο (6) γίνεται σύγκριση μεταξύ θεωρητικών προ-

βλέψεων και παρατηρήσεων. Αυτή η σύγκριση βασίζεται σε προχωρημένες μεθόδους

στατιστικής που έχουν ως στόχο τον υπολογισμό των βασικών κοσμολογικών πα-

ραμέτρων με μεγάλη ακρίβεια, επιτρέποντας τον έλεγχο της ΓΘΣ σε κοσμολογικές

κλίμακες. Πρωτίστως θέτουμε αυστηρούς περιορισμούς σχετικά με το λεγόμενο

‘δείκτη αύξησης’ των δομών, γ (growth index), τόσο στο μοντέλο ΛCDM όσο και

στο μοντέλο βαρύτητας Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) χρησιμοποιώντας διάφο-

ρες παραμετροποιήσεις που εμφανίζονται στη βιβλιογραφία για τον δείκτη αύξησης

των δομών γ(z) και χρησιμοποιώντας επίσης τα πιο πρόσφατα δεδομένα του ρυθμού

αύξησης που προέρχονται από τις έρευνες 2dFGRS, SDSS-LRG, VIMOS-VLT και

WiggleZ. Εφαρμόζοντας συνδυαστική στατιστική ανάλυση διαπιστώνουμε ότι η χρήση

των συνδυασμένων δεδομένων αύξησης των δομών θέτει τους πιο αυστηρούς περιο-

ρισμούς. Συγκεκριμένα, παίρνουμε ότι γ = 0.602± 0.055 για το μοντέλο ΛCDM σε

συμφωνία με τη θεωρητική πρόβλεψη γ ' 6/11, ενώ όσον αφορά στο DGP μοντέλο

βαρύτητας, βρίσκουμε γ = 0.503 ± 0.06 το οποίο είναι χαμηλότερα, και σχεδόν 3σ

μακριά, από τη θεωρητικά προβλεπόμενη τιμή του DGP γ ' 11/16. Τέλος, με βάση

την παραδοχή ότι ο δείκτης αύξησης γ μπορεί να παρουσιάζει εξάρτηση από το χρόνο,

επιβεβαιώνουμε ότι τα συνδυασμένα δεδομένα για την αύξηση των δομών είναι μάλλον

δυσμενή ως προς τη DGP βαρύτητα. Στηριζόμενοι στο προηγούμενο αποτέλεσμα,

ότι δηλαδή τα δεδομένα ευνοούν τη ΛCDM κοσμολογία, η ανάλυση συνεχίζεται με

σκοπό τον έλεγχο της ΓΘΣ σε κοσμολογικές κλίμακες. Για το σκοπό αυτό χρησι-

μοποιούμε τις ιδιότητες της σμηνοποίησης των φωτεινών ερυθρών γαλαξιών (LRGs)

και τα δεδομένα του ρυθμού αύξησης που παρέχονται από τις διάφορες έρευνες των

γαλαξιών σε συνδυασμό με μια τυπική στατιστική διαδικασία ελαχιστοποίησης χ2



μεταξύ των θεωρητικών προσδοκιών και των δεδομένων. Μέσω της μεθόδου αυ-

τής βρίσκουμε την τιμή γ = 0.56 ± 0.05, απόλυτα σύμφωνη με τις προσδοκίες του

μοντέλου ΛCDM και Ωm0 = 0.29 ± 0.01, τιμή που είναι σε πολύ καλή συμφω-

νία με τα τελευταία αποτελέσματα του Planck. Με το αποτέλεσμα αυτό, παρέχουμε

σημαντικά αυστηρότερους περιορισμούς στον δείκτη αύξησης σε σχέση με

προηγούμενες μελέτες, όπως υποδεικνύεται από το γεγονός ότι η αντίστοιχη αβε-

βαιότητα είναι μόνο ∼ 0.09γ. Επίσης, επιτρέποντας το γ να μεταβάλλεται με την

ερυθρομετάθεση, βρίσκουμε ότι η συνδυασμένη στατιστική ανάλυση μεταξύ των δε-

δομένων σμηνοποίησης και των θεωρητικών προσδοκιών αίρει τον εκφυλισμό δια-

φόρων μοντέλων και έτσι καταλήγουμε σε αυστηρότερους περιορισμούς σε σχέση με

άλλες πρόσφατες μελέτες στο ίδιο θέμα.

Τέλος, στο κεφάλαιο (7) συνοψίζουμε τα κυριότερα γενικά συμπεράσματα της δια-

τριβής και προτείνουμε ορισμένες νέες ερευνητικές κατευθύνσεις μελέτης.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η Κοσμολογία είναι η μελέτη του Σύμπαντος στο σύνολό του και προσπαθεί να δώσει

απαντήσεις σε ερωτήματα που αφορούν στη γέννηση, εξέλιξη και δομή του. Κατά τη

διάρκεια των τελευταίων δεκαετιών, η συσσώρευση τεράστιων συνόλων δεδομένων,

η οποία επιτυγχάνεται με τη βελτίωση των τεχνικών παρατήρησης, καθώς και η α-

νάπτυξη νέων φυσικών θεωριών, έχουν βοηθήσει τους επιστήμονες στο να βγάλουν

ορισμένα ουσιώδη συμπεράσματα σχετικά με βασικά θέματα για την Κοσμολογία. ΄Ε-

να από αυτά είναι η ύπαρξη νέων μορφών ύλης (σκοτεινή ύλη) και ενέργειας (σκοτεινή

ενέργεια, dark energy, DE). Επίσης, πολύ σημαντική είναι η μελέτη της διαμόρφω-

σης της ύλης σε κοσμικές δομές που παρατηρούμε σήμερα όπως για παράδειγμα, οι

γαλαξίες, τα σμήνη των γαλαξιών κ.λ.π. Η κατανόηση του τρόπου με τον οποίο η

ύλη δεσμεύεται σε μεγάλα αντικείμενα είναι το κλειδί για τη μελέτη των δομών σε

κοσμολογικές κλίμακες.

Το καθιερωμένο μοντέλο της Κοσμολογίας βασίζεται στη Γενική Θεωρία της Σχε-

τικότητας του Αϊνστάιν (εφεξής ΓΘΣ) ως τη θεωρία που περιγραφεί τη βαρύτητα σε

όλες τις κλίμακες. Η ΓΘΣ έχει εξακριβωθεί ότι ισχύει με πολύ καλή ακρίβεια τόσο

στο ηλιακό σύστημα όσο και στο τοπικό Σύμπαν, π.χ. συστήματα διπλών αστέρων

νετρονίων στο γαλαξία μας, βαρυτικά κύματα κ.λ.π. Ωστόσο, παραμένει ανοικτό το

ερώτημα κατά πόσο η ΓΘΣ μπορεί να περιγράψει με ακρίβεια τη βαρύτητα σε μεγάλες

κλίμακες.

Η παρούσα διατριβή εντάσσεται στο γενικότερο πλαίσιο της διερεύνησης του αν η

ΓΘΣ είναι η ισχύουσα θεωρία βαρύτητας σε εξωγαλαξιακές κλίμακες στο πλαίσιο

ενός κοσμολογικού μοντέλου του Σύμπαντος που απαρτίζεται από τη λεγόμενη ‘ψυ-

χρή σκοτεινή ύλη’ και ‘σκοτεινή ενέργεια’ συμβατή με την κοσμολογική σταθερά

5
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του Αϊνστάιν. Το μοντέλο αυτό είναι γνωστό στη διεθνή βιβλιογραφία με τον όρο

Lambda Cold Dark Matter (ΛCDM). Πιο συγκεκριμένα, οι προσπάθειές μας έχουν

αφιερωθεί στη βελτίωση της ακρίβειας με την οποία προσδιορίζονται βασικές κοσμο-

λογικές παράμετροι, και ειδικότερα η αδιάστατη παράμετρος της πυκνότητας της ύλης

και ο δείκτης αύξησης των διαταραχών της ύλης. ΄Οπως θα δούμε με λεπτομέρεια

παρακάτω, η τιμή της τελευταίας παραμέτρου είναι ένας βασικός δείκτης της ισχύος

της ΓΘΣ σε μεγάλες κλίμακες. Για το λόγο αυτό, έχουμε χρησιμοποιήσει τα πιο

πρόσφατα και ακριβή δεδομένα των δομών μεγάλης κλίμακας προκειμένου να προσ-

διορίσουμε την τιμή του δείκτη αύξησης με όσο το δυνατόν μεγαλύτερη ακρίβεια.

Επίσης, ένα σημαντικό μέρος της εργασίας αυτής έχει να κάνει με τη βελτίωση του

μοντέλου που περιγράφει τη σύνδεση μεταξύ των διαταραχών της σκοτεινής ύλης με

τις διαταραχές της φωτεινής ύλης, μοντέλο το οποίο χρησιμοποιήθηκε στην πορεία

προκειμένου να εξαχθούν οι τιμές των παραπάνω παραμέτρων.

Στις επόμενες παραγράφους, παρουσιάζονται βασικές έννοιες της Κοσμολογίας,

δίνοντας έμφαση στους ορισμούς εννοιών που χρησιμοποιούνται ειδικότερα στην πα-

ρούσα μελέτη. Παρουσιάζονται τα κύρια χαρακτηριστικά του βασικού κοσμολογι-

κού μοντέλου ξεκινώντας με την Κοσμολογική Αρχή, τον ορισμό της ερυθρομε-

τάθεσης και το νόμο του Hubble. Οι παραδοχές της ισοτροπίας και της ομοιογένειας

οδηγούν στο σχηματισμό της μετρικής Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker

(FLRW). Στη συνέχεια εξάγουμε τις εξισώσεις Friedmann στο Νευτώνειο όριο,

αλλά και στο πλαίσιο της ΓΘΣ. Η παράμετρος της καταστατικής εξίσωσης μαζί με

τη μεγάλη σημασία της για την Κοσμολογία περιγράφονται ακολούθως. ΄Επειτα α-

ναφερόμαστε στην περίπτωση ενός Σύμπαντος με μία συνιστώσα κοσμικού ρευστού,

καθώς και στη ρεαλιστική περίπτωση ενός Σύμπαντος με πολλές συνιστώσες. Τέλος,

ορισμένες από τις πιο κοινές παραμετροποιήσεις που εμφανίζονται στη βιβλιογραφία

για την παράμετρο της καταστατικής εξίσωσης περιγράφονται στην τελευταία πα-

ράγραφο του παρόντος κεφαλαίου.

1.1 Εισαγωγή στην Κοσμολογία

1.1.1 Κοσμολογική Αρχή

Το βασικό σημείο εκκίνησης στην Κοσμολογία είναι η υπόθεση της Κοσμολογικής

Αρχής η οποία ορίζει ότι, σε αρκετά μεγάλες κλίμακες το Σύμπαν είναι ομογενές και
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ισότροπο. Η ομοιογένεια και η ισοτροπία καθορίζουν τη μορφή της γεωμετρίας του

χωροχρόνου. Προφανώς, η Κοσμολογική Αρχή δεν ικανοποιείται αν περιοριστούμε σε

μια περιοχή μικρής κλίμακας. Για παράδειγμα, η κατανομή της ύλης στη γειτονιά του

τοπικού σμήνους γαλαξιών δεν είναι ομοιογενής. Μόνο σε αποστάσεις μεγαλύτερες

από 100 Mpc (1 Mpc είναι περίπου ο μέσος όρος απόστασης μεταξύ δύο γαλαξιών)

μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το Σύμπαν εμφανίζεται ως ομογενές και ισότροπο. Η

ομοιογένεια και η ισοτροπία συνεπάγονται ότι η ύλη κατανέμεται με περίπου σταθερή

πυκνότητα και δεν υπάρχει καμία προτιμώμενη κατεύθυνση ούτε κάποιο προνομιακό

σημείο στο Σύμπαν.

Η θεώρηση της Κοσμολογικής Αρχής επιβεβαιώνεται και παρατηρησιακά. ΄Οντως, με-

τρώντας τις διαταραχές της πυκνότητας της ύλης που περιέχονται σε μία

σφαίρα ακτίνας 8 h−1Mpc 1 βρίσκουμε ότι η μέση τιμή είναι περίπου μονάδα. Ε-

νώ σε μεγάλες αποστάσεις, από 100-200 h−1Mpc και πάνω ([1], [2], [3], [4] [5], [6],

[7], [8], [9]) οι διαταραχές της πυκνότητας της ύλης έχουν πολύ μικρές τιμές και

κατανομή που δεν εξαρτάται από την παρατηρούμενη θέση στο Σύμπαν. Επιπλέον,

οι μετρήσεις των διαταραχών του Κοσμικού Μικροκυματικού Υποβάθρου (Cosmic

Microwave Background, CMB) στις αρχές του Σύμπαντος, οι οποίες όπως θα δούμε

παρακάτω συνδέονται με τις διαταραχές της πυκνότητας κατά τη λεγόμενη εποχή της

αποδέσμευσης στο πρώιμο Σύμπαν, είναι πολύ μικρές (της τάξης των 10−5
). Τέλος,

παρατηρήσεις του κοσμικού δευτερίου έχουν δείξει ότι το πρώιμο Σύμπαν είναι ομο-

γενές. Η Κοσμολογική Αρχή είναι σημαντική διότι, όπως θα δούμε στην παράγραφο

(1.1.4), με τη βοήθειά της μπορούμε να βρούμε λύσεις για τις εξισώσεις πεδίου του

Αϊνστάιν που περιγράφουν την εξέλιξη του Σύμπαντος.

1.1.2 Ερυθρομετάθεση και Νόμος του Hubble

Οι πιο σημαντικές πληροφορίες που έχουμε για το Σύμπαν συνάγονται από το φως

που λαμβάνουμε από μακρινά αντικείμενα. Υπάρχουν δύο τρόποι που μπορεί κάποιος

να ερμηνεύσει το εκπεμπόμενο φως: ο κλασικός (επαλληλία ηλεκτρομαγνητικών κυ-

μάτων) και ο κβαντικός (κβάντα φωτονίων). Για να ερμηνευθούν σωστά οι πα-

ρατηρήσεις, πρέπει να λάβουμε υπόψη την αύξηση του μήκους κύματος του φωτός

(ισοδύναμα τη μείωση της ενέργειας των φωτονίων), ως συνέπεια της διαστολής του

Σύμπαντος.

1
΄Οπου h είναι η αβεβαιότητα στον υπολογισμό της σταθεράς του Hubble H0 η οποία περιορίζεται

στο διάστημα 0.673 ≤ h ≤ 0.743 με h = H0

100 (βλ. παράγραφο 1.1.2).
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Η ερυθρομετάθεση (ή ερυθρομετατόπιση) είναι το φαινόμενο όπου οι φασματικές

γραμμές ενός αντικειμένου (π.χ. γαλαξία, σμήνους γαλαξιών κ.λ.π.) εμφανίζονται

μετατοπισμένες προς το ερυθρό, δηλαδή, η εκπεμπόμενη ακτινοβολία φαίνεται να έχει

λιγότερη ενέργεια και μεγαλύτερο μήκος κύματος. Η ερυθρομετάθεση z ορίζεται από

τη σχέση:

z =
λobs − λem

λem

όπου λobs είναι το παρατηρούμενο μήκος κύματος ενός μακρινού αντικειμένου και

λem είναι το αναμενόμενο μήκος κύματος το οποίο κάποιος μπορεί να μετρήσει σε

ένα εργαστήριο. ΄Οταν z > 0 τότε έχουμε μετάθεση προς το ερυθρό, ενώ όταν z <

0 έχουμε μετάθεση προς το ιώδες.

Η συντριπτική πλειοψηφία των γαλαξιών στο Σύμπαν παρουσιάζουν ερυθρομετάθεση,

κάτι που σημαίνει ότι κινούνται μακριά όχι μόνο από το γήινο παρατηρητή αλλά και ο

ένας από τον άλλον. Αυτή η συνεχής απομάκρυνση οφείλεται στη διαστολή του χώρου

μεταξύ τους. Η σύνδεση της ερυθρομετατόπισης με την απομάκρυνση των γαλαξιών

από τη Γη έγινε από τον κοσμολόγο Edwin Hubble το 1929. Το διάγραμμα Hubble

δίνει τη γραμμική σχέση μεταξύ της ερυθρομετάθεσης z και της απόστασης r του

παρατηρούμενου γαλαξία από τον παρατηρητή:

z =
H0

c
r

όπου c η ταχύτητα του φωτός στο κενό.

Ο Hubble εξήγησε την ερυθρομετάθεση των γαλαξιών ως μια μετατόπιση Doppler

λόγω της ακτινικής τους ταχύτητας, καθώς κινούνται μακριά από τη Γη. Για μικρές

τιμές της ερυθρομετάθεσης z ισχύει η κλασική μη-σχετικιστική έκφραση Doppler:

z =
ν

c

όπου ν η ταχύτητα του παρατηρούμενου γαλαξία. Τότε, ο νόμος του Hubble παίρνει

τη μορφή:

ν = H0r . (1.1)

Ως εκ τούτου, ο Hubble έδειξε ότι η πλειοψηφία των γαλαξιών κινούνται μακριά από

εμάς με ταχύτητα που είναι ανάλογη με την απόστασή τους από τον παρατηρητή. Παρά

το γεγονός ότι εκείνη την εποχή δεν υπήρχαν θεωρητικά στοιχεία για τη διαστολή του
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Σύμπαντος, οι παρατηρήσεις του Hubble έδωσαν την πρώτη ένδειξη για τη διαστολή

του.

Η σταθερά του Hubble H0

Η τιμή της σταθεράς του Hubble H0 δεν μπορεί να προβλεφθεί με θεωρητικά μέσα,

αλλά μόνο από παρατηρήσεις. Εξαιτίας του ότι οι μετρήσεις των αποστάσεων υ-

πόκεινται σε υψηλή αβεβαιότητα, είναι σύνηθες να παραμετροποιούμε τη σταθερά του

Hubble με τη βοήθεια του αδιάστατου αριθμού h, δηλαδή:

H0 ≡ 100h km/sec/Mpc . (1.2)

Οι πιο ακριβείς μετρήσεις του h μέχρι σήμερα οφείλονται σε μετρήσεις που αφορούν

στους μεταβλητούς Κηφείδες και στους υπερκαινοφανείς αστέρες τύπου Ia (SNIa).

Επιπλέον, συνδυαστικές μετρήσεις όπως μετρήσεις γαλαξιών HII με δεδομένα από

γιγαντιαίες εξωγαλαξιακές περιοχές HII, καθώς και μετρήσεις του CMB με δεδομένα

της συνάρτησης συσχετισμού από το δείγμα MASS Data Release 9 (DR9) του BOSS

(Baryonic Oscillation Spectroscopic Survey) έχουν χρησιμοποιηθεί έτσι ώστε να

περιοριστεί η τιμή του h. Αυτές οι τιμές είναι αντίστοιχα:

h = 0.738 ± 0.024 [10]

h = 0.743 ± 0.021 [11]

h = 0.743 ± 0.029 [12]

h = 0.696 ± 0.012 [13]

στο επίπεδο εμπιστοσύνης 68%. Η ομάδα που επεξεργάστηκε τα δεδομένα του δο-

ρυφόρου Planck [14] εξήγαγε επίσης υψηλής ακρίβειας τιμές για το h θεωρώντας το

μοντέλο ΛCDM για διάφορες περιπτώσεις:

h = 0.673± 0.012 (Planck +WP )

h = 0.673± 0.012 (Planck +WP + highL)

h = 0.679± 0.010 (Planck +WP + highL+ lensing)

h = 0.678± 0.077 (Planck +WP + highL+BAO)

(1.3)

στο επίπεδο εμπιστοσύνης 68%. Με την ένδειξη Planck υπονοείται ότι τα αποτε-

λέσματα προέρχονται από τα δεδομένα του φάσματος ισχύος των διαταραχών της

θερμοκρασίας που προκύπτουν από την ανάλυση του CMB με βάση το φάσμα με-

λανού σώματος, με την ένδειξη WP υπονοείται ότι έχουν χρησιμοποιηθεί δεδομένα
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πόλωσης χαμηλής πολυπολικής τάξης (low multipole orders) του WMAP, η ένδει-

ξη highL αναφέρεται στα δεδομένα που προέρχονται από το τηλεσκόπιο South Pole

Telescope σε συνδυασμό με αυτά του τηλεσκοπίου Atacama Cosmology Telescope,

ενώ οι ενδείξεις lensing και BAO αναφέρονται σε δεδομένα που απορρέουν από τα

φαινόμενα της βαρυτικής εστίασης και των βαρυονικών ακουστικών ταλαντώσεων

αντίστοιχα (Baryonic Acoustic Oscillations, BAOs).

Μία άλλη εκτίμηση του h προέρχεται από τους Spergel et al. [15]:

h = 0.68± 0.011 . (1.4)

Σύμφωνα με τους Spergel et al. [15], οι βέλτιστες παράμετροι προσαρμογής που

προέρχονται από την ομάδα του Planck ενδέχεται να έχουν επηρεαστεί από συστη-

ματικά σφάλματα στις αστρονομικές μετρήσεις. Οι Spergel et al. ανέλυσαν εκ νέου

τα δεδομένα του δορυφόρου Planck και διαπίστωσαν ότι υπήρχε μία τέτοια τάση

σφαλμάτων στις συχνότητες 217 GHz × 217 GHz του ανιχνευτή του φάσματος που

χρησιμοποιείται στην ανάλυση των δεδομένων του Planck. ΄Ετσι, χρησιμοποίησαν

μία διαδικασία καθαρισμού του χάρτη αυτού που βασίζεται σε ένα συνδυασμό δύο

χαρτών διαφορετικών συχνοτήτων (353 και 545 GHz) έτσι ώστε να μειωθεί ο θόρυ-

βος στους χάρτες των ενδιάμεσων συχνοτήτων που χρησιμοποιούνται για την κο-

σμολογική συμπερασματολογία.

Στη δική μας μελέτη, λαμβάνουμε υπόψη την τιμή του h η οποία βασίζεται στην

ανάλυση των Spergel et al. [15]. Παρόλα αυτά, συγκρίνουμε τα αποτελέσματα και

με την ανάλυση με βάση την τιμή του h που προέρχεται από την εργασία της ομάδας

Planck [14]. ΄Οπως θα δείξουμε, δεν υπάρχει μεγάλη διαφορά μεταξύ των δύο αυτών

τιμών όσον αφορά στα αποτελέσματα που προκύπτουν.

Στην κβαντομηχανική τώρα περιγραφή, το μήκος κύματος των φωτονίων λ είναι

αντιστρόφως ανάλογο με την ορμή των φωτονίων p, λ=
h
p
, όπου h είναι η σταθε-

ρά του Planck. Η ορμή ενός φωτονίου εξελίσσεται αντιστρόφως ανάλογα με τον

παράγοντα κλίμακας a(t)
(
για τον ορισμό του παράγοντα κλίμακας βλ. παράγραφο

(1.1.3)
)
, και έτσι το μήκος κύματος εξελίσσεται ανάλογα με τον παράγοντα κλίμακας.

Το φως που εκπέμπεται τη χρονική στιγμή t1 με μήκος κύματος λ1 θα παρατηρηθεί

τη χρονική στιγμή t0 με μήκος κύματος:

λ0 =
a(t0)

a(t1)
λ1 . (1.5)
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Αφού a(t0) > a(t1), το μήκος κύματος του φωτός αυξάνεται, λ0 > λ1.

Από την εξίσωση (1.5) έχουμε ότι:

a(t1)

a(t0)
=

1 + z0

1 + z
.

Συνήθως κανονικοποιούμε τον παράγοντα κλίμακας a(t) ώστε σήμερα να έχει τιμή

ίση με τη μονάδα, δηλαδή a(t0) = 1, οπότε:

a =
1

1 + z
, (1.6)

όπου έχουμε αντικαταστήσει a(t1) ≡ a και z0 = 0.

1.1.3 Μετρική Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker

Η δυναμική του διαστελλόμενου Σύμπαντος είναι ευκολότερα κατανοητή από την

οπτική γωνία παρατηρητών που είναι σε κατάσταση ηρεμίας ως προς τη διαστολή

Hubble. Τέτοιοι ονομάζονται συνκινούμενοι (comoving) παρατηρητές. Στη διαφορι-

κή γεωμετρία, η απόσταση ds μεταξύ δύο σημείων του χωροχρόνου (x0, x1, x2, x3)

και (x0 + dx0, x1 + dx1, x2 + dx2, x3 + dx3) ονομάζεται στοιχείο γραμμής. Η χω-

ροχρονική μετρική παίζει πολύ σημαντικό ρόλο στη σχετικότητα καθώς συσχετίζει

τις εξαρτώμενες από τον παρατηρητή συντεταγμένες xµ = (t, xi) με το αναλλοίωτο

στοιχείο γραμμής που ορίζεται ως:

ds2 =
3∑

µ,ν=0

gµνdx
µdxν

όπου gµν είναι η μετρική, ο τανυστής που καθορίζει πως υπολογίζονται οι αποστάσεις

στο θεωρούμενο χωροχρόνο. Θα υιοθετήσουμε τις συνκινούμενες συντεταγμένες και

θα θέσουμε x0 = ct όπου t είναι ο κοσμικός χρόνος ο οποίος ορίζεται έτσι ώστε για

σταθερό t, το Σύμπαν να έχει παντού την ίδια πυκνότητα.

Η περίπτωση ενός ισότροπου και ομογενούς Σύμπαντος, δηλαδή ενός Σύμπαντος που

υπακούει στην Κοσμολογική Αρχή, περιγράφεται από τη μετρική FLRW, η οποία σε

σφαιρικές συντεταγμένες παίρνει τη μορφή:

ds2 = −c2dt2 + a2(t)[
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)] . (1.7)
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Η παράμετρος k ονομάζεται παράμετρος χωρικής καμπυλότητας του Σύμπαντος.

Ανάλογα με την τιμή της, διακρίνουμε τις περιπτώσεις:

k ≡


0 Ευκλείδειος επίπεδος χώρος

1 Σφαιρικός θετικά καμπυλωμένος χώρος

−1 Υπερβολοειδής αρνητικά καμπυλωμένος χώρος .

΄Ενας εναλλακτικός τρόπος για να εκφράσουμε τη μετρική FLRW είναι:

ds2 = −(cdt)2 + a2(t)γijdx
idxj

όπου η ποσότητα γij ονομάζεται μετρικός τανυστής σε χωρικές υπερεπιφάνειες. Οι

πρόσφατες παρατηρήσεις υποδεικνύουν ένα χωρικά επίπεδο Σύμπαν (k = 0) (βλ. π.χ.

[14], [16]) οπότε το στοιχείο μήκους γίνεται:

ds2 = −(cdt)2 + a2(t)δijdx
idxj

όπου δij είναι το δέλτα του Kronecker.

Στη μετρική FLRW, η σημασία του παράγοντα κλίμακας a(t) είναι η ακόλουθη: Μπο-

ρούμε να θεωρήσουμε το χώρο ως ένα συντεταγμένο δίκτυο που επεκτείνεται ομοι-

όμορφα με την αύξηση του χρόνου. Το συνκινούμενο διάνυσμα θέσης ~x ενός ση-

μείου του χώρου δίνεται από τις συνκινούμενες συντεταγμένες xi ≡ {x1, x2, x3}, οι
οποίες παραμένουν σταθερές καθώς το Σύμπαν διαστέλλεται. Το διάνυσμα θέσης ~r

σε φυσικές συντεταγμένες δίνεται από τη σχέση:

~r = a(t)~x . (1.8)

Η φυσική ταχύτητα ενός αντικειμένου δίνεται εν γένει από τη σχέση:

~u(~r, t) =
d~r

dt
= ~x

da

dt
+ a~̇x . (1.9)

Ο όρος a~̇x = ~ν(~r, t) είναι η ιδιοταχύτητα του αντικειμένου. Για ένα συνκινούμενο

αντικείμενο, η ιδιοταχύτητα είναι ίση με το μηδέν, οπότε η εξίσωση (1.9) γίνεται

~u(~r, t) = ~xda
dt
.
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Λόγω της (1.9), ο νόμος του Hubble, εξίσωση (1.1), παίρνει τη μορφή:

1

a

da

dt
= H =

ȧ

a
, (1.10)

ενώ η εξίσωση (1.9) μπορεί να γραφεί ως:

~u(~r, t) =
d~r

dt
= Ha(t)~x+ a~̇x⇒ ~u(~r, t) = H(t)~r + ~ν(~r, t) . (1.11)

Η τελευταία σχέση υποδηλώνει την ταχύτητα ενός στοιχείου του κοσμικού ρευστού.

Τέλος, η παράμετρος καμπυλότητας k είναι μια ελεύθερη παράμετρος στο μοντέλο

FLRW και θεωρείται συνήθως ως σταθερά, η τιμή της οποίας προσδιορίζεται από

παρατηρήσεις. Η ανάλυση των διαταραχών του CMB από το δορυφόρο WMAP

(Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) [17] αλλά και η πρόσφατη ανάλυση από

το δορυφόρο Planck [14] έχουν δείξει ότι ζούμε σε ένα χωρικά επίπεδο Σύμπαν (k '
0). Ως συνέπεια, υποθέτουμε παρακάτω k = 0 για τους υπολογισμούς μας, αν και

συνεχίζουμε να διερευνούμε την εξάρτηση διαφόρων ποσοτήτων από την καμπυλότητα

k.

1.1.4 Εξισώσεις Friedmann-Lemâıtre

Από την προηγούμενη ανάλυση, γίνεται φανερό ότι η περιγραφή της κοσμικής δια-

στολής ανάγεται από μαθηματική άποψη στον προσδιορισμό της χρονικής εξέλιξης του

παράγοντα κλίμακας a(t). Βάση των εξισώσεων πεδίου της ΓΘΣ, η

τελευταία εξαρτάται από το είδος του κοσμικού ρευστού, το οποίο καθορίζει τον

τρόπο με τον οποίο η βαρύτητα επιδρά στη διαστολή του Σύμπαντος. Οι διαφορικές

εξισώσεις που καθορίζουν τη χρονική εξάρτηση του παράγοντα κλίμακας a(t) για

διάφορα είδη κοσμικού ρευστού ονομάζονται εξισώσεις Friedmann-Lemâıtre. Αν

και η παραγωγή των εξισώσεων αυτών γίνεται αυστηρά στο πλαίσιο της ΓΘΣ, θα ε-

ξετάσουμε πρώτα τη μορφή των εξισώσεων στο πλαίσιο της Νευτώνειας προσέγγισης

του κοσμικού ρευστού, η οποία επιτρέπει να αποκτήσουμε μια άμεση εποπτική εικόνα

που γενικεύεται κατόπιν στην ακριβή παραγωγή των ίδιων εξισώσεων στο πλαίσιο

της ΓΘΣ.
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1.1.4.1 Νευτώνεια Προσέγγιση

(α) Εξίσωση Friedmann

΄Εστω ομογενής σφαίρα μάζας M , ακτίνας R(t) και πυκνότητας ρ(t), τότε

M = 4π
3
ρ(t)R3(t). Θεωρώντας ότι η σφαίρα διαστέλλεται ισοτροπικά, αν τοπο-

θετήσουμε σημειακή μάζα m στην επιφάνεια της σφαίρας, τότε η βαρυτική δύναμη

μεταξύ αυτής και της σφαίρας είναι: F = −GmM
R2 , όπου G η παγκόσμια σταθε-

ρά της βαρύτητας. Η επιτάχυνση της σημειακής μάζας τότε είναι:
d2R
dt2

= −GM
R2 .

Πολλαπλασιάζοντας με την ταχύτητα
dR
dt

και ολοκληρώνοντας, βρίσκουμε:

dR

dt

d2R

dt2
= −dR

dt
G
M

R2
⇒ 1

2

(
dR

dt

)2

= G
M

R
+ U

όπου U είναι η σταθερά ολοκλήρωσης. Αν τώρα χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι

η σφαίρα διαστέλλεται ισοτροπικά, μπορούμε να θέσουμε R = a(t)r. Τότε:

1

2

(
dR

dt

)2

= G
M

R
+ U ⇒ 1

2

[
d (a(t)r)

dt

]2

= G
M

a(t)r
+ U ⇒

1

2
r2ȧ(t)2 =

G

a(t)r

4

3
πa3(t)r3ρ(t) + U .

Τέλος, αν πολλαπλασιάσουμε με την ποσότητα 2/a2(t)r2
παίρνουμε ότι:

H2 ≡
(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ+

2U

r2

1

a2

ή (
ȧ

a

)2

= H2 ≡ 8πG

3
ρ− k

a2
(1.12)

όπου:

k = −2U

r2
.

Η σχέση (1.12) είναι η πρώτη των εξισώσεων Friedmann (στη Νευτώνεια προσέγ-

γιση) η οποία είναι στην ουσία το ολοκλήρωμα της κίνησης το οποίο περιλαμβάνει

τη χρονική παράγωγο του παράγοντα κλίμακας a(t). Να τονιστεί ότι στη θεωρητική

ανάλυση χρησιμοποιούμε τέτοιες μονάδες ώστε c = 1.

Η περίπτωση ενός χωρικά επίπεδου Σύμπαντος αντιστοιχεί στην τιμή k = 0, δηλαδή:

(
ȧ

a

)2

= H2(t) =
8πG

3
ρ(t) .
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Η ποσότητα:

ρc =
3H2(t)

8πG
(1.13)

ονομάζεται κρίσιμη πυκνότητα και αντιστοιχεί στην πυκνότητα που θα πρέπει να έχει

το Σύμπαν τη χρονική στιγμή t ώστε να είναι ‘οριακά ανοικτό’ (ή ‘οριακά κλειστό’)

με βάση τις εξισώσεις Friedmann. Η τιμή της κρίσιμης πυκνότητας στο παρόν είναι:

ρc,0 =
3H2

0

8πG
' 2.78h21011M�Mpc−3 .

Αδιάστατη Παράμετρος Πυκνότητας

Στην Κοσμολογία είναι σύνηθες να χρησιμοποιούμε το λόγο της πυκνότητας του

Σύμπαντος προς την κρίσιμη τιμή της πυκνότητας:

Ω (t) =
ρ (t)

ρc(t)
. (1.14)

Η παράμετρος Ω(t) παίρνει τιμές στο διάστημα [0, 1]. Χρησιμοποιώντας την εξίσωση

(1.14), η εξίσωση Friedmann (1.12) μπορεί να γραφεί ως:

1− Ω (t) = −8πG

3

k

a2H2
.

Σημειώνουμε ότι τα δύο μέλη της τελευταίας εξίσωσης δεν μπορούν να αλλάξουν

πρόσημο κατά τη διάρκεια της εξέλιξης του Σύμπαντος.

(β) Εξίσωση Συνέχειας

Από τον 1ο Νόμο της Θερμοδυναμικής, έχουμε εντός της σφαίρας ότι: dQ = dE +

PdV όπου dQ η θερμότητα, dE η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας, dV η μεταβολή

του όγκου και P η ολική πίεση του ρευστού.

Υποθέτοντας ότι οι μεταβολές σε μεγάλες κλίμακες είναι αδιαβατικές (dQ = 0),

έχουμε:

dQ = dE + PdV ⇒ Ė + PV̇ = 0 .

Επιπλέον όπως έχουμε ήδη δει: R = a(t)r και V (t) = 4
3
πr3a3

οπότε έχουμε:

V̇ = 4πr3a2ȧ = 3V ȧ
a
. Για την εσωτερική ενέργεια E(t) της σφαίρας έχουμε ότι:
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E(t) = V (t)ρ(t). Αν παραγωγίσουμε την τελευταία σχέση με το χρόνο τότε:

Ė = V̇ ρ+V ρ̇ = V

(
3
ȧ

a
ρ+ V ρ̇

)
⇒ −PV̇ = V

(
3
ȧ

a
ρ+ V ρ̇

)
⇒ −3P

ȧ

a
=

(
3
ȧ

a
ρ+ V ρ̇

)
ή

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+ P ) = 0 . (1.15)

Η εξίσωση (1.15) είναι η εξίσωση συνέχειας του ρευστού, και αποτελεί τη 2η των

εξισώσεων Friedmann.

(γ) Εξίσωση Επιτάχυνσης

Συνδυάζοντας την εξίσωση Friedmann (1.12) με την εξίσωση συνέχειας, (1.15),

μπορούμε να εξαγάγουμε μία εξίσωση που περιγράφει πώς η διαστολή (ή η ενδεχόμενη

συστολή) του Σύμπαντος εξελίσσεται στο χρόνο.

Αν πολλαπλασιάσουμε την εξίσωση (1.12) με την ποσότητα a2
, μετά την παραγω-

γίσουμε ως προς το χρόνο, και θεωρώντας ότι η χωρική καμπυλότητα είναι μηδέν

(k = 0), τότε παίρνουμε:

ȧ2 =
8πG

3
ρa2 − k ⇒ 2ȧä =

8πG

3

(
ρ2aȧ+ a2ρ̇

)
⇒ ä

a
=

8πG

3

(
ρ+

ρ̇

2

a

ȧ

)
ή

ä

a
=

4πG

3

(
2ρ+ ρ̇

a

ȧ

)
. (1.16)

Η τελευταία σχέση είναι η εξίσωση επιτάχυνσης του ρευστού.

Αν επιθυμούμε η εξίσωση επιτάχυνσης να μην περιλαμβάνει την πρώτη παράγωγο

του παράγοντα κλίμακας, μπορούμε να συνδυάσουμε τις εξισώσεις (1.15) και (1.16)

οπότε έχουμε:

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3P ) . (1.17)

Η τελευταία εξίσωση αποτελεί γενίκευση του 2ου Νόμου του Νεύτωνα που συσχετίζει

την επιτάχυνση με τις δυνάμεις (βαρύτητας και πίεσης) στο εσωτερικό της σφαίρας.

΄Εχουμε πάντα ρ > 0, ενώ αναλόγως του είδους του κοσμικού ρευστού μπορούμε να

διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

1. ρ+ 3P > 0, οπότε έχουμε επιβράδυνση του Σύμπαντος (ä < 0),

2. ρ+ 3P < 0, οπότε έχουμε επιταχυνόμενη διαστολή του Σύμπαντος (ä > 0).
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Συνεπάγεται ότι αν η συνολική πίεση P του κοσμικού ρευστού είναι θετική, τότε

πάντα έχουμε επιβράδυνση της διαστολής ή συστολής του Σύμπαντος. Επίσης, είναι

προφανές ότι η συνθήκη (2) είναι δυνατό να ικανοποιείται μόνο στην περίπτωση όπου

η συνολική πίεση του ρευστού είναι αρνητική.

1.1.4.2 Σχετικιστική Προσέγγιση

Στο πλαίσιο της ΓΘΣ, το Σύμπαν θεωρείται ομογενές και ισότροπο και περιγράφεται

από τη μετρική FLRW, εξίσωση (1.7). Λαμβάνοντας υπόψη το συνκινούμενο σύστημα

αναφοράς (r, θ, φ), το κοσμικό ρευστό είναι σε κατάσταση ηρεμίας, έτσι ώστε το

τεσσάρων διαστάσεων διάνυσμα της ταχύτητας να είναι:

u0 = 1, ui = 0

το οποίο ικανοποιεί τη συνθήκη gµνu
µuν = −1. Ο τανυστής ενέργειας-ορμής του

κοσμικού ρευστού είναι:

Tµν = Pgµν + (ρ+ P )uµuν . (1.18)

Το κοσμικό ρευστό θεωρείται ιδανικό οπότε ο τανυστής ενέργειας-ορμής μπορεί να

γραφεί ως:

Tµν = Pgµν + (ρ+ P )gµ0gν0 (1.19)

ή

T00 = ρ, T0i = Ti0 = 0, Tij = Pgij.

Η μετρική (1.7) καταλήγει στον τανυστή Ricci με συνιστώσες:

R00 = 3 ä
a
, R0i = Ri0 = 0, Rij = −(2 ȧ

2+k
a2 + ä

a
)gij

και το βαθμωτό της καμπυλότητας Ricci:

R ≡ gµνRµν = −6
( ȧ2 + k

a2
+
ä

a

)
.

Αν εισάγουμε τις τελευταίες εξισώσεις στις εξισώσεις πεδίου του Αϊνστάιν:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR = −8πG Tµν (1.20)
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τότε παίρνουμε τις εξισώσεις Friedmann-Lemâıtre οι οποίες ελέγχουν την εξέλιξη

του κοσμικού παράγοντα κλίμακας a(t):

ȧ2 + k

a2
=

8πG

3
ρ , (1.21)

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3P ) . (1.22)

Παραγωγίζοντας την (1.21) ως προς το χρόνο t και απαλείφοντας τον όρο ä μέσω

της εξίσωσης (1.22), βρίσκουμε την εξίσωση της ενέργειας για ένα χωρικά επίπεδο

Σύμπαν (k = 0):

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+ P ) = 0 (1.23)

ή

d

dt
(ρa3) + P

d

dt
a3 = 0 . (1.24)

Η τελευταία εξίσωση μπορεί να εξαχθεί απευθείας και από την εξίσωση συνέχειας

∇T µν = 0 και δεν αποτελεί ανεξάρτητη εξίσωση. Στην πραγματικότητα, αυτή είναι

η επιβεβαίωση του 1ου Νόμου της Θερμοδυναμικής στην περίπτωση ενός αδιαβατικά

διαστελλόμενου κοσμικού ρευστού:

δQ ≡ TdS = dE + PdV = 0 .

1.1.5 Καταστατική Εξίσωση

Μέχρι στιγμής έχουμε εισαγάγει δύο ανεξάρτητες εξισώσεις που περιγράφουν τη

διαστολή του Σύμπαντος: Την εξίσωση Friedmann (1.12) ή την (1.21), την εξίσωση

συνέχειας (1.15) ή αντί αυτής την (1.23) και την εξίσωση της επιτάχυνσης (1.17)

ή την (1.22). Ως εκ τούτου, έχουμε ένα σύστημα δύο ανεξάρτητων εξισώσεων με

τρεις άγνωστες ποσότητες, τις a(t), ρ(t) και P (t). Για την επίλυση του παραπάνω

συστήματος χρειαζόμαστε ακόμα μια εξίσωση, π.χ. την καταστατική εξίσωση που

δίνει τη σχέση μεταξύ της πίεσης P (t) και της πυκνότητας ρ(t).

Σε γενικές γραμμές, οι καταστατικές εξισώσεις στη φύση μπορεί να είναι εξαιρετικά

περίπλοκες. Ωστόσο, λόγω του γεγονότος ότι στην Κοσμολογία έχουμε να αντιμε-

τωπίσουμε αραιά ρευστά, οι καταστατικές εξισώσεις μπορούν να αντιμετωπιστούν ως
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βαροτροπικές, δηλαδή γραμμικές σχέσεις μεταξύ της πίεσης P και της πυκνότητας ρ:

P = wρ (1.25)

όπου w είναι μια αδιάστατη ποσότητα που ονομάζεται παράμετρος της καταστατικής

εξίσωσης. Η παράμετρος της καταστατικής εξίσωσης έχει διαφορετική τιμή για κάθε

είδος κοσμικού ρευστού και με δεδομένο το γεγονός ότι τα συστατικά του Σύμπαντος

δεν αλληλεπιδρούν το ένα με το άλλο, η συνολική πίεση P του κοσμικού ρευστού

μπορεί να γραφεί ως το άθροισμα της πίεσης των συνιστωσών του ρευστού:

P =
∑
i

wiρi (1.26)

όπου ο δείκτης i χαρακτηρίζει κάθε διαφορετική συνιστώσα του κοσμικού ρευστού.

Ομοίως για την πυκνότητα του κοσμικού ρευστού έχουμε:

ρ =
∑
i

ρi . (1.27)

Οι δυνατές τιμές της παραμέτρου της καταστατικής εξίσωσης wi κάθε συστατικού

και η σημασία τους για την κοσμική εξέλιξη αναλύονται με λεπτομέρεια παρακάτω.

1.1.5.1 Θετικές τιμές της παραμέτρου της Καταστατικής Εξίσω-

σης

΄Ενα αστροφυσικό ρευστό σε κατάσταση θερμικής ισορροπίας περιγράφεται από την

καταστατική εξίσωση των ιδανικών ρευστών
2
:

Pi =
ρikBT

µc2
(1.28)

όπου µ είναι η μέση μάζα των σωματιδίων και kB είναι η σταθερά του Boltzmann.

Για τη θερμοκρασία T , είναι γνωστό επίσης ότι:

3kBT = µu2
µ , (1.29)

2
Ο παρανομαστής µc2 εισέρχεται στην (1.28) προκειμένου η πίεση και η πυκνότητα να

εκφράζονται στο ίδιο σύστημα μονάδων όπως στις προηγούμενες παραγράφους.
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όπου uµ είναι η μέση ταχύτητα των σωματιδίων. Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις

(1.25), (1.28) και (1.29), η παράμετρος της καταστατικής εξίσωσης wi ικανοποιεί τη

σχέση wi =
u2
µ

3c2
.

Η παράμετρος της καταστατικής εξίσωσης wi δεν μπορεί να πάρει αυθαίρετες τιμές.

΄Οντως, λαμβάνοντας υπόψη τον ορισμό της ταχύτητας του ήχου:

c2
s =

∂P

∂ρ
,

έχουμε c2
s = c2wi ή wi = ( cs

c
)2
, οπότε οι τιμές της παραμέτρου της καταστατικής

εξίσωσης wi περιορίζονται στο διάστημα:

wi ≤ 1 .

Για παράδειγμα, για την παράμετρο της καταστατικής εξίσωσης που αντιστοιχεί στην

ψυχρή σκοτεινή ύλη, wm, έχουμε u2
µ � c2

, έτσι wm = 0 και ως εκ τούτου η πίεση που

αντιστοιχεί στην ψυχρή σκοτεινή ύλη είναι Pm = 0. Για ένα ρευστό με σχετικιστικά

(uµ ∼ c) χωρίς μάζα σωματίδια, όπως τα φωτόνια, η παράμετρος της καταστατικής

εξίσωσης είναι wr = 1
3
και ως εκ τούτου Pr = 1

3
ρr. Για οποιοδήποτε άλλο ρευστό για

το οποίο τα σωματίδιά του έχουν ταχύτητες: 0 ≤ u2
µ < c2

, παίρνουμε 0 ≤ wi <
1
3
.

1.1.5.2 Αρνητικές τιμές της παραμέτρου της καταστατικής εξίσω-

σης

΄Εστω υποθετικό κοσμικό ρευστό του οποίου η παράμετρος της καταστατικής ε-

ξίσωσης ικανοποιεί τη σχέση wi < 0. Σε αυτή την περίπτωση, για συγκεκριμένες

αρνητικές τιμές της παραμέτρου της καταστατικής εξίσωσης wi, μπορούμε να έχουμε

επιταχυνόμενη διαστολή του Σύμπαντος. Πράγματι, αντικαθιστώντας την εξίσωση

(1.25) στην (1.17) έχουμε ότι:

ä

a
= −4πG

3
ρ(1 + 3w) .

Επιταχυνόμενη διαστολή (δηλαδή ä > 0), έχουμε εφόσον:

1 + 3w < 0⇒ w < −1/3 .
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1.1.5.3 Σκοτεινή Ενέργεια

Σήμερα, εξαιρετικής ακριβείας παρατηρήσεις και η στατιστική ανάλυση των διαφόρων

κοσμολογικών δεδομένων (SNIa, CMB, BAOs, Hubble Telescope κ.ά.), συγκλίνουν

προς το συμπέρασμα ότι ζούμε σε ένα χωρικά επίπεδο Σύμπαν που αποτελείται από

∼ 4% βαρυονική ύλη, ∼ 26% σκοτεινή ύλη και ∼ 70% κάποιο είδος σκοτεινής ενέρ-

γειας η οποία είναι απαραίτητη προκειμένου να εξηγηθεί η επιταχυνόμενη διαστολή

του Σύμπαντος ([18], [19], [20], [16], [21], [14], [15]).

Στην ‘εποχή της ύλης’ θεωρούμε για την ύλη (βαρυονική ή σκοτεινή) το μοντέλο

‘σκόνης’ για το οποίο έχουμε Pm = wm = 0. Τότε, το μόνο στοιχείο που συμβάλλει

στη συνολική πίεση του κοσμικού ρευστού είναι αυτό της σκοτεινής ενέργειας, με

παράμετρο καταστατικής εξίσωσης w = wDE, πυκνότητα ρDE και πίεση PDE. Η

συνολική πίεση του κοσμικού ρευστού είναι:

P = Pm + PDE = wDEρDE .

Ο προσδιορισμός της τιμής και της χρονικής συμπεριφοράς της παραμέτρου wDE

είναι ένα από τα πιο σημαντικά ανοικτά ερωτήματα για την Κοσμολογία, δεδομένου

ότι περικλείει σημαντικές φυσικές πληροφορίες σχετικά με τη φύση της σκοτεινής

ενέργειας και ως εκ τούτου, σχετικά με την κοσμική επιτάχυνση του Σύμπαντος.

Παρά το γεγονός ότι οι περισσότερες παρατηρήσεις συγκλίνουν ως προς ένα κοινά

αποδεκτό μοντέλο σχετικά με το ποια είναι τα συστατικά του Σύμπαντος, υπάρχουν

διαφορετικές απόψεις σχετικά με τον πιθανό φυσικό μηχανισμό ή τη φύση της σκο-

τεινής ενέργειας που είναι υπεύθυνη για την κοσμική επιτάχυνση. Στις επόμενες

παραγράφους παρουσιάζουμε εν συντομία τα πιο ευρέως γνωστά μοντέλα που είναι

υποψήφια για τη συνιστώσα της σκοτεινής ενέργειας του Σύμπαντος.

Κοσμολογική Σταθερά (Ενέργεια του Κενού)

Ιδιαίτερου ενδιαφέροντος είναι η περίπτωση όπου w = wΛ = −1, κάτι το οποίο ση-

μαίνει ότι PΛ = −ρΛ (μοντέλο της κοσμολογικής σταθεράς, cosmological constant).

Η κοσμολογική σταθερά η οποία συμβολίζεται με το ελληνικό γράμμα Λ εισήχθη

για πρώτη φορά από τον ΄Αλμπερτ Αϊνστάιν στην προσπάθειά του να εξηγήσει την

αντίληψη της εποχής του, ότι δηλαδή ζούμε σε ένα στατικό Σύμπαν. Πράγματι, σε

ένα Σύμπαν που περιέχει μόνο ύλη με πυκνότητα ρm, το βαρυτικό δυναμικό θα είναι

∇2Φ = 4πGρm. Η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι ä = −∇Φ. Για ένα στατικό

Σύμπαν θα έπρεπε να έχουμε ότι ä = 0, κάτι που θα σήμαινε ότι Φ = const και
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συνεπώς ρm = 0. ΄Ετσι, ο Αϊνστάιν εισήγαγε την κοσμολογική σταθερά ώστε να

παραγάγει ένα μοντέλο στατικού Σύμπαντος κάτω από ασταθή ισορροπία με ρm 6= 0.

Ωστόσο, η ιδέα αυτή εγκαταλείφθηκε, όταν βρέθηκε παρατηρησιακά η διαστολή του

Σύμπαντος. Σήμερα, η ιδέα της κοσμολογικής σταθεράς μπορεί να θεωρηθεί είτε

ως ένα επιπλέον ρευστό με πυκνότητα ρΛ ή ως μία τροποποίηση του νόμου της βα-

ρύτητας χάρη στην οποία έχουμε επιταχυνόμενη διαστολή του Σύμπαντος. Παρά το

γεγονός ότι η κοσμολογική σταθερά είναι η απλούστερη υποψήφια για τη σκοτεινή

ενέργεια και είναι συνεπής με τις τρέχουσες παρατηρήσεις (μπορεί να εξηγήσει έως

κάποιο βαθμό την παρούσα κοσμική επιτάχυνση), συναντά μερικά σοβαρά θεωρητικά

προβλήματα:

1. Το πρόβλημα της Κοσμολογικής Σταθεράς ή αλλιώς το πρόβλημα της ‘λεπτο-

μερούς ρύθμισης’ (fine tuning)

Υπάρχει ασυμφωνία μεταξύ της παρατηρούμενης τωρινής τιμής της κοσμολο-

γικής σταθεράς και της θεωρητικής τιμής που προβλέπεται από την Κβαντική

Θεωρία Πεδίου (Quantum Field Theory, QFT). Στην QFT η παρουσία της

κοσμολογικής σταθεράς οφείλεται στις κβαντικές διαταραχές του κενού. Η τι-

μή αυτή είναι περίπου: ρΛ/8πG ≈ 1071GeV 4
ενώ η παρατηρούμενη τιμή είναι

ρΛ/8πG ≈ 10−47GeV 4
. Αυτό κάνει μια διαφορά πάνω από 100 τάξεις μεγέθους.
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2. Κοσμική Σύμπτωση

Είναι το ζήτημα του για ποιο λόγο τυχαίνει η πυκνότητα της ύλης και η πυ-

κνότητα της σκοτεινής ενέργειας να είναι της ίδιας τάξης μεγέθους στη σημε-

ρινή εποχή, δεδομένου ότι η πυκνότητα της ύλης εξελίσσεται με το χρόνο, και

είναι πολύ διαφορετική από την πυκνότητα της σκοτεινής ενέργειας τόσο στο

παρελθόν όσο και στο μέλλον.

Προκειμένου να ξεπεραστούν τα προαναφερθέντα εμπόδια, έχουν προταθεί αρκετά

μοντέλα έτσι ώστε να εξηγηθεί η επιταχυνόμενη διαστολή του Σύμπαντος αλλάζοντας

τη βασική παραδοχή ως προς το αίτιο της επιταχυνόμενης διαστολής. Τα μοντέλα

αυτά κατατάσσονται κυρίως σε τρεις κατηγορίες: τα μοντέλα βαθμωτών πεδίων, που

υποθέτουν μια επιπλέον συνιστώσα του κοσμικού ρευστού, τα τροποποιημένα μοντέλα

βαρύτητας που μεταβάλλουν το νόμο της βαρύτητας, και τις θεωρίες που υποθέτουν

ένα χωρόχρονο επιπλέον διαστάσεων, γνωστό ως κόσμος βρανών (braneworlds).

Στα μοντέλα που προκύπτουν θα αναφερόμαστε στη συνέχεια ακολουθώντας την

εξής ονοματολογία:

Μοντέλα Βαθμωτών Πεδίων

1. Πεμπτουσία

Η παράμετρος της καταστατικής εξίσωσης w έχει αρνητική τιμή με −1 < w <

−1
3
([22], [23], [24]).

2. The ghost field of phantom

Το μοντέλο ghost field of phantom [25] (w < −1) προτάθηκε λόγω του ότι

οι παρατηρήσεις δείχνουν μία ελαφριά προτίμηση σε αρνητικές τιμές μικρότερες

του −1 για την κοσμολογική σταθερά.

3. Quintom

Τα μοντέλα quintom έχουν σταθερή τιμή για την κοσμολογική σταθερά w με

w < −1
3
[26].

4. k-essence

Τα μοντέλα k-essence έχουν έναν μη κανονικό κινητικό όρο βαθμωτού πεδίου

(βλ. για παράδειγμα [27], [28]).
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5. Μοντέλα αερίου τύπου Chaplygin

Η καταστατική εξίσωση δεν έχει τη συνήθη μορφή, αλλά είναι της μορφής

P = − A
ρa
, όπου A είναι μία θετική σταθερά και 0 ≤ a ≤ 1 [29].

6. Χρονοεξαρτώμενο Λ

Σε αυτό το μοντέλο, η κοσμολογική σταθερά Λ είναι μία φθίνουσα συνάρτηση

του χρόνου, Λ(t) ([30], [31]).

7. Μοντέλο Chevallier-Polarski-Linder (CPL)

Οι Chevallier, Polarski, Linder ([32], [33]) εισήγαγαν μία χρονοεξαρτώμε-

νη παράμετρο της καταστατικής εξίσωσης τέτοια ώστε: PDE = w(a)ρDE.

Συγκεκριμένα, η παράμετρος της καταστατικής εξίσωσης είναι ένα ανάπτυγ-

μα Taylor πρώτης τάξεως γύρω από το σήμερα, a0 = 1, οπότε w(a) = w0 +

w1(1− a) με τα w0, w1 να είναι σταθερές. Το w0 είναι η τωρινή τιμή της παρα-

μέτρου της καταστατικής εξίσωσης και το w1 είναι η πρώτη παράγωγος του w

ως προς τον παράγοντα κλίμακας a.

Εναλλακτικά μοντέλα Βαρύτητας

Προκειμένου να ερμηνευθεί η επιταχυνόμενη διαστολή του Σύμπαντος, αντί της προ-

σθήκης κάποιας συνιστώσας του κοσμικού ρευστού, π.χ. ενός βαθμωτού πεδίου, στο

δεξιό μέλος των εξισώσεων του Αϊνστάιν (εξισώσεις (1.20)), μπορούμε να θεωρήσου-

με τροποποιήσεις στο αριστερό μέλος της ίδιας εξίσωσης, δηλαδή στο νόμο της βα-

ρύτητας. Μια τέτοια τροποποίηση μπορεί να αποδοθεί σε μια χρονικά μεταβαλλόμενη

‘ενεργός σταθερά’ Geff της βαρύτητας, η οποία υποκαθιστά τη σταθερά του Νεύτω-

να, G. Συγκεκριμένα, θέτουμε Geff = GQ(a), όπου Q(a) είναι μία χρονοεξαρτώμενη

εξίσωση. Ως παράδειγμα, μπορεί κάποιος να χρησιμοποιήσει τις f(R) θεωρίες οι

οποίες είναι βαθμωτανυστικές θεωρίες που εμφανίζονται ως χαμηλής ενέργειας όρια

των θεωριών των χορδών και άλλων εναλλακτικών θεωριών βαρύτητας.

Μοντέλα Braneworld

΄Ενα άλλο πιθανό σενάριο για την επιτάχυνση παρέχεται από τις θεωρίες με επιπλέον

διαστάσεις γνωστές ως θεωρίες των κοσμικών βρανών. Σε αυτές τις περιπτώσεις,

ο τεσσάρων διαστάσεων χωροχρόνος μας, βράνη (brane), εμβαπτίζεται σε έναν υ-

ψηλότερων διαστάσεων χωροχρόνο. Σε αυτές τις υποθέσεις, όλα τα πεδία της ύλης
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περιορίζονται στη βράνη ενώ η βαρύτητα είναι μια καθολική αλληλεπίδραση που δια-

δίδεται στο λεγόμενο χώρο αντι-de Sitter. Παραδείγματα τέτοιων μοντέλων έδωσαν

οι Randall-Sundrum [34], και οι Dvali-Gabadadze-Porrati (μοντέλο DGP, [35]).

1.1.6 Σύμπαν με μία συνιστώσα και με πολλαπλές συ-

νιστώσες του κοσμικού ρευστού

Η εξίσωση συνέχειας (1.15) ισχύει ξεχωριστά για κάθε συνιστώσα του Σύμπαντος.

Υποθέτοντας ένα ρευστό με μία συνιστώσα και σταθερή παράμετρο καταστατικής

εξίσωσης w, η εξίσωση συνέχειας δίνει:

ρi ∝ a−3(1+wi) .

Για την ψυχρή σκοτεινή ύλη (wm = 0), τη σκοτεινή ενέργεια στην περίπτωση της

κοσμολογικής σταθεράς (wΛ = −1) και για την ακτινοβολία (wr = 1/3) έχουμε τις

αντίστοιχες πυκνότητες:

ρm = ρm0a
−3, ρΛ = const, ρr = ρr0a

−4 (1.30)

όπου ρm0, ρr0 είναι οι σημερινές τιμές της πυκνότητας της ύλης και της ακτινοβολίας

αντίστοιχα. Για την πιο γενική περίπτωση μίας χρονοεξαρτώμενης παραμέτρου της

καταστατικής εξίσωσης, δηλαδή w = w(a), που αντιστοιχεί στη σκοτεινή ενέργεια,

βρίσκουμε:

ρi(a) = ρi0 exp
(
− 3

∫ a

0

da

a
[1 + w(a)]

)
.

όπου ρi0 η σημερινή τιμή της πυκνότητας που αντιστοιχεί στη σκοτεινή ενέργεια. Η ι-

στορία της διαστολής του Σύμπαντος μπορεί να συναχθεί αναλυτικά

αντικαθιστώντας την καταστατική εξίσωση και τις παραπάνω εκφράσεις στην εξίσω-

ση Friedmann (1.12) και, στη συνέχεια, λύνοντας ως προς το συντελεστή κλίμακας

a(t).

Μπορούμε επίσης να εξαγάγουμε τις αντίστοιχες εξισώσεις για την αδιάστατη πα-

ράμετρο πυκνότητας Ω(a) σε συνάρτηση με τον παράγοντα κλίμακας για κάθε συ-

νιστώσα του Σύμπαντος. Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (1.13), (1.14) και (1.30)

έχουμε ότι:

Ωm(a) =
Ωm0a

−3

E2(a)
(1.31)
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Πίνακας 1.1: Περίληψη των λύσεων της παραμέτρου της καταστατικής εξίσωσης
w, της πυκνότητας ρ(a), του παράγοντα κλίμακας a(t) και της παραμέτρου Hubble

H για ένα επίπεδο Σύμπαν μιας συνιστώσας.

w ρ(a) a(t) H

εποχή της ύλης 0 a−3 t2/3 t−1 ∝ a−3/2

εποχή της ακτινοβολίας 1/3 a−4 t1/2 t−1 ∝ a−2

σκοτεινή ενέργεια (Λ) -1 const eHt const
σκοτεινή ύλη const 6= −1 a−3(1+w) t2/(3(1+w)) t−1 ∝ a−3(1+w)/2

Ωr(a) =
Ωr0a

−4

E2(a)
(1.32)

ΩΛ(a) =
ΩΛ

E2(a)
(1.33)

όπου:

E(a) ≡ H(a)

H0

(1.34)

είναι η κανονικοποιημένη συνάρτηση Hubble και Ωm0, Ωr0, ΩΛ είναι οι σημερινές

τιμές των αδιάστατων παραμέτρων πυκνότητας που αντιστοιχούν στην ύλη, στην α-

κτινοβολία και στη σκοτεινή ενέργεια (στην περίπτωση της κοσμολογικής σταθεράς)

αντίστοιχα. Στον πίνακα (1.1) συνοψίζουμε τις λύσεις για την παράμετρο της κα-

ταστατικής εξίσωσης w, την πυκνότητα ρ(a), τον παράγοντα κλίμακας a(t) και την

παράμετρο Hubble H για ένα επίπεδο Σύμπαν μιας συνιστώσας.

Στη γενική περίπτωση ενός μείγματος ρευστών που δεν αλληλεπιδρούν μεταξύ τους,

θα πρέπει κάποιος να λάβει υπόψη του τις εξισώσεις (1.26) και (1.27), δηλαδή ότι

η συνολική πίεση P και η συνολική πυκνότητα ρ του κοσμικού ρευστού είναι τα

αθροίσματα των επιμέρους συνιστωσών της πίεσης και της πυκνότητας αντίστοιχα.

Σε αυτήν την περίπτωση, η εξίσωση Friedmann (εξίσωση (1.12)), γίνεται:

(
ȧ

a

)2

=
H2

0

ρc,0
[ρm0a

−3 + ρr0a
−4 + ρDE0a

−3(1+w)] (1.35)

ή

H2 = H2
0 [Ωm0a

−3 + Ωr0a
−4 + ΩDE0a

−3(1+w)] = H2
0E

2(a)

και τελικά:

H0t =

a∫
0

da

(Ωm0a−1 + Ωr0a−2 + ΩDE0a−1−3w)1/2
(1.36)

όπου Ωm0 + Ωr0 + ΩDE0 = 1, με ΩDE0 τη σημερινή τιμή της αδιάστατης πυκνότητας

που αντιστοιχεί στη σκοτεινή ενέργεια. Να σημειωθεί ότι το ολοκλήρωμα (1.36) είναι
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αρκετά περίπλοκο. Παρόμοιες δυσκολίες μπορεί κανείς να συναντήσει και στις άλλες

εξισώσεις Friedmann. Ωστόσο, τόσο το τελευταίο ολοκλήρωμα όσο και οι εξισώσεις

Friedmann μπορούν εύκολα να λυθούν αριθμητικά αν κάποιος γνωρίζει τις τιμές των

Ωm0, Ωr0, ΩDE0 και w, εάν εστιάσουμε τη μελέτη μας σε μια συγκεκριμένη εποχή. Για

παράδειγμα, θεωρούμε με πολύ καλή ακρίβεια ότι στο μακρινό παρελθόν η κυρίαρχη

συνιστώσα ήταν η ακτινοβολία, στη συνέχεια, ακολούθησε η εποχή της κυριαρχίας

της ύλης κ.λ.π. Τα πρόσφατα δεδομένα δείχνουν ότι είμαστε στο στάδιο όπου η

σκοτεινή ενέργεια επικρατεί έναντι όλων των υπολοίπων συνιστωσών με ποσοστό

περίπου 69, 2% [36], με τον πιο πιθανό υποψήφιο για την περιγραφή της, το μοντέλο

της κοσμολογικής σταθεράς. Η σημερινή πυκνότητα της ύλης (βαρυονική και μη)

είναι σε ποσοστό 30, 8% ενώ η πυκνότητα της ακτινοβολίας είναι σχεδόν μηδενική,

έτσι ώστε να μπορεί να αγνοηθεί [14].

1.1.7 Μοντέλα Χρονοεξαρτώμενης Παραμέτρου της Κα-

ταστατικής Εξίσωσης

΄Οπως είδαμε παραπάνω, μια καλή πρώτη προσέγγιση είναι να θεωρήσουμε μία σταθε-

ρή παράμετρο καταστατικής εξίσωσης. Ωστόσο, λόγω της απουσίας μιας επαρκώς θε-

μελιωμένης θεωρίας σχετικά με τη φύση της σκοτεινής ενέργειας (δηλαδή αν πρόκει-

ται για κοσμολογική σταθερά, βαθμωτό πεδίο που έχει μία χρονικά μεταβαλλόμενη

παράμετρο καταστατικής εξίσωσης κ.λ.π.) έχουν προταθεί στη βιβλιογραφία μερικές

απλές παραμετροποιήσεις της παραμέτρου w ως μεταβλητής στο χρόνο. Μερικές από

τις πιο γνωστές παραμετροποιήσεις περιγράφονται στις επόμενες παραγράφους:

1. Μία από τις πιο κοινές παραμετροποιήσεις που εμφανίζονται στη βιβλιογραφία

είναι η εξής (βλ. π.χ. [37]):

w(z) = w0 + w1f(z)

όπου w0 και w1 είναι σταθερές και f(z) είναι μία συνάρτηση της ερυθρομετάθε-

σης. Τέτοιου είδους μοντέλα συμπεριλαμβάνουν την περίπτωση της κοσμολο-

γικής σταθεράς με w0 = −1 και w1 = 0 και την περίπτωση μίας σταθερής

παραμέτρου καταστατικής εξίσωσης με w0 = w και w1 = 0. Ορισμένες απλές

δυνατές μορφές για τη συνάρτηση f(z) είναι:

(αʹ) f(z) = 0, κάτι που σημαίνει ότι η παράμετρος της καταστατικής εξίσωσης

είναι σταθερή.
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(βʹ) f(z) = z, έτσι ώστε η παράμετρος της καταστατικής εξίσωσης να είναι

μια γραμμική συνάρτηση της ερυθρομετάθεσης. Η περίπτωση αυτή μπορεί

να θεωρηθεί ως ένα ανάπτυγμα Taylor 1ης τάξεως της παραμέτρου της

καταστατικής εξίσωσης ([38], [39]) όπου w0 και w1 = w′ είναι η σημερινή

τιμή και η πρώτη παράγωγος της παραμέτρου της καταστατικής εξίσω-

σης που αντιστοιχεί στη σκοτεινή ενέργεια αντίστοιχα. Το μοντέλο αυτό

αντιμετώπισε μερικά σοβαρά προβλήματα. Συγκεκριμένα παρουσιάζει α-

ποκλίνουσα συμπεριφορά σε μεγάλες ερυθρομεταθέσεις.

2. Το πρόβλημα της περίπτωσης 1β΄ ξεπεράστηκε από το μοντέλο Chevallier-

Polarski-Linder (CPL), το οποίο είναι ένα ανάπτυγμα Taylor γύρω από τη

σημερινή τιμή του παράγοντα κλίμακας (a0 = 1): f(z) = z/(1 + z) (βλ. [40]

και εκεί αναφορές, [32], [33], [41], [42]). Αυτό το μοντέλο συμπεριφέρεται καλά

σε υψηλές ερυθρομετατοπίσεις και χρησιμεύει ως μια εξαιρετική προσέγγιση

για τα βαθμωτά μοντέλα σκοτεινής ενέργειας αργής κύλισης (slow roll scalar

field models).

3. Λογαριθμικό ανάπτυγμα της ερυθρομετάθεσης z [43].

4. Η επεκταμένη παραμετροποίηση CPL, στην οποία ο δείκτης της δύναμης του

παρονομαστή στο μοντέλο CPL αλλάζει από 1 σε 2 [44].

5. Παραμετροποιήσεις με παραπάνω από δύο παραμέτρους όπως είναι τα μοντέλα

της ιδιόμορφης προσέγγισης (kink approach) ([45], [46], [47]).

6. Παράμετρος της καταστατικής εξίσωσης για μοντέλα σκοτεινής ενέργειας η

οποία εξαρτάται από τον παράγοντα κλίμακας: Η περίπτωση αυτή αναλύεται

διεξοδικά στο Κεφάλαιο 2.

1.2 Η εξέλιξη των διαταραχών της ύλης

΄Ενας από τους κύριους στόχους της Κοσμολογίας είναι να εξηγήσει το σχημα-

τισμό των δομών στο Σύμπαν όπως για παράδειγμα οι γαλαξίες, τα σμήνη και τα

υπερσμήνη των γαλαξιών. Μέχρι στιγμής έχουμε αντιμετωπίσει το Σύμπαν ως

απολύτως ομογενές. Ωστόσο, αυτό ισχύει μόνο σε αρκετά μεγάλες κλίμακες.

Ανομοιογένειες της πυκνότητας της ύλης σε μικρές κλίμακες είναι αναγκαίες

ώστε να δημιουργηθούν οι παρατηρούμενες δομές. Ειδικά, θεωρούμε ότι οι
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διαταραχές πυκνότητας στο πρώιμο Σύμπαν είναι ο ‘σπόρος’ που οδήγησε στη

δημιουργία των παρατηρούμενων δομών σήμερα.

Οι διαταραχές πυκνότητας της ύλης δ ορίζονται από τη σχέση:

δ ≡ δρ

ρm
=
ρ(r, t)− ρm(t)

ρm(t)
(1.37)

όπου ρ(r, t) είναι η πυκνότητα μέσα στον όγκο όπου η διαταραχή λαμβάνει χώρα

και ρm(t) = ρm0a
−3

είναι η πυκνότητα της ομογενούς ύλης.

Αρχικές μικρές διακυμάνσεις στην πυκνότητα του κοσμικού ρευστού (δ � 1)

είναι δυνατόν να ενισχυθούν μέσω της λεγόμενης βαρυτικής αστάθειας Jeans.

Ο Jeans στις αρχές του 1900 έδειξε ότι ένα ομοιογενές και ισοτροπικό ρευστό

είναι ασταθές σε μικρές διαταραχές στην πυκνότητά του. Ως αποτέλεσμα, οι

ανομοιογένειες στην πυκνότητα αυξάνονται με το χρόνο, όταν η πίεση είναι

μικρή σε σύγκριση με την δύναμη της βαρύτητας. Μικρές διαταραχές αυξάνουν

αργά με την πάροδο του χρόνου, έως ότου γίνουν αρκετά ισχυρές για να διαχω-

ριστούν από τη διαστολή του υποβάθρου και έτσι να καταρρεύσουν σε βαρυτικά

συμπαγή συστήματα όπως είναι οι γαλαξίες και τα σμήνη των γαλαξιών.

Στις επόμενες παραγράφους δίνουμε τις πιο βασικές σχέσεις αναφορικά προς

την εξέλιξη των διαταραχών πυκνότητας στο νεαρό Σύμπαν, κυρίως στο πλα-

ίσιο της γραμμικής θεωρίας διαταραχών, που εφαρμόζεται εφόσον δ � 1. Ε-

πίσης, δίνουμε μερικούς βασικούς ορισμούς που χρησιμεύουν στο χαρακτηρισμό

των διαταραχών πυκνότητας και τους οποίους χρησιμοποιούμε στα επόμενα κε-

φάλαια.

1.2.1 Εξισώσεις της Δυναμικής Ρευστών

΄Εστω ένα μη σχετικιστικό ρευστό με πυκνότητα μάζας ρ(~r, t), πίεση P � ρ

και πεδίο ταχυτήτων u(~r, t) σε ένα βαρυτικό δυναμικό Φ (στο Νευτώνειο όριο),

όπου ~r το διάνυσμα της θέσης ενός στοιχείου του ρευστού ως προς αδρανειακό

σύστημα αναφοράς και t ο χρόνος. Οι εξισώσεις της κίνησης που περιγράφουν

το ρευστό είναι οι ακόλουθες βασικές εξισώσεις της ρευστοδυναμικής:

(αʹ) Η Εξίσωση Συνέχειας η οποία περιγράφει τη διατήρηση της μάζας:

∂ρ(~r, t)

∂t
+∇r[ρ(~r, t)~u(~r, t)] = 0 . (1.38)
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(βʹ) Η Εξίσωση Euler που εκφράζει το δεύτερο νόμο του Νεύτωνα:

du

dt
≡ ∂~u(~r, t)

∂t
+ ~u(~r, t)∇r~u(~r, t) = −∇rΦ−

1

ρ(~r, t)
∇rP . (1.39)

Ο όρος της πίεσης στην (1.39) μπορεί να παραλειφθεί κατά την εποχή της

ύλης, βλ. παράγραφο (1.1.5.1).

(γʹ) Η Εξίσωση Poisson:

∇2
rΦ = 4πGρ(~r, t) . (1.40)

Παρουσία κοσμολογικής σταθεράς, η (1.40) παίρνει τη μορφή:

∇2
rΦ = 4πGρ(~r, t)− Λ . (1.41)

1.2.2 Εξισώσεις Διαταραχών της Ρευστοδυναμικής

1.2.2.1 Εξίσωση συνέχειας

Από τον ορισμό των διαταραχών πυκνότητας, εξίσωση (1.37), η πυκνότητα της

ύλης γράφεται ως:

ρ(~r, t) = ρm(t)[1 + δ(~r, t)] . (1.42)

Εισάγοντας τις εξισώσεις (1.11), (1.42) στην εξίσωση συνέχειας, κρατώντας

όρους μέχρι πρώτης τάξεως ως προς δ, και λαμβάνοντας υπόψη ότι σε ένα

διαστελλόμενο Σύμπαν έχουμε ρm = ρm0a
−3(t) και ρ̇ = −3ρH(t), βρίσκουμε

την εξίσωση:

∂δ(~r, t)

∂t
+∇r~ν(~r, t) +H(t)~r∇rδ(~r, t) = 0 . (1.43)

Η εξίσωση (1.43) μπορεί να γραφεί ισοδύναμα στο συνκινούμενο σύστημα συν-

τεταγμένων θέτοντας:

(
∂

∂t
)x ≡

∂

∂t
= (

∂

∂t
)r +H~x∇ (1.44)

και

∇x ≡ ∇ = a∇r . (1.45)

Η (1.43) παίρνει τότε τη μορφή:

∂δ(~x, t)

∂t
+

1

a
∇x~ν(~x, t) = 0 . (1.46)
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1.2.2.2 Εξίσωση Poisson

Προκειμένου να πάρουμε την εξίσωση Poisson για τις διαταραχές, ξαναγράφου-

με την αριστερή πλευρά της εξίσωσης (1.40) σε σφαιρικές συντεταγμένες και

χρησιμοποιούμε ταυτόχρονα τη σχέση (1.42):

1

r2

∂

∂r
(r2∂Φ

∂r
) = 4πG[ρm

(
1 + δ(~r, t)

)
]− Λ . (1.47)

΄Επειτα από πράξεις, βρίσκουμε ότι:

Φ =

(
4πGρm

3
+

4πGρmδ

3
− Λ

3

)
r2

2

ή

Φ = ϕ(~x, t) +
2πG

3
ρma

2x2 − Λ

6
a2x2 . (1.48)

Η τελευταία εξίσωση είναι η εξίσωση του δυναμικού στο συνκινούμενο σύστημα

συντεταγμένων, με τη συνάρτηση ϕ(~x, t) να περικλείει όλες τις πληροφορίες

σχετικά με το πεδίο διαταραχών.

Εισάγοντας την εξίσωση (1.48) στην εξίσωση (1.40) και κάνοντας τη μετάβα-

ση από το σύστημα ηρεμίας στο συνκινούμενο σύστημα, έχουμε την εξίσωση

Poisson για τις διαταραχές στο συνκινούμενο σύστημα:

∇2
xϕ(~x, t) = 4πGρmδa

2. (1.49)

1.2.2.3 Εξίσωση Euler

Προκειμένου να εξαγάγουμε την εξίσωση Euler για τις διαταραχές στο συνκινο-

ύμενο σύστημα, εισάγουμε την εξίσωση (1.11) στην εξίσωση (1.39) και επίσης

χρησιμοποιούμε τις εξισώσεις (1.44) και (1.45). Χρησιμοποιώντας επίσης τη

σχέση (1.11) και κρατώντας όρους πρώτης τάξεως ως προς ~ν και δ, βρίσκουμε

την εξίσωση:

(
∂~ν

∂t
)x +

ȧ

a
~ν = −1

a
∇xϕ . (1.50)
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1.2.3 Διαφορική Εξίσωση των διαταραχών της ύλης

1.2.3.1 Γραμμική Θεωρία Διαταραχών

Οι εξισώσεις (1.46), (1.49) και (1.50) είναι το σύνολο των εξισώσεων της

υδροδυναμικής για τις διαταραχές που περιγράφουν την εξέλιξη της συνολικής

ύλης στο Σύμπαν. Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (1.46) και (1.50) έχουμε

ότι:

∂δ(~x, t)

∂t
+

1

a
∇x[−

1

a
∇xϕ− (

∂~ν

∂t
)x]
a

ȧ
= 0⇒

ȧ

a

∂δ(~x, t)

∂t
− 1

a
∇x[

1

a
∇xϕ+ (

∂~ν

∂t
)x] = 0⇒

H
∂δ(~x, t)

∂t
− 1

a
∇x(

∂~ν

∂t
)x =

1

a2
∇2
xϕ . (1.51)

Επιπλέον:

∇x(
∂~ν

∂t
)x =

∂

∂x
(
∂~ν

∂t
)x =

∂

∂t
(
∂~ν

∂x
)x =

∂

∂t
∇x~ν =

∂

∂t
(−∂δ

∂t
a) = −ȧ∂δ

∂t
− a∂

2δ

∂t2
,

έτσι η εξίσωση (1.51) γίνεται:

∂2δ

∂t2
+ 2H

∂δ

∂t
=
∇2
xϕ

a2
.

Τέλος, λόγω της (1.49), η τελευταία εξίσωση παίρνει τη μορφή:

∂2δ

∂t2
+ 2H

∂δ

∂t
= 4πGρmδ . (1.52)

Η εξίσωση (1.52) είναι η διαφορική εξίσωση των διαταραχών της συνολικής

ύλης με την προϋπόθεση ότι έχουμε ένα ιδανικό χωρίς πίεση ρευστό στο πλαίσιο

της γραμμικής θεωρίας διαταραχών.

Μια άλλη χρήσιμη μορφή της εξίσωσης (1.52), μπορεί να ληφθεί αν αλλάξουμε

τις μεταβλητές από το χρόνο t στον παράγοντα κλίμακας a(t). Για το λόγο αυ-

τό, πρέπει να λάβουμε υπόψη το γεγονός ότι η πρώτη και η δεύτερη παράγωγος

των διαταραχών της ύλης σε σχέση με το χρόνο είναι αντίστοιχα:

δ̇ =
dδ

dt
= Ha

dδ

da
= Haδ′ (1.53)

και

δ̈ = ȧ(aδ′
dH

da
+Hδ′ +Haδ′′) . (1.54)
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Εισάγοντας τις εξισώσεις (1.53), (1.54) στην εξίσωση (1.52), παίρνουμε:

δ′′ + δ′(
1

H

dH

da
+

3

a
)− 4πGρmδ

ȧ2
= 0 . (1.55)

Τώρα αν λάβουμε υπόψη μας τον ορισμό της κανονικοποιημένης εξίσωσης Hub-

ble, εξίσωση (1.34), έχουμε:

d lnE(a)

da
=
d lnH(a)

da
. (1.56)

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (1.12), (1.13), (1.31) και (1.34) για ένα επίπεδο

Σύμπαν έχουμε ότι:

4πGρm =
3

2
H2

0 Ωm0a
−3 . (1.57)

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (1.56), (1.57) μαζί με την εξίσωση (1.55) βρίσκου-

με τη μορφή της διαφορικής εξίσωσης των διαταραχών της ύλης σε συνάρτηση

με τον παράγοντα κλίμακας a(t):

δ′′ + A(a)δ′ −B(a)δ = 0 , (1.58)

όπου:

A(a) =
d lnE(a)

da
+

3

a

και

B(a) =
3

2

Ωm0

E2(a)a5
.

1.2.3.2 Εναλλακτικά Μοντέλα Βαρύτητας

Είναι ενδιαφέρον να αναφέρουμε ότι η εξίσωση (1.58) έχει την ίδια μορφή όχι

μόνο για κάθε μοντέλο σκοτεινής ενέργειας, αλλά και για εναλλακτικά μον-

τέλα βαρύτητας («Γεωμετρική Σκοτεινή Ενέργεια») (βλ. [48],[49], [50],[51],

[52], [53], [54], [55]). Η μόνη διαφορά είναι ότι στα μοντέλα αυτά πρέπει να

αντικαταστήσουμε τη σταθερά του Νεύτωνα G με την ενεργό παράμετρο του

Νεύτωνα Geff (βλ. παράγραφο (2.1) εξισώσεις (2.7)). ΄Επειτα από τα παρα-

πάνω, η διαφορική εξίσωση των διαταραχών της ύλης σε εναλλακτικά μοντέλα

βαρύτητας είναι η εξίσωση (1.58) με μόνη διαφορά ότι:

B(a) =
3

2

Ωm0Q(a)

E2(a)a5
.
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Για κοσμολογικά μοντέλα που υπακούουν στη ΓΘΣ έχουμε ότι G = Geff και

Q(a) = 1, οπότε έχουμε ξανά την εξίσωση (1.58) η οποία είναι η συνήθης

χρονικά εξελισσόμενη εξίσωση για τις διαταραχές της πυκνότητας της ύλης

[56], ενώ στην περίπτωση των εναλλακτικών μοντέλων βαρύτητας ([48], [49],

[51], [54], [55]) έχουμε ότι Geff 6= G οπότε Q(a) 6= 1.

1.2.4 Λύση της διαφορικής εξίσωσης διαταραχών

και ο Γραμμικός Παράγοντας Αύξησης

Προκειμένου να λύσουμε την εξίσωση (1.52), θεωρούμε λύση της μορφής

δ(x, t) = δ0(x)D(t), όπου D(t) μία συνάρτηση που εξαρτάται μόνο από το

χρόνο και ονομάζεται παράγοντας των διαταραχών πυκνότητας. Αν θέσουμε

D(t0) = 1, τότε δ0(x) είναι η τιμή του πεδίου διαταραχών πυκνότητας στο

σημείο με συνκινούμενες συντεταγμένες x τη χρονική στιγμή t0. Αν θέσουμε

λοιπόν την παραπάνω μορφή λύσης στην (1.52) έχουμε ότι:

D̈ + 2HḊ − 4πGρmD = 0 . (1.59)

Ακολουθώντας τα ίδια βήματα με εκείνα της παραγράφου (1.2.3.1) μπορούμε

επίσης να γράψουμε την εξίσωση (1.59) ως συνάρτηση του παράγοντα κλίμακας

a(t):

D′′ +D′(
d lnH

da
+

3

a
)− 4πGρmD

(aH)2
= 0 . (1.60)

Λύσεις της εξίσωσης (1.60) έχουν δοθεί από τους [56] για τη ΛCDM κοσμο-

λογία, ενώ αρκετές εργασίες έχουν επίσης εξαγάγει τη λύση D για μοντέλα

σκοτεινής ενέργειας όπου w(z) =σταθ. (βλ. [57], [58], [59]), και για την κο-

σμολογία των βρανών [48]. Επίσης οι Linder & Cahn ([49], [51]) εξήγαγαν

παρόμοιες εκφράσεις για τα ‘γεωμετρικά’ μοντέλα σκοτεινής ενέργειας στα ο-

ποία το βαθμωτό Ricci μεταβάλλεται με το χρόνο, καθώς και για τα μοντέλα

με χρονικά μεταβαλλόμενη καταστατική εξίσωση, ενώ για το βαθμωτό τανυστή

και για τα f(R) μοντέλα η λύση παρέχεται από τους Gannouji et al. [55] και

Tsujikawa et al. [54]. Στις επόμενες ενότητες, οι συναρτησιακές μορφές της

λύσης D της εξίσωσης (1.60) παρουσιάζονται για τις εξής περιπτώσεις: για το

Σύμπαν που αποτελείται από ένα μόνο συστατικό (αυτό της ύλης), για την πε-

ρίπτωση της Λ κοσμολογίας (μοντέλο ΛCDM), αλλά και για κάθε εναλλακτικό

μοντέλο βαρύτητας, που είναι και η περίπτωση του ενδιαφέροντός μας.
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1.2.4.1 Λύση στο Σύμπαν Einstein-de Sitter

Από την εποχή της αποδέσμευσης (z ' 1000) έως και την εποχή της ερυθρο-

μετάθεσης z ' 6, το Σύμπαν συμπεριφέρεται προσεγγιστικά ως ένα μοντέλο

σκόνης, με Λ ' 0. ΄Ενα τέτοιο Σύμπαν ονομάζεται Einstein de Sitter (EdS),

και αποτελεί μία καλή αρχική προσέγγιση για την ποιοτική κατανόηση της ε-

ξέλιξης των διαταραχών πυκνότητας μετά την αποδέσμευση. Στο EdS Σύμπαν,

η παράμετρος του Hubble είναι:

H =
2

3t
,

ενώ η πυκνότητα είναι:

ρm =
1

6πGt2
,

οπότε η εξίσωση (1.52) γίνεται:

δ̈ +
4

3t
δ̇ =

2

3t2
δ . (1.61)

Θεωρώντας λύση της μορφής δ = cta, η εξίσωση (1.61) γίνεται:

3a2 + a− 2 = 0

από όπου βρίσκουμε a = −1 ή a = 2/3, δηλαδή έχουμε τις λύσεις:

D(t) = t2/3 ≡ D+(t) ,

και

D(t) = t−1 ≡ D−(t)

όπου οι D+(t), D−(t) ονομάζονται αύξων και φθίνων τύπος του παράγοντα των

διαταραχών πυκνότητας D(t) αντίστοιχα. Η γενική λύση της εξίσωσης δίνεται

ως επαλληλία των δύο ειδικών λύσεων. Ωστόσο, ο φθίνων τύπος D− σβήνει

αρκετά σύντομα, αφήνοντας μόνο τον αύξοντα τύπο στη λύση, D+, ο οποίος

ονομάζεται αλλιώς και παράγοντας αύξησης των διαταραχών της ύλης. Ως εκ

τούτου, η λύση της διαφορικής εξίσωσης των διαταραχών της ύλης σε ένα EdS

Σύμπαν είναι:

δ(x, t) = A(x)D+(t) ,
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όπου η εξίσωση A(x) μπορεί να προσδιορισθεί από τις αρχικές τιμές της ε-

ξίσωσης των διαταραχών δ(x, t). Για παράδειγμα, μπορούμε να γράψουμε

A = Ã/t
2/3
0 όπου t0 είναι η σημερινή χρονική στιγμή και Ã είναι μία συνάρτηση

της συνκινούμενης θέσης, οπότε:

δ(x, t) = Ã(
t

t0
)2/3

ή, θέτοντας t0 = 1

δ(x, t) = Ãa(t)⇔ δ(x, t) = ÃD(z)

με

D(z) =
D+(t)

D+(t0)
=

1

1 + z
. (1.62)

1.2.4.2 Λύση στο Σύμπαν de Sitter

Σε ένα Σύμπαν de Sitter το οποίο αποτελείται μόνο από σκοτεινή ενέργεια που

οφείλεται στην κοσμολογική σταθερά, η πυκνότητα της ύλης είναι ίση με μηδέν,

ρm = 0, οπότε η εξίσωση (1.52) γίνεται:

∂2δ

∂t2
+ 2H

∂δ

∂t
= 0 . (1.63)

Επιπλέον, η συνάρτηση Hubble είναι μία σταθερά, δηλαδή H2 = 8πGρΛ

3
. Η

εξίσωση (1.63) γίνεται τότε διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης με σταθερούς

συντελεστές με λύση:

δ(x, t) = A(x) +B(x)e−2Ht .

1.2.4.3 Λύση στο μοντέλο ΛCDM

Στο μοντέλο ΛCDM, μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι η παράμετρος Hubble ως

συνάρτηση του χρόνου, H(t), ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση (1.59). ΄Οντως,

συνδυάζοντας τις εξισώσεις (1.10), (1.15) και (1.17) και θέτοντας ρΛ=σταθ,

καταλήγουμε στην εξίσωση:

Ḧ + 2HḢ − 4πGρmH = 0 , (1.64)
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που είναι ίδια με τη διαφορική εξίσωση (1.59). Από τη θεωρία των διαφορικών

εξισώσεων, η δεύτερη ανεξάρτητη λύση της (1.59) γράφεται ως:

D+(t) = cD−(t)

∫
dt

D2
−(t)

exp[−2

∫
D−(t)dt] ,

με D−(t) = H(t). Θέτουμε:∫
D−(t)dt =

∫
H(t)dt =

∫
ȧ

a
dt =

∫
da

a
= ln a(t) ,

exp[−2

∫
D−(t)dt] =

1

a2(t)

και

D+(t) = cD−(t)

∫
dt

a2H2(t)
= cD−(t)

∫
da

a3H3(t)

αφού ȧ = da
dt

= aH. Κάνοντας την αλλαγή των μεταβλητών από τον παράγοντα

κλίμακας a στην ερυθρομετάθεση z σύμφωνα με τη σχέση: da = − 1
(1+z)2dz

και χρησιμοποιώντας την εξίσωση (1.34) παίρνουμε:

D+(t) = c1E(z)

∫
(1 + z)dz

E3(z)
.

Προκειμένου να βρούμε το συντελεστή c1 πρέπει να λάβουμε υπόψη ότι σε

μεγάλες ερυθρομεταθέσεις (και μέχρι την αποδέσμευση) εισερχόμαστε στην

εποχή της ύλης οπότε η συνάρτηση D+(t) δίνεται προσεγγιστικά από την ε-

ξίσωση (1.62), ενώ η κανονικοποιημένη συνάρτηση Hubble γίνεται:

E2(a) = Ωm0a
−3 = Ωm0(1 + z)3.

Μετά από τα παραπάνω, έχουμε ότι:

1

1 + z
= c1Ω

1/2
m0 (1 + z)3/2

∫ ∞
z

(1 + z)dz

Ω
3/2
m0 (1 + z)9/2

⇒

c1 =
5

2
Ωm0

οπότε ο παράγοντας αύξησης στην περίπτωση του μοντέλου ΛCDM είναι:

D+(z) =
5

2
Ωm0E(z)

∫ ∞
z

1 + z

E3(z)
dz . (1.65)
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1.2.4.4 Λύση για οποιοδήποτε μοντέλο Σκοτεινής Ενέργειας

Μια χρήσιμη παραμετροποίηση των γραμμικών διαταραχών της ύλης για τα μον-

τέλα σκοτεινής ενέργειας είναι μέσω του ‘ρυθμού αύξησης της σμηνοποίησης’

f(a). Η συνάρτηση f(a) ορίζεται από τον τύπο:

f(a) =
d ln δ

d ln a
=
d lnD

d ln a
' Ωγ

m(a) , (1.66)

όπου ο δείκτης γ ονομάζεται δείκτης αύξησης των διαταραχών, όπως προτάθηκε

από τους Wang και Steinhardt [58] (βλ. επίσης [49], [48], [51], [60] και [57]).

Από την εξίσωση (1.66) μπορούμε να εξαγάγουμε τον παράγοντα αύξησης για

οποιοδήποτε μοντέλο σκοτεινής ενέργειας. ΄Οντως:

a

D

dD

da
= Ωγ

m(a)⇔
∫ D

1

dD

da
=

∫ a

1

da

a
Ωγ
m ⇔

D(a) = e
∫ a
1
da
a

Ωγm(a) . (1.67)

Ισοδύναμα:

D(a) = ae
∫ a
0 (dx/x)[Ωγm(x)−1] .

Επιπλέον, αν ολοκληρώσουμε την εξίσωση (1.52) εύκολα βρίσκουμε ότι:

δm(a, γ) = a(z) exp

[∫ a(z)

ai

dy

y
(Ωγ

m(y)− 1)

]
(1.68)

όπου ai είναι τιμή του παράγοντα κλίμακας του Σύμπαντος κατά το χρονικό

στιγμιότυπο πέραν του οποίου η συνιστώσα της ύλης υπερισχύει έναντι όλων

των άλλων συνιστωσών του κοσμικού ρευστού (ai ' 10−2
). Οπότε ο γραμμι-

κός παράγοντας αύξησης, κανονικοποιημένος στη μονάδα στο παρόν, είναι:

D(a) =
δm(a, γ)

δm(1, γ)
=
a(z) exp

[∫ a(z)

ai

dy
y

(Ωγ
m(y)− 1)

]
exp

[∫ 1

ai

dy
y

(Ωγ
m(y)− 1)

] . (1.69)

Ωστόσο, η παράμετρος γ μπορεί να μην είναι σταθερά αλλά να εξαρτάται από

την ερυθρομετάθεση, γ ≡ γ(z) (βλ. επόμενη παράγραφο).
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1.2.5 Η εξέλιξη του παράγοντα αύξησης

Αρκετά μοντέλα έχουν προταθεί για την παραμετροποίηση του δείκτη αύξησης

γ. Σε γενικές γραμμές, μπορεί να θεωρηθεί ως συνάρτηση της ερυθρομετάθε-

σης, δηλαδή γ = γ(z), ενώ η χρονική του εξέλιξη αποδίδεται προσεγγιστικά

από την ακόλουθη μαθηματική περιγραφή (βλ. επίσης [61]):

Ο ρυθμός αύξησης, εξίσωση (1.66), μπορεί επίσης να γραφεί ως:

f(a) =
a

D

dD

da
. (1.70)

Παραγωγίζοντας την εξίσωση (1.70) ως προς τον παράγοντα κλίμακας a(t)

έχουμε ότι:

df

da
=

1

D

dD

da
− a

D2
(
dD

da
)2 +

a

D

d2D

da2
⇒ d2D

da2
=
D

a

df

da
− 1

a

dD

da
+

1

D
(
dD

da
)2

ή ισοδύναμα:

d2D

da2
=
D

a

df

da
− D

a2
f +

D

a2
f 2 . (1.71)

Η εξίσωση (2.2) μπορεί να μετασχηματιστεί στην:

a
d lnE(a)

da
= −3

2
w(a)

(
1− Ωm(a)

)
− 3

2
. (1.72)

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (1.60), (1.71) και (1.72) βρίσκουμε μετά από με-

ρικές πράξεις ότι:

a
df

da
+ f 2 +X(a)f =

3

2
Ωm(a)Q(a) , (1.73)

όπου

X(a) =
1

2
− 3

2
w(a)

(
1− Ωm(a)

)
. (1.74)

Χρησιμοποιώντας τη σχέση τελεστών:

d

da
= −(1 + z)−2 d

dz
, (1.75)

από τις εξισώσεις (1.31) και (1.66) βρίσκουμε:

dΩm(a)

da
=

3

a
w(a)Ωm(a)

(
1− Ωm(a)

)
, (1.76)
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df

dz
= Ωγ(z)

m (z)
[
γ′(z) ln Ωm(z) + γ(z)

1

Ωm

dΩm(z)

dz

]
. (1.77)

Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (1.75) για την αδιάστατη παράμετρο πυκνότητας

της ύλης, Ωm, έχουμε ότι:

dΩm(z)

dz
= −a2dΩm(z)

da
. (1.78)

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (1.76), (1.77) και (1.78), μπορεί να δειχθεί ότι:

df

da
= Ωγ(z)

m (z)
[
γ′(z) ln Ωm(z) + γ(z)

1

Ωm(z)
(−a2)

dΩm(z)

da

]
(− 1

a2
)⇒

df

da
= − 1

a2
Ωγ(z)
m (z)γ′(z) ln Ωm(z) + γ(z)

d ln Ωm(z)

da
Ωγ(z)
m (z) .

Μετά από τα παραπάνω, η εξίσωση (1.73) παίρνει τη μορφή:

−(1+z)γ′(z) ln Ωm(z)+Ωγ(z)
m (z)+3w

(
1−Ωm(z)

)(
γ(z)−1

2

)
+

1

2
=

3

2
Ω1−γ(z)
m (z)Q(z).

(1.79)

Η εξίσωση (1.79) είναι η διαφορική εξίσωση που περιγράφει την εξέλιξη του

δείκτη αύξησης γ(z) ως προς την ερυθρομετάθεση.

Θέτοντας την τιμή z = 0 (παρόν) στην εξίσωση (1.79) έχουμε ότι:

− γ′0 ln Ωm0 + Ωγ0

m0 + 3w0(1− Ωm0)(γ0 −
1

2
) +

1

2
=

3

2
Ω1−γ0

m0 Q0 (1.80)

όπου γ0 = γ(z = 0), Q0 = Q(z = 0) και w0 = w(z = 0).

Είναι ενδιαφέρον να αναφέρουμε εδώ ότι τα τελευταία χρόνια έχουν υπάρξει

πολλές θεωρητικές εικασίες σχετικά με τη συναρτησιακή μορφή του δείκτη α-

ύξησης και διάφορα υποψήφια μοντέλα έχουν προταθεί στη βιβλιογραφία. Στην

εργασία μας [62] δίνουμε τη γενική ανάλυση για τη συναρτησιακή μορφή του

δείκτη αύξησης γ(z) υιοθετώντας τη γενική γραφή:

γ(z) = γ0 + γ1y(z) , (1.81)

που μπορεί να θεωρηθεί ως ένα ανάπτυγμα Taylor πρώτης τάξεως γύρω από

κάποια κοσμολογική ποσότητα όπως για παράδειγμα a(z), z ή Ωm(z). Είναι

ενδιαφέρον ότι για συναρτήσεις y(z) που ικανοποιούν τη συνθήκη y(0) = 0 (ή
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γ(0) = γ0), η παράμετρος γ1 ικανοποιεί τη σχέση:

γ′(0) = γ1y
′(0) .

Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (1.80) παίρνουμε τότε:

γ1 =
Ωγ0

m0 + 3w0(1− Ωm0)(γ0 − 1
2
) + 1

2
− 3

2
Q0Ω1−γ0

m0

y′(0) ln Ωm0

. (1.82)

1.2.5.1 Ασυμπτωτική Τιμή του δείκτη αύξησης στη ΓΘΣ

Η δημιουργία των δομών πραγματοποιήθηκε στην εποχή της κυριαρχίας της

ύλης. Κατά συνέπεια, είναι λογικό να σκεφτούμε ότι για να βρούμε την ασυμ-

πτωτική τιμή του δείκτη αύξησης θα πρέπει να αναπτύξουμε το ρυθμό αύξησης

f(a) γύρω από την τιμή (Ωm− 1) (βλ. [60] και εκεί παραπομπές). Αρχικά ανα-

πτύσσουμε τη συνάρτηση f(a) κατά Taylor και κρατάμε όρους έως 1ης τάξεως,

οπότε έχουμε:

Ωγ
m ' 1 + γ(Ωm − 1).

Επίσης αναπτύσσοντας γύρω από το Ωm − 1 τη συνάρτηση Ω2γ
m , έχουμε:

Ω2γ
m '

[
1 + γ

(
Ωm − 1

)]2

' 1 + 2γ
(
Ωm − 1

)
.

Τώρα λαμβάνοντας υπόψη ότι: df/da = df
dΩm

dΩm
da

, για τα μοντέλα που υπα-

κούουν στη ΓΘΣ (Q = 1) και χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (1.73), (1.76),

καταλήγουμε στη σχέση:

3wΩm(1−Ωm)γΩγ−1
m +1−2γ(1−Ωm)+

[
1+γ(Ωm−1)

][1

2
−3

2
w
(
1−Ωm

)]
=

3

2
Ωm .

Συνεχίζοντας με μερικούς ακόμα μαθηματικούς υπολογισμούς καταλήγουμε:

γ ' 3(w − 1)

6w − 5
, (1.83)

όπου έχουμε παραλείψει όρους δευτέρας τάξεως, δηλαδή 3wγ2(Ωm − 1) ' 0.

Για το μοντέλο ΛCDM (w = −1), παίρνουμε γΛ ' 6
11
.
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1.2.5.2 Συναρτησιακές μορφές του δείκτη αύξησης

Στην εργασία [62], διερευνούμε την εξέλιξη των διαταραχών πυκνότητας της

ύλης στο γραμμικό στάδιο, για διάφορες επιλογές συναρτησιακής μορφής του

δείκτη αύξησης γ(z), που ανάγονται στην επιλογή διαφορετικών τιμών των

σταθερών γ0, γ1, καθώς και της συνάρτησης y(z) στη γενική εξίσωση (1.81).

Παρακάτω παρουσιάζουμε τα πιο γνωστά μοντέλα που εμφανίζονται στη βιβλιο-

γραφία με τα οποία έχουμε ασχοληθεί στην παρούσα διατριβή:

• Μοντέλο Γ0-Σταθερός Δείκτης Αύξησης: Θέτουμε γ1 = 0, δηλαδή γ =

γ0.

• Μοντέλο Γ1-Ανάπτυγμα γύρω από το z = 0 (βλ. [55]): Σε αυτήν την

περίπτωση έχουμε ότι y(z) = z. Ωστόσο, η τελευταία παραμετροποίηση

ισχύει για σχετικά μικρές ερυθρομεταθέσεις 0 ≤ z ≤ 0.5. Στη στατιστι-

κή ανάλυση που παρουσιάζεται παρακάτω, χρησιμοποιούμε ένα σταθερό

δείκτη αύξησης, δηλαδή γ = γ0 + 0.5γ1 για z > 0.5.

• Μοντέλο Γ2-Παραμετροποίηση Παρεμβολής: Εξαιτίας του γεγονότος ότι

το μοντέλο Γ1 ισχύει για μικρές ερυρομεταθέσεις, εξετάζουμε το γενι-

κότερο τύπο y(z) = ze−z ο οποίος συνδέει με ομαλό τρόπο τις μικρές με

τις μεγάλες ερυθρομεταθέσεις. Το τελευταίο μοντέλο για το y(z) μπορεί

να ιδωθεί ως ένας συνδυασμός του μοντέλου Γ1 με αυτό της εργασίας

[63]. Προφανώς για μεγάλες ερυθρομεταθέσεις z � 1 έχουμε γ∞ ' γ0.

• Μοντέλο Γ3-Ανάπτυγμα γύρω από το a = 1 ([64], [65], [66], [67]): Εδώ

χρησιμοποιούμε y(z) = 1 − a(z) = z
1+z

κάτι το οποίο σημαίνει ότι για

z � 1 παίρνουμε γ∞ ' γ0 + γ1.

• Μοντέλο Γ4-Ανάπτυγμα γύρω από το Ωm = 1 [58]: Εδώ παραμετροποιο-

ύμε τη συνάρτηση y(z) ως y(z) = 1− Ωm(z). Για τα μοντέλα σκοτεινής

ενέργειας με σταθερή παράμετρο καταστατικής εξίσωσης w(z) ≡ w0, τα

γ0, γ1 είναι συναρτήσεις μόνο της παραμέτρου w0:

γ0 =
3(1− w0)

5− 6w0

, γ1 =
3

125

(1− w0)(1− 3w0/2)

(1− 6w0/5)3
. (1.84)

Για μεγάλες ερυθρομεταθέσεις Ωm(z) ' 1 παίρνουμε γ∞ ' γ0.

Σημειώνουμε ότι το κοσμολογικό μοντέλο DGP προβλέπει (γ0, γ1) '
(11

16
, 7

256
) ([49], [51], [68]).
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Μετά από τα παραπάνω, γίνεται φανερό ότι για τα μοντέλα Γ1−3 έχουμε ότι

y(0) = 0 και για την περίπτωση του κοσμολογικού μοντέλου ΛCDM με (Ωm0, γ0) =

(0.273, 6
11

), η εξίσωση (1.82) δίνει γ1 ' −0.0478, ενώ για το μοντέλο Γ4 παιρ-

νουμε ότι: γ1 ' 0.01127 (βλ. εξίσωση (1.84)). Επιπλέον, βασιζόμενοι στην

DGP βαρύτητα με (Ωm0, γ0) = (0.273, 11
16

), τα μοντέλα Γ1−3 δίνουν γ1 ' 0.05.

1.3 Στατιστική της σμηνοποίησης των γα-

λαξιών

1.3.1 Φάσμα των διαταραχών πυκνότητας

Αν θεωρήσουμε το Σύμπαν ως ένα κοσμικό ρευστό, τότε η θέση και η τα-

χύτητα ενός στοιχείου του ρευστού που ορίζουν τη ροή Hubble δίνονται από

τις σχέσεις: (1.8) και (1.11), ενώ η περιγραφή του διαστελλόμενου Σύμπαντος

περιγράφεται από τις εξισώσεις Friedmann-Lemaitre. Αρχικά στο κοσμικό ρευ-

στό συνυπάρχουν η ύλη και η ακτινοβολία με πυκνότητες ρm και ρr αντίστοιχα,

λόγω όμως του ότι ρr ∝ a−4
ενώ ρm ∝ a−3

, η πυκνότητα της ακτινοβολίας

φθίνει πιο γρήγορα από αυτή της ύλης. Συνεπώς, κάποια στιγμή οι δύο αυτές

πυκνότητες θα γίνουν ίσες (σημείο ίσων πυκνοτήτων). Επίσης, λόγω του ότι η

θερμοκρασία T του Σύμπαντος δίνεται από το Νόμο Steffan-Boltzmann, ισχύει

ότι T 4 ∝ ρ−4
r άρα T ∝ ρ−1

r , δηλαδή το Σύμπαν καθώς διαστέλλεται ψύχεται

οπότε τα ηλεκτρόνια χάνουν κινητική ενέργεια. Κάτω από ένα κατώφλι, τα η-

λεκτρόνια γίνονται δέσμια των πυρήνων και έτσι σχηματίζονται ουδέτερα άτομα

(H, He) (ανασύνδεση). Σε αυτήν τη περίοδο, η ακτινοβολία είναι πλέον ελεύθε-

ρη να διαχυθεί προς όλες τις κατευθύνσεις στο Σύμπαν, μιας και τα φωτόνια

παύουν να σκεδάζονται ελλείψει αρκετά ενεργητικών ηλεκτρονίων, δημιουργών-

τας ένα υπόβαθρο ακτινοβολίας που παρατηρείται σήμερα ως το μικροκυματικό

υπόβαθρο (CMB). Ταυτόχρονα, η πίεση της ακτινοβολίας μειώνεται απότομα

κοντά στο μηδέν οπότε οι διαταραχές πυκνότητας της ύλης που προϋπήρχαν της

αποδέσμευσης είναι πλέον ελεύθερες να εξελιχθούν υπό την επίδραση μόνο της

βαρυτικής δύναμης η οποία θα οδηγήσει στη δημιουργία δομών στο Σύμπαν.

΄Εστω σταθερή χρονική στιγμή t, και δ(~r, t) το πεδίο των διαταραχών πυκνότη-

τας κατά το χρόνο t όπως ορίζεται από τη σχέση (1.37). ΄Αμεση συνέπεια του

ορισμού είναι ότι η μέση τιμή των διαταραχών πυκνότητας είναι μηδέν, δηλαδή:

1
V

∫∫∫
δ(~r)d3~r = 0, όπου V ο όγκος του Σύμπαντος, κάτι που σημαίνει ότι σε
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κάποιες περιοχές του Σύμπαντος η πυκνότητα είναι μεγαλύτερη από τη μέση

τιμή και σε άλλες ότι είναι μικρότερη. Σε αντίθεση με τη μηδενική μέση τιμή

του πεδίου των διαταραχών πυκνότητας, η μέση τετραγωνική τιμή:

σ2
0 =

1

V

∫∫∫
δ2(~r)d3~r

είναι μη μηδενική, και καθορίζει ένα χαρακτηριστικό πλάτος των διαταραχών

πυκνότητας στο χώρο. Η παράμετρος σ0 ονομάζεται φασματική ροπή μηδενικής

τάξης του πεδίου των διαταραχών πυκνότητας.

Τώρα, η συνάρτηση δ(~r) αποδίδεται πλήρως από τη γνώση Fourier του μετα-

σχηματισμού της:

δ̃(~k) =
1

8π3

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

δ(~r)e−i
~k~rd3~r .

Η ποσότητα δ̃(~k) είναι εν γένει μιγαδική, δηλαδή γράφεται στη μορφή:

δ̃(~k) = c(~k)eiφ(~k)

κάτι που συνεπάγεται ότι η συνάρτηση δ(~r) εξαρτάται τόσο από το μέτρο c(~k)

όσο και από τη φάση φ(~k) όλων των κυμάτων Fourier που συμβάλλουν στο

σημείο ~r. Παρόλα αυτά, η διασπορά σ0 εξαρτάται μόνο από το μέτρο c(~k) και

όχι από τη φάση φ(~k), ως συνέπεια του θεωρήματος Parseval, δηλαδή:

σ2
0 = 8π3

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

c2(~k)d3(~k) .

Η συνάρτηση P (~k) = c2(~k) ονομάζεται φάσμα ισχύος των διαταραχών πυ-

κνότητας (power spectrum).

Αν τώρα θεωρήσουμε μία σφαίρα ακτίνας h και κέντρο το σημείο με διάνυσμα

θέσης ~r, τότε η μέση τιμή της διαταραχής πυκνότητας στη σφαίρα δίνεται από

τη σχέση:

µ(~r, h) =
1

Vu

∫∫∫
δ(~r + ~r′)d3~r′ .

Ο μετασχηματισμός Fourier της παραπάνω συνάρτησης fµ(~k) υπολογίζεται α-

πό το μετασχηματισμό Fourier δ̃(~k) της συνάρτησης δ(~r). Αν ορίσουμε τη
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συνάρτηση βήματος:

W (~r, h) =
1

Vu

{
1 |~r| ≤ h

0 |~r| > h

τότε μπορούμε να δείξουμε ότι:

µ(~r, h) = 8π3

∫∫
~k

∫
d3~kei

~k~r[δ̃(~k)

∫∫
~Vu

∫
d3~r′W (~r′, h)ei

~k~r′ ]

οπότε:

fµ(~k) = δ̃(~k)3
sin(kh)− kh cos(kh)

k3h3

όπου έχει γίνει χρήση του ολοκληρώματος:∫∫
~Vu

∫
d3~r′W (~r′, h)ei

~k~r′ = 3
sin(kh)− kh cos(kh)

k3h3
= L(kh) .

Συνεπώς το φάσμα ισχύος του fµ(~k) γίνεται:

Fµ(~k) = L2(kh)P (~k)

ενώ από το Θεώρημα Parseval, η μέση τετραγωνική τιμή της συνάρτησης

µ( ~r, h) δίνεται από τη σχέση:

µ2(h) = 8π3

∫∫∫
Fµ(~k)d3~k = 8π3

∫∫∫
L2(kh)P (~k)d3~k .

Η τελευταία σχέση είναι πολύ σημαντική καθώς αν γνωρίζουμε το φάσμα ισχύος

P (~k) τη στιγμή της αποδέσμευσης, τότε γνωρίζουμε και την ποσότητα µ2(h) η

οποία αντιστοιχεί στο χαρακτηριστικό πλάτος των διαταραχών πυκνότητας σε

έναν όγκο που αντιστοιχεί σε κλίμακα h, κάτι που προσδιορίζει την ιεραρχία

με την οποία οι δομές δημιουργούνται στο Σύμπαν.

Ο προσδιορισμός του φάσματος των διαταραχών P (~k) είναι από τα πιο βασικά

προβλήματα στην Κοσμολογία. Θεωρώντας ότι το φάσμα ισχύος εξαρτάται

μόνο από το μέτρο του ~k, υιοθετούμε για το φάσμα σε κάποια εποχή μετά την

αποδέσμευση τη μορφή:

P (k) = T (k)P0(k)

όπου P0(k) είναι το αρχικό φάσμα ισχύος των διαταραχών πολύ πριν από την

αποδέσμευση. Για το αρχικό φάσμα P0(k), μία συνήθης μορφή που απαντάται



Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή 46

στη βιβλιογραφία είναι ένας νόμος δύναμης και συγκεκριμένα:

P0(k) = Akn .

Ο δείκτης n = 1 αντιστοιχεί στο φάσμα ισχύος Harrison-Zeldovich.

Η συνάρτηση T (k) ονομάζεται συνάρτηση μεταφοράς (transfer function) και

εκφράζει την παραμόρφωση που υπέστη το φάσμα από την αρχική του μορφή

έως τη χρονική στιγμή την οποία εξετάζουμε. Συνήθως, ως τέτοια στιγμή επι-

λέγουμε είτε

το παρόν, είτε τη στιγμή της αποδέσμευσης. Παρακάτω, η κανονικοποίηση

του φάσματος γίνεται με βάση το παρόν.

Η μορφή της συνάρτησης μεταφοράς εξαρτάται κυρίως από το είδος της σκο-

τεινής ύλης που υπάρχει στο Σύμπαν, και αποδίδει τη διαφορετική εξέλιξη που

είχαν δομές διαφορετικής κλίμακας από την εποχή των ίσων πυκνοτήτων έως

και τη στιγμή της αποδέσμευσης, ή μετά την αποδέσμευση.

Στην παρούσα μελέτη, δύο συναρτησιακές μορφές της Συνάρτησης Μεταφοράς

έχουν χρησιμοποιηθεί, των Bardeen et al. [69] και των Eisenstein & Hu [70].

Η Συνάρτηση Μεταφοράς των [69] ορίζεται από τον τύπο:

T (k) = Cq

[
1 + 3.89q + (16.1q)2 + (5.46q)3 + (6.71q)4

]−1/4

, (1.85)

όπου Cq = ln(1+2.34q)
2.34q

και q ≡ k
Γ
. Η παράμετρος Γ ονομάζεται παράμετρος

σχήματος (shape parameter) και συνδέεται με τη σχετική αναλογία της βα-

ρυονικής προς τη σκοτεινή ύλη στο Σύμπαν. Δίνεται σύμφωνα με τους [71],

[72] από τη σχέση:

Γ = Ωm0h̃exp(−Ωb0 −
√

2h̃ Ωb0/Ωm0) , (1.86)

όπου Ωb0 = 0.022197h̃−2
, h̃ = 0.68 και Ωm0 = 0.302. Η τιμή του Γ μπορεί

να εκτιμηθεί από τα δεδομένα του φάσματος διαταραχών της μικροκυματικής

ακτινοβολίας.

Εναλλακτικά, χρησιμοποιούμε τη Συνάρτηση Μεταφοράς των [70]:

T (k) =
L0

L0 + C0q2
, (1.87)
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όπου L0 = ln(2e + 1.8q), e = 2.718 και C0 = 14.2 + 731
1+62.5q

. Σύμφωνα με

τους Eisenstein et al. [70], το μοντέλο (1.87) είναι απλούστερο και πιο ακριβές

από αυτό των Bardeen et al. [69], επειδή στη μέθοδο τους δεν υπάρχουν

πολλές παράμετροι προσαρμογής ενώ οι συντελεστές 1.8 και 14.2 υπολογίζονται

θεωρητικά.

Το σχήμα (1.1) απεικονίζει τις δύο συναρτήσεις μεταφοράς (1.85) και (1.87).

Στην παρούσα ανάλυση τα δύο είδη των συναρτήσεων μεταφοράς χρησιμοποιο-

ύνται ως μια έμμεση σύγκριση. ΄Οπως δείχνουμε στις επόμενες ενότητες, η

χρήση τους δεν συνεπάγεται κάποια σημαντική διαφορά στα αποτελέσματα μας,

όπως άλλωστε υποδεικνύεται και από τη γραφική παράσταση του σχήματος

(1.1), στην οποία οι δύο καμπύλες δεν εμφανίζουν ουσιώδη διαφορά.

1.000.500.20 0.300.15 0.70

1 ´10- 4

2 ´10- 4

5 ´10- 4

0.001

0.002

0.005

k

T
HkL

Σχήμα 1.1: Η συνάρτηση μεταφοράς των Bardeen et al. [69] (κόκκινη γραμμή)
και η συνάρτηση μεταφοράς των Eisenstein & Hu [70] (μπλε γραμμή). Είναι σχεδόν

ταυτόσημες.

1.3.2 Συναρτήσεις Συσχετισμού

Οι συναρτήσεις συσχετισμού είναι ο συνήθης τρόπος περιγραφής της σμηνοπο-

ίησης των γαλαξιών και των σμηνών γαλαξιών στην Κοσμολογία. Η χρήση αυ-

τών των συναρτήσεων προτάθηκε για πρώτη φορά από τους Totsuji και Kihara

(1969) [73]. Στη δεκαετία του 1970, ο Peebles και οι συνεργάτες του πραγματο-

ποίησαν ένα πρόγραμμα για να εξαγάγουν εκτιμήσεις αυτών των συναρτήσεων

από τον κατάλογο γαλαξιών του Lick και από άλλα σύνολα δεδομένων.
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Οι συναρτήσεις συσχετισμού περιγράφουν τις ιδιότητες της σμηνοποίησης ενός

συνόλου σημείων που κατανέμονται στο χώρο. Σε γενικές γραμμές, μία συνάρ-

τηση συσχετισμού είναι ένα μέτρο του πόσο πιθανότερο είναι να βρει κανείς ένα

ζευγάρι σημείων σε ένα μικρό όγκο δV σε σχέση με τη μέση ομοιογενή κατανο-

μή ενός διακριτού πλήθους σημείων στο συνολικό υπό εξέταση όγκο. Τα σημεία

αυτά μπορεί να είναι πηγές όπως γαλαξίες ή κβάζαρς ή σμήνη γαλαξιών κ.λ.π. Ο

χώρος μπορεί να

είναι τρισδιάστατος, ωστόσο, χρήσιμα συμπεράσματα μπορεί κανείς επίσης να ε-

ξαγάγει από κατανομές δύο διαστάσεων. Στη βιβλιογραφία ορίζεται μια ποικιλία

διαφορετικών συναρτήσεων συσχετισμού, οι πιο συνηθισμένες από τις οποίες

περιγράφονται στις επόμενες ενότητες.

1.3.2.1 Χωρική Συνάρτηση Συσχετισμού δύο σημείων

Ο πιο συνηθισμένος ορισμός αφορά στη χωρική συνάρτηση συσχετισμού δύο

σημείων (2 point Spatial Correlation Function, εφεξής 2pSCF) (Peebles 1980)

ξ(r), η οποία ορίζεται από τη σχέση:

δ2P = n2[1 + ξ(r)]δV1δV2 , (1.88)

όπου δ2P είναι η πιθανότητα να βρεθεί ένα ζεύγος αντικειμένων στους απειρο-

στούς όγκους δV1 και δV2, r η μεταξύ των δύο όγκων χωρική απόσταση και n

η μέση αριθμητική πυκνότητα των πηγών. Η εξάρτηση της 2pSCF ξ(~r) μόνο

από το μέτρο της απόστασης μεταξύ των δύο όγκων και όχι από το σχετικό

τους προσανατολισμό, είναι απόρροια της Κοσμολογικής Αρχής. Αν οι σημεια-

κές πηγές είναι τυχαία κατανεμημένες στο χώρο, ή, ισοδύναμα, η πιθανότητα

να βρεθεί άλλη πηγή στον όγκο δV1 είναι ανεξάρτητη από το να βρεθεί πηγή

στον όγκο δV2 τότε έχουμε ξ(r) = 0 και η εξίσωση (1.88) γίνεται:

δ2P = n2δV1δV2 . (1.89)

Αν ξ(r) > 0 τότε έχουμε σμηνοποίηση, ενώ αν −1 < ξ(~r) < 0, οι πηγές είναι

‘αντισυσχετισμένες’ (anti-correlated) και τείνουν να δημιουργούν κενά στην

κλίμακα ~r.
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Οι παρατηρήσεις δείχνουν ότι στο Σύμπαν, σε κλίμακες μεγαλύτερες των ∼
5Mpc, η 2pSCF των γαλαξιών προσεγγίζεται αρκετά καλά από ένα νόμο δύνα-

μης της μορφής:

ξ(r) ' (
r

r0

)−ε

με r0 ' 5h−1Mpc και ε ' 1.8 (βλ. π.χ. [74]). Το μήκος r0 ονομάζεται μήκος

συσχετισμού της κατανομής των γαλαξιών και σηματοδοτεί τη χωρική κλίμακα

στην οποία γίνεται η μετάβαση από τη γραμμική (ξ < 1) στη μη γραμμική

περιοχή (ξ > 1). Ο δείκτης ε περιγράφει ικανοποιητικά τη συνάρτηση ξ(r) στο

διάστημα 0.1h−1Mpc ≤ r ≤ 10h−1Mpc ([75], [76], [77], [78]). Σε μεγαλύτερες

κλίμακες η συνάρτηση συσχετισμού τείνει ταχέως στο μηδέν και είναι δύσκολο

να μετρηθεί πάνω από το στατιστικό θόρυβο.

1.3.2.2 Γωνιακή Συνάρτηση Συσχετισμού δύο σημείων

Με ένα παρόμοιο τρόπο μπορούμε να ορίσουμε τη γωνιακή συνάρτηση συσχε-

τισμού δύο σημείων (2 point Angular Correlation Function, εφεξής 2pACF),

w(θ), η οποία δίνει τη συνδυαστική πιθανότητα να βρεθεί ένα ζευγάρι πηγών

στις απειροστές στερεές γωνίες δΩ1 και δΩ2 που χωρίζονται από μία γωνία θ

στην ουράνια σφαίρα:

δ2P = n2[1 + w(θ)]δΩ1δΩ2 , (1.90)

όπου n είναι τώρα η μέση αριθμητική πυκνότητα των πηγών ανά στερεά γω-

νία στον ουρανό. Η εξίσωση (1.90) είναι ανάλογη με την εξίσωση (1.88). Η

ανάλυση των δισδιάστατων καταλόγων των προβαλλόμενων θέσεων των γαλα-

ξιών στον ουρανό (π.χ. Lick, APM και COSMOS) έχουν δείξει ότι πάνω από

ένα κατάλληλο διάστημα γωνιών θ, η 2pACF w(θ) περιγράφεται καλά από ένα

νόμο δύναμης:

w(θ) = (
θ

θ0

)−δ

όπου δ ' 0.7 (βλ. π.χ. [79]) ενώ το θ0 είναι σταθερά που εξαρτάται από

τη χαρακτηριστική απόσταση των γαλαξιών στον κατάλογο και το γωνιακό

διάστημα στο οποίο η τελευταία σχέση ισχύει. Πέρα από την περιοχή του

νόμου δύναμης, η 2pACF ‘σπάει’ και πέφτει γρήγορα στο μηδέν.
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1.3.2.3 Συναρτήσεις Συσχετισμού Ν Σημείων

Ανάλογα με τα παραπάνω, ορίζονται οι συναρτήσεις συσχετισμού για παραπάνω

από 2 σημεία (N > 2). Η συνάρτηση συσχετισμού N σημείων ορίζεται ως

η δεσμευμένη πιθανότητα να βρεθούν N πηγές στους N όγκους δVi, i =

1, ..., N που απέχουν μεταξύ τους αποστάσεις rij, i, j = 1, ..., N με i 6= j και

υπολογίζεται γνωρίζοντας τη συνάρτηση συσχετισμού κατωτέρων τάξεων. Η

χρήση των συναρτήσεων συσχετισμού N σημείων με N > 2, σε συνδυασμό με

παρατηρησιακά δεδομένα είναι αρκετά περίπλοκη, ωστόσο, η χρήση της 2pSCF

και της 2pACF μας δίνουν ήδη αρκετά καλά αποτελέσματα, όπως θα δούμε

παρακάτω στα κεφάλαια 4, 5, 6.

1.3.3 Η Εξίσωση του Limber

Μία από τις πιο χρήσιμες πτυχές της θεωρίας των συναρτήσεων συσχετισμού

αφορά στη σχέση μεταξύ της χωρικής και της γωνιακής συνάρτησης δύο ση-

μείων (εξισώσεις (1.88) και (1.90) αντίστοιχα). Αυτή η σχέση είναι σχετικά

απλή, έτσι μπορεί κανείς να εξαγάγει πληροφορίες για τη χωρική συνάρτηση

(2pSCF) από τη γωνιακή συνάρτηση (2pACF) που είναι η πιο συχνά μετρήσιμη

ποσότητα. Προκειμένου να εξαχθεί αυτή η σχέση, υποθέτουμε ότι το απόλυτο

μέγεθος ενός γαλαξία είναι στατιστικά ανεξάρτητο από τη θέση του σε σχέση

με άλλους γαλαξίες (υπόθεση Limber). Τότε, στην περίπτωση ενός χωρικά

επίπεδου Σύμπαντος, η εξίσωση του Limber μπορεί να γραφεί ως:

w(θ) = 2

∫∞
0

∫∞
0
x4φ2(x)ξ(r, z)dxdu

(
∫∞

0
x2φ(x)dx)2

(1.91)

όπου φ(x) είναι η λεγόμενη συνάρτηση επιλογής, η οποία εκφράζει την πιθα-

νότητα ανίχνευσης μιας πηγής σε απόσταση x από τον παρατηρητή σε συνκι-

νούμενες συντεταγμένες. Η απόσταση x σχετίζεται με την ερυθρομετάθεση

μέσω της σχέσης:

x(z) =
c

H0

∫ z

0

dz

E(z)
(1.92)

όπου E(z) είναι η κανονικοποιημένη συνάρτηση Hubble, εξίσωση (2.1). Η

μεταβλητή r αντιστοιχεί στο φυσικό διαχωρισμό μεταξύ δύο πηγών με γωνια-

κό διαχωρισμό, θ. Στην περίπτωση της προσέγγισης των μικρών γωνιών, ο
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φυσικός διαχωρισμός είναι:

r ' a(z)
(
u2 + x2θ2

)1/2
(1.93)

όπου u είναι η απόσταση των δύο πηγών σε συνκινούμενες συντεταγμένες κατά

μήκος της γραμμής παρατήρησης.

Το πλήθος των πηγών σε μια έρευνα μέσα σε μια στερεά γωνία Ωs η οποία

βρίσκεται στο εύρος των ερυθρομεταθέσεων (z, z + dz) είναι:

dN

dz
= Ωsx

2φ(x)(
c

H0

)E−1(z) . (1.94)

Οπότε χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (1.91), (1.92) και (1.94), βρίσκουμε:

w(θ) = 2
H0

c

∞∫
0

(
1

N

dN

dz

)2

E(z)dz

∞∫
0

ξ(r, z)du , (1.95)

όπου (1/N) dN/dz είναι η κανονικοποιημένη κατανομή των ερυθρομεταθέσεων

των υπό μελέτη πηγών. Η κατανομή αυτή παρέχεται από ένα τυχαίο υποδείγμα

του πληθυσμού των πηγών των οποίων οι ερυθρομεταθέσεις (φασματοσκοπι-

κές ή φωτομετρικές) είναι διαθέσιμες (βλ. κεφάλαιο 4). Είναι σημαντικό να

προσέξει κανείς ότι η 2pSCF έχει εξάρτηση και από την ερυθρομετάθεση και

αυτό για να έχει ισχύ και σε μεγάλες ερυθρομεταθέσεις.

1.3.4 Η Διακύμανση της Μάζας και το CDM Φάσμα

Ισχύος P (k)

΄Εστω < M > η μέση μάζα που βρίσκεται εντός σφαίρας ακτίνας R και όγκου

V . ΄Οπως είδαμε, η μέση τιμή των διαταραχών της ύλης σε όλο το στατιστικό

σύνολο είναι ίση με μηδέν εξ΄ ορισμού, όμως η μέση τετραγωνική τιμή της, σ2
M ,

είναι μη μηδενική και ίση με:

σ2
M =< (

δM
M

)2 >

όπου ο μέσος όρος έχει υπολογιστεί για ένα σύνολο θεωρούμενων όγκων.

Στο όριο V → ∞ και αν το πεδίο πυκνότητας είναι στατιστικά ομογενές και

ισότροπο έτσι ώστε να μην υπάρχει εξάρτηση από τη κατεύθυνση του κυματα-

ριθμού ~k αλλά να υπάρχει εξάρτηση μόνο από τα μέτρα τους, τότε μπορεί να
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δειχθεί ότι:

σ2
M(R, z) =

1

2π2

∫ ∞
0

P (k, z)W 2(kR)k2dk , (1.96)

όπου P (k, z) = P (k)D2(z).

Το CDM Φάσμα Ισχύος δίνεται από τη σχέση P (k) = P0k
nT 2(k), όπου n '

0.9671, τιμή η οποία είναι συνεπής με την επανεξέταση των δεδομένων του

Planck από τους Spergel et al. [15]. Η μέση τετραγωνική απόκλιση (root

mean square, rms) των διαταραχών του γραμμικού πεδίου πυκνότητας σε μία

κλίμακα μάζας M = Mh ορίζεται ως:

σ(Mh, z) =

[
D2(z)

2π2

∫ ∞
0

k2P (k)W 2(kR)dk

]1/2

, (1.97)

όπου R = (3Mh/4πρ0)1/3
με το ρ0 να είναι η μέση πυκνότητα μάζας του

Σύμπαντος στο παρόν (ρ0 = 2.78 × 1011Ωm0h
2M�Mpc−3

). Για το σκοπό

αυτό, η κανονικοποίηση του φάσματος ισχύος στο παρόν δίνεται από:

P0 = 2π2σ2
8

[∫ ∞
0

T 2(k)kn+2W 2(kR8)dk

]−1

, (1.98)

όπου σ8 ≡ σ(Mh(R8), 0) είναι οι rms διαταραχές της μάζας σε κλίμακα

R8 = 8h−1Mpc και Mh(R8) = 4
3
πρ0R

3
8. Στη μελέτη μας, χρησιμοποιούμε δύο

διαφορετικές εκτιμήσεις της παραμέτρου σ8 που αναφέρονται στη βιβλιογραφία

και οι οποίες είναι:

σ8 =

 0.818
(

0.30
Ωm0

)0.26

, Spergel et al. [15]

0.797
(

0.30
Ωm0

)0.26

, Hajian et al. [80].
(1.99)

1.3.5 Μη Γραμμικές Διορθώσεις στο Φάσμα Ισχύος

των Διαταραχών της ύλης

Οι τύποι που δόθηκαν στις προηγούμενες ενότητες για τη συνάρτηση συσχε-

τισμού ξ(r) συνδέονται με τη θεωρία εξέλιξης των διαταραχών πυκνότητας με

την υπόθεση ότι οι τελευταίες είναι μικρές, δηλαδή βρίσκονται στο ‘γραμμι-

κό’ στάδιο. Μπορούμε όμως να θεωρήσουμε και μη γραμμικές διορθώσεις, οι

οποίες καθίστανται σημαντικές, ιδιαίτερα στη σημερινή εποχή και σε μικρές

σχετικά κλίμακες r. ΄Εστω r η θεωρούμενη κλίμακα, k = 2π
r

ο αντίστοιχος
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κυματαριθμός και P (k) το φάσμα ισχύος. Θέτουμε:

neff =
d lnP

d ln k
. (1.100)

Η σταθερά neff εκφράζει τον εκθέτη ενός τοπικού νόμου δύναμης P (k) ∝
kneff που προσαρμόζεται στην καμπύλη του φάσματος ισχύος στην επιλεγμένη

κλίμακα r = 2π/k. Μη γραμμικές διορθώσεις στη θεωρητικά προβλεπόμενη

συνάρτηση συσχετισμού μπορούν τώρα να εισαχθούν ως συνάρτηση του ‘ενερ-

γού εκθέτη’ neff .

Στην παρούσα μελέτη, κάνουμε χρήση των μη γραμμικών διορθώσεων που

προτείνονται από τους [71], [81] για το μοντέλο ΛCDM (βλ. επίσης [82], [83]).

Η μη γραμμική συνάρτηση συσχετισμού στην κλίμακα r ορίζεται μέσω των

τύπων:

ξ̄NL(rNL) = fNLξ̄L(rL) ,

όπου ξL είναι η γραμμική συνάρτηση συσχετισμού. Επίσης:

fNL(x) = x
[ 1 +Bβx+ (Ax)aβ

1 +
(

(Ax)ag3(Ωm)/(V x1/2)
)β ]1/β

και

g(Ωm) =
5

2
Ωm[Ω4/7

m − ΩDE + (1 +
1

2
Ωm)(1 +

ΩDE

70
)]−1

A = 0.482(1 +
neff

3
)−0.947

B = 0.226(1 +
neff

3
)−1.778

a = 3.310(1 +
neff

3
)−0.244

β = 0.862(1 +
neff

3
)−0.287

V = 11.55(1 +
neff

3
)−0.423 .

Εναλλακτικά μοντέλα για τις μη γραμμικές διορθώσεις στο φάσμα ισχύος έχουν

προταθεί από τους Smith et al. [82] (το λεγόμενο μοντέλο ‘halofit’) (βλ.

επίσης [84]). Ωστόσο, από την ανάλυση των Smith et al. [82] προκύπτει ότι

το συνολικό μη γραμμικό φάσμα ισχύος των Smith et al. είναι συνεπές με

αυτό των Peacock & Dodds ([71], [81]) στην περιοχή του ενδιαφέροντός μας

στην παρούσα μελέτη, δηλαδή για κλίμακες k < 1hMpc−1
(που αντιστοιχεί

σε γωνιακούς διαχωρισμούς θ > 140
′′
για τιμές ερυθρομετάθεσης γύρω στο



z? = 0.55), όπου τα δύο μοντέλα παρέχουν παρόμοια μη γραμμικά φάσματα

ισχύος.



Κεφάλαιο 2

Χρονοεξαρτώμενη Παράμετρος

της Καταστατικής Εξίσωσης

για μοντέλα Σκοτεινής

Ενέργειας

Στο εισαγωγικό κεφάλαιο, παράγραφοι (1.1.5), (1.1.6), (1.1.7), παρουσιάστηκε

η θεωρία σχετικά με τις μορφές που μπορεί να πάρει η παράμετρος της κατα-

στατικής εξίσωσης στα διάφορα κοσμολογικά μοντέλα. Μια πρώτη προσέγγιση

είναι η παράμετρος της καταστατικής εξίσωσης να θεωρηθεί σταθερή, ωστόσο

έχουν προταθεί από διάφορους συγγραφείς πολλές μορφές της ως συνάρτηση

της ερυθρομετάθεσης. Μολονότι λοιπόν διαπιστώνει κανείς ότι υπάρχουν αρ-

κετές εκφράσεις της παραμέτρου της καταστατικής εξίσωσης διαθέσιμες στη

βιβλιογραφία, η πλειοψηφία αυτών χρησιμοποιεί εκ των προτέρων ένα δεδομένο

κοσμολογικό μοντέλο. Το γεγονός αυτό θέτει περιορισμούς στην όποια με-

λέτη. Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζουμε μία νέα μορφή της παραμέτρου της

καταστατικής εξίσωσης θεωρώντας την χρονικά εξαρτώμενη αλλά ισχύουσα

για οποιοδήποτε μοντέλο σκοτεινής ενέργειας συμπεριλαμβανόμενων και των

θεωριών βαρύτητας εναλλακτικών προς τη ΓΘΣ.

55
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2.1 Παράμετρος της Καταστατικής Εξίσω-

σης για μοντέλα Σκοτεινής Ενέργειας η ο-

ποία εξαρτάται από τον παράγοντα κλίμακας

Για ομογενείς και ισότροπες επίπεδες κοσμολογίες, με μη σχετικιστική ύλη και

σκοτεινή ενέργεια με καταστατική εξίσωση, PDE = w(a)ρDE, η 1η εξίσωση

Friedmann, (1.12), μπορεί να γραφεί ως:

H2(a)

H2
0

≡ E2(a) = Ωm0a
−3 + ΩDE0e3

∫ 1
a dln y[1+w(y)]

(2.1)

όπου ΩDE0 = 1 − Ωm0. Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις Friedmann, είναι

εύκολο να δείξει κανείς ότι η παράμετρος της καταστατικής εξίσωσης μπορεί

να γραφεί σε συνάρτηση με τους όρους E(a) = H(a)/H0 ([85], [38]):

H2(a) =
8πG

3
(ρm0a

−3 + ρDE0e
−3

∫ 1+w(a)
a

da)⇒

−1

3
ln
E2(a)− Ωm0a

−3

ΩDE0

=

∫
1 + w(a)

a
da .

Παραγωγίζοντας την τελευταία σχέση έχουμε:

w(a) =
−1− 2

3
ad lnE(a)

da

1− Ωm0a−3

E2(a)

. (2.2)

Δεδομένου ότι η ακριβής φύση της σκοτεινής ενέργειας είναι άγνωστη, η παρα-

πάνω έκφραση για την παράμετρο της καταστατικής εξίσωσης που αντιστοιχεί

στη σκοτεινή ενέργεια συνοψίζει την άγνοιά μας, σχετικά με το φυσικό μηχανι-

σμό που τροφοδοτεί την κοσμική επιτάχυνση, στη μορφή της συνάρτησης E(a).

Είναι ενδιαφέρον ότι η παραπάνω μέθοδος μπορεί να γενικευθεί στο πλαίσιο της

εναλλακτικής βαρύτητας. Πράγματι, αντί να χρησιμοποιούμε την ακριβή ροή

Hubble, μπορούμε να εξετάσουμε μια ισοδύναμη ροή Hubble μιμούμενοι την ε-

ξίσωση (2.1) μέσω μιας τροποποίησης της εξίσωσης Friedmann. Για το σκοπό

αυτό, χρησιμοποιούμε την ακόλουθη παραμετροποίηση ([86], [49]):

E2(a) =
H2(a)

H2
0

= Ωm0a
−3 + ∆H2. (2.3)

Οποιαδήποτε τροποποίηση της εξίσωσης Friedmann στη ΓΘΣ μπορεί τώρα

να περιλαμβάνεται στον τελευταίο όρο της παραπάνω έκφρασης. Επιπλέον,
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χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (2.2) και (2.3) μπορεί κανείς να αντλήσει την

παράμετρο της καταστατικής εξίσωσης που αντιστοιχεί στη σκοτεινή ενέργεια

(σε αυτήν την περίπτωση ονομάζεται επίσης και ‘ενεργή’ ή ‘γεωμετρική’ πα-

ράμετρος). Πράγματι, λογαριθμίζοντας την (2.3), έχουμε:

2 lnE(a) = ln(Ωm0a
−3 + ∆H2)⇒ 2d lnE(a)

da
=
−3Ωm0a

−4 + d∆H2

da

Ωm0a−3 + ∆H2
⇒

d lnE(a)

da
=
−3
2a

(E2(a)−∆H2) + 1
2

∆H2

a
d ln ∆H2

d ln a

E2(a)
,

οπότε η (2.2) γίνεται:

w(a) =
−E2(a)− 2

3
a[− 3

2a
(E2(a)−∆H2) + 1

2
∆H2

a
d ln ∆H2

d ln a

E2(a)[1− Ωm(a)]
⇒

w(a) =
−∆H2 − ∆H2

3
d ln ∆H2

d ln a

E2(a) ∆H2

E2(a)

⇒

w(a) = −1− 1

3

dln∆H2

dlna
. (2.4)

Το ενδιαφέρον σημείο εδώ είναι ότι η εξίσωση (2.4) ισχύει επίσης για ο-

ποιοδήποτε μοντέλο εναλλακτικής βαρύτητας. Για παράδειγμα, στο πλαίσιο

ενός επίπεδου κοσμολογικού μοντέλου DGP, η επιταχυνόμενη διαστολή του

Σύμπαντος μπορεί να εξηγηθεί από μια τροποποίηση της βαρυτικής αλληλε-

πίδρασης στην οποία η ίδια η βαρύτητα γίνεται αμελητέα σε πολύ μεγάλες απο-

στάσεις (κοντά στην κλίμακα Hubble) εξαιτίας του ότι η τεσσάρων διαστάσεων

βράνη επιβιώνει σε μια πολλαπλότητα επιπλέον διαστάσεων (βλ. [87] και εκεί

παραπομπές). ΄Ενα ενδιαφέρον χαρακτηριστικό αυτού του προτύπου είναι ότι η

αντίστοιχη συναρτησιακή μορφή της εξίσωσης Hubble, όπως δίνεται από την

εξίσωση (2.3), περιέχει μία μόνο ελεύθερη παράμετρο, την Ωm0. Η ποσότητα

∆H2
στο πλαίσιο μιας επίπεδης FLRW δίνεται από:

∆H2 = 2Ωbw + 2
√

Ωbw

√
Ωm0a−3 + Ωbw , (2.5)

όπου Ωbw = (1 − Ωm0)2/4. Τώρα ξεκινώντας από την εξίσωση (2.5) έχουμε

ότι:

d ln ∆H2

da
=

−3Ωm0a
−4

√
Ωm0a−3 + Ωbw(2

√
Ωbw + 2

√
Ωm0a−3 + Ωbw)



ή

d ln ∆H2

d ln a
=

−3Ωm0a
−3

2
√

Ωbw

√
Ωbw + Ωm0a−3 + 2Ωbw + 2Ωm0a−3

=
−3E2(a)Ωm(a)

E2(a) + E2(a)Ωm(a)
.

Συνεπώς, λαμβάνοντας υπόψη την εξίσωση (2.4), μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι

ο γεωμετρικός (ενεργός) παράγοντας της σκοτεινής ενέργειας μπορεί να πάρει

τη μορφή:

w(a) = −1− 1

3

−3E2(a)Ωm(a)

E2(a)(1 + Ωm(a))
⇒ w(a) = −1 +

Ωm(a)

1 + Ωm(a)
⇒

w(a) = − 1

1 + Ωm(a)
. (2.6)

Σε αυτό το μοντέλο, εξαιτίας της βαρύτητας, η ενεργή σταθερά του Νεύτωνα

Geff δεν έχει πια τη συνήθη μορφή G αλλά παίρνει την ακόλουθη μορφή [48]:

Geff(a) = GQ(a), όπου Q(a) =
2 + 4Ω2

m(a)

3 + 3Ω2
m(a)

. (2.7)



Κεφάλαιο 3

Γενικευμένη εξέλιξη του

γραμμικού bias

Η κατανομή μάζας των λεγόμενων ιχνηλατών (tracers) (π.χ. γαλαξίες, σμήνη γαλα-

ξιών κ.λ.π.) χρησιμοποιείται για να καθοριστεί η κατανομή της ύλης του Σύμπαντος

κάνοντας την υπόθεση ότι όπου υπάρχει φωτεινή ύλη υπάρχει και σκοτεινή ύλη. Οι

παρατηρήσεις συντείνουν στο ότι οι μεγάλης κλίμακας δομές της φωτεινής ύλης ιχνη-

λατούν την υποκείμενη κατανομή της σκοτεινής ύλης ([88], [69]). Το φαινόμενο αυτό

θεωρείται ότι είναι στατιστικό στη φύση, δηλαδή θεωρούμε ότι ο σχηματισμός των

γαλαξιών και των σμηνών γαλαξιών είναι πιο πιθανό να συμβεί σε σημεία που αντι-

στοιχούν σε υψηλές κορυφές ενός υποκείμενου, αρχικά Γκαουσιανού, τυχαίου πεδίου

διαταραχών πυκνότητας που αφορά στη συνολική υποκείμενη ύλη, δηλαδή βαρυονική

και σκοτεινή.

Προκειμένου να εκφράσουμε τη σχέση μεταξύ της κατανομής των ιχνηλατών και

της υποκείμενης συνολικής ύλης, ορίζουμε το λεγόμενο συντελεστή αναλογίας
1
που

συνδέει τις διαταραχές μεταξύ φωτεινής και σκοτεινής ύλης. Ο γραμμικός και ανεξάρ-

τητος της κλίμακας συντελεστής αναλογίας, b, ορίζεται ως ο λόγος των διαταραχών

της μάζας των ιχνηλατών δtr ως προς τις διαταραχές της υποκείμενης μάζας δm:

b =
δtr
δm

. (3.1)

1
Δεδομένου ότι δεν υπάρχει στην ελληνική βιβλιογραφία κοινά αποδεκτός όρος για τη μετάφραση

του όρου bias στο πλαίσιο της Κοσμολογίας, στη συνέχεια θα αναφερόμαστε στον όρο με τον αρχικό
αγγλικό όρο.
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Ο συντελεστής αναλογίας b(z) μπορεί τώρα να συνδυαστεί με τη χωρική συνάρτηση

συσχετισμού (παράγραφος (1.3.2.1)). Συγκεκριμένα, η χωρική συνάρτηση συσχετι-

σμού ξ(r, z) γράφεται ως:

ξ(r, z) = b2(z)ξDM(r, z) (3.2)

όπου ξDM(r, z) η χωρική συνάρτηση συσχετισμού της συνολικής μάζας για την οποία

ισχύει:

ξDM(r, z) =
1

2π2

∫ ∞
0

k2P (k)
sin(kr)

kr
dk . (3.3)

Το bias γενικά εξαρτάται από:

1. Την κλίμακα R, ή τον αντίστοιχο κυματαριθμό k ∼ R−1
, εντός της οποίας

εξετάζονται οι υπό μελέτη διαταραχές πυκνότητας. Στην παρούσα ανάλυση, η

εξάρτηση από την κλίμακα παραλείπεται (βλ. ωστόσο παράγραφο (3.4)).

2. Την εποχή z, αφού οι διαταραχές της ύλης είναι χρονοεξαρτώμενες.

3. Το κοσμολογικό μοντέλο και τη βαρύτητα.

4. Τον τύπο του ιχνηλάτη.

5. Το ποσοστό της σκοτεινής ύλης του Σύμπαντος στην εποχή z.

Στο κεφάλαιο αυτό παρέχουμε ένα γενικό μοντέλο εξέλιξης του bias το οποίο έχει

δημοσιευθεί στην εργασία [89]. Το μοντέλο αποτελεί επέκταση του προγενέστερου

μοντέλου των Basilakos & Plionis ([90], [91]), το οποίο βασίζεται στη γραμμική

θεωρία διαταραχών.

Η συνεισφορά του μοντέλου bias που προτείνουμε εδώ έγκειται στο ότι αυτό μπο-

ρεί να εφαρμοσθεί για όλα τα μοντέλα σκοτεινής ενέργειας που αναφέραμε στην

εισαγωγή συμπεριλαμβανομένων των εναλλακτικών μοντέλων βαρύτητας. Η ύπαρ-

ξη γενικευμένων μοντέλων bias του παρόντος τύπου είναι ένα αναγκαίο βήμα και

μπορεί να παράσχει ένα σημαντικό εργαλείο προκειμένου να τεθούν περιορισμοί στα

προτεινόμενα στη βιβλιογραφία μοντέλα σκοτεινής ενέργειας, όπως επίσης και να διε-

ρευνηθούν πιθανές αποκλίσεις από τη ΓΘΣ. Επιπλέον, η εξέλιξη του bias με την

ερυθρομετάθεση, b(z), επιτρέπει να συσχετίσουμε τις παρατηρήσεις με μοντέλα του

σχηματισμού των δομών. Σημειώνουμε εδώ ότι έχει δειχθεί ότι η συνάρτηση αυτή

είναι μία μονότονα αύξουσα συνάρτηση της ερυθρομετάθεσης (π.χ. βλ. σχήμα (3.1)).
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Οι βασικές θεωρήσεις του μοντέλου μας, είναι οι εξής:

1. Η μάζα των ιχνηλατών και η υποκείμενη μάζα μοιράζονται το ίδιο πεδίο ταχυ-

τήτων και το ίδιο βαρυτικό πεδίο.

2. Το bias είναι γραμμικό στις κλίμακες του ενδιαφέροντός μας (το οποίο δεν

αποκλείει να εξαρτάται από την κλίμακα σε μικρές, μη γραμμικές κλίμακες).

3. Κάθε άλω σκοτεινής ύλης φιλοξενεί έναν ιχνηλάτη. Η υπόθεση αυτή χρησιμο-

ποιείται μόνο κατά τη σύγκριση του μοντέλου μας με τα αντίστοιχα παρατηρη-

σιακά δεδομένα και όχι στην παραγωγή της συναρτησιακής του μορφής.

Σε αυτό το κεφάλαιο ξεκινάμε με την παράγραφο (3.1) όπου παρουσιάζουμε τα δια-

φορετικά μοντέλα bias που εμφανίζονται στη βιβλιογραφία. Στην παράγραφο (3.2)

εξαγάγουμε τη διαφορική εξίσωση που διέπει την εξέλιξη του γραμμικού bias με την

ερυθρομετάθεση [89]. Στην παράγραφο (3.3) παρουσιάζουμε τη λύση της παραπάνω

εξίσωσης η οποία είναι η συναρτησιακή μορφή του γραμμικού bias που ισχύει για κάθε

μοντέλο σκοτεινής ενέργειας. Στην παράγραφο (3.4) εξηγούμε τις προϋποθέσεις υπό

τις οποίες το γραμμικό bias μπορεί να θεωρηθεί ανεξάρτητο από την κλίμακα k και

τέλος, στην παράγραφο (3.5) παρουσιάζουμε ένα γενικό μοντέλο εξέλιξης του bias

υποθέτοντας ένα χρονικά εξελισσόμενο πληθυσμό ιχνηλατών.

3.1 Τα μοντέλα bias

Υπάρχουν δύο βασικές οικογένειες αναλυτικών μοντέλων bias:

1. Η πρώτη οικογένεια ονομάζεται ‘μοντέλα bias γαλαξιακής συγχώνευσης’, οι

βασικές προϋποθέσεις της οποίας είναι το σφαιρικό μοντέλο κατάρρευσης ([92],

[93], [94], [95] [96], [97], [98]) και η συνάρτηση της μάζας της άλω που βασίζεται

στο φορμαλισμό Press-Schechter (PS) [99]. Στα μοντέλα αυτά, η συνάρτηση

μάζας των άλω ορίζεται ως n(M, t)dM , όπου n(M, t) ο αριθμός των άλω με

μάζες στο διάστημα (M,M+dM) ανά συνκινούμενο όγκο. Η προσέγγιση προ-

ϋποθέτει επίσης ότι οι αρχικές διακυμάνσεις πυκνότητας είναι Γκαουσιανές και

μικρές. Σε ένα γραμμικό πεδίο πυκνότητας δR(x) θα υπάρχουν περιοχές υψηλής

πυκνότητας τέτοιες ώστε δR(x) > δc, όπου δc η κρίσιμη τιμή της διαταραχής για
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να ξεκινήσει η κατάρρευση προς σχηματισμό δέσμιων αντικειμένων. Η συνάρ-

τηση μάζας τότε μπορεί να υπολογιστεί με αρκετή ακρίβεια υπολογίζοντας τον

μέσο αριθμό των περιοχών με δR(x) > δc. Πολλές μελέτες έχουν συγκρίνει

τα εν λόγω μοντέλα με αριθμητικές προσομοιώσεις και πέρα από μια γενική

συμφωνία των μοντέλων, κάποιες διαφορές έχουν βρεθεί στις λεπτομέρειες για

τη συνάρτηση του bias της άλω. Οι διαφορές αυτές έχουν οδηγήσει σε τροπο-

ποιήσεις του αρχικού μοντέλου έτσι ώστε να περιλαμβάνει τις επιπτώσεις της

ελλειψοειδούς κατάρρευσης [100] ή και στην προσαρμογή νέων παραμέτρων των

μοντέλων ([101], [102]), ή ακόμα και σε νέες συναρτησιακές μορφές του bias

([103], [104], [105]).

Σε αυτή την οικογένεια, τα πιο συνηθισμένα μοντέλα bias που εμφανίζονται

στη βιβλιογραφία παρέχουν το bias των άλω ως συνάρτηση της παραμέτρου της

κορυφής-ύψους (peak-height parameter), ν, η οποία είναι η βασική ελεύθερη

παράμετρος και μπορεί να προσδιορισθεί από τα δεδομένα. Ειδικότερα, το ν

δίνεται από τη σχέση:

ν ≡ δc(z)

σ(Mh, z)
,

όπου Mh είναι η μάζα της άλω και σ είναι η διακύμανση του πεδίου των διατα-

ραχών της ύλης σε ερυθρομετάθεση z (βλ. εξίσωση (1.96)) . Μερικά από τα

πιο γνωστά μοντέλα bias αυτής της οικογένειας είναι:

• Το μοντέλο των Sheth, Mo και Tormen (SMT).

Οι Sheth, Mo και Tormen [100] υποστήριξαν την ιδέα μιας

ελλειψοειδούς κατάρρευσης όπου τώρα η κρίσιμη διαταραχή της πυκνότη-

τας δc δεν εξαρτάται μόνο από τη ερυθρομετάθεση z (όπως συμβαίνει στη

σφαιρική κατάρρευση) αλλά και από τη μάζα των δομών. Η τιμή για το

δc αυξάνεται για δομές μικρής μάζας, ενώ για τις δομές μεγάλης μάζας το

δc προσεγγίζει αυτό της σφαιρικής κατάρρευσης. Το μοντέλο bias των

SMT [100], το οποίο ισχύει και για άλλα κοσμολογικά μοντέλα εκτός από

το EdS (π.χ. ΛCDM, ανοικτό CDM με παράμετρο καμπυλότητας k < 0),

δίνεται από τη σχέση:

b(ν) = 1 +
1√
aδc(z)

[
√
a(aν2) +

√
ab(aν2)1−c − f(ν)] ,

όπου f(ν) = (aν2)c

(aν2)c
+ b(1− c)(1− c/2), a = 0.707, b = 0.5 και c = 0.6.

• Το μοντέλο του Jing.

Ο Jing [101] χρησιμοποίησε υψηλής ανάλυσης προσομοιώσεις Ν-σωμάτων,
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όπου η συνάρτηση μάζας που προκύπτει ακολουθεί τη διαδικασία PS. Το

μοντέλο bias σε αυτή την περίπτωση είναι ανεξάρτητο από το σχήμα του

πρωταρχικού φάσματος ισχύος, εξαρτάται όμως από τη μάζα της άλω M ,

δηλαδή b = b(M/M?) με M? τη χαρακτηριστική μη γραμμική μάζα για την

οποία ισχύει ν(M?) = 1. Το μοντέλο bias του Jing, το οποίο προσαρμόζει

τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων με ακρίβεια περίπου 5%, είναι:

b(ν) = (
0.5

ν4
+ 1)0.06−0.02n(1 +

ν2 − 1

δc
) ,

όπου ν = (M/M?)
ν+3/6

και n ο δείκτης του αρχικού φάσματος ισχύος,

για το οποίο ισχύει n = (d lnP (k)
d ln k

)k=2π/R .

• Το μοντέλο των Tinker et al.

Οι Tinker et al. [104] υπολόγισαν τη συνάρτηση μάζας της άλω σκο-

τεινής ύλης χρησιμοποιώντας προσομοιώσεις Ν-σωμάτων, λαμβάνοντας

υπόψη μόνο τη βαρύτητα. Χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο της σφαιρικής

κατάρρευσης προσδιόρισαν τις άλω της σκοτεινής ύλης. Οι άλω σκοτει-

νής ύλης προσδιορίζονται ως απομονωμένες ψηλές κορυφές του πεδίου

πυκνότητας. Η πυκνότητά τους είναι ∆ φορές μεγαλύτερη από την πυ-

κνότητα του υποβάθρου. ΄Ετσι, η μάζα M∆ και η ακτίνα R∆ μίας άλω

συνδέονται μέσω της σχέσης: M∆ = 4
3
πR∆ρm(z)∆, όπου ρm(z) είναι η

μέση πυκνότητα του Σύμπαντος. Ο συντελεστής bias στο γραμμικό πεδίο

πυκνότητας είναι ίσος με:

b(ν) = 1− A νa

νa + δac
+Bνb + Cνc , (3.4)

όπου A = 1 + 0.24y exp[−( 4
y
)4], a = 0.44y− 0.88, C = 0.019 + 0.107y+

0.19 exp[−( 4
y
)4], B = 0.183, b = 1.5, c = 2.4, όπου y = log10∆. Η

εξίσωση (3.4) εξελίσσεται ως νόμος δύναμης για μεγάλες μάζες, ομαλο-

ποιείται σε μικρές μάζες και τείνει ασυμπτωτικά στο b = 1 για ν = 0 με

την προϋπόθεση ότι a > 0.

• Το μοντέλο των Ma et al.

Οι Ma et al. [106] υπολόγισαν την εξίσωση του bias λαμβάνοντας υπόψη

μια επέκταση του φορμαλισμού PS. Το μοντέλο αυτό εξαρτάται από το

σχήμα του φίλτρου που χρησιμοποιείται για την εξομάλυνση του πεδίου
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πυκνότητας. Το μοντέλο bias στην περίπτωση αυτή είναι:

b(ν) = 1+
1

√
aδc[1− aκ+ aκ

2
eaν2/2Γ(0, aν

2

2
)]

[aν2−1+
aκ

2
(2−eaν2

Γ(0,
aν2

2
)] ,

όπου Γ(0, aν
2

2
) είναι η μη ολοκληρώσιμη συνάρτηση Γάμμα. Με τη βοήθεια

προσομοιώσεων, οι Ma et al. κατέληξαν στο συμπέρασμα ότι κ = 0.23

και a = 0.818.

2. Η δεύτερη οικογένεια των μοντέλων bias έχει ως προϋπόθεση ένα συνεχές πε-

δίο διαταραχών της μάζας των ιχνηλατών και διαταραχές της φωτεινής ύλης οι

οποίες είναι ανάλογες με εκείνες της υποκείμενης μάζας (σχέση (3.1)). Οι ιχνη-

λάτες δρουν ως δοκιμαστικά σωματίδια και χρησιμοποιούνται οι υδροδυναμικές

εξισώσεις της κίνησης και της θεωρίας των γραμμικών διαταραχών προκειμένου

να προσομοιωθεί η εξέλιξη του bias. Αυτή η οικογένεια μοντέλων μπορεί να

διαιρεθεί σε δύο υπο-οικογένειες:

• Τα λεγόμενα μοντέλα ‘διατήρησης του bias’ (bias conserving models)

τα οποία χρησιμοποιούν την εξίσωση συνέχειας και την παραδοχή ότι οι

ιχνηλάτες και η υποκείμενη μάζα μοιράζονται το ίδιο πεδίο ταχυτήτων

([107], [108], [109], [110], [111], [112]). Τότε η εξέλιξη του bias δίνεται

ως η λύση μιας διαφορικής εξίσωσης 1ης τάξεως και έτσι οι Tegmark &

Peebles [110] εξήγαγαν:

b(z) = 1 +
b0 − 1

D(z)
,

όπου b0 είναι ο παράγοντας bias στο παρόν και D(z) είναι ο αύξων τύπος

των διαταραχών πυκνότητας (βλ. ενότητα 1.2.4). Ωστόσο, σε αυτά τα

μοντέλα bias υπάρχουν δύο βασικά προβλήματα: Το πρώτο είναι το γε-

γονός ότι αν για μία ομάδα ιχνηλατών η φωτεινή ύλη δεν ιχνηλατεί τη

σκοτεινή ύλη στο παρόν, θα ήταν πάντα έτσι και στο παρελθόν (unbiased

problem) και το δεύτερο είναι το πρόβλημα της χαμηλής ερυθρομετάθεσης

(low redshift problem) δηλαδή ότι αυτό το μοντέλο bias ισχύει μόνο για

μικρές ερυθρομεταθέσεις.

• ΄Ενα μοντέλο το οποίο βασίζεται στη βασική εξίσωση για την εξέλιξη των

διαταραχών της γραμμικής πυκνότητας, και στην παραδοχή ότι το bias

είναι γραμμικό και ανεξάρτητο της κλίμακας. Οι παραπάνω παραδοχές χρη-

σιμοποιούνται για την εξαγωγή μιας διαφορικής εξίσωσης 2ης τάξης για το
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bias (βλ. [90], [91] και [113]). Η προσεγγιστική λύση της

τελευταίας ισχύει για τα κοσμολογικά μοντέλα τα οποία βρίσκονται στο

πλαίσιο της ΓΘΣ με μία σταθερή με το χρόνο παράμετρο της καταστατικής

εξίσωσης (π.χ. μοντέλα πεμπτουσίας, μοντέλα phantom).

3.2 Η εξέλιξη του γραμμικού bias

Σε αυτήν την παράγραφο, παρουσιάζουμε το μοντέλο του bias που αναπτύσσεται στην

[89], και που ισχύει για οποιοδήποτε μοντέλο σκοτεινής ενέργειας συμπεριλαμβανο-

μένων των εναλλακτικών μοντέλων βαρύτητας (‘Γεωμετρική Σκοτεινή Ενέργεια’).

Μια πλήρης αναλυτική περιγραφή μπορεί να εισαχθεί θεωρώντας μία επέκταση της

εξίσωσης Poisson σε συνδυασμό με την εξίσωση Euler και την εξίσωση συνέχειας.

Η εξίσωση που διέπει την εξέλιξη των διακυμάνσεων της ύλης, για τα μοντέλα όπου

η σκοτεινή ενέργεια δεν είναι συζευγμένη με άλλα είδη ύλης (βλ. [48], [50], [52], [53],

[49], [51], [54], [55]), δίνεται από:

δ̈m + 2Hδ̇m − 4πGeffρmδm = 0. (3.5)

Η τελευταία εξίσωση είναι στην ουσία η εξίσωση (1.52), θέτοντας δ = δm, όπου δm

είναι οι διαταραχές που σχετίζονται με τη συνολική ύλη του κοσμικού ρευστού.

Αν υποθέσουμε ότι οι ιχνηλάτες και η υποκείμενη κατανομή της μάζας μοιράζονται το

ίδιο πεδίο ταχύτητας, τότε μπορούμε να γράψουμε για τις διαταραχές της συνολικής

ύλης ότι:

δ̇m +∇u ' 0 (3.6)

και για αυτές των ιχνηλατών:

δ̇tr +∇u ' 0 . (3.7)

Από τις δύο τελευταίες εξισώσεις έχουμε ότι:

δ̇m − δ̇tr = 0 . (3.8)

Αν παραγωγίσουμε την εξίσωση (3.1) και χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση (3.8), τότε

έχουμε:

δ̇m(1− b) = ḃδm . (3.9)
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Αν τώρα λάβουμε υπόψη το μετασχηματισμό:

y = b− 1 (3.10)

και αντικαταστήσουμε την εξίσωση (3.10) στην εξίσωση (3.9), τότε έχουμε
d
dt

(yδ) =

0. Παραγωγίζοντας την τελευταία ακόμα μία φορά, προκύπτει:

yδ̈m = −2ẏδ̇m − ÿδm . (3.11)

Αν τώρα πολλαπλασιάσουμε την εξίσωση (1.52) με το y και μετά τη συνδυάσουμε με

την εξίσωση (3.11) τότε παίρνουμε τη διαφορική εξίσωση των διαταραχών της ύλης

σε συνάρτηση με το y:

ÿδm + 2(δ̇m +Hδm)ẏ + 4πGeffρmδy = 0, (3.12)

όπου έχουμε επίσης χρησιμοποιήσει ότι yδ̇m = −ẏδm. Αλλάζοντας μεταβλητές από

το χρόνο t στον παράγοντα κλίμακας a, εξάγουμε την εξέλιξη της συνάρτησης y(a)

η οποία έχει μία παρόμοια μορφή με αυτή της εξίσωσης (1.58):

d2y

da2
+
[
A(a) +

2f(a)

a

]dy
da

+B(a)y = 0 . (3.13)

Υπάρχει και ένας άλλος τρόπος για να καταλήξουμε στην εξίσωση (3.12) ξεκινώντας

από τον ορισμό του γραμμικού bias (εξίσωση (3.1)). Παραγωγίζοντας δύο φορές ως

προς το χρόνο έχουμε:

∂δtr
∂t

= b
∂δm
∂t

+ δm
∂b

∂t
(3.14)

∂2δtr
∂t2

= b
∂2δm
∂t2

+ δm
∂2b

∂t2
+ 2

∂b

∂t

∂δm
∂t

. (3.15)

Λαμβάνοντας υπόψη την εξίσωση (3.5), γράφουμε την αντίστοιχη εξίσωση για τις

διαταραχές των ιχνηλατών:

δ̈tr + 2Hδ̇tr − 4πGeffρmδm = 0 . (3.16)

Προσθέτοντας κατά μέλη τις εξισώσεις (1.52) και (3.16) και χρησιμοποιώντας τις

εξισώσεις (3.14) και (3.15) καταλήγουμε μετά από μερικές πράξεις στη διαφορική

εξίσωση 2ης τάξης:

δmb̈+ 2(
∂δm
∂t

+H(t)δm)ḃ+ (4πGρmδm)b = 4πGρmδm . (3.17)
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΄Οπως περιγράψαμε στην παράγραφο (1.2.4), οι διαταραχές της ύλης δm θεωρούνται

ότι είναι ανάλογες με τον αύξοντα τύπο του παράγοντα των διαταραχών πυκνότητας

D+(t), δηλαδή δm = A(x)D+(t). Θέτοντας D+ ' D, έχουμε τότε:

δ̇m
δm

=
Ḋ

D

και αντικαθιστώντας την τελευταία στην εξίσωση (3.17), έχουμε:

b̈+ 2
(Ḋ
D

+H(t)
)
ḃ+ 4πGρmb = 4πGρm . (3.18)

Κάνοντας ξανά την αντικατάσταση y = b−1 καταλήγουμε τότε εκ νέου στην εξίσωση

(3.12).

Στην εργασία των Basilakos & Plionis ([90], [91]), οι επιδράσεις της μη γραμμικής βα-

ρύτητας και της υδροδυναμικής (π.χ. συγχώνευση κ.ά.) θεωρήθηκαν αμελητέες προ-

κειμένου να εξαχθεί η εξέλιξη του γραμμικού bias (βλ. [108], [109], [110]). ΄Επειτα,

χρησιμοποιώντας τη γραμμική θεωρία διαταραχών στο πλαίσιο της ΓΘΣ (Q(t) = 1,

Geff = G), εξήχθη η εξίσωση (3.12). Αυτή η εξίσωση περιγράφει την εξέλιξη του

γραμμικού bias b, (αφού y = b − 1), μεταξύ της συνολικής και της φωτεινής ύλης.

Αφού και εδώ κάνουμε την ίδια υπόθεση, όπως και στον αρχικό φορμαλισμό, ότι οι

ιχνηλάτες και η υποκείμενη κατανομή της μάζας μοιράζονται το ίδιο πεδίο ταχύτη-

τας και έτσι και το ίδιο πεδίο βαρύτητας, η παραπάνω εξίσωση ισχύει επίσης για

οποιαδήποτε κοσμολογικό μοντέλο
2
συμπεριλαμβανομένων αυτών των εναλλακτικών

μοντέλων βαρύτητας.

Αξίζει επίσης να σημειωθεί ότι στην εργασία των Basilakos & Plionis ([90], [91]),

έχει παρουσιαστεί μία προσεγγιστική λύση της εξίσωσης (3.12) χρησιμοποιώντας ότι

f(z) ∼ 1 κάτι το οποίο ισχύει σε σχετικά μεγάλες ερυθρομεταθέσεις αλλά μόνο στο

πλαίσιο της ΓΘΣ, δηλαδή Q(t) = 1, το οποίο όμως ισχύει για το μοντέλο της πεμ-

πτουσίας (ή phantom). Εδώ ο στόχος μας είναι να εξαγάγουμε μία πλήρη αναλυτική

λύση για όλες τις πιθανές κοσμολογίες της σκοτεινής ενέργειας που έχουν εμφανι-

στεί στη βιβλιογραφία, όπως η κοσμολογική σταθερά Λ (κενό), οι χρονοεξαρτώμενες

w(t) κοσμολογίες, η πεμπτουσία, το μοντέλο k-essence, το μοντέλο quartessence, τα

διανυσματικά πεδία, τα μοντέλα phantom, τα μοντέλα εναλλακτικής βαρύτητας, το

αέριο Chaplygin κ.ά. (βλ. [89]).

2
Η τρέχουσα θεωρητική προσέγγιση δεν εξετάζει το ενδεχόμενο του να υπάρχουν αλληλεπι-

δράσεις στο κομμάτι της σκοτεινής ύλης. Επίσης κάποιες παρατηρήσεις πέραν της γραμμικής περιο-

χής μπορούν να βρεθούν στην εργασία των [114], [115] (και στις εκεί αναφορές).
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3.3 Λύση της διαφορικής εξίσωσης δεύτερης

τάξης του bias

Ξεκινάμε αλλάζοντας μεταβλητές από το χρόνο t στον παράγοντα κλίμακας a στην

εξίσωση (3.12). Για το λόγο αυτό πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις:

ẏ = Hay, (3.19)

ÿ = ȧ(ay′
dH

da
+Hy′ +Hay′′), (3.20)

όπου y′ = dy/da και y′′ = d2y/da2
και

δ̇m
δm

=
1

D

dD

da

da

dt
= Ha

D′

D
= Ha

d lnD

da
. (3.21)

Αντικαθιστούμε τις εξισώσεις (3.19), (3.20), (3.21) στην εξίσωση (3.12) και ταυ-

τόχρονα διαιρούμε την εξίσωση (3.12) με το ȧ2
κάτι το οποίο μας δίνει:

y′

H

dH

da
+
y′

a
+ y′′ + 2(

d lnD

da
+

1

a
y′) +

4πGρmy

ȧ2
= 0⇒

y′′ + y′(
d lnH

da
+ 2

d lnD

da
+

3

a
) +

4πGρmy

ȧ2
= 0 .

΄Επειτα αν χρησιμοποιήσουμε:

f(a) =
a

D

dD

da
= a

d lnD

da
⇒ d lnD

da
=
f(a)

a

και

d lnH

da
=

1

H

dH

da
=

1

H
H0

dE(a)

da
=

1

E(a)

dE(a)

da
=
d lnE(a)

da

τότε:

y′′ + y′
(d lnH(a)

da
+ 2

d lnD(a)

da
+

3

a

)
+

3

2

H2Ωm(a)

a2H2
y = 0⇒

y′′ + y′
(d lnE(a)

da
+ 2

f(a)

a
+

3

a

)
+

3

2

Ωm0

a5E2(a)
y = 0 . (3.22)

Προκειμένου να λύσουμε την εξίσωση (3.22), είναι χρήσιμο να χρησιμοποιήσουμε

την παραμετροποίηση:

y(a) =
g(a)

D(a)
. (3.23)
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Η πρώτη και η δεύτερη παράγωγος της εξίσωσης (3.23) ως προς τον παράγοντα

κλίμακας a είναι αντίστοιχα:

y′ =
g′D − gD′

D2
(3.24)

και

y′′ =
g′′D2 − gDD′′ − 2g′DD′ + 2gD′2

D3
. (3.25)

Τώρα αν πολλαπλασιάσουμε την εξίσωση (3.22) με τον παράγοντα αύξησης D και

επίσης αντικαταστήσουμε τις εξισώσεις (3.23)-(3.25) στην εξίσωση (3.22), βρίσκου-

με:

g′′+g′
(d lnE(a)

da
+

3

a

)
+g
(
−D

′′

D
+2

D′2

D2
−D

′

D
(
d lnE(a)

da
+2

D′

D
+

3

a
)+

3

2

Ωm0

E2(a)a5

)
= 0⇒

g′′ + g′
(d lnE(a)

da
+

3

a

)
= 0 , (3.26)

όπου έχουμε επίσης χρησιμοποιήσει την εξίσωση (1.60).

Η εξίσωση (3.26) είναι μία ομογενής διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης, η

οποία είναι πιο εύκολο να λυθεί σε σχέση με την αρχική εξίσωση (3.12). Θέτοντας

A(a) = d lnE(a)
da

+ 3
a
, τότε μετά από κάποιους υπολογισμούς, έχουμε για την εξίσωση

(3.26):

g′′ + A(a)g′ = 0⇒ d

da
(g′e

∫
A(a)da) = 0⇒ g′e

∫
A(a)da = C1 ⇒

g(a) = C1

∫
e−

∫
A(a)dada+ C2 . (3.27)

Επιπλέον: ∫
A(a)da = lnE(a) + 3 ln a

οπότε μπορούμε τελικά να έχουμε τη λύση της εξίσωσης (3.26):

g(a) = C1

∫
da

E(a)a3
+ C2 , (3.28)

όπου C1 και C2 είναι οι σταθερές ολοκλήρωσης. Αν χρησιμοποιήσουμε τη σχέση:

b = y + 1 = g/D + 1 ,
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η εξέλιξη του γραμμικού bias b(z) σε συνάρτηση με τον παράγοντα κλίμακας a(t)

γίνεται:

b(a) = 1 +
C1

D(a)
+

C2

D(a)

∫ 1

a

da

a3E(a)
. (3.29)

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις: a = (1 + z)−1
και b0 ≡ b(0) μπορούμε να εκφράσουμε

τη σταθερά ολοκλήρωσης C1 ως συνάρτηση των αρχικών συνθηκών. Για z = 0

έχουμε a = 1:

b(z = 0) = 1 +
C1

D(z = 0)
+

C2

D(z = 0)

∫ 1

1

da

a3E(a)
⇒ b0 = 1 +

C1

D(z = 0)
.

Επιπλέον, όπως έχουμε ήδη δείξει στην παράγραφο (1.2.4.4):

D(a) = ae
∫ a
0 (dx/x)[Ωγm(x)−1]

έτσι ώστε D(a = 1) = 1, οπότε:

b0 = 1 + C1 ⇒ C1 = b0 − 1 .

Αντικαταθιστώντας την τελευταία σχέση στην εξίσωση (3.29), βρίσκουμε τη συναρ-

τησιακή μορφή της εξέλιξης του γραμμικού bias ως συνάρτηση της ερυθρομετάθεσης:

b(z) = 1 +
b0 − 1

D(z)
+ C2

J(z)

D(z)
, (3.30)

όπου

J(z) =

∫ z

0

(1 + z)dz

E(z)
.

Αφού διαφορετικές μάζες άλω σχετίζονται με διαφορετικές τιμές του b0, οι σταθερές

ολοκλήρωσης C1 = b0 − 1 και C2 θα πρέπει να είναι συναρτήσεις της μάζας των

άλω Mh (βλ. [113]). ΄Οντως, θεωρώντας ότι κάθε εξωγαλαξιακός ιχνηλάτης μάζας

φιλοξενείται από μία άλω σκοτεινής ύλης δεδομένης μάζας, οι σταθερές b0 και C2

εξαρτώνται από τη μάζα της άλω όπως έχουν δείξει οι [116] χρησιμοποιώντας ΛCDM

προσομοιώσεις Ν σωμάτων. Οι σταθερές αυτές είναι:

b0(Mh) = 0.857

[
1 +

(
Cm

Mh

1014 h−1M�

)0.55
]

(3.31)

C2(Mh) = 1.105

(
Cm

Mh

1014 h−1M�

)0.255

, (3.32)
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όπου Cm = Ωm0/0.27.

Στην παράγραφο (3.5) αναλύουμε μία επέκταση του παραπάνω μοντέλου στο οποίο

διερευνάται η περίπτωση πληθυσμών ιχνηλατών των οποίων οι άλω συγχωνεύονται.

Η συνεισφορά του δικού μας μοντέλου bias έγκειται στο ότι η δική μας λύση έχει πιο

γενική μορφή από αυτή των συνήθων μοντέλων διατήρησης bias,

b(z) = 1 + (b0− 1)/D(z), αφού στην τελευταία παραλείπεται ένα τμήμα της πλήρους

λύσης. Επιπλέον, η δική μας λύση δεν πάσχει από τα προβλήματα που αναφέρθηκαν

στην παράγραφο (3.1) δηλαδή το ‘unbiased’ πρόβλημα και το πρόβλημα των χαμη-

λών ερυθρομεταθέσεων. Το βασικό, όμως, σημείο είναι ότι η εξάρτηση του δικού

μας μοντέλου bias από τις διάφορες κοσμολογίες εισέρχεται μόνο μέσω της διαφο-

ρετικής συμπεριφοράς του παράγοντα αύξησης των διαταραχών D(a). Περαιτέρω,

ο τελευταίος επηρεάζεται από την παράμετρο γ (βλ. εξίσωση (1.67)), και από την

κανονικοποιημένη ροή Hubble E(a) = H(a)/H0.

Είναι ενδιαφέρον να αναφέρουμε ότι η μέτρηση του δείκτη αύξησης γ θα μπορούσε

να προσφέρει έναν αποτελεσματικό τρόπο για να γίνει διάκριση μεταξύ των εναλ-

λακτικών μοντέλων βαρύτητας και των μοντέλων της σκοτεινής ενέργειας τα οποία

υπακούουν στη ΓΘΣ. Πράγματι, έτσι όπως δείξαμε στην παράγραφο (1.2.5.1) για τα

μοντέλα της σκοτεινής ενέργειας τα οποία υπακούουν στη ΓΘΣ, ο δείκτης αύξησης

γ έχει ασυμπτωτική τιμή γGR ≈ 6/11 (βλ. [49], [51], [60]), ενώ στην περίπτωση

του braneworld μοντέλου DGP [35] έχουμε ότι γ ≈ 11/16 (βλ. επίσης [49], [51]).

΄Εχει προταθεί (βλ. [117]) ότι ένας αποτελεσματικός τρόπος για να προσδιοριστεί

η παράμετρος γ είναι καθορίζοντας παρατηρησιακά τη γραμμική ανάπτυξη των δια-

ταραχών η οποία εξαρτάται από την ερυθρομετάθεση. Στον υπολογισμό αυτό είναι

προαπαιτούμενη η γνώση της εξέλιξης του γραμμικού bias, όπως θα δούμε στα ε-

πόμενα κεφάλαια. Εναλλακτικά, άλλες μέθοδοι έχουν προταθεί στην βιβλιογραφία,

όπως οι παραμορφώσεις της παρατηρούμενης χωρικής κατανομής γαλαξιών μέσω της

ερυθρομετάθεσης (redshift space distortions) και ο ρυθμός ανάπτυξης των σμηνών

γαλαξιών (βλ. για παράδειγμα [118], [119], [120] και εκεί παραπομπές). Οι παρα-

πάνω μέθοδοι έχουν επίσης ως προϋπόθεση τη γνώση της εξέλιξης του γραμμικού

και ανεξάρτητου της κλίμακας bias.

΄Οσον αφορά σε παρατηρησιακά δεδομένα για το bias, αυτά προκύπτουν εν γένει

με την παραδοχή ενός συγκεκριμένου κοσμολογικού μοντέλου, αλλά είναι εύκολο

να τα τροποποιήσουμε για άλλα μοντέλα με αυτοσυνεπή τρόπο. Τέτοια δεδομένα
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είναι διαθέσιμα στη βιβλιογραφία για την περίπτωση των οπτικών QSOs ([121], [122],

[123]).

Για να απεικονιστεί η εξάρτηση του δικού μας μοντέλου bias από την ερυθρομετάθεση

και το γ, συγκρίνουμε στο σχήμα (3.1) μερικά χωρικά επίπεδα κοσμολογικά μοντέλα

για τα οποία θέτουμε Ωm = 0.27, b0 = 1.1 και C2 = 0.45. Συγκεκριμένα, θεωρούμε

τις ακόλουθες περιπτώσεις:

(α) CPL παραμετροποίηση ([32], [86]) με γ = 0.55 (συμπαγής γραμμή),

(β) μοντέλο ΛCDM (γ = 0.55, διακεκομμένη γραμμή), και

(γ) μοντέλο DGP με γ = 0.68 (διακεκομμένη με κουκκίδες γραμμή).

Η διακεκομμένη γραμμή δείχνει την εξέλιξη bias του μοντέλου των Tegmark & Pee-

bles [110], το οποίο περιγράφεται επίσης από το δικό μας bias μοντέλο στο όριο

C2 = 0. Στο κάτω γράφημα του σχήματος (3.1) δείχνουμε την ποσοστιαία διαφορά

του μοντέλου bias στις περιπτώσεις (α) και (γ) σε σχέση με εκείνη του μοντέλου

ΛCDM (β). ΄Οπως μπορούμε να δούμε, η διαφορά είναι μικρή σε χαμηλές ερυθρομε-

ταθέσεις.

3.4 Bias και μετρικές διαταραχές

Στην ανάλυσή μας, έχουμε υποθέσει ότι το γραμμικό bias b είναι ανεξάρτητο της

κλίμακας, δηλαδή ανεξάρτητο από το συνκινούμενο κυματαριθμό k του τύπου Fourier.

Στην παράγραφο αυτή, η υπόθεση αυτή περιγράφεται συνοπτικά δίνοντας αρχικά τις

πλήρεις εξισώσεις του εξαρτώμενου από την κλίμακα bias, όπως έχουν περιγραφεί από

τους [116] και, στη συνέχεια, εξηγώντας πότε μια τέτοια απλούστευση είναι επιτρεπτή.

Ας υποθέσουμε ότι ο συντελεστής bias εξαρτάται από την κλίμακα, δηλαδή:

b = b(z, k).

Μια τέτοια εξάρτηση μπορεί να ερμηνευθεί, π.χ., ως το αποτέλεσμα διακυμάνσεων

στη μετρική FLRW. Οι εξισώσεις (1.52), (3.16) θα πρέπει να τροποποιηθούν κατάλ-

ληλα αποκτώντας εξάρτηση από το k. Στο πλαίσιο αυτό, έστω η ‘ενεργός βαρυτική

συνάρτηση’ Geff :

Geff = Geff(a, k) =
G

1 + ξk(a, k)
,
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Σχήμα 3.1: Τα εξαρτώμενα από την ερυθρομετάθεση z μοντέλα bias για διαφορε-
τικά επίπεδα κοσμολογικά μοντέλα (πάνω διάγραμμα) και η κλασματική τους διαφο-

ρά σε σχέση με το ΛCDM μοντέλο (κάτω διάγραμμα). Τα μοντέλα που φαίνονται
είναι: το CPL (συμπαγής γραμμή) με w(a) = w0 + w1(1 − a) και γ = 0.55, το
μοντέλο ΛCDM (διακεκομμένη γραμμή) και το DGP (διακεκομμένη με κουκκίδες
γραμμή) με w(a) = −[1 + Ωm(a)]−1

και γ = 0.68. Ας σημειωθεί ότι χρησιμο-
ποιούμε Ωm = 0.27, (w0, w1) = (−0.93,−0.38) [19], b0 = 1.1 και C2 = 0.45.
Σχεδιάζουμε επίσης το μοντέλο bias για C2 = 0 το οποίο αντιστοιχεί σε αυτό των

[110] (γραμμή με κουκκίδες).

όπου G η συνήθης βαρυτική σταθερά και

ξk(a, k) =
3a2H2(a)

c2k2
.

Χρησιμοποιώντας τη σταθερά Geff , και υποθέτοντας, στο όριο (
k2

a2 � H2
), ότι:

(i) το bias b0 είναι ανεξάρτητο της κλίμακας, (ii) ίση επιτάχυνση μεταξύ ιχνηλα-

τών και συνολικής ύλης, και (iii) αμελητέο βαθμό συγχώνευσης των άλω, προκύπτει

ότι η εξέλιξη του bias η οποία δίνεται από τη σχέση:

b(z, k) = 1 +
b0 − 1

D(z, k)
+ C2

J(z)

D(z, k)
, (3.33)

όπου D(z, k) ο παράγοντας αύξησης των διαταραχών που εξαρτάται από την ερυθρο-

μετάθεση z και την κλίμακα k. Στην περίπτωση όπου οι ιχνηλάτες και η μάζα δεν

μοιράζονται το ίδιο πεδίο ταχύτητας, ο παράγοντας bias παίρνει την ακόλουθη μορφή:

b(z, k) = 1 +
b0 − 1

D(z, k)
+
I(z, k)

D(z, k)
, (3.34)
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όπου η συνάρτηση I(z, k) γενικεύει τη συνάρτηση J(z, k) της εξίσωσης (3.33). Οι

εξισώσεις (3.33), (3.34) έχουν παρόμοια μορφή με αυτή του ανεξάρτητου από την

κλίμακα bias, εξίσωση (3.30). Ο εξαρτώμενος από την κλίμακα ρυθμός ανάπτυξης

της σμηνοποίησης D(a, k) δίνεται από:

D(a, k) =
δm(a, k)

δm(1, k)
=
δm(z, k)

δm(0, k)
,

όπου

δm(a, k) = a exp[

∫ a

ai

da

a
(

Ωγ
m(a)− 1

1 + ξk(a, k)
)] .

Αντίστοιχα, η συνάρτηση I(z, k) δίνεται από:

I(z, k) =

∫ z

0

1 + z

E(z)

k2

δm(0, k)H0

C2H0δm(a = 1, k)

ak2
dz .

Στο σχήμα (1) της εργασίας [116] το εξαρτώμενο από την κλίμακα bias και το α-

νεξάρτητο από την κλίμακα bias συγκρίνονται σε κλίμακες σμηνών γαλαξιών, k '
0.05hMpc−1

. Εκεί, μπορεί κανείς να δει ότι η ποσοστιαία διαφορά μεταξύ των δύο

(στο κάτω διάγραμμα) είναι ασήμαντη, κάτι το οποίο σημαίνει ότι οι μετρικές διακυ-

μάνσεις δεν επηρεάζουν την εξέλιξη του bias έως τις κλίμακες των σμηνών γαλαξιών.

Κατά συνέπεια, η υπόθεση ότι ο γραμμικός συντελεστής bias b είναι ανεξάρτητος

της κλίμακας, είναι μία αρκετά καλή προσέγγιση για τη δική μας μελέτη η οποία

επικεντρώνεται σε δομές με κλίμακα μικρότερη των σμηνών γαλαξιών.

3.5 Γραμμικό Μοντέλο bias για ένα χρονοε-

ξαρτώμενο πληθυσμό ιχνηλατών

Εξετάζουμε, τέλος, ένα γενικό γραμμικό μοντέλο εξέλιξης του bias που μπορεί να

παραχθεί υποθέτοντας ότι ο πληθυσμός των ιχνηλατών της ύλης εξελίσσεται με το

χρόνο σύμφωνα με το νόμο (1 + z)ν :

Υποθέτουμε ό,τι και στην παράγραφο (3.2), με τη διαφορά ότι εδώ επιτρέπουμε αλ-

ληλεπιδράσεις μεταξύ των ιχνηλατών της ύλης. Η θεώρηση αυτή εισάγει έναν χρο-

νοεξαρτώμενο όρο Ψ(t) στις εξισώσεις (3.6) και (3.7), δηλαδή:

δ̇m +∇u ' 0 και δ̇tr +∇u+ Ψ(t) ' 0 , (3.35)
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από την οποία παίρνουμε ότι:

δ̇m − δ̇tr = Ψ . (3.36)

Αν και δε διαθέτουμε μία θεμελιώδη θεωρία ώστε να μοντελοποιήσουμε το χρονο-

εξαρτώμενο όρο Ψ(t), υιοθετούμε την παραδοχή όπως προτείνεται στην [113], ότι

αυτός εξαρτάται από την αριθμητική πυκνότητα των ιχνηλατών n̄, την παράγωγο της

n̄ ως προς το χρόνο αλλά και από τις διαταραχές πυκνότητας των ιχνηλατών δtr:

Ψ(t) ∝ Ψ(n̄, (1 + δtr)d ln n̄/dt) (βλ. εξίσωση (10) από [124] και παράρτημα από τους

Basilakos et al. [113]). Ακολουθώντας τα ίδια βήματα όπως και στην παράγραφο

(3.2), καταλήγουμε στην επόμενη έκφραση:

ÿδm + 2(δ̇m +Hδm)ẏ + 4πGeffρmδmy = −2HΨ− Ψ̇ , (3.37)

η οποία είναι αντίστοιχη με την εξίσωση (3.12).

Μετασχηματίζοντας την εξίσωση (1.52) από τη μεταβλητή t στη μεταβλητή a, παίρ-

νουμε:

d2y

da2
+

[
A(a) +

2f(a)

a

]
dy

da
+B(a)y = F (a) , (3.38)

όπου

F (a) = −2Ψ(a) + a(dΨ/da)

a2D(a)H(a)
. (3.39)

΄Επειτα, ακολουθώντας την ίδια πορεία όπως και στην παράγραφο (3.3), παίρνουμε

ότι:

d2g

da2
+ A(a)

dg

da
= F (a) . (3.40)

Ολοκληρώνοντας την εξίσωση (3.40) εξάγουμε τη γενική λύση του συντελεστή bias:

g(a) = C1 + C2

∫
da

a3E(a)
+

∫
da

a3E(a)

∫
F (ã)ã3E(ã)dã . (3.41)

Επίσης, χρησιμοποιώντας τις ίδιες αρχικές συνθήκες όπως στην παράγραφο (3.3), η

εξέλιξη του bias στο χώρο των ερυθρομεταθέσεων παίρνει τη μορφή:

b(z) = 1 +
b0 − 1

D(z)
+ C2

J(z)

D(z)
+
yp(z)

D(z)
, (3.42)

όπου:

yp(z) =

∫ z

0

(1 + x)

E(x)
dx

∫ x

0

F (u)E(u)

(1 + u)5
du . (3.43)

Αν η αλληλεπίδραση μεταξύ των ιχνηλατών είναι αμελητέα (Ψ ' 0), η εξίσωση (3.42)

καταλήγει στην (3.30).
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Τώρα, η ακριβής γνώση της συναρτησιακής σχέσης Ψ(z) παρέχει την ακριβή εξέλιξη

του bias ως προς την ερυθρομετάθεση. ΄Οπως δείχνεται στο παράρτημα των Basilakos

et al. [113], μια κατάλληλη προσέγγιση όσον αφορά στην εξέλιξη του όρου Ψ(z)

είναι η: Ψ(z) = AH0(1 + z)ν , όπου ν ∼ 3. Σημειώστε ότι η σταθερά Hubble έχει

διατηρηθεί για μαθηματική ευκολία. Εισάγοντας την τελευταία εξίσωση, a = (1+z)−1

και την dΨ/da = −(1 + z)2dΨ/dz στον δεύτερο όρο της εξίσωσης (3.38) αντλούμε

ότι:

F (z) = A(ν − 2)
(1 + z)ν+2

D(z)E(z)
, (3.44)

όπου A θετική παράμετρος που καθορίζεται από παρατηρησιακά δεδομένα. Για ν > 2,

ο παράγοντας bias που προκύπτει είναι ισχυρότερος από ό,τι στην περίπτωση που δεν

υπάρχουν αλληλεπιδράσεις, ιδιαίτερα σε υψηλές ερυθρομεταθέσεις. Αυτό σημαίνει

ότι, λόγω του φαινομένου της συγχώνευσης των άλω, οι άλω συγκεκριμένης μάζας

αντιστοιχούν σε υψηλότερες κορυφές του υποκείμενου πεδίου πυκνότητας σε σχέση

με άλω της ίδιας μάζας στην περίπτωση όπου δεν έχουμε αλληλεπιδράσεις. Από

την άλλη πλευρά, η περίπτωση ν < 2 αντιστοιχεί στην καταστροφή των άλω μιας

συγκεκριμένης μάζας, η οποία οδηγεί σε ένα χαμηλότερο συντελεστή bias σε σχέση

με την περίπτωση όπου δεν είχαμε αλληλεπιδράσεις. Για την οριακή περίπτωση όπου

ν = 2, παίρνουμε yp = 0, δηλαδή δεν έχουμε συνεισφορά του όρου αλληλεπίδρασης

στο bias, όπως στην περίπτωση με Ψ = 0. Η τιμή ν = 2 μπορεί να ερμηνευθεί

ως η περίπτωση κατά την οποία οι διαδικασίες καταστροφής και δημιουργίας είναι

αντι-ισορροπημένες.



Κεφάλαιο 4

Κοσμολογικά Δεδομένα

Στο παρόν κεφάλαιο, αναλύουμε τρία διαφορετικά σύνολα δεδομένων, προκειμένου να

εκτιμηθούν με όσο το δυνατό μεγαλύτερη ακρίβεια ορισμένες κοσμολογικές παράμε-

τροι, καθώς και ο δείκτης αύξησης των διαταραχών της ύλης γ (βλ. παραγράφους

(1.2.4) και (1.2.5)). Αναφερόμαστε στα δεδομένα αυτά ως:

(i) δεδομένα της συνάρτησης συσχετισμού των ενεργών γαλαξιακών πυρήνων

(Active Galactic Nuclei, AGN, παράγραφος 4.1),

(ii) δεδομένα της συνάρτησης συσχετισμού των φωτεινών ερυθρών γαλαξιών (Lu-

minous Red Galaxies, LRGs, παράγραφος 4.2), και

(iii) δεδομένα του ρυθμού αύξησης των διαταραχών πυκνότητας (Growth Rate

Data, GRD, παράγραφος 4.3).

Παρά το γεγονός ότι η εξαγωγή αυτών καθεαυτών των παρατηρησιακών δεδομένων

δεν αποτελεί αντικείμενο της δικής μας μελέτης, παρά μόνο η επεξεργασία, για λόγους

πληρότητας παρουσιάζουμε συνοπτικά τα δεδομένα καθεμιάς από τις περιπτώσεις

(i),(ii),(iii). Περαιτέρω, μέρος των αποτελεσμάτων της παρούσας μελέτης περιλαμ-

βάνονται στις δημοσιεύσεις [62] και [89]. Τέλος, η ανάλυση των αποτελεσμάτων τόσο

στο παρόν κεφάλαιο όσο και στα επόμενα κεφάλαια χρησιμοποιεί το μοντέλο bias που

εισαγάγαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο.

77
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4.1 Δεδομένα της γωνιακής συνάρτησης συ-

σχετισμού των ενεργών γαλαξιακών πυ-

ρήνων ακτίνων X

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον στη διάρκεια της ζωής ενός γαλαξία παρουσιάζει η φάση κατά

την οποία υπάρχει ροή μάζας στην κεντρική μελανή οπή, έχουμε δηλαδή έναν AGN.

Μετά από μερικά εκατομμύρια χρόνια, όταν η μελανή οπή έχει καταναλώσει το σύνολο

των καυσίμων που βρίσκονται γύρω της, το αντικείμενο παρατηρείται ως συνήθης

γαλαξίας και πάλι.

΄Ενα από τα κύρια πλεονεκτήματα ενός AGN σε σχέση με έναν ανενεργό γαλαξία

είναι ότι οι AGN είναι από τις φωτεινότερες πηγές που μπορεί να ανιχνευθούν σε

κοσμολογικές αποστάσεις. Επιπλέον, ένα από τα πιο κοινά χαρακτηριστικά τους, η

εκπομπή ακτίνωνX, καθιστά τους AGN ικανούς ιχνηλάτες προκειμένου να μελετηθεί

ο σχηματισμός των δομών και επομένως οι δομές μεγάλης κλίμακας του Σύμπαντος

σε σχετικά υψηλές ερυθρομεταθέσεις (z ' 1 − 2). Πιστεύεται ότι η κατανόηση

τόσο της φυσικής όσο και της παρατηρούμενης σμηνοποίησης των AGN θα μας

δώσει περισσότερες πληροφορίες σχετικά με το περιβάλλον που τους φιλοξενεί, την

υποκείμενη κατανομή της μάζας τους και την εξέλιξη των κοσμικών δομών. ΄Οσον

αφορά, ειδικότερα, στη σμηνοποίηση των AGN, αρχικά υπήρχαν μόνο οπτικά επι-

λεγμένα φωτεινά δείγματα AGN, ενώ αργότερα χάρη στις αποστολές Einstein και

ROSAT, καταγράφηκαν πολύ μεγαλύτερα δείγματα AGN ακτίνων X.

Στη βιβλιογραφία απαντώνται αρκετοί προσδιορισμοί της Γωνιακής Συνάρτησης Συ-

σχετισμού (βλ. παράγραφο (1.3.2.2)) τόσο για τους οπτικούς AGN όσο και για τους

AGN ακτίνων X. Στην παρούσα μελέτη, χρησιμοποιούμε τη συνάρτηση συσχετισμού

των Ebrero et al. [125]. Αυτή βασίζεται στη μεγαλύτερη έρευνα πηγών ακτίνων X

που έχει ποτέ χρησιμοποιηθεί για ανάλυση σμηνοποίησης. Ο πληθυσμός των πηγών

ακτίνων X βασίζεται σε 1.063 παρατηρήσεις με το τηλεσκόπιο XMM-Newton, σε

υψηλά γαλαξιακά πλάτη και σε τρεις διαφορετικές ζώνες ενέργειας: στις μαλακές

(0.5−2keV), στις σκληρές (2−10keV) και στις πολύ σκληρές (4.5−10keV) ακτίνες

X στις οποίες ο κατάλογος της έρευνας περιλαμβάνει 31.288, 9.188 και 1.259 πηγές

αντίστοιχα. Οι παρατηρήσεις αυτές πληρούν τα ακόλουθα κριτήρια:

• αποφεύγουν την επίδραση από ενδο-Γαλαξιακές πηγές, δεδομένου ότι οι παρα-

τηρήσεις έχουν γίνει σε υψηλά γεωγραφικά Γαλαξιακά πλάτη,
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• απορρέουν από σχετικά μεγάλο χρόνο έκθεσης (τουλάχιστον 5ks, ανά πεδίο

παρατήρησης), και

• τα πεδία παρατήρησης είναι απαλλαγμένα από αλλου είδους φωτεινές ή/και ε-

κτεταμένες πηγές ακτίνων X.

Στη δική μας παρακάτω μελέτη, αξιοποιούμε τα δεδομένα σμηνοποίησης μόνο των

πηγών που προέρχονται από παρατηρήσεις των μαλακών ακτίνων X. Σύμφωνα με

τους Ebrero et al. [125], οι παρατηρούμενοι AGN σε αυτές τις ενέργειες τείνουν να

εμφανίζουν μεγάλο βαθμό σμηνοποίησης, ενώ οι παρατηρούμενοι AGN σε υψηλότε-

ρες ενέργειες δεν είναι αντιπροσωπευτικοί ως προς τη σμηνοποίηση λόγω του μικρού

στατιστικού τους αριθμού που κυμαίνεται από οριακά σημαντικός έως και μηδενικής

στατιστικής σημαντικότητας.

Οι επιλεγμένες πηγές καλύπτουν μια περιοχή του ουρανού περίπου 125.5deg2
, έχουν

μια κατανομή ερυθρομεταθέσεων με μία μέση μετατόπιση προς το ερυθρό z̄ ' 1, και

οι ροές εκπομπής τους είναι στο διάστημα fx > 1.4 · 10−15 erg · cm−2s−1
. Ωστόσο,

στη δική μας μελέτη θεωρούμε ένα διαφορετικό κατώφλι για το κατώτερο όριο ροής,

συγκεκριμένα fx > 3.4 · 10−15 erg · cm−2s−1
, επειδή η ευαισθησία του τηλεσκοπίου

XMM-Newton υποβαθμίζεται αισθητά από το κέντρο προς την άκρη του οπτικού

πεδίου και κατά συνέπεια η θεωρούμενη ως ελάχιστη ροή διαφέρει από σημείο σε

σημείο εντός της συνολικής περιοχής της έρευνας [126].

Η διαδικασία, τώρα, που ακολουθείται για την παραγωγή των παρατηρησιακών δε-

δομένων της συνάρτησης συσχετισμού wobs(θ) των επιλεγμένων AGN ακτίνων X

είναι εν συντομία η εξής: Αρχικά, ένα τυχαίο δείγμα ίσου πληθυσμιακού αριθμού

με το πραγματικό δημιουργείται έτσι ώστε να συγκριθεί με το πραγματικό δείγμα.

Η διαδικασία παραγωγής του τυχαίου δείγματος λαμβάνει υπόψιν τόσο τα ποσοστά

μετρήσεων ως συνάρτηση της απόστασης από τον οπτικό άξονα του τηλεσκοπίου,

όσο και την ευαισθησία του οργάνου σε διάφορα σημεία του πεδίου παρατήρησης

και περιγράφεται με λεπτομέρεια στην εργασία των [127]. Το επόμενο βήμα είναι να

υπολογιστεί η γωνιακή συνάρτηση συσχετισμού των AGN ακτίνων X. Για το λόγο

αυτό, οι Ebrero et al. [125] χρησιμοποίησαν τον εκτιμητή των Landy & Szalay [128]:

wobs(θ) =
DD(θ)− 2DR(θ) +RR(θ)

RR(θ)
, (4.1)

όπου DD(θ), DR(θ) και RR(θ) είναι ο κανονικοποιημένος αριθμός των ζευγαριών

AGN-AGN, AGN-τυχαίου σημείου και τυχαίου σημείου-τυχαίου σημείου αντίστοιχα,
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Πίνακας 4.1: Τα δεδομένα της γωνιακής συνάρτησης συσχετισμού των επιλεγ-
μένων AGN ακτίνων X οι οποίοι παρατηρούνται στην περιοχή των μαλακών ενερ-
γειών (0.5 − 2keV) [125]. Τα θ

′′
και δθ

′′
συμβολίζουν τις τιμές των κεντρικών

γωνιών (σε arcsec) και του εύρους κάθε διαστήματος τιμών των γωνιών θ εντός
του οποίου ομαδοποιούνται οι παρατηρήσεις για τον υπολογισμό των στατιστικών

ποσοτήτων που υπεισέρχονται στην εξίσωση (4.1).

θ
′′

δθ
′′

w(θ) δw(θ)

56.482 6.482 0.325 0.046

71.128 8.163 0.293 0.036

89.572 10.280 0.193 0.029

112.798 12.946 0.117 0.021

142.046 16.303 0.135 0.018

178.878 20.530 0.082 0.016

225.261 25.853 0.096 0.011

283.671 32.557 0.105 0.009

357.226 40.999 0.037 0.007

449.855 51.630 0.025 0.006

με γωνιακό διαχωρισμό των αντίστοιχων ζευγών σημείων ίσο με θ. Τα ζευγάρια

DD(θ), DR(θ) και RR(θ) κανονικοποιούνται διαιρώντας τα με το συνολικό αριθμό

των ζευγών στο δείγμα. ΄Οσον αφορά στα σφάλματα των τιμών της wobs(θ) για

διάφορες τιμές της γωνίας θ, λόγω του ότι τα σφάλματα σε διαφορετικά γωνιακά

διαστήματα δεν είναι ανεξάρτητα, για τον υπολογισμό των σφαλμάτων χρησιμοποιείται

η τεχνική της μήτρας συνδιακύμανσης (βλ. π.χ. [129]).

Στον πίνακα (4.1) συνοψίζουμε τα δεδομένα της γωνιακής συνάρτησης συσχετισμού

των AGN ακτίνων X όπως προκύπτουν από την εργασία των Ebrero et al. [125]. Τα

δεδομένα αυτά θα τα συγκρίνουμε παρακάτω με τις προβλέψεις διάφορων θεωρητικών

μοντέλων.

Προκειμένου να εκτιμηθεί η θεωρητική γωνιακή συνάρτηση συσχετισμού για δο-

σμένο θεωρούμενο κοσμολογικό μοντέλο, χρειάζεται να γνωρίζουμε την αριθμητική

κατανομή των ερυθρομεταθέσεων των υπό μελέτη πηγών, dN/dz, η οποία μπορεί

να εκτιμηθεί από ένα συγκεκριμένο μοντέλο συνάρτησης φωτεινότητας, όπως περι-

γράφουμε αμέσως μετά. Για το σκοπό αυτό, γράφουμε τη συνάρτηση επιλογής (βλ.

εισαγωγή, παράγραφο (1.3.3)) ως:

φ(x) =

∫ ∞
Lmin(z)

Φ(LX , z)dLX , (4.2)

όπου Φ(LX , z) είναι η συνάρτηση φωτεινότητας (που ορίζεται ως ο αριθμός των

πηγών ανά μονάδα όγκου σε ένα συγκεκριμένο διάστημα φωτεινότητας) των AGN
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με LX τη φωτεινότητα ενός αντικειμένου στις ακτίνες X.

Η κανονικοποιημένη αριθμητική κατανομή των ερυθρομεταθέσεων N−1 dN
dz

υπολο-

γίζεται για το δείγμα των AGN που βρίσκονται στην περιοχή των μαλακών ακτίνων

X, χρησιμοποιώντας το μοντέλο των Ebrero et al. [125] (βλ. σχήμα 4.2). Η συ-

νάρτηση φωτεινότητας ακτίνων X, (X-ray luminosity function, XLF) των Ebrero

et al. [130], δίνεται ως ένας διπλός νόμος δύναμης. Ειδικότερα, σε αυτό το μοντέλο

η XLF εξελίσσεται όχι μόνο με την ερυθρομετατόπιση, αλλά και με τη φωτεινότητα

(Luminosity-Dependent Density Evolution, LDDE). Ο διπλός νόμος δύναμης έχει

τη μορφή:

dΦ(LX , z)

dlogLX

= A[(
LX
L0

)γ1 + (
LX
L0

)γ2 ]−1(
1 + z

1 + zc
)p (4.3)

όπου A είναι ο παράγοντας κανονικοποίησης, γ1 και γ2 είναι οι δύο λογαριθμικές

κλίσεις του νόμου και L0 η τιμή της φωτεινότητας στην οποία συμβαίνει η αλλαγή

στην κλίση. Επίσης, το p ονομάζεται δείκτης εξέλιξης και σχετίζεται με το πόσο

φωτεινό είναι το δείγμα, zc είναι το κέντρο του κάθε διαστήματος στο εύρος ερυθρο-

μεταθέσεων και τέλος το εύρος της φωτεινότητας ξεκινά από την τιμή logLX = 41, 7

έως τη μέγιστη τιμή φωτεινότητας στο δείγμα. Συνεπώς, αντικαθιστώντας τη σχέση

(4.3) στη σχέση (4.2) και ολοκληρώνοντας την τελευταία, μπορούμε να πάρουμε τη

συνάρτηση επιλογής φ(x) για την περίπτωση των AGN ακτίνων X.

Μετά από τα παραπάνω, μπορούμε να υπολογίσουμε τη θεωρητική γωνιακή συνάρτη-

ση συσχετισμού, σχέση (1.95), για την περίπτωση των επιλεγμένων AGN ακτίνων

X για το μοντέλο ΛCDM (w(y) = −1) χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (1.6), (2.1),

(1.92), (1.93), (1.94), (3.2) και (3.3).

Τα δεδομένα της ACF των AGN μαζί με τα σφάλματά τους και η αντίστοιχη θε-

ωρητική τους καμπύλη wth(θ) εμφανίζονται στο σχήμα (4.1). Στο σχήμα αυτό

παρατηρούμε ότι η θεωρητική καμπύλη δεν προσαρμόζεται ικανοποιητικά στα παρατη-

ρησιακά δεδομένα κάτι που οφείλεται κατά κύριο λόγο στο γεγονός ότι τα δεδομένα

παρουσιάζουν μεγάλη διασπορά. Επομένως, θα μπορούσαμε να συμπεράνουμε καταρ-

χάς ότι τα συγκεκριμένα δεδομένα των AGN ακτίνων X δεν φαίνεται να είναι ένα

ικανοποιητικό δείγμα για τη μελέτη της σμηνοποίησης με απώτερο σκοπό την εξα-

γωγή κοσμολογικών παραμέτρων. Νέα δεδομένα μεγαλύτερης ακρίβειας είναι απα-

ραίτητα προκειμένου να είναι εφικτός ο έλεγχος διαφόρων κοσμολογικών δεδομένων

χρησιμοποιώντας AGN ακτίνων X.
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Σχήμα 4.1: Τα δεδομένα της γωνιακής συνάρτησης συσχετισμού των AGN με τα
αντίστοιχα σφάλματά τους μαζί με την αντίστοιχη θεωρητική τους καμπύλη.

Σχήμα 4.2: Η κανονικοποιημένη φωτομετρική κατανομή των ερυθρομεταθέσεων
των AGN (4.2). Η μαύρη συνεχής γραμμή αντιστοιχεί στους AGN των μαλακών
ακτίνων Χ (0.5−2keV ), η κόκκινη διακεκομμένη γραμμή στους AGN των σκληρών
ακτίνων Χ (2− 10keV ) και η πράσινη διακεκομμένη γραμμή στους AGN των πολύ

σκληρών ακτίνων Χ (4.5− 10keV ) ([125]).

4.2 Δεδομένα της γωνιακής συνάρτησης συ-

σχετισμού των Φωτεινών Ερυθρών Γαλα-

ξιών

Οι φωτεινοί ερυθροί γαλαξίες είναι γαλαξίες που έχουν επιλεγεί με το κριτήριο του

χρώματος και του μεγέθους προκειμένου να εξαχθεί ένα δείγμα γαλαξιών οι οποίοι

είναι σε μεγαλύτερη μέση απόσταση σε σύγκριση με τη μέση απόσταση των γαλαξιών

της έρευνας Sloan Digital Sky Survey (SDSS).

Σε γενικές γραμμές, οι γαλαξίες της έρευνας SDSS παρουσιάζουν μεγάλες διαφορο-

ποιήσεις ως προς τη λαμπρότητα και την κατανομή των φασματικών τους ενεργειών
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(Spectral Energy Distribution, SED). Ωστόσο, η SED των LRGs εμφανίζει αξιόλο-

γη ομοιομορφία, στο βαθμό που καθιστά εφικτό να συμπεράνουμε με καλή ακρίβεια

την τιμή της ερυθρομετάθεσης για ένα γαλαξία LRG παρατηρώντας το χρώμα, και

γενικότερα τη SED τους ([131], [132], [133], [134]). Λόγω των παραπάνω, είναι εφι-

κτός ο προσδιορισμός καλών δειγμάτων LRGs προς χρήση σε κοσμολογικές μελέτες

[135] συγκεκριμένα για τους εξής λόγους:

1. Τα LRGs παρατηρούνται σε σχετικά μεγάλες ερυθρομεταθέσεις (z ' 1).

2. Εξαιτίας του υψηλού γραμμικού bias1 που παρουσιάζουν, παρέχουν τη δυνα-

τότητα να ανιχνευθούν πυκνότητες των BAOs στην κατανομή υποβάθρου της

ύλης σε κλίμακες της τάξης των 100h−1Mpc [139].

3. Οι ομοιόμορφες SED τους μας δίνουν την ευκαιρία να επιλέξουμε ένα ομοιογε-

νές δείγμα.

4. Η γωνιακή συνάρτηση συσχετισμού τους μπορεί να μετρηθεί από φωτομετρικά

δείγματα [139].

Τα δεδομένα της συνάρτησης γωνιακού συσχετισμού των LRGs που χρησιμοποιούμε

παρακάτω, έχουν επιλεγεί φωτομετρικά από την έρευνα SDSS, που αποτελείται από

1.562.800 αντικείμενα και παρέχει δεδομένα των LRGs σε τρεις διαφορετικές περιοχές

ερυθρομετάθεσης:

• Η έρευνα SDSS-LRG, η οποία εκτείνεται έως z ' 0.5 με μία μέση τιμή z = 0.35.

• Οι έρευνες 2dF-SDSS LRG και QSO (2SLAQ) οι οποίες αφορούν γαλαξίες σε

ενδιάμεσες έως σε υψηλές ερυθρομεταθέσεις (z > 0.4 με μέση τιμή z = 0.55).

• Η έρευνα AAOmega LRG, η οποία αφορά φωτομετρικά επιλεγμένα LRGs έως

z ' 1.0, με μέση τιμή z = 0.7.

Τα γαλαξιακά δείγματα καλύπτουν ' 7.600deg2
του ουρανού, διερευνώντας ένα συ-

νολικό όγκο ' 5.5h−3Gpc3
. Σε μικρές και μεσαίες κλίμακες, οι συναρτήσεις συσχε-

τισμού γενικά παρουσιάζουν σημαντικές αποκλίσεις από έναν απλό νόμο δύναμης, με

ένα καλά ανιχνεύσιμο ‘σπάσιμο’ της λογαριθμικής κλίσης στην κλίμακα ∼ 1h−1Mpc.

1
Η εξάρτηση της τιμής του γραμμικού bias από τη φωτεινότητα αναμένεται στο σενάριο της ιε-

ραρχικής σμηνοποίησης του Σύμπαντος [136], όπως έχουν δείξει παρατηρησιακά κάποιοι συγγραφείς

(βλ. για παράδειγμα [137], [138]).
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Ωστόσο, και στις μεγάλες κλίμακες φαίνεται να υπάρχει μια απόκλιση από ένα ενιαίο

νόμο δύναμης [139].

Η δική μας μελέτη βασίζεται στο δεύτερο από τα παραπάνω δείγματα, δηλαδή τα

δεδομένα της συνάρτησης συσχετισμού των 2SLAQ LRGs με μια μέση ερυθρομε-

τάθεση z̄ ' 0.55. Ειδικότερα, έχουν χρησιμοποιηθεί τα δεδομένα της συνάρτησης

συσχετισμού των 655.775 φωτομετρικά επιλεγμένων LRGs από τον κατάλογο SDSS

DR5. Το δείγμα έχει συνταχθεί χρησιμοποιώντας τα ίδια κριτήρια επιλογής με τις

έρευνες 2dF-SDSS LRG και Quasar, οι οποίες καλύπτουν το εύρος ερυθρομεταθέσε-

ων: 0.45 < z < 0.8. Ακολουθώντας την αρχική εργασία των [139], χρησιμοποιούμε

τη γωνιακή συνάρτηση συσχετισμού έως και τη γωνιακή κλίμακα των θ = 6000
′′
,

προκειμένου να αποφύγουμε τις επιπτώσεις των (BAOs).

Δεδομένου ότι στόχος είναι να θέσουμε παρατηρησιακούς περιορισμούς στο γραμμικό

δείκτη αύξησης γ, αποκλείουμε επίσης μικρές γωνιακές κλίμακες (θ < 140
′′
), οι

οποίες αντιστοιχούν σε κλίμακες ≤ 1 h−1Mpc για τιμή της ερυθρομετάθεσης ίση

με μία τιμή αναφοράς z? (βλ. παρακάτω) που αντιστοιχεί στο χαρακτηριστικό βάθος

του επιμέρους δείγματος που μελετάται. Ο αποκλεισμός αυτός γίνεται προκειμένου

να μη συμπεριληφθούν στη μελέτη της συνάρτησης w(θ) κλίμακες όπου αναμένονται

ισχυρά μη γραμμικά φαινόμενα. Ωστόσο, κάνουμε ούτως ή άλλως χρήση μιας ήπιας

μη γραμμικής διόρθωσης (βλ. παρακάτω και παράγραφο (1.3.5)).

Για την εξαγωγή των δεδομένων της συνάρτησης συσχετισμού, χρησιμοποιείται μια

παρόμοια διαδικασία όπως αυτή που περιγράφεται στην προηγούμενη παράγραφο για

τους AGN ακτίνων X. Λεπτομέρειες δίνονται στην εργασία των [139]. Ειδικότερα,

η γωνιακή συνάρτηση συσχετισμού των LRGs που υπολογίζεται στην [139] χρησι-

μοποιεί τον εκτιμητή ελάχιστης διακύμανσης των Landy & Szalay:

w(θ) = 1 + (
NRD

N
)2DD(θ)

RR(θ)
− 2

NRD

N

DR(θ)

RR(θ)
,

όπου DD(θ) είναι ο αριθμός των ζευγών LRG-LRG με γωνιακό διαχωρισμό εντός

των διαστημάτων με γωνιακό κέντρο θ, και αντίστοιχα DR(θ) είναι ο αριθμός των

ζευγών LRG-τυχαίου σημείου και RR(θ) ο αριθμός των ζευγών τυχαίου-τυχαίου

σημείου. Ο λόγος
NRD
N

είναι ο συντελεστής κανονικοποίησης, όπου NRD είναι ο

συνολικός αριθμός των τυχαίων σημείων και N ο συνολικός αριθμός των LRGs.

Σημειώνουμε ότι η μέθοδος εκτιμά τη συνάρτηση συσχετισμού w(θ) καλύτερα εφόσον

NRD � N (NRD ≥ 10N στην [139]).
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Πίνακας 4.2: Τα δεδομένα της συνάρτησης συσχετισμού των 2SLAQ LRGs α-
πό τους [139]. Στην τέταρτη στήλη χρησιμοποιούμε τα σφάλματα bootstrap που
σημαίνει ότι πρέπει να πολλαπλασιάσουμε τις αβεβαιότητες των [139] με

√
3.

θ
′′

δθ
′′

w(θ) δw(θ)

153.72 33.6 0.285 0.0061

230.64 18.6 0.199 0.0038

345.96 13.2 0.152 0.0026

518.94 10.26 0.113 0.0019

778.2 7.08 0.078 0.0018

1167.6 5.46 0.055 0.0012

1751.4 3.6 0.038 0.0011

2626.8 2.28 0.0226 0.0009

3600 1.68 0.0144 0.0008

4800 1.08 0.0086 0.00076

6000 0.84 0.0054 0.00067

Λόγω του γεγονότος ότι αβεβαιότητες στην αριθμητική πυκνότητα των LRGs οδη-

γούν σε σφάλματα του εκτιμητή Landy-Szalay, ειδικά σε μεγάλες κλίμακες όπου το

πλάτος των διαταραχών είναι μικρό, στην [139] τα αποτελέσματα ελέγχονται περαι-

τέρω, συγκρίνοντάς τα με τις τιμές της w(θ) που υπολογίζονται μέσω του εκτιμητή

Hamilton:

w(θ) =
DD(θ)RR(θ)(
DR(θ)

)2 − 1 .

Από τη σύγκριση αυτή δε διαπιστώθηκε σημαντική διαφορά ανάμεσα στους δύο εκτι-

μητές.

Στον πίνακα (4.2) παραθέτουμε τις ακριβείς αριθμητικές τιμές των δεδομένων της συ-

νάρτησης συσχετισμού με τα αντίστοιχα σφάλματά τους που χρησιμοποιούνται στην

ανάλυση μας, έτσι όπως προκύπτουν από τα παραπάνω. Σημειώστε ότι

χρησιμοποιούμε τα σφάλματα bootstrap που σημαίνει ότι στον πίνακα (4.2) πολ-

λαπλασιάζουμε τις αβεβαιότητες των [139] με
√

3.

Σχετικά με την κατανομή των ερυθρομεταθέσεων των LRGs, χρησιμοποιούμε ένα

αναλυτικό μοντέλο προσαρμογής της κατανομής των φωτομετρικών τους ερυθρομε-

ταθέσεων. Στην εργασία [140] βρίσκουμε ότι η κατανομή των ερυθρομεταθέσεων

μπορεί να αποδοθεί από τον ακόλουθο εμπειρικό τύπο προσαρμογής:

dN

dz
∝
(
z

z?

)(a+2)

e−( z
z?

)
β

(4.4)
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Σχήμα 4.3: Η κανονικοποιημένη φωτομετρική κατανομή των ερυθρομεταθέσεων
των 2SLAQ LRGs. Η κόκκινη συνεχής γραμμή είναι η αντίστοιχη θεωρητική καμ-

πύλη σύμφωνα με τη σχέση (4.4).

με παραμέτρους:

(a, β, z?) = (−15.53,−8.03, 0.55). (4.5)

Στο σχήμα (4.3), παρουσιάζονται η εκτιμώμενη κανονικοποιημένη κατανομή ως προς

τις ερυθρομεταθέσεις ( 1
N
dN
dz

) και η αντίστοιχη καμπύλη προσαρμογής που παρέχεται

από την εξίσωση (4.4). Από το σχήμα επιβεβαιώνουμε ότι η κατανομή των LRGs

είναι μία κατανομή με μέση τιμή κοντά στο z̄ = 0.55.

Επίσης, στο σχήμα (4.4) απεικονίζονται τα δεδομένα της 2pACF των LRGs μαζί με τα

αντίστοιχα σφάλματά τους καθώς και η αντίστοιχη θεωρητική καμπύλη. Η θεωρητική

καμπύλη έχει υπολογιστεί με τον ίδιο τρόπο όπως και στους AGN (βλ. παράγραφο

(4.1)), με τη μόνη διαφορά να υπεισέρχεται στη συναρτησιακή μορφή της αριθμητικής

κατανομής των ερυθρομεταθέσεων dN/N . Για τα LRGs χρησιμοποιούμε τις σχέσεις

(4.4) και (4.5) [140]. Από αυτή τη γραφική παράσταση μπορούμε να συνάγουμε ότι η

θεωρητική καμπύλη προσαρμόζεται με πάρα πολύ καλή ακρίβεια στα δεδομένα αφού η

διασπορά τους είναι μικρή, γεγονός που μας κάνει να σκεφτόμαστε, καταρχάς, πως η

χρήση των LRGs για μελέτες σμηνοποίησης μπορεί να είναι αρκετά ικανοποιητική. Αν

συγκρίνουμε μάλιστα το διάγραμμα (4.4) που αντιστοιχεί στα LRGs με το αντίστοιχο

των AGN, σχήμα (4.1), τότε εύκολα μπορούμε να καταλάβουμε πως η χρήση των

δεδομένων των LRGs έναντι των δεδομένων των AGN για μελέτες σμηνοποίησης

της ύλης, είναι περισσότερο υποσχόμενη.
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Σχήμα 4.4: Τα δεδομένα της γωνιακής συνάρτησης συσχετισμού των LRGs με τα
αντίστοιχα σφάλματά τους μαζί με την αντίστοιχη θεωρητική τους καμπύλη.

4.3 Τα Δεδομένα του Ρυθμού Αύξησης

Η τρίτη μέθοδος που χρησιμοποιούμε για τον έλεγχο των μοντέλων εξέλιξης των

διαταραχών πυκνότητας βασίζεται σε παρατηρησιακά δεδομένα του ρυθμού αύξησης

(παράγραφοι (1.2.4), (1.2.5)).

Τα δεδομένα του ρυθμού αύξησης (GRD) που χρησιμοποιούμε εδώ βασίζονται στις

γαλαξιακές έρευνες PSCz, 2dF, VVDS, SDSS, 6dF, 2MASS, BOSS και WiggleZ.

Οι έρευνες αυτές προσδιορίζουν παρατηρησιακά τιμές για το γινόμενο του ρυθμού

αύξησης των δομών f(z), επί την εξαρτώμενη από την ερυθρομετάθεση μέση τε-

τραγωνική τιμή (rms) των διαταραχών σ8(z) (παράγραφος (1.3.4)). Οι τιμές αυτές

παρέχονται ως συνάρτηση της ερυθρομετάθεσης:

A = f(z)σ8(z) . (4.6)

Ο παρατηρούμενος ρυθμός αύξησης των δομών (fobs = βb) προέρχεται από την

παράμετρο στρέβλωσης της απόστασης των γαλαξιών β(z) που προκύπτει από τη

μέτρηση της ερυθρομετάθεσης (redshift-space distortions) και το γραμμικό bias.

Παρατηρησιακά, χρησιμοποιώντας τη χωρική συνάρτηση συσχετισμού μπορούμε να

έχουμε την παράμετρο β(z) λόγω του ότι η βαρυτική έλξη της ύλης σε περιοχές
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υψηλής πυκνότητας προκαλεί αλλαγές στις ιδιοταχύτητες των δομών οι οποίες απο-

κόπτονται από τη ροή Hubble, στοιχείο που είναι σημαντικό προκειμένου να μελε-

τήσουμε την εξέλιξη των δομών. ΄Ομως δεν μπορούμε να βασιστούμε αποκλειστικά

στη μέτρηση της παραμέτρου f , καθώς η ποσότητα αυτή εξαρτάται από το κοσμολο-

γικό μοντέλο. Από την άλλη, ο γραμμικός παράγοντας bias μπορεί να οριστεί ως ο

λόγος των διαταραχών της ύλης των ιχνηλατών (π.χ. γαλαξίες, QSOs κ.τ.λ.) προς

αυτές της συνολικής ύλης ομαλοποιημένος στα 8h−1Mpc: b(z) = σ8,tr(z)/σ8(z),

όπου το σ8,tr(z) μετράται κατευθείαν από το δείγμα. Συνδυάζοντας τους παραπάνω

ορισμούς προκύπτει ότι fσ8 = βσ8,tr. Τώρα, ο εκτιμητής A = fσ8 είναι ένας σχε-

δόν ανεξάρτητος τρόπος έκφρασης της παρατηρούμενης ιστορίας της εξέλιξης των

διαταραχών του Σύμπαντος (βλ. [141]).

Καθώς διαφορετικοί συγγραφείς έχουν υπολογίσει το fσ8 χρησιμοποιώντας διαφο-

ρετικές κοσμολογίες, παρακάτω μετατρέπουμε τις παρεχόμενες από διάφορες μελέτες

τιμές, κάνοντας αναγωγή στο ίδιο κοσμολογικό υπόβαθρο, προκειμένου να είμαστε

σε θέση να χρησιμοποιήσουμε τα δεδομένα με συνέπεια.

Συγκεκριμένα, έστω ότι θέλουμε να ανάγουμε την τιμή των δεδομένων του ρυθμού

αύξησης fσ8 από ένα δοθέν κοσμολογικό μοντέλο αναφοράς, συμβολιζόμενο ως

(Ref), στην κοσμολογία υποβάθρου. Ο ορισμός των f(z) ' Ωm(z)γ(z)
και σ8(z) =

σ8D(Ωm0, z) (παράγραφος (1.2.4.4)) διορθώνεται με βάση τον τύπο:

Cf =
fσ8,obs

fσRef
8,obs

=

[
Ωm(z)

ΩRef
m (z)

]γ(z)
σ8D(Ωm0, z)

σRef
8 D(ΩRef

m0 , z)
(4.7)

όπου ο δείκτης ‘obs’ αναφέρεται στις παρατηρούμενες τιμές στο μοντέλο αναφοράς,

ή τις αναμενόμενες από τις παρατηρήσεις τιμές όπως θα είχαν διορθωθεί αν αυτή του

μοντέλου (Ref) είχε χρησιμοποιήσει το μοντέλο της κοσμολογίας υποβάθρου. Να

σημειωθεί ότι τα δεδομένα των fσRef
8,obs και τα αντίστοιχα σφάλματά τους μπορούν να

βρεθούν στον πίνακα 1 του [142].

Στην παρούσα μελέτη, το συνολικό δείγμα που χρησιμοποιούμε περιέχει 16 σημεία.

Στον πίνακα (4.3) παραθέτουμε τις ακριβείς αριθμητικές τιμές των σημείων του ρυθ-

μού αύξησης με τα αντίστοιχα σφάλματά τους. Τα δεδομένα αυτά έχουν προκύψει

από τις παρακάτω έρευνες:

• ΄Ενας μέσος όρος των αποτελεσμάτων των Davis et al. [143] οι οποίοι ανέλυσαν

2.830 ιδιοταχύτητες για z < 0.033 και σύγκριναν αυτές με τις προβλέψεις του

πεδίου πυκνοτήτων των γαλαξιών που προέρχονται από το Two Micron All Sky
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Survey Redshift Survey [144] και με το αποτέλεσμα που λαμβάνεται από τους

Hudson & Turnbull [145] το οποίο βασίζεται στη σύγκριση σημείου με σημείο

των προβλεπόμενων και παρατηρούμενων ιδιοταχυτήτων. Αυτό το δείγμα μας

παρέχει 1 δεδομένο στον πίνακα (4.3).

• Τα αποτελέσματα από την έρευνα 6dFGS που βασίζονται σε 81.971 γαλαξίες οι

οποίοι είναι κατανεμημένοι σε πάνω από 17.000 deg2
. Αυτό το δείγμα παρέχει

επίσης 1 δεδομένο [146] στον πίνακα (4.3).

• Τα δεδομένα που βασίστηκαν στις έρευνες 2dF [147], SDSS-LRG [148] και

VVDS [118] όπως συλλέχθησαν από τους [141]. Το δείγμα αυτό μας παρέχει

3 σημεία στον πίνακα (4.3).

• Τα αποτελέσματα από την έρευνα SDSS (DR7) των [149] τα οποία βασίζονται

σε φασματοσκοπικά δεδομένα από ∼ 106.000 LRGs στο διάστημα των ερυ-

θρομεταθέσεων 0.16 < z < 0.44. Το δείγμα αυτό μας παρέχει 2 σημεία στον

πίνακα (4.3).

• Τα αποτελέσματα από την έρευνα WiggleZ των [150] τα οποία βασίζονται σε

φασματοσκοπικά δεδομένα από ∼ 152.000 γαλαξίες στο SDSS-III BOSS 0.1 <

z < 0.9. Από τα παραπάνω έχουν εξαχθεί 4 δεδομένα στον πίνακα (4.3).

• Τα αποτελέσματα των μετρήσεων της ανισότροπης σμηνοποίησης των μαζι-

κών γαλαξιών από την έρευνα SDSS-III BOSS με βάση 264.283 γαλαξίες στο

διάστημα των ερυθρομεταθέσεων 0.43 < z < 0.7. Αυτό το δείγμα παρέχει 1

δεδομένο [151] στον πίνακα (4.3).

• Ο συνδυασμός των δεδομένων από τις έρευνες SDSS I, II and III στο διάστημα

των ερυθρομεταθέσεων 0.25 < z < 0.65. Από τις έρευνες αυτές παίρνουμε 4

δεδομένα [152] στον πίνακα (4.3).

Στο σχήμα (4.5) απεικονίζονται τα δεδομένα του ρυθμού αύξησης καθώς και η θεω-

ρητικά εκτιμώμενη συνάρτηση του ρυθμού αύξησης f(z)σ8(z) (συνεχής γραμμή) με

βάση το μοντέλο του καθιερωμένου κοσμολογικού υποβάθρου. Από το γράφημα αυτό

παρατηρούμε ότι η θεωρητική καμπύλη που αφορά στο γινόμενο fσ8 προσαρμόζεται

αρκετά καλά στα δεδομένα για το μοντέλο ΛCDM.
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Σχήμα 4.5: Σύγκριση των δεδομένων (κουκίδες) και της θεωρητικής εξέλιξης
του ρυθμού αύξησης f(z)σ8(z). Προκειμένου να σχεδιάσουμε τη θεωρητική καμ-
πύλη χρησιμοποιούμε (Ωm0, γ) = (0.29, 0.56) (για περισσότερες πληροφορίες βλ.

παράγραφο (5.2)).

Πίνακας 4.3: Δεδομένα του ρυθμού αύξησης και οι αναφορές τους.

α/α z ρυθμός αύξησης (fσ8,obs) Αναφορές

1 0.02 0.360± 0.040 [145]

2 0.067 0.423± 0.055 [146]

3 0.17 0.510± 0.060 [147], [141]

4 0.35 0.440± 0.050 [141], [148]

5 0.77 0.490± 0.180 [141], [118]

6 0.25 0.351± 0.058 [149]

7 0.37 0.460± 0.038 [149]

8 0.22 0.420± 0.070 [150]

9 0.41 0.450± 0.040 [150]

10 0.60 0.430± 0.040 [150]

11 0.78 0.380± 0.040 [150]

12 0.57 0.427± 0.066 [151]

13 0.30 0.407± 0.055 [152]

14 0.40 0.419± 0.041 [152]

15 0.50 0.427± 0.043 [152]

16 0.60 0.433± 0.067 [152]



Κεφάλαιο 5

Ο δείκτης αύξησης των

διαταραχών της ύλης στο

μοντέλο ΛCDM και στο μοντέλο

DGP

Στο παρόν κεφάλαιο χρησιμοποιούμε τα δεδομένα του ρυθμού αύξησης των δομών που

βασίζονται στις έρευνες 2dFGRS, SDSS-LRG, VIMOS-VLT Deep Survey (VVDS),

WiggleZ για τα οποία ο συνδυασμός των παραμέτρων τους, δηλαδή του ρυθμού

αύξησης των δομών, f(z) (βλ. παράγραφο 1.2.4.4), και των rms διακυμάνσεων του

γραμμικού πεδίου πυκνότητας, σ8(z) (βλ. παράγραφο 1.3.4), είναι διαθέσιμος ως

συνάρτηση της ερυθρομετάθεσης. Συγκεκριμένα, χρησιμοποιούμε τεχνικές ανάλυσης

της θεωρίας πιθανοτήτων προκειμένου να συγκρίνουμε τα δεδομένα αύξησης των

δομών που προκύπτουν από τις παραπάνω έρευνες, με παραμετροποιήσεις του δείκτη

αύξησης των δομών ως προς την ερυθρομετάθεση όπως αναφέραμε στην εισαγωγή,

παράγραφος (1.2.5.2). Σκοπός είναι να θέσουμε περιορισμούς στην τιμή του δείκτη

αύξησης των διαταραχών της ύλης γ ως συνάρτηση της ερυθρομετάθεσης ελέγχοντας

ταυτόχρονα ποιο από τα δύο συγκρινόμενα μοντέλα βαρύτητας, δηλαδή το μοντέλο

ΛCDM και το μοντέλο DGP (βλ. εισαγωγή, παράγραφος 1.1.5) προσαρμόζεται

καλύτερα στα δεδομένα των παρατηρήσεων. Επισημαίνουμε ότι η ίδια μέθοδος μπορεί

να χρησιμοποιηθεί και για το μελλοντικό έλεγχο άλλων εναλλακτικών μοντέλων

βαρύτητας.
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Μέρος των αποτελεσμάτων του παρόντος κεφαλαίου περιλαμβάνονται στην εργασία

[62].

5.1 Προσαρμογή Μοντέλων στα δεδομένα

Στην παράγραφο (1.2.5) είδαμε ότι οι βασικές ελεύθερες παράμετροι που

υπεισέρχονται στη θεωρητική πρόβλεψη οποιουδήποτε κοσμολογικού μοντέλου για

τον παράγοντα αύξησης είναι οι παράμετροι γ0, γ1 και Ωm0. ΄Εστω p το διάνυσμα

παραμέτρων που ορίζεται ως: p ≡ (γ0, γ1,Ωm0). ΄Εχοντας ως στόχο να εκτιμήσου-

με ποσοτικά τις ελεύθερες παραμέτρους του διανύσματος p με το ελάχιστο σφάλ-

μα προσαρμογής, πραγματοποιούμε μία τυπική διαδικασία ελαχιστοποίησης χ2
που

αφορούν σε εννέα από τα δεδομένα του πίνακα (4.3), (γραμμές 3 έως 11). Η πο-

σότητα Aobs = fobs(z)σ8,obs(z), όπως δίνεται στον πίνακα (4.3) συγκρίνεται με τις

τιμές που προβλέπονται από διάφορα μοντέλα στις συγκεκριμένες ερυθρομεταθέσεις

A(p, z) = f(p, z)σ8(p, z) με σ8(p, z) = σ8,0D(p, z) (βλ. σχέση (1.97) παράγραφος

1.3.4). Η συνάρτηση χ2
ορίζεται ως:

χ2(zi|p) =
N∑
i=1

[
Aobs(zi)− A(p, zi)

σi

]2

, (5.1)

όπου σi είναι η παρατηρησιακή αβεβαιότητα στην τιμή του Aobs (3η στήλη στον πίνα-

κα (4.3)). Προκειμένου να χαρακτηρίσουμε την ποιότητα προσαρμογής που δίνει

κάθε εξεταζόμενο μοντέλο, χρησιμοποιούμε το διορθωμένο Κριτήριο Πληροφορίας

του Akaike για δείγματα μικρού μεγέθους (AICc, [153], [154]), το οποίο ορίζεται

στην περίπτωση των Γκαουσιανών σφαλμάτων ως:

AICc = χ2
min + 2k +

2k(k − 1)

N − k − 1
, (5.2)

όπου k είναι ο αριθμός των ελεύθερων παραμέτρων και N το πλήθος τιμών του δείγ-

ματος. Μικρότερες τιμές του AICc υποδεικνύουν ότι το μοντέλο παρέχει καλύτερη

προσαρμογή στα δεδομένα. Ωστόσο, μικρές διαφορές στην τιμή του AICc δεν είναι

αναγκαστικά σημαντικές. Ως εκ τούτου, προκειμένου να αξιολογηθεί η αποτελεσμα-

τικότητα δύο διαφορετικών μοντέλων, π.χ. των μοντέλων x, y, στην αναπαραγωγή

των δεδομένων, πρέπει να βρούμε τη διαφορά:

∆AICc = AICc,y − AICc,x. (5.3)



Κεφάλαιο 5. Ο δείκτης αύξησης των διαταραχών της ύλης στο μοντέλο ΛCDM και

στο μοντέλο DGP 93

Πίνακας 5.1: Στατιστικά αποτελέσματα για τα συνδυαστικά δεδομένα προσαρ-
μογής των παραμέτρων γ0 και γ1 μέσω δύο μοντέλων βαρύτητας (ΛCDM ή

DGP), χρησιμοποιώντας παρατηρησιακά δεδομένα, τα στοιχεία (3) έως (11) του
πίνακα (4.3) και τέσσερα διαφορετικά μοντέλα παραμετροποίησης του δείκτη γ

(βλ. κείμενο).

Μοντέλο

Διαστολής

Μοντέλο

Παραμετροποίησης
γ0 γ1 χ2

min/dof AICc

ΛCDM Γ0 0.602± 0.055 0 7.10/7 9.10

Γ1 0.400+0.086
−0.080 0.603± 0.241 5.74/6 10.41

Γ2 0.311+0.085
−0.080 1.221± 0.343 5.26/6 9.94

Γ3 0.345+0.085
−0.080 1.006± 0.314 5.06/6 9.74

DGP Γ0 0.503± 0.060 0 5.32/7 7.32

Γ1 0.441+0.094
−0.090 0.164± 0.221 5.10/6 9.73

Γ2 0.401+0.094
−0.090 0.384± 0.320 5.00/6 9.66

Γ3 0.412+0.093
−0.090 0.321± 0.290 4.94/6 9.60

΄Οσο μεγαλύτερη είναι η τιμή του |∆AICc|, τόσο υψηλότερη είναι η ένδειξη

ενάντια στην πιθανότητα ισχύος του μοντέλου με την υψηλότερη τιμή AICc ανάμεσα

στο ζεύγος. Συγκεκριμένα, αν |∆AICc| & 2 τότε η ένδειξη χαρακτηρίζεται ως

‘ισχυρή’, ενώ αν |∆AICc| & 6 η ένδειξη χαρακτηρίζεται ως ‘πολύ ισχυρή’. Αντίθετα

αν AICc . 2 τότε υπάρχει παρόμοια πιθανότητα ισχύος μεταξύ των δύο συγκρινόμε-

νων μοντέλων.

Εφαρμόζουμε την παραπάνω διαδικασία προκειμένου να συγκρίνουμε μεταξύ τους

τα μοντέλα ΛCDM και DGP υιοθετώντας διάφορες μορφές παραμετροποίησης του

δείκτη αύξησης γ(z), και ειδικότερα τις μορφές Γ0 έως Γ3 που αναφέρονται στην

εισαγωγή, παράγραφος (1.2.5.2).

Ο πίνακας (5.1) συνοψίζει τα σχετικά αποτελέσματα. Γενικά, βρίσκουμε ότι τα απο-

τελέσματά μας είναι σε συμφωνία (στο επίπεδο αβεβαιότητας 1σ) με προηγούμενες

μελέτες όπως αυτές των [155], [60], [68], [156], [63], [157]. Θα δώσουμε τώρα λεπτο-

μερή στοιχεία για κάθε μία από τις προσαρμογές του πίνακα (5.1), επισημαίνοντας τα

καινούρια στοιχεία που προκύπτουν από τη μελέτη αυτή.

5.1.1 Σταθερός δείκτης αύξησης των δομών

Αρχικά θεωρούμε την παραμετροποίηση Γ0 με (γ = γ0, γ1 = 0, βλ. παράγραφο

(1.2.5.2)). Το αντίστοιχο στατιστικό διάνυσμα γίνεται: p ≡ (γ, 0,Ωm0). Θα περιο-

ρίσουμε την παρούσα ανάλυσή μας στην επιλογή (Ωm0, σ8,0) = (0.273, 0.811), όπως
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Σχήμα 5.1: Αριστερό Διάγραμμα: Η διακύμανση ∆χ2 = χ2 − χ2
min γύρω από

τη βέλτιστη τιμή προσαρμογής του δείκτη αύξησης γ για το μοντέλο ΛCDM. Ο
σταυρός αντιστοιχεί στο (γΛ,∆χ

2
1σ) = ( 6

11 , 1). Δεξί Διάγραμμα: Τα στατιστικά
αποτελέσματα στην περίπτωση του μοντέλου DGP. Ο σταυρός αντιστοιχεί στο

(γDGP ,∆χ
2
3σ) = (11

16 , 9).

προκύπτει από την ανάλυση των παρατηρήσεων WMAP7 [19]
1
. Προκειμένου να

βρούμε το μοντέλο βέλτιστης προσαρμογής θεωρούμε το σύνολο δοκιμαστικών τι-

μών της παραμέτρου γ0 στο διάστημα γ0 ∈ [0.1, 1.3] με βήμα 0.001.

5.1.1.1 ΛCDM

Στο αριστερό διάγραμμα του σχήματος (5.1) δείχνουμε τη διακύμανση του

∆χ2 = χ2(γ) − χ2
min(γ) γύρω από την τιμή βέλτιστης προσαρμογής του γ για το

μοντέλο ΛCDM. Βρίσκουμε ότι η συνάρτηση πιθανότητας των δεδομένων του ρυθ-

μού αύξησης των δομών έχει κορυφή την γ = 0.602 ± 0.055 με χ2
min ' 7.1 για 7

βαθμούς ελευθερίας
2
. Εναλλακτικά, σκεπτόμενοι τη θεωρητική τιμή του γ που ανα-

φέρεται στο ΛCDM, δηλαδή γ (≡ 6/11), και ελαχιστοποιώντας σε σχέση με το Ωm0,

βρίσκουμε Ωm0 = 0.243± 0.034 (βλ. επίσης [60]) με χ2
min/dof ' 7.37/7.

Τα αποτελέσματά μας, όσον αφορά στο γ, είναι σε συμφωνία μέσα σε 1σ σφάλματα, σε

σχέση με αυτά των [149] που βρήκαν γ = 0.584±0.112. Η βέλτιστη προσαρμοσμένη

τιμή που προέρχεται από τη δική μας εργασία είναι λίγο μεγαλύτερη και σχεδόν

1
Για το μοντέλο DGP, οι Gong [68] βρήκαν Ωm0 = 0.278.
2
Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (1.67) στην ανάλυση των πιθανοτήτων για τη συνήθη Λ Κοσμο-

λογία, παίρνουμε γ = 0.595± 0.071 με χ2
min/dof ' 7.59/7. Σημειώνουμε ότι για το μοντέλο DGP

χρησιμοποιούμε μόνο την εξίσωση (1.67).
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Σχήμα 5.2: Σύγκριση της παρατηρούμενης και θεωρητι-

κής εξέλιξης του ρυθμού αύξησης των δομών A(z) =
f(z)σ8(z). Η συνεχής γραμμή και η διακεκομμένη γραμμή αντι-

στοιχούν στο ΛCDM μοντέλο (γ = 0.602) και στο DGP (γ = 0.503)
μοντέλο διαστολής αντίστοιχα. Οι λεπτές γραμμές των μπαρών σφαλμάτων

αντιστοιχούν στις αβεβαιότητες εντός του 1σ γ για τη Λ Κοσμολογία. Δε σχε-
διάζουμε τις αβεβαιότητες 1σ για το DGP μοντέλο προκειμένου να αποφύγουμε
τη σύγχυση. Τα διαφορετικά σύνολα δεδομένων του ρυθμού αύξησης των δομών

εκπροσωπούνται από διαφορετικά σύμβολα. Οι ανοικτοί κύκλοι αντιστοιχούν στον

αριθμό των δεδομένων (3)-(5), τα λευκά τρίγωνα αντιστοιχούν στους αριθμούς των

δεδομένων (6),(7) και οι μαύροι κύκλοι αντιστοιχούν στα δεδομένα με αριθμούς

(8)-(11) του πίνακα (4.3).

1σ (∆χ2
1σ ' 1) μακριά, από τη θεωρητικά προβλεπόμενη τιμή, δηλαδή γΛ ' 6/11

(βλ. σταυρό στο αριστερό διάγραμμα του σχήματος (5.1)). Είναι ενδιαφέρον να

αναφέρουμε εδώ ότι μια τέτοια μικρή διαφορά μεταξύ της θεωρητικής (ΛCDM) τιμής

και της προσαρμοσμένης από παρατηρήσεις τιμής του γ, έχει επίσης βρεθεί από άλλους

συγγραφείς. Για παράδειγμα, οι Di Porto et al. [155] βρήκαν γ = 0.60+0.40
−0.30, ο Gong

[68] γ = 0.64+0.17
−0.15, ενώ οι Nesseris & Perivolaropoulos [60] βρήκαν γ = 0.67+0.20

−0.17.

Πρόσφατα, ο Basilakos [157] και οι Hudson & Turnbull [145] χρησιμοποιώντας μία

παρόμοια ανάλυση βρήκαν γ = 0.613+0.088
−0.083 και γ = 0.619± 0.054 αντίστοιχα.
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5.1.1.2 DGP

Σχετικά με το μοντέλο DGP (βλ. δεξιό διάγραμμα του σχήματος (5.1)), η τιμή βέλ-

τιστης προσαρμογής της παραμέτρου είναι γ = 0.503± 0.06 με χ2
min/dof ' 5.32/7.

Εναλλακτικά, αν θεωρήσουμε την τιμή γ = 11/16 που προβλέπεται από το μοντέλο

DGP, βρίσκουμε μία κάπως μεγάλη τιμή για τον αδιάστατο παράγοντα της πυκνότη-

τας της ύλης για το παρόν, Ωm0 = 0.380± 0.042 με χ2
min/dof ' 5.38/7. Επιπλέον,

η τιμή του AICC,DGP (' 7.32) είναι μικρότερη σε σχέση με την αντίστοιχη τιμή για

το ΛCDM η οποία υποδεικνύει ότι το μοντέλο DGP (γDGP = 0.503) φαίνεται τώρα

να προσαρμόζει κάπως καλύτερα τα δεδομένα αύξησης των δομών από το ΛCDM.

Ωστόσο, η μικρή τιμή του |∆AICc| (δηλαδή, ∼ 1.8) υποδεικνύει ότι τα δύο συγκρι-

νόμενα μοντέλα αντιπροσωπεύουν τα δεδομένα αύξησης των δομών σε ένα στατιστικά

ισοδύναμο επίπεδο. Επίσης, από το δεξί διάγραμμα του σχήματος (5.1), είναι ξεκάθα-

ρο ότι η παράμετρος γ βέλτιστης προσαρμογής είναι πολύ χαμηλότερα και σχεδόν 3σ

(∆χ2
3σ ' 9) μακριά, από τη θεωρητική γDGP ' 11/16 (βλ. σταυρό στο δεξί διάγραμ-

μα του σχήματος (5.1)) το οποίο σημαίνει ότι τα δεδομένα αύξησης των δομών δεν

επιβεβαιώνουν το μοντέλο DGP. Τονίζουμε εδώ ότι οι παραπάνω παρατηρησιακές

τιμές είναι σε συμφωνία με προηγούμενες μελέτες που βασίζονται σε διαφορετικά

είδη παρατηρησιακών δεδομένων. ΄Οντως, ο Wei [158] βρήκε ότι γ = 0.438+0.126
−0.111,

ο Gong [68] και οι Dosset et al. [63] βρήκαν γ = 0.55+0.14
−0.13 και γ = 0.483+0.113

−0.088

αντίστοιχα. Στο σχήμα (5.2), σχεδιάζουμε τη μετρήσιμη τιμή του Aobs(z) με την

προβλεπόμενη συνάρτηση του ρυθμού αύξησης των δομών, A(z) = f(z)σ8(z) (βλ.

ΛCDM-συνεχής γραμμή και DGP-διακεκομμένη γραμμή), για τα μοντέλα βέλτιστης

προσαρμογής αντίστοιχα.

5.1.2 Οι παραμετροποιήσεις Γ1 έως Γ4

΄Εχοντας παρουσιάσει την πιο απλή μορφή παραμετροποίησης του δείκτη αύξησης

με την ερυθρομετάθεση, δηλαδή γ(z)=σταθ., μελετάμε τώρα τους παρατηρησιακούς

περιορισμούς που προκύπτουν για την ισχύ και τις τιμές των παραμέτρων σε χρο-

νικά μεταβαλλόμενα μοντέλα γ(z). Ακολουθώντας όσα εκτίθενται στην παράγραφο

(1.2.5), από εδώ και στο εξής θέτουμε p = (γ0, γ1, 0.273) στην εξίσωση (6.2). Στο

σχήμα (5.3) (μοντέλο ΛCDM) και στο σχήμα (5.4) (μοντέλο DGP) παρουσιάζουμε τα

αποτελέσματα της στατιστικής μας ανάλυσης για την παραμετροποίηση Γ1 (πάνω αρι-

στερά διάγραμμα), Γ2 (πάνω δεξιά διάγραμμα), Γ3 (κάτω αριστερά διάγραμμα) και Γ4

(κάτω δεξί διάγραμμα) στο επίπεδο (γ0, γ1) στο οποίο οι αντίστοιχες ισοϋψείς έχουν
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Σχήμα 5.3: Ισοϋψείς πιθανοτήτων (για ∆χ2 = −2lnL/Lmax ίσο με 2.30, 6.18

και 11.83, που αντιστοιχούν σε 1σ, 2σ και 3σ επίπεδα εμπιστοσύνης) στο επίπε-
δο (γ0, γ1), για το μοντέλο ΛCDM. Το πάνω αριστερά και πάνω δεξί διάγραμμα
δείχνουν τα αποτελέσματα που βασίζονται στις παραμετροποιήσεις Γ1 και Γ2 αν-

τίστοιχα. Στα κάτω αριστερά και κάτω δεξί διάγραμμα παρουσιάζουμε τις ισοϋψείς

καμπύλες των παραμετροποιήσεων Γ3 και Γ4 αντίστοιχα. Οι σταυροί δείχνουν τις

θεωρητικές ΛCDM τιμές για τα (γ0, γ1), οι οποίες δίνονται στην παράγραφο (1.2.5).

σχεδιαστεί για τα επίπεδα εμπιστοσύνης 1σ, 2σ και 3σ. Η διερεύνηση του παραμετρι-

κού χώρου (γ0, γ1) γίνεται εδώ στα διαστήματα γ0 ∈ [0.1, 1.3] και γ1 ∈ [−2.2, 2.2] με

βήματα του 0.001. Οι θεωρητικές τιμές (γ0, γ1) (βλ. παράγραφο (1.2.5)) στα μοντέλα

ΛCDM και στο DGP υποδεικνύονται με τους σταυρούς.

Διαπιστώνουμε ότι οι προβλεπόμενες για το μοντέλο ΛCDM βέλτιστες τιμές προσαρ-

μογής των (γ0, γ1) παραμένουν κοντά στα όρια του 1σ (∆χ2
1σ ' 2.30, βλ. σταυρούς

στο σχήμα (5.3) για όλες τις εξεταζόμενες παραμετροποιήσεις Γ1 έως Γ4). ΄Οσον

αφορά στο μοντέλο DGP (σχήμα (5.4)) οι προβλεπόμενες τιμές (γ0, γ1) πλησιάζουν

τα όρια του 3σ (∆χ2
3σ ' 11.83, βλ. σταυρούς στο σχήμα (5.4)) των ισοϋψών γ0−γ1.

Αυτή είναι μια σαφής περαιτέρω ένδειξη ότι τα σημερινά παρατηρησιακά δεδομένα του

ρυθμού αύξησης των δομών δεν ευνοούν το βαρυτικό μοντέλο DGP.

Παραθέτουμε τώρα εν συντομία τα κύρια στατιστικά αποτελέσματα για την κάθε

παραμετροποίηση Γ1 έως Γ4 χωριστά:
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Σχήμα 5.4: Οι ισοϋψείς καμπύλες πιθανοτήτων για το DGP μοντέλο διαστολής
(για περισσότερες πληροφορίες βλ. λεζάντα του σχήματος (5.3)). Εδώ οι σταυροί
αντιστοιχούν στις αντίστοιχες θεωρητικές τιμές (γ0, γ1) όπως περιγράφονται στην

παράγραφο (1.2.5).

1. Παραμετροποίηση Γ1: Για το μοντέλο ΛCDM, η συνάρτηση πιθανότητας έχει

μέγιστο στο γ0 = 0.40+0.086
−0.080 και γ1 = 0.603 ± 0.241 με χ2

min/dof ' 5.74/6,

ενώ στην περίπτωση της DGP βαρύτητας έχουμε ότι γ0 = 0.441+0.094
−0.090 και

γ1 = 0.164 ± 0.221 με χ2
min/dof ' 5.10/6. Είναι ενδιαφέρον ότι η χρήση

των συνδυασμένων δεδομένων του ρυθμού αύξησης των δομών παρέχει μία

σημαντική βελτίωση στις τιμές (γ0, γ1) που προκύπτουν σε σχέση με προη-

γούμενες μελέτες ([155], [60], [68], [156], [63]). Η βελτίωση αυτή μπορεί να

ερμηνευθεί από το γεγονός ότι οι έρευνες WiggleZ και SDSS-DR7 μετράνε το

f(z)σ8(z) με ακρίβεια ανάμεσα σε 8 − 17% ([149], [150]) σε κάθε διάστημα

ερυθρομετάθεσης σε αντίθεση με τα παλιά δεδομένα του ρυθμού αύξησης των

δομών [141] για τα οποία η αντίστοιχη ακρίβεια έγκειται στο διάστημα 12−37%.

2. Παραμετροποιήσεις Γ2 και Γ3: Βρίσκουμε ότι μέσα σε 1σ σφάλματα μπορούμε

να θέσουμε αυστηρά όρια στις ελεύθερες παραμέτρους. Συγκεκριμένα, οι τιμές

βέλτιστης προσαρμογής είναι: (ι) ΛCDM: Για το Γ2 μοντέλο έχουμε γ0 =

0.311+0.085
−0.080, γ1 = 1.221 ± 0.343 (χ2

min/dof ' 5.26/6) ενώ για το Γ3 έχουμε:

γ0 = 0.345+0.085
−0.080, γ1 = 1.006 ± 0.314 (χ2

min/dof ' 5.06/6) και (ιι) DGP:

στην περίπτωση του μοντέλου Γ2 παίρνουμε: γ0 = 0.401+0.094
−0.090, γ1 = 0.384 ±
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0.320 (χ2
min/dof ' 5.00/6) και για το Γ3 μοντέλο: γ0 = 0.412+0.093

−0.090, γ1 =

0.321± 0.290. Στην τελευταία περίπτωση η τιμή του χ2
min που προκύπτει είναι

' 4.94/6.

3. Παραμετροποίηση Γ4: Σε αυτήν την περίπτωση το γ0 είναι έντονα εκφυλισμένο

με το γ1 (βλ. κάτω διαγράμματα στα σχήματα: (5.3), (5.4)). ΄Οντως, μπορούμε

να παρέχουμε τις ακόλουθες γ1 − γ0 σχέσεις:

γ1 =

{
1.134(±0.005)− 1.879(±0.006)γ0 ΛCDM

0.887(±0.005)− 1.749(±0.006)γ0 DGP .
(5.4)

Τέλος, συγκρίνουμε μεταξύ τους τις διαφορετικές παραμετροποιήσεις στα δύο

κοσμολογικά μοντέλα (ΛCDM και DGP) υπολογίζοντας την παράμετρο ∆AICc,

εξίσωση (5.3), που χαρακτηρίζει τη σχετική διαφορά στην ποιότητα της προ-

σαρμογής για κάθε επιλεγμένο ζεύγος μοντέλων. Ο υπολογισμός μας δείχνει

ότι όλες οι συναρτησιακές μορφές του γ(z) οι οποίες διερευνώνται στη μελέτη

αυτή είναι στατιστικά ισοδύναμες στο να αντιπροσωπεύσουν τα δεδομένα του

ρυθμού αύξησης των δομών, αφού προκύπτουν τιμές |∆AICc| < 2 για κάθε

δυνατό ζεύγος παραμετροποίησης μεταξύ του συνόλου Γ0 έως Γ4. Στο σχήμα

(5.5) παρουσιάζουμε την εξέλιξη του δείκτη αύξησης των δομών για διάφο-

ρες παραμετροποιήσεις. Για την περίπτωση της Λ-Κοσμολογίας (άνω πίνακας

του σχήματος (5.5)) η σχετική διαφορά του δείκτη αύξησης των δομών των

διαφόρων μοντέλων βέλτιστης προσαρμογής γ(z), δείχνει ότι οι παραμετροποι-

ήσεις Γ1-Γ3 δίνουν μια πολύ παρόμοια εξάρτηση από την ερυθρομετάθεση z

για z ≤ 0.5, ενώ η παραμετροποίηση Γ3 παρουσιάζει πολύ μεγάλες αποκλίσεις

για z > 0.5. Με βάση το μοντέλο βαρύτητας DGP (κάτω σειρά του σχήμα-

τος (5.5)) παρατηρούμε ότι οι παραμετροποιήσεις Γ1−2 οδηγούν σε παρόμοια

πρόβλεψη για την εξέλιξη του δείκτη αύξησης των δομών. Η παραμετροποίη-

ση Γ3 παρουσιάζει μεγάλες αποκλίσεις σε μεγάλες ερυθρομεταθέσεις z ≥ 1.5.

Ωστόσο, τα μεγάλα σφάλματα του γ(z) που εμφανίζονται στο σχήμα (5.5)

οφείλονται στη μεγάλη αβεβαιότητα της παραμέτρου προσαρμογής γ1. Το γε-

γονός αυτό αποτελεί ένδειξη για το ότι είναι απαραίτητο να έχουμε περισσότερα

και πιο ακριβή δεδομένα, προκειμένου να γίνει διάκριση μεταξύ των διαφορετι-

κών συναρτησιακών μορφών του γ(z).

Ορμώμενοι από τα προαναφερθέντα αποτελέσματα, στη συνέχεια της εργασίας πε-

ριοριζόμαστε στο πλαίσιο της ΓΘΣ την οποία και υποθέτουμε ως τη θεωρία που
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Σχήμα 5.5: Επάνω διάγραμμα: Η εξέλιξη του δείκτη αύξησης των δομών για
το μοντέλο ΛCDM. Οι γραμμές αντιστοιχούν στο Γ0 (συνεχόμενη γραμμή), Γ1

(ελαφρώς διακεκομμένη γραμμή), Γ2 (διακεκομμένη γραμμή) και Γ3 (εστιγμένη

γραμμή). Οι ράβδοι σφαλμάτων αντιστοιχούν στο επίπεδο αβεβαιότητας 1σ για την
παραμετροποίηση Γ2. Κάτω Διάγραμμα: Η εξέλιξη του δείκτη αύξησης των δομών

για το DGP κοσμολογικό μοντέλο.

περιγράφει καλύτερα τη βαρύτητα σε κοσμολογικές κλίμακες. ΄Ετσι, στο επόμενο κε-

φάλαιο θα προσπαθήσουμε να θέσουμε περιορισμούς στα μοντέλα προσαρμογής του

δείκτη αύξησης των δομών γ(z) χρησιμοποιώντας πιο λεπτομερή δεδομένα, καθώς

και χρησιμοποιώντας το πλεονέκτημα της συνδυαστικής στατιστικής για τα δεδομένα

τόσο του ρυθμού αύξησης (παρόν κεφάλαιο), όσο και της σμηνοποίησης μεγάλων

δομών (κεφάλαιο 3). Με τον τρόπο αυτό επικεντρώνουμε την προσοχή μας στον

καλύτερο δυνατό καθορισμό των κοσμολογικών παραμέτρων στο πλαίσιο, πλέον, του

καθιερωμένου Κοσμολογικού Προτύπου.



Κεφάλαιο 6

Συνδυασμένη ανάλυση των

δεδομένων σμηνοποίησης των

κοσμικών δομών και του ρυθμού

αύξησης

Στο παρόν κεφάλαιο χρησιμοποιούμε τα δεδομένα σμηνοποίησης των AGN και LRGs

και τα δεδομένα του ρυθμού αύξησης των διαταραχών της ύλης (κεφάλαιο 4) προ-

κειμένου να προσδιορίσουμε τις παραμέτρους βέλτιστης προσαρμογής για διάφορα

μοντέλα του δείκτη αύξησης γ(z). Στο παρόν κεφάλαιο, ωστόσο, υιοθετούμε το κα-

θιερωμένο μοντέλο ΛCDM σε όλους τους υπολογισμούς στους οποίους υπεισέρχεται

η διαστολή του υποβάθρου. Πραγματοποιούμε μια τυπική χ2
στατιστική μέθοδο ε-

λαχιστοποίησης των σφαλμάτων μεταξύ θεωρητικών προβλέψεων και δεδομένων, κα-

θώς και μεθόδους συνδυασμένης ανάλυσης πιθανοτήτων. Από την ανάλυση αυτή, σε

μοντέλα σταθερού δείκτη αύξησης βρίσκουμε γ = 0.56±0.05 (συνεπές με το μοντέλο

ΛCDM) και Ωm0 = 0.29± 0.01, αποτέλεσμα το οποίο είναι σε πολύ καλή συμφωνία

με τις πλέον πρόσφατες αναλύσεις των παρατηρήσεων του δορυφόρου Planck. Η

ανάλυσή μας, παρέχει σημαντικά πιο αυστηρούς περιορισμούς στην τιμή του δείκτη

αύξησης σε σύγκριση με προηγούμενες μελέτες όπως υποδεικνύεται από το γεγονός

ότι η αντίστοιχη αβεβαιότητα είναι μόλις ∼ 0.09γ. Τέλος, επιτρέποντας το γ να

εξελίσσεται με την ερυθρομετάθεση με δύο τρόπους:

(i) ανάπτυγμα Taylor γύρω από το z = 0, και

(ii) ανάπτυγμα Taylor γύρω από τον παράγοντα κλίμακας,

101
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διαπιστώνουμε ότι η συνδυασμένη στατιστική ανάλυση μεταξύ των δεδομένων της

σμηνοποίησης και των δεδομένων του ρυθμού αύξησης αίρει τον εκφυλισμό μεταξύ

διαφορετικών μοντέλων και οδηγεί σε αυστηρότερους περιορισμούς ως προς τα συμ-

βατά με τις παρατηρήσεις μοντέλα του δείκτη αύξησης γ σε σχέση με άλλες πρόσφατες

μελέτες. Μέρος των αποτελεσμάτων μας περιέχονται στην εργασία [140].

6.1 Διαδικασία προσαρμογής των μοντέλων στα

παρατηρησιακά δεδομένα

Για την προσαρμογή των μοντέλων στα δεδομένα των παρατηρήσεων, χρησιμοποιούμε

μία στατιστική διαδικασία ελαχιστοποίησης χ2
, τόσο για τα δεδομένα της συνάρτησης

συσχετισμού των AGN και των LRGs (παράγραφοι 4.1 και 4.2 αντίστοιχα), όσο

και για τα δεδομένα του ρυθμού αύξησης (παράγραφος 4.3). Η διαδικασία ορίζεται

συγκεκριμένα ως εξής:

(1) Για τα δεδομένα της κοσμολογικής σμηνοποίησης AGN και LRGs, ορίζουμε τις

ποσότητες:

χ2
j (p1,p2) =

Nj∑
i=1

[
wth(θ

(j)
i ,p1,p2)− wobsj(θ

(j)
i )
]2

(σ
(j)
i )2

, (6.1)

όπου wth είναι η αναμενόμενη θεωρητική 2pACF η οποία δίνεται από την εξίσωση

(1.95), wobsj είναι τα παρατηρησιακά δεδομένα των AGN ή των LRGs (πίνακες (4.1)

και (4.2) αντίστοιχα), j = 1 για τα δεδομένα των AGN και j = 2 για τα δεδομένα των

LRGs, Nj είναι ο συνολικός αριθμός των δεδομένων της συνάρτησης συσχετισμού

(N1 = 10 για τα AGN και N2 = 11 για τα LRGs) και σi είναι η αβεβαιότητα 1σ της

παρατηρούμενης γωνιακής συνάρτησης συσχετισμού η οποία δίνεται από τη σχέση:

σ2
i = 3[δθ2 + δw(θ)2] ,

όπου δθ και δw(θ) είναι το σφάλμα στη μέτρηση της γωνίας θ και το σφάλμα στην

παρατηρούμενη 2pACF w(θ) αντίστοιχα.

(2) Για τα δεδομένα του ρυθμού αύξησης έχουμε ότι:

χ2
gr(p1) =

16∑
i=1

[
Cf (zi,p1)fσRef

8,obs(zi)− fσ8(zi,p1)

Cf (zi,p1)σRef
i

]2

, (6.2)
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όπου σRef
i είναι η παρατηρούμενη 1σ αβεβαιότητα, ενώ η παράμετρος Cf δίνεται από

την εξίσωση (4.7), και ο θεωρητικός ρυθμός αύξησης ορίζεται από τη σχέση:

fσ8(z,p1) = σ8D(z)Ωm(z)γ(z). (6.3)

Τα διανύσματα p1, p2 περικλείουν τις ελεύθερες παραμέτρους που εμπλέκονται στην

εξαγωγή των θεωρητικών προσδοκιών σε κάθε μία από τις παραπάνω περιπτώσεις.

Το διάνυσμα p1 περιέχει εκείνες τις ελεύθερες παραμέτρους που σχετίζονται με τη

διαστολή και τη βαρύτητα. Για την περίπτωση σταθερού γ, ορίζονται ως: p1 =

(Ωm0, γ, σ8), ενώ για την περίπτωση του χρονοεξαρτώμενου γ, ως:

p1 = (Ωm0, γ0, γ1, σ8). Το διάνυσμα p2 = (Mh, neff ) σχετίζεται με το περιβάλλον

της άλω σκοτεινής ύλης μέσα στην οποία οι εξωγαλαξιακοί ιχνηλάτες μάζας (όπως

π.χ. οι AGN ή τα LRGs) ζουν (βλ. εισαγωγή, παραγράφους (1.3.4) και (1.3.5.)).

Δεδομένου ότι η πιθανότητα του χ2
ορίζεται ως:

L ∝ exp(−χ2/2) ,

η συνδυασμένη πιθανότητα για τα δύο διαφορετικά είδη των κοσμολογικών ανιχνευ-

τών είναι:

Lt(p1,p2) = Lj(p1,p2)× Lgr(p1) , (6.4)

που είναι ισοδύναμη με τον ορισμό ενός ‘συνολικού’ χ2
:

χ2
t (p1,p2) = χ2

j (p1,p2) + χ2
gr(p1) . (6.5)

Με βάση τα παραπάνω, θα παρουσιάσουμε τα αποτελέσματά μας για κάθε ελεύθερη

παράμετρο που εισέρχεται στα δύο διανύσματα p1,2. Σημειώνουμε ότι η αβεβαιότητα

της κάθε παραμέτρου θα πρέπει να υπολογίζεται μετά την οριοθέτηση της μιας πα-

ραμέτρου πάνω στην άλλη, ενώ η αβεβαιότητα παρέχεται στην περιοχή ∆χ2(≤ 1σ).

΄Ενας τέτοιος ορισμός όμως, μπορεί να κρύψει την έκταση ενός πιθανού εκφυλισμού

μεταξύ των παραμέτρων. Ως εκ τούτου, είναι σημαντικό να απεικονίσουμε γραφικά

το χώρο των λύσεων, όπως υποδεικνύεται στα σχετικά διαγράμματα των ισοϋψών

που παραθέτουμε παρακάτω, προκειμένου να ελέγχουμε γραφικά την ύπαρξη τέτοιων

εκφυλισμών.

Ως ένα επιπλέον έλεγχο συνέπειας χρησιμοποιήσαμε το αντίστροφο της μήτρας Fisher

(μήτρα συνδιακύμανσης) αλλά βρήκαμε παρόμοιες αβεβαιότητες με αυτές που πα-

ρέχονται με την παραπάνω μέθοδο, πιθανότατα λόγω του γεγονότος ότι τα 1, 2 και
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3 σ ισοϋψή διαστήματα λύσεων είναι συμμετρικά και οι άξονες συμμετρίας είναι πε-

ρίπου παράλληλοι προς τα διανύσματα p1,2. Αφού τα σφάλματα της προσέγγισης της

μήτρας Fisher είναι συμμετρικά εξ΄ ορισμού, έχουμε αποφασίσει να χρησιμοποιήσουμε

την προηγούμενη μέθοδο.

6.2 Παρατηρησιακοί Περιορισμοί

Στην ανάλυση που ακολουθεί, δεδομένου του μοντέλου ΛCDM, η παράμετρος σ8

προσδιορίζεται από την εξίσωση (1.99), οπότε το διάνυσμα p1 περιέχει μόνο δύο α-

νεξάρτητες παραμέτρους, δηλαδή p1 = (Ωm0, γ). ΄Ετσι, υπάρχουν συνολικά τέσσερις

ελεύθερες παράμετροι. Για τον έλεγχο των παραμέτρων βέλτιστης προσαρμογής, οι

διάφορες παράμετροι ελέγχονται στα εξής διαστήματα: η αδιάστατη παράμετρος της

πυκνότητας της ύλης Ωm0 ∈ [0.1, 0.5] με βήμα 0.01, ο δείκτης αύξησης των δομών

γ ∈ [0.1, 1.0] με βήμα 0.01, η μάζα της άλω σκοτεινής ύληςMh/1013h−1M� ∈ [1, 2.5]

με βήμα 0.1 και η κλίση του φάσματος ισχύος neff ∈ [−0.5, 1.0] με βήμα 0.1.

6.2.1 AGN

Αρχικά, χρησιμοποιούμε μία διαδικασία ελαχιστοποίησης χ2
ώστε να συγκρίνουμε

την παρατηρούμενη γωνιακή συνάρτηση συσχετισμού των XMM πηγών μαλακών

ακτίνων Χ με τη θεωρητική πρόβλεψη της γωνιακής συνάρτησης συσχετισμού χρησι-

μοποιώντας την εξίσωση (6.1). Από τη διαδικασία αυτή περιορίζουμε τα διανύσματα

p1 και p2 τα οποία περιέχουν τις κοσμολογικές παραμέτρους τις τιμές των οποίων

θέλουμε να προσδιορίσουμε. Οι τιμές που προκύπτουν είναι: Ωm0 = 0.31+0.9
−0.8 και

γ = 0.56+0.30
−0.16, ενώ Mh = (0.3± 0.2)× 1013h−1M� και neff = 0.1± 0.1.

Το σχήμα (6.1) δείχνει τις ισοϋψείς καμπύλες της πιθανότητας L στο παρατηρούμενο

επίπεδο Ωm0 − γ, όπου μπορεί εύκολα να φανεί ότι η τιμή του γ είναι εκφυλισμένη,

εντός της 1σ αβεβαιότητας, σε σχέση με το Ωm0. Συμπεραίνουμε ότι ο δείκτης

αύξησης γ δεν μπορεί να περιοριστεί καλά από τα δεδομένα της γωνιακής συνάρτησης

συσχετισμού των AGN.
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Σχήμα 6.1: Οι ισοϋψείς καμπύλες Ωm0 − γ για την περίπτωση των AGN.

6.2.2 LRGs

Το σχήμα (6.2) δείχνει το διάγραμμα των ισοϋψών Ωm0 − γ για την περίπτωση

των LRGs ακολουθώντας την ίδια διαδικασία όπως προηγουμένως προκειμένου να

περιορίσουμε τα διανύσματα p1 και p2. Οι προκύπτουσες βέλτιστες τιμές προ-

σαρμογής των παραμέτρων είναι: Ωm0 = 0.29 ± 0.1 και γ = 0.56 ± 0.4, ενώ

Mh = (1.9 ± 0.1) × 1013h−1M� και neff = 0.1 ± 0.2. Παρατηρούμε ότι, τώρα,

και οι δύο παράμετροι Ωm0 και γ μπορούν να περιοριστούν μέσα στο διάστημα αβε-

βαιότητας 1σ σε μια περιοχή μικρότερη των αντίστοιχα διερευνόμενων παραμετρικών

διαστημάτων, κάτι που δείχνει ότι το δείγμα των LRGs είναι χρήσιμο για την εκτίμηση

και των δύο κοσμολογικών παραμέτρων.

6.2.3 Συνδυασμένη ανάλυση για τα LRGs

Στον πίνακα (6.1) παρουσιάζουμε τις τιμές που προκύπτουν από τη συνδυασμένη

ανάλυση για δύο διαφορετικές εκφράσεις του φάσματος ισχύος, και συγκεκριμένα

για τις εκφράσεις που προκύπτουν από την επιλογή της συνάρτησης μεταφοράς των

Hajian et al. [80] και των Spergel et al. [15], αντίστοιχα (βλ. εξίσωση (1.99)),

καθώς επίσης και για τις δύο διαφορετικές περιπτώσεις των συναρτήσεων μεταφοράς

που έχουν χρησιμοποιηθεί.
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Σχήμα 6.2: Οι ισοϋψείς καμπύλες Ωm0 − γ για την περίπτωση των LRGs.

Πίνακας 6.1: Αποτελέσματα στο χώρο των λύσεων (Ωm0, γ,Mh, neff ) για την
περίπτωση διαφορετικών συναρτήσεων μεταφοράς T (k) και σ8.

T (k) Ωm0 γ Mh/1013M� neff χ2
t,min/df

σ8 = 0.797 (0.30/Ωm0)0.26
[80]

Eisenstein & Hu [70] 0.29± 0.01 0.56± 0.05 1.90± 0.10 0.10± 0.20 16.36/23

Bardeen et al. [69] 0.29± 0.01 0.56± 0.10 1.80± 0.30 −0.10+0.30
−0.10 16.56/23

σ8 = 0.818 (0.30/Ωm0)0.26
[15]

Eisenstein & Hu [70] 0.29+0.03
−0.02 0.58+0.02

−0.06 1.70± 0.20 0.30± 0.20 15.90/23

Bardeen et al. [69] 0.29+0.02
−0.03 0.56± 0.10 1.60± 0.4 0.0+0.10

−0.20 16.13/23

΄Ενα πρώτο γενικό αποτέλεσμα είναι ότι οι δύο συναρτήσεις μεταφοράς που χρη-

σιμοποιούνται οδηγούν σε πολύ παρόμοια αποτελέσματα μέσα σε αβεβαιότητα 1σ.

Ως εκ τούτου, για την ανάλυση που ακολουθεί, χρησιμοποιείται η συνάρτηση με-

ταφοράς των Eisenstein & Hu [70]. Δεύτερον, το χ2
t,min για την περίπτωση της

κανονικοποίησης των Spergel et al. [15] έχει μία μειωμένη τιμή ∼ 15.90/23 σε σχέση

με το αντίστοιχο χ2
t,min/df για την περίπτωση των Hajian et al. [80] χ2

t,min/df ∼
16.36/23. Στο σχήμα (6.3) έχουν σχεδιαστεί οι ισοϋψείς καμπύλες των διαστημάτων

εμπιστοσύνης 1σ, 2σ και 3σ στο επίπεδο (Ωm0, γ) και για τις δύο διαφορετικές πε-

ριπτώσεις κανονικοποιήσεων του φάσματος ισχύος σ8 ([15]: δεξί διάγραμμα και [80]:

αριστερό διάγραμμα). Τα αποτελέσματα αυτά βασίζονται στη συνάρτηση μεταφοράς
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Σχήμα 6.3: Οι ισοϋψείς των πιθανοτήτων ∆χ2 = χ2
t − χ2

t,min (με τιμές 2.32,

6.18 και 11.83, στα επίπεδα εμπιστοσύνης 1σ, 2σ και 3σ αντίστοιχα), στο επίπεδο
των λύσεων (Ωm0, γ) χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση μεταφοράς των Eisenstein
& Hu [70] και το μοντέλο bias των [116], [89]. Αριστερά Διαγράμματα: Οι
ισοϋψείς των πιθανοτήτων που αντιστοιχούν στην κανονικοποίηση του φάσματος

ισχύος των Hajian et al. [80]. Δεξιά Διαγράμματα: Τα διαγράμματα εδώ αντιστοι-
χούν στο σ8 το οποίο προέρχεται από την ανάλυση των Spergel et al. [15]. Οι τιμές
βέλτιστης προσαρμογής παρουσιάζονται με σταυρούς. Χρησιμοποιώντας τη συνάρ-

τηση μεταφοράς των Bardeen et al. [69] βρίσκουμε σχεδόν τα ίδια σφάλματα μέσα
σε αβεβαιότητα 1σ. Στην άνω σειρά παρουσιάζονται οι ισοϋψείς των πιθανοτήτων
που αντιστοιχούν στα LRGs (συνεχόμενες κόκκινες γραμμές) και στα δεδομένα
του ρυθμού αύξησης (διακεκομμένες μαύρες γραμμές). Τα κάτω διαγράμματα

δείχνουν τα στατιστικά αποτελέσματα που έχουν προκύψει από τη συνδυασμένη

ανάλυση. Τέλος, οι πράσινες διακεκομμένες καμπύλες αντιστοιχούν στις

ισοϋψείς που προκύπτουν από τη συνδυασμένη ανάλυση των

SNIa/BAOs/CMBshift/fσ8 όπως προκύπτουν από την ανάλυση των [159].
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των [70].

Η άνω σειρά του σχήματος (6.3) απεικονίζει τις ισοϋψείς των πιθανοτήτων για τα

μεμονωμένα σύνολα δεδομένων, δηλαδή για τα LRGs (συνεχές κόκκινο περίγραμμα)

και για τα δεδομένα του ρυθμού αύξησης (διακεκομμένο μαύρο περίγραμμα), ενώ στα

κατώτερα διαγράμματα του σχήματος (6.3) παρουσιάζονται οι αντίστοιχες ισοϋψείς

της συνδυασμένης ανάλυσης. Μπορούμε να δούμε από το σχήμα (6.3) (ανώτερα

διαγράμματα) ότι τα δεδομένα του ρυθμού αύξησης θέτουν αυστηρούς περιορισμούς

στο γ, ωστόσο η τιμή του Ωm0 δεν μπορεί να περιοριστεί χρησιμοποιώντας μόνο τα

δεδομένα του ρυθμού αύξησης και έτσι όλες οι τιμές στο διάστημα 0.1 ≤ Ωm0 ≤ 0.5

είναι αποδεκτές εντός της 1σ αβεβαιότητας. Σε αντίθεση, η τιμή του Ωm0 είναι καλά

καθορισμένη χρησιμοποιώντας τη στατιστική ανάλυση των LRGs.

΄Οπως μπορεί να δει κανείς επίσης από τον πίνακα (6.1), η τιμή της αδιάστατης πα-

ραμέτρου πυκνότητας της ύλης στο παρόν είναι Ωm0 = 0.29 ± 0.01, τιμή η οποία

είναι σε πολύ καλή συμφωνία με τα αποτελέσματα της ανάλυσης των δεδομένων του

δορυφόρου Planck [15], ενώ η προκύπτουσα τιμή του γ = 0.56 ± 0.05 συμπίπτει

με τη θεωρητικά αναμενόμενη τιμή από το μοντέλο ΛCDM. Ο πολύ καλός καθο-

ρισμός τιμών που προκύπτει από τη συνδυασμένη ανάλυση σχετίζεται με το γεγο-

νός ότι οι μεμονωμένες ισοϋψείς (ανώτερα διαγράμματα του σχήματος (6.3)) είναι

ελλειψοειδείς με μεγάλο άξονα περίπου κατακόρυφο. Θέτοντας Ωm0 = 0.29 στο

δεύτερο μέλος της εξίσωσης (1.99) παίρνουμε ότι σ8 ' 0.804, ενώ για το διάνυ-

σμα p2 βρίσκουμε: p2 = ((1.90± 0.2)× 1013h−1M�, 0.10± 0.20). Είναι ενδιαφέρον

να αναφέρουμε επίσης ότι η τιμή που έχει προκύψει για τη μάζα της άλω σκοτει-

νής ύλης είναι συνεπής με αυτή που προκύπτει από τους Sawangwit et al. [139],

δηλαδή Mh = (2.1± 0.1)× 1013h−1M�. Εναλλακτικά, θεωρώντας την τιμή της πα-

ραμέτρου Ωm0 που προκύπτει από την ανάλυση των δεδομένων του δορυφόρου Planck

[15], δηλαδή Ωm0 = 0.30, και ελαχιστοποιώντας ως προς το γ και p2 = (Mh, neff )

βρίσκουμε ότι γ = 0.56± 0.05 και p2 = ((2.0± 0.10)× 1013h−1M�, 0.30± 0.20) με

χ2
t,min/df ∼ 16.52/24.

Συγκριτικά με άλλες σχετικά πρόσφατες μελέτες, οι τιμές βέλτιστης προσαρμογής

του γ που προκύπτουν στην παρούσα μελέτη, είναι σε συμφωνία, μέσα σε 1σ αβε-

βαιότητα, με αυτές των [159] (βλ. επίσης [142]) που βρήκαν ότι γ = 0.597 ± 0.046,

χρησιμοποιώντας μια συνδυασμένη στατιστική ανάλυση της διαστολής και των δε-

δομένων του ρυθμού αύξησης (SNIa/BAOs/CMBshift/fσ8). Ωστόσο, η τιμή που

προκύπτει για το Ωm0 αυτής της μελέτης είναι κάπως μεγαλύτερη (μέσα σε ∼ 1.8σ
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αβεβαιότητα), από την προκύπτουσα τιμή των [159], Ωm0 = 0.272 ± 0.0031. Το

σχήμα (6.3) δείχνει τις ισοϋψείς που προκύπτουν από τη συνδυασμένη ανάλυση στο

επίπεδο λύσεων (Ωm0, γ) των [159] (πράσινες διακεκομμένες γραμμές). Είναι προφα-

νές ότι η συνδυασμένη ανάλυση των δεδομένων του ρυθμού αύξησης με τα δεδομένα

σμηνοποίησης των LRGs παρέχει ισχυρούς περιορισμούς στο δείκτη αύξησης των

δομών, γ, κάτι που σημαίνει ότι αυτή η μέθοδος λειτουργεί εξίσου καλά με αυτήν της

συνδυασμένης ανάλυσης των SNIa/BAOs/CMBshift/fσ8.

Προκειμένου να εκτιμήσουμε τη μεγάλη προσπάθεια των τελευταίων ετών στο προσ-

διορισμό της τιμής των Ωm0 και γ που προκύπτουν από τη συνδυασμένη ανάλυση,

αλλά και τη σχετική ισχύ και την ακρίβεια των διαφόρων μεθόδων, παρουσιάζουμε μια

περίληψη των αντίστοιχων τιμών που μπορεί κανείς να βρει στη βιβλιογραφία, στον

πίνακα (6.2). Συνάγουμε το συμπέρασμα ότι τα τρέχοντα δεδομένα ευνοούν, μέσα

σε 1σ αβεβαιότητα, τη θεωρητικά προβλεπόμενη τιμή του γ
(th)
Λ ' 6/11. Δεύτερον, η

ποιότητα και η ποσότητα των κοσμολογικών και δυναμικών δεδομένων, καθώς και οι

μεθοδολογίες έχουν βελτιωθεί πολύ τα τελευταία χρόνια. Για παράδειγμα, από την

πρώτη μέτρηση των [159], τα σφάλματα του δείκτη αύξησης έχουν μειωθεί κατά μία

τάξη μεγέθους σε σχέση με την καλύτερα προσαρμοσμένη τιμή της τρέχουσας εργα-

σίας. Είναι επίσης σημαντικό να σημειωθεί ότι χρησιμοποιώντας συνδυασμένα μόνο

δύο βασικές ιδιότητες των δομών μεγάλης κλίμακας (γωνιακή συνάρτηση συσχετι-

σμού των 2SLAQ LRGs και τα δεδομένα του ρυθμού αύξησης) έχουμε καταφέρει

να μειώσουμε σημαντικά την αβεβαιότητα στη μέτρηση του δείκτη αύξησης, δηλαδή

σγ/γ ∼ 9% και κατά συνέπεια να παραγάγουμε έναν από τους πλέον αξιόπιστους

υφιστάμενους στη βιβλιογραφία προσδιορισμούς για την τιμή του γ.

6.3 Περιορισμοί στο γ(z)

Στην ενότητα αυτή ακολουθούμε την ίδια διαδικασία όπως και στην προηγούμενη

παράγραφο προκειμένου να βρούμε τις παραμέτρους βέλτιστης προσαρμογής (γ0, γ1)

σε μοντέλα μεταβλητού στο χρόνο γ, σύμφωνα με δύο από τις παραμετροποιήσεις που

παρουσιάσαμε στην παράγραφο (1.2.5.2), και συγκεκριμένα τις παραμετροποιήσεις Γ1

και Γ2.

Το διάνυσμα p1 έχει τώρα τη μορφή: p1 = (0.30, γ0, γ1, σ8), ενώ η συνολική ανάλυση

πιθανοτήτων γίνεται τώρα με βάση ένα σταθερό διάνυσμα p2, όπως προκύπτει από την

1
Οι Nesseris et al. [159] θεώρησαν σ8 = 0.80.
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Πίνακας 6.2: Τα αποτελέσματα του δείκτη αύξησης όπως εμφανίζονται στη βιβλιο-
γραφία για το ΛCDM κοσμολογικό μοντέλο. Η τελευταία γραμμή αντιστοιχεί στο
δικό μας αποτέλεσμα. Παρόμοιο αποτέλεσμα με αυτό των [142] μπορεί επίσης να

βρεθεί στην εργασία των [159].

Δεδομένα που έχουν χρησιμοποιηθεί Ωm0 γ Αναφορές

γαλαξιακά δεδομένα από τον κατάλογο 2dFGRS 0.30± 0.02 0.60+0.40
−0.30 [155]

old f(z) growth data 0.30 0.674+0.195
−0.169 [60]

old f(z) growth data 0.273± 0.015 0.64+0.17
−0.15 [68]

X-ray cluster luminocity function+fgas 0.214+0.036
−0.041 0.42+0.20

−0.16 [119]

WMAP+SNIa+MCMC 0.25 0.584± 0.112 [149]

old and new f(z) growth data 0.273± 0.011 0.586+0.079
−0.074 [157]

fσ8 growth data 0.259± 0.045 0.619± 0.054 [145]

fσ8 growth data 0.273 0.602± 0.055 [62]

old+new f(z) growth data 0.273 0.58± 0.04 [160]

fσ8 growth data+(SNIa, BAOs, CMBshift) 0.272± 0.003 0.597± 0.046 [142], [159]

CMASS DR9+ other fσ8 0.308± 0.022 0.64± 0.05 [161]

cl+CMB+gal+SNIa+BAO 0.284± 0.012 0.618± 0.062 [162]

Lensing + fσ8 growth data 0.256± 0.023 0.52± 0.09 [163]

CMB+clustering of BOSS 0.30± 0.01 0.69± 0.15 [164]

fσ8 growth data+(SNIa, BAOs, CMBCAMB) 0.298+0.027
−0.023 0.675+0.18

−0.16 [165]

Clustering of LRGs+ growth data 0.29± 0.01 0.56± 0.05
Η δική μας

μελέτη

ανάλυση των LRGs, δηλαδή (Mh, neff ) = (2.0× 1013h−1M�, 0.30). Δειγματίζουμε

το γ0 ∈ [0.35, 0.85] με βήματα των 0.01 και γ1 ∈ [−0.6, 0.6] με βήμα 0.01. Τέλος,

όπως και στην εργασία των [159] αρχικά χρησιμοποιούμε ένα σταθερό σ8, δηλαδή

σ8 = 0.797.

Στο σχήμα (6.4) σχεδιάζουμε τα αποτελέσματα της στατιστικής ανάλυσής μας στο

επίπεδο (γ0, γ1) για την περίπτωση της συνάρτησης μεταφοράς των Eisenstein &

Hu [70], αφού έχουμε διαπιστώσει ότι έχουμε παρόμοια περιγράμματα χρησιμοποι-

ώντας όποια από τις δύο συναρτήσεις μεταφοράς. Το αριστερό διάγραμμα δείχνει

τα αποτελέσματα με βάση την παραμετροποίηση Γ1 ενώ στο δεξί διάγραμμα με βάση

την παραμετροποίηση Γ2. Οι ισοϋψείς μας καμπύλες είναι σε συμφωνία με αυτές

των [159] (βλ. πράσινες διακεκομμένες γραμμές στο σχήμα (6.4)) κάτι το οποίο

σημαίνει πρακτικά ότι η ανάλυσή μας παράγει παρόμοια αποτελέσματα με εκείνα των

SNIa/BAOs/CMBshift/fσ8.

Οι θεωρητικές ΛCDM τιμές (γ
(th)
0 , γ

(th)
1 ) υποδεικνύονται από τις γεμάτες κουκίδες,

ενώ τα αστεράκια αντιστοιχούν στις τιμές βέλτιστης προσαρμογής οι οποίες είναι:
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Σχήμα 6.4: Συνδυασμένη ανάλυση που βασίζεται στη γωνιακή συνάρτηση συσχετι-
σμού w(θ) των 2SLAQ (LRGs) και στο fσ8 η οποία δίνει τις αντίστοιχες ισοϋψείς

(συνεχόμενες γραμμές) στο επίπεδο (γ0, γ1) (χρησιμοποιώντας Ωm0 = 0.30 και
σ8 = 0.797). Το αριστερό και το δεξί διάγραμμα δείχνουν τα αποτελέσματα τα
οποία βασίζονται στην παραμετροποίηση Γ1 και Γ2 αντίστοιχα. Οι αστερίσκοι αντι-

στοιχούν στις τιμές βέλτιστης προσαρμογής των παραμέτρων. Δείχνουμε επίσης τις

θεωρητικές τιμές (γ
(th)
0 , γ

(th)
1 ) (γεμάτες κουκίδες) για το μοντέλο ΛCDM οι οποίες

δίνονται στην παράγραφο (1.2.5.2). Οι πράσινες διακεκομμένες καμπύλες αντιστοι-

χούν στη συνδυασμένη ανάλυση των SNIa/BAOs/CMBshift/fσ8 όπως δίνεται από

τους [159].

• Για την παραμετροποίηση Γ1 έχουμε: χ2
t,min/df = 16.0/25, γ0 = 0.52 ± 0.08,

γ1 = 0.20± 0.32.

• Για τη Γ2 παραμετροποίηση ομοίως παίρνουμε: χ2
t,min/df = 15.87/25, γ0 =

0.51± 0.08, γ1 = 0.34+0.26
−0.46.

Προφανώς, δεν μπορούμε να θέσουμε αυστηρούς περιορισμούς στην τιμή της παρα-

μέτρου γ1 από αυτή την ανάλυση όπως γίνεται και στην αντίστοιχη περίπτωση για τα

SNIa/BAOs/CMBshift/fσ8 στην ανάλυση των [159]. Αυτό το αποτέλεσμα εν μέρει

οφείλεται στην επιλογή σταθερού σ8. Ως εκ τούτου, έχουμε προσπαθήσει να μετρι-

άσουμε το πρόβλημα αυτό με το να συμπεριλάβουμε το σ8 μέσα στις παραμέτρους

που εξαρτώνται από το γ. Ακολουθώντας τη διαδικασία της κανονικοποίησης των

[166], θέτουμε:

σ8,γ = σ8
δm(1, γ0, γ1)

δm(1, γ
(th)
0 , γ

(th)
1 )

, (6.6)

όπου σ8 = 0.797, ενώ το δm(a, γ) δίνεται από την εξίσωση (1.68). Επαναλαμβάνουμε

τη στατιστική μας ανάλυση χρησιμοποιώντας το σ8,γ και έτσι βρίσκουμε ότι:
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Σχήμα 6.5: Οι ισοϋψείς πιθανοτήτων στο επίπεδο (γ0, γ1) (βλ. το επεξηγηματικό
κείμενο στο σχήμα (6.4) για τους ορισμούς). Εδώ η κανονικοποίηση του φάσματος

ισχύος δίνεται από την εξίσωση (6.6).

• Για την παραμετροποίηση Γ1: γ0 = 0.52±0.04, γ1 = 0.02±0.11 με χ2
t,min/df =

17.5/25.

• Για την παραμετροποίηση Γ2: γ0 = 0.56 ± 0.03, γ1 = −0.10 ± 0.11 με

χ2
t,min/df ' 17.3/25.

Είναι προφανές ότι οι προβλεπόμενες από το μοντέλο ΛCDM τιμές των (γ
(th)
0 , γ

(th)
1 )

των δύο παραμετροποιήσεων είναι κοντά στις τιμές βέλτιστης προσαρμογής της α-

νάλυσής μας (βλ. γεμάτα σημεία στο σχήμα (6.5)). Τέλος, συγκρίνοντας τις

ισοϋψείς του σχήματος (6.5) με άλλα διαθέσιμα αποτελέσματα της βιβλιογραφίας,

(πίνακας (6.4)), διαπιστώνουμε ότι πράγματι έχουμε καταφέρει να μειώσουμε σημαντι-

κά την περιοχή των γ0 − γ1 ισοϋψών, αυξάνοντας κατά ∼ 30% τη

σημαντικότητα του αποτελέσματος σε σχέση με εκείνη της ανάλυσης που βασίζε-

ται σε σταθερό σ8 (σχήμα (6.4)).

6.4 Ανάλυση με βάση τις σταθερές της ομάδας

Planck

Στην παρούσα παράγραφο, αναφέρουμε με συντομία τα αποτελέσματα που προκύπτουν

επαναλαμβάνοντας την ανάλυσή μας, αλλά χρησιμοποιώντας τις παραμέτρους που
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Πίνακας 6.3: Βιβλιογραφικές τιμές των (γ0, γ1). Τα αποτελέσματα που

αναγράφονται σε χαρακτήρες με έμφαση αντιστοιχούν στη δική μας ανάλυση.

Μοντέλο Παραμετροποίησης γ0 γ1 Αναφορά

Γ1 : γ(z) = γ0 + γ1z 0.77 ± 0.29 -0.38 ± 0.85 [60]

0.774 −0.556 [156]

0.49+0.12
−0.11 0.305+0.345

−0.318 [157]

0.48 ± 0.07 0.32 ± 0.20 [160]

0.40+0.086
−0.080 0.603± 0.241 [62]

0.567± 0.066 0.116± 0.19 [159], [142]

0.520± 0.04 0.02± 0.11 Η δική μας μελέτη

Γ2 : γ(z) = γ0 + γ1z/(1 + z) 0.92+1.56
−1.26 −1.49+6.86

−6.08 [63]

0.461+0.12
−0.11 0.513+0.448

−0.414 [157]

0.46 ± 0.09 0.55 ± 0.36 [160]

0.345+0.085
−0.080 1.006± 0.314 [62]

0.561± 0.068 0.183± 0.26 [159], [142]

0.560± 0.03 −0.10± 0.11 Η δική μας μελέτη

προέρχονται από την ανάλυση της ομάδας Planck [14], δηλαδή

(Ωb0, h̃, n, σ8) = (0.02207h̃−2, 0.674, 0.9616, σ8)

με σ8 = 0.87(0.27/Ωm0)0.3
. Δεδομένου ότι έχουμε βρει πως τα αποτελέσματά μας

παραμένουν σχεδόν ανεπηρέαστα από τη χρήση όποιας εκ των δύο διαφορετικών

μορφών των συναρτήσεων μεταφοράς T (k), χρησιμοποιούμε εδώ τη μορφή που προ-

τείνεται από τους [70]. Εν συντομία βρίσκουμε ότι:

• η συνολική συνάρτηση πιθανότητας έχει μέγιστο στο (Ωm0, γ) = (0.29+0.02
−0.03, 0.56+0.02

−0.06)

με χ2
t,min/df ' 15/23. Το αντίστοιχο διάνυσμα είναι ίσο με: p2 = (1.40 ±

0.1× 1013 h−1M�, 0.4± 0.20). Εάν θέσουμε Ωm0 = 0.315 τότε βρίσκουμε γ =

0.58+0.02
−0.10, p2 = (1.60± 0.1× 1013 h−1M�, 0.8± 0.10) με χ2

t,min/df ' 17.1/24.

Επιπλέον, χρησιμοποιώντας την τελευταία τιμή για το Ωm0 και p2 έχουμε:

• στην περίπτωση της παραμετροποίησης Γ1: χ
2
t,min/df = 18/25, γ0 = 0.55 ±

0.04, γ1 = −0.06± 0.12.

• στην περίπτωση της παραμετροποίησης Γ2: χ
2
t,min/df = 17.8/25, γ0 = 0.55 ±

0.04, γ1 = −0.08± 0.12. Σημειώνουμε ότι και για τις δύο γ(z) παραμετροποι-

ήσεις, χρησιμοποιούμε την εξίσωση (6.6) ως προς τη μεταβλητή σ8,γ.
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6.5 Σχολιασμός των αποτελεσμάτων

Στη σημερινή εποχή των λεπτομερών κοσμολογικών μελετών που αποσκοπούν στον

έλεγχο της εγκυρότητας της ΓΘΣ σε εξωγαλαξιακές κλίμακες, είναι πολύ

σημαντικό να ελαχιστοποιούμε το πλήθος των μεταβλητών των οποίων ο προσδιορι-

σμός απαιτείται για την επιτυχή ολοκλήρωση μιας τέτοιας προσπάθειας. Μια τέτοια

μεταβλητή είναι ο δείκτης αύξησης των δομών γ. Η μέτρησή του σε επίπεδο ακρίβειας

∼ 1% έχει προταθεί ως ένα απαραίτητο βήμα για τον έλεγχο πιθανών παρεκκλίσεων

από τη ΓΘΣ σε κοσμολογικές κλίμακες [167]. Ως εκ τούτου, είναι καίριας σημασίας

να έχουμε ανεξάρτητους προσδιορισμούς του γ, επειδή αυτό θα βοηθήσει να ελέγ-

ξουμε συστηματικά σφάλματα που ενδεχομένως συνοδεύουν μεμονωμένες μεθόδους

ή μεμονωμένες επιλογές του είδους του ιχνηλάτη τον οποίο χρησιμοποιούμε προ-

κειμένου να προσδιορίσουμε παρατηρησιακά το ρυθμό αύξησης των διαταραχών της

ύλης.

Στο παρόν κεφάλαιο, αλλά και στη μελέτη μας γενικότερα, χρησιμοποιήσαμε τις βασι-

κές ιδιότητες των δομών μεγάλης κλίμακας όπως η ομαδοποίηση των 2SLAQ ερυθρών

φωτεινών γαλαξιών μαζί με το ρυθμό αύξησης των δομών που

παρέχονται από τις διάφορες γαλαξιακές έρευνες προκειμένου να περιορίσουμε την

τιμή του δείκτη αύξησης των δομών, γ, στην περίπτωση όπου αυτό θεωρείται στα-

θερό αλλά και για δύο μοντέλα χρονοεξαρτώμενου δείκτη αύξησης γ(z). Τα α-

ποτελέσματα των δύο αναλύσεων χρησιμοποιούνται σε μια συνδυαστική διαδικα-

σία πιθανοτήτων η οποία βοηθά στη μείωση των αβεβαιοτήτων των παραμέτρων.

Οι περιορισμοί που προκύπτουν για την περίπτωση του σταθερού δείκτη αύξησης

είναι: (Ωm0, γ) = (0.29 ± 0.01, 0.56 ± 0.05) οι οποίοι είναι οι ισχυρότεροι (εξ όσων

γνωρίζουμε) περιορισμοί που έχουν δοθεί έως σήμερα στη βιβλιογραφία. Επίσης, ε-

πιβεβαιώνουμε ότι τα αποτελέσματα της ανάλυσής μας είναι εύρωστα έναντι της επιλο-

γής διαφόρων συναρτήσεων μεταφοράς του φάσματος ισχύος, καθώς και

έναντι της επιλογής τιμών για τις μεταβλητές που προκύπτουν από τα δεδομένα της ο-

μάδας Planck που είναι διαθέσιμα στη βιβλιογραφία [14], [15]. Τέλος,

θεωρώντας ένα χρονοεξαρτώμενο δείκτη αύξησης: γ(z) = γ0 +γ1X(z), με X(z) = z

ή X(z) = z/(1+z) βρίσκουμε: (γ0, γ1) = (0.52±0.04, 0.02±0.11) (μοντέλο Γ1) και

(γ0, γ1) = (0.56± 0.03,−0.10± 0.11) (μοντέλο Γ2). Εν ολίγοις βρίσκουμε, όπως σε

όλες τις παρόμοιες μελέτες, ότι οι παράμετροι γ1 και γ0 είναι εκφυλισμένες. Ωστόσο,

με βάση τη συνδυασμένη ανάλυση έχουμε καταφέρει να θέσουμε αυστηρότερους πε-

ριορισμούς στην παράμετρο γ0. Παρά το γεγονός ότι έχουμε μειώσει σημαντικά την



αβεβαιότητα στον υπολογισμό της παραμέτρου γ1 σε σχέση με προηγούμενες με-

λέτες, τα αντίστοιχα σφάλματα παραμένουν αρκετά μεγάλα. Μελλοντικά, δυναμικά

δεδομένα αναμένεται να βελτιώσουν ακόμη περισσότερο τους σχετικούς περιορισμο-

ύς (ειδικά στο γ1) και επομένως να καταστήσουν τελικά αποτελεσματικό τον έλεγχο

της ισχύος της ΓΘΣ στις κοσμολογικές κλίμακες.





Κεφάλαιο 7

Συμπεράσματα-Νέες Ερευνητικές

Κατευθύνσεις

Στην παρούσα διατριβή ελέγξαμε μοντέλα της επιταχυνόμενης διαστολής του

Σύμπαντος καθώς και την ισχύ της ΓΘΣ σε κοσμολογικές κλίμακες,

χρησιμοποιώντας τα πιο πρόσφατα δεδομένα δομών μεγάλης κλίμακας αλλά και δε-

δομένα του ρυθμού αύξησης των διαταραχών πυκνότητας της ύλης. Συγκεκριμένα,

μελετήσαμε παρατηρησιακά δεδομένα που αφορούν στη χρονική εξέλιξη των διαταρα-

χών της ύλης, και τα οποία συνδέονται με θεωρητικά μοντέλα που εξαρτώνται τόσο

από το κοσμολογικό υπόβαθρο όσο και από τη θεωρία βαρύτητας. Ο έλεγχος της

ΓΘΣ βασίζεται στο συνδυασμό των εξής παραμέτρων: του βαθμού σμηνοποίησης και

του ρυθμού παραγωγής των κοσμικών δομών μεγάλης κλίμακας (γαλαξιών, γαλαξιών

με ενεργούς πυρήνες, σμηνών γαλαξιών κ.τ.λ.). Ο προσδιορισμός αυτών των παρα-

μέτρων είναι προδήλως σημαντικός καθώς όπως έχει αποδειχθεί αυτές εξαρτώνται

άμεσα από τη θεωρία βαρύτητας που διέπει το Σύμπαν.

Στο εισαγωγικό κεφάλαιο αναπτύξαμε τις βασικές κοσμολογικές έννοιες επάνω στις

οποίες βασίζεται η διατριβή.

Στο κεφάλαιο (2) παρουσιάσαμε μία μορφή της παραμέτρου της καταστατικής εξίσω-

σης η οποία αντιστοιχεί σε οποιοδήποτε μοντέλο σκοτεινής ενέργειας αλλά και σε

οποιοδήποτε εναλλακτικό μοντέλο βαρύτητας.

Στο κεφάλαιο (3) υπολογίσαμε την εξέλιξη του ‘παράγοντα αναλογίας’ (bias

parameter) που συνδέει τις διαταραχές της φωτεινής ύλης με αυτές της σκοτεινής

ύλης χρησιμοποιώντας τις βασικές εξισώσεις της κοσμικής δυναμικής. Στο κεφάλαιο

117
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αυτό παρουσιάσαμε για πρώτη φορά αναλυτικές λύσεις για τη χρονική εξέλιξη του

παράγοντα αναλογίας οι οποίες ισχύουν για όλα τα κοσμολογικά μοντέλα ανεξάρτητα

από τη θεωρία βαρύτητας. Η γνώση της χρονικής εξέλιξης του παράγοντα αναλογίας

είναι προαπαιτούμενη για την ορθή επεξεργασία των προβλημάτων της παρούσας δια-

τριβής, εξαιτίας του γεγονότος ότι σε παρατηρησιακό επίπεδο παρατηρούμε μόνο τις

διάφορες εκφάνσεις της φωτεινής ύλης, ενώ τα συμπεράσματά μας πρέπει να ανάγονται

τελικά στη συμπεριφορά της ύλης συνολικά (βαρυονική και σκοτεινή).

Στο κεφάλαιο (4) παρουσιάσαμε με συνοπτικό τρόπο τα δεδομένα σμηνοποίησης των

ενεργών γαλαξιακών πυρήνων και των φωτεινών ερυθρών γαλαξιών που χρησιμοποι-

ήσαμε στη μελέτη μας. Τα δεδομένα αυτά βασίζονται στους καταλόγους επισκόπησης

SDSS και XMM-Newton. Συμπληρωματικά χρησιμοποιήσαμε διαθέσιμα δεδομένα

του ρυθμού αύξησης των κοσμικών δομών, τα οποία βασίζονται στις έρευνες 2dfGS,

6dfGS, BOSS, CMASS και WiggleZ, ως συνάρτηση της ερυθρομετάθεσης.

Στο κεφάλαιο (5) συγκρίναμε θεωρητικές προβλέψεις με τα δεδομένα του ρυθμού

αύξησης χρησιμοποιώντας προχωρημένες μεθόδους στατιστικής προκειμένου να υ-

πολογίσουμε το δείκτη αύξησης των δομών επιτρέποντας τον έλεγχο της ΓΘΣ σε

κοσμολογικές κλίμακες. Η ανάλυση έδειξε ότι το κοσμολογικό μοντέλο εναλλακτι-

κής βαρύτητας που βασίζεται στη θεωρία βρανών (branes) αποτυγχάνει να αναπαράγει

τον παρατηρούμενο ρυθμό παραγωγής των κοσμικών δομών. Αντίθετα το μοντέλο

της Λ-κοσμολογίας σε συνδυασμό με τη ΓΘΣ περιγράφει πολύ καλά τις παρατη-

ρήσεις, αποτέλεσμα που βρίσκεται σε συμφωνία με άλλες ανεξάρτητες μελέτες της

βιβλιογραφίας που αξιοποιούν παρατηρησιακά δεδομένα από πολύ διαφορετικές πηγές.

Στο κεφάλαιο (6) χρησιμοποιήσαμε μεθόδους συνδυασμένης στατιστικής ανάλυσης

στα δεδομένα του κεφαλαίου (4) προκειμένου να μελετήσουμε την ποιοτική συμπερι-

φορά των αποτελεσμάτων ελέγχοντας τις διαφορετικές κανονικοποιήσεις του φάσμα-

τος των διαταραχών της σκοτεινής ύλης και τις διαφορετικές συναρτησιακές σχέσεις

του φάσματος των διαταραχών που υπάρχουν στη βιβλιογραφία. Με τον τρόπο αυ-

τό δείξαμε ότι οι παραγόμενες τιμές των κοσμολογικών παραμέτρων παρουσιάζουν

μια σταθερότητα η οποία έχει να κάνει με τη φύση της βαρύτητας και όχι με τον

τρόπο που γίνεται η παραμετροποίηση των διαταραχών της σκοτεινής ύλης. Επίσης

στο ίδιο κεφάλαιο παρουσιάσαμε αποτελέσματα για το δείκτη αύξησης των δομών

που συνδέονται με τον έλεγχο της ΓΘΣ με δραστικά μικρότερα σφάλματα σε σχέση

με προηγούμενες μελέτες. Συγκεκριμένα, για την περίπτωση ενός σταθερού δείκτη

αύξησης των δομών, βρήκαμε ότι γ = 0.56 ± 0.05. Το αποτέλεσμα αυτό είναι πολύ

κοντά στη θεωρητικά προβλεπόμενη τιμή για το μοντέλο ΛCDM (γ = 6/11), το



οποίο σημαίνει ότι η ανάλυσή μας ευνοεί τη ΓΘΣ ως το μοντέλο που περιγράφει

καλύτερα τη βαρύτητα σε κοσμολογικές αποστάσεις. Για την περίπτωση ενός χρο-

νικά εξελισσόμενου δείκτη αύξησης βρήκαμε για την παραμετροποίηση Γ1 ότι γ0 =

0.52 ± 0.04 και γ1 = 0.02 ± 0.11, ενώ για την παραμετροποίηση Γ2 βρήκαμε ότι

γ0 = 0.56 ± 0.03 και γ1 = −0.10 ± 0.11. Παρόλο που η παράμετρος γ0 μπορεί να

προσδιορισθεί με αρκετά καλή ακρίβεια, η παράμετρος (γ1) παραμένει εκφυλισμένη

και δεν μπορούμε να εξάγουμε ένα ασφαλές συμπέρασμα, ωστόσο βάση της δικής

μας μελέτης καταφέραμε να μειώσουμε δραστικά τα σφάλματα σε σχέση με άλλες

αντίστοιχες έρευνες.

Τα αποτελέσματα που προκύπτουν από τη μελέτη μας, δείχνουν γενικά μία

ιδιαίτερη εύνοια ως προς το κοσμολογικό μοντέλο ΛCDM σε συνδυασμό με τη

ΓΘΣ ως ένα ενιαίο μοντέλο βαρύτητας. Ωστόσο, θα ήταν χρήσιμο να ενισχυθεί

η εικόνα αυτή μέσω της συνδυασμένης ανάλυσης νέων ή και ήδη υπάρχοντων δε-

δομένων σμηνοποίησης αλλά και δεδομένα του ρυθμού αύξησης με μικρότερα σφάλ-

ματα. Στο μέλλον, νέες έρευνες όπως π.χ. το Euclid ή το SKA (Square Kilo-

metre Array) αναμένεται να δώσουν δεδομένα υψηλής ακρίβειας προκειμένου να

τεθούν νέοι και πιο ακριβείς περιορισμοί στις κοσμολογικές παραμέτρους. Μέχρι

τότε, ένας τρόπος προκειμένου να γίνει αυτό εφικτό, είναι η πρόβλεψη των περιο-

ρισμών που οι μελλοντικές παρατηρήσεις μπορούν να βάλουν στην τιμή του δείκτη

αύξησης γ. Συγκεκριμένα, μπορούν να χρησιμοποιηθούν διάφορες χαρακτηριστικές

θεωρήσεις για τις παραμέτρους τέτοιου είδους μελλοντικών ερευνών προκειμένου να

εκτιμηθούν οι επιπτώσεις της παραδοχής ελεύθερων παραμέτρων στη διαδικασία υπο-

λογισμού του δείκτη αύξησης. Περαιτέρω, οι προβλέψεις αυτές μπορούν να

συγκριθούν με ήδη υπάρχοντα αποτελέσματα.

Τελικά, το κοσμολογικό μοντέλο ΛCDM μαζί με το μοντέλο βαρύτητας της ΓΘΣ,

είναι εξαιρετικά ισχυρά και τα περισσότερα από τα διαθέσιμα κοσμολογικά δεδο-

μένα αποδοκιμάζουν οποιαδήποτε απόκλιση από αυτή την περιγραφή του Σύμπαντος.

Παρ
′
όλα αυτά, εξακολουθούν να υπάρχουν κάποιες ενστάσεις. Δεν είναι ακόμα α-

πόλυτα σαφές αν αυτές είναι συνέπεια συστηματικών σφαλμάτων στη συλλογή των

δεδομένων, σε ελλιπείς ή κατά προσέγγιση υπολογισμούς, ή ακόμα αγνοούμε αστρο-

φυσικά φαινόμενα στις αναλύσεις των παρατηρήσεων οπότε τότε απλώς υπαινίσσεται

ότι υπάρχει κάποια νέα φυσική.
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