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Περίληψη

Η συμμετρία μίας διαφορικής εξίσωσης αποτελεί ένα σημειακό μετασχηματισμό ο οποίο αφήνει αναλλοίωτες

την οικογένεια των λύσεων της διαφορικήε εξίσωσης. Υπάρχουν τρεις βασικοί τύποι συμμετριών των διαφορικών

εξισώσεων: Οι συμμετρίες Lie, οι Noether και οι Cartan. Εάν ο σημειακός μετασχηματισμός λαμβάνει χώρα στο

θεσεογραφικό χώρο τότε η συμμετρία αποτελεί μία σημειακή συμμετρία, διαφορετικά καλείται δυναμική συμμετρία

(dynamical symmetry).

Εκτός από αυτούς τους τύπους των συμμετριών των διαφορικών εξισώσεων υπάρχει και ένας ακόμα τύπος

γεωμετρικών συμμετριών προερχόμενες από τα διανυσματικά πεδία X τα οποία αποτελούν λύση των εξισώσεων της

μορφής LXA = B, όπου το A αποτελεί ένα γεωμετρικό αντικείμενο το οποίο καθορίζεται μέσω της μετρικής και

το B είναι ένα τανυστικό πεδίο με τον ίδιο αριθμό και τύπο δεικτών με αυτούς του A. Τέτοιοι τύποι συμμετριών

αποτελούν τα διανυσματικά πεδία Killing, (Killing vectors), το ομοθετικό διανυσματικό πεδιο, (Homothetic Killing
vector), τα σύμμορφα διανυσματικά πεδία Killing, (Conformal Killing vectors) κ.α..

Σε αυτή τη διδακτορική διατριβή μελετώνται οι συμμετρίες Lie, Noether και Cartan των εξισώσεων κίνησης,

διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης ενός δυναμικού συστήματος. Επεκτείνουμε προηγούμενα αποτελέσματα

κατά τα οποία οι συμμετρίες των διαφορικών εξισώσεων συσχετίζονται με τις γεωμετρικές συμμετρίες της μετρικής

όπως αυτή καθορίζεται μέσω της κινητικής ενέργειας (kinetic metric) στην περίπτωση μη αυτόνομων δυναμικών

συστημάτων που παρουσιάζουν γραμμική απόσβεση.

Εφαρμόζουμε τις συμμετρίες Cartan στην Κοσμολογία βαθμωτού πεδίου (scalar field Cosmology) χρησιμοποιώ-

ντας τη δισδιάστατη minisuperspace συνάρτηση Lagrange και προσδιορίζουμε τις συναρτήσεις Δυναμικού για τις

οποίες τα επαγόμενα δυναμικά συστήματα είναι ολοκληρώσιμα. Σε κάθε περίπτωση προσδιορίζουμε την αντίστοιχη

αναλυτική λύση.

Τέλος, αναπτύσσεται μια συστηματική μεθοδολογία μέσω της οποίας προσδιορίζονται όλα τα τετραγωνικά πρώτα

ολοκληρώματα διαφορικών εξισώσεων, χωρίς τη χρήση συμμετριών αλλά χρησιμοποιώντας γεωμετρικές μεθόδους.

Ακόμα, δείχνουμε πως κάθε τέτοιο πρώτο ολοκλήρωμα μπορεί να προκύψει ως ένα γενικευμένο ολοκλήρωμα Noether
μέσω της χρήσης του αντίστροφου Θεωρήματος της Noether. Γι αυτό τον σκοπό εφαρμόζουμε την παραπάνω

μεθοδολογία σε συγκεκριμένα παραδείγματα.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Σύνοψη

Σε αυτήν τη διδακτορική διατριβή μελετάμε τις συμμετρίες των διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης στον χώρο

της εφαπτόμενης δέσμης. Συγκεκριμένα, μελετάμε τη σύνδεση των σημειακών συμμετριών Lie και Noether που

ορίζονται στον θεσεογραφικό χώρο με τις συμμετρίες της μετρικής του χώρου στον οποίο πραγματοποιείται η κί-

νηση. Στη συνέχεια, μελετάμε σημειακούς μετασχηματισμούς οι οποίοι λαμβάνουν χώρα στον χώρο θέσεων και

ταχυτήτων, τον οποίο αποκαλούμε εφαπτόμενη πολλαπλότητα και εξετάζουμε τη σύνδεση τους με τις συμμετρίες

της μετρικής. Μέσω δύο θεωρημάτων, προσδιορίζουμε όλες τις σημειακές συμμετρίες Lie και Noether που επιδέ-

χονται κάποια δυναμικά, μη αυτόνομα συστήματα. Ακόμα, εφαρμόζουμε τη μεθοδολογία του Cartan (γενικευμένες

συμμετρίες Noether) στην Κοσμολογία, στην περίπτωση της τροποποιημένης τηλεπαράλληλης θεωρίας ανώτερης

τάξης (Higher-order modified teleparallel theory) . Συγκεκριμένα προσδιορίζουμε τις συναρτήσεις δυναμικού για

συστήματα που περιγράφονται μέσω μίας δισδιάστατης Minisuperspace συνάρτησης Lagrange υπό την προϋπόθεση

ότι αυτά επιδέχονται contact Cartan συμμετρίες. Τέλος, προσδιορίζουμε τα αναλλοίωτα των δυναμικών εξισώσεων

χωρίς τη χρήση του θεωρήματος της Noether ή άλλων τύπων συμμετριών αναδεικνύοντας το γεωμετρικό χαρακτήρα

αυτής της προσέγγισης.

Πιο αναλυτικά η δομή της διδακτορικής διατριβής είναι η ακόλουθη.

1.2 Σύνοψη κεφαλαίων

Στο Κεφάλαιο 2 παρατίθενται οι παραγωγίσεις που χρησιμοποιούμε σε αυτήν τη διδακτορική διατριβή. Ανα-

πτύσσονται, οι βασικές έννοιες της θεωρίας των νηματικών δεσμών μέσω της οποίας περιγράφονται οι δομές στην

εφαπτόμενη δέσμη. Συγκεκριμένα ορίζεται η διαδικασία «ανύψωσης» ενός γεωμετρικού αντικειμένου στην εφαπτό-

μενη πολλαπλότητα, ενώ ορίζονται τα δομικά γεωμετρικά αντικείμενα τα οποία χρησιμοποιούμε για την περιγραφή

των συστημάτων σύμφωνα με τη θεωρία των νηματικών δεσμών. Στη συνέχεια, προσδιορίζεται η συνοχή στην

εφαπτόμενη δέσμη και προτείνεται η μεθοδολογία σύμφωνα με την οποία, ο χώρος διασπάται σε δύο κατανομές,

την οριζόντια και την κατακόρυφη. Σύμφωνα με αυτήν τη μεθοδολογία, καταλήγουμε στην Lagrangian περιγραφή

ενός Μηχανικού συστήματος και στις εξισώσεις κίνησης αυτού. Τέλος, παράγουμε τις εξισώσεις Helmholtz για

συντηρητικά συστήματα, μέσω της χρήσης των γεωμετρικών ιδιοτήτων της δεύτερης διαφορικής μορφής του Cartan
όταν αυτή εκφράζεται στην μη ολόνομη βάση (dt, θi, ψi).

Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζεται η έννοια της συμμετρίας και εστιάζουμε τη μελέτη μας στα είδη των συμμετριών

που χρησιμοποιούμε. Στη συνέχεια γενικεύεται η έννοια της συμμετρίας και μελετώνται τα τανυστικά πεδία Killing
και τα σύμμορφα τανυστικά πεδία Killing δεύτερης τάξης. Τέλος προτείνουμε μία διαδικασία εύρεσης σύμμορφων

διανυσματικών πεδίων που αφορούν χώρους μίας 1 + (n − 1) διασπάσιμης μετρικής, την οποία εφαρμόζουμε στη

περίπτωση των Bianchi I χωρόχρονων.

Στο Κεφάλαιο 4 μελετώνται οι συμμετρίες που λαμβάνουν χώρα στην εφαπτόμενη πολλαπλότητα. Αρχικά

περιγράφονται οι δυναμικές συμμετρίες μέσω του τυπικού φορμαλισμού και παρατίθενται οι ιδιότητες τους. Στη

συνέχεια μελετούνται οι δυναμικές συμμετρίες εκφρασμένες στην ολόνομη βάση (Γ, Ha, Va), ενώ παρατίθεται η
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συνθήκη συμμετρίας για σύστημα που υπόκειται σε μία γενικευμένη δύναμη. Ακόμα, γίνεται η μελέτη των συν-

θηκών αυτών εκφρασμένες στην ολόνομη βάση και διακρίνουμε περιπτώσεις για τις οποίες εξάγουμε το σύστημα

εξισώσεων του οποίου η λύση παράγει τις δυναμικές συμμετρίες της μορφής που έχει υποτεθεί. Τέλος μελετούνται

οι γενικευμένες συμμετρίες Noether καθώς και οι συμμετρίες Cartan και αποδεικνύεται η ταύτιση μεταξύ των δύο

ορισμών (στην περίπτωση ολόνομων συστημάτων).

Στο Κεφάλαιο 5 πραγματοποιείται η εκτενής μελέτη των σημειακών συμμετριών Lie και Noether που επιδέχε-

ται μία κατηγορία μη αυτόνομων δυναμικών συστημάτων. Διατυπώνουμε δύο θεωρήματα, σύμφωνα με τα οποία

υπολογίζουμε τις σημειακές συμμετρίες Lie και Noether των εξισώσεων κίνησης του δυναμικού συστήματος συ-

σχετίζοντας τες με τις συμμετρίες που επιδέχεται η μετρική. Ακόμα, αποδεικνύουμε την ισοδυναμία μεταξύ ενός

συστήματος που παρουσιάζει γραμμική απόσβεση, με ένα δυναμικό σύστημα που είναι χρονικά εξαρτώμενο. Ε-

φαρμόζουμε τα παραπάνω θεωρήματα στη μελέτη των περιπτώσεων του αρμονικού ταλαντωτή και του δυναμικού

Kepler για χώρο Ευκλείδειας μετρικής. Κατόπιν, εφαρμόζουμε τα δύο θεωρήματα στην περίπτωση του γενικευμέ-

νου χρονικά εξαρτώμενου κεντρικού δυναμικού για κίνηση που λαμβάνει χώρα τόσο στην Ευκλείδεια μετρική, όσο

και σε χώρο σταθερής καμπυλότητας και προσδιορίζουμε τις συμμετρίες Lie και Noether. Τέλος, μελετάμε την

περίπτωση του χρονοεξαρτώμενου αρμονικού ταλαντωτή, σε χώρο σταθερής καμπυλότητας και προσδιορίζουμε τις

αντίστοιχες συμμετρίες Lie και Noether.

Στο Κεφάλαιο 6 μελετάμε τις συμμετρίες Cartan για μηχανικό σύστημα που περιγράφεται μέσω μίας Minisuper-
space Lagrangian. Συγκεκριμένα, προσδιορίζονται όλες οι contact συμμετρίες που προέρχονται από ένα τανυστικό

πεδίο Killing δεύτερης τάξης και αποτελούν συμμετρίες Cartan, προσδιορίζοντας έτσι τις συναρτήσεις δυναμικού

που επιδέχονται τα Λαγκρατζιανά αυτά συστήματα. Στη συνέχεια, μέσω των διατηρητικών νόμων που αυτά επιδέ-

χονται αποδεικνύουμε την ολοκληρωσιμότητα των δυναμικών εξισώσεων και όπου είναι εφικτό γράφουμε τη λύση

σε κλειστή μορφή.

Στο Κεφάλαιο 7 παρουσιάζονται οι βασικές ιδιότητες των συμμετριών και των τανυστών Killing για πολλαπλότη-

τες Riemann. Συγκεκριμένα, παρατίθενται κάποια νέα αποτελέσματα μέσω των οποίων κατασκευάσουμε τανυστικά

πεδία Killing δεύτερης τάξης χρησιμοποιώντας τις των συμμετρίες της κινηματικής μετρικής (collineations). Στη

συνέχεια μελετάμε τη σχέση μεταξύ των συμμετριών αυτών και των τετραγωνικών διατηρητικών νόμων (πρώτα

ολοκληρώματα). Τέλος εφαρμόζουμε την προσέγγιση μας στην περίπτωση ενός δισδιάστατου ολόνομου συστήμα-

τος, αναλύουμε τα αποτελέσματα μας και εξάγουμε τα συμπεράσματα μας.

Στο Κεφάλαιο 8 παρατίθενται τα συμπεράσματα μας, ενώ γίνεται μία αναφορά για την μελλοντική έρευνα μας.
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Κεφάλαιο 2

Γεωμετρικές δομές στη

χρονοεξαρτώμενη εφαπτόμενη δέσμη

R× TM

Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο ορίζονται οι παραγωγίσεις, καθώς και οι γεωμετρικές δομές στην εφαπτόμενη δέσμη.

Συγκεκριμένα, στην ενότητα 2.1 ορίζονται, η συναλλοίωτη παραγώγιση, οι παραγωγίσεις των p-διαφορικών μορφών

και μέσω αυτών ορίζεται η παραγωγίση Lie. Ακόμα, ορίζουμε τον μεταθέτη Schouten-Nijenhuis που αποτελεί

γενίκευση του μεταθέτη Lie. Στην ενότητα 2.2, ορίζονται οι γεωμετρικές δομές όπως το διανυσματικό πεδίο ροής

του Hamilton. Στη συνέχεια ορίζονται οι διαφορετικοί τρόποι ανύψωσης ενός γεωμετρικού αντικειμένου (lifts),
στην εφαπτόμενη δέσμη καθώς και η συνοχή σε αυτή. Κατόπιν, αποδεικνύουμε ότι η εφαπτόμενη δέσμη διασπάται

σε δύο υπό-χώρους, την οριζόντια και κατακόρυφη κατανομή ενώ γίνεται η διάκριση μεταξύ ασθενούς horizontal
lift και strong horizontal lift.
Στην ενότητα 2.2.2 ορίζονται οι διαφορικές μορφές του Cartan και με τη χρήση αυτών διατυπώνονται οι εξισώσεις

Euler-Lagrange για ολόνομο σύστημα το οποίο υπόκειται σε μη συντηρητικές δυνάμεις. ΄Οταν αυτές μηδενίζονται

παράγονται οι εξισώσεις του Helmholtz οι οποίες περιγράφουν το αντίστροφο πρόβλημα της Μηχανικής.

2.1 Παραγωγίσεις

Ορισμός 2.1.1 Η παράγωγος Lie ενός τανυστκού πεδίου T ∈ Fnm (M) τάξης (n,m) ως προς το διανυσματικό
πεδίο X = X ∈ F 1

0 (M) , ορίζεται με τη σχέση:

LXT = XkT i1···ikj1···jp,k
∂

∂qi1
⊗ · · · ∂

∂qi1
⊗ dqj1 ⊗ · · · ⊗ dqjp

−
(
Xi1
,kT

ki2···ik
j1···jp + · · ·+Xik

,k T
i2···ik−1k
j1···jp

) ∂

∂qi1
⊗ · · · ∂

∂qi1
⊗ dqj1 ⊗ · · · ⊗ dqjp

+
(
Xk
,j1T

i1···ik
kj2···jp + · · ·+Xk

,jpT
i1···ik
j2···jp−1k

) ∂

∂qi1
⊗ · · · ∂

∂qi1
⊗ dqj1 ⊗ · · · ⊗ dqjp .

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι:

LXf = Xkf,k

LXY = [X,Y ] =
(
XjY i,j − Y jXi

,j

) ∂

∂qi

LXa =
(
Xjai,j +Xj

,iaj

)
dqi,

για κάθε συνάρτηση f , ανταλλοίωτο πεδίο Y και συναλλοίωτο πεδίο a τα οποία ορίζονται στη πολλαπλότητα M.
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Ορισμός 2.1.2 ΄Εστω p-διαφορική μορφή ω ∈ F 0
P (M) που δίνεται από τη σχέση ω = ωi1···ωipdq

i1 f · · ·fdqip1.
Η εξωτερική παράγωγος d της p-διαφορικής μορφής, είναι η p+1 διαφορική μορφή dω ∈ F 1

p+1 (M) η οποία ορίζεται
μέσω της ακόλουθης σχέσης

dω = ωi1···ip,ip+1dq
ip+1 f dqi1 f · · ·f dqip .

Ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες

d2 = 0

d (af β) = daf β + (−1)
m
af dβ,

όπου a ∈ F 0
p (M) και β ∈ F 0

m (M) .

Για μια συνάρτηση f ∈ F 0
0 (M) έχουμε ότι:

df = f,idq
i

d (df) = 0.

Η πράξη i• της αντιπαραγώγισης δίνεται από τον παρακάτω ορισμό

Ορισμός 2.1.3 ΄Εστω p-διαφορική μορφή ω ∈ F 0
p (m), με αναπαράσταση ω = ωi1···ωipdq

i1 f · · · f dqip και

διανυσματικό πεδίο X ∈ F 1
0 (M). Ορίζουμε την (p-1)-διαφορική μορφή μέσω της σχέσης

iXω (Y1, · · · , Yp−1) = ω (X,Y1, · · · , Yp−1) ,

για κάθε διανυσματικό πεδίο Y1, · · ·Yp−1.

Η αντιπαραγώγιση έχει την ιδιότητα της αντισυμμετρικότητας

iX iY = −iY iX

Ορισμός 2.1.4 Η Lie παραγώγιση κατά μήκος ενός διανυσματικού πεδίου X ∈ F 1
0 (M) , μίας p-διαφορικής

μορφής ω ∈ F 0
p (M) δίνεται από την ταυτότητα του Cartan

LXω = iXdω + d (iXω)

και ικανοποιεί τις σχέσεις

[LX , d] = 0

[LX , iY ] = [iX , LY ] = i[X,Y ],

όπου X,Y ∈ F 1
0 (M) ,

Ορισμός 2.1.5 Η συναλλοίωτη παραγώγιση ενός διανυσματικού πεδίου X = X ∈ F 1
0 (M) , που δρα πάνω σε ένα

τανυστικό πεδίο T ∈ Fmn (M) ορίζεται με τη σχέση

∇XT = XkT i1···ikj1···jp,k
∂

∂qi1
⊗ · · · ∂

∂qi1
⊗ dqj1 ⊗ · · · ⊗ dqjp

+
(

Γi1kmT
mi2···ik
j2···jp + · · ·+ ΓikkmT

i2···ik−1m
j2···jp

) ∂

∂qi1
⊗ · · · ∂

∂qi1
⊗ dqj1 ⊗ · · · ⊗ dqjp

−
(

Γmkj1T
i1···ik
mj2···lp + · · ·+ ΓmkjpT

i1···ik
j1···lp−1m

) ∂

∂qi1
⊗ · · · ∂

∂qi1
⊗ dqj1 ⊗ · · · ⊗ dqjp

1
Με f συμβολίζουμε το αντισυμμετρικό τανυστικό γινόμενο δύο διαφορικών μορφών

dx f dy = dx⊗ dy − dy ⊗ dx
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Για μία συνάρτηση f , ένα ανταλλοίωτο πεδίο Y και ένα συναλλοίωτο πεδίο a ισχύει:

∇Xf = Xkf,k

∇XY =
(
XkY i,k +XjY kΓijk

) ∂

∂qi

∇Xa =
(
Xkai,k +XjΓkijak

)
dqi,

Ορισμός 2.1.6 ΄Εστω X1, · · · , Xn, Y1, · · ·Ym ∈ F 1
0 (M) διανυσματικά πεδία ορισμένα στη πολλαπλότητα M.

Ορίζουμε το μεταθέτη Schouten-Nijenhuis μέσω της σχέσης

W = [X1 ⊗ · · · ⊗Xn, Y1 ⊗ · · · ⊗ Ym]SN

=

m∑
j=1

n∑
i=1

(−1)
i+j

[Xi, Yj ]X1 ⊗ · · · ⊗Xi−1 ⊗Xi+1 · · ·Xn ⊗ Y1 ⊗ · · · ⊗ Yj−1 ⊗ Yj+1 ⊗ · · · ⊗ Ym,

όπου το W ∈ Fm+n−1
0 (M) είναι ένα τανυστικό πεδίο διάστασης m+ n− 1.

2.2 Γεωμετρικές δομές στην εφαπτόμενη δέσμη

Για ένα δυναμικό σύστημα, m βαθμών ελευθερίας
(
qk
)
θεωρούμε δύο χώρους:

α. Το θεσεογραφικό χώρο (configuration space) ως τη διαφορίσιμη πολλαπλότητα διάστασης m με τοπικό σύστημα

συντεταγμένων
(
qk
)

β. Το χώρο των θέσεων και ταχυτήτων (evolution space) ως την εφαπτόμενη δέσμη R× TM της πολλαπλότητας

M .

Ορίζουμε τις απεικονίσεις:

π : R× TM 7−→ R×M
π0 : R× TM 7−→ R

έτσι ώστε

π :
(
t, qk, q̇k

)
=
(
t, qk

)
π0 :

(
t, qk, q̇k

)
= t

Κατόπιν, ορίζουμε τις γεωμετρικές δομές στην εφαπτόμενη δέσμη.

Ορισμός 2.2.1 Το διανυσματικό πεδίο ροής του Hamilton Γ, της διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης (SODE)

q̈i = F i
(
t, qk, q̇k

)
, (2.1)

ορίζεται με τη σχέση:

Γ ≡ d

dt
=

∂

∂t
+ q̇i

∂

∂qi
+ F i

(
t, qk, q̇k

) ∂

∂q̇i
. (2.2)

Το διανυσματικό πεδίο Γ0 = ∂
∂t + q̇i ∂

∂qi −Γijkq̇
j q̇k ∂

∂q̇i , όπου Γijk τα σύμβολα Christofel, αποτελεί το γεννήτορα των
γεωδαισιακών εξισώσεων

q̈i + Γijkq̇
j q̇k = 0

Ορισμός 2.2.2 Ορίζουμε τις διαφορικές μορφές συνοχής (Contact forms), σύμφωνα με τις σχέσεις

θi1 = dqi − q̇idt (2.3)

θi2 = dq̇i − F idt. (2.4)

Συνέπεια 2.2.3 Οι Contact forms ικανοποιούν τις παρακάτω ταυτότητες

iΓdt = 1 (2.5)

iΓθ
i
1 = 0 (2.6)

iΓθ
i
2 = 0, (2.7)
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Πρόταση 2.2.4 Κάθε διανυσματικό πεδίο ορισμένο στην εφαπτόμενη δέσμη R × TM , το οποίο ικανοποιεί τις
σχέσεις (2.5)-(2.7) αποτελεί ένα διανυσματικό πεδίο Hamilton μιας διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης.
Απόδειξη. ΄Εστω το διανυσματικό πεδίο Γ̃ = γ0

∂
∂t + γi ∂

∂qi + γ̃i ∂
∂q̇i . Τότε από τη σχέση (2.5) προκύπτει ότι

iΓ̃dt = γ0 = 1.

Μέσω της (2.6) έχουμε

iΓ̃θ
i
1 = γi − γ0q̇

i = 0
γ0=1
=⇒ γi = q̇i

Η σχέση (2.7) δίνει iΓ̃θ
i
2 = γ̃i−γ0γ̃

i = 0. Επομένως η έκφραση του Γ̃ είναι Γ = ∂
∂t + q̇i ∂

∂qi + γ̃i ∂
∂q̇i . Αυτή ταυτίζεται

με τη σχέση (2.1) και παράγει τις εξισώσεις κίνησης

q̈i = γ̃i.

΄Εστω X ∈ F 1
0 (R×M) ένα διανυσματικό πεδίο ορισμένο στην πολλαπλότητα R ×M με αναπαράσταση X =

ξ ∂∂t + ηi ∂
∂qi . Τότε ορίζουμε τα ακόλουθα πεδία.

Ορισμός 2.2.5 Το Vertical lift XV
, του διανυσματικού πεδίου X στην εφαπτόμενη δέσμη R×TM ορίζεται με

τη σχέση

XV =
(
ηi − ξq̇i

) ∂

∂q̇i
.

Ορισμός 2.2.6 Η πρώτη επέκταση (first prolongation) X [1]
, του διανυσματικού πεδίου X στην εφαπτόμενη

δέσμη R× TM ορίζεται με τη σχέση

X [1] = ξ
∂

∂t
+ ηi

∂

∂qi
+
(
η̇ − ξ̇q̇i

) ∂

∂q̇i
,

όπου το σύμβολο • ισοδυναμεί με την ολική χρονική παράγωγο έτσι ώστε για κάθε συνάρτηση f
(
t, qk, q̇k

)
ισχύει:

ḟ ≡ df

dt
=
∂f

∂t
+ q̇i

∂f

∂qi
+ F i

∂f

∂q̇i
.

Συνέπεια 2.2.7 Το X [1]
ισοδύναμα γράφεται

X [1] = ξΓ +
(
ηi − ξq̇i

) ∂

∂qi
+
d

dt

(
ηi − ξq̇i

) ∂

∂q̇i
,

όπου
d
dt

(
ηi − ξq̇i

)
= η̇i − ξ̇q̇i − ξF i.

Ορισμός 2.2.8 Το Complete lift XC
, του διανυσματικού πεδίου X στην εφαπτόμενη δέσμη R × TM δίνεται

μέσω της σχέσης

XC ≡ X [1] − (iXdt) Γ =
(
ηi − ξq̇i

) ∂

∂qi
+
d

dt

(
ηi − ξq̇i

) ∂

∂q̇i

Στην ειδική περίπτωση που ξ ≡ 0, το first prolongation ταυτίζεται με το Complete lift XC .

Ορισμός 2.2.9 Το Horizontal lift, XH
ενός διανυσματικού πεδίου X στην εφαπτόμενη δέσμη R×TM ορίζεται

με τη σχέση

XH =
1

2

(
LXV Γ +XC

)
.

Πρόταση 2.2.10 Ισχύει

XH =
(
ηi − ξq̇i

)
Hi,

όπου Hi =
(

∂
∂qi + 1

2
∂F j

∂q̇i
∂
∂q̇j

)
6



Απόδειξη.

XH =
1

2

(
LXV Γ +XC

)
=

1

2

((
ηi − ξq̇i

) ∂

∂qi
+
(
ηj − ξq̇j

) ∂F i
∂q̇j

∂

∂q̇i
− Γ

(
ηi − ξq̇i

) ∂

∂q̇i
+
(
ηi − ξq̇i

) ∂

∂qi
+ Γ

(
ηi − ξq̇i

) ∂

∂q̇i

)
=

(
ηi − ξq̇i

)( ∂

∂qi
+

1

2

∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j

)
=

(
ηi − ξq̇i

)
Hi

Ορισμός 2.2.11 Ορίζουμε το Dilation πεδίο, ή διαφορετικά πεδίο Liouville, το διανυσματικό πεδίο ∆ ∈ F 1
0 (TM)

που δίνεται από τη σχέση

∆ = −
(
∂

∂t

)V
= q̇i

∂

∂q̇i
.

Ορισμός 2.2.12 Ορίζουμε το (1, 1) τανυστικό πεδίο S Almost tangent stracture με τη σχέση

S =
∂

∂q̇i
⊗ θi1 =

∂

∂q̇i
⊗
(
dqi − q̇idt

)
,

Τα διανυσματικά πεδία ∆,Γ που είναι ορισμένα στην εφαπτόμενη δέσμη συνδέονται με το τανυστικό πεδίο S
σύμφωνα με τη σχέση

∆ = S ◦ Γ,

βλέπε [146] και ορίζουν το vertical lift ενός διανυσματικού πεδίου X στη χρονοεξαρτώμενη εφαπτόμενη δέσμη

μέσω της σχέσης XV = S ◦X [1].
Η Lie παραγώγιση του S κατά μήκος του Γ δίνεται από την παρακάτω σχέση

LΓS = −
(
∂

∂qi
+
∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j

)
⊗
(
dqi − q̇idt

)
+

∂

∂q̇i
⊗
(
dq̇i − F idt

)
= −

(
∂

∂qi
+

1

2

∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j

)
⊗
(
dqi − q̇idt

)
+

∂

∂q̇i
⊗
(
dq̇i − F idt− 1

2

∂F i

∂q̇j
(
dqj − q̇jdt

))
= −Hi ⊗ θi + Vi ⊗ ψi, (2.8)

όπου

θi =
(
dqi − q̇idt

)
, ψi = dq̇i − 1

2

∂F i

∂q̇j
dqj +

(
1

2

∂F i

∂q̇j
q̇j − F i

)
dt (2.9)

Hi =
∂

∂qi
+

1

2

∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j
, Vi =

∂

∂q̇i
. (2.10)

Η βάση
(
dt, ψi, θi ≡ θi1

)
αποτελεί τη συζηγή (conjugate) βάση της διανυσματικής βάσης (Γ, Hi, Vi) στην εφαπτό-

μενη δέσμη R× TM και ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες

iΓdt = 1, iΓθ
i = 0, iΓψ

i = 0

iHidt = 0, iHiθ
j = δji , iHiψ

j = 0

iVidt = 0, iViθ
j = 0 , iViψ

j = δji

Μέσω αυτών των σχέσεων αλλά και της έκφρασης του πεδίου LΓS όπως αυτό δίνεται από τη σχέση (2.8) προκύπτει

ότι το το LΓS ορίζει μία συνοχή στη χρονοεξαρτώμενη εφαπτόμενη δέσμη.

Λήμμα 2.2.13 Για το πεδίο LΓS ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες
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(LΓS) ◦XV = Xi ∂

∂q̇i
= XV

(LΓS) ◦XH = −Xi

(
∂

∂qi
+
∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j

)
+

1

2
Xj ∂F

i

∂q̇j
⊗ ∂

∂q̇i
= −Xi ∂

∂qi
− 1

2
Xi ∂F

j

∂q̇i
∂

∂q̇j
= −XH

(LΓS) ◦ Γ = −
(
q̇i − q̇i

)( ∂

∂qi
+
∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j

)
+
(
F i − F i

) ∂

∂q̇i
= 0

2.2.1 Συνοχή στη χρονοεξαρτώμενη εφαπτόμενη δέσμη R× TM
Σε αυτήν την ενότητα ακολουθούμε τους Sarlet et.al. [1]. Η συνοχή στην εφαπτόμενη δέσμη TM ορίζεται μέσω

της σχέσης J0 = LΓS0, όπου S0 ∈ T 1
1 (TM) η σχεδόν εφαπτόμενη δομή που δίνεται από τη σχέση S0 = dqi⊗ ∂

∂q̇i

και Γ = q̇i ∂
∂qi + F i ∂

∂q̇i , βλέπε [145].

Ισχύει ότι (LΓS0)
2

= I. Επομένως, τα (LΓS0 − I) ◦ (LΓS0 + I) = 0 ορίζουν δύο κάθετα επίπεδα (Horizontal
& Vertical).

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία, στην περίπτωση της χρονοεξαρτώμενης εφαπτόμενης δέσμης αποδεικνύουμε

τα παρακάτω:

Πρόταση 2.2.14 Ισχύουν οι ταυτότητες

(LΓS)
2

= I − Γ⊗ dt
(LΓS)

3
= LΓS.

Απόδειξη. Για την πρώτη σχέση έχουμε ότι:

(LΓS)
2

= (LΓS) ◦ (LΓS)

=

(
−
(
∂

∂qi
+
∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j

)
⊗
(
dqi − q̇idt

)
+

∂

∂q̇i
⊗
(
dq̇i − F idt

))
◦
(
−
(

∂

∂qk
+
∂F r

∂q̇k
∂

∂q̇r

)
⊗
(
dqk − q̇kdt

)
+

∂

∂q̇k
⊗
(
dq̇k − F kdt

))
= δki

(
∂

∂qk
+
∂F r

∂q̇k
∂

∂q̇r

)
⊗
(
dqi − q̇idt

)
− δkj

∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇k
⊗
(
dqi − q̇idt

)
+ δki

∂

∂q̇k
⊗
(
dq̇i − F idt

)
=

(
∂

∂qi
+
∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j

)
⊗
(
dqi − q̇idt

)
− ∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j
⊗
(
dqi − q̇idt

)
+

∂

∂q̇i
⊗
(
dq̇i − F idt

)
=

∂

∂qi
⊗ dqi +

∂

∂q̇i
⊗ dq̇i −

(
q̇i

∂

∂qi
+ F i

∂

∂q̇i

)
⊗ dt

=
∂

∂t
⊗ dt+

∂

∂qi
⊗ dqi +

∂

∂q̇i
⊗ dq̇i −

(
∂

∂t
+ q̇i

∂

∂qi
+ F i

∂

∂q̇i

)
⊗ dt

Επομένως (LΓS)
2

= I − Γ⊗ dt.
Για τη δεύτερη σχέση έχουμε ότι:

(LΓS)
3

= (LΓS)
2 ◦ (LΓS)

= (I − Γ⊗ dt) ◦ (LΓS)

= LΓS,

αφού ισχύει ότι (LΓS) ◦ Γ = 0.

Ορισμός 2.2.15 Η σχέση (LΓS)
3 − LΓS = 0, υποδηλώνει ότι το τανυστικό πεδίο (LΓS) ορίζει μία f (3,−1)

γεωμετρική δομή, τάξης 2m η οποία έχει τις ιδιότητες [2]

l = (LΓS)
2

m = − (LΓS)
2

+ I
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έτσι ώστε

l2 = l

m2 = m

ml = lm

l +m = I.

Απόδειξη. ΄Εχουμε ότι l = (LΓS)
2

= I − Γ⊗ dt και m = Γ⊗ dt. Επομένως

l2 = (LΓS)
4

= (I − Γ⊗ dt) ◦ (I − Γ⊗ dt) = I − 2Γ⊗ dt+ Γ⊗ dt = I − Γ⊗ dt = (LΓS)
2

= l

m2 = (Γ⊗ dt) ◦ (Γ⊗ dt) = (Γ⊗ dt) = m

lm = (I − Γ⊗ dt) ◦ (Γ⊗ dt) = Γ⊗ dt− Γ⊗ dt = 0

ml = (Γ⊗ dt) ◦ (I − Γ⊗ dt) = Γ⊗ dt− Γ⊗ dt = 0

l +m = I − Γ⊗ dt+ Γ⊗ dt = I

Συνέπεια 2.2.16 Για τα τανυστικά πεδία l,m ισχύουν οι σχέσεις:

l ◦ ∂
∂t

= (I − Γ⊗ dt) ◦ ∂
∂t

= −q̇i ∂
∂qi
− F i ∂

∂q̇i

m ◦ ∂
∂t

= (Γ⊗ dt) ◦ ∂
∂t

= Γ =
∂

∂t
+ q̇i

∂

∂qi
+ F i

∂

∂q̇i

l ◦ ∂

∂qi
= (I − Γ⊗ dt) ◦ ∂

∂qi
=

∂

∂qi

m ◦ ∂

∂qi
= (Γ⊗ dt) ◦ ∂

∂qi
= 0

l ◦ ∂

∂q̇i
= (I − Γ⊗ dt) ◦ ∂

∂q̇i
=

∂

∂q̇i

m ◦ ∂

∂q̇i
= (Γ⊗ dt) ◦ ∂

∂q̇i
= 0.

Ορισμός 2.2.17 Ορίζουμε τα τανυστικά πεδία P,Q ∈ T 1
1 (TM) στη χρονοεξαρτώμενη εφαπτόμενη δέσμη ως

τα πεδία P = 1
2 (I − LΓS + Γ⊗ dt) και Q = 1

2 (I + LΓS − Γ⊗ dt) όπου I ∈ T 1
1 (TM) είναι ο μοναδιαίος ταυτοτικός

τανυστής στην εφαπτόμενη δέσμη R× TM.

Πρόταση 2.2.18 Τα πεδία P,Q ορίζουν αντιστοίχως, την οριζόντια και την κατακόρυφη κατανομή στη χρονοε-
ξαρτώμενη εφαπτόμενη δέσμη R× TM οι οποίες είναι ορθοκανονικές και συμπληρωματικές.
Απόδειξη. Για την ορθοκανονικότητα ισχύει ότι

P ◦Q =
1

2
(I − LΓS + Γ⊗ dt) 1

2
(I + LΓS − Γ⊗ dt)

=
1

4

(
I + LΓS − Γ⊗ dt+ Γ⊗ dt− Γ⊗ dt− LΓS − (LΓS)

2
)

=
1

4
(I + LΓS − Γ⊗ dt+ Γ⊗ dt− Γ⊗ dt− LΓS + Γ⊗ dt− I)

= 0,

επομένως, οι δύο κατανομές P και Q είναι ορθοκανονικές. Επιπλέον, ισχύει ότι

1

2
(I + Γ⊗ dt− LΓS) +

1

2
(I + LΓS − Γ⊗ dt) = I ≡ H ⊕ V,

άρα οι δύο κατανομές P και Q είναι και συμπληρωματικές στην πολλαπλότητα R × TM και συνθέτουν τον χώρο.
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Στις φυσικές συντεταγμένες
(
t, qi, q̇i

)
η οριζόντια κατανομή έχει την ακόλουθη αναπαράσταση:

P ≡ 1

2
(I + Γ⊗ dt− LΓS)

=
1

2

 ∂
∂t ⊗ dt+ ∂

∂qi ⊗ dq
i + ∂

∂q̇i ⊗ dq̇
i +
(
∂
∂t + q̇i ∂

∂qi + F i ∂
∂q̇i

)
⊗ dt

+
(

∂
∂qi + ∂F j

∂q̇i
∂
∂q̇j

)
⊗
(
dqi − q̇idt

)
− ∂

∂q̇i ⊗
(
dq̇i − F idt

)


=
1

2

(
2

(
∂

∂t
+

(
F i − 1

2
q̇j
∂F i

∂q̇j

)
∂

∂q̇i

)
⊗ dt+ 2

(
∂

∂qi
+

1

2

∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j

)
⊗ dqi

)
=

(
∂

∂t
+

(
F i − 1

2
q̇j
∂F i

∂q̇j

)
∂

∂q̇i

)
⊗ dt+

(
∂

∂qi
+

1

2

∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j

)
⊗ dqi

= dt⊗Ht + dqi ⊗Hi.

Ως εκ τούτου, η οριζόντια κατανομή αποτελείται από δύο επιμέρους κατανομές.

P = Ht ⊗ dt+Hi ⊗ dqi,

όπου

Ht =
∂

∂t
+

(
F i − 1

2
q̇j
∂F i

∂q̇j

)
∂

∂q̇i
,

είναι το ασθενές (weak) Horizontal lift της συνιστώσας ∂t [1, 2] και

Hi =
∂

∂qi
+

1

2

∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j
,

το ασθενές (weak) Horizontal lift της συνιστώσας ∂i [1, 2].

Λήμμα 2.2.19 Τα δύο Horizontal lifts, συνδέονται με το διανυσματικό πεδίο Γ, μέσω της ακόλουθης σχέσης

Ht = Γ− q̇iHi.

Απόδειξη.

Ht =
∂

∂t
+

(
F i − 1

2
q̇j
∂F i

∂q̇j

)
∂

∂q̇i
=

∂

∂t
+ q̇i

∂

∂qi
+ F i

∂

∂q̇i
− q̇i

(
∂

∂qi
+

1

2
q̇j
∂F i

∂q̇j

)
∂

∂q̇i
= Γ− q̇iHi

Ορισμός 2.2.20 Μέσω αυτής της σχέσης, ορίζουμε το ισχυρό (strong) Horizontal lift για τις συνιστώσες ∂t, ∂i
με τις σχέσεις: (

∂

∂t

)H
= −q̇iHi(

∂

∂qi

)H
= Hi.

Ορισμός 2.2.21 Το ισχυρό Horizontal lift ενός διανυσματικού πεδίου X ∈ T 1R ×M με αναπαράσταση X =
ξ ∂∂t + ηi ∂∂q , δίνεται από τη σχέση:

XH =
(
ηi − ξq̇i

)
Hi,

και το ασθενές Horizontal lift δίνεται από τη σχέση

XH′ = ξΓ +
(
ηi − ξq̇i

)
Hi.
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Συνέπεια 2.2.22 Παρατηρούμε, ότι το strong Horizontal lift ταυτίζεται με αυτό που δίνει ο Crampin στον
ορισμό του, σύμφωνα με τον οποίο:

XH =
1

2

(
LXV Γ +XC

)
= P ◦XC .

Απόδειξη. ΄Εστω X = ξ∂t + ηi∂i. Τότε ισχύει ότι:

XV =
(
ηi − ξq̇i

) ∂

∂q̇i

XC =
(
ηi − ξq̇i

) ∂

∂qi
+ Γ

(
ηi − ξq̇i

) ∂

∂q̇i
.

Επίσης έχουμε ότι

LXV Γ = XV
(
q̇i
) ∂

∂qi
+
(
XV

(
F i
)
− Γ

(
ηi − ξq̇i

)) ∂

∂q̇i

=
(
ηi − ξq̇i

) ∂

∂qi
+

((
ηj − ξq̇j

) ∂F i
∂q̇j
− Γ

(
ηi − ξq̇i

)) ∂

∂q̇i
.

Επομένως

1

2

(
LXV Γ +XC

)
=

1

2

(
2
(
ηi − ξq̇i

) ∂

∂qi
+
(
ηj − ξq̇j

) ∂F i
∂q̇j

∂

∂q̇i

)
=

(
ηi − ξq̇i

)( ∂

∂qi
+

1

2

∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j

)
=

(
ηi − ξq̇i

)
Hi.

Επιπλέον, έχουμε δείξει ότι P = Ht ⊗ dt+Hi ⊗ dqi. Επομένως,

P ◦XC = (Ht ⊗ dt) ◦XC +
(
Hi ⊗ dqi

)
◦XC

=
(
ηi − ξq̇i

)
Hi,

που συνεπάγεται ότι οι δύο ορισμοί ταυτίζονται.

Συνέπεια 2.2.23 Το ασθενές Horizontal lift δίνεται από τη σχέση

XH′ = P ◦X = ξΓ +
(
ηi − ξq̇i

)
Hi

Απόδειξη.

XH′ = P ◦X
= ξHt + ηiHi

= ξ

(
∂

∂t
+

(
F i − 1

2
q̇j
∂F i

∂q̇j

)
∂

∂q̇i

)
+ ηi

(
∂

∂qi
+

1

2

∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j

)
= ξ

(
∂

∂t
+ q̇i

∂

∂qi
+ F i

∂

∂q̇i

)
+
(
ηi − ξq̇i

)( ∂

∂qi
+

1

2

∂F j

∂q̇i
∂

∂q̇j

)
= ξΓ +

(
ηi − ξq̇i

)
Hi.

Η κατακόρυφη κατανομή έχει την αναπαράσταση

Q ≡ 1

2
(I − Γ⊗ dt+ LΓS)

=
1

2

 ∂
∂t ⊗ dt+ ∂

∂qi ⊗ dq
i + ∂

∂q̇i ⊗ dq̇
i −
(
∂
∂t + q̇i ∂

∂qi + F i ∂
∂q̇i

)
⊗ dt

−
(

∂
∂qi + ∂F j

∂q̇i
∂
∂q̇j

)
⊗
(
dqi − q̇idt

)
+ ∂

∂q̇i ⊗
(
dq̇i − F idt

)


=
∂

∂q̇i
⊗
(
dq̇i +

(
1

2
q̇j
∂F i

∂q̇j
− F i

)
dt− 1

2

∂F i

∂q̇j
⊗ dqj

)
= Vi ⊗ ψi
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Συνέπεια 2.2.24 ΄Εστω το διανυσματικό πεδίο X = ξ∂t + ηi∂i ∈ F 1 (R×M). Τότε ισχύουν οι ακόλουθες
σχέσεις:

Q ◦XH = 0

Q ◦XV = XV .

2.2.2 Lagrangian Μηχανική στη χρονοεξαρτώμενη εφαπτόμενη δέσμη

Η Lagrangian L
(
t, qk, q̇k

)
= T − V όπου T η κινητική ενέργεια του συστήματος και V η συνάρτηση δυναμικού

είναι μια συνάρτηση που ορίζεται στην εφαπτόμενη δέσμη. Οι εξισώσεις Euler-Lagrange δίνονται από τη σχέση:

EL (L) =
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= Qi

(
t, qk, q̇k

)
,

όπου Qi οι γενικευμένες (μη διατηρητικές) δυνάμεις που δρουν στο δυναμικό σύστημα και Ei (L) = d
dt
∂L
∂q̇i −

∂L
∂qi .

Αντικαθιστώντας την L προκύπτουν οι εξισώσεις κίνησης

q̈i + Γijkq̇
j q̇k + V ;i = Qi. (2.11)

Για τη γεωμετρική διατύπωση των εξισώσεων Euler-Lagrange ορίζουμε τις ακόλουθες διαφορικές μορφές:

θL = S ◦ dL =
∂L

∂q̇i
θi1, (2.12)

ωL = dθL + dLf dt. (2.13)

Οι παραπάνω διαφορικές μορφές, καλούνται διαφορικές μορφές του Cartan 1
ης

και 2
ης

τάξης αντίστοιχα.

Πρόταση 2.2.25 Η 2-μορφή ωL στη βάση
(
dt, θi1, θ

i
2

)
δίνεται από τη σχέση

ωL =

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
dtf θi1 +

∂2L

∂qj∂q̇i
θj1 f θi1 +

∂2L

∂q̇j∂q̇i
θj2 f θi1,

και στη βάση
(
dt, θi, ψi

)
γράφεται

ωL = Ei (L) dtf θi + βijθ
j f θi + γijψ

j f θi,

όπου

γij =
∂2L

∂q̇j∂q̇i

βij =

(
∂2L

∂qj∂q̇i
+

1

2
γik

∂F k

∂q̇j

)
Απόδειξη. Στη βάση

(
dt, dqi, dq̇i

)
έχουμε ότι θL = ∂L

∂q̇i dq
i − q̇idt. ΄Αρα, για τη δεύτερη διαφορική μορφή του

12



Cartan έχουμε:

ωL = d

(
∂L

∂q̇i

)
f θi1 −

∂L

∂q̇i
dq̇i f dt+ dLf dt

= d

(
∂L

∂q̇i

)
f dqi − q̇id

(
∂L

∂q̇i

)
f dt− ∂L

∂q̇i
dq̇i f dt+ dLf dt

=
∂2L

∂t∂q̇i
dtf dqi +

∂2L

∂qj∂q̇i
dqj f dqi +

∂2L

∂q̇j∂q̇i
dq̇j f dqi − q̇i ∂2L

∂qj∂q̇i
dqj f dt− q̇i ∂2L

∂q̇j∂q̇i
dq̇j f dt

− ∂L
∂q̇i

dq̇i f dt+
∂L

∂qi
dqi f dt+

∂L

∂q̇i
dq̇i f dt

=

(
∂2L

∂t∂q̇i
+ q̇j

∂2L

∂qj∂q̇i
+ F j

∂2L

∂q̇j∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
dtf dqi + q̇j

(
∂2L

∂qi∂q̇j
− ∂2L

∂qj∂q̇i

)
dtf dqi

−F j ∂2L

∂q̇j∂q̇i
dtf dqi +

∂2L

∂qj∂q̇i
dqj f dqi +

∂2L

∂q̇j∂q̇i
dq̇j f dqi − q̇i ∂2L

∂q̇j∂q̇i
dq̇j f dt

=

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
dtf dqi +

(
∂2L

∂qi∂q̇j
− ∂2L

∂qj∂q̇i

)
q̇jdtf dqi

+
∂2L

∂q̇j∂q̇i
dq̇j f dqi − F j ∂2L

∂q̇j∂q̇i
dtf dqi +

∂2L

∂qj∂q̇i
dqj f dqi − q̇i ∂2L

∂q̇j∂q̇i
dq̇j f dt.

Στη βάση
(
dt, θi1, θ

i
2

)
ισχύει ότι

dqi = θi1 + q̇idt,

dq̇i = θi2 + F idt.

Αντικαθιστώντας αυτές, στη μορφή του ωL και επειδή ισχύει ότι dtf dt = 0 παίρνουμε:

ωL =

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
dtf

(
dqi − q̇idt

)
+

(
∂2L

∂qi∂q̇j
− ∂2L

∂qj∂q̇i

)
q̇jdtf

(
dqi − q̇idt

)
+

∂2L

∂qj∂q̇i

(
θj1 + q̇jdt

)
f
(
θi1 + q̇idt

)
+

∂2L

∂q̇j∂q̇i

(
θj2 f

(
θi1 + q̇idt

)
− q̇i

(
θj2 + F jdt

)
f dt

)
.

Επομένως

ωL =

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
dtf θi1 +

∂2L

∂q̇j∂q̇i
θj2 f θi1 +

+
∂2L

∂qj∂q̇i
θj1 f θi1 +

(
∂2L

∂qi∂q̇j
− ∂2L

∂qj∂q̇i
+

∂2L

∂qj∂q̇i
− ∂2L

∂qi∂q̇j

)
q̇jdtf θi1

=

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
dtf θi1 +

∂2L

∂qj∂q̇i
θj1 f θi1 +

∂2L

∂q̇j∂q̇i
θj2 f θi1.

Αντίστοιχα στη βάση
(
dt, θiψi

)
έχουμε ότι θi1 = θi και θi2 = ψi + 1

2
∂F i

∂q̇j θ
j . Επομένως το ωL μετασχηματίζεται

ως εξής:

ωL =

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
dtf θi +

∂2L

∂qj∂q̇i
θj f θi +

∂2L

∂q̇j∂q̇i

(
ψj +

1

2

∂F j

∂q̇k
θk
)
f θi.

΄Αρα

ωL =

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
dtf θi +

(
∂2L

∂qj∂q̇i
+

1

2

∂2L

∂q̇k∂q̇i
∂F k

∂q̇j

)
θj f θi +

∂2L

∂q̇j∂q̇i
ψj f θi

= Ei (L) dtf θi + βijθ
j f θi + γijψ

j f θi,
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όπου

γij =
∂2L

∂q̇j∂q̇i

βij =

(
∂2L

∂qj∂q̇i
+

1

2
γik

∂F k

∂q̇j

)

Πρόταση 2.2.26 Οι εξισώσεις Euler Lagrange συναρτήσει της 2-διαφορικής μορφής ωL γράφονται

iΓωL = Q (2.14)

όπου Q = Qiθ
i
1.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας τις ταυτοτικές σχέσεις iΓdt = 0, iΓθ
i
1 = iΓθ

i
2 = 0, έχουμε:

iΓωL =

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
iΓ
(
dtf θi1

)
+

(
∂2L

∂qj∂q̇i

)
iΓ

(
θj1 f θi1

)
+

(
∂2L

∂q̇j∂q̇i

)
iΓ

(
θj2 f θi1

)
=

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)(
iΓdtθ

i
1 − iΓθi1dt

)
+

(
∂2L

∂qj∂q̇i

)(
iΓθ

j
1θ
i
1 − iΓθi1θ

j
1

)
+

(
∂2L

∂q̇j∂q̇i

)(
iΓθ

j
2θ
i
1 − iΓθi1θ

j
2

)
=

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
θi1

= Qiθ
i
1 = Q.

Συνέπεια 2.2.27 Στην περίπτωση που Qi = 0, δηλαδή όταν οι δυνάμεις που δρουν στο σύστημα είναι διατηρη-
τικές, τότε οι εξισώσεις Euler-Lagrange είναι iΓωL = 0.

2.2.3 Το αντίστροφο προβλήμα της Μηχανικής Lagrange

Το αντίστροφο πρόβλημα της Μηχανικής Lagrange αφορά τις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούνται έτσι ώστε,

οι δυναμικές εξισώσεις κίνησης να προκύπτουν απο μια Lagrangian. Προκειμένου να λύσουμε αυτό το πρόβλημα

εκφράζουμε το ωL στη μη ολόνομη βάση (dt, θi, ψi) όπου

θi = θi1 = dqi − q̇idt
ψi = dq̇i − F idt+Aijθ

j ,

και μέσω των γεωμετρικών ιδιοτήτων που ικανοποιεί αυτή προσδιορίζονται οι συνθήκες Helmholtz2 οι οποίές

ισοδυναμούν με την ύπαρξη μιας Lagrangian (Η Lagrangian δεν είναι μοναδική!) βλέπε [2].

΄Εχουμε ότι

θL =
∂L

∂q̇i
(
dqi − q̇idt

)
+ Ldt

Η εξωτερική παράγωγος d της διαφορικής μορφής θL είναι:

dθL =
∂2L

∂t∂q̇i
dt ∧ θi +

∂2L

∂qj∂q̇i
dqj ∧ θi

+
∂2L

∂q̇j∂q̇i
dq̇j ∧ θi +

∂L

∂qi
dqi ∧ dt.

2
Θεωρούμε Λαγκραντζιανό σύστημα στο οποίο ασκούνται μόνο συντηρητικές δυνάμεις, οπότε Qi = 0 και οι εξισώσεις Lagrange

είναι iΓωL = 0.
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Ισχύει ακόμα ότι:

dqi = θi + q̇idt

dq̇i = ψi + F idt−Aijθj .

Αντικαθιστώντας τα dqi, dq̇i στην αρχική μορφή του ωL έχουμε ότι:

ωL =
∂2L

∂t∂q̇i
dt ∧ θi +

∂2L

∂qj∂q̇i
(
θj + q̇jdt

)
∧ θi

+
∂2L

∂q̇j∂q̇i

(
ψj + F jdt−Ajkθ

k
)
∧ θi +

∂L

∂qi
(
θi + q̇idt

)
∧ dt.

Επομένως

ωL =

(
∂2L

∂t∂q̇i
+

∂2L

∂qj∂q̇i
q̇j − ∂L

∂qi
+

∂2L

∂q̇j∂q̇i
F j
)
dt ∧ θi +

(
∂2L

∂qj∂q̇i
− ∂2L

∂q̇k∂q̇i
Akj

)
θj ∧ θi +

∂2L

∂q̇j∂q̇i
ψj ∧ θi.

Οι εξισώσεις Lagrange δίνονται από τη σχέση:

Γ

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0⇐⇒

∂2L

∂t∂q̇i
+ q̇j

∂2L

∂qj∂q̇i
+ F j

∂2L

∂q̇j∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0.

Επομένως ο πρώτος όρος μηδενίζεται ταυτοτικά και το ωL δίνεται από τη σχέση:

ωL = gijψ
j ∧ θi +Bijθ

j ∧ θi,

όπου

∂2L

∂q̇i∂q̇j
= gij

B(ij) =
∂2L

∂q(j∂q̇i)
− gk(iA

k
j) = 0.

Από τις ιδιότητες των διαφορικών μορφών έχουμε:

LΓωL = iΓdωL + d (iΓωL) .

Επειδή η διαφορική φόρμα ωL είναι exact dωL = 0 και LΓωL = d (iΓωL) = 0 (λόγω του ότι iΓωL = 0). Επομένως:

LΓ

(
gijψ

j ∧ θi +Bijθ
j ∧ θi

)
= Γ (gij)ψ

j ∧ θi + gij
(
LΓψ

j ∧ θi + ψj ∧ LΓθ
i
)

+Γ (Bij) θ
j ∧ θi +Bij

(
LΓθ

j ∧ θi + θj ∧ LΓθ
i
)

= Γ (gij)ψ
j ∧ θi + gij

(
λjkθ

k −Ajk
(
ψk −Akrθr

))
∧ θi

+gijψ
j ∧
(
ψi −Aikθk

)
+ Γ (Bij) θ

j ∧ θi

+Bij

(
ψj −Ajkθ

k
)
∧ θi +Bijθ

j ∧
(
ψi −Aikθk

)
LΓωL = Γ (gij)ψ

j ∧ θi + gikλ
k
j θ
j ∧ θi

−gikAkjψj ∧ θi + gikA
k
rA

r
jθ
j ∧ θi + gijψ

j ∧ ψi

−gkjAki ψj ∧ θi + Γ (Bij) θ
j ∧ θi +Bijψ

j ∧ θi

−BikAkj θj ∧ θi +Bijθ
j ∧ ψi −BkjAki θj ∧ θi
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Από αυτή τη σχέση προκύπτει:

LΓω =
(
Γ (gij)− gikAkj − gkjAki +Bij −Bji

)
ψj ∧ θi

+
(
gikλ

k
j + gikA

k
rA

r
j + Γ (Bij)−BikAkj −BkjAki

)
θj ∧ θi

+gijψ
j ∧ ψi

g[ij] = 0 δηλαδή το gij είναι συμμετρικό.

Γ (gij)− gikAkj − gkjAki +Bij −Bji = 0

gikλ
k
j + gikA

k
rA

r
j + Γ (Bij)−BikAkj −BkjAki = 0.

Επειδή το πεδίο gij είναι συμμετρικό, από τη δεύτερη σχέση παίρνουμε:

Γ
(
g[ij]

)
− g[i|k|A

k
j] − gk[jA

k
i] + 2B[ij] = 0⇐⇒ B[ij] = 0

Εξ΄ ορισμού ισχύει ότι B(ij) = 0 οπότε Bij = 0 και το ωL ικανοποιεί την εξίσωση:

ωL = gabgijψ
j ∧ θi

και οι σχέσεις που πρέπει να ικανοποιούνται είναι οι ακόλουθες:

g[ij] = 0

Γ (gij)− gikAkj − gkjAki = 0

gikλ
k
j + gikA

k
rA

r
j = 0.

Στη συνέχεια εκμεταλλευόμαστε το γεγονός ότι η εξωτερική παράγωγος της δεύτερης διαφορικής μορφής ωL του

Cartan μηδενίζεται. Επομένως,

dωL = gij,sdt ∧ ψj ∧ θi + gij,kdq
k ∧ ψj ∧ θi +

∂gij
∂q̇k

dq̇k ∧ ψj ∧ θi

+gijdψ
j ∧ θi + gijψ

j ∧ dθi.

΄Εχουμε ότι

dψj = d
(
dq̇j +Ajkθ

k − F jdt
)

= dAjk ∧ θ
k − dF j ∧ dt

dθi = d
(
dqi − q̇idt

)
= −dq̇i ∧ dt.

΄Αρα

dθi = −ψi ∧ dt− F idt ∧ dt+Aijθ
j ∧ dt

= −ψi ∧ dt+Aijθ
j ∧ dt⇒

gijψ
j ∧ dθi = −gijψi ∧ dt ∧ ψj + gijA

i
kθ
k ∧ dt ∧ ψj

= gijA
i
kθ
k ∧ dt ∧ ψj

dψj = Ajk,sdt ∧ θ
k +Ajk,rdq

r ∧ θk +
∂Ajk
∂q̇r

dq̇r ∧ θk

− ∂F
∂qk

dqk ∧ dt− ∂F j

∂q̇k
dq̇k ∧ dt

= Ajk,sdt ∧ θ
k +Ajk,rdq

r ∧ θk +
∂Ajk
∂q̇r

dq̇r ∧ θk

− ∂F
∂qk

dqk ∧ dt+ 2Ajkdq̇
k ∧ dt
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gijdψ
j ∧ θi = gijA

j
k,sdt ∧ θ

k ∧ θi + gijA
j
k,rdq

r ∧ θk ∧ θi

+gij
∂Ajk
∂q̇r

dq̇r ∧ θk ∧ θi − gij
∂F

∂qk
dqk ∧ dt ∧ θi

+2gijA
j
kdq̇

k ∧ dt ∧ θi

Αντικαθιστώντας τα

dqi = θi + uidt

dq̇i = ψi + F idt−Aijθj

βρίσκουμε:

gijdψ
j ∧ θi = gijA

j
k,sdt ∧ θ

k ∧ θi + gijA
j
k,rθ

r ∧ θk ∧ θi

+urgijA
j
k,rdt ∧ θ

k ∧ θi + gij
∂Ajk
∂q̇r

(ψr + F rdt−Armθm) ∧ θk ∧ θi

−gij
∂F

∂qk
θk ∧ dt ∧ θi − gij

∂F

∂qk
q̇kdt ∧ dt ∧ θi

+2gijA
j
k

(
ψk + F kdt−Akrθr

)
∧ dt ∧ θi

⇒ gijdψ
j ∧ θi = gijA

j
k,sdt ∧ θ

k ∧ θi + gijA
j
k,rθ

r ∧ θk ∧ θi

+urgijA
j
k,rdt ∧ θ

k ∧ θi + gij
∂Ajk
∂q̇r

ψr ∧ θk ∧ θi

−gij
∂F

∂qk
θk ∧ dt ∧ θi + gij

∂Ajk
∂ur

F rdt ∧ θk ∧ θi − gijArm
∂Ajk
∂q̇r

θm ∧ θk ∧ θi

+2gijA
j
kψ

k ∧ dt ∧ θi − 2gijA
j
kA

k
rθ
r ∧ dt ∧ θi

Ακόμα, ισχύει ότι:

gij,kdq
k ∧ ψj ∧ θi +

∂gij
∂q̇k

dq̇k ∧ ψj ∧ θi = gij,kθ
k ∧ ψj ∧ θi + gij,k q̇

kdt ∧ ψj ∧ θi

+
∂gij
∂q̇k

(
ψk + F kdt−Akrθr

)
∧ ψj ∧ θi

Τότε, το dωL γράφεται:

dωL = gij,sdt ∧ ψj ∧ θi + gij,kθ
k ∧ ψj ∧ θi + gij,ku

kdt ∧ ψj ∧ θi

+
∂gij
∂uk

ψk ∧ ψj ∧ θi +
∂gij
∂uk

F kdt ∧ ψj ∧ θi −Akr
∂gij
∂uk

θr ∧ ψj ∧ θi + gijA
i
kθ
k ∧ dt ∧ ψj

+gijA
j
k,sdt ∧ θ

k ∧ θi + gijA
j
k,rθ

r ∧ θk ∧ θi + urgijA
j
k,rdt ∧ θ

k ∧ θi + gij
∂Ajk
∂ur

ψr ∧ θk ∧ θi

−gij
∂F j

∂qk
θk ∧ dt ∧ θi + gij

∂Ajk
∂ur

F rdt ∧ θk ∧ θi − gijArm
∂Ajk
∂ur

θm ∧ θk ∧ θi

+2gijA
j
kψ

k ∧ dt ∧ θi − 2gijA
j
kA

k
rθ
r ∧ dt ∧ θi
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Συγκεντρώνοντας όρους έχουμε:

dωL =
(
Γ (gij) + gkjA

k
i − 2gikA

k
j

)
dt ∧ ψj ∧ θi +

+
∂gij
∂q̇k

ψk ∧ ψj ∧ θi +

(
gij,k −Ark

∂gij
∂q̇r
− gir

∂Ark
∂q̇j

)
θk ∧ ψj ∧ θi

+

(
gijA

j
k,s + gij

∂F j

∂qk
+ gij

∂Ajk
∂q̇r

F r + 2gijA
j
rA

r
k + urgijA

j
k,r

)
dt ∧ θk ∧ θi

+

(
gijA

j
k,r − gijA

m
r

∂Ajk
∂q̇m

)
θr ∧ θk ∧ θi

= 0.

Οι όροι των παρενθέσεων μηδενίζονται. Από την παραπάνω σχέση προκύπτει η συνθήκη:

∂gij
∂q̇k

=
∂gik
∂q̇j

Επομένως, το ωL γράφεται και

ωL = gijψ
j ∧ θi,

ενώ προκύπτουν οι συνθήκες του Helmholtz:

g[ij] = 0

Γ (gij)− gikAkj − gkjAki = 0

gikλ
k
j + gikA

k
rA

r
j = 0

∂gij
∂q̇k

=
∂gik
∂q̇j

όπου:

λkj = F k,j + Γ
(
Akj
)
.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, αυτές μπορούν να οριστούν (είναι ισοδύναμες) μέσω των ακόλουθων ιδιοτήτων της

διαφορικής μορφής ωL:

iΓωL = 0

LΓωL = 0

dωL = 0.

Τέλος, η σχέση dωL = 0 συνεπάγεται:

gkjA
k
i + gjkA

k
i − gikAkj = 0

gj(i,k) −Ar(k
∂gi)j

∂q̇r
− gr(i

∂Ark)

∂q̇j
= 0

gj(iA
j
k),s + gj(i

∂F j

∂qk)
+ gj(i

∂Ajk)

∂q̇r
F r + 2gj(iA

r
k)A

j
r + urgj(iA

j
k),r = 0

gj(iA
j
k,r) − gj(iA

m
r

∂Ajk)

∂q̇m
= 0.
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Κεφάλαιο 3

Συμμετρίες μετρικής

3.1 Εισαγωγή

Στο παρών κεφάλαιο αναπτύσουμε την έννοια των συμμετριών μιας ποπλλαπλότητας Riemann. Στην ενότητα

3.2 επισημαίνουμε τα κυριότερα είδη συμμετριών της μετρικής που χρησιμοποιούμε. Στη συνέχεια, γενικεύουμε την

έννοια της συμμετρίας χρησιμοποιώντας τα τανυστικά πεδία Killing καθώς και τα σύμμορφα τανυστικά πεδία Killing.
Συγκεκριμένα, ακολουθούμε τη μεθοδολογία των Barnes και Rani [31] για την κατασκευή των τανυστικών πεδίων

Killing μέσω των Killing και Conformal Killing διανυσματικών πεδίων. Η εύρεση των σύμμορφων διανυσματικών

πεδίων μιας μετρικής δεν είναι πάντοτε μία εύκολη διαδικασία. Για τις 1+(n-1) διασπάσιμες μετρικές η γενική

απάντηση έχει δοθεί στις [8], [17]. Εφαρμόζουμε τα αποτελέσματα των [8], [17] και υπολογίζουμε τους σύμμορφους

τανυστές Killing δεύτερης τάξης στη περίπτωση των Bianchi I χωρόχρονων, βλέπε [32].

3.2 Κατηγορίες συμμετριών

Η Διαφορική Γεωμετρία μελετά τις ιδιότητες των δομών κάτω από κάποιου είδους, «παράλληλης μεταφοράς» μέσω

της οποίας χαρακτηρίζονται οι ιδιότητες ενός γεωμετρικού αντικείμενου. Στη γλώσσα της Διαφορικής Γεωμετρίας

κάθε παράλληλη μεταφορά αντιστοιχεί σε μια παραγώγιση που εκφράζεται σε κάποιο σύστημα συντεταγμένων με

ένα σύστημα διαφορικών εξισώσεων. Η έννοια της συμμετρίας ενός γεωμετρικού αντικειμένου υποδηλώνει ότι το

συγκεκριμένο αντικείμενο, παραμένει αμετάβλητο κάτω από τη συγκεκριμένη δράση. Η παράλληλη μεταφορά κατά

μήκος των ολοκληρωτικών γραμμων ενός διανυσματικού πεδίου η οποία αφήνει τις συνιστώσες ενός γεωμετρκού

αντικειμένου αμετάβλητες οδηγεί στην παραγώγιση Lie και είναι η παραγώγιση που χρησιμοποποιούμε στη μελέτη

των συμμετριών.

Το θεμελειακό γεωμετρικό αντικείμενο της Riemannian γεωμετρίας είναι η μετρική. Οι συμμετρίες της με-

τρικής καθορίζονται μέσω της ποσότητας LXgij = 0, όπου X το διανυσματικό πεδίο ως προς το οποίο γίνεται

η παραγώγιση Lie. Μέσω της μετρικής ορίζονται και άλλα γεωμετρικά αντικείμενα, όπως τα σύμβολα Christofell
Γijk, που αποτελούν τις συνιστώσες της συνοχής Riemann, ο τανυστής του Riemann Ri,jkl, ο τανυστής του Ricci

Rij = Rkikj καθώς και άλλα. Για κάθε από ένα από αυτά τα πεδία μπορούμε να ορίσουμε και την αντίστοιχη εξίσωση

συμμετρίας LXΓijk = 0, LXR
i,
jkl = 0 κ.ο.κ. και γενικότερα μέσω της εξίσωσης

LXA = 0,

όπου A είναι ένα γεωμετρικό αντικείμενο και X ο γεννήτορας της συμμετρίας αυτού. Μπορούμε να γενικεύσουμε

την έννοια της συμμετρίας χαλαρώνοντας το δεξί μέλος και γράφοντας

LXA = B.

Σύμφωνα με αυτήν την εξίσωση, το γεωμετρικό αντικείμενο A κάτω από τη δράση της Lie παραγώγου κατά μήκος

του διανυσματικού πεδίου X, μετασχηματίζεται στο γεωμετρικό αντικείμενο B.

Στον πίνακα 3.1 παραθέτουμε τα είδη των συμμετριών που χρησιμοποιούμε [33]:
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Τύπος συμμετρίας Εξίσωση συμμετρίας Συνθήκη

Projective collineation LXΓijk = δijφ;k + δikφ;j

Special projective collineation LXΓijk = δijφ;k + δikφ;j φ;ij = 0

Affine collineation LXΓijk = 0

Homothetic motion LXgab = 2ρgab ρ = const
Motion LXgab = 0
Special Conformal collineation LXΓijk = δijσ;k + δikσ;j − gjkgilσ;l σ;ij = 0

Special Conformal motion LXgab = 2σgij σ;ij = 0
Conformal collineation LXΓijk = δijσ;k + δikσ;j − gjkgilσ;l

Conformal motion LXgab = 2σgab σ = 1
nX

k
;k

Πίνακας 3.1: Συμμετρίες

Ορισμός 3.2.1 Η χαρακτηριστική ποσότητα LXgij των συμμετριών της γεωμετρίας Riemman αναλύεται σε
ανάγωγα μέρη ως ακολούθως

LXgij = 2ψgij +Hij ,

όπου η συνάρτηση ψ ονομάζεται σύμμορφος παράγοντας (conformal factor) της μετρικής και Hij αποτελεί είναι

ένας άιχνος συμμετρικός τανυστής.

Ως συνέπεια του παραπάνω ορισμού χαρακτηρίζουμε τα ψ καιHij για κάθε περίπτωση συμμετρίας ως ακολούθως:

• Killing vector:
ψ = 0, Hij = 0

• Homethetic vector:
ψ = const, Hij = 0

• Special Conformal Killing vector:
ψ;ij = 0, Hij = 0

• Conformal Killing vector:
Hij = 0

• Affine Collineation vector:
ψ;i = 0, Hij;k = 0

• Projective collineation

ψ =
n+ 1

n
σ + c0, Hij;k =

n

2 (n+ 1)

(
gjkψ;i + gkiψ;j −

2

n
gijψ;k

)
• Special Projective collineation:

ψ =
n+ 1

n
σ + c0, ψgij + cHij = const, σ;ij = 0, Hij;k =

n

2 (n+ 1)

(
gjkψ;i + gkiψ;j −

2

n
gijψ;k

)
,

΄Οπως έχουμε ήδη αναφέρει, το διανυσματικό πεδίο Killing ορίζεται μέσω της σχέσης,

LXgij = 0.

Ισοδύναμα, αυτή γράφεται:

LXgij = Xkgij,k +Xk
,igkj +Xk

,jgik = 0.

Εκμεταλλευόμενοι το γεγονός ότι gij;k = gij,k − girΓ
r
jk − gjrΓ

r
ki = 0 και χρησιμοποιώντας τη συναλλοίωτη

παραγώγιση, καταλήγουμε στη σχέση:

LXgij = X(i;j) = 0.

Αυτή η σχέση συνδέει την παραγώγιση Lie με τη συναλλοίωτη παραγώγιση σε μία πολλαπλότητα.
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3.2.1 Τανυστικά πεδία Killing

Ορισμός 3.2.2 Το συναλλοίωτο τανυστικό πεδίο K ∈ F 0
n (M) ορισμένο στην πολλαπλότητα M ονομάζεται

τανυστικό πεδίο Killing (Killing tensor) εάν και μόνο εάν

K(i1···in;j) = 0.

Μπορεί να δειχτεί ότι κάθε Killing tensor ικανοποιεί τη σχέση:

[K, gij ]SN = 0.

΄Οπως έχει ήδη δειχτεί, βλέπε [31], [34], [170], [35], η σημασία της ύπαρξης των Killing tensors στη Γεωμετρική

Μηχανική, είναι ότι οδηγούν σε πρώτα ολοκληρώματα της κίνήσης.

Παράδειγμα 3.2.3 ΄Εστω ολόνομο δυναμικό σύστημα με n βαθμούς ελευθερίας το οποίο κινείται ελευθερα έτσι
ώστε η κινητική του ενέργεια να δίνεται από τη σχέση T = 1

2gij q̇
iq̇j . Η εξίσωση κίνησης του συστήματος είναι

οι γεωδαισιακές
d2qi

dτ2 + Γijkq̇
j q̇k = 0, όπου τ η αφινική παράμετρος. Το βαθμωτό πεδίο I = Ki1···in

dqi1

dτ · · ·
dqin

dτ ,

αποτελεί σταθερά της κίνησης, είναι μια σταθερά της κίνησης εάν και μόνον εάν ο τανυστής Ki1···in είναι ένας

Killing tensor.
Απόδειξη. Το I αποτελεί σταθερά της κίνησης εφόσον Γ (I) = 0, όπου Γ = d

dτ είναι το διανυσματικό πεδίο Euler.
Υπολογίζουμε

dI

dτ
=

d

dτ

(
Ki1···in

dqi1

dτ
· · · dq

in

dτ

)
= Ki1···in,in+1

dqin+1

dτ

dqi1

dτ
· · · dq

in

dτ︸ ︷︷ ︸
n+1 terms

+ nKi1···ij ···in
dqi1

dτ
· · · d

2qij

dτ2
· · · dq

in

dτ︸ ︷︷ ︸
n terms

.

Αντικαθιστώντας τους όρους
d2qij

dτ2 με την εξίσωση των γεωδαισιακών έχουμε:

dI

dτ
= Ki1···in,in+1

dqin+1

dτ

dqi1

dτ
· · · dq

in

dτ︸ ︷︷ ︸−
n+1 terms

nKi1···j···inΓjin+1in+2

dqi1

dτ
· · · · · · dq

in

dτ

dqin+1

dτ

dqin+2

dτ︸ ︷︷ ︸
n+1 terms

.

Η συναλλοίωτη παραγώγιση δίνει:

dI

dτ
= Ki1···in;in+1

dqin+1

dτ

dqi1

dτ
· · · dq

in

dτ︸ ︷︷ ︸
n+1 terms

΄Αρα, η συνθήκη ύπαρξης πρώτου ολοκληρώματος
dI
dτ = 0 είναι:

Ki1···in;in+1

dqin+1

dτ

dqi1

dτ
· · · dq

in

dτ
= 0.

από όπου προκύπτει K(i1···in;in+1) = 0. Επομένως, το τανυστικό πεδίο Ki1···in αποτελεί ένα τανυστικό πεδίο Killing.

Τα τανυστικά πεδία Killing που παρουσιάζουν μεγαλύτερο ενδιαφέρον είναι αυτά της 2
ης

τάξης γιατί οδηγούν σε

τετραγωνικά πρώτα ολοκληρώματα. Οι τανυστές 2
ης

τάξης Killing κατηγοριοποιούνται σε δύο κατηγορίες. Στους

αναγώγιμους (reducible) Killing tensors, οι οποίοι κατασκευάζονται με γινόμενα διανυσματικών πεδίων Killing και

τους μη αναγώγιμους (irreducible) Killing tensors [31]. Στο παρακάτω θεώρημα ακολουθούμε τους Barnes και

Rani [31].
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Θεώρημα 3.2.4 ΄Εστω Riemannian μετρική, διάστασης n η οποία επιδέχεται N Killing vectors. Τότε κάθε
reducible Killing tensor κατασκευάζεται μέσω της σχέσης

Kij = a0gij +

N∑
I=1

N∑
J=I

aIJη
I
(iη

J
j),

όπου a0, aIJ σταθερές με I ≤ J .

Απόδειξη. Το συμμετρικό μέρος της συναλλοίωτης παραγώγισης του Kij δίνει:

K(ij;k) = a0g(ij;k) +

N∑
I=1

N∑
J=I

aIJ

(
ηI((iη

J
j)

)
;k)

= a0g(ij;k) +
1

2

N∑
I=1

N∑
J=I

aIJ

(
ηI(iη

J
j + ηI(jη

J
i

)
;k)

= a0g(ij;k) +

N∑
I=1

N∑
J=I

aIJ

(
ηI(iη

J
j

)
;k)

=

N∑
I=1

N∑
J=I

aIJ

(
ηI(i;kη

j
j) + ηI(iη

J
j;k)

)
.

Επειδή τα ηI , ηJ είναι διανυσματικά πεδία Killing προκύπτει ότι K(ij;k) = 0. Επομένως, το Kij περιγράφει έναν

τανυστή Killing 2ης τάξης.

Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό προκύπτει ότι δεν είναι όλοι οι τανυστές γραμμικά ανεξάρτητοι μεταξύ τους.

Κάθε μετρική επιδέχεται N (N + 1) /2 διανυσματικά πεδία Killing, το μέγιστο. Επομένως, μέγιστος ο αριθμός των

reducible Killing tensors είναι 1 +N (N + 1) /2
Επίσης, για Riemannian μετρική διάστασης n, σημειώνουμε τα παρακάτω [33].

• Κάθε σύμμορφα επίπεδη μετρική, επιδέχεται το μέγιστο
n(n+1)

2 Killing.

• ΄Οταν η μετρική επιδέχεται
n(n+1)

2 διανυσματικά πεδία Killing, ονομάζεται maximally symmetric space.

• Η μετρική, επιδέχεται τον μέγιστο αριθμό των
n(n+1)2(n+2)

12 γραμμικά ανεξάρτητων τανυστών Killing.

• Κάθε σύμμορφα-επίπεδη μετρική επιδέχεται
n(n+1)2(n+2)

12 γραμμικά ανεξάρτητους τανυστές Killing.

Από τις δύο τελευταίες προκύπτει ότι, όλοι οι τανυστές Killing 2ης τάξης για σύμμορφα ορισμένη μετρική είναι

reducible.
Για παράδειγμα, η δισδιάστατη Ευκλείδεια μετρική, ds2

E = dx2 + dy2
επιδέχεται 3 διανύσματα Killing. Ως εκ

τούτου, είναι επίπεδη και επομένως επιδέχεται
2·32·4

12 = 6 τανυστές Killing οι οποίοι κατασκευάζονται μέσω των

διανυσμάτων Killing. Αυτά, είναι τα gradient η1 = ∂x, η
2 = ∂y και ο γεννήτορας των στροφών η3 = y∂x − x∂y.

Σύμφωνα με το θεώρημα 3.2.4, έχουμε τους παρακάτω Killing tensors για την δισδιάστατη Ευκλείδεια μετρική

K11
ab = η1

(aη
1
b)

K12
ab = η1

(aη
2
b)

K13
ab = η1

(aη
3
b)

K22
ab = η2

(aη
2
b)

K23
ab = η2

(aη
3
b).

Παρατηρούμε ότι η μετρική ds2
E , κατασκευάζεται με γραμμικό συνδυασμό των K11

ab ,K
22
ab .
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3.2.2 Σύμμορφα τανυστικά πεδία Killing

Σύμφωνα με τους Rani και Barnes [31], έχουμε ότι:

Ορισμός 3.2.5 ΄Ενα συναλλοίωτο τανυστικό πεδίο Q ∈ F 0
n (M) ορισμένο στην πολλαπλότητα M , ορίζει ένα

σύμμορφο τανυστικό πεδίο Killing (Conformal Killing tensor), όταν

Q(ij;k) = ρ(kgij),

όπου

ρi =
1

n+ 2
Kj
j;i +

2

n+ 2
Kj
i,j

• ΄Οταν ρk = 0 το Qij διαμορφώνεται σε ένα τανυστικό πεδίο Killing.

• ΄Οταν ρk 6= 0 το Qij ονομάζεται σύμμορφος κανονικός (proper Conformal) τανυστής Killing. Στην ειδι-

κή περίπτωση που το συναλλοίωτο πεδίο ρk ορίζει ένα διάνυσμα Killing, τότε το Qij καλείται ομοθετικό

(homothetic) τανυστικό πεδίο Killing, ενώ όταν ο σύμμορφος τανυστής είναι άιχνος συνεπάγεται ότι

ρi =
2

n+ 2
Kj
i,j .

• ΄Οταν ρk = ρ;k
1
τότε το Qij ονομάζεται σύμμορφος βαθμωτός τανυστής Killing (gradient Conformal Killing

tensor).

Οι σύμμορφοι τανυστές Killing μπορούν να κατασκευαστούν μέσω της χρήσης των σύμμορφων διανυσματικών

πεδίων Killing σύμφωνα με το παρακάτω θεώρημα:

Θεώρημα 3.2.6 ΄Εστω Riemannian μετρική, διάστασης n που επιδέχεται N σύμμορφα διανυσματικά πεδία
Killing ηI με φI , τον σύμμορφο παράγονται ο οποίος δίνεται από τη σχέση φI = 1

nη
k
Ik;i. Τότε κάθε συναλλοίωτο

πεδίο 2ης τάξης, το οποίο δίνεται από την εξίσωση

Qij = λgij +

N∑
I=1

N∑
J=I

aIJη
I
(iη

J
j),

ορίζει ένα σύμμορφο τανυστικό πεδίο Killing, με

ρk = λ;k +

N∑
I=1

N∑
J=I

aIJ
(
φIηJk + φJηIk

)
,

και aIJ σταθερές, όπου I ≤ J .

Απόδειξη. Το συμμετρικό μέρος της συναλλοίωτης παραγώγισης του Qij δίνει:

Q(ij;k) =
(
λg(ij

)
;k)

+

N∑
I=1

N∑
J=I

aIJ

(
ηI((iη

J
j)

)
;k)

= λg(ij;k) + λ;(kgij) +
1

2

N∑
I=1

N∑
J=I

aIJ

(
ηI(iη

J
j + ηI(jη

J
i

)
;k)

= λ;(kgij) +

N∑
I=1

N∑
J=I

aIJ

(
ηI(iη

J
j

)
;k)

= λ;(kgij) +

N∑
I=1

N∑
J=I

aIJ

(
ηI(i;kη

J
j) + ηI(iη

J
j;k)

)
.

1
Δηλαδή το conformal KV προέρχεται από τη συναλλοίωτη παραγώγιση ενός βαθμωτού πεδίου ρ
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Ωστόσο, τα σύμμορφα διανυσματικά πεδία ηI , ηJ ικανοποιούν τη σχέση ηI,J(i;j) = φI,Jgij . Αντικαθιστώντας στην

παραπάνω σχέση, παίρνουμε:

Q(ij;k) = λ;(kgij) +

N∑
I=1

N∑
J=I

aIJ

(
φIg(ikη

J
j) + φJg(jkη

I
i)

)
=

(
λ;(k +

N∑
I=1

N∑
J=I

aIJ

(
φIηJ(k + φJηI(k

))
gij)

= ρ(kgij),

με ρk = λ;k+
∑N
I=1

∑N
J=1 aIJ

(
φIηJk + φJηIk

)
. Συνεπάγεται ότι, το Qij περιγράφει έναν σύμμορφο τανυστή Killing.

Συνέπεια 3.2.7 Σύμφωνα με το θεώρημα (3.2.6), έχουμε ότι το τανυστικό πεδίο Kij , το οποίο δίνεται από τη

σχέση:

Kij = Qij − ρgij =

N∑
I=1

N∑
J=I

aIJη
I
(iη

J
j),

όπου ρ βαθμωτό πεδίο, τέτοιο ώστε ρ;i = 1
n+2K

j
j;i + 2

n+2K
j
i,j

.
ορίζει τις συνιστώσες ενός τανυστή Killing.

Μέσω της παραπάνω, είναι προφανές ότι διαμορφώνεται ο μηχανισμός εύρεσης των μη τετριμμένων τανυστών

Killing, ακόμα και σε περιπτώσεις μετρικής για την οποία η εύρεση τους καθίσταται δύσκολη ακόμα και με τη χρήση

υπολογιστικών προγραμμάτων όπως το Maple ή το Mathematica. Ωστόσο, ο προσδιορισμός των σύμμορφων

διανυσματικών πεδίων Killing, δεν είναι πάντοτε εύκολος. Η απάντηση σε αυτό το πρόβλημα, στην περίπτωση μίας

διασπάσιμης, 1 + (n− 1) (n ≥ 3) Riemannian μετρικής, δίνεται στην ακόλουθη ενότητα, βλέπε [32].

3.3 Σύμμορφα διανυσματικά πεδία Killing, διασπάσιμης 1+(n-1)
μετρικής

Σύμφωνα με παλαιότερες δημοσιεύσεις, βλέπε [3] και [4], τα μοντέλα τύπου Bianchi περιγράφουν χωρικά ομογενείς

μετρικές, οι οποίες επιδέχονται μιά ομάδα G3 δρώντας πάνω σε χωρικές υπερεπιφάνειες.

Σε αυτού του τύπου τις μετρικές, συμπεριλαμβάνονται οι μη ισοτροπικές μετρικές. Αυτές, αποτελούν γενίκευση

των Friedman-Robertson-Walker (FRW) μετρικών, οι οποίες έχουν εκτενώς χρησιμοποιηθεί στην έρευνα για τις

ανισοτροπίες του αρχέγονου σύμπαντος και την εξέλιξη του σε σχέση με την παρούσα ισοτροπία, βλέπε [5] και [6].

Ο απλούστερος τύπος αυτών των μετρικών αποτελούν τα μοντέλα Bianchi I για τα οποία η G3 είναι η Αβελιανή

ομάδα των μετατοπίσεων (translations) του τρισδιάστατου Ευκλείδειου E3. Στο σύστημα συντεταγμένων [t, x, y, z]
η μετρική των Bianchi I μοντέλων δίνεται από τη σχέση:

ds2 = −dt2 +A2 (t) dx2 +B2 (t) dy2 + C2 (t) dz2, (3.1)

όπου A(t), B(t), C(t) είναι συναρτήσεις που εξαρτώνται από το χρόνο με τα αντίστοιχα KVs να είναι {∂x, ∂y, ∂y}.
Στην περίπτωση που τα μέτρα των δύο εκ των τριών συναρτήσεων είναι ίσα, π.χ. A2 (t) = B2 (t), τότε ο χωρόχρονος

Bianchi I (3.1) απλοποιείται στην κατηγορία των Locally Rotational Symmetric (LRS) μοντέλων, βλέπε [3].

΄Οπως προαναφέραμε, ένα CKV X ορίζεται μέσω της σχέσης LXgij = 2ψgij και απλοποιείται σε Killing όταν

(ψ = 0), σε Homothetic HV, όταν (ψ;i = 0) και σε special CKV, όταν (ψ;ij = 0).

Η επίδραση αυτών των διανυσματικών πεδίων είναι εμφανής σε όλα τα επίπεδα στη θεωρία της Γενικής Σχετι-

κότητας, δηλαδή στη γεωμετρία την κινηματική και τη δυναμική. ΄Οσον αφορά τη γεωμετρία, η ύπαρξη των CKVs
μας δίνει τη δυνατότητα επιλογής ενός συστήματος συντεταγμένων, στο οποίο η μετρική μπορεί να απλοποιηθεί

κατά τέτοιο τρόπο, ώστε να απαλειφθεί μία συνιστώσα της, βλέπε [7], [8]. ΄Οσον αφορά την κινηματική τα CKVs
επιβάλουν συνθήκες πάνω στις κινηματικές μεταβλητές (περιστροφή, μεγέθυνση, ίχνος) και παράγουν τα γνωστά

αποτελέσματα, βλέπε [9–11] και [13]. Τέλος, όσον αφορά τη δυναμική, τα CKVs χρησιμοποιούνται έχουν διάφορες

εφαρμογές, όπως για παράδειγμα την αναζήτηση νέων λύσεων των εξισώσεων πεδίου με μεγαλύτερη φυσική ση-

μασία, βλέπε [12–15] και [16]. Επομένως, γίνεται σαφής ο λόγος για τον οποίο είναι σημαντικό να γνωρίζουμε τη

σύμμορφη άλγεβρα της μετρικής του χώρου.

Από το [17] έχουμε την ακόλουθη πρόταση:
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Πρόταση 3.3.1 Μία διασπάσιμη 1 + (n− 1) (n ≥ 3), Riemannian μετρική 2,

ds2 = gijdq
i ⊗ dqj = εdt2 + hµνdq

µdqν , (3.2)

επιδέχεται ένα proper CKV X αν και μόνο αν, η n − 1 μετρική hµν , επιδέχεται ένα gradient proper CKV ξ.
Συγκεκριμένα τα δύο διανυσματικά πεδία συσχετίζονται σύμφωνα με την εξίσωση:

X = −ε
p
λ̇ (t)ψ

(
qk
)
∂t +

1

p
λ (t) ξ

(
qj
)

+H,

όπου το p είναι μία μη μηδενική σταθερά, το ψ είναι ο σύμμορφος παράγοντας του CKV ξµ, που ικανοποιεί τη
συνθήκη ψ;µν = pψhµν . Η χρονική συνάρτηση λ (t), δίνεται μέσω της λύσης της δ.ε. λ̈ (t) + εpλ (t) = 0, όπου
με την τελεία συμβολίζουμε τη χρονική παράγωγο. Το Hi

αποτελεί, είτε KV , είτε HV της n− 1 μετρικής hµν .

Σύμφωνα με αυτήν την πρόταση, μέσω, ενός proper CKV της n-1 μετρικής hµν κατασκευάζονται δύο proper
CKVs για την n μετρική gij . Τα σύμμορφα βαθμωτά διανύσματα Killing της (n−1) μετρικής ικανοποιούν τη σχέση

ψ;µν = pψhµν . Στην ειδική περίπτωση που το βαθμωτό πεδίο του Ricci της (n − 1) μετρικής είναι σταθερό, τότε

αυτό δίνεται από τη σχέση:

R = p (n− 1) (n− 2) , n ≥ 3

Ισχύει η παρακάτω πρόταση

Πρόταση 3.3.2 Ο χώρος με μετρική gµν είναι σύμμορφα επίπεδος, αν και μόνο αν ο (n− 1) χώρος με μετρική
hij αποτελεί χώρο σταθερής καμπλυλότητας.

Απόδειξη.

Ευθύ

Χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι η ανάλυση του τανυστή καμπυλότητας, βλέπε [3], είναι

Rabcd = Cabcd +
2

n− 2

(
gc[aRb]d + gd[bRa]c

)
− R

(n− 1)(n− 2)
gabcd, (3.3)

όπου gabcd = gacgbd − gadgbc, ενώ η διάσταση του χώρου είναι n > 4. Επιπλέον, για κάθε 1 + (n− 1) διασπώμενο

χώρο ισχύει ότι [3],

n

Rabcd = δαa δ
β
b δ

γ
c δ
σ
d

n−1

R αβγσ;
n

Rab = δαa δ
β
b

n−1

R αβ ;
n

R =
n−1

R . (3.4)

Επομένως,

n = 5

Υποθέτοντας ότι η μετρική gab είναι σύμμορφα επίπεδη, τότε Cabcd = 0. Αντικαθιστώντας

n

Rabcd,
n

Rab,
n

R στη

σχέση (3.3) και χρησιμοποιώντας τη συνθήκη Cabcd = 0 έχουμε ότι:

n−1

R αβγδ =
2

n− 2

(
gγ[α

n−1

Rβ]δ + gδ[β
n−1

Rα]γ

)
−

n−1

R

(n− 1)(n− 2)
gαβγδ, (3.5)

όπου gαβγσ = gαγgβσ − gασgβγ . Από την εξίσωση (3.3), καταλήγουμε ότι

n−1

C αβγδ= 0 (γιατί n − 1 > 4) και

επομένως ο n− 1 χώρος είναι σύμμορφα επίπεδος. Η συστολή με gαγ δίνει:

n−1

R αβ =

n−1

R

n− 1
gαβ . (3.6)

Επομένως, ο (n− 1) χώρος αποτελεί και αυτός χώρο Einstein. Ακολουθώντας τον Eisenhart, [30], καταλήγουμε
στο συμπέρασμα ότι ο n − 1 χώρος, είναι χώρος σταθερής καμπυλότητας. Για τον υπολογισμό της σταθεράς p,
αντικαθιστώντας τη σχέση (3.6) στην εξίσωση (3.3), έχουμε ότι:

n−1

R αβγσ =

n−1

R

(n− 1)(n− 2)
gαβγσ. (3.7)

2
Οι ελληνικοί δείκτες εκτείνονται από 1 έως n και οι λατινικοί από 0 έως n
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Ο χώρος διάστασης n, είναι σύμμορφα επίπεδος και επιδέχεται CKVs. Σύμφωνα με την πρόταση 3.3.1, τα CKVs
προσδιορίζονται μέσω των gradient CKVs του (n− 1) χώρου μέσω της σχέσης ψ;µν = pψhµν . Η ταυτότητα του

Ricci για τα gradient CKVs ψ,µ δίνει:

ψ|µνσ − ψ|µσν =
n−1

R σνµδψ
,δ. (3.8)

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (3.7) και ψ;µν = pψhµν , στην εξίσωση (3.8) παρατηρούμε ότι: n−1

R

(n− 1)(n− 2)
+ p

 gαβγδψ,δ = 0. (3.9)

Απο αυτήν έχουμε:

n−1

R = −p(n− 1)(n− 2), (3.10)

και

p = −
n−1

R

(n− 1)(n− 2)
.

n = 4
Σε αυτή τν περίπτωση, μέσω της σχέσης (3.3) η εξίσωση (3.5) γράφεται:

3

Rαβγδ =

(
gγ[α

3

Rβ]δ + gδ[β
3

Rα]γ

)
−

3

R

6
gαβγδ, (3.11)

όπου οι ελληνικοί δείκτες, παίρνουν τις τιμές 1,2,3. Η συστολή με gαγ δίνει:

3

Rβδ =

3

R

3
gβδ. (3.12)

Αυτή, υποδηλώνει ότι η τρισδιάστατη μετρική, είναι μετρική ενός χώρου Einstein. Για να αποδείξουμε ότι ο

τριδιάστατος χώρος Einstein, αποτελεί χώρο σταθερής καμπυλότητας

3

R = const πρέπει πρώτα να αποδείξουμε ότι

είναι σύμμορφα επίπεδος. Αυτό γίνεται με τη χρήση του τανυστή Cotton-York, βλέπε [30]. Αρκεί να δείξουμε ότι

εάν Cαβ = 0 τότε ο χώρος είναι σύμμορφα επίπεδος. Ισχύει ότι:

Cαβ = 2εαγδ
(

3

Rβγ −
1

4
gβγ

3

R

)
;δ

.

Αντικαθιστώντας το

3

Rβδ μέσω της σχέσης (3.12) βρίσκουμε ότι:

Cαβ =
1

6
εαγδgβγ

3

R;δ. (3.13)

Στη συνέχεια, αντικαθιστούμε το

3

Rβδ από τη σχέση (3.12) στην (3.11) και βρίσκουμε ότι:

3

Rαβγδ =

(
gγ[α

3

Rβ]δ + gδ[β
3

Rα]γ

)
−

3

R

6
gαβγδ =

3

R

6
gαβγδ. (3.14)

Η ταυτότητα του Ricci για βαθμωτά CKVs ψ,µ δίνει:

ψ|µνσ − ψ|µσν =
3

Rσνµδψ
,δ = −

3

R

6
gµνσδψ

,δ. (3.15)
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Χρησιμοποιώντας τη σχέση (3.7) και ψ;µν = pψhµν από την εξίσωση (3.8) έχουμε ότι: 3

R

6
+ p

 gαβγσψ,δ = 0, (3.16)

από την οποία συνεπάγεται ότι

3

R;δ = 0. Επομένως Cαβ = 0.
n = 3
Σε αυτήν την περίπτωση, έχουμε ότι ο χώρος 3−1 = 2 είναι σύμμορφα επίπεδος, επομένως, επιδέχεται gradient

CKVs. Αυτό συνεπάγεται ότι η καμπυλότητα είναι σταθερή. ΄Αρα ο χώρος είναι χώρος σταθερής καμπυλότητας.

Αντίστροφο:

΄Εστω ότι ο (n− 1) υπό-χώρος του διασπάσιμου 1 + (n− 1) χώρου ο οποίος δίνεται μέσω της (3.2), αποτελεί

χώρο σταθερής καμπυλότητας. Αυτό συνεπάγεται ότι ο χώρος είναι σύμμορφα επίπεδος και μέσω των σχέσεων

(3.3),(3.4), προκύπτει ότι ο 1 + (n − 1) χώρος είναι σύμμορφα επίπεδος, γεγονός που ολοκληρώνει την απόδειξη

της Πρότασης 3.3.2.

Πρόταση 3.3.3 Η μετρική ενός χώρου σταθερής καμπυλότητας διάστασης n, επιδέχεται n+1 Killing βαθμωτά
διανυσματικά πεδία.

Σύμφωνα με την παραπάνω Πρόταση, μία διασπώμενη 1 + (n− 1), μετρική μπορεί να ταξινομείται σε δύο περι-

πτώσεις, ανάλογα με τα σύμμορφα διανυσματικά πεδία Killing που επιδέχεται. Επομένως, έχουμε:

1. Ο 1 + (n− 1) χώρος είναι σύμμορφα επίπεδος. Τότε η (n− 1) μετρική δεν είναι σύμμορφα επίπεδη και η

1 + (n− 1) μετρική επιδέχεται
(n+1)(n+2)

2 CKVs.

2. Ο 1 + (n− 1) χώρος, δεν είναι σύμμορφα επίπεδος. Τότε ο (n− 1) χώρος, δεν αποτελεί χώρο σταθερής

καμυπλότητας.

Για έναν χώρο ο οποίος είναι σύμμορφα συσχετισμένος με έναν 1+(n− 1) διασπάσιμο χώρο, η διαδικασία εύρε-

σης των CKVs παραμένει η ίδια και στις δύο περιπτώσεις, καθώς, ισχύει ότι όλοι οι σύμμορφοι χώροι, επιδέχονται

την ίδια σύμμορφη άλγεβρα.

Καταλήγουμε ότι, η παράμετρος σύμφωνα με την οποία κατηγοριοποιούνται οι 1+(n− 1) χώροι που επιδέχονται

σύμμορφα διανυσματικά πεδία Killing είναι η σταθερότητα, ή μη, της καμπυλότητας του Ricci, του n − 1 χώρου.

Μέσω αυτού, αλλά και των παραπάνω προτάσεων είμαστε σε θέση να προσδιορίσουμε όλους τους χώρους, τύπου

Bianchi I, οι οποίοι επιδέχονται σύμμορφα διανυσματικά πεδία Killing.

3.3.1 Σύμμορφα διανύσματα Killing για τους χώρους τύπου Bianchi I

Στη μετρική ενός χωρόχρονου, τύπου Bianchi I, πραγματοποιούμε τον μετασχηματισμό dt = C (τ) dτ και τότε η

μετρική γράφεται:

ds2 = C2 (τ)
(
dz2 + ds2

(3)

)
, (3.17)

όπου ds2
(3) είναι η τρισδιάστατη μετρική του υπό-χώρου, η οποία δίνεται από τη σχέση:

ds2
(3) = −dτ2 +B2

1(τ)dy2 +A2
1(τ)dx2, (3.18)

με A2
1 (τ) = A2(τ)

C2(τ) , B
2
1 (τ) = B2(τ)

C2(τ) . Πραγματοποιώντας έναν δεύτερο μετασχηματισμό, dτ = B2
1 (τ̄) dτ̄ και

Γ2 (τ̄) =
A2

1(τ̄)

B2
1(τ̄)

, η τρισδιάστατη μετρική (3.18), γίνεται:

ds2
(3) = B2

1(τ̄)ds2
1+2, (3.19)

όπου

ds2
1+2 = dy2 + ds2

(2), (3.20)

και

ds2
(2) = −dτ̄2 + Γ2(τ̄)dx2. (3.21)

27



Η δισδιάστατη μετρική (3.21) είναι σύμμορφα επίπεδη
3
. Πράγματι, σύμφωνα με τον μετασχηματισμό dτ̄ = Γ (τ̂) dτ̂ ,

η μετρική ds2
(2) παίρνει τη μορφή

ds2
(2) = Γ2(τ̂)(−dτ̂2 + dx2). (3.22)

Δηλαδή, η δισδιάστατη μετρική ηAB = diag (−1, 1), επιδέχεται τρία KVs.

Pτ̂ = ∂τ̂ Px = ∂x r = x∂τ̂ + τ̂ ∂x, (3.23)

και ένα gradient HV
H = τ̂ ∂τ̂ + x∂x , ψH = 1. (3.24)

Το βαθμωτό πεδίο του Ricci R(2), της δισδιάστατης μετρικής της σχέσης (3.21) είναι:

R(2) = 2
Γ,τ̄ τ̄

Γ
. (3.25)

Σύμφωνα με την Πρόταση 3.3.2, η ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η διασπώμενη μετρική (1 + 2) -που δίνεται

από τη σχέση (3.20) - και συνεπώς η τρισδιάστατη μετρική ds2
3 να είναι σύμμορφα επίπεδες, είναι, η δισδιάστατη

μετρική της σχέσης (3.22), να αποτελεί τη μετρική ενός χώρου σταθερής καμπυλότητας. Θέτοντας, R(2) = const. =
2c, παίρνουμε ότι Γ,τ̄ τ̄ = cΓ.

Στην περίπτωση που η μετρική ds2
3, είναι μία μετρική χώρου σταθερής καμπυλότητας τότε το αντίστροφο της

Πρότασης 3.3.2, δίνει ότι η μετρική ds2
1+3, είναι σύμμορφα επίπεδη. Αυτό συνεπάγεται ότι το ίδιο ισχύει και για τη

μετρική ds2
.

Καταλήγουμε στο συμπέρασμα, ότι τα Bianchi I μοντέλα που επιδέχονται CKVs ταξινομούνται σε δύο κατηγο-

ρίες

Κατηγορία Α: Συμπεριλαμβάνει όλους τους χωρόχρονους τύπου Bianchi I, οι οποίοι είναι σύμμορφα επίπεδοι.

Σε αυτήν την περίπτωση, σύμφωνα με την Πρόταση 3.3.2 ισχύει ότι η τρισδιάστατη μετρική ds2
(3), είναι μετρική

χώρου σταθερής καμπυλότητας και οι συναρτήσεις A1(τ), B1(τ) είναι κανονικοποιημένες.

Κατηγορία Β: Συμπεριλαμβάνει όλους τους χώρους τύπου Bianchi I, οι οποίοι δεν είναι σύμμορφα επίπεδοι,

επομένως και η διασπώμενη μετρική, δεν είναι σύμμορφα επίπεδη. Σύμφωνα με το αντίστροφο της Πρότασης 3.3.2,

η τρισδιάστατη μετρική ds2
(3), δεν αποτελεί μετρική χώρου σταθερής καμπυλότητας.

Αυτή η κατηγορία χωρίζεται σε δύο υποκατηγορίες.

Υποκατηγορία Β1: Η μετρική ds2
(3), δεν είναι σύμμορφα επίπεδη. Τότε το βαθμωτό πεδίο του Ricci της δισδιά-

στατης μετρικής δεν είναι σταθερό R(2) 6= const.
Υποκατηγορία Β2: Η τρισδιάστατη μετρική ds2

(3), είναι σύμμορφα επίπεδη. Τότε σύμφωνα με την Πρόταση

3.3.2, η δισδιάστατη μετρική ds2
(2), αποτελεί μετρική χώρου σταθερής καμπυλότητας και επομένως, R(2) = const.

Στη συνέχεια προσδιορίζουμε τις μετρικές τύπου Bianchi I, καθώς και τα CKVs που αντιστοιχούν σε αυτές.

Οι περιπτώσεις στις οποίες ισχύει ότι A1 = B1 ⇔ Γ = const., οδηγούν σε τοπικά περιστρεφόμενους χωροχρόνους

(LRS), τα CKVs των οποίων δίνονται στο [17].

Κατηγορία Α: Οι σύμμορφα επίπεδοι χωρόχρονοι τύπου Bianchi I

Για τη μετρική της σχέσης (3.17), απαιτούμε να μηδενίζεται ο τανυστής του Weyl. Τότε, οι συναρτήσεις A1, B1

ικανοποιούν τις ακόλουθες συνθήκες.

A1B̈1 +B1Ä1 − 2Ȧ1Ḃ1 = 0 (3.26)

A1B̈1 − 2B1Ä1 + Ȧ1Ḃ1 = 0 (3.27)

Ä1B1 − 2A1B̈1 + Ȧ1Ḃ1 = 0, (3.28)

όπου η τελεία συμβολίζει την παραγώγιση ως προς τη συντεταγμένη τ . Παρατηρούμε ότι δύο εκ των τριών

εξισώσεων είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους.

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (3.26)-(3.28) προκύπτει ότι η τριδιάστατη μετρική της σχέσης (3.18) είναι μετρική

χώρου σταθερής καμπυλότητας, με R(3) = 6εa2
, όπου ε = ±1 και a 6= 0, κάποια σταθερά. Υπάρχουν μόνο δύο

τέτοιοι χωρόχρονοι. Ο χωρόχρονος RT και ο χωρόχρονος ART, βλέπε [18,19] οι οποίοι σε ισόχρονες συντεταγμένες

είναι αντίστοιχα:

ds2
RT = −dt2 + sin2(t/a)dx2 + cos2(t/a)dy2 + dz2, (3.29)

3
Κάθε δισδιάστατη μετρική είναι σύμμορφα επίπεδη.
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ds2
ART = −dt2 + sinh2(t/a)dx2 + cosh2(t/a)dy2 + dz2. (3.30)

Αυτές, αποτελούν (1+3) διασπώμενες μετρικές, των οποίων η τρισδιάστατη μετρική, είναι σταθερής καμπυλότητας.

Οι χώροι αυτοί, επιδέχονται σύμμορφη άλγεβρα 15 διαστάσεων και Killing άλγεβρα 7 διαστάσεων, βλέπε [17].

Αυτές δίνονται στους πίνακες της ενότητας 3.3.2.

Κατηγορία Β: Οι μη σύμμορφα επίπεδοι χωρόχρονοι τύπου Bianchi I.

Σε αυτήν την κατηγορία διακρίνουμε δύο περιπτώσεις ανάλογα με τη σταθερότητα ή μη του βαθμωτού πεδίου Ricci
της δισδιάστατης μετρικής, που δίνεται από τη σχέση (3.22). Δηλαδή, όταν R(2) = const ή όταν R(2) 6= const.
Υποκατηγοριά B.I R(2) 6= const.
Σε αυτήν την περίπτωση, ενδιαφερόμαστε μόνο για τα KVs και το HV της μετρικής ds2

(2), αφού εάν υπήρχε

κάποιο proper CKV, το οποίο θα ικανοποιούσε τη συνθήκη (3.2), της Πρότασης 3.3.1, τότε ο χώρος θα αποτελούσε

χώρο σταθερής καμπυλότητας. Από όλα τα ῝Κ῞ς, που επιδέχεται η μετρική dŝ2
(2) = (−dτ̂2 + dx2), ικανοποιούν

τη συνθήκη, μόνο εκείνα που δεν περιέχουν όρους f(τ̂)g(x)∂τ̂ , με f(τ̂) 6= τ̂ . Γνωρίζουμε ότι κάθε δισδιάστατη

μετρική dŝ2
(2), επιδέχεται απεριόριστο αριθμό από CKVs. Ωστόσο, τα διανυσματικά πεδία, τα οποία δεν περιέχουν

όρους f(τ̂)g(x)∂τ̂ , με f(τ̂) 6= τ̂ , είναι τα διανυσματικά πεδία Pτ̂ και τοH.

Ο σύμμορφος παράγοντας του διανυσματικού πεδίου Pτ̂ , της μετρικής ds2
(2), είναι:

ψ(Pτ̂ ) = Γ,τ̄ .

Κάτω από την απαίτηση ψ(Pτ̂ ) = 0 (για τα KVs), έχουμε ότι A2
1 = B2

1 . Δηλαδή, παίρνουμε την περίπτωση

των LRS χωρόχρονων την οποία και αγνοούμε. Εάν απαιτήσουμε ψ(Pτ̂ ) = const, τότε συνεπάγεται ότι Γ,τ̄ τ̄ = 0.
Μέσω της σχέσης (3.25), καταλήγουμε ότι R(2) = 0, ωστόσο αυτό αντιβαίνει στην αρχική μας υπόθεση. Επομένως

το Pτ̂ απορρίπτεται.

Ο σύμμορφος παράγοντας του H , είναι:

ψ(H) = Γ,τ̄

∫
dτ̄

Γ
+ 1. (3.31)

Η απαίτηση ώστε αυτό να αποτελεί διάνυσμα Killing, της δισδιάστατης μετρικής ds2
(2), δίνει τ̂Γ,τ̂ + Γ = 0. ΄Αρα,

Γ (τ̂) = Γ0

τ̂ και επομένως, R(2) = const., που επίσης, είναι άτοπο. Τελικά, η απαίτηση ώστε το διάνυσμα H να είναι

ταυτόχρονα HV, με σύμμορφο α2(6= 0), δίνει:
Γ = c1τ̂

α2−1, (3.32)

όπου c1 = const. Αυτό γίνεται αποδεκτό, μόνο στην περίπτωση που α2 6= 1 4 και σύμφωνα με την Πρόταση 3.3.1,

παράγει το ακόλουθο HV, της (1+2) μετρικής (3.20):

H1 = α2y∂y + τ̂ ∂τ̂ + x∂x, (3.33)

με σύμμορφο παράγοντα:

ψ(H1) = α2. (3.34)

Αυτό το διάνυσμα, είναι ένα non-gradient CKV της μετρικής (3.19). Ο σύμμορφος παράγοντας του οποίου

δίνεται από τη σχέση:

ψ̄(H1) = τ̂(lnA1),τ̂ + α2. (3.35)

Ενδιαφερόμαστε για τα KVs και τα HVs 5 και επομένως μελετάμε την πιθανότητα το CKV, να απλοποιείται σε

κάποιο KV ή HV.

Εάν το H1 είναι διάνυσμα Killing, τότε ψ̄(H1) = 0 και επομένως A1 = c2τ̂
−α2 . Από τις σχέσεις (3.22) και

(3.32) προκύπτει ότι B1 = c1c2
τ̂ . Αυτή συνεπάγεται ότι, τ̂ = c3e

τ/c
, όπου c = c1c2.

Τελικά, παίρνουμε το παρακάτω διάνυσμα Killing:

XB1
= α2y∂y + c∂τ + x∂x (3.36)

4
Τότε αποφεύγουμε την LRS περίπτωση
5
΄Οπως δείχνουμε στην ενότητα 3.3.2, τα gradient CKVs της μορφής λ(ξ)|αβ = pλ(ξ)gαβ υποδηλώνουν ότι η τριδιάστατη μετρική

(3.19), είναι μετρική χώρου σταθερής καμπυλότητας
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για την τρισδιάστατη μετρική:

ds2
(3) = −dτ2 + c22c

−2α2
3 e−2α2τ/cdy2 +

(
c

c3

)2

e−2τ/cdx2. (3.37)

Σύμφωνα με την Πρόταση 3.3.1 το διάνυσμα αυτό, είναι επίσης, διανύσμα Killing της μετρικής ds2
1+3 = dz2 +ds2

(3).

Ως εκ τούτου, αποτελεί proper CKV της μετρικής (3.17), με σύμμορφο παράγοντα
6

ψ(XB1
) = c(C (t)),t. (3.38)

Η μετρική ds2
της σχέσης (3.17), περιγράφει μια οικογένεια μετρικών τύπου Bianchi I, οι οποίες είναι παραμετρο-

ποιημένες ως προς τη συνάρτηση C(t).
΄Οταν το H1, γίνεται HV, τότε η εξίσωση (3.35), δίνει

τ̂(lnA1),τ̂ + α2 = α3 ⇔ A1 = c2τ̂
α3−α2 , (3.39)

και

B1 = c1c2τ̂
α3−1, (3.40)

όπου α3 = const.. Επομένως,

τ̂ =

(
α3

c1c2

)1/α3

τ1/α3 , (3.41)

και καταλήγουμε στο CKV:

XB1
= α2y∂y + α3τ∂τ + x∂x + α3z∂z, (3.42)

της Bianchi I μετρικής:

ds2 = C2(τ)

dz2 − dτ2 + c22

(
α3

c1c2

)2
(α3−α2)

α3

τ2
(α3−α2)

α3 dy2 + c21c
2
2

(
α3

c1c2

)2
(α3−1)
α3

τ2
(α3−1)
α3 dx2

 , (3.43)

με σύμμορφο παράγοντα:

ψ(XB2
) = α3 [1 + τ(ln |C|),τ ] . (3.44)

Υποκατηγορία B.II: R(2) = const
Τότε, διακρίνουμε τις υπό-περιπτώσεις R(2) = 0 και R(2) 6= 0.
΄Οταν R(2) = 0, από την εξίσωση (3.25), έχουμε ότι:

Γ = b0τ̄ ⇔ B1 = b0τ̄A1. (3.45)

Η εξίσωση (3.45), συνεπάγεται ότι η τρισδιάστατη μετρική της σχέσης (3.20)
7
, έχει τη μορφή

ds2
1+2 = dy2 − dτ̄2 + τ̄2dx2. (3.46)

Τα CKVs της τρισδιάστατης επίπεδης μετρικής ds2 = −dt̃2 + dx̃2 + dỹ2
έχουν βρεθεί, [26]. Πραγματοποιώντας

τον μετασχηματισμό (t̃ = τ̄ coshx, x̃ = τ̄ sinhx, ỹ = y), προκύπτει η τριδιάστατη μετρική της σχέσης (3.46). Αυτή

έχει την ακόλουθη σύμμορφη άλγεβρα Killing (αγνοούμε τα KVs ∂x, ∂y; i = 1, 2, 3, 4· α = 1, 2, 3):

- Τέσσερα KVs

X1 = coshx∂τ̄ −
sinhx

τ̄
∂x

X2 = sinhx∂τ̄ −
coshx

τ̄
∂x

X3 = y sinhx∂τ̄ − y
coshx

τ̄
∂x + τ̄ sinhx∂y

6
΄Εχουμε ότι ∂τ = A1∂t)
7
Αγνοούμε τον ολοκληρωτικό παράγοντα b0
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X4 = y coshx∂τ̄ − y
sinhx

τ̄
∂x + τ̄ coshx∂y,

- ένα gradient HV
X7 = τ̄ ∂τ̄ + y∂y , ψ(X7) = 1, (3.47)

- τρία special CKVs

X8 = (y2 + τ̄2) coshx∂τ̄ +
τ̄2 − y2

τ̄
sinhx∂x + 2yτ̄ coshx∂y

X9 = (y2 + τ̄2) sinhx∂τ̄ +
τ̄2 − y2

τ̄
coshx∂x + 2yτ̄ sinhx∂y

X10 = 2τ̄ y∂τ̄ + (y2 + τ̄2)∂y,

με τους αντίστοιχους σύμμορφους παράγοντες:

ψ (X8) = 2τ̄ coshx , ψ (X9) = 2τ̄ sinhx , ψ (X10) = 2y. (3.48)

Αυτά τα διανυσματικά πεδία, αποτελούν ταυτόχρονα CKVs τη μετρικής (3.19), αλλά με διαφορετικούς σύμμορ-

φους παράγοντες:

ψ′(XA) = XA(lnA1) + ψ(XA), (3.49)

όπου A = 1, 2, ..., 10.
Τα διανύσματα XA, που ικανοποιούν τη σχέση ψ′(XA) = const., είναι τα KVs και το HV, τα οποία δεν περιέχουν

όρους της μορφής f(τ̄)g(x)∂τ̄ . Η μοναδική τέτοια περίπτωση είναι αυτή του HV X7.

Στην περίπτωση που το X7 είναι KV της μετρικής (3.19), συνεπάγεται ότι B1 = const. και επομένως την

αγνοούμε. Θέτουμε ψ′(XA) = α4 και παρατηρούμε ότι το διάνυσμα X7, γράφεται X7 = α4τ∂τ +y∂y. Το διάνυσμα

αυτό, είναι το HV της τρισδιάστατης μετρικής:

ds2 = −dτ2 + b21

(
α4

b1

)2
α4−1
α4

τ2
α4−1
α4 dy2 + α2

4τ
2dx2

(3.50)

,με σύμμορφο παράγοντα α4. Το διάνυσμα αυτό, αποτελεί το HV της 1+3 μετρικής ds2
1+3 = dz2 +ds2

(3) και δίνεται

από τη σχέση:

XB3 = α4τ∂τ + y∂y + α4z∂z. (3.51)

Η Bianchi I μετρική της σχέσης (3.50) και το CKV (3.51) προέρχονται από τη μετρική της σχέσης (3.43) και του

CKV που δίνεται από την εξίσωση (3.42), θέτοντας a1 = 0 και μεταθέτοντας τις συντεταγμένες x, y. Συνεπώς, δεν

αποτελεί νέα περίπτωση.

Ακολουθώντας την ίδια μεθοδολογία, για την περίπτωση κατά την οποία R(2) 6= 0, προκύπτει ότι δεν υπάρχουν

άλλες μετρικές τύπου Bianchi I, που επιδέχονται CKVs.
Επομένως, όσον αφορά την υποκατηγορία B.II καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι υπάρχουν δύο οικογένειες

μετρικών ανάλογα με τη συνάρτηση C(τ). Κάθε μία από αυτές επιδέχεται ένα proper CKV. Οι περιπτώσεις αυτές

είναι:

Μετρική Β1 με (α1 6= 0, 1 , c 6= 0)

ds2 = C2(τ)
[
−dτ2 + e−

2
c τdx2 + e−

2α1
c τdy2 + dz2

]
. (3.52)

Αυτή επιδέχεται το CKV
XB1 = c∂τ + x∂x + α1y∂y, (3.53)

με σύμμορφο παράγοντα ψ(XB1), που ικανοποιεί την εξίσωση

ψ(XB1
) = c (ln |C|),τ . (3.54)

Μετρική Β2 ,ε (α2 6= 0, 1) και (α1 6= α2)

ds2 = C2(τ)
[
−dτ2 + τ2

α2−1
α2 dx2 + τ2

α2−α1
α2 dy2 + dz2

]
. (3.55)
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Αυτή επιδέχεται το CKV
XB2

= α2τ∂τ + α1y∂y + x∂x + α2z∂z, (3.56)

με τον σύμμορφο παράγοντα ψ(XB2), ο οποίος ικανοποιεί την εξίσωση

ψ(XB2) = α2 [1 + τ(ln |C|),τ ] . (3.57)

Παρατηρούμε ότι το CKV XB1
, της μετρικής Β1 μετατρέπεται σε HV, όταν (ln |C|),τ = ψ0, δηλαδή όταν

C (τ) = eψ0τ . Σε αυτήν την περίπτωση, η μετρική της σχέσης (3.52) γράφεται (γιατί eψ0τ = t)

ds2 = −dt2 + t−
2
cψ0 dx2 + t−

2a1
cψ0 dy2 + t2dz, (3.58)

όπου θέσαμε eψ0τ = t. Ακόμα, η μετρική B2 επιδέχεται ένα HV, όταν C (τ) = τψ0−1
. Τότε η μετρική (3.55)

παίρνει τη μορφή:

ds2 = −dt2 + t2
α2−1
ψ0α2 dx2 + t2

α2−α1
ψ0α2 dy2 + t2

(ψ0−1)
ψ0 dz2. (3.59)

Συμπερασματικά, από τις μετρικές (3.58) και (3.59) προκύπτει ότι οι μετρικές τύπου Bianchi I της σχέσης (3.1),

που επιδέχονται ένα proper HV είναι εκείνες, των οποίων οι συνιστώσες ακολουθούν κατανομή νόμου δύναμης.

3.3.2 Η σύμμορφη άλγεβρα των RT και ART μετρικών

Τα οκτώ proper CKVs της RT μετρικής είναι:

X(k)µ = a2Ak,µ , X(k)z = −a2Ak,z (3.60)

X(k+4)µ = a2Bk,µ , X(k+4)z = −a2Bk,z, (3.61)

όπου µ = t, x, y, με τους αντίστοιχους σύμμορφους παράγοντες:

ψXk = Ak , ψXk+4
= Bk. (3.62)

Τα πεδία Ak, Bk, δίνονται μέσω των σχέσεων:

Ak = cos(
τ

a
)
{

cosh(
y

a
)
[
sin(

z

a
), cos(

z

a
)
]
, sinh(

y

a
)
[
sin(

z

a
), cos(

z

a
)
]}

(3.63)

Bk = sin(
τ

a
)
{

cosh(
x

a
)
[
sin(

z

a
), cos(

z

a
)
]
, sinh(

x

a
)
[
sin(

z

a
), cos(

z

a
)
]}

. (3.64)

Αντίστοιχα, τα οκτώ CKVs της ART μετρικής είναι

Y(k)µ = −a2Āk,µ , Y(k)z = a2Āk,z (3.65)

Y(k+4)µ = −a2B̄k,µ , Y(k+4)z = a2B̄k,z, (3.66)

όπου µ = t, x, y. με τους αντίστοιχους σύμμορφους παράγοντες:

ψYk = Ak , ψYk+4
= Bk. (3.67)

Τα πεδία Āk, B̄k, είναι

Āk = cosh(
τ

a
)
{

cos(
y

a
)
[
sinh(

z

a
), cosh(

z

a
)
]
, sin(

y

a
)
[
sinh(

z

a
), cosh(

z

a
)
]}

(3.68)

B̄k = sinh(
τ

a
)
{

cos(
x

a
)
[
sinh(

z

a
), cosh(

z

a
)
]
, sin(

x

a
)
[
sinh(

z

a
), cosh(

z

a
)
]}

. (3.69)

Στους πίνακες 3.2 και 3.3 δίνουμε τη μορφή των CKVs, της RT και της ART μετρικής αντιστοίχως.

Επιπλέον, η RT μετρική (3.29), επιδέχεται μία Killing άλγεβρα επτά διαστάσεων. Τα τρία από αυτά είναι τα

KVs {∂x, ∂y, ∂z}, ενώ τα υπόλοιπα είναι:

ξ4,RT = sinh(
y

a
) cosh(

x

a
)∂τ − cot(

τ

a
) sinh(

y

a
) cosh(

x

a
)∂x + tan(

τ

a
) sinh(

y

a
) cosh(

x

a
)∂y
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ξ5,RT = sinh(
y

a
) sinh(

x

a
)∂τ − cot(

τ

a
) sinh(

y

a
) sinh(

x

a
)∂x + tan(

τ

a
) sinh(

y

a
) sinh(

x

a
)∂y

ξ6,RT = cosh(
y

a
) cosh(

x

a
)∂τ − cot(

τ

a
) cosh(

y

a
) cosh(

x

a
)∂x + tan(

τ

a
) cosh(

y

a
) cosh(

x

a
)∂y

ξ7,RT = cosh(
y

a
) sinh(

x

a
)∂τ − cot(

τ

a
) cosh(

y

a
) sinh(

x

a
)∂x + tan(

τ

a
) cosh(

y

a
) sinh(

x

a
)∂y

Ομοίως, για την ART μετρική της σχέσης (3.30), τα εναπομείναντα KVs είναι τα ακόλουθα:

ξ4,ART = sin(
y

a
) cosh(

x

a
)∂τ − coth(

τ

a
) sin(

y

a
) sinh(

x

a
)∂x + tanh(

τ

a
) cos(

y

a
) cosh(

x

a
)∂y

ξ5,ART = sin(
y

a
) sinh(

x

a
)∂τ − coth(

τ

a
) sin(

y

a
) cosh(

x

a
)∂x + tanh(

τ

a
) cos(

y

a
) sinh(

x

a
)∂y

ξ6,ART = cos(
y

a
) cosh(

x

a
)∂τ − coth(

τ

a
) cos(

y

a
) sinh(

x

a
)∂x − tanh(

τ

a
) sin(

y

a
) cosh(

x

a
)∂y

ξ7,ART = cos(
y

a
) sinh(

x

a
)∂τ − coth(

τ

a
) cos(

y

a
) cosh(

x

a
)∂x − tanh(

τ

a
) sin(

y

a
) sinh(

x

a
)∂y
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Πίνακας 3.2: Proper CKVs of the RT spacetime (3.29)
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Πίνακας 3.3: Τα proper CKVs, της ART μετρικής (3.30)
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Κεφάλαιο 4

Συμμετρίες στην εφαπτόμενη

πολλαπλότητα

Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο, μελετάμε τις δυναμικές συμμετρίες, όπου οι συνιστώσες του γεννήτορα της συμμετρίας

έχουν εξάρτηση από την ταχύτητα, στον εφαπτόμενο χώρο μέσω μονοπαραμετρικών μετασχηματισμων. Ορίζουμε

τη συνθήκη ύπαρξης δυναμικής συμμετρίας και στη συνέχεια, για κάποιες κατηγορίες προβλημάτων εκφράζουμε τη

συνθήκη ύπαρξης δυναμικής συμμετρίας στη μη ολόνομη βάση του εφαπτόμενου χώρου με ένα σύστημα διαφορικών

εξισώσεων η επίλυση του οποίου δίνει την μορφή των γεννητόρων της δυναμικής συμμετρίας.

Στην περίπτωση των σημειακών συμμετριών Lie όπου δεν υπάρχει εξάρτηση από την ταχύτητα ο γεννήτορας

της συμμετρίας δρα στο θεσεογραφικό χώρο και το σύνολο των συμμετριών σχηματίζουν μια κλειστή άλγεβρα Lie.
Στη συνέχεια, μελετάμε τις γενικευμένες συμμετρίες Noether και τις συμμετρίες Cartan και, εκτός των άλλων,

δείχνουμε ότι στην περίπτωση ολόνομων διατηρητικών συστημάτων, τα δύο είδη συμμετρίας ταυτίζονται.

4.1 Δυναμικές συμμετρίες μέσω τυπικού φορμαλισμού

΄Εστω οι συναρτήσεις x, y, y′, . . . , y(p)
οι οποίες καθορίζουν ένα σύστημα συντεταγμένων στη δέσμη Bp. Οι

δυναμικές συμμετρίες είναι μονοπαραμετρικοί μετασχηματισμοί στο χώρο της δέσμης BP , της μορφής:

x = x(x, y, y′, . . . , y(p), ε), . . . , yp = yp(x, y, y′, . . . , y(p), ε), (4.1)

όπου ε η απειροελάχιστη παράμετρος (infinitesimal parameter). Οι νέες συντεταγμένες x, y, . . . , y
p
, είναι αυθαί-

ρετες λείες συναρτήσεις (smooth functions) του ορίσματος τους, περιορισμένες από τις εφαπτομενικές συνθήκες

(tangency conditions): :

y
(i)

=
dy

(i−1)

dx
(i−1)

, με i = 1, 2, . . . , p. (4.2)

Κάθε συνάρτηση ȳ(i)
αποτελεί συνάρτηση των x, y, y′, . . . , yp, επομένως αυτές οι συνθήκες παρουσιάζουν μία

ανακολουθία διότι η συνάρτηση ȳ(i)
, θα αποτελεί συνάρτηση των x, y, y′, . . . , y(p), y(p+1)

, αν η y
(i−1)

αποτελεί

συνάρτηση των x, y, y′, . . . , y(p). ΄Ενας τρόπος να παρακάμψουμε αυτήν την ασυνέπεια είναι ο ακόλουθος. ΄Εστω η

συνήθης διαφορική εξίσωση y(p+1) = ω(x, yi, yi′, . . . , yi(p)) της οποίας τη συμπεριφορά επιθυμούμε να μελετήσουμε

κάτω από τη δράση σημειακών μετασχηματισμών σε μία δέσμη, έστω Bq. ΄Ομως, αυτό δεν είναι εφικτό για τυχαίο

q, λόγω της ύπαρξης των εφαπτομενικών συνθηκών. Ωστόσο, κατά την ειδική περίπτωση κατά την οποία q = p
αυτό είναι δυνατό γιατί λόγω αυτών των εφαπτομένων συνθηκών ο όρος y(p+1)

μπορεί να αντικατασταθεί με την

ποσότητα ω(x, yi, yi′, . . . , yi(p)).
Σε αυτή την περίπτωση, οι συνθήκες της σχέσης (4.2) ικανοποιούνται για κάθε i = 1, ..., p και μας επιτρέπουν

να αναζητήσουμε τις Lie συμμετρίες της διαφορικής εξίσωσης κάτω από την επίδραση τέτοιων σημειακών μετα-

σχηματισμών. Αυτοί οι μετασχηματισμοί καλούνται Δυναμικές συμμετρίες (dynamical symmetries) της

δ.ε..
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Στη συνέχεια, εισάγουμε τη μεταβλητή zk που συμβολίζει όλες τις μεταβλητές y, y′, . . . , y(p)
, όπου το k παίρνει

τις τιμές 0, 1, ..., p. Μέσω αυτού του φορμαλισμού έχουμε ότι ω = ω
(
x, zk

)
και τότε η δ.ε. γράφεται στη συμπαγή

μορφή y(p+1) = ω(x, zk). Το διάνυσμα X, ορισμένο στη δέσμη Bp, αποτελεί τον γεννήτορα των σημειακών

μετασχηματισμών σε αυτόν τον χώρο
1
:

X = ξ(x, zl)
∂

∂x
+ η(x, zl)

∂

∂y
+ η1(x, zl)

∂

∂y′
+ ...+ ηp(x, zl)

∂

∂y(p)
, (4.3)

ή σε συμπαγή μορφή

X = ξ(x, zl)
∂

∂x
+ ηk(x, zl)

∂

∂zk
m (4.4)

όπου ο δείκτης l, στο όρισμα των συναρτήσεων ξ, η παίρνει την ίδια τιμή με το k.
Ο γραμμικός τελεστής Γ που σχετίζεται από τη δ.ε. με τη σχέση

Γ =
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
+ y′′

∂

∂y′
+ ...+ y(p−1) ∂

∂y(p−1)
+ ω

∂

∂y(p)
=

∂

∂x
+ ak(x, zk)

∂

∂zk
, (4.5)

όπου ak(x, zk), είναι μία εκ των συναρτήσεων y′, y′′, ..., y(p−1), ω(x, zk) είναι το Euler vector (διαφορετικά Hamil-
ton vector) που έχουμε προαναφέρει. Συνεπώς, για κάθε συνάρτηση f(x, yi, yi′, . . . , yi(p)), ισχύει η ακόλουθη

ταυτότητα:

Γf=

(
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
+ y′′

∂

∂y′
+ ...+ y(p−1) ∂

∂y(p−1)
+ ω

∂

∂y(p)

)
f =

df

dx
+ (ω − y(p+1))

∂

∂y(p)
. (4.6)

Αντικαθιστώντας τη συνάρτηση y(p+1)
μέσω της δ.ε. καταλήγουμε στη σχέση:

Γf=
df

dx
. (4.7)

Ακολουθώντας τον ορισμό για τις Lie συμμετρίες, βλέπε, [35], [184], ορίζουμε τη συμμετρία Lie μίας δ.ε. της

μορφής y(p+1) = ω(x, y, y′, . . . , y(p)), ως τον γεννήτορα της δυναμικής συμμετρίας της σχέσης (4.4) (ή αντίστοιχα

της σχέσης (4.3) ) και ικανοποιεί την ακόλουθη συνθήκη:

[X,Γ] =λ(x, y, y′, . . . , y(p))Γ, (4.8)

με λ
(
x, zk

)
μία συνάρτηση της οποίας η μορφή καθορίζεται πλήρως από την ίδια τη συνθήκη. Η σχέση (4.8) δίνει

(όπως ακριβώς και στην περίπτωση των σημειακών συμμετριών Lie) τις (p+ 1) συνθήκες:

−Γξ = λ (4.9)

ηk = Γηk−1 − y(k)Γξ k = 1, . . . , p (4.10)

Xω − Γηp = −ωΓξ, (4.11)

στις οποίες έχουμε αντικαταστήσει το y(p+1)
, με ω(x, y, y′, . . . , y(p)) χρησιμοποιώντας τη σχέση (4.7) η οποία

ισχύει για κάθε συνάρτηση f(x, zk).

Σύμφωνα με αυτά, στην περίπτωση ενός χώρου Riemann, μετρικής gij διάστασης n και εφαπτόμενης δέσμης

R× TM , στο σύστημα συντεταγμένων (t, qkq̇k) έχουμε:

X = ξ (t, q, q̇)
∂

∂t
+ ηa

∂

∂qa
+X ā ∂

∂q̇a
(4.12)

Γ =
∂

∂t
+ q̇a

∂

∂qa
+ ωa

(
t, qk, q̇k

) ∂

∂q̇a
,

ενώ η συνθήκη για δυναμική συμμετρία [X,Γ] =λ
(
t, qk, q̇k

)
Γ δίνει

−Γξ = λ (4.13)

X ā = Γ (ηa)− q̇aΓξ k = 1, . . . , p (4.14)

Xωa − Γηa = −ωaΓξ (4.15)

1
Δεν αποτελεί την p-οστή επέκταση του διανυσματικού πεδίου στη βασική πολλαπλότητα, αλλά ένα διανυσματικό πεδίο το οποίο

είναι ορισμένο απ΄ ευθείας στη δέσμη Bp!
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Παράδειγμα 4.1.1 Βρείτε τη συνθήκη δυναμικής συμμετρίας, όπως αυτή δίνεται μέσω της εξίσωσης (4.8) για

την περίπτωση της δ.ε. 2ης τάξης (SODE) y′′ = ω(x, y, y′).

Λύση 4.1.2 Η γενική μορφή του διανυσματικού πεδίου X, το οποίο αποτελεί γεννήτορα δυναμικής συμμετρίας
για τη (SODE) είναι:

X = ξ(x, y, y′)
∂

∂x
+ η(x, y, y′)

∂

∂y
+ η1(x, y, y′)

∂

∂y′
,

ενώ ο γραμμικός τελεστής Γ δίνεται από τη σχέση:

Γ =
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
+ ω(x, y, y′)

∂

∂y′
.

΄Εχουμε ότι:

X(Γ) = X(1)
∂

∂x
+ X(y′)

∂

∂y
+ X(ω(x, y, y′))

∂

∂y′

= η1 ∂

∂y
+ (ξω,x +ηω,y +η1ω,y′ )

∂

∂y′

Γ(X) = Γ(ξ)
∂

∂x
+ Γ(η)

∂

∂y
+ Γ(η1)

∂

∂y′
.

Επομένως, η συνθήκη δυναμικής συμμετρίας δίνει:

[X,Γ] = η1 ∂

∂y
+ (ξω,x +ηω,y +η1ω,y′ )

∂

∂y′
− Γ(ξ)

∂

∂x
− Γ(η)

∂

∂y
− Γ(η1)

∂

∂y′

= λ(x, y, y′)

(
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
+ ω(x, y, y′)

∂

∂y′

)
από την οποία έχουμε το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων:

λ = −Γ(ξ) (4.16)

η1 = Γ(η)− y′Γ(ξ) (4.17)

0 = ξω,x +ηω,y +η1ω,y′ −Γ(η1) + ωΓ(ξ).

Από την πρώτη σχέση προσδιορίζουμε τη μορφή της συνάρτησης λ, ενώ από τη δεύτερη, τη συνιστώσα η1
. Η

συνθήκη για τη δυναμική συμμετρία Lie δίνεται μέσω της τελευταίας εξίσωσης η οποία γράφεται:

ξω,x +ηω,y + [A(η)− y′A(ξ)]ω,y′ −AA(η)+y′AA(ξ) + 2ωA(ξ) = 0. (4.18)

Επισημαίνουμε ότι η συνιστώσα ηk δεν αποτελεί την k− επέκταση του διανυσματικού πεδίου X μίας τυπικής

συμμετρίας Lie του θεσεογραφικού χώρου, στο σύστημα συντεταγμένων (x, y), αλλά τον γεννήτορα X̃ μίας δυνα-

μικής συμμετρίας η οποία ορίζεται απευθείας στη δέσμη BP , στο σύστημα συντεταγμένων (x, y, y′). Στην ειδική

περίπτωση όπου X̃ = X [k]
, τότε η συνάρτηση ηk αποτελεί την k−οστή επέκταση του διανυσματικού πεδίου X.

΄Οταν έχουμε ένα σύστημα διαφορικών εξισώσεων, έστω yi(p+1) = ωi(x, zk), όπου ο δείκτης i μετρά τον αριθμό

των εξισώσεων (της ίδιας τάξης) και ο δείκτης k = 1, ..., p παίρνει και αυτός τις ίδιες τιμές για όλες τις δ.ε., τότε,

όσα προαναφέραμε εξακολουθούν να ισχύουν με τη διαφορά ότι αντί για ω(x, y, y′), γράφουμε ωi(x, zk). Με αυτά

τα δεδομένα, η συνθήκη για την ύπαρξη δυναμικής συμμετρίας είναι:

λ = −A(ξ) (4.19)

ηi[k] = A(ηi[k−1])− y′A(ξ) (4.20)

Xωi −A(ηi[p]) = −ωiA(ξ), (4.21)

όπου ο γεννήτορας της συμμετρίας δίνεται από τη σχέση (4.3) και ο γραμμικός τελεστής Γ από τη σχέση (4.5).

Οι δυναμικές συμμετρίες καθορίζονται μόνο από την απαίτηση (4.21). Για να αποδειχθεί αυτό, χρησιμοποιούμε

ως παράδειγμα την περίπτωση μίας δ.ε. 2ης για την οποία η συνθήκη για την ύπαρξη δυναμικής συμμετρίας δίνεται
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μέσω της (4.18). Σε αυτή την εξίσωση, οι άγνωστες μεταβλητές είναι οι συναρτήσεις ξ(x, y, y′), ηi(x, y, y′) και

αυτό που χρειαζόμαστε είναι η ύπαρξη μίας ακόμα εξίσωσης έτσι ώστε να μπορέσουμε προσδιορίσουμε αυτές τις

συναρτήσεις. Επομένως, μας δίνεται η ελευθερία να επιλέξουμε μια συνθήκη βαθμίδας (gauge), δηλαδή μία επιπλέον

εξίσωση, την οποία μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε με τέτοιο τρόπο, έτσι ώστε να επιλύσουμε το πρόβλημα. Μία

τέτοια συνθήκη, αποτελεί η ξ = 0 και αυτό γιατί η παράμετρος ξ, δεν υπεισέρχεται στη συνθήκη δυναμικής

συμμετρίας. Μέσω αυτής, η συνθήκη συμμετρίας απλοποιείται σημαντικά και ο γεννήτορας της παίρνει την ακόλουθη

μορφή:

X = ηk(x, zl)
∂

∂zk
. (4.22)

Ωστόσο, αυτή αποτελεί μόνο μια επιλογή και κάθε άλλη είναι επιτρεπτή στο βαθμό που την καθιστά χρήσιμη στην

επίλυση του συστήματος.

4.1.1 Ιδιότητες των δυναμικών συμμετριών

Η ελευθερία βαθμίδας στην επιλογή του γεννήτορα δυναμικής συμμετρίες έχει πολλαπλή επίδραση πάνω στις δυνα-

μικές συμμετρίες μίας δ.ε. ΄Εχουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα:

1. Αν, σε μία δυναμική συμμετρία μίας δ.ε. προσθέσουμε ένα πολλαπλάσιο του αντίστοιχου τελεστή Γ, τότε το

νέο διανυσματικό πεδίο που προκύπτει αποτελεί και αυτό δυναμική συμμετρία.

Απόδειξη. ΄Εστω X̃ = X + ρ(x, zk)Γ, διανυσματικό πεδίο ορισμένο στη δέσμη Bp. Τότε:

[X̃,Γ]= [X + ρ(x, zk)Γ,Γ] = [X,Γ] + X(ρ)Γ= −λΓ+X(ρ)Γ=λ̃Γ.

2. ΄Εστω φk(x, zl), με k = 1, 2, ..., p να είναι τα p γραμμικά ανεξάρτητα πρώτα ολοκληρώματα του γραμμικού

τελεστή Γ, τότε ισχύει ότι:

Γφk = 0, k = 1, 2, ..., p. (4.23)

Υποθέτοντας ότι ξ = 0 και χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις φk(x, zk) σαν σύστημα συντεταγμένων (κανονικές

συντεταγμένες), τότε ο γραμμικός τελεστής Γ παίρνει την απλούστερη μορφή:

Γ=
∂

∂x
, (4.24)

και ο γεννήτορας της δ.ε. στη δέσμη Bp γράφεται:

X =φk(x, zl)
∂

∂φk
. (4.25)

Σε αυτό το σύστημα συντεταγμένων (και σύμφωνα με τη συνθήκη ξ = 0), η συνθήκη ύπαρξης της δυναμικής

συμμετρίας της σχέσης (4.8) γράφεται:

∂φk

∂x
= 0. (4.26)

Δηλαδή, τα πρώτα ολοκληρώματα φk =φk(zl), είναι ανεξάρτητα της μεταβλητής x. Τα διανυσματικά πεδία
∂
∂φk

,

αποτελούν μία βάση στον χώρο των γεννητόρων των δυναμικών συμμετριών της δ.ε. η οποία εξαρτάται από την

επιλογή των πρώτων ολοκληρωμάτων φk. Αυτή η βάση διαθέτει την ιδιότητα, ότι τα στοιχεία της μετατίθενται με

τον γραμμικό τελεστή Γ, της αντίστοιχης συνήθους δ.ε.. Τότε, η λύση της δ.ε. σε αυτές τις συντεταγμένες είναι:

y = f(x, φ1, ..., φp). (4.27)

Η αλλαγή της σταθεράς φk, αντιστοιχεί λύσεις σε λύσεις. Επομένως, και αυτή αποτελεί έναν τελεστή δυναμικής

συμμετρίας. Ωστόσο, αυτή η αλλαγή είναι αρκετά σύνθετη αν τα πρώτα ολοκληρώματα φk, με k = 1, ..., p, αντι-

κατασταθούν από συναρτήσεις που περιέχουν τις συντεταγμένες x, y, y(k)
. Ο μεταθέτης μεταξύ δύο γεννητόρων

δυναμικής συμμετρίας (για την ίδια δ.ε. με ξ = 0), XI , XJ έχει τη γενική μορφή:

[XI , XJ ] = CkIJ(φl)Xk, (4.28)
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όπου οι ποσότητες CkIJ(φl), αποτελούν συναρτήσεις των φl. Σύμφωνα με αυτό, οι γεννήτορες δυναμικών συμμε-

τριών μίας δ.ε., δεν σχηματίζουν απαραιτήτως μία άλγεβρα Lie πεπερασμένης διάστασης.

Το παραπάνω αποτέλεσμα ισχύει για κάθε συντεταγμένη {x, zk} και επομένως έχουμε τα παρακάτω:

Μία συνήθης δ.ε. βαθμού p+ 1 επιδέχεται p γραμμικά ανεξάρτητους γεννήτορες δυναμικής συμμετρίας Xk και

ο γενικευμένος γεννήτορας της δυναμικής συμμετρίας της συνήθους δ.ε. αποτελεί γραμμικό συνδυασμό αυτών και

του Γ σύμφωνα με τη σχέση:

X = ρA+F k(φl)Xk, (4.29)

όπου οι συντελεστές αποτελούν αυθαίρετες συναρτήσεις των πρώτων ολοκληρωμάτων φk.

΄Εστω λεία συνάρτηση F (t, qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i) στη δέσμη Bm, όπου q̇(r)i =
dq(r−1)i

dt
, r = 1, . . . ,m. Η F

καλείται αναλλοίωτο, κάτω από τη δράση του γεννήτορα της δυναμικής συμμετρίας X, στη δέσμη Bm και δίνεται

από τη σχέση (4.4) ( ισοδύναμα, από τη σχέση (4.3) ) όταν:

XF = 0. (4.30)

4.2 Οι δυναμικές συμμετρίες στη μη ολόνομη βάση

Σε αυτήν την ενότητα παράγουμε τις συνθήκες συμμετρίας εκφρασμένες στη μη ολονόμη βάση {Γ, Ha, Va}, όπου
έχουμε:

Γ =
∂

∂t
+ q̇a

∂

∂qa
+ ωa

∂

∂q̇a
(4.31)

Ha =
∂

∂qa
− Γabcq̇

b ∂

∂q̇a
(4.32)

Va =
∂

∂q̇a
. (4.33)

Οι μεταθέτες αυτών δίνουν:

[Ha, Hb] = −Rcdabq̇dVc
[Va, Hb] = −ΓabcVc

[Va, Vb] = 0.

Ο λόγος που χρησιμοποιούμε την ολόνομη βάση του εφαπτόμενου χώρου είναι ότι όταν ο γεννήτορας εκφράζεται

σε αυτή τη βάση, συμπεριλαμβάνει το Γ και συνεπώς είναι πιο κατάλληλος για την περιγραφή των δυναμικών

συμμετριών. Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι ο γεννήτορας της συμμετρίας δίνεται από τη σχέση:

X = σΓ + λaHa + µaVa. (4.34)

Τότε:

X = σ

(
∂

∂t
+ q̇a

∂

∂qa
+ ωa

∂

∂q̇a

)
+ λa

(
∂

∂qa
− Γcbcq̇

b ∂

∂q̇c

)
+ µa

∂

∂q̇a

= σ
∂

∂t
+ (σq̇a + λa)

∂

∂qa
+
(
σωa − λcΓabcq̇b + µa

) ∂

∂q̇a
. (4.35)

Ο γεννήτορας της συμμετρίας X στη βάση (∂t, ∂qa , ∂q̇a) δίνεται από την εξίσωση (4.12). Από τη σχέση (4.35),

έχουμε:

ξ = σ (4.36)

ηa = σq̇a + λa (4.37)

X ā = σωa − λcΓabcq̇b + µa. (4.38)
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Επομένως, οι συνθήκες δυναμικής συμμετρίας, που δίνεται από τις εξισώσεις (4.13)-(4.15), γράφονται:

λ = −Γ(σ) (4.39)

σωa − λcΓabcq̇b + µa = Γ(σq̇a + λa)− Γ(σ)q̇a (4.40)

X(ωa) = Γ(σωa − λcΓabcq̇b + µa)− Γ(σ)ωa. (4.41)

Η δεύτερη δίνει
2
:

σωa − λaΓabcq̇
b + µa = Γ(σ)q̇a + σωa + Γ(λa)− Γ(σ)q̇a ⇒

µa = Γ(λa) + λcΓabcq̇
b. (4.42)

Αναλύοντας το δεξί μέλος της τρίτης σχέσης, παίρνουμε:

X(ωa) = Γ(σωa − λcΓabcq̇b + µa)− Γ(σ)ωa

= Γ (σ)ωa + σΓ (ωa)− Γ (λc) Γabcq̇
b − λcΓ (Γabc) q̇

b

−λcΓabcωb + Γ (µa)− Γ(σ)ωa

= σΓ (ωa)− Γ (λc) Γabcq̇
b − λcΓ (Γabc) q̇

b − λcΓabcωb + Γ (µa)

X(ωa) = σΓ (ωa)−
(
µc − λiΓcjivj

)
Γabcq̇

b − λcΓ (Γabc) q̇
b − λcΓabcωb + Γ (µa)

ή:

X(ωa) = σΓ (ωa)−
(
µc − λiΓcjiq̇j

)
Γabcq̇

b − λcΓ (Γabc) q̇
b − λcΓabcωb + Γ (µa)

= σΓ (ωa)− µcΓabcq̇b + λiΓcjiΓ
a
bcq̇

bq̇j − λcΓ (Γabc) q̇
b − λcΓabcωb + Γ (µa) . (4.43)

Καταλήγουμε ότι η τελική μορφή των εξισώσεων, σχετικά με τη ύπαρξη δυναμικής συμμετρίας στη μη ολόνομη

βάση, είναι:

λ = −Γ(σ) (4.44)

µa = Γ(λa) + λcΓabcq̇
b

(4.45)

X(ωa) = σΓ (ωa)− µcΓabcq̇b + λiΓcjiΓ
a
bcq̇

bq̇j − λcΓ (Γabc) q̇
b − λcΓabcωb + Γ (µa) . (4.46)

Παρατηρούμε ότι η συνθήκης (4.46) εξαρτάται από τη δ.ε. q̈a = ωa
(
t, qk, q̇k

)
, δηλαδή από τη μορφή του ωa. Για

περαιτέρω διερεύνηση της θα πρέπει να γνωρίζουμε- υποθέσουμε τη μορφή του ωa.

4.2.1 Η συνθήκη της δυναμικής συμμετρίας για γενικευμένη δύναμη F a
(
t, qk, q̇k

)
Σε αυτήν την ενότητα μελετάμε την περίπτωση των εξισώσεων κίνησης για σύστημα το οποίο βρίσκεται κάτω από

τη δράση μίας γενικευμένης δύναμης F a(t, q, q̇a). Τότε οι εξισώσεις κίνησης δίνονται από τη σχέση:

q̈a + Γabcq̇
bq̇c = F a. (4.47)

Επομένως ωa = F a(t, q, q̇) − Γabcq̇
bq̇c. Στη συνέχεια, υπολογίζουμε την αναλυτική μορφή των συνθηκών ύπαρξης

δυναμικής συμμετρίας, εκφρασμένες στη μη ολόνομη βάση, για το συγκεκριμένο ωa .

Το αριστερό μέλος της συνθήκης (4.46) μέσω της (4.35) δίνει:

X(ωa) = σ
∂

∂t
ωa +

(
σq̇i + λi

) ∂

∂qi
ωa +

(
σωi − λcΓibcq̇b + µi

) ∂

∂q̇i
ωa

= −σΓabc,tq̇
bq̇c + σF a,t +

(
σq̇i + λi

) (
−Γabc,iq̇

bq̇c + F a,i
)

+
(
σωi − λcΓibcq̇b + µi

) (
−2Γa(id)q̇

d + F a
,i̇

)
.

Αντικαθιστώντας ωa = F a(t, q, q̇)− Γabcq̇
bq̇c παίρνουμε:(

σvi + λi
) (
−Γabc,iq̇

bq̇c + F a,i
)

= −σΓabc,dq̇
bq̇cq̇d − λdΓabc,dq̇bq̇c + σF a,bq̇

b + λbF a,b

2
Ισχύει η σχέση Γ (q̇a) = ωa

(
t, qk, q̇k

)
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(
−σΓibcq̇

bq̇c + σF i − λcΓibcq̇b + µi
) (
−2Γa(id)q̇

d + F a
,i̇

)
= 2σΓkbcΓ

a
(kd)q̇

bq̇cq̇d +
(

2λdΓkbdΓ
a
(kc) − σΓdbcF

a
,ḋ

)
q̇bq̇c

−
(

2 (σF c + µc) Γa(bc) + λcF a
,ḋ

Γdbc

)
q̇b +

(
σF b + µb

)
F a
,ḃ
.

Παραγοντοποιώντας την παραπάνω ως προς τις ταχύτητες έχουμε:

X(ωa) = σ
(

2ΓkbcΓ
a
(kd) − σΓabc,d

)
q̇bq̇cq̇d

+
(

2λdΓkbdΓ
a
(kc) − λ

dΓabc,d − σΓdbcF
a
,ḋ
− σΓabc,t

)
q̇bq̇c

−
(

2 (σF c + µc) Γa(bc) + λcF a
,ḋ

Γdbc − σF a,b
)
q̇b

+
(
σF b + µb

)
F a
,ḃ

+ λbF a,b + σF a,t. (4.48)

Το δεξί μέλος της εξίσωσης (4.46) δίνει:

σΓ (ωa) = −σΓabc,tq̇
bq̇c + σF a,t − σΓabc,dq̇

bq̇cq̇d + σF a,bq̇
b − 2σΓa(bc)ω

bq̇c + σF a
,ḃ
ωb

= −σΓabc,tq̇
bq̇c + σF a,t − σΓabc,dq̇

bq̇cq̇d + σF a,bq̇
b −

(
2σΓa(bc)q̇

c − F a
,ḃ

)
ωb

= −σΓabc,tq̇
bq̇c + σF a,t − σΓabc,dq̇

bq̇cq̇d + σF a,bq̇
b − σ

(
2Γa(kc)q̇

c − F a
,k̇

) (
−Γkbdq̇

bq̇d + F k
)
⇒

σΓ (ωa) =
(
−σΓabc,d + 2σΓa(kc)Γ

k
bd

)
q̇bq̇cq̇d − σ

(
F a
,ḋ

Γdbc + Γabc,t

)
q̇bq̇c

+σ
(
F a,b − 2F cΓa(bc)

)
q̇b + σF a,t + σF a

,ḃ
F b. (4.49)

Αφαιρώντας κατά μέλη τις εξισώσεις (4.48),(4.49) βρίσκουμε:

X (ωa)− σΓ (ωa) =
[(

2σΓkbcΓ
a
(kd) − σΓabc,d

)
−
(
−σΓabc,d + 2σΓa(kc)Γ

k
bd

)]
q̇bq̇cq̇d

+
(

2λdΓkbdΓ
a
(kc) − λ

dΓabc,d − σΓdbcF
a
,ḋ
− σΓabc,t + σF a

,ḋ
Γdbc + σΓabc,t

)
q̇bq̇c

+
(
−2 (σF c + µc) Γa(bc) − λ

cF a
,ḋ

Γdbc + σF a,b − σ
(
F a,b − 2F cΓa(bc)

))
q̇b

+
(
σF b + µb

)
F a
,ḃ

+ λbF a,b + σF a,t − σF a,t − σF a,ḃF
b. (4.50)

Για τους όρους λcΓ (Γabc) q̇
b, λcΓabcω

b
έχουμε:

λcΓ (Γabc) q̇
b = λcΓabc,tq̇

b + λdΓabd,cq̇
bq̇c

λcΓabcω
b = −λdΓakdΓkbcq̇bq̇c + λcΓabcF

b.

Αντικαθιστώντας στην (4.50), παίρνουμε:

−µcΓabcq̇b + λdΓkcdΓ
a
bkq̇

bq̇c − λcΓ (Γabc) q̇
b − λcΓabcωb + Γ (µa)

=
(
λdΓkcdΓ

a
bk + λdΓakdΓ

k
bc − λdΓabd,c

)
q̇bq̇c

−
(
λcΓabc,t + µcΓabc

)
q̇b − λcΓabcF b + Γ (µa) .

Επομένως η εξίσωση (4.50) γράφεται:

X (ωa)− σΓ (ωa) = Γ (µa) +
(
λdΓkcdΓ

a
bk + λdΓakdΓ

k
bc − λdΓabd,c

)
q̇bq̇c

−
(
λcΓabc,t + µcΓabc

)
q̇b − λcΓabcF b. (4.51)
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Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.50) και (4.51) έχουμε ότι:[(
2σΓkbcΓ

a
(kd) − σΓabc,d

)
−
(
−σΓabc,d + 2σΓa(kc)Γ

k
bd

)]
q̇bq̇cq̇d

+
(

2λdΓkbdΓ
a
(kc) − λ

dΓabc,d − σΓdbcF
a
,ḋ
− σΓabc,t + σF a

,ḋ
Γdbc + σΓabc,t

)
q̇bq̇c

+
(
−2 (σF c + µc) Γa(bc) − λ

cF a
,ḋ

Γdbc + σF a,b − σ
(
F a,b − 2F cΓa(bc)

))
q̇b

+
(
σF b + µb

)
F a
,ḃ

+ λbF a,b + σF a,t − σF a,t − σF a,ḃF
b

= Γ (µa) +
(
λdΓkcdΓ

a
bk + λdΓakdΓ

k
bc − λdΓabd,c

)
q̇bq̇c −

(
λcΓabc,t + µcΓabc

)
q̇b − λcΓabcF b

Το αριστερό μέλος της εξίσωσης γράφεται:

lhs =
(

2λdΓkbdΓ
a
(kc) − λ

dΓabc,d + σF a
,ḋ

Γdbc − σΓdbcF
a
,ḋ
− σΓabc,t + σΓabc,t

)
q̇bq̇c

+
(
−2 (σF c + µc) Γa(bc) − λ

cF a
,ḋ

Γdbc + σF a,b − σF a,b + 2σF cΓa(bc)

)
q̇b

+
(
σF b + µb

)
F a
,ḃ

+ λbF a,b + σF a,t − σF a,t − σF a,ḃF
b,

ύστερα από πράξεις καταλήγουμε ότι:

lhs =
(

2λdΓkbdΓ
a
(kc) − λ

dΓabc,d

)
q̇bq̇c

−
(

2µcΓa(bc) + λcF a
,ḋ

Γdbc

)
q̇b

+µbF a
,ḃ

+ λbF a,b.

Αντίστοιχα, το δεξί μέλος γράφεται

rhs = Γ (µa) +
(
λdΓkcdΓ

a
bk + λdΓakdΓ

k
bc − λdΓabd,c

)
q̇bq̇c −

(
λcΓabc,t + µcΓabc

)
q̇b − λcΓabcF b.

Αναδιατάσσοντας τους όρους σύμφωνα με τις δυνάμεις των q̇a για κάθε μέλος βρίσκουμε την αναλυτική μορφή της

συνθήκης (4.46) στη μη ολόνομη βάση. Επομένως:

0 =
(

2λdΓkbdΓ
a
(kc) − λ

dΓabc,d

)
q̇bq̇c −

(
λdΓkcdΓ

a
bk + λdΓakdΓ

k
bc − λdΓabd,c

)
q̇bq̇c

+
(
λcΓabc,t + µcΓabc

)
q̇b −

(
2µcΓa(bc) + λcF a

,ḋ
Γdbc

)
q̇b

+µbF a
,ḃ

+ λbF a,b − Γ (µa) + λcΓabcF
b.

΄Επειτα από πράξεις έχουμε ότι

0 = λd
(

2ΓkbdΓ
a
(kc) − Γabc,d − ΓkcdΓ

a
bk − ΓakdΓ

k
bc + Γabd,c

)
q̇bq̇c

+
(
λcΓabc,t + µcΓabc − 2µcΓa(bc) − λ

cF a
,ḋ

Γdbc

)
q̇b

+µbF a
,ḃ

+ λbF a;b − Γ (µa) .

Αντιστρέφοντας τα πρόσημα και απλοποιώντας την παραπάνω έχουμε:

0 = λd
(
Γabc,d − Γabd,c + ΓakdΓ

k
bc − ΓkbdΓ

a
kc

)
q̇bq̇c

−
(
λcΓabc,t − µcΓa(bc) − λ

cF a
,ḋ

Γdbc

)
q̇b

−µbF a
,ḃ
− λbF a;b + Γ (µa) .

Επομένως, καταλήγουμε στην εξίσωση

Γ (µa) + λdRabdcq̇
bq̇c +

(
µcΓabc + λcF a

,ḋ
Γdbc − λcΓabc,t

)
q̇b − λbF a;b − µbF a,ḃ = 0, (4.52)
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όπου

σ = ξ (4.53)

λa = ηa − σq̇a (4.54)

µa = Γ(λa) + λcΓabcq̇
b. (4.55)

Σε αυτό το σημείο συγκρίνουμε τα αποτελέσματα μας με αυτά της υπάρχουσας βιβλιογραφίας και διακρίνουμε

περιπτώσεις:

i. Για την εξίσωση γεωδαισιακών θέτουμε F a = 0 και Γabc,t = 0

Γ (µa) + λdRabdcq̇
bq̇c + µcΓabcq̇

b = 0. (4.56)

Αυτή είναι η περίπτωση που μελετάται από τους Prince και Crampin, βλέπε [36] . ΄Οπως αναφέρουν, στην περί-

πτωση των σημειακών, Lie συμμετριών, αυτές οι συνθήκες είναι πλήρως επιλύσιμες. Πράγματι, οι Τσαμπαρλής και

Παλιαθανάσης, βλέπε [184] προσδιόρισαν όλες τις συμμετρίες Lie, των γεωδαισιακών σε ενα χώρο Riemann.
ii. Συντηρητικές δυνάμεις: F a = −V ;a

και Γabc,t = 0

Γ (µa) + λdRabdcq̇
bq̇c + µcΓabcq̇

b + λbV ;a
;b = 0. (4.57)

Στην εργασία μας, βλέπε [37], έχουμε προσδιορίσει όλες τις συμμετρίες Lie και Noether, για τρισδιάστατα

Νευτώνεια συστήματα, ενώ τα αποτελέσματα αυτά γενικεύονται για Νευτώνεια συστήματα κάθε διάστασης.

iii. Αφινική περίπτωση: F a = −aq̇a

Γ (µa) + λdRabdcq̇
bq̇c +

(
µcΓabc − λcΓabc,t

)
q̇b + λba,bq̇

a + aµa = 0. (4.58)

Αυτή είναι η περίπτωση ενός συστήματος που βρίσκεται υπό την επίδραση μίας στατικής δύναμης Lorentz σε Η/Μ

πεδίο, βλέπε [38].

4.2.2 Δυναμικές συμμετρίες κάτω από την επίδραση γενικευμένης δύναμης

F (t, qa, q̇a), στην ολόνομη βάση

Σε αυτήν την ενότητα, μελετάμε τη συνθήκη ύπαρξης δυναμικής συμμετρίας, για τη συνήθη διαφορική εξίσωση

2ης τάξης εκπεφρασμένη στην κανονική βάση (∂t, ∂i, ∂i̇) της επεκταμένης εφαπτόμενης δέσμης R × TM . Για την

αναδιατύπωση της εξίσωσης (4.58) στην κανονική βάση, κάνουμε χρήση των σχέσεων (4.36)- (4.38) και έχουμε:

σ = ξ

λa = ηa − q̇aξ

µa = Γ(λa) + λcΓabcq̇
b = Γ (ηa − ξq̇a) + (ηc − vcξ) Γabcq̇

b.

Στη συνέχεια, εκφράζουμε τις συνιστώσες σ, λ, µa, μέσω των ξ, η, q̇a . Τα σ, λ, αποτελούν συναρτήσεις των ξ, η, q̇a

και το μόνο που απομένει, είναι η συνιστώσα µa. ΄Εχουμε:

µa = ηa,t + ηa,bq̇
b + ηa

,k̇
ωk − δab ξ,tq̇b − δab ξ,cq̇bq̇c − δab ξ,k̇ω

kq̇b − ξωa + (ηc − vcξ) Γabcq̇
b

= ηa,t + ηa,bq̇
b − ηa

,k̇
Γkbcq̇

bq̇c + ηa
,k̇
F k − δab ξ,tq̇b − δab ξ,cq̇bq̇c + ξΓabcq̇

bq̇c − ξF a

+δab ξ,k̇Γkcdq̇
bq̇cq̇d − δab ξ,k̇F

kq̇b + (ηc − vcξ) Γabcq̇
b

= ηa,t + ηa,bq̇
b − ηa

,k̇
Γkbcq̇

bq̇c + ηa
,k̇
F k − δab ξ,tq̇b − δab ξ,cq̇bq̇c − ξF a

+δab ξ,k̇Γkcdq̇
bq̇cq̇d − δab ξ,k̇F

kq̇b + ηcΓabcq̇
b

= ηa,t + ηa
,k̇
F k − ξF a +

(
ηa,b + ηcΓabc − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

q̇b

−
(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
q̇bq̇c + δab ξ,k̇Γkcdq̇

bq̇cq̇d,

επομένως,

µa = ηa,t + ηa
,k̇
F k − ξF a +

(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

q̇b

−
(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
q̇bq̇c + δab ξ,k̇Γkcdq̇

bq̇cq̇d. (4.59)
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Στη συνέχεια υπολογίζουμε το δεξί μέλος της εξίσωσης (4.58).

Ο όρος Γ (µa) γράφεται:

Γ (µa) = ηa,tt + ηa,tbq̇
b + ηa

,tk̇
ωk +

(
ηa
,k̇
F k
)
,t

+
(
ηa
,k̇
F k
)
,b
q̇b +

(
ηa
,k̇
F k
)
,ṙ
ωr

− (ξF a),t − (ξF a),b q̇
b − (ξF a),ṙ ω

r

+
(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,t
q̇b +

(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,c
q̇bq̇c

+
(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,ṙ
ωr q̇b +

(
ηa;r − δar

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

ωr

−
(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,t
q̇bq̇c −

(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,d
q̇bq̇cq̇d

−
(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,ṙ
ωr q̇bq̇c − 2

(
ηa
,k̇

Γk(rc) + δa(rξ,c)

)
ωr q̇c

+
(
δab ξ,k̇Γkcd

)
,t
q̇bq̇cq̇d +

(
δab ξ,k̇Γkcd

)
,e
q̇bq̇cq̇dq̇e +

(
δab ξ,k̇Γkcd

)
,ṙ
ωr q̇bq̇cq̇d

+δab ξ,k̇Γkcdω
bq̇cq̇d + δab ξ,k̇Γkcdq̇

bωcq̇d + δab ξ,k̇Γkcdq̇
bq̇cωd

Αντικαθιστώντας το ωm = −Γmnsv
nvs + Fm, σε αυτή τη σχέση παίρνουμε:

Γ (µa) = ηa,tt + ηa,tbq̇
b − ηa

,tk̇
Γkbcq̇

bq̇c + ηa
,tk̇
F k +

(
ηa
,k̇
F k
)
,t

− (ξF a),t − (ξF a),ṙ F
r − (ξF a),b q̇

b + (ξF a),ṙ Γrbcq̇
bq̇c

+
(
ηa
,k̇
F k
)
,b
q̇b −

(
ηa
,k̇
F k
)
,ṙ

Γrbcq̇
bq̇c +

(
ηa
,k̇
F k
)
,ṙ
F r

+
(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,t
q̇b +

(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,c
q̇bq̇c

−
(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,ṙ
Γrcdq̇

bq̇cq̇d +
(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,ṙ
F r q̇b

−
(
ηa;r − δar

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

Γrbcq̇
bq̇c +

(
ηa;r − δar

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

F r

−
(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,t
q̇bq̇c −

(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,d
q̇bq̇cq̇d

+
(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,ṙ

Γrdeq̇
bq̇cq̇dq̇e −

(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,ṙ
F r q̇bq̇c

+2
(
ηa
,k̇

Γk(rc) + δa(rξ,c)

)
Γrbdq̇

bq̇cq̇d − 2
(
ηa
,k̇

Γk(rb) + δa(rξ,b)

)
F r q̇b

+
(
δab ξ,k̇Γkcd

)
,t
q̇bq̇cq̇d +

(
δab ξ,k̇Γkcd

)
,e
q̇bq̇cq̇dq̇e

−
(
δab ξ,k̇Γkcd

)
,ṙ

Γref q̇
bq̇cq̇dq̇eq̇f +

(
δab ξ,k̇Γkcd

)
,ṙ
F r q̇bq̇cq̇d

−
(
ξ,k̇ΓkcdΓ

a
eb + δab ξ,k̇ΓkrdΓ

r
ec + δab ξ,k̇ΓkcrΓ

r
ed

)
q̇eq̇bq̇cq̇d

+
(
ξ,k̇ΓkcbF

a + 2δab ξ,k̇ΓkdcF
d
)
q̇bq̇c
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Συλλέγοντας τους όρους, έχουμε:

Γ (µa) = ηa,tt + ηa
,tk̇
F k − (ξF a),t +

(
ηa
,k̇
F k
)
,t

+
(
ηa
,k̇
F k − ξF a

)
,ṙ
F r

+
(
ηa;r − δar

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

F r

+q̇b

 ηa,tb +
(
ηa
,k̇
F k
)
,b
− (ξF a),b +

(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,t

+
(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,ṙ
F r − 2

(
ηa
,k̇

Γk(rb) + δa(rξ,b)

)
F r



+q̇bq̇c


−ηa

,tk̇
Γkbc −

(
ηa
,k̇
F k
)
,ṙ

Γrbc +
(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,c

−
(
ηa;r − δar

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

Γrbc

−
(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,t
−
(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,ṙ
F r

+ξ,k̇ΓkcbF
a + 2δab ξ,k̇ΓkdcF

d + (ξF a),ṙ Γrbc


+q̇bq̇cq̇d

 −
(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,ṙ
Γrcd −

(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,d

+2
(
ηa
,k̇

Γk(rc) + δa(rξ,c)

)
Γrbd +

(
δab ξ,k̇Γkcd

)
,t

+
(
δab ξ,k̇Γkcd

)
,ṙ
F r


+q̇bq̇cq̇dq̇e

((
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,ṙ

Γrde +
(
δab ξ,k̇Γkcd

)
,e
− ξ,k̇

(
ΓkcdΓ

a
eb + 2δabΓkrdΓ

r
ec

))
+q̇bq̇cq̇dq̇eq̇f

(
−δab ξ,k̇ṙΓ

k
cdΓ

r
ef

)
. (4.60)

Ο όρος λdRabdcq̇
bq̇c γίνεται:

λdRabdcv
bvc =

(
ηd − ξvd

)
Rabdcq̇

bq̇c = ηdRabdcq̇
bq̇c. (4.61)

Αντίστοιχα, για τον όρο (µcΓabc) q̇
b
παίρνουμε:

µrΓabrv
b =

(
ηr,t + ηr

,k̇
F k − ξF r

)
Γabr q̇

b + Γarc

(
ηr;b − δrb

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

q̇bq̇c

−Γadr

(
ηr
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
vbvcvd + ξ,k̇ΓkcdΓ

a
ebv

bvcvdve.

Οι όροι

(
λcF a

,ḋ
Γdbc

)
q̇b,
(
−λcΓabc,t

)
q̇b δίνουν:

λcF a
,ḋ

Γdbcq̇
b = ηcF a

,ḋ
Γdbcq̇

b − ξF a
,ḋ

Γdbcq̇
bq̇c.

−λcΓabc,tq̇b = −ηcΓabc,tq̇b + ξΓabc,tq̇
bq̇c.

Επομένως, ο όρος

(
µcΓabc + λcF a

,ḋ
Γdbc − λcΓabc,t

)
q̇b γράφεται:(

µcΓabc + λcF a
,ḋ

Γdbc − λcΓabc,t
)
q̇b

=
((
ηr,t + ηr

,k̇
F k − ξF r

)
Γabr + ηcF a

,ḋ
Γdbc − ηcΓabc,t

)
q̇b

+
(

Γarc

(
ηr;b − δrb

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))
− ξF a

,ḋ
Γdbc + ξΓabc,t

)
q̇bq̇c

−Γadr

(
ηr
,k̇

Γkbc + δrbξ,c

)
q̇bq̇cq̇d + ξ,k̇ΓkcdΓ

a
ebq̇

bq̇cq̇dq̇e. (4.62)

Για τον όρο

(
−λbF a;b

)
, ισχύει ότι:

−λbF a;b = −ηbF a;b + ξF a;bq̇
b, (4.63)

ενώ ο όρος −µbF a
,ḃ

γράφεται:

−µbF a
,ḃ

= −F a,ṙ
(
ηr,t + ηr

,k̇
F k − ξF r

)
− F a,ṙ

(
ηr;b − δrb

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

q̇b

+F a,ṙ

(
ηr
,k̇

Γkbc + δrbξ,c

)
q̇bq̇c − F a

,ḃ
ξ,k̇Γkcdq̇

bq̇cq̇d. (4.64)
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Συνδυάζοντας τις σχέσεις (4.59)-(4.64) καταλήγουμε ότι η συνθήκη δυναμικής συμμετρίας, στην ολόνομη βάση

της συνήθους δ.ε. ωm = −Γmnsq̇
nq̇s + Fm(t, qa, q̇a), είναι:

0 = ηa,tt + ηa
,tk̇
F k − (ξF a),t +

(
ηa
,k̇
F k
)
,t

+
(
ηa
,k̇
F k − ξF a

)
,ṙ
F r

+
(
ηa;r − δar

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

F r − ηbF a;b − F a,ṙ
(
ηr,t + ηr

,k̇
F k − ξF r

)

+q̇b


ηa,tb +

(
ηa
,k̇
F k
)
,b
− (ξF a),b +

(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,t

+
(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,ṙ
F r

−2
(
ηa
,k̇

Γk(rb) + δa(rξ,b)

)
F r +

(
ηr,t + ηr

,k̇
F k − ξF r

)
Γabr

+ηcF a
,ḋ

Γdbc − ηcΓabc,t + ξF a;b − F a,ṙ
(
ηr;b − δrb

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))



+q̇bq̇c



−ηa
,tk̇

Γkbc −
(
ηa
,k̇
F k − ξF a

)
,ṙ

Γrbc +
(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,c

−
(
ηa;r − δar

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

Γrbc −
(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,t

−
(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,ṙ
F r + ξ,k̇ΓkcbF

a + 2δab ξ,k̇ΓkdcF
d

+ηdRabdc + Γarc

(
ηr;b − δrb

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))
− ξF a

,ḋ
Γdbc + ξΓabc,t + F a,ṙ

(
ηr
,k̇

Γkbc + δrbξ,c

)



+q̇bq̇cq̇d


−
(
ηa;b − δab

(
ξ,t + ξ,k̇F

k
))

,ṙ
Γrcd −

(
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,d

+2
(
ηa
,k̇

Γk(rc) + δa(rξ,c)

)
Γrbd +

(
δab ξ,k̇Γkcd

)
,t

+
(
δab ξ,k̇Γkcd

)
,ṙ
F r

−Γadr

(
ηr
,k̇

Γkbc + δrbξ,c

)
− F a

,ḃ
ξ,k̇Γkcd


+q̇bq̇cq̇dq̇e

( (
ηa
,k̇

Γkbc + δab ξ,c

)
,ṙ

Γrde +
(
δab ξ,k̇Γkcd

)
,e

−ξ,k̇
(
ΓkcdΓ

a
eb + 2δabΓkrdΓ

r
ec

)
+ ξ,k̇ΓkcdΓ

a
eb

)
+q̇bq̇cq̇dq̇eq̇f

(
−δab ξ,k̇ṙΓ

k
cdΓ

r
ef

)
. (4.65)

Στη συνέχεια, υποθέτουμε τη σχέση εξάρτησης των συνιστωσών ξ(t, qa, q̇a), ηm(t, qa, q̇a), Fm(t, qa, q̇a), από

τις ταχύτητες q̇a.

4.2.3 Σημειακές συμμετρίες Lie, συστήματος που βρίσκεται υπό την επίδρα-
ση γενικευμένης δύναμης F (t, qa, q̇a)

Σε αυτή την περίπτωση έχουμε ξ(t, q), ηa(t, q) και η σχέση (4.65) δίνει:

0 = ηa,tt − (ξF a),t − ξF
a
,ṙF

r +
(
ηa;r − δar ξ,t

)
F r − ηbF a;b − F a,ṙ

(
ηr,t − ξF r

)
+q̇b

 ηa,tb − (ξF a),b +
(
ηa;b − δab ξ,t

)
,t
− 2δa(rξ,b)F

r +
(
ηr,t − ξF r

)
Γabr

+ηcF a
,ḋ

Γdbc − ηcΓabc,t + ξF a;b − F a,ṙ
(
ηr;b − δrbξ,t

)


+q̇bq̇c

 ξF a,ṙΓ
r
bc +

(
ηa;b − δab ξ,t

)
,c
−
(
ηa;r − δar ξ,t

)
Γrbc − δab ξ,ct

+ηdRabdc + Γarc

(
ηr;b − δrbξ,t

)
− ξF a

,ḋ
Γdbc + ξΓabc,t + F a,ṙδ

r
bξ,c


+q̇bq̇cq̇d

(
−δab ξ,cd + 2δa(rξ,c)Γ

r
bd − Γadrδ

r
bξ,c

)
.
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Μετά από πράξεις, παίρνουμε:

0 = ηa,tt − LηF a − 2ξ,tF
a − ξF a,ṙF r − F a,ṙ

(
ηr,t − ξF r

)
− ξF a,t

+q̇b

(
2ηa,t|b − (2ξ,bδ

a
r + δab ξ,r)F

r − δab ξa,tt
−ηcΓabc,t − F a,ṙ

(
ηr;b − ηcΓrbc − δrbξ,t

) )
+q̇bq̇c

(
LηΓa(bc) − 2δa(bξ,c)t + ξΓabc,t + F a

,ḃ
ξ,c

)
+q̇bq̇cq̇d (−δab ξ;cd) . (4.66)

Στη συνέχεια διακρίνουμε τις δύο πιο σημαντικές μορφές για το πεδίο της δύναμης, F a.

α. Η δύναμη είναι της μορφής: F a = F ak (t, qa)q̇k Σε αυτήν την περίπτωση, η συνθήκη δυναμικής συμμετρίας

(4.66) γράφεται:

0 = ηa,tt − Lη
(
q̇bF ab

)
− q̇b

(
2ξ,tF

a
b + ξF ar F

r
b − ξF ab,t

)
− F ar

(
ηr,t − ξF r

)
+q̇b

(
2ηa,t|b − q̇

cF rc (2ξ,bδ
a
r + δab ξ,r)− δab ξa,tt − ηcΓabc,t − F ar

(
ηr;b − ηcΓrbc − δrbξ,t

))
+q̇bq̇c

(
LηΓa(bc) − 2δa(bξ,c)t + ξΓabc,t + F ab ξ,c

)
+q̇bq̇cq̇d (−δab ξ;cd) .

Μέσω αυτής, προκύπτουν οι ακόλουθες εξισώσεις
3

0 = ηa,tt − q̇bLηF ab − q̇b
(
2ξ,tF

a
b + ξF ar F

r
b − ξF ab,t − ηc,bF ac

)
− F ar

(
ηr,t − ξF r

)
+q̇b

(
2ηa,t|b − q̇

cF rc (2ξ,bδ
a
r + δab ξ,r)− δab ξa,tt − ηcΓabc,t − F ar

(
ηr;b − ηcΓrbc − δrbξ,t

))
+q̇bq̇c

(
LηΓa(bc) − 2δa(bξ,c)t + ξΓabc,t + F ab ξ,c

)
+q̇bq̇cq̇d (−δab ξ;cd)

ηa,tt − F ar
(
ηr,t − ξF r

)
= 0 (4.67)

2ηa,t|b − δ
a
b ξ,tt − ηcΓabc,t + F ab ξ,t − LηF ab = 0 (4.68)

LηΓa(bc) − 2δa(bξ,c)t + ξΓa(bc),t + F a(bξ,c) − F
r
(c

(
2ξ,b)δ

a
|r| + δab)ξ,|r|

)
= 0 (4.69)

δa(bξ;cd) = 0 (4.70)

Ακόμα, υποθέτοντας ότι οι συνιστώσες της συνοχής δεν εξαρτώνται από το χρόνο t, δηλαδή Γijk,t = 0, τότε αυτές

απλοποιούνται στις:

ηa,tt − F ar
(
ηr,t − ξF r

)
= 0 (4.71)

2ηa,t|b − δ
a
b ξ
a
,tt + F ab ξ,t − LηF ab = 0 (4.72)

LηΓa(bc) − 2δa(bξ,c)t − F
r
(c

(
ξ,b)δ

a
r + δab)ξ,r

)
= 0 (4.73)

ξ;(cd) = 0 (4.74)

Η τελευταία σχέση υποδηλώνει ότι το διανυσματικό πεδίο ξ;a
, είναι ένα βαθμωτό διανυσματικό πεδίο Killing της

μετρικής.

3
Ισχύει ότι:

Lη
(
q̇bFab

)
= (Lη q̇

b)Fab + q̇bLnF
a
b = q̇bLnF

a
b − q̇cηb,cF

a
b
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β. Η δύναμη είναι της μορφής F a(t, qa) και Γabc,t = 0

Τότε, η σχέση (4.66), απλοποιείται σημαντικά και δίνει:

0 = ηa,tt − LηF a − 2ξ,tF
a − ξF a,t

+q̇b
(

2ηa,t|b − (2ξ,bδ
a
r + δab ξ,r)F

r − δab ξa,tt − ηcΓabc,t
)

+q̇bq̇c
(
LηΓa(bc) − 2δa(bξ,c)t + ξΓabc,t

)
+q̇bq̇cq̇d

(
−δa(bξ;cd)

)
.

΄Αρα, προκύπτουν οι ακόλουθες συνθήκες:

ηa,tt − LηF a − 2ξ,tF
a − ξF a,t = 0 (4.75)

2ηa,t|b − (2ξ,bδ
a
r + δab ξ,r)F

r − δab ξ,tt − ηcΓabc,t = 0 (4.76)

LηΓa(bc) = ηa;(bc) − η
dRa(bc)d = 2δa(bξ,c)t − ξΓ

a
bc,t (4.77)

δa(bξ;cd) = 0. (4.78)

Παρατηρούμε ότι συμπίπτουν με τις αντίστοιχες συνθήκες ύπαρξης συμμετριών Lie, όπως αυτές έχουν βρεθεί από

τους Τσαμπαρλή και Παλιαθανάση, βλέπε
4
[184] Σε αυτήν την περίπτωση, μέσω της εξίσωσης (4.78), προκύπτει

ότι το διάνυσμα ξ,a(qa), είναι ένα βαθμωτό πεδίο Killing (gradient Killing vector). Μέσω της (4.77), προκύπτει

ότι το διάνυσμα ηa, αποτελεί μια ειδική προβολική συμμετρία (special Projective collineation).

4.2.4 Δυναμικές συμμετρίες ξ = Bb(t, q)q̇
b, ηa = Aab (t, q)q̇

b
συστήματος υπό

γενικευμένη δύναμη F a(t, q, q̇)

Μελετάμε την περίπτωση κατά την οποία, οι συνιστώσες ξ, ηa, του γεννήτορα της δυναμικής συμμετρίας X =
ξ∂t + ηa∂a +X ā∂ȧ έχουν την ακόλουθη μορφή:

ξ = Bb(t, q)q̇
b

(4.87)

ηa = Aab (t, q)q̇b, (4.88)

όπου το Bb, είναι ένα συναλλοίωτο διανυσματικό πεδίο και το Aab , είναι κάποιο (1, 1), τανυστικό πεδίο. ΄Οπως έχουμε

προαναφέρει, η συνθήκη για την ύπαρξη δυναμικής συμμετρίας είναι [X,Γ] = λΓ , όπου Γ = ∂
∂t + q̇a ∂

∂qa + ωa ∂
∂q̇a

και X = σΓ + λaHa + µaVa. Σύμφωνα με αυτές, έχουμε:

ξ = σ

ηa = σq̇a + λa

X ā = σωa − λcΓabcq̇b + µa.

4
Για την περίπτωση, των συμμετριών Lie, οι συγγραφείς καταλήγουν στις ακόλουθες εξισώσεις:

LηF
i + 2ξ,t F

i + ηi,tt = 0 (4.79)(
ξ,k δ

i
j + 2ξ,j δ

i
k

)
Fk + 2ηi,t|j −ξ,tt δij = 0 (4.80)

LηΓi(jk) = 2ξ,t(j δ
i
k) (4.81)

ξ(,i|jδ
k
r) = 0. (4.82)

Ενώ, όταν F i = 0, καταλήγουμε στις εξισώσεις που περιγράφουν τις Lie συμμετρίες των γεωδαισιακών εξισώσεων:

ηi,tt = 0 (4.83)

2ηi,t|j −ξ,tt δik = 0 (4.84)

LηΓijk − 2ξ,t(j δ
i
k) = 0 (4.85)

ξ(,j|kδ
i
d) = 0. (4.86)
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Ακόμα, οι εξισώσεις κίνησης περιγράφονται από την εξίσωση q̈a + Γabcq̇
bq̇c = F a(t, q, q̇). Σύμφωνα με αυτήν,

βρίσκουμε ότι ωa = F a(q, q̇)−Γabcq̇
bq̇c. Τέλος, η συνθήκη για την ύπαρξη δυναμικής συμμετρίας της σχέσης (4.52)

δίνει:

Γ (µa) + λdRabdcq̇
bq̇c +

(
µcΓabc + λcF a

,ḋ
Γdbc − λcΓabc,t

)
q̇b − λbF a;b − µbF a,ḃ = 0,

όπου

λa = ηa − q̇aξ
µa = Γ(λa) + λcΓabcq̇

b.

Αντικαθιστώντας τα ξ, ηa έχουμε ότι:

λa = ηa − σq̇a = Aab q̇
b − δacBbq̇bq̇c (4.89)

µa = Γ(λa) + λcΓabcq̇
b

= Γ
(
Aab q̇

b
)
− Γ

(
δacBbq̇

bq̇c
)

+ λcΓabcq̇
b

= Aab,tq̇
b +

(
Aab,c −AakΓkbc

)
q̇bq̇c +AabF

b

−δacBb,tq̇bq̇c − δacBb,dq̇bq̇cq̇d + 2δa(cBk)Γ
k
bdq̇

bq̇cq̇d − 2δa(cBb)F
cq̇b

+
(
Akcv

c − δkcBdvcvd
)

Γabkq̇
b

= AabF
b +

(
Aab,t − 2δa(cBb)F

c
)
q̇b +

(
Aab,c +AkbΓack −AakΓkbc − δacBb,t

)
q̇bq̇c

+
(
−δacBb,d + 2δa(cBk)Γ

k
bd − δkcBdΓabk

)
q̇bq̇cq̇d

= AabF
b +

(
Aab,t − 2δa(cBb)F

c
)
q̇b +

(
Aab;c − δacBb,t

)
q̇bq̇c

−
(
δacBb,d − δacBkΓkbd −BcΓabd +BdΓ

a
bc

)
q̇bq̇cq̇d

µa = AabF
b +

(
Aab,t − 2δa(cBb)F

c
)
vb +

(
Aab;c − δacBb,t

)
vbvc − δacBb;dvbvcvd (4.90)

Στη συνέχεια, για να μελετήσουμε περαιτέρω τη συνθήκη δυναμικής συμμετρίας (4.52), υπολογίζουμε τους

επιμέρους όρους από τους οποίους παίρνουμε:

Γ (µa)

=
(
AabF

b
)
,t

+ F k
(
AadF

d
,k +AadF

d
,k̇

+Aak,t − 2δa(dBk)F
d
)

+

 (AacF
c),b +

(
Aab,t − 2δa(cBb)F

c
)
,t

+2
(
Aa(b;c) − δ

a
(cBb),t − δ

a
(kBb)F

k
,ċ

)
F c

 q̇b

+

 −AakF k,ḋΓ
d
bc +

(
Aab,t − 2δa(dBb)F

d
)
,c

−
(
Aak,t − 2δa(dBk)F

d
)

Γkbc +
(
Aab;c − δacBb,t

)
,t
− 6δa(cBb;d)F

d

 q̇bq̇c

+

 (
Aab;c − δacBb,t

)
,d
− 2

(
Aa(k;c) − δ

a
(cBk),t

)
Γkbd

+2δa(kBb)F
k
,ėΓ

e
cd − (δacBb;d),t

 q̇bq̇cq̇d

−
(

(δacBb;d),e − 6δa(cBk;d)Γ
k
be

)
q̇vbq̇cq̇dq̇e

λdRabdcq̇
bq̇c = AkdR

a
bkcq̇

bq̇cq̇d
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(
µcΓabc + λcF a

,ḋ
Γdbc − λcΓabc,t

)
q̇b = AkcF

cΓabk q̇
b

+
((
Akc,t − 2δk(dBc)F

d
)

Γabk +AkcF
a
,ḋ

Γdbk −AkcΓabk,t

)
q̇bq̇c

+
((
Akd;c − δkcBd,t

)
Γabk + δkcBdΓ

a
bk,t −BcF a,k̇Γkbd

)
q̇bq̇cq̇d

−Bc;dΓabeq̇bq̇cq̇dq̇e

−λbF a;b = −AcbF a;cq̇b +BbF
a
;cq̇

bq̇c

−µbF a
,ḃ

= −AcbF b −
(
Acb,t − 2δc(dBb)F

d
)
F a,ċq̇

b

−
(
Adb;c − δdcBb,t

)
F a
,ḋ
q̇bq̇c +Bb;dF

a
,ċq̇

bq̇cq̇d

Αντικαθιστώντας στη σχέση (4.52) προκύπτει:

c0 + cabv
b + cabcv

bvc + cabcdv
bvcvd + cabcdev

bvcvdve = 0, (4.91)

όπου:

c0 =
(
AabF

b
)
,t

+ F k
(
AadF

d
,k +AadF

d
,k̇

+Aak,t − 2δa(dBk)F
d
)
−AcbF b (4.92)

cab =
(AacF

c);b +Aab,tt − 2δa(cBb)F
c
,t − 4δa(cBb),tF

c

+2
(
Aa(b;c) − δ

a
(dBb)F

d
,ċ + δd(cBb)F

a
,ḋ

)
F c −AcbF a;c −Acb,tF a,ċ

(4.93)

Η συνιστώσα cabc παρουσίαζει συμμετρικότητα στην εναλλαγή των δεικτών b, c. ΄Αρα:

(Ab;c),t = Aab,ct +Akc,tΓ
a
bk −Aak,tΓkbc +AkcΓabk,t −AakΓkbc,t ⇔

(Ab;c),t +Aab,ct +Akc,tΓ
a
bk −Aak,tΓkbc = 2 (Ab;c),t − 2AkcΓabk,t + 2AakΓkbc,t

2δa(dBb);c = 2δa(dBb),c − 2δa(dΓ
k
b)cBk

6δa(cBb;d)F
d =

(
δadBb;cF

d + 2δacB(b;d)

)
F d.

Ο όρος cabc γράφει:

cabc =


−AakF k,ḋΓ

d
bc +

(
Aab,t − 2δa(dBb)F

d
)
,c

−
(
Aak,t − 2δa(dBk)F

d
)

Γkbc +
(
Aab;c − δacBb,t

)
,t
− 6δa(cBb;d)F

d

+
(
Akc,t − 2δk(dBc)F

d
)

Γabk +AkcF
a
,ḋ

Γdbk −AkcΓabk,t +BbF
a
;c −

(
Adb;c − δdcBb,t

)
F a
,ḋ


= −AakF k,ḋΓ

d
bc +

(
Aab,c −AakΓkbc +AkcΓabk

)
,t

−2δa(dBb),cF
d − 2δa(dBb)F

d
,c + 2δa(dBk)F

dΓkbc +
(
Aab;c − δacBb,t

)
,t

−Bb;cF a − 2δacB(b;d)F
d − 2δk(dBc)F

dΓabk +AakΓkbc,t

−2AkcΓabk,t +AkcF
a
,ḋ

Γdbk +BbF
a
;c −

(
Adb;c − δdcBb,t

)
F a
,ḋ
,

και σε πιο συμπαγή μορφή:

ca(bc) = −AakF k,ḋΓ
d
(bc) + 2Aa(b;c),t −

(
BdF

d
)

;(b
δac) − 2B(b;c)F

a − δa(cBb),t,t − 2δa(cBb;d)F
d +AakΓk(bc),t

−2Ak(cΓ
a
b)k,t +Ak(cΓ

d
b)kF

a
,ḋ
−
(
Ad(b;c) − δ

d
(cBb),t

)
F a
,ḋ

Επιπλέον, υποθέτοντας ότι η συνοχή Γabc της μετρικής του χώρου δεν εξαρτάται από τις συναρτήσεις ταχυτήτων
5

τότε έχουμε ότι:

F a
;ḋ
≡ F a

,ḋ

5
Αυτή η παραδοχή δεν ισχύει για χώρο Finsler
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και οι συνιστώσες ca(bc) γράφονται:

ca(bc) = −AakF k;ḋΓ
d
(bc) −

(
BdF

d
)

;(b
δac) − 2B(b;c)F

a +
(

2Aa(b;c) − δ
a
(cBb),t

)
,t
− 2δa(cBb;d)F

d +AakΓk(bc),t

−2Ak(cΓ
a
b)k,t +Ak(cΓ

d
b)kF

a
;ḋ
−
(
Ad(b;c) − δ

d
(cBb),t

)
F a

;ḋ
. (4.94)

Ο όρος cabcd, είναι συμμετρικός στην εναλλαγή των δεικτών b, c, d. Αυτός γράφεται:

cabcd =
(
Aab;c − δacBb,t

)
,d
− 2

(
Aa(k;c) − δ

a
(cBk),t

)
Γkbd + 2δa(kBb)F

k
,ėΓ

e
cd − (δacBb;d),t +AkdR

a
bkc

+
(
Akd;c − δkcBd,t

)
Γabk + δkcBdΓ

a
bk,t −BcF a,k̇Γkbd +Bb;dF

a
,ċ

Επισημαίνουμε ότι: (
Aab;c

)
,d

= Aab;cd −Akb;cΓakd +Aak;cΓ
k
bd +Aab;kΓkcd

Aa(b;cd) =
(
Aa(b;c

)
,d)

+Ak(b;cΓ
a
d)k −A

a
k;(cΓ

k
bd) −A

a
(c;|k|Γ

k
bd)

− (δacBb;d),t = −δacBb,dt +
(
δacBkΓkbd

)
,t

cabcd =

Aab;cd +AkdR
a
bkc − (δacBb,d),t + δacBk,tΓ

k
bd +Bc,tΓ

a
bd −Bd,tΓabc +BdΓ

a
bc,t

− (δacBb;d),t + 2δa(kBb)F
k
,ėΓ

e
cd +BdF

a
;c +Bb;dF

a
,ċ −BcF a,k̇Γkbd

+
(
Akd;c − δkcBd,t

)
Γabk + δkcBdΓ

a
bk,t −BcF a,k̇Γkbd,

ή

ca(bcd) =
(
Aa(b;c,d) −A

a
k;(cΓ

k
bd) −A

a
(c;|k|Γ

k
bd) +Ak(d;cΓ

a
b)k

)
−Ak(dR

a
bc)k

−δa(cBb,d)t +Bk,tΓ
k
(bdδ

a
c) + Γa(bdBc),t +B(bΓ

e
cd)F

a
,ė

+δa(bΓ
e
cd)BkF

k
,ė − δa(cBb;d),t − Γa(bcBd),t +B(dΓ

a
bc),t − F

a
,k̇

Γk(bdBc) +B(b;dF
a
,ċ).

Τότε,

ca(bcd) = Aa(b;cd) −A
k
(dR

a
bc)k − 2δa(cBb;d),t

−Bk
(
δa(cΓ

k
bd),t − δ

k
(dΓ

a
bc),t

)
+ δa(bΓ

e
cd)BkF

k
;ė +B(b;dF

a
;ċ)

Επειδή ισχύει η σχέση Bk;ė = Bk,ė − BrΓ
r
kė ≡ 0, έχουμε ότι δa(bΓ

e
cd)BkF

k
;ė = δa(bΓ

e
cd)

(
BkF

k
)

;ė
.Επομένως,

προκύπτει ότι η συνιστώσα ca(bcd) γράφεται:

ca(bcd) = Aa(b;cd) −A
k
(dR

a
bc)k − 2δa(cBb;d),t

−Bk
(
δa(cΓ

k
bd),t − δ

k
(dΓ

a
bc),t

)
+ δa(bΓ

e
cd)

(
BkF

k
)

;ė
+B(b;dF

a
;ċ) (4.95)

Τέλος, ο όρος cabcde, παρουσιάζει συμμετρία στους δείκτες b, c, d, e, και δίνει:

cabcde = − (δacBb;d),e + δacBk;dΓ
k
be + δakBc;dΓ

k
be + δadBk;cΓ

k
be −Bc;dΓabe

= − (δacBb;d),e + δacBk;dΓ
k
be +Bc;dΓ

a
be + δadBk;cΓ

k
be −Bc;dΓabe

= − (δacBb;d),e + δacBk;dΓ
k
be + δadBk;cΓ

k
be

= −δacBb;de.

΄Αρα,

ca(bcde) = −δa(cBb;de). (4.96)

Οι εξισώσεις (4.92),(4.93),(4.94),(4.95),(4.96), αποτελούν τις συνθήκες ύπαρξης δυναμικής συμμετρίας όταν οι

συνιστώσες ξ, ηa, του γεννήτορα της συμμετρίας έχουν γραμμική εξάρτηση από τις ταχύτητες, ενώ το σύστημα
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βρίσκεται κάτω από την επίδραση κάποιας γενικευμένης δύναμης F a(t, q, q̇). Παρατηρούμε ότι η εξίσωση (4.96),

είναι ανεξάρτητη της μορφής της γενικευμένης δύναμης. Επομένως ισχύει για κάθε F (t, q, q̇). Η σχέση (4.96) δίνει

B(b;de) = 0.

Αυτή υποδηλώνει ότι το διανυσματικό πεδίο Ba, αποτελεί μία αφινική συμμετρία (affine collineation). Ως εκ τούτου,

είναι λογικό να υποθέσει κανείς ότι το Ba(q), είναι ανεξάρτητο της μεταβλητής t.
Πράγματι, μέσω της παρακάτω ταυτότητας:

Ba;bc = gadLBΓdbc +RabcdB
d,

προκύπτει ότι

B(a;bc) = gd(aLBΓdbc).

΄Αρα,

gd(aLBΓdbc) = 0⇒ LBΓdbc = 0

η οποία υποδηλώνει ότι το διάνυσμα Ba, αποτελεί αφινική συμμετρία. Αυτό συμφωνεί με τα αποτελέσματα των

Maartens και Taylor, βλέπε [39]. Εκεί, δείχνουν, ότι για επίπεδο χώρο, η συνθήκη αφινικής συμμετρίας είναι

B(a,bc) = 0, επομένως το τανυστικό πεδίο Ba;b είναι ένας Killing tensor.
Για επίπεδους χώρους οι ACs είναι

Ba = Cabcq
bqc +Mabq

b +Na,

όπου οι Cabc,Mab, Na είναι σταθερές. Ωστόσο, σε χώρους μη μηδενικής καμπυλότητας, οι αφινικές συμμετρίες

πρέπει να υπολογιστούν.
6

Συμπερασματικά,

το διανυσματικό πεδίο Ba, καθορίζεται πλήρως από τη γεωμετρία της μετρικής του χώρου στον οποίο πραγμα-
τοποιείται η κίνηση. Επιπλέον, το Ba, είναι ανεξάρτητο των δυνάμεων που δρουν στο σύστημα. Αντιθέτως, η
παρουσία (ή μη) των δυνάμεων παίζει σημαντικό ρόλο στη διαμόρφωση του τανυστικού πεδίου Aab . Τέλος, οι εξι-
σώσεις (4.92)-(4.95), διαχωρίζονται σε επιπλέον εξισώσεις/ συνθήκες λόγω της εξάρτησης τους από τις μεταβλητές

t, qa, q̇a.
Σύμφωνα με τα παραπάνω, μελετάμε δύο περιπτώσεις. Αυτή, των γεωδαισιακών, F i = 0 και την περίπτωση

κατά την οποία, οι δυνάμεις είναι ανεξάρτητες της ταχύτητας.

α. Δυναμικές συμμετρίες των γεωδαισιακών εξισώσεων

Γι αυτή την περίπτωση χρησιμοποιούμε τις συνθήκες (4.92),(4.93),(4.94),(4.95), όπου θέτουμε F a = 0. Τότε:

Ο όρος c0, δεν δίνει κάποια συνθήκη.

Ο όρος cab δίνει:

Aab,tt = 0 (4.97)

Ο όρος ca(bc) δίνει: (
2Aa(b;c) − δ

a
(cBb),t

)
,t

+AakΓkbc,t − 2Ak(cΓ
a
b)k,t = 0 (4.98)

Ο όρος ca(bcd) δίνει:

Aa(b;cd) −A
k
(dR

a
bc)k − 2

(
δa(cBb;d)

)
,t

+Bk

(
δkr δ

a
(c − δ

k
|r|δ

a
c

)
Γrbd),t = 0 (4.99)

Στην ειδική περίπτωση που το ξ, δεν εξαρτάται από το χρόνο, δηλαδή, Ba(q) με το Ba να είναι μία αφινική συμμετρία,

υποθέτουμε ότι Γrbd,t = 0 κα παράγουμε το ακόλουθο σύστημα εξισώσεων:

Aab,tt = 0

Aa(b;c),t = 0 (4.100)

Aa(b;cd) −A
k
(dR

a
bc)k = 0. (4.101)

6
Σημειώνουμε ότι οι ACs είναι γνωστές σε πολλές περιπτώσεις.
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Για τη συνιστώσα ηa του διανυσματικού πεδίου ηa∂a, μέσω της εξίσωσης (4.97), έχουμε:

Aab = Cab (q)t+ C̃ab (q). (4.102)

Από τη συνθήκη (4.100), έχουμε:

Ca(b;c)(q) = 0. (4.103)

Τότε, η εξίσωση (4.101) δίνει:

C̃a(b;cd) − (Ck(d(q)t+ C̃k(d(q))R
a
bc)k = 0,

μέσω της οποίας παίρνουμε:

C̃a(b;cd) − C̃
k
dR

a
bc)k = 0 (4.104)

Ck(dR
a
bc)k = 0. (4.105)

Η εξίσωση (4.101) γράφεται:

Aa(b;cd) −Ak(dR|a|bc)k = 0,

μέσω της οποίας συνεπάγεται:

A(ab;cd) = 0

και

C(ab;cd) = 0

C̃(ab;cd) = 0

R[a(b]c)kA
k
d) = 0

Μία ειδική λύση της εξίσωσης A(ab;cd) = 0, είναι ο Aab, να αποτελεί σύμμορφο τανυστή Killing. Τότε, προκύ-

πτει ένα επιπλέον πεδίο εφαρμογής των σύμμορφων τανυστών Killing, το οποίο αφορά τις δυναμικές συμμετρίες.

Σε αυτήν την περίπτωση, τόσο ο Cab όσο και ο C̃ab, περιγράφουν σύμμορφα τανυστικά πεδία Killing, τα οποία

επιπλέον, πρέπει να ικανοποιούν τις συνθήκες (4.104) και (4.105).

β. Δυναμικές συμμετρίες για συστήματα υπό την επίδραση δυνάμεων της μορφής F = F (t, q)

Σε αυτή την περίπτωση η γενικευμένη δύναμη παίρνει τη μορφή F a
,ḃ

= 0 και οι εξισώσεις (4.92),(4.93),(4.94),(4.95)

γράφονται: (
AabF

b
)
,t

+ F k
(
AadF

d
,k +Aak,t − 2δa(dBk)F

d
)
−AcbF b = 0

(AacF
c);b +Aab,tt − 2δa(cBb)F

c
,t − 4δa(cBb),tF

c + 2Aa(b;c)F
c −AcbF a;c = 0

Aa(b;c),t −
(
BdF

d
)

;(b
δac) − 2B(b;c)F

a +
(
Aa(b;c) − δ

a
(cBb),t

)
,t
− 2δa(cBb;d)F

d +AakΓk(bc),t − 2Ak(cΓ
a
b)k,t = 0

Aa(b;cd) −A
k
(dR

a
bc)k − 2δa(cBb;d),t −Bk

(
δa(cΓ

k
bd),t − δ

k
(dΓ

a
bc),t

)
= 0

B(b;de) = 0.

΄Οπως αναμένονταν, το διανυσματικό πεδίο Ba, αποτελεί αφινική συμμετρία, ενώ το τανυστικό πεδίο Aab , πρέπει
να ικανοποιεί τις υπόλοιπες συνθήκες. Από αυτές, συμπεραίνουμε ότι ο τανυστής Aab , εξαρτάται από πλήθος

διαφορετικών παραμέτρων και ως εκ τούτου είναι αδύνατον να προσδιοριστεί για κάθε πρόβλημα.
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4.3 Γενικευμένες συμμετρίες Noether

΄Εστω δυναμικό σύστημα, ορισμένο στη δέσμη Bm, του οποίου η κίνηση περιγράφεται μέσω της Lagrangian
L(t, qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i). Ορίζουμε το ολοκλήρωμα δράσης της Lagrangian A(qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i), μέσω της σχέσης:

A(qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i) =

∫ t2

t1

L(t, qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i)dt. (4.106)

Τότε έχουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 4.3.1 Το συναρτησοειδές που δίνεται από την εξίσωση (4.106), επιδέχεται μία γενικευμένη συμμετρία

Noether , με γεννήτορα X, ο οποίος δίνεται από τη σχέση (4.4), όταν ικανοποιούνται οι συνθήκες:

1. Το συναρτησοειδές μετασχηματίζεται σύμφωνα με τη σχέση:

Ā(q̄i, ˙̄qi, q̈i, ..., q̄(m)i) = Ā(qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i) +A0(ε), (4.107)

όπου η ποσότητα A0(ε), είναι σταθερά που εξαρτάται από την παράμετρο ε και q̄i = qi +Xiε+O(ε2).

2. Ο σημειακός μετασχηματισμός του X, στην πολλαπλότητα Bm, παράγει ένα ορισμένο ολοκλήρωμα (zero
end point variation).

Η σταθερά A0(ε), γράφεται μέσω του ολοκληρώματος:

A0(ε) = ε

∫ t2

t1

df(t, qi)

dt
dt,

όπου η f(t, qi) περιγράφει μία λεία συνάρτηση.

΄Εστω X, ένας σημειακός μετασχηματισμός ορισμένος στη δέσμη Bm, έτσι ώστε:

t, qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i → t̄, q̄i, ˙̄qi, q̈i, ..., q̄(m)i

L(t, qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i) → L(t̄, q̄i, ˙̄qi, q̈i, ..., q̄(m)i).

Τότε προκύπτει ότι:

Ā(q̄i, ˙̄qi, q̈i, ..., q̄(m)i)− Ā(qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i)

=

∫ t2

t1

L(t̄, q̄i, ˙̄qi, q̈i, ..., q̄(m)i)dt̄−
∫ t2

t1

L(t, qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i)dt

=

∫ t2

t1

[
L(t, qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i) + εXL(t, qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i) + · · ·

]
[dt+ ε

dξ

dt
dt+ · · · ]

−
∫ t2

t1

L(t, qi, q̇i)dt

= ε

∫ t2

t1

[
XL(t, qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i) +

dξ

dt
L

]
dt+O(ε2).

Επομένως, προκύπτει η ακόλουθη συνθήκη, σύμφωνα με την οποία ο σημειακός μετασχηματισμός X, αποτελεί

μία γενικευμένη συμμετρία Noether:

XL+
dξ

dt
L =

df

dt
, f = f(t, qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i). (4.108)

Σύμφωνα με αυτήν, ο γεννήτορας του μετασχηματισμού X, ορίζει μία συμμετρία Noether, εάν υπάρχει συνάρτηση

f(t, qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i), τέτοια ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη (4.108). Τότε, ο γεννήτορας της συμμετρί-

ας X, παράγει ένα γενικευμένο σημειακό μετασχηματισμό, στη δέσμη Bm και δρα πάνω στο συναρτησοειδές
7

7
Αυτό δεν σχετίζεται με τις ιδιότητες του ως γεννήτορας της συμμετρίας.
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A(qi, q̇i, q̈i, ..., q(m)i) μετασχηματίζοντας το. Στη συνέχεια, εστιάζουμε στην περίπτωση με m = 2, δηλαδή για

Λαγραντζιανές της μορφής L(t, qi, q̇i, q̈i). Κατόπιν, προσδιορίζουμε το πρώτο ολοκλήρωμα της κίνησης το οποίο

καλείται γενικευμένο αναλλοίωτο της Noether συμμετρίας (generalized Noether invariant).
΄Εχουμε

d

dt
(f − Lξ)

=
df

dt
− dL

dt
ξ − Ldξ

dt
= X[2]L+

dξ

dt
L− dL

dt
ξ − Ldξ

dt
= X[2]L− dL

dt
ξ

=
(
ξ∂t + ηi∂qi +G[1]i∂q(2)i +G[2]i∂q(3)i

)
L− dL

dt
ξ

=

(
ξ∂t + ηi∂qi +

[
d

dt

[
ηi − q(1)iξ

]
+ q(2)ξ

]
∂q(1)i +

[
d2

dt2

[
ηi − q(1)iξ

]
+ q(3)iξ

]
∂q(2)i

)
L

−
(
∂L

∂t
+
∂L

∂qi
q(1)i +

∂L

∂q(1)i
q(2)i +

∂L

∂q(2)i
q(3)i

)
ξ

= ξ∂tL−
∂L

∂t
ξ + q(2)ξ

∂L

∂q(1)i
− ∂L

∂q(1)i
q(2)iξ + q(3)iξ

∂L

∂q(2)i
− ξq(3)i ∂L

∂q(2)i

+
(
ηi − ξq(1)i

) ∂L
∂qi

+
d

dt

[
ηi − q(1)iξ

] ∂L

∂q(1)i
+
d2

dt2

[
ηi − q(1)iξ

] ∂L

∂q(2)i

=
(
ηi − ξq(1)i

) ∂L
∂qi

+
d

dt

{[
ηi − q(1)iξ

] ∂L

∂q(1)i

}
−
[
ηi − q(1)iξ

] d
dt

(
∂L

∂q(1)i

)
+
d

dt

{
d

dt

[
ηi − q(1)iξ

] ∂L

∂q(2)i

}
− d

dt

[
ηi − q(1)iξ

] d
dt

(
∂L

∂q(2)i

)
=

d

dt

{
d

dt

[
ηi − q(1)iξ

] ∂L

∂q(2)i
+
[
ηi − q(1)iξ

] ∂L

∂q(1)i

}
−
[
ηi − q(1)iξ

]{ d

dt

(
∂L

∂q(1)i

)
− ∂L

∂qi

}
− d

dt

[
ηi − q(1)iξ

] d
dt

(
∂L

∂q(2)i

)
=

d

dt

{
d

dt

[
ηi − q(1)iξ

] ∂L

∂q(2)i
+
[
ηi − q(1)iξ

] ∂L

∂q(1)i

}
−
[
ηi − q(1)iξ

]{ d

dt

(
∂L

∂q(1)i

)
− ∂L

∂qi

}
− d

dt

{[
ηi − q(1)iξ

] d
dt

(
∂L

∂q(2)i

)}
+
[
ηi − q(1)iξ

] d2

dt2

(
∂L

∂q(2)i

)
=

d

dt

{
d

dt

[
η − q(1)iξ

] ∂L

∂q(2)i
+
[
ηi − q(1)iξ

] ∂L

∂q(1)i
−
[
ηi − q(1)iξ

] d
dt

(
∂L

∂q(2)i

)}
+
[
ηi − q(1)iξ

]{ d2

dt2

(
∂L

∂q(2)i

)
− d

dt

(
∂L

∂q(1)i

)
+
∂L

∂qi

}
.

ή

d

dt

(
f − Lξ −

[
ηi − q(1)iξ

] ∂L

∂q(1)i
− d

dt

[
ηi − q(1)iξ

] ∂L

∂q(2)i
+
[
ηi − q(1)iξ

] d
dt

(
∂L

∂q(2)i

))
=
[
ηi − q(1)iξ

]{ d2

dt2

(
∂L

∂q(2)i

)
− d

dt

∂L

∂q(1)i
+
∂L

∂qi

}
.

Το δεξί μέλος, ορίζει τις εξισώσεις Euler-Lagrange για την Lagrangian L(t, qi, q(1)i, q(2)i). ΄Αρα, η ποσότητα,

I2 = f − Lξ −
[
ηi − q(1)iξ

] [ ∂L

∂q(1)i
− d

dt

(
∂L

∂q(2)i

)]
− d

dt

[
ηi − q(1)iξ

] ∂L

∂q(2)i
= constant, (4.109)

διατηρείται κατά την κίνηση. Ακολουθώντας, την ίδια μεθοδολογία μπορούμε να προσδιορίσουμε το αναλλοίωτο

της Noether, για την περίπτωση που η Lagrangian περιέχει όρους ανώτερης τάξης.

Από τη σχέση(4.109), θέτοντας m = 1, δηλαδή ∂L
∂q(2)i

= 0 το πρώτο ολοκλήρωμα παίρνει τη μορφή:

I1 = f − Lξ −
[
ηi − q(1)iξ

] ∂L

∂q(1)i
, (4.110)
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και ταυτίζεται με αυτό του κλασσικού θεωρήματος της Noether:

4.4 Συμμετρίες Cartan

΄Εστω σύστημα, n βαθμών ελευθερίας εκφρασμένο μέσω του συστήματος συντεταγμένων (qi, q̇i), στον χώρο των

θέσεων και των ταχυτήτων, που ταυτίζεται με την εφαπτόμενη πολλαπλότητα R×TM . Η εξέλιξη του συστήματος

περιγράφεται από την καμπύλη qi(t), όπου η συνάρτηση t, αποτελεί το όρισμα των συναρτήσεων θέσεων, στο

θεσεογραφικό χώρο. Με L(t, qi(t), q̇i(t)), συμβολίζουμε τη συνάρτηση Lagrange, του δυναμικού συστήματος και

υποθέτουμε ότι οι δυνάμεις που ασκούνται στο σύστημα είναι συντηρητικές (και πιθανώς, χρονικά εξαρτώμενες),

έτσι ώστε οι εξισώσεις Lagrange iΓωL = 0, να περιγράφουν τις εξισώσεις κίνησης του συστήματος.

Ορισμός 4.4.1 Ο γεννήτορας X, ενός σημειακού μετασχηματισμού, αποτελεί συμμετρία Cartan μία συνάρτη-
σης Lagrange L, όταν ικανοποιείται η συνθήκη:

LXθL = df, (4.111)

όπου θL = Ldt+ ∂L
∂q̇i θ

i
1, είναι η πρώτη μορφή του Cartan και f , η συνάρτηση βαθμίδας. Τότε, το πρώτο ολοκλήρωμα

Cartan, δίνεται από τη σχέση:

I1 = f − Lξ −
[
ηi − q̇iξ

] ∂L
∂q̇i

, (4.112)

ενώ ο γεννήτορας της συμμετρίας X, είναι ταυτόχρονα και δυναμική συμμετρία των εξισώσεων κίνησης.

΄Εχουμε ήδη δείξει ότι το X = ξ∂t + ηi∂qi +
(
η̇i − ξ̇q̇i

)
∂q̇i , στη βάση

(
∂t, ∂qi , ∂q̇i

)
, μετασχηματίζεται στο

διάνυσμα X = ξΓ +
(
ηi − ξq̇i

)
∂qi + Γ

(
η̇i − ξ̇q̇i

)
∂q̇i , εκφρασμένο στη βάση

(
Γ, ∂qi , ∂q̇i

)
.

Τότε, το αριστερό μέλος της συνθήκης 4.111, γράφεται

LXθL = X (L) dt+ L (iXdt) +X

(
∂L

∂q̇i

)
θi1 +

∂L

∂q̇i
d
(
iXθ

i
1

)
+
∂L

∂q̇i
iXdθ

i
1

= X (L) dt+ L (iXdt) +X

(
∂L

∂q̇i

)
θi1 +

∂L

∂q̇i
d
(
iXθ

i
1

)
− ∂L

∂q̇i
iX
(
θi2 f dt

)
= X (L) dt+ Ldξ +X

(
∂L

∂q̇i

)
θi1 +

∂L

∂q̇i
d
(
ηi − q̇idt

)
− ∂L

∂q̇i
d

dt

(
ηi − ξq̇i

)
dt+

∂L

∂q̇i
ξθi2.

Επομένως

X (L) dt+X

(
∂L

∂q̇i

)
θi1 + Ld (iXdt) +

∂L

∂q̇i
d
(
iXθ

i
1

)
− ∂L

∂q̇i
X
(
q̇i
)
dt+

∂L

∂q̇i
ξθi2 = df ⇔

X (L) dt+X

(
∂L

∂q̇i

)
θi1 + Ldξ +

∂L

∂q̇i
d
(
ηi − q̇iξ

)
− ∂L

∂q̇i
d

dt

(
ηi − ξq̇i

)
dt+

∂L

∂q̇i
ξθi2 = df,

η οποία στη βάση
(
dt, θi1, θ

i
2

)
μετασχηματίζεται ως εξής:

X (L) dt+X

(
∂L

∂q̇i

)
θi1 + L

(
ξ̇dt+

∂ξ

∂qi
θi1 +

∂ξ

∂q̇i
θi2

)
+
∂L

∂q̇i
d

dt

(
ηi − q̇iξ

)
dt

+
∂L

∂q̇j
∂

∂qi
(
ηj − q̇jξ

)
θi1 +

∂L

∂q̇j
∂

∂q̇i
(
ηj − q̇jξ

)
θi2 −

∂L

∂q̇i
d

dt

(
ηi − ξq̇i

)
dt+

∂L

∂q̇i
ξθi2

= ḟdt+
∂f

∂qi
θi1 +

∂f

∂q̇i
θi2.

Μετά από πράξεις απλοποιείται, στην ακόλουθη έκφραση

X (L) dt+X

(
∂L

∂q̇i

)
θi1 + L

(
ξ̇dt+

∂ξ

∂qi
θi1 +

∂ξ

∂q̇i
θi2

)
+
∂L

∂q̇j
∂

∂qi
(
ηj − q̇jξ

)
θi1 +

∂L

∂q̇j
∂

∂q̇i
(
ηj − q̇jξ

)
θi2 +

∂L

∂q̇i
ξθi2

= ḟdt+
∂f

∂qi
θi1 +

∂f

∂q̇i
θi2
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Συμπερασματικά, η συνθήκη ύπαρξης μίας συμμετρίας Cartan, διασπάται στις επιμέρους συνθήκες:

dt : X (L) + Lξ̇ = ḟ (4.113)

θi1 : X

(
∂L

∂q̇i

)
+ L

∂ξ

∂qi
+
∂L

∂q̇j
∂

∂qi
(
ηj − q̇jξ

)
=
∂f

∂qi
(4.114)

θi2 : L
∂ξ

∂q̇i
+
∂L

∂q̇i
ξ +

∂L

∂q̇j
∂

∂q̇i
(
ηj − q̇jξ

)
=
∂f

∂q̇i
(4.115)

Η εξίσωση 4.113, περιγράφει τη συνθήκη για την ύπαρξη συμμετρίας Noether. Αυτή, οδηγεί στο πρώτο ολοκλήρωμα

I1, το οποίο δίνεται στην (4.112).

΄Εχουμε:

ξL̇+
(
ηi − q̇iξ

) ∂L
∂qi

+
d

dt

(
ηi − q̇iξ

) ∂L
∂q̇i

+ Lξ̇ = ḟ ⇔

d

dt

(
ξL+

(
ηi − q̇iξ

) ∂L
∂q̇i

)
+
(
ηi − q̇iξ

) ∂L
∂qi
−
(
ηi − q̇iξ

) d
dt

∂L

∂q̇i
= ḟ

ή αλλιώς (
ηi − q̇iξ

)( ∂L
∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
=

d

dt

(
f − ξL−

(
ηi − q̇iξ

) ∂L
∂q̇i

)
. (4.116)

Ωστόσο, μέσω του αριστερού μέλους ισχύει ότι iΓωL = ∂L
∂qi −

d
dt
∂L
∂q̇i = 0 (για συντηρητικό σύστημα) και επομένως

η ποσότητα I1 = f − ξL−
(
ηi − q̇iξ

)
∂L
∂q̇i , αποτελεί πρώτο ολοκλήρωμα της κίνησης.

Η εξίσωση (4.114) γράφεται

ξ
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
+
(
ηj − ξq̇j

) ∂2L

∂qj∂q̇i
+
d

dt

(
ηj − ξq̇j

) ∂2L

∂q̇j∂q̇i
+

+L
∂ξ

∂qi
+
∂L

∂q̇j
∂

∂qi
(
ηj − q̇jξ

)
=

∂f

∂qi
⇔

⇔ ξ

(
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi

)
+

∂

∂qi

(
Lξ +

∂L

∂q̇j
(
ηj − q̇jξ

))
+

+
(
ηj − ξq̇j

)( ∂2L

∂qj∂q̇i
− ∂2L

∂qi∂q̇j

)
+
d

dt

(
ηj − ξq̇j

) ∂2L

∂q̇j∂q̇i
=

∂f

∂qi

ή αλλιώς (
ηj − ξq̇j

)( ∂2L

∂qj∂q̇i
− ∂2L

∂qi∂q̇j

)
+
d

dt

(
ηj − ξq̇j

) ∂2L

∂q̇j∂q̇i
=
∂I1
∂qi

(4.117)

αφού για κάθε διατηρητικό σύστημα Lagrange ισχύει ότι ξ
(
d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L

∂qi

)
= 0 και

I1 = f − ξL−
(
ηi − q̇iξ

)
∂L
∂q̇i .

Η εξίσωση (4.115) γράφεται:

∂

∂q̇i
(Lξ) +

∂L

∂q̇j
∂

∂q̇i
(
ηj − q̇jξ

)
=

∂f

∂q̇i
⇔

−
(
ηj − q̇jξ

) ∂2L

∂q̇i∂q̇j
=

∂

∂q̇i

(
f − Lξ − ∂L

∂q̇j
(
ηj − q̇jξ

))
ή τελικά

−
(
ηj − q̇jξ

) ∂2L

∂q̇i∂q̇j
=
∂I1
∂q̇i

, (4.118)

η οποία αποτελεί την εξίσωση του Cartan, βλέπε [35] και ισοδυναμεί με το αντίστροφο θεώρημα της Noether.
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Συμπερασματικά, για συντηρητικά συστήματα Lagrange, των οποίων οι εξισώσεις κίνησης δίνονται από την

εξίσωση iΓωL = 0, έχουμε ότι το βαθμωτό πεδίο I1, αποτελεί πρώτο ολοκλήρωμα της κίνησης ενώ παραμένει

αναλλοίωτο κάτω από τη δράση του γεννήτορα της συμμετρίας Cartan.
Απόδειξη

΄Εχουμε ότι:

X (I) = ξΓ (I1) +
(
ηi − q̇iξ

) ∂I1
∂qi

+
d

dt

(
ηi − q̇iξ

) ∂I1
∂q̇i

.

Αντικαθιστώντας, τις σχέσεις 4.117) , (4.118) και επειδή το I1 παραμένει αναλλοίωτο κάτω από τη δράση του Euler
field (ή αλλιώς Hamilton field) Γ προκύπτει ότι

X (I) =
(
ηi − q̇iξ

)((
ηj − ξq̇j

)( ∂2L

∂qj∂q̇i
− ∂2L

∂qi∂q̇j

)
+
d

dt

(
ηj − ξq̇j

) ∂2L

∂q̇j∂q̇i

)
− d

dt

(
ηi − q̇iξ

) (
ηj − q̇jξ

) ∂2L

∂q̇i∂q̇j
.

Παρατηρούμε ότι
(
ηi − q̇iξ

) (
ηj − ξq̇j

) (
∂2L
∂qj∂q̇i −

∂2L
∂qi∂q̇j

)
= 0. Επομένως,

X (I) =
(
ηi − q̇iξ

) d
dt

(
ηj − ξq̇j

) ∂2L

∂q̇j∂q̇i
− d

dt

(
ηi − q̇iξ

) (
ηj − q̇jξ

) ∂2L

∂q̇i∂q̇j
= 0,

λόγω συμμετρίας στους δείκτες i, j.
Σύμφωνα με τα παραπάνω καθίσταται σαφές ότι οι Cartan συμμετρίες ταυτίζονται με τις Noether για την

περίπτωση ενός συντηρητικού, ολόνομου συστήματος. Η πρόταση αυτή συμφωνεί με αυτήν των Sarlet και Cantrijin,
βλέπε [163].
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Κεφάλαιο 5

Σημειακές συμμετρίες Lie και Noether
για μη αυτόνομα (χρονοεξαρτώμενα)

δυναμικά συστήματα

Εισαγωγή

Οι εξισώσεις κίνησης για τα Νευτώνεια δυναμικά συστήματα προέρχονται από τον δεύτερο νόμου του Newton
και η μορφή τους εξαρτάται από τη δύναμη που ασκείται σε αυτά. Αυτό ισχύει τόσο στην περίπτωση της Ειδι-

κής Σχετικότητας μέσω της γενίκευσης του δεύτερου νόμου του Newton για τη Minkowskian μετρική, όσο και

στην περίπτωση της Γενικής Σχετικότητας. ΄Ολες αυτές οι μη-κβαντικές θεωρίες μοιράζονται δύο στοιχειώδη χα-

ρακτηριστικά. Μία διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης (την εξίσωση κίνησης) και μία Riemannian πολλαπλότητα

στην οποία λαμβάνει χώρα η κίνηση. Η δ.ε. κίνησης επιδέχεται συγκεκριμένες σημειακές συμμετρίες Lie και No-
ether, οι οποίες και την χαρακτηρίζουν, βλέπε [40], [41]. Επίσης η μετρική του χώρου χαρακτηρίζεται από τις

συμμετρίες που επιδέχεται (KVs, HV, CKVs, AC, PCs), βλέπε [42]. Το ερώτημα που προκύπτει είναι η συσχέτι-

ση των εξισώσεων κίνησης και των συμμετριών που διαμορφώνουν τη μετρική του χώρου, βλέπε [43–51] και άλλους.

Σε αυτό, το Κεφάλαιο ακολουθούμε τη μεθοδολογία των Τσαμπαρλή και Παλιαθάναση, βλέπε [57], [58], [186]

και επεκτείνουμε τα αποτελέσματα τους στην περίπτωση ολόνομων δυναμικών συστημάτων υπό τη δράση δυνάμεων

που προέρχονται από χρονοεξαρτώμενο δυναμικό, βλέπε [52]. Διατυπώνουμε δύο θεωρήματα, σύμφωνα με τα

οποία υπολογίζουμε τις σημειακές συμμετρίες Lie και Noether των εξισώσεων κίνησης του δυναμικού συστήματος,

σύμφωνα με τις συμμετρίες που επιδέχεται η μετρική.

Στη συνέχεια εφαρμόζουμε αυτά τα θεωρήματα στην περίπτωση του χρονοεξαρτώμενου αρμονικού ταλαντω-

τή, βλέπε [59, 60], [171] και αυτήν του χρονοεξαρτώμενου δυναμικού Kepler, βλέπε [61], για Ευκλείδεια μετρική.

Κατόπιν, εφαρμόζουμε τα δύο θεωρήματα στην περίπτωση του γενικευμένου χρονικά εξαρτώμενου κεντρικού δυ-

ναμικού όταν η κίνηση λαμβάνει χώρα τόσο στην Ευκλείδια μετρική, όσο και σε χώρο σταθερής καμπυλότητας και

προσδιορίζουμε τις συμμετρίες Lie και Noether. Τέλος, μελετάμε την περίπτωση του χρονοεξαρτώμενου αρμονικού

ταλαντωτή, σε χώρο σταθερής καμπυλότητας και προσδιορίζουμε τις αντίστοιχες συμμετρίες Lie και Noether. Ποιο

αναλυτικά εργαζόμαστε ως εξής.

Στην ενότητα 5.1 αποδεικνύουμε το θεώρημα μέσω του οποίου προσδιορίζουμε τις συμμετρίες Lie, χρησιμο-

ποιώντας τις ειδικές προβολικές συμμετρίες (special Projective Collineations) της μετρικής. Αυτές οι συμμετρίες,

συνοδεύονται από συνθήκες/περιορισμούς που περιέχουν τη συνάρτηση του δυναμικού, η οποία με τη σειρά της

καθορίζει το δυναμικό σύστημα.

Στην ενότητα 5.2 αποδεικνύουμε το θεώρημα, σύμφωνα με το οποίο επιλύουμε τις συνθήκες Noether μέσω της

ομοθετικής άλγεβρας που επιδέχεται η μετρική (δηλαδή, μέσω των KVs και του HV) και των περιορισμών που

επιβάλλονται από τις εξισώσεις που περιέχουν τη συνάρτηση δυναμικού.

Στην ενότητα 5.3 αποδεικνύουμε την ισοδυναμία ενός συστήματος που παρουσιάζει γραμμική απόσβεση με ένα

δυναμικό σύστημα που είναι χρονικά εξηρτημένο. Στη συνέχεια μέσω των δύο θεωρήματων που έχουμε διατυπώσει,

προσδιορίζουμε τις συμμετρίες Lie και Noether για δυναμικά συστήματα που παρουσιάζουν γραμμική απόσβεση.
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Στην ενότητα 5.4 εφαρμόζουμε τα θεωρήματα, τόσο σε ήδη γνωστά προβλήματα όσο και σε νέα. Τέλος, στην

ενότητα 5.5 διατυπώνουμε τα συμπεράσματα μας.

5.1 Συμμετρίες Lie για μία κατηγορία μη αυτόνομων συστημά-
των

΄Εστω μη αυτόνομο δυναμικό σύστημα με συνάρτηση δυναμικού της μορφής W (t, x) = ω (t)V (x),. Τότε οι

εξισώσεις κίνησης του συστήματος είναι:

ẍi + Γijkẋ
j ẋk + ω (t)V ,i = 0 , ω,tV

,i 6= 0, V (xi). (5.1)

Οι Τσαμπαρλής και Παλιαθανάσης, βλέπε [57], έχουν προσδιορίσει όλες τις συμμετρίες Lie που επιδέχεται κάποιο

σύστημα του οποίου οι εξισώσεις κίνησης δίνονται από τη σχέση:

ẍi + Γijkẋ
j ẋk +

n∑
m=0

P ij1...jm ẋ
j1 . . . ẋjm = 0, (5.2)

όπου Γijk είναι οι συνιστώσες της συνοχής σε έναν αφινικό χώρο και P ij1...jm(t, x), είναι λείες πολυώνυμικες συ-

ναρτήσεις, συμμετρικές στην εναλλαγή των δεικτών j1...jm. Συγκρίνοντας τις εξισώσεις (5.1) και (5.2) προκύπτει

ότι P i 6= 0 ενώ οι υπόλοιποι P - όροι μηδενίζονται. Τότε οι συνθήκες ύπαρξης σημειακής συμμετρίας Lie παίρνουν

την ακόλουθη μορφή:

LηP
i + ξP i,t + 2ξ,t P

i + ηi,tt = 0 (5.3)(
ξ,k δ

i
j + 2ξ,j δ

i
k

)
P k + 2ηi,t|j −ξ,tt δij = 0 (5.4)

LηΓi(jk) = 2ξ,t(j δ
i
k) (5.5)

ξ(,i|jδ
k
r) = 0, (5.6)

όπου X = ξ(t, xj)∂t + ηi(t, xj)∂xi είναι ο γεννήτορας της συμμετρίας.

Προκειμένου να χρησιμοποιήσουμε αυτό το αποτέλεσμα στην περίπτωση που μελετάμε θεωρούμε ότι

P i
(
t, xk

)
= ω (t)V ,i

(
xk
)
.

οπότε οι συνθήκες ύπαρξης συμμετρίας Lie των εξισώσεων κίνησης (5.1) είναι οι ακόλουθες

ωLηV
,i + ξω,tV

,i + 2ωξ,t V
,i + ηi,tt = 0 (5.7)

ω
(
ξ,k δ

i
j + 2ξ,j δ

i
k

)
V ,k + 2ηi,t|j −ξ,tt δij = 0 (5.8)

LηΓi(jk) = 2ξ,t(j δ
i
k) (5.9)

ξ(,i|jδ
k
r) = 0. (5.10)

Στη συνέχεια λύνουμε ο σύστημα αυτών των εξισώσεων ακολουθώντας ανάλογη μέθοδο με τη λύση του αντίστοιχου

συστήματος ενός αυτόνομου συστήματος (βλέπε [57]). Διατυπώνουμε τη λύση στο ακόουθο θεώρημα.

Θεώρημα 5.1.1 Οι σημειακές συμμετρίες Lie ενός χρονοεξαρτώμενου δυναμικού συστήματος με εξίσωσης
κίνησης:

ẍi + Γijkẋ
j ẋk + ω (t)V ,i = 0 , ω,t 6= 0, (5.11)

προέρχονται από τις ειδικές προβολικές συμμετρίες (special PCs) της μετρικής gij , του χώρου Riemann στον οποίο
λαμβάνει χώρα η κίνηση. Διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις:

I. Οι συμμετρίες Lie προέρχονται από τη αφινική άλγεβρα Y i της μετρικής. Τότε διακρίνουμε δύο υπό- περι-
πτώσεις:

I.1. Η συνάρτηση ω(t), δίνεται από τη σχέση: ω (t) = 1
(d1t+d2)2

.
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Τότε, οι σημειακές συμμετρίες Lie, για σύστημα με συνάρτηση δυναμικού V (xi), προέρχονται από το διάνυσμα:

X = (d1t+ d2) ∂t (5.12)

I.2. Οι συμμετρίες Lie για ω (t) 6= 1
(d1t+d2)2

παράγονται από το διανυσματικό πεδίο:

X = (d1t+ d2) ∂t + a1Y
i, (5.13)

όπου οι σταθερές a1, d1, ικανοποιούν τη συνθήκη:

(d1t+ d2) (lnω),t = d1 − 2d2.

Η συνάρτηση του δυναμικού ικανοποιεί τη σχέση

a1LY V
,i + d1V

,i = 0. (5.14)

II. Οι συμμετρίες Lie προέρχονται από τα βαθμωτά KVs και/ ή το βαθμωτό HV Y i της μετρικής, όπου Y i 6= V ,i.
Τότε, ο γεννήτορας της συμμετρίας Lie, δίνεται από τη σχέση:

X = D (t) ∂t + T (t)Y i∂i, (5.15)

όπου οι συναρτήσεις D (t) , T (t), προσδιορίζονται μέσω των εξισώσεων:

D(lnω),t + 2D,t = d0T (5.16)

T ,tt = mωT, (5.17)

ενώ το βαθμωτό διανυσματικό πεδίο V ,i ικανοποιεί τη συνθήκη:

LY V
,i + d0V

,i +mY i = 0. (5.18)

III. Οι σημειακές συμμετρίες Lie προέρχονται από το διανυσματικό πεδίο, Y i = kV ,i το οποίο είναι είτε βαθμωτό
KV, είτε βαθμωτό HV της μετρικής. Τότε, ο γεννήτορας της συμμετρίας δίνεται από τη σχέση:

X = D (t) ∂t + T (t)Y i∂i, (5.19)

όπου οι συναρτήσεις D (t) , T (t), ικανοποιούν τις εξισώσεις:

D(lnω),t + 2D,t +
k

ω
T = 0 (5.20)

D,tt = 2ψT,t, (5.21)

όπου ψ = 0, για κάθε KV και ψ = 1, για το Η῞.

IV. Οι σημειακές συμμετρίες Lie προέρχονται από το proper special PC διάνυσμα Y i. Τότε, ο γεννήτορας της
συμμετρίας δίνεται από τη σχέση:

X = (C(t)SJ +D(t)) ∂t + T (t)SJV
,i∂i, (5.22)

όπου οι συναρτήσεις C (t) , D (t) , T (t), ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις:

D (lnω),t +
2D,t

T
= 0 (5.23)

D,tt = 0 (5.24)

C

T
(lnω),t + 2

C,t
T

+
λ

ωT
T,tt = λ1 (5.25)

T,t = a7ωC (5.26)

C,t = a0T, (5.27)
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ενώ το βαθμωτό διανυσματικό πεδίο V ,i ικανοποιεί τις σχέσεις:

V i, βαθμωτό HV

SJ,jV
,j − λ1SJ = 0 (5.28)(

SJ,kδ
i
j + 2SJ ,j δ

i
k

)
V ,k + a7

(
2Y ;i

J ; j − a0SJδ
i
j

)
= 0, (5.29)

όπου S,iJ , είναι τα βαθμωτά KVs της μετρικής.

Στην επόμενη ενότητα, μελετάμε τις σημειακές συμμετρίες Noether.

5.2 Συμμετρίες Noether για μία κατηγορία μη αυτόνομων συ-
στημάτων

΄Εστω σωματίδιο που κινείται σε χώρο με μετρική gij , κάτω από την επίδραση συνάρτησης δυναμικού V
(
t, xk

)
.

Τότε η Lagrangian που περιγράφει τις εξισώσεις κίνησης για το σύστημα είναι:

L =
1

2
gij ẋ

iẋj − V
(
t, xk

)
. (5.30)

΄Ενα διανυσματικό πεδίο X = ξ
(
t, xk

)
∂t + ηi

(
t, xk

)
∂xi , ορισμένο σε αυτό το χώρο, αποτελεί σημειακή συμμετρία

Noether της συνάρτησης Lagrange εάν ισχύει η ακόλουθη σχέση:

X[1]L+
dξ

dt
L =

df

dt
, (5.31)

όπου X[1] = ξ
(
t, xk

)
∂t + ηi

(
t, xk

)
∂xi +

(
dηi

dt − ẋ
i dξ
dt

)
∂ẋi , είναι η πρώτη επέκταση του X.

Ο πρώτος όρος του αριστερού μέλους είναι:

X [1]L =

(
ξ∂t + ηi∂xi +

(
dηk

dt
− ẋk dξ

dt

)
∂ẋk

)(
1

2
gij ẋ

iẋj − V
(
t, xk

))
=

1

2

(
ηkgij,kẋ

iẋj + 2∂η
i

∂t gij ẋ
j + ∂ηi

∂xr gikẋ
kẋr+

+ ∂ηj

∂xr gkj ẋ
kẋr − 2gij ẋ

iẋj ∂ξ∂t − 2 ∂ξ
∂xk

gij ẋ
iẋj ẋk − 2V,kη

k − 2ξV,t

)
. (5.32)

Ο δεύτερος όρος του αριστερού μέλους δίνει:

(ξ,t + ẋrξ,r)

(
1

2
gij ẋ

iẋj − V
)

=
1

2

(
ξ,tgij ẋ

iẋj − 2V ξ,t + gijξ,kẋ
iẋj ẋk − 2ẋkξ,kV

)
. (5.33)

Το δεξί μέλος γράφεται:

df

dt
= ft + ẋkf,k. (5.34)

Αντικαθιστώντας τα ανωτέρω, στην εξίσωση (5.31) και παραγοντοποιώντας την ως προς τις συναρτήσεις ẋk,
παίρνουμε το ακόλουθο σύστημα εξισώσεων:

V,kη
k + V ξ,t + ξV,t = −f,t (5.35)

∂ηi

∂t
gij − ξ,jV = f,j (5.36)

Lηgij = 2

(
1

2

∂ξ

∂t

)
gij (5.37)

∂ξ

∂xk
= 0. (5.38)
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Η εξίσωση (5.37), υποδηλώνει ότι ξ = ξ (t) και το σύστημα των εξισωσεων απλοποιείται στο ακόλουθο:

Lηgij = 2

(
1

2
ξ,t

)
gij (5.39)

V,kη
k + V ξ,t + ξV,t = −f,t (5.40)

ηi,t = f,i. (5.41)

Αντικαθιστώντας στις εξισώσεις (5.39) - (5.41), το δυναμικό της μορφής:

V
(
t, xk

)
= ω (t)V

(
xk
)

(5.42)

αυτές γράφονται:

Lηgij = 2

(
1

2
ξ,t

)
gij (5.43)

V,kη
k +

(
ξ,t + (lnω),t ξ

)
V = −f,t

ω
(5.44)

ηi,t = f,i. (5.45)

Οι εξισώσεις (5.43)-(5.45) αποτελούν τις συνθήκες προκειμένου το μη αυτόνομο δυναμικό σύστημα που θεωρήσαμε

να επιδέχεται συμμετρίες Noether. Η λύση του συστήματος δίνεται στο ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 5.2.1 ΄Εστω δυναμικό σύστημα του οποίου η Lagrangian είναι:

L =
1

2
gij ẋ

iẋj − ω (t)V
(
xk
)
, ω,t 6= 0. (5.46)

Τότε, για τις σημειακές συμμετρίες Noether που προέρχονται από την ομοθετική άλγεβρα της μετρικής (δηλαδή,
τα KVs και το HV) διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις:

I. Οι σημειακές συμμετρίες Noether προέρχονται από τα KVs και το HV Y i.
Τότε, ο γεννήτορας της συμμετρίας και η συνάρτηση της Noether αντίστοιχα, είναι:

X = (2a1ψY t+ d1) ∂t + a1Y
i∂i , f = c2

∫
ωdt, (5.47)

όπου οι σταθερές της κίνησης δίνονται από τη σχέση:

(lnω),t (2ψY t+ d2) = d1, (5.48)

ενώ η συνάρτηση δυναμικού V (xi), ικανοποιεί τη συνθήκη:

V,kY
k + d2V + c2 = 0. (5.49)

Με ψY συμβολίζουμε μία σταθερά, όπου για τα KVs ισούται με μηδέν, ενώ για το HV είναι μη μηδενική (και
χωρίς βλάβη της γενικότητας ίση με 1)

II Οι συμμετρίες Noether προέρχονται από τα gradient KVs και/ ή το gradient HV Y ;i :.
Διακρίνουμε δύο υποπεριπτώσεις.

II.1. Το V ,i, δεν αποτελεί gradient HV. Τότε, ο γεννήτορας της συμμετρίας και η συνάρτηση Noether αντί-
στοιχα, είναι:

X = ξ(t)∂t + T (t)SiJ∂i , f = T,tS, (5.50)

όπου ο δείκτης J , αναφέρεται στο πλήθος των gradient KVs που επιδέχεται η μετρική. Οι συναρτήσεις ξ(t), T (t),
καθώς και οι σταθερές υπολογίζονται μέσω των εξισώσεων:

ξ,t = 2ψY T (5.51)

1

ω

T,tt
T

= m (5.52)

1

T
(lnω),t ξ = d1 (5.53)

1

T

K,t

ω
= k, (5.54)
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ενώ η συνάρτηση δυναμικού ικανοποιεί την ακόλουθη συνθήκη:

V,kY
k + 2ψY V + d1V +mS + k = 0. (5.55)

II.b. Το V ,i, αποτελεί gradient KV της μετρικής. Τότε ο γεννήτορας της συμμετρίας και η αντίστοιχη
συνάρτηση Noether, έχουν την έκφραση:

X = ξ(t)∂t + T (t)V i∂i , f = T,tS +K (t) . (5.56)

Οι συναρτήσεις ξ(t), T (t), υπολογίζονται από τις εξισώσεις:

ξ,t = 2ψY T (5.57)

λ
1

T

T,tt
ω

+
(lnω),t ξ

T
= d2 (5.58)

1

T

K,t

ω
= k, (5.59)

ενώ η συνάρτηση δυναμικού V (xi), πρέπει να ικανοποιεί τη συνθήκη:

V,kY
k + (2ψY + d2)V + k = 0. (5.60)

5.3 Η σχέση ισοδυναμίας μεταξύ ενός δυναμικού συστήματος

με γραμμική απόσβεση και ενός χρονικά εξαρτώμενου δυ-

ναμικού συστήματος

΄Εστω δυναμικό σύστημα ορισμένο σε χώρο Riemann, με μετρική gij το οποίο βρίσκεται κάτω από την επίδραση

μίας γραμμικής δύναμης με απόσβεση, της μορφής φ (t) ẋi, και μίας συντηρητικής δύναμης που προέρχεται από

συνάρτηση δυναμικού V
(
xi
)
. Τότε η εξίσωση κίνησής του περιγράφεται από την εξίσωση:

d2xi

dt2
+ Γijk

dxj

dt

dxk

dt
+ φ (t)

dxi

dt
+ V ,i = 0. (5.61)

Θεωρώντας τον μετασχηματισμό, t→ s = S(t), η εξίσωση κίνησης γράφεται:

d2xi

ds2
+ Γijk

dxj

ds

dxk

ds
+

1(
dS(t)
dt

)2

((
d2S (t)

dt2

)
+ φ (t)

dS (t)

dt

)
dxi

ds
+

1(
dS(t)
dt

)2V
,i = 0. (5.62)

Στη συνέχεια ορίζουμε τη συνάρτηση S(t), με την απαίτηση:(
d2S (t)

dt2

)
+ φ (t)

dS (t)

dt
= 0. (5.63)

και η εξίσωση κίνησης παίρνει τη μορφή:

d2xi

ds2
+ Γijk

dxj

ds

dxk

ds
+

1(
dS(t)
dt

)2V
,i = 0. (5.64)

Η λύση της εξίσωσης (5.63) είναι S(t) =
∫
e−

∫
φ(t)dtdt. Επειδή η συνάρτηση S(t), αποτελεί προϊόν σημειακού

μετασχηματισμού, πρέπει να υπάρχει αντίστροφη, ώστε t = S−1 (s) , S
(
S−1 (s)

)
= s. Επομένως, η εξίσωση

κίνησης παίρνει την ακόλουθη μορφή:

d2xi

ds2
+ Γijk

dxj

ds

dxk

ds
+

(
dS−1 (s)

ds

)2

V ,i = 0. (5.65)
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Θέτοντας,

ω (s) =

(
dS−1 (s)

ds

)2

, (5.66)

η εξίσωση κίνησης γράφεται:

d2xi

ds2
+ Γijk

dxj

ds

dxk

ds
+ ω (s)V ,i = 0 (5.67)

Αυτή ταυτίζεται με την εξίσωση (5.1). Επομένως, εφαρμόζοντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό μας δίνεται η

δυνατότητα να υπολογίσουμε κάθε σημειακή συμμετρία Lie και Noether, για τα δυναμικά συστήματα με γραμμική

απόσβεση, των οποίων οι εξισώσεις κίνησης περιγράφονται από την εξίσωση (5.61).

Στη συνέχεια, εφαρμόζουμε τα παραπάνω στη περίπτωση του αρμονικού ταλαντωτή με γραμμική απόσβεση σε

χώρο σταθερής καμπυλότητας. Η εξίσωση κίνησης περιγράφεται από τη σχέση:

d2xi

dt2
+ ω (t)xi = 0 , ω (t) =

γ2

t2
. (5.68)

Τότε, μέσω της σχέσης (5.66), ορίζουμε τον μετασχηματισμό:(
dS−1 (t)

dt

)
=
γ

t
→ S−1 (t) = γ ln t = s. (5.69)

Η συνάρτηση S(t), είναι 1 : 1. Επομένως έχει αντίστροφη η οποία είναι:

t = e
1
γ s. (5.70)

΄Αρα:

d

dt

(
dxi

ds

ds

dt

)
=

d

dt

(
dxi

ds

)(
γ
d (ln t)

dt

)2

+
dxi

ds

(
γ
d2

dt2
(ln t)

)
.

Η εξίσωση (5.68), γράφεται:

d2xi

ds2

γ2

t2
− dxi

ds

γ

t2
+
γ2

t2
x = 0,

ή αλλιώς:

d2xi

ds2
− 1

γ

dxi

ds
+ xi = 0, (5.71)

η οποία περιγράφει την κίνηση ενός αρμονικού ταλαντωτή με απόσβεση. Καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι ο

ταλαντωτής με χρονική εξάρτιση επιδέχεται τις ίδιες σημειακές συμμετρίες (Lie και Noether) με τον αρμονικό

ταλαντωτή που παρουσιάζει γραμμική απόσβεση, βλέπε [62,63].

5.4 Εφαρμογές - Παραδείγματα

Σε αυτήν την ενότητα εφαρμόζουμε τα παραπάνω σε γνωστά συστήματα και προσδιορίζουμε τις σημειακές συμ-

μετρίες (Lie και Noether) που επιδέχονται

5.4.1 Δυναμικά συστήματα με χρονικά εξαρτώμενο κεντρικό δυναμικό

Θεωρούμε χρονικά εξαρτώμενο κεντρικό δυναμικό της μορφής V (t, r) = ω (t) 1
nr

n
για δυναμικό σύστημα που

κινείται σε Ευκλείδειο χώρο και προσδιορίζουμε τις σημειακές συμμετρίες (Lie και Noether). Η εξίσωση κίνησης

του συστήματος είναι:

ẍi + ω (t)
1

n
rnxi = 0 , (n 6= 0,−2, 2) . (5.72)

Η περίπτωση με n = 2, αντιστοιχεί στον αρμονικό ταλαντωτή, ενώ όταν n = −2 παρουσιάζεται ανωμαλία (singular
case). Τέλος, όταν n = 1, παίρνουμε την περίπτωση του δυναμικού Kepler.
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Συμμετρίες Lie

Εφαρμόζουμε το θεώρημα 5.1 από το οποίο προκύπτει ότι στο συγκεκριμένο πρόβλημα βρίσκει εφαρμογή μόνο η

περίπτωση II. Η συνθήκη (5.16) ικανοποιείται από τα μη βαθμωτά KVs XIJ όταν d1 = 0 και το βαθμωτό HV Hi

για d′1 = (2− n). Επομένως, προκύπτουν οι ακόλουθες συμμετρίες Lie:

X = a1 (d2t+ d3) ∂t +
(
a0XIJ + a1H

i
)
∂i,

όπου οι σταθερές d2, d3 πρέπει να ικανοποιούν τη συνθήκη:

(d2t+ d3) (lnω),t = (2− n)− 2d2.

Αυτό συμβαίνει όταν ω (t) = ta, , με a 6= −2, ή αλλοιώς (lnω),t = a
t . Σε αυτήν την περίπτωση παίρνουμε d3 = 0

και d2 = (2−n)
a+2 . Επομένως, καταλήγουμε στις σημειακές συμμετρίες Lie:

X = a1

(
(2− n)

a+ 2
t

)
∂t +

(
a0XIJ + a1H

i
)
∂i,

όταν ω (t) = ta, με a 6= −2. Μετά από πράξεις έχουμε ότι ο πεπερασμένος μετασχηματισμός που προέρχεται από

τον γεννήτορα της συμμετρίας Lie και αντιστοιχεί στην παράμετρο a1 έχει το πρώτο ολοκλήρωμα

r(2−n)

t(a+2)
= constant. (5.73)

Συνεπώς, όταν ω (t) = ta , όπου a 6= −2 παίρνουμε τον γενικευμένο τρίτο νόμο του Kepler για την περίπτωση ενός

χρονοεξαρτώμενου κεντρικού δυναμικού, V (t, r) = tarn−2, (a 6= −2, n 6= 0,−2, 2).

Συμμετρίες Noether

Εφαρμόζουμε το θεώρημα 5.2 για τη συνάρτηση Lagrange

L =
1

2
δij ẋ

iẋj − 1

n
rn, (5.74)

και από την πρώτη περίπτωση αυτού έχουμε.

Η συνθήκη (5.49) ικανοποιείται από τα non gradient KVs XIJ , όταν d1 = 0 και από το gradient HV Hi
,

όταν d1 = (n+ 2) . Σύμφωνα με αυτά, καταλήγουμε στον παρακάτω γεννήτορα συμμετρίας Noether:

X = a1 (2t+ d2) ∂t +
(
a0XIJ + a1H

i
)
∂i,

όπου η σταθερά d2, ικανοποιεί τη συνθήκη:

(lnω),t (2t+ d2) = − (n+ 2) .

Αυτό είναι εφικτό μόνο όταν ω (t) = t−
n+2
2 . Δηλαδή (lnω),t = −n+2

2t και d2 = 0. Τότε, παίρνουμε τις σημειακές

συμμετρίες Noether:
X = a12t∂t +

(
a0XIJ + a1H

i
)
∂i.

Αυτές είναι Lie όταν a = −n+2
2 και n 6= 4.

Στην ειδική περίπτωση κατά την οποία ω (t) = t−
n+2
2 , τα διατηρούμενα ρεύματα Noether είναι:

I0 = Xi
IJ ẋi

I1 = 2t

(
1

2
δij ẋ

iẋj +
1

n
rn
)
−Hiẋi.

Η συμμετρία Noether που αντιστοιχεί στην παράμετρο a1 δίνει το πρώτο ολοκλήρωμα:

r2

t
= constant, (5.75)

το οποίο προέρχεται από την εξίσωση (5.73), εάν θέσουμε a = −n+2
2 .
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5.4.2 Το δυναμικό σύστημα με W (r) = ω (t) r−4

Αυτό το δυναμικό σύστημα αποτελεί μία ειδική περίπτωση του προαναφερθέντος παραδείγματος την οποία είχαμε

αγνοήσει στην παραπάνω ανάλυση. Οι εξισώσεις κίνησης περιγράφονται από την εξίσωση:

ẍi + ω (t)xir−4 = 0. (5.76)

Συμμετρίες Lie

Σύμφωνα με το θεώρημα 5.1 και συγκεκριμένα την περίπτωση II, έχουμε ότι η συνθήκη (5.16), ικανοποιείται από

τα μη βαθμωτά KVs XIJ για d1 = 0 και το βαθμωτό HV όταν Hi , d′1 = 4. Επομένως, οι συμμετρίες Lie είναι:

X = a1 (d2t+ d3) ∂t +
(
a0XIJ + a1H

i
)
∂i,

όπου οι σταθερές d2, d3, ικανοποιούν τη συνθήκη:

(d2t+ d3) (lnω),t = 4− 2d2.

Αυτό είναι εφικτό μόνον εάν ω (t) = ta , a 6= −2 και d3 = 0, d2 = 4
a+2 . Σε αυτήν την περίπτωση, οι σημειακές

συμμετρίες Lie παράγονται από το διάνυσμα:

X = a1

(
4

a+ 2
t

)
∂t +

(
a0XIJ + a1H

i
)
∂i. (5.77)

Η συμμετρία Lie που αντιστοιχεί στην παράμετρο a1, δίνει τη διατηρήσιμη ποσότητα

r4

t(a+2)
= σταθερό, (5.78)

που αποτελεί γενίκευση του νόμου του Kepler.

Μέσω της περίπτωσης ΙΙΙ προκύπτει η επιπλέον συμμετρία Lie, η οποία προέρχεται από το βαθμωτό HV H ,i

όταν θέσουμε d1 = 4 ,m = 0. Από την επίλυση του συστήματος των εξισώσεων (5.19) - (5.21) υπολογίζουμε τις

συναρτήσεις D (t) , T (t) και προσδιορίζουμε τη σημειακή συμμετρία Lie της σχέσης (5.18). ΄Οταν ω (t) = ta , a 6=
−2 έχουμε ότι:

T (t) = c1 , D (t) =
4c1
a+ 2

t,

η οποία απορρίπτεται καθώς έχουμε υποθέσει ότι T,t 6= 0.

Οι συμμετρίες Lie για το δυναμικό της μορφής V (t, r) = tar−4 a 6= −2 , έχουν την ίδια άλγεβρα με αυτή στην

περίπτωση του κεντρικού δυναμικού της μορφής V (t, r) = tar−n.

Συμμετρίες Noether

Θεωρούμε τη συνάρτηση Lagrange

L =
1

2
δij ẋ

iẋj +
1

2
r−2. (5.79)

Από το θεώρημα 5.2 και την πρώτη περίπτωση έχουμε ότι η συνθήκη (5.49), ικανοποιείται από τα μη βαθμωτά

KVs XIJ όταν d1 = 0 και το HV Hi
για d1 = 0. Επομένως έχουμε τις ακόλουθες συμμετρίες Noether:

X = a1 (2t+ d2) ∂t +
(
a0XIJ + a1H

i
)
∂i,

όπου η σταθερά d2 ικανοποιεί την εξίσωση:

(lnω),t (2t+ d2) = 0.

Αυτή όμως είναι αδύνατη. Επομένως, η Lagrangian δεν επιδέχεται κάποια συμμετρία Noether.
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Από τη δεύτερη περίπτωση του θεωρήματος έχουμε ότι το σύστημα επιδέχεται σημειακή συμμετρία Noether, η
οποία προέρχεται από το βαθμωτό HV Hi

όταν d1 = 0 ,m = 0. Τότε, το σύστημα των εξισώσεων (5.51) - (5.53)

επιδέχεται την τετριμμένη λύση ω(t) =σταθερά. ΄Αρα και σε αυτήν την περίπτωση η Lagrangian δεν επιδέχεται

κάποια συμμετρία Noether.

Συνοψίζοντας, έχουμε ότι η Lagrangian (5.79), επιδέχεται τις συμμετρίες Noether:

X = XIJ

όπου τα αντίστοιχα διατηρούμενα ρεύματα δίνονται από την εξίσωση:

I0 = Xi
IJ ẋj .

Σε αντίθεση με τις υπόλοιπες περιπτώσεις κεντρικού δυναμικού, δεν υπάρχει κάποια συνάρτηση ω(t), σύμφωνα με

την οποία η Lagrangian επιδέχεται κάποια συμμετρία Noether.

5.4.3 Το χρονοεξαρτώμενο δυναμικό σύστημα Kepler W (r) = ω(t)r−2

Αυτή η περίπτωση είναι η δεύτερη ειδική περίπτωση για το γενικευμένο κεντρικό δυναμικό. Στην περίπτωση

της Ευκλείδειας μετρικής, οι σημειακές συμμετρίες Lie έχουν προσδιοριστεί από τον Prince, βλέπε [61]. Ωστόσο,

στην περίπτωση δυναμικού συστήματος Kepler, όταν η κίνηση πραγματοποιείται σε χώρο σταθερής καμπυλότητας,

βλέπε [64] οι συμμετρίες Lie και Noether δεν έχουν ακόμα βρεθεί.

Σημειακές συμμετρίες Lie

Η εξίσωση κίνησης δίνεται μέσω της:

ẍi + xi
ω (t)

r2
= 0. (5.80)

Εφαρμόζουμε το θεώρημα 5.1.1 σύμφωνα με το οποίο διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις.

Περίπτωση II
Η συνθήκη (5.16) ικανοποιείται από τα μη βαθμωτά KVs XIJ , όταν d1 = 0 και από το HV Hi

, όταν d′1 = 3.
Επομένως, έχουμε τις ακόλουθες συμμετρίες Lie:

X = a1 (d2t+ d3) ∂t +
(
a0XIJ + a1H

i
)
∂i,

στην οποία οι σταθερές d2, d3, ικανοποιούν τη συνθήκη:

(d2t+ d3) (lnω),t = 3− 2d2.

Η παραπάνω εξίσωση έχει λύση μόνο όταν ω (t) = ta (a 6= −2 ), d3 = 0, d2 = 3
a+2 . Συνεπώς, παίρνουμε την

ακόλουθη συμμετρία Lie:

X = a1

(
3

a+ 2
t

)
∂t +

(
a0XIJ + a1H

i
)
∂i,

με ω (t) = ta (a 6= −2 ) .
Κάτω από τη δράση του σημειακού μετασχηματισμού που αντιστοιχεί στην παράμετρο a1, οδηγεί στη διατήρηση

της ακόλουθης ποσότητας:

r3

t(a+2)
= constant , (5.81)

η οποία αποτελεί γενίκευση του τρίτου νόμου του Kepler
Οι περιπτώσεις III και IV δεν δίνουν επιπλέον σημειακές συμμετρίες Lie.
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Συμμετρίες Noether

Η Lagrangian μέσω τις οποίας παράγονται οι εξισώσεις κίνησης είναι:

L =
1

2
δij ẋ

iẋj + r−1. (5.82)

Εφαρμόζουμε το θεώρημα 5.2 και διακρίνουμε περιπτώσεις.

Περίπτωση I
Η συνθήκη (5.49) ικανοποιείται από τα μη βαθμωτά KVs XIJ , όταν d1 = 0 και από το HV Hi

, όταν d1 = q.
Επομένως, παράγονται οι ακόλουθες σημειακές συμμετρίες Noether:

X = a1 (2t+ d2) ∂t +
(
a0XIJ + a1H

i
)
∂i

όπου η παράμετρος d2 πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση:

(lnω),t (2t+ d2) = −1.

Αυτό συμβαίνει όταν ω (t) = t−
1
2 , δηλαδή όταν οταν (lnω),t = − 1

2t και d2 = 0. Τότε, η συμμετρία Noether είναι:

X = a12t∂t +
(
a0XIJ + a1H

i
)
∂i,

με ω (t) = t−
1
2 .

Η περίπτωση II δεν δίνει άλλες συμμετρίες Noether.

Τα πρώτα ολοκληρώματα που αντιστοιχούν στις συμμετρίες Noether είναι:

I0 = Xi
IJ ẋi (5.83)

I1 = 2t

(
1

2
δij ẋ

iẋj − r−1

)
−Hiẋi. (5.84)

Η συμμετρία Noether που σχετίζεται με την παράμετρο a1 παράγει τη διατηρούμενη ποσότητα (τρίτος νόμος του

Kepler):
r2

t
= constant, (5.85)

το οποίο ταυτίζεται με την εξίσωση (5.81), όταν a = − 1
2 .

Στην περίπτωση κατά την οποία ω (t) = t
1
2 , το δυναμικό του Kepler δίνει τον ίδιο αριθμό συμμετριών (Lie

και Noether) με αυτές του σκληρόνομου συστήματος (χρονοανεξάρτητο σύστημα). Τέλος, οι συμμετρίες Noether
παραμένουν ίδιες και στις δύο περιπτώσεις.

5.4.4 Χρονοεξαρτώμενος αρμονικός ταλαντωτής στον Ευκλείδειο χώρο

Τέλος, μελετάμε την περίπτωση του χρονοεξαρτώμενου αρμονικού ταλαντωτή στην περίπτωση του Ευκλείδειου

χώρου. Αυτή η περίπτωση έχει μελετηθεί εκτενώς μέσω της καθιερωμένης προσέγγισης του Lie, βλέπε [60], [171].

Εμείς χρησιμοποιούμε το θεώρημα 5.1.1 και εξάγουμε τα αποτελέσματα αυτά εκμεταλλευόμενοι τις ιδιότητες της

προβολικής άλγεβρας του Ευκλείδειου χώρου. ΄Εχουμε ότι η εξίσωση κίνησης δίνεται από τη σχέση:

ẍi + ω (t)x = 0 , ω (t) 6= 1

4t2
. (5.86)

Η προβολική άλγεβρα για τον Ευκλείδειο χώρο αποτελείται από τα ακόλουθα διανυσματικά πεδία:

S,iI : gradient KV , XIJ : nongradient KV

H ,i : gradient HV , AiI : Affine Collineation

P iI : special PC.
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Στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων αυτά γράφονται:

SI = S,iI ∂i ⇒ SI = δiI i = 1, 2, ..., n

XIJ = δa[Iδ
b
J]xa∂b

H = xi∂i ⇒ H=
1

2

(
xixi

)
AI = SIS

,i
I ∂i = xIδ

i
I∂i ⇒ AiI = xIδ

i
I

PI = SIH = xIx
i∂i ⇒ P iI = xIx

i.

Μέσω του θεωρήματος 5.1.1 διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις

Περίπτωση II
Η συνθήκη (5.16) ικανοποιείται από το διάνυσμα XIJ όταν d1 = 0, από το H ,i

όταν d′1 = 0 και από το διάνυσμα

Ai όταν d
′′

1 = 0. Από την εξίσωση (5.17) προκύπτει ότι D (t) = 0. Επομένως μέσω της σχέσης (5.15) προκύπτουν

οι παρακάτω γεννήτορες σημειακών συμμετριών Lie:

X =
(
l1H

,i + l2XIJ + l3A
i
)
∂i. (5.87)

Περίπτωση III
Διακρίνουμε δύο υπό-περιπτώσεις:

Περίπτωση III.1 Ελέγχουμε κατά πόσον τα βαθμωτά KVs S,iI J = 1, 2, . . . , n παράγουν κάποιο διάνυσμα

συμμετρίας για m = −1 , d0 = 0. Τότε, υπολογίζουμε ότι D (t) = 0, ενώ η συνάρτηση T (t) προσδιορίζεται από

την επίλυση της δ.ε.:

T,tt = −ω(t)T. (5.88)

Σύμφωνα με τα παραπάνω, έχουμε τους γεννήτορες των σημειακών συμμετριών Lie:

X = T (t)S,iJ ∂i. (5.89)

Περίπτωση III.2
Επειδή το διανυσματικό πεδίο προερχόμενο από το δυναμικό του αρμονικού ταλαντωτή ταυτίζεται με το βαθμωτό

HV παίρνουμε τη σημειακή συμμετρία Lie:

X = D (t) ∂t + T (t)V ,i∂i, (5.90)

όπου οι συναρτήσεις D (t) , T (t), αποτελούν λύσεις του συστήματος των εξισώσεων:

D (lnω),t + 2D,t +
1

ω
T,tt = 0 (5.91)

2T,t −D,tt = 0. (5.92)

Περίπτωση IV. Μέσω της εξίσωσης (5.23) προκύπτει ότι D (t) = 0, και λ = 1 , λ1 = 1 , λ2 = −1. Αυτό συνε-

πάγεται ότι a0 = 1. Επομένως, οι συναρτήσεις C(t), T (t) προσδιορίζονται μέσω του συστήματος των εξισώσεων

(5.24)-(5.25). Τότε:

C

T
(lnω),t +

2C,t
T

+
1

ω(t)

T,tt
T

= 1 (5.93)

T,t = −ω(t)C (5.94)

C,t = T. (5.95)

Σύμφωνα με αυτά, οι γεννήτορες των συμμετριών Lie είναι:

X = C (t)SJ∂t + T (t)SJV
,i∂i.

Ο αριθμός των συμμετριών που επιδέχεται η μετρική είναι N2 − 1, N = n + 2, με n τη διάσταση του χώρου.

΄Αρα, η άλγεβρα που επιδέχεται η μετρική είναι διάστασης sl (n+ 2, R), γεγονός που σημαίνει ότι το σύστημα

είναι μέγιστα συμμετρικό (maximally symmetric). Επομένως το σύστημα ισοδυναμεί με αυτό ενός ελεύθερου

σωματιδίου, βλέπε [60], [171].
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5.5 Συμπεράσματα

Σε αυτό το κεφάλαιο γενικεύτηκε η δουλεία των Παλιαθάναση και Τσαμπαρλή που αφορά τον συσχετισμό ανάμεσα

στις συμμετρίες των δ.ε. και τις συμμετρίες της μετρικής του χώρου στον οποίο πραγματοποιείται η κίνηση.

Συγκεκριμένα οι συγγραφείς, βλέπε [57], μελέτησαν τη σύνδεση μεταξύ των προβολικών συμμετριών και των

συμμετριών ενός αυτόνομου συστήματος εξισώσεων κίνησης για σύστημα, έστω (1×m), του οποίου η κίνηση πραγ-

ματοποιείται σε ένα γενικευμένο αφινικό χώρο κάτω από τη δράση ενός αυτόνομου δυναμικού. Παρόμοιες μελέτες

έχουν πραγματοποιηθεί για την περίπτωση των (n× 1) γραμμικών εξισώσεων, οι οποίες έχουν συσχετιστεί με τη

σύμμορφη άλγεβρα του υποκείμενου χώρου, βλέπε [56]. Πρόσφατα, ανακαλύφθηκε ότι για ένα σύστημα σχεδόν-

γραμμικών (quasilinear) εξισώσεων, (n×m) συστημάτων, με m > 1 παρατηρήθηκε ότι οι σημειακές συμμετρίες

συσχετίζονται με τη σύμμορφη άλγεβρα του χώρου των ανεξάρτητων μεταβλητών, βλέπε [186]. Παρόλα αυτά, το

σύστημα των (1×m), μη αυτόνομων εξισώσεων δεν είχε επιλυθεί μέσω της μεθοδολογίας των προηγούμενων

εργασιών.

Διατυπώσαμε δύο θεωρήματα τα οποία αποδεικνύουν ότι οι Lie και Noether σημειακές συμμετρίες ενός δυνα-

μικού συστήματος κινούμενο σε μετρική χώρου Riemann κάτω τη δράση ενός χρονοεξαρτώμενου δυναμικού της

μορφής W (t, x) = ω(t)V (x) δίνονται μέσω των συμμετριών της μετρικής του χώρου και έναν αριθμό εξισώσεων-

περιορισμών στις οποίες εμπλέκονται τόσο το δυναμικό, όσο και οι συνιστώσες του γεννήτορα της συμμετρίας.

Εφαρμόσαμε τα θεωρήματα αυτά στην περίπτωση της κίνησης σε Ευκλείδειο χώρο και προσδιορίσαμε τις σημειακές

συμμετρίες Lie και Noether, για τις περιπτώσεις του χρονοεξαρτώμενου κεντρικού δυναμικού και του χρονοεξαρ-

τώμενου αρμονικού ταλαντωτή. Επίσης, αποδείξαμε ότι τα θεωρήματα αυτά μπορούν να χρησιμοποιηθούν για τον

προσδιορισμό των δυναμικών συστημάτων που παρουσιάζουν γραμμική απόσβεση. Τέλος, παρουσιάζει ιδιαίτερο

ενδιαφέρον το γεγονός ότι τα αποτελέσματα αυτά μπορούν να χρησιμοποιηθούν για κάθε σύστημα διαφορικών εξι-

σώσεων δεύτερης τάξης, για τα οποία οι συνιστώσες της συνοχής της μετρικής ορίζονται μέσω μίας γενικευμένης

συνοχής Γijk.
Αυτή η γεωμετρική προσέγγιση αποτελεί μία εναλλακτική γεωμετρική μέθοδο για τη μελέτη των συμμετριών

των διαφορικών εξισώσεων. Είναι χρήσιμη, καθότι σύμφωνα με τη διαφορική Γεωμετρία, είμαστε σε θέση να μελε-

τήσουμε την πιθανή άλγεβρα Lie που επιδέχεται το σύστημα και να εξαχθούν οι συμμετρίες της μετρικής. Ωστόσο,

πέρα από το τεχνικό κομμάτι της μεθοδολογίας επισημαίνουμε τον ισχυρό συσχετισμό μεταξύ της γεωμετρίας και

των συμμετριών / ιδιοτήτων των δυναμικών συστημάτων.
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Κεφάλαιο 6

Συμμετρίες Cartan και εφαρμογή τους
στην Κοσμολογία

Εισαγωγή

Για την επεξήγηση των πρόσφατων κοσμολογικών παρατηρήσεων έχει εισαχθεί ένα πλήθος μηχανισμών, βλέ-

πε [65–68]. Συγκεκριμένα, η παρατηρούμενη επιτάχυνση (late-time acceleration) του σύμπαντος αποδίδεται σε μία

νέα πηγή ύλης η οποία καλείται σκοτεινή ενέργεια. Για τη σκοτεινή ενεργεία έχουν προταθεί αρκετά μοντέλα, μεταξύ

των οποίων βαθμωτά πεδία (μοντέλα πεμπτουσίας, πεδία phantom , k-essence), ρευστά με χρονικά μεταβαλλόμενες

καταστατικές εξισώσεις (Chaplygin gases) κ.ο.κ. [70–86]. Ωστόσο, κάποια από αυτά τα μοντέλα που περιγράφουν

τη σκοτεινή ενέργεια, είναι γεωμετρικής προέλευσης. Σε αυτά τα σενάρια ή σκοτεινή ενέργεια αντιστοιχεί σε νέους

βαθμούς ελευθερίας των εξισώσεων πεδίου οι οποίες εισάγονται τροποποιώντας τις εξισώσεις του Einstein της Γε-

νικής Θεωρίας Σχετικότητας (Γ.Θ.Σ.). Χαρακτηριστικά αναφέρουμε τη περίπτωση των κβαντικών διορθώσεων στη

Γ.Θ.Σ. μέσω της χρήσης αναλλοίωτων ανώτερης τάξης (higher-order invariants) όπως πολυώνυμα που περιέχουν

το βαθμωτό πεδίο του Ricci, τον όρο Gauss Bonnet καθώς και άλλα. Τα παραπάνω οδήγησαν στις λεγόμενες f-
θεωρίες σύμφωνα με τις οποίες, μία συνάρτηση f (X) εισάγεται στη δράση Einstein- Hilbert στην οποία το πεδίο

X αποτελεί ένα γεωμετρικό αναλλοίωτο [87–103].

Η δράση Einstein-Hilbert δεν αποτελεί τη μοναδική περίπτωση δράσης, από την οποία προκύπτουν οι εξισώσεις

πεδίου της Γ.Θ.Σ. Ο φορμαλισμός Palatini [104] και το τηλεπαράλληλο ισοδύναμο της Γ.Θ.Σ. (teleparallel equi-
valent of GR (TEGR)) [105] αποτελούν δύο εναλλακτικές μεθόδους μεταβολής οι οποίες κάτω από ορισμένους

περιορισμούς οδηγούν στη Γ.Θ.Σ. [106, 107]. Σύμφωνα με την TEGR, το βαθμωτό ισοδύναμο T της συνοχής

’Weitzenb’ αποτελεί την Λαγκραντζιανή πυκνότητα των εξισώσεων πεδίου, ενώ σύμφωνα με τον φορμαλισμό του

Palatini τόσο ή μετρική, όσο και η συνοχή μεταβάλλονται ανεξάρτητα.

Σε αυτό το κεφάλαιο, δείχνουμε ότι οι δυναμικές εξισώσεις μπορούν να γραφτούν μέσω της χρήσης μιας σημεια-

κής Λαγκραντζιανής, η οποία περιγράφει το κλασικό ανάλογο της κίνησης δύο σωματιδίων τα οποία αλληλεπιδρούν

μέσω ενός ενεργού δυναμικού. Ο κινητικός όρος της Λαγκραντζιανής περιγράφει τους βαθμούς ελευθερίας που

αφορούν το χωρόχρονο και το πεδίο, ενώ το ενεργό δυναμικό καθορίζει τους βαθμούς ελευθερίας της εξέλιξης

του νέου βαθμωτού πεδίου. Στη συνέχεια προσδιορίζουμε τις ειδικές μορφές του ενεργού δυναμικού σύμφωνα

με την απαίτηση οι εξισώσεις του πεδίου να περιγράφουν ολοκληρώσιμα συστήματα Liouville έτσι ώστε οι λύσεις

των εξισώσεων Hamilton-Jacobi να γράφονται σε κλειστή μορφή. Αυτό είναι εφικτό αφού προσδιορίσουμε τους

περιορισμούς οι οποίοι πρέπει να επιβληθούν στο σύστημα, οι οποίοι ισοδυναμούν με την ύπαρξη αναλλοίωτων

(conservation laws). Κατόπιν χρησιμοποιούμε αυτές τις διατηρήσιμες ποσότητες και αποδεικνύουμε την Liouville
ολοκληρωσιμότητα των συστημάτων με τη χρήση των συμμετριών.

Οι συμμετρίες, δηλαδή οι μετασχηματισμοί κάτω απο την δράση των οποίων ένας αριθμός διαφορικών εξισώσεων

παραμένει αναλλοίωτος, αποτελούν κύρια μεθοδολογία για τον προσδιορισμό των διατηρητικών νόμων και την

εύρεση των λύσεων των εξισώσεων. Οι συμμετρίες Lie αποτελούν την πιο συνηθισμένη περίπτωση συμμετριών και

έχουν εφαρμοστεί σε πληθώρα προβλημάτων με σκοπό την εύρεση των ακριβών λύσεων τόσο στο κλασικό, όσο

και στο κβαντικό επίπεδο [118–124]. Στη περίπτωση των μοντέλων βαρύτητας, τα οποία περιγράφονται μέσω μια

σημειακής Λαγκραντζιανής, υπάρχει ένας ειδικός τύπος συμμετριών Lie, η δράση των οποίων πάνω στο ολοκλήρωμα
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δράσης, το αφήνουν αναλλοίωτο. Αυτές οι συμμετρίες καλούνται συμμετρίες Noether, οι οποίες σύμφωνα με το

ομώνυμο θεώρημα, επιτρέπουν το προσδιορισμό των πρώτων ολοκληρωμάτων των εξισώσεων κίνησης [125–143].

Στην παρούσα ενότητα, για τον προσδιορισμό των γεννητόρων των συμμετριών των εξισώσεων πεδίου εργαζόμαστε

σύμφωνα με τη μεθοδολογία του Cartan. Οι συμμετρίες Cartan στηρίζονται στο γεγονός ότι η 1- διαφορική μορφή

του Cartan παραμένει αναλλοίωτη και καθορίζεται απ΄ ευθείας από την Λαγκραντζιανή και τους μετασχηματισμούς οι

οποίοι λαμβάνουν χώρα στην εφαπτόμενη πολλαπλότητα [144,145,147],και [163]. Για ολόνομα δυναμικά συστήματα,

οι συμμετρίες Cartan είναι ισοδύναμες με τις γενικευμένες συμμετρίες Noether (generalized Noether symmetries)
[148], ωστόσο, στη περίπτωση μη διατηρητικών ολόνομων συστημάτων, η κατάσταση διαφοροποιείται [149].

6.1 Minisuperspace περιγραφή

Σύμφωνα με το [108] κατασκευάζουμε μια σημειακή Λαγκραντζιανή τέτοια ώστε οι εξισώσεις πεδίου να προέρχονται

από την αρχή της ελάχιστης δράσης Hamilton. Αυτή η Λαγκραντζιανή συνάρτηση δίνεται από την ακόλουθη σχέση

L
(
N, a, ȧ, φ, φ̇

)
= − 6

N
aȧ2 +

6

N
a2ȧφ̇−Na3V (φ)− 2ρm0Na

−3wm , (6.1)

Παρατηρούμε ότι η Λαγκραντζιανή παρουσιάζει ανωμαλία (singular Lagrangian) διότι ο Hessian πίνακας
∂2L
∂ȧ∂φ̇

μηδενίζεται. Αυτό είναι κάτι που αναμένονταν καθώς οι εξισώσεις πεδίου επιδέχονται παραγώγους δεύτερης τάξης

των μεταβλητών (a, φ), ενώ η μεταβλητή N παράγει την εξίσωση-περιορισμό G0
0 = T 0

0 .

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρούμε ότι N = N (a, φ) . Τότε, οι εξισώσεις πεδίου περιγράφουν την εξέλιξη

της κίνησης ενός σωματιδίου το οποίο κινείται σε έναν δισδιάστατο χώρο κάτω από την επίδραση ενός ενεργού

δυναμικού. Μέσω του κινητικού όρου της εξίσωσης (6.1) κατασκευάζουμε την minisuperspace μετρική χij =
∂2L
∂ȧ∂φ̇

= ∂2L
∂q̇i∂q̇j , ενώ το ενεργό δυναμικό δίνεται από την σχέση

Veff (a, φ) = Na3V (φ) + 2ρm0Na
−3wm . (6.2)

Τέλος η συνθήκη-περιορισμός που δίνεται από την σχέση

3H2 = 3Hφ̇+
1

2
V (φ) + ρm, (6.3)

αντιστοιχεί στο αναλλοίωτο του Hamilton, αφού οι εξισώσεις πεδίου είναι χρονοανεξάρτητες (αυτόνομες). Συγκε-

κριμένα, λόγω της συνθήκης περιορισμού η Χαμιλτονιανή μηδενίζεται. Στην περίπτωση κατά την οποία wm = 1
τότε η πηγή ύλης καλείται σκληρό ρευστό (stiff fluid) και αυτό αποδίδεται γεωμετρικά σε ένα επιπλέον βαθμό ελευ-

θερίας, δηλαδή αντιστοιχεί σε επιπλέον βαθμωτά πεδία. Αυτή η ιδιότητα χρησιμοποιείται έτσι ώστε να επεκτείνουμε

την ανάλυση μας στη περίπτωση μοντέλων Bianchi I στο κενό. Στη συνέχεια, εξάγουμε τις εξισώσεις πεδίου στη

περίπτωση που το σύμπαν περιγράφεται από ένα μοντέλο Bianchi I στο κενό. Δείχνουμε πως η Λαγκραντζιανή

(6.1) περιγράφει τις εξισώσεις πεδίου για αυτό το σύμπαν, όταν η πυκνότητα ρm0 συσχετίζεται με ολοκληρωτικές

σταθερές για τις ανισότροπες παραμέτρους του μη-ομογενούς χωρόχρονου.

6.1.1 Bianchi I

Το γραμμικό στοιχείο της Bianchi I μετρικής, μέσω της χρήσης των μεταβλητών Misner γράφεται,

ds2 = −N2 (t) dt2 + a2 (t)
(
e−2β+(t)dx2 + eβ+(t)+

√
3β−(t)dy2 + eβ+(t)−

√
3β−(t)dy2

)
. (6.4)

Αυτό το γραμμικό στοιχείο επιδέχεται μια Αβελιανή ομάδα Killing τριών διαστάσεων. Οι συναρτήσεις β+, β−
καλούνται παράμετροι ανισοτροπίας [117].

Θεωρούμε τη διαγώνια βάση

hiµ(t) = diag(N (t) , a(t)e−β+(t), a(t)e
1
2 (β+(t)+

√
3β−(t)), a(t)e

1
2 (β+(t)−

√
3β−(t))), (6.5)
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μέσω της οποίας υπολογίζουμε την αναλλοίωτη ποσότητα

T =

−6

(
ȧ

aN

)2

+
3

2

(
β̇+

N

)2

+
3

2

(
β̇−
N

)2
 (6.6)

και η αντίστοιχη Λαγκραντζιανή δίνεται από την παρακάτω σχέση

L
(
N, a, ȧ, φ, φ̇

)
= − 6

N
aȧ2 +

3

2
Na−3

(
a3β̇+

N

)2

+
3

2
Na−3

(
a3β̇−
N

)2

+
6

N
a2ȧφ̇−Na3V (φ) . (6.7)

Για την Λαγκραντζιανή (6.7) παρατηρούμε ότι οι ποσότητες

Φ+ =

(
a3β̇+

N

)
και Φ− =

(
a3β̇−
N

)
, (6.8)

αποτελούν διατηρήσιμα μεγέθη κατά την κίνηση και ικανοποιούν την εξίσωση
dΦ±
dt = 0, το οποίο σημαίνει ότι

μέσω της εφαρμογής των νόμων διατήρησης, το δυναμικό σύστημα απλοποιείται στην Friedman Robertson Walker
(FRW) Λαγκραντζιανή (6.1) όπου ρm0 = ρm0 (Φ+,Φ−) και wm = 1.

6.2 Φορμαλισμός Cartan και συμμετρίες

Επειδή τα συστήματα για τα οποία ενδιαφερόμαστε είναι δεύτερης τάξης θεωρούμε μία Λαγκραντζιανή συνάρτηση της

μορφής L = L
(
t, xj , ẋj

)
, όπου το t συμβολίζει την ελεύθερη μεταβλητή και με xi (t) συμβολίζουμε τις εξαρτημένες

μεταβλητές. Με τη χρήση της τελείας συμβολίζουμε την ολική παράγωγο ως προς t.
Από την μεταβολή της δράσης S =

∫
Ldt, προκύπτουν οι εξισώσεις Euler Lagrange EL (L) = 0 όπου EL =

d
dt

∂
∂ẋi −

∂
∂xi είναι το διανυσματικό πεδίο Euler. Ακόμα υποθέτουμε ότι οι εξισώσεις πεδίου γράφονται στη μορφή

ẍi = Λi
(
t, xj , uj

)
,

όπου ui = ẋj . Ορίζουμε το διανυσματικό πεδίο A που αποτελεί τον γεννήτορα των εξισώσεων κίνησης του

Λαγκραντζιανού συστήματος και καλείται πεδίο ροής Hamilton (Hamiltonian flow) με την σχέση

A = ∂t + ui∂i + Λi∂ui

όπου το Λi = Λi
(
t, xj , uj

)
καθορίζεται μέσω της συνθήκης

∂2L
∂ui∂uj

Λj =
∂L
∂xi
− ∂2L
∂ui∂xj

uj − ∂2L
∂ui∂t

. (6.9)

Θεωρούμε την ακόλουθη βάση στη συνεφαπτόμενη δέσμη(
de1, de2, de3

)
=
(
dxi − uidt , dui − Λidt , dt

)
, (6.10)

Σημειώνουμε ότι, το διανυσματικό πεδίο A = ∂t + ui∂i + Λi∂ui έχει την ιδιότητα
1 iA

(
de1, de2, de3

)
= (0, 0, 0) .

Κάθε κλειστή διαφορική μορφή df γράφεται χρησιμοποιώντας σε αυτήν τη βάση

df =
∂f

∂xi
(
dxi − uidt

)
+
∂f

∂ui
(
dui − Λidt

)
+A (f) dt. (6.11)

Στην συνέχεια εισάγουμε την 1-διαφορική μορφή του Cartan θ [163]

θ = Ldt+
∂L
∂ui

(
dxi − uidt

)
. (6.12)

1
Ο τελεστής iA συμβολίζει την πράξη της αντιπαραγώγισης ως προς το πεδίο του Hamilton.
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Στην Χαμιλτονιανή μηχανική, το θ αποτελεί την αντίστροφη απεικόνιση (pullback) κάτω από την δράση του

μετασχηματισμού Legendre της 1-διαφορικής μορφής uidx
i − Hdt, όπου με H συμβολίζουμε την Hamiltonian.

Μέσω της θ οι εξισώσεις κίνησης είναι

iA (dθ) = 0. (6.13)

dθ είναι η 2-διαφορική μορφή του Cartan η οποία έχει την ακόλουθη μορφή (6.10)

dθ =
∂L

∂ui∂uj
[(
dxj − ujdt

)
f
(
dxi − uidt

)
+
(
dui − Λidt

)
f
(
dxj − ujdt

)]
, (6.14)

όπου με f συμβολίζουμε το αντισυμμετρικό τανυστικό γινόμενο wedge product.
Συνεπώς, εάν υπάρχει μια συνάρτηση f , τέτοια ώστε οι δύο 1-Cartan μορφές ικανοποιούν την σχέση

θ̄ − θ = df, (6.15)

τότε οι θ και θ̄ περιγράφουν τις ίδιες εξισώσεις, και αυτό διότι εξ΄ ορισμού ισχύει ότι d
(
θ̄ − θ

)
= d2f ≡ 0. Στον

εφαπτόμενο χώρο θεωρούμε τον σημειακό μετασχηματισμό(
t̄, x̄i, ūi

)
=
(
t+ εξ

(
t, xj , uj

)
, xi + εηi

(
t, xj , uj

)
, ui + εζi

(
t, xj , uj

))
(6.16)

ο οποίος παράγεται από το διανυσματικό πεδίο

X = ξ
∂

∂t
+ ηi

∂

∂xi
+ ζi

∂

∂ui
. (6.17)

Το διανυσματικό πεδίο X αποτελεί συμμετρία Cartan της Λαγκραντζιανής L εάν

LX (dθ) = 0, (6.18)

όπου με LX συμβολίζουμε την Lie παραγώγιση κατά μήκος του διανυσματικού πεδίου X.

Επειδή LX (dθ) = d (LXθ) καταλήγουμε ότι η συνθήκη για την ύπαρξη μίας συμμετρίας Cartan είναι [145]

LX (dθ) = 0 ή LX (θ) = df (6.19)

όπου με f συμβολίζουμε μια συνάρτηση ορισμένη στην εφαπτόμενη δέσμη. Η τελευταία συνθήκη αντιστοιχεί

στο πρώτο θεώρημα της Noether και η συνάρτηση f συχνά χαρακτηρίζεται λανθασμένα ως συνάρτηση βαθμίδας

(gauge function). Η συνάρτηση f είναι ένας συνοριακός όρος ο οποίος έχει εισαχθεί προκειμένου να επιτραπούν,

οι απειροελάχιστες μεταβολές του ολοκληρώματος δράσης. Αυτές παράγονται από την απειροελάχιστη μεταβολή

του συνόρου που προέρχεται από τον μετασχηματισμό της μεταβλητής του ολοκληρώματος της δράσης. Επιπλέον,

χρησιμοποιώντας την ταυτοτική σχέση LXθ = iX (dθ) + d (iXθ) , προκύπτει ότι εάν το διανυσματικό πεδίο X
αποτελεί μία συμμετρία Cartan τότε LXθ = 0 και

iAd (f − iXθ) = 0, (6.20)

το οποίο σημαίνει ότι η ποσότητα (f − iXθ) διατηρείται κάτα την κίνηση. Η σχέση (6.20) περιγράφει το δεύτερο

θεώρημα της Noether. Τελικά, εάν το X αποτελεί συμμετρία Cartan, τότε i[A,X]dθ = iALXdθ − LX (iAdθ) και

επομένως LX (iAdθ) = 0. Η τελευταία συνθήκη υποδηλώνει ότι οι εξισώσεις κίνησης παραμένουν αναλλοίωτες

κάτω από την δράση των συμμετριών Cartan οι οποίες σχηματίζουν μία υπό-άλγεβρα των Lie συμμετριών του

δυναμικού συστήματος.

6.2.1 Συμμετρίες των σημειακών Λαγκραντζιανών συναρτήσεων

΄Εστω η Λαγκραντζιανή συνάρτηση L = 1
2gij

(
xj
)
uiuj − V

(
xk
)
τότε η 1-διαφορική μορφή του Cartan είναι

θ =

(
1

2
giju

iuj − V
)
dt+ giju

j
(
dxi − uidt

)
(6.21)
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Ακόμα, θεωρούμε το διανυσματικό πεδίο X = ξ∂t + ηi∂i + ζi∂ui και απαιτούμε να είναι γεννήτορας συμμετρίας

Cartan. Ταυτόχρονα, τοX αποτελεί συμμετρία Lie, επομένως η συνιστώσα ζi δεν είναι ανεξάρτητη αλλά εκφράζεται

αποκλειστικά μέσω των συναρτήσεων ξ, ηi και των παραγώγων αυτών
2

ζi = ηi,t + ukηi,k + Λkηi,uk − u
i
(
ξ,t + ukξ,k + Λkξ,uk

)
. (6.22)

Από τη συνθήκη συμμετρίας (6.19) έχουμε

LXθ =
[
gij,kη

kuj + gijζ
j
]
dxi + giju

jηi,kdx
k − 1

2
giju

iujξ,kdx
k+

+

[
−gijuiζj −

1

2
gij,kη

kuiuj + giju
jηi,t −

1

2
giju

iujξ,t − ηkVk
]
dt+

+

[
giju

jηi,uk −
1

2
giju

iujξi,uk

]
duk

= f,tdt+ f,idx
i + f,ukdu

k

μέσω της οποίας προκύπτουν οι παρακάτω εξισώσεις[
gij,kη

kuj + gijζ
j
]
δir + giju

jηi,kδ
k
r −

1

2
giju

iujξ,kδ
k
r − f,r = 0. (6.23)

−gijuiζj −
1

2
gij,kη

kuiuj + giju
jηi,t −

1

2
giju

iujξ,t − f,t − ηkVk = 0. (6.24)

giju
jηi,uk −

1

2
giju

iujξi,uk − f,uk = 0. (6.25)

Συγκεκριμένες μορφές των συναρτήσεων ξ και ηi απλοποιούν το παραπάνω σύστημα με αποτέλεσμα να διευκο-

λύνεται η επίλυση αυτού.

Σημειακοί μετασχηματισμοί

Σε αυτή την περίπτωση οι συναρτήσεις ξ και η είναι ανεξάρτητες των ταχυτήτων ui και η συνθήκη συμμετρίας

παίρνει την ακόλουθη μορφή

V,kη
k + V ξ,t + f,t = 0 , ηi,tgij − ξ,jV − f,j = 0 (6.26)

Lηgij − ξ,tgij = 0 , ξ,i = 0 , f,uk = 0 (6.27)

της οποίας η γενική λύση δίνεται στο [57]. Σε αυτή τη περίπτωση η διατηρήσιμη ποσότητα είναι γραμμική ως προς

τις ταχύτητες ui.

Συμμετρίες ανώτερης τάξης

΄Οταν οι συνιστώσες ξ και ηi είναι συναρτήσεις των ui τότε αποκαλούνται συμμετρίες ανώτερης τάξης. Μία

συγκεκριμένη κατηγορία αυτών των συμμετριών ανώτερης τάξης αποτελούν οι συμμετρίες contact για τις οποίες

ισχύει οτι οι συνιστώσες ξ και ηi είναι γραμμικές ως προς τις ταχύτητες ui. Σε αυτή τη περίπτωση και χωρίς βλάβη

της γενικότητας θεωρούμε ότι ξ = 0 και ηi = Ki
j

(
t, xk

)
uj . Τότε οι συνθήκες συμμετρίας γράφονται

K(ij),t = 0 , K(is;j) = 0 (6.28)

gijV
kKj

k + f,i = 0 , f,t = 0 , f,uk = 0. (6.29)

Με ανάλογο τρόπο οι συνθήκες συμμετρίας παράγονται για κάθε συνιστώσα ηi, ανεξαρτήτως της εξάρτησης

της από τις συναρτήσεις ui. Γενικεύοντας, είναι εύκολο να αποδειχτεί ότι εάν το ηi είναι ένα πολυώνυμο βαθμού n
ως προς τα ui τότε και οι αντίστοιχες συνθήκες συμμετρίας είναι πολυώνυμα της τάξης (n+ 1) ως προς τα ui.

K(irs;j) = 0 , K(irs),t = 0 (6.30)

V kK(iks) = 0 , f = 0. (6.31)

2
Αυτό είναι εφικτό για ολόνομα διατηρητικά συστήματα.
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Ενώ οι σημειακές συμμετρίες σχηματίζουν άλγεβρα Lie οι συμμετρίες ανώτερης τάξης διαφοροποιούνται ως

ένα βαθμό. Για παράδειγμα, εάν K(1), K(2) είναι τανυστικά πεδία δεύτερης τάξης οι οποίοι παράγουν δύο contact
συμμετρίες με αντίστοιχες συναρτήσεις f(1) και f(2) τότε προκύπτει ότι[

K(1),K(2)

]
SN

(Vk) +
[
f(1);i, f(2);j

]
= KijkVk +

[
f(1);i, f(2);j

]
(6.32)

όπου με
[
K(1),K(2)

]
SN

συμβολίζουμε μεταθέτη Schouten-Nijenhuis. Ως αποτέλεσμα αυτού έχουμε ότι το τανυ-

στικό πεδίο Kijk
παράγει μία τετραγωνική συμμετρία ανώτερης τάξης εάν και μόνο αν

[
f(1);i, f(2);j

]
= 0. Ως εκ

τούτου, μέσω του μεταθέτη δύο συμμετριών ανώτερης τάξης παράγεται μια συμμετρία ανώτερης τάξης.

Στην ειδική περίπτωση που οι συνοριακοί όροι των contact ή των non-contact συμμετριών ανώτερης τάξης

μηδενίζονται, δηλαδή f(1) = f(2) = 0 , συνεπάγεται ότι η Λαγκραντζιανή L επιδέχεται τις διατηρήσιμες ποσότητες

IA, IB , που ορίζονται από τις σχέσεις

IA = Kij1...jau
iuj1 ...uja , IB = Tij1...jbu

iuj1 ...ujb (6.33)

με a, b > 1, τότε και η ποσότητα

IS = Sij1...jcu
iuj1 ...ujc , c = a+ b− 1 (6.34)

αποτελεί διατηρήσιμη ποσότητα, με S ≡ [K,T]SN .

Στην ακόλουθη ενότητα, προσδιορίζουμε τις παραμέτρους των εξισώσεων πεδίου έτσι ώστε αυτές να επιδέχονται

συμμετρίες Cartan. Αυτές με τη σειρά τους δίνουν διατηρήσιμες ποσότητες μέσω των οποίων, αποδεικνύουμε την

ολοκληρωσιμότητα των εξισώσεων πεδίου και όταν αυτό είναι εφικτό, τότε γράφουμε τη λύση σε κλειστή μορφή.

6.3 Συμμετρίες και αναλυτικές λύσεις

Θεωρούμε τη Λαγκραντζιανή (6.1) και χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε ότι N (t) = a3wm . Με αυτόν τον

τρόπο απορροφούμε τον όρο που προέρχεται από το ρευστό μέσα στην minisuperspace μετρική απλοποιώντας τους

υπολογισμούς μας. Τότε η 1-διαφορική μορφή του Cartan η οποία περιγράφει τις εξισώσεις πεδίου είναι

θ =
(
−6a1−3wm ȧ2 + 6a2−3wm ȧφ̇− a3(1+wm)V (φ) + 2ρm0

)
dt+

+
(
−12a1−3wm ȧ+ 6a2−3wm φ̇

)
(da− ȧdt) +

(
6a2−3wm ȧ

) (
dφ− φ̇dt

)
, (6.35)

και το διανυσματικό πεδίο του Hamilton είναι

A =
∂

∂t
+ ȧ

∂

∂a
+ φ̇

∂

∂φ
+

(
(3w − 2)

ȧ2

a
+
a1+6w

6
V,φ

)
∂ȧ+

+

(
3 (w − 1)

(
ȧ

a

)2

+
a6w(3 (w + 1)V + 2V,φ)

6

)
∂φ̇. (6.36)

Οι εξισώσεις πεδίου έχουν τέσσερις βαθμούς ελευθερίας

(
a, ȧ, φ, φ̇

)
, με τη συνθήκη-περιορισμό, τη συνθήκη

διατήρησης της ¨ενέργειας ’ να μηδενίζεται, δηλαδή η Hamiltonian H = 0. Επομένως, ο προσδιορισμός μίας ακόμα

διατηρούμενης ποσότητας αρκεί για την απόδειξη της ολοκληρωσιμότητας των εξισώσεων πεδίου, όπως έχει οριστεί

από τον Liouville 3. Σημειώνουμε ότι ο δεύτερος νόμος διατήρησης πρέπει να είναι γραμμικά ανεξάρτητος από την

Hamiltonian.
΄Ενα σημαντικό ερώτημα αποτελεί ποια είδη συμμετριών πρέπει να χρησιμοποιηθούν έτσι ώστε να προσδιορι-

στούν τα ολοκληρώσιμα συστήματα. Για παράδειγμα, υπάρχουν διαφορετικά συστήματα που επιδέχονται σημειακές

συμμετρίες και διαφορετικά που επιδέχονται συμμετρίες ανώτερης τάξης. Ωστόσο αυτοί οι δύο τύποι συστημάτων

δεν είναι ανεξάρτητοι μεταξύ τους και τα συστήματα που επιδέχονται σημειακές συμμετρίες συμπεριλαμβάνονται σε

αυτά που επιδέχονται συμμετρίες ανώτερης τάξης. Αυτό αποδεικνύεται εύκολα χρησιμοποιώντας το αντίστροφο

πρόβλημα για την κατασκευή του γεννήτορα συμμετρίας από την διατηρήσιμη ποσότητα.

Το αντίστροφο πρόβλημα υποδηλώνει ότι εάν το βαθμωτό πεδίο Φ αποτελεί μια σταθερά της κίνησης για

ένα σύστημα με την 1-διαφορική μορφή Cartan θ, τότε υπάρχει ένα διανυσματικό πεδίο X τέτοιο ώστε LXθ =

3
Με την έννοια της ολοκληρωσιμότητας εννοούμε Liouville ολοκληρωσιμότητα.
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d (F + iXθ) και επομένως, το X αποτελεί συμμετρία Cartan, ενώ κάθε διανυσματικό πεδίο της μορφής Y =
X + λA επίσης, αποτελεί συμμετρία Cartan το οποίο παράγει την ίδια διατηρήσιμη ποσότητα. Επομένως, όλες οι

σημειακές συμμετρίες παράγουν διατηρήσιμες ποσότητες οι οποίες είναι γραμμικές ως προς τις ταχύτητες. Ωστόσο

οποιαδήποτε συνάρτηση που διατηρείται κατά τη κίνηση αποτελεί νόμο διατήρησης, πράγμα που σημαίνει ότι εάν

ΦP είναι μία διατηρήσιμη ποσότητα η οποία παράγεται από μία σημειακή συμμετρία, τότε η ποσότητα ΦC = (ΦP )
2

αποτελεί διατηρήσιμη ποσότητα προερχόμενη από μια contanct συμμετρία. Αυτό, δείχνει τον λόγο που προτιμάμε

να εργαζόμαστε με συμμετρίες ανώτερης τάξης και πιο συγκεκριμένα με συμμετρίες Cartan οι οποίες προέρχονται

από contact μετασχηματισμούς. Στη συνέχεια, παρακάμπτουμε τους υπολογισμούς για την εξαγωγή των Cartan
συμμετριών και των αντίστοιχων αναλλοίωτων που παράγονται από αυτές παρουσιάζοντας τα αποτελέσματα μας.

6.3.1 Κατηγοριοποίηση συμμετριών Cartan

Παρατηρούμε ότι υπάρχουν διαφορές τόσο στα δυναμικά, όσο και στις διατηρούμενες ποσότητες μεταξύ των περι-

πτώσεων wm 6= 1 και wm = 1.

Μη σκληρό ρευστό wm 6= 1

΄Οταν wm 6= 1 βρίσκουμε ότι τα βαθμωτά δυναμικά πεδία για τα οποία οι εξισώσεις πεδίου επιδέχονται συμμετρίες

Cartan προερχόμενες από μετασχηματισμούς contact είναι τα ακόλουθα

VA (φ) = V1φ+ V0, (6.37)

VB (φ) = V1e
−3(wm+1)φ + V2e

−6wmφ. (6.38)

και

VC (φ) = V1e
−3(1+wm)φ + V2e

− 3
2 (3+wm)

(6.39)

Η διατηρήσιμη ποσότητα που αντιστοιχεί στο δυναμικό VA (φ) είναι

IA = a4−6wm ȧ2 +
V1

18
a6

(6.40)

ενώ για το δυναμικό VB (φ) η επιπλέον διατηρήσιμη ποσότητα είναι η ακόλουθη

IB =

(
ȧ− aφ̇
a

)2

+
(wm − 1)

6wm
V2

(
ae−φ

)6wm
για wm 6= 0, (6.41)

ή

I0
B =

(
ȧ

a
− φ̇

)2

− V2 (ln a− φ) για wm = 0. (6.42)

Για το δυναμικό VC (φ) έχουμε τη διατηρήσιμη ποσότητα

IC = a1−3wm (2 + 3 (1− wm) (φ− ln a)) ȧ2 − 3a2−3wm (1 + (1− wm) (φ− ln a)) ȧφ̇+

+ a3(1−wm)φ̇2 +
V1

6 (1 + wm)

(
2 + 3

(
w2
m − 1

)
(ln a− φ)

)
a3(1+wm)e−3(1+wm)φ+

+
V2

6
(1 + 3 (1− wm) (φ− ln a)) a3(1+wm)e−

3
2 (3+wm)φ. (6.43)

Σκληρό ρευστό wm = 1

΄Οταν wm = 1, δηλαδή, όταν η πηγή ύλης προέρχεται από σκληρό ρευστό, η συμμετρική ανάλυση δίνει το δυναμικό

VD = V1e
−3φ, (6.44)

και το δυναμικό VA (φ) το οποίο δίνεται από τη σχέση (6.37).

Ακολούθως, τα αναλλοίωτα είναι οι ποσότητες IA η οποία δίνεται μέσω της σχέσης (6.40) και

ID =

(
2
ȧ

a
− φ̇

)2

− 2

3
V1a

6e−3φ, (6.45)

Συνεχίζουμε με την κατασκευή της αναλυτικής λύσης των εξισώσεων πεδίου.
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6.3.2 Αναλυτικές λύσεις

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι για να περιγράψουμε την λύση ενός συστήματος διαφορικών εξισώσεων. Συνήθως, όταν

αναφερόμαστε σε μία λύση εννοούμε ότι υπάρχει μία συγκεκριμένη συνάρτηση η οποία συσχετίζει τις εξαρτώμενες

και τις ανεξάρτητες μεταβλητές. Εάν αυτή η συνάρτηση επιδέχεται λιγότερες ελεύθερους παραμέτρους από τους

βαθμούς ελευθερίας του συστήματος τότε χαρακτηρίζεται ως μία ειδική λύση, δίοτι αποτελεί λύση για συγκεκριμένες

οικογένειες αρχικών συνθηκών.

Ωστόσο η ύπαρξη μίας τέτοιας συνάρτησης δεν είναι πάντοτε εφικτή. Για παράδειγμα η λύση της εξίσωσης

Abel δεν μπορεί να γραφτεί πάντοτε σε κλειστή μορφή. ΄Ενας άλλος τρόπος έκφρασης της λύσης ενός δυναμικού

συστήματος αποτελεί η εύρεση του αντίστοιχου απλοποιημένου reduced συστήματος. Εάν αυτό το απλοποιημένο

σύστημα μπορεί να ολοκληρωθεί και η λύση του να γραφτεί μέσω αυτών των ολοκληρωμάτων, τότε μπορούμε να

κατασκευάσουμε την κλειστή λύση του αρχικού συστήματος,ωστόσο αυτό δεν είναι γενικότερα εφικτό.

Αναλογιζόμενοι το πρόβλημα μας, πρέπει να μειώσουμε τις εξισώσεις πεδίου σε ένα σύστημα δύο διαφορικών

εξισώσεων πρώτης τάξης. Πράγματι, η συνθήκη- περιορισμός και ο διατηρητικός νόμος που προσδιορίσαμε, αρκούν

για να αποτελέσουν τη λύση των εξισώσεων πεδίου. Ωστόσο, για να απλοποιήσουμε την έκφραση τους ακολουθούμε

την μεθοδολογία των Hamilton-Jacobi, για περισσότερα σχετικά με την ολοκλήρωση ενός δισδιάστατου συστήματος

με την μέθοδο των Hamilton-Jacobi (βλέπε [150,151]).

Δυναμικό VA (φ)

Για την περίπτωση του δυναμικού VA (φ) χρησιμοποιούμε τις εξισώσεις κίνησης. Για να τις απλοποιήσουμε πραγ-

ματοποιούμε τον ακόλουθο μετασχηματισμό συντεταγμένων

a = eχ , φ = χ+ ψ (6.46)

και οι εξισώσεις πεδίου γίνονται

6e3(1−wm)χχ̇ψ̇ − e3(1+wm)χ (V0 + V1 (χ+ ψ))− 2ρm0 = 0 (6.47)

χ̈+ 3 (1− wm) χ̇2 + V1e
6wmχ = 0 (6.48)

ψ̈ +
1

6
e3wmχ (V1 + 3 (1 + wm) (V0 + V1 (χ+ ψ))) = 0. (6.49)

Εστιάζουμε στην εξίσωση (6.48) η οποία είναι αυτή που καθορίζει τον παράγοντα κλίμακας. Αυτή, μπορεί να

γραφτεί σύμφωνα με τον παρακάτω τρόπο

χ̇2 =
1

3
e−6(1−wm)χ

(
3χ0 − V1e

6χ
)
, (6.50)

Σύμφωνα με αυτήν υπολογίζουμε τη συνάρτηση του Hubble και παίρνουμε,

H2 (a) = a−6wm

(
ȧ

a

)2

=

(
χ0a

−6 − V1

3

)
. (6.51)

Αυτό σημαίνει ότι το V1 αποτελεί την κοσμολογική σταθερά και η σταθερά ολοκλήρωσης χ0 είναι η ενεργειακή

πυκνότητα του σκληρού ρευστού η οποία έχει εισαχθεί από τη θεωρία, ανακαλώντας το γεγονός ότι η συνάρτηση

του Hubble ορίζεται από τη σχέση H (t) = 1
N
ȧ
a

Δυναμικό VB (φ)

Για το δεύτερο δυναμικό VB (φ), επιλέγουμε να εργαστούμε σε νέο σύστημα συντεταγμένων

φ = ln a+ ψ (6.52)

στο οποίο η λύση της εξίσωσης των Hamilton Jacobi για wm 6= 0 δίνεται από τη σχέση

S (a, ψ) =

√
6a3(1−wm)

√
V2 (1− wm) e−6wmψ + 6wmIB
3
√
wm (1− wm)

−
√

6wm

∫
2ρm0e

3wmψ + V1e
−3ψ√

6wmIBe6wmψ + V2 (1− wm)
dψ , wm 6= 0 (6.53)
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το οποίο δείχνει ότι το σύστημα επιδέχεται μια επιφάνεια Lie.
Στις νέες συντεταγμένες το απλοποιημένο σύστημα γράφεται

a2−3wm ȧ =
pψ
6
, a2−3wm ψ̇ =

pa
6a2

. (6.54)

Στην ειδική περίπτωση όπου η πηγή ύλης είναι η σκόνη, δηλαδή όταν wm = 0, τότε η λύση της εξίσωσης των

Hamilton Jacobi παίρνει την απλοποιημένη μορφή

S (a, ψ) = 2a3
√

(I0
B − V2ψ) +

4ρm0

V2

√
(I0
B − V2ψ) +

2√
3V2

D

√3 (I0
B − V2ψ)

V2

 (6.55)

όπου με D (x) συμβολίζουμε τη συνάρτηση Dawson, D (x) = e−x
2 ∫

ex
2

dx2
.

Για wm = 0, δηλαδή N (t) = 1, το απλοποιημένο σύστημα που δίνεται από την εξίσωση (6.54) με τη χρήση της

εξίσωσης (6.55) γίνεται

6a2ȧ = −2ρm0 + V1e
−3ψ√

(I0
B − V2ψ)

, ψ̇ =
√

(I0
B − V2ψ) (6.56)

επομένως

ψ (t) =
I0
B

V2
− V2

4
(t− t0)

2
(6.57)

και

a3 =
2ρm0

(−V2)
ln t+

1

2

V1e
−3

I0B
V2

(−V2)
Ei

(
3

4
(−V2) t2

)
(6.58)

με Ei (t) την εκθετική συνάρτηση ολοκλήρωσης. Τέλος, όταν κυριαρχεί ο όρος Ei (t) τότε η συνάρτηση κλίμακας

προσεγγίζεται μέσω του όρου

a (t) ' exp
(
a1t

2
)
. (6.59)

Δυναμικό VC (φ)

Πραγματοποιούμε τον μετασχηματισμό

a = r
1

3(1−wm) , φ =
1

3 (1− wm)
ln (r) + ψ (6.60)

και η εξίσωση των Hamilton Jacobi γράφεται

(wm − 1)

(
∂S

∂r

)(
∂S

∂ψ

)
− 4ρm0 − 2V1e

−3(1+wm)ψ − 2V2√
r
e−

3
2 (3+wm)ψ = 0. (6.61)

από την οποία προκύπτει ότι:

ṙ =
1

2
(1− wm) pψ , ψ̇ =

1

2
(1− wm) pr. (6.62)

Επομένως, η δράση είναι

S (u, v) =
2
√

2re−
3
2 (1+wm)ψ

√
V1 (1− wm) + 2e3(1+w)ψ (1 + wm) (3IC − (1− 3ψ (w − 1)) ρm0)√

3
√

(1 + wm) (wm − 1)
+

+

∫
6V2

√
(1 + w)e

3
2 (1+wm)ψ

√
6
√
V1 (1− wm) + 2e3(1+w)ψ (1 + wm) (3IC − (1− 3ψ (w − 1)) ρm0)

dψ. (6.63)

Στην οριακή περίπτωση όπου ρm0 = 0 και IBC = 0, η δράση παίρνει την απλούστερη μορφή

S (u, v) =
2
√

2V1re
− 3

2ψ(1+wm)

3 (1− w2
m)

−
√

2 (1 + wm)V2e
−3ψ

√
3V1(1−w2

m)
. (6.64)
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Μέσω αυτής της δράσης, για ρευστό με σκόνη (dust) παίρνουμε το παρακάτω απλοποιημένο σύστημα

ṙ =

√
6V2

2
√
V1

e−3ψ −
√

6e−
3
2ψ
√
V1r , ψ̇ =

√
2V1√
r
e−

3
2ψ (6.65)

από το οποίο παρατηρούμε ότι για μεγάλες τιμές του r και κατ΄ επέκταση για μεγάλες τιμές του παράγοντα κλίμακας

ψ̇ ' 0, που σημαίνει ότι

ṙ ' c1 − c2
√
r, (6.66)

τότε, η συνάρτηση του Hubble προσεγγίζεται μέσω της τιμής

H (a) '
(
c1a
−3(1−wm) − c2a

−3(1−wm)
2

)
. (6.67)

Δυναμικό VD (φ)

Για το τελευταίο δυναμικό όταν wm = 1, βρίσκουμε το κανονικό σύστημα συντεταγμένων

a = eχ , φ = 2χ+ ψ (6.68)

στις οποίες το απλοποιημένο σύστημα παίρνει τη μορφή

χ̇ =
pψ
6
, ψ̇ =

pχ − 2pψ
6

. (6.69)

Η εξίσωση Hamilton-Jacobi είναι(
∂S

∂ψ

)2

−
(
∂S

∂χ

)(
∂S

∂ψ

)
− 6e−3ψV1 − 12ρm0 = 0, (6.70)

ενώ η διατηρήσιμη ποσότητα είναι (
∂S

∂ψ

)2

= 36ĪD. (6.71)

Μέσω αυτής βρίσκουμε ότι η δράση γράφεται

S (χ, ψ) =
√
ĪD0χ+

√
ĪD
2

ψ +

√(
ĪD − 48ρm0

)
+ 24V1e−3ψ

3
+

−

√(
ĪD − 48ρm0

)
3

arctanh


√(

ĪD − 48ρm0

)
+ 24V1e−3ψ√(

ĪD − 48ρm0

)
 . (6.72)

Η λύση των εξισώσεων πεδίου γράφονται σε κλειστή μορφή και τότε υπολογίζουμε τη συνάρτηση κλίμακας η

οποία δίνεται από τη σχέση

a (t) = a0e
ω0t
(
1− 6V1ω1e

−3ω1t
)− 1

3
(6.73)

όπου τα ω0, ω1 σχετίζονται με τις ποσότητες ĪD και ρm0. Από την παραπάνω λύση, παρατηρούμε ότι η late time
λύση είναι εκθετική, a (t) ' a0e

ω0t για ω1 > 0, και για N (t) =σταθ., δηλαδή, wm = 0, η λύση αντιστοιχεί στο de
Sitter σύμπαν με Ωm0 = 0.

΄Οταν ω0 = ω1 και wm = 0, μέσω της σχέσης (6.73) βρίσκουμε ότι η κλειστή μορφή της συνάρτησης του

Hubble συναρτήσει του παράγοντα κλίμακας δίνεται από τη σχέση

H (a) =
1

12 (a0)
3

(−V1)
+ 2ω0a

−3 +

√
1 + 24 (a0)

3
ω0 (−V1) a−3

12 (a0)
3

(−V1)
. (6.74)

Αυτή η συνάρτηση Hubble χρησιμοποιείται σαν toy μοντέλο για τη μελέτη της late time επιτάχυνσης του σύμπαντος.
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Κεφάλαιο 7

Τετραγωνικά ολοκληρώματα και

συμμετρίες

Εισαγωγή

Στα τέλη του 19ου αιώνα ο Sophus Lie, δημοσίευσε την εργασία του πάνω στη θεωρία των ομάδων μετασχημα-

τισμών, βλέπε [121–123]. Συγκεκριμένα, εισήγαγε την ιδέα των μετασχηματισμών κάτω από τη δράση των οποίων

συναρτήσεις και γεωμετρικά αντικείμενα παραμένουν αναλλοίωτα. Η εφαρμογή αυτής της μεθόδου οδήγησε σε νέα,

σημαντικά αποτελέσματα στον χώρο των διαφορικών εξισώσεων.

Μία συμμετρία Lie μίας διαφορικής εξίσωσης, η οποία παράγεται από το διανυσματικό πεδίο X = ξ(t, q, q̇)∂t +
ηa(t, q, q̇)∂qa , είναι ένας σημειακός μετασχηματισμός στην πολλαπλότητα των πιδάκων (jet bundle) J1 {t, qa, q̇} ο

οποίος διατηρεί τη μορφή των εξισώσεων και μετασχηματίζει τις λύσεις σε λύσεις. Στο παρών κεφάλαιο, μελετάμε

διαφορικές εξισώσεις που περιγράφονται από την εξίσωση

q̈a = ωa(t, q, q̇). (7.1)

Η εξίσωση (7.1), καθορίζει το διανυσματικό πεδίο του Hamilton Γ, στην Jet bundle J1 {t, qa, q̇}, σύμφωνα με την

εξίσωση

Γ =
d

dt
=

∂

∂t
+ q̇a

∂

∂qa
+ ωa

∂

∂q̇a
. (7.2)

΄Οπως έχουμε ήδη αναφέρει, η μαθηματική συνθήκη ώστε ένα διανυσματικό πεδίο,

X [1] = ξ(t, q, q̇)∂t + ηa(t, q, q̇)∂qa +
(
η̇a − q̇aξ̇

)
∂q̇a , στην J1 {t, qa, q̇}, να αποτελεί συμμετρία Lie της δ.ε. (7.1)

είναι να υπάρχει μία συνάρτηση λ (t, q, q̇), τέτοια ώστε

[X [1],Γ] = λ(t, q, q̇)Γ. (7.3)

Μπορεί να δειχθεί, ότι οι συμμετρίες Lie που επιδέχεται η εξίσωση (7.1) συνθέτουν μία άλγεβρα Lie. Εάν ο

σημειακός μετασχηματισμός λαμβάνει χώρα στην πολλαπλότητα βάσης {t, qa}, τότε το διάνυσμα με τις συνιστώσες

(ξ(t, q), ηa(t, q)), καλείται σημειακή συμμετρία Lie. Εάν ο σημειακός μετασχηματισμός λαμβάνει χώρα στην πολλα-

πλότητα των jets J1 {t, qa, q̇}, τότε καλείται δυναμική συμμετρία Lie. Συνήθως κανείς μέσω της έκφρασης συμμετρία

Lie, αναφέρεται στις σημειακές συμμετρίες Lie. Ωστόσο, στη βιβλιογραφία μπορούν να βρεθούν διάφοροι τύποι δυ-

ναμικών συμμετριών, όπως οι συμμετρίες contact, μη-κλασικές συμμετρίες (nonclassical symmetries), συμμετρίες
επιφάνειας (invariant surface symmetries) κ.α., βλέπε [157–161]. Στην περίπτωση των δυναμικών συμμετριών Lie,
υπάρχει ένας επιπλέον βαθμός ελευθερίας ο οποίος μπορεί να απαλειφθεί εισάγοντας μία νέα συνθήκη. Σε αυτή την

περίπτωση οι συμμετρίες καλούνται δυναμικές συμμετρίες βαθμιδας (gauged dynamical symmetries). Σύμφωνα με

αυτές, η συνθήκη βαθμίδας που συνήθως θεωρείται είναι η ξ = 0, έτσι ώστε ο γεννήτορας παίρνει την απλοποιη-

μένη μορφή X [1] = ηa(t, q, q̇)∂qa +Γ(ηa)(t, q, q̇)∂q̇a . Αυτή είναι και η συνθήκη βαθμίδας που υποθέτουμε παρακάτω.

Στην περίπτωση που οι δυναμικές εξισώσεις (7.1) προέρχονται από μία συνάρτηση Lagrange L (t, q, q̇), τότε η

Emmy Noether [162] έδειξε
1
ότι εάν μία συμμετρία Lie της δ.ε. (7.1) αφήνει αναλλοίωτο το ολοκλήρωμα δράσης

1
Για μία εναλλακτική απόδειξη του πρώτου θεωρήματος της Noether, παραπέμπουμε τον αναγνώστη στην εργασία [44].
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S =
∫
L (t, q, q̇) dt, δηλαδή X (S) = λS, τότε υπάρχει μία συνάρτηση Φ (t, q, q̇), η οποία δίνεται από την έκφραση

Φ (t, q, q̇) = ξ

(
q̇a
∂L

∂q̇a
− L

)
− ηa ∂L

∂q̇a
+ f (7.4)

τέτοια ώστε Γ (Φ) = 0, γεγονός που καταδεικνύει ότι η συνάρτηση Φ αποτελεί ένα πρώτο ολοκλήρωμα της εξίσωσης

(7.1). Αυτές οι ειδικές συμμετρίες Lie καλούνται συμμετρίες Noether. Για μία σημειακή συμμετρία Noether έχουμε

την επιπλέον ιδιότητα ότι X(Φ) = λΦ, το οποίο σημαίνει ότι η συνάρτηση Φ αποτελεί ένα αναλλοίωτο πρώτο

ολοκλήρωμα. Η συνθήκη για την ύπαρξη μίας τέτοιας σημειακής συμμετρίας Noether, βλέπε [163,164] δίνεται μέσω

της εξίσωσης:

X [1]L+
dξ

dt
L =

df

dt
. (7.5)

Η συνθήκη (7.5), καλείται συνθήκη Noether. Πρέπει να σημειωθεί ότι οι σημειακές συμμετρίες Noether,
συνθέτουν μία υπό-άλγεβρα της πεπερασμένης άλγεβρας Lie των σημειακών συμμετριών Lie. Η συνάρτηση f , της
εξίσωσης (7.5) καλείται συνήθως συνάρτηση βαθμίδας (gauge function). Αυτό ωστόσο, όπως έχουμε δει στα

προηγούμενα αποτελεί λανθασμένη ορολογία
2
.

Επειδή, οι δυναμικές εξισώσεις που μας ενδιαφέρουν είναι συνήθως δεύτερης τάξης, επικεντρωνόμαστε στα

τετραγωνικά πρώτα ολοκληρώματα. Ο κύριος λόγος για τον οποίο χρησιμοποιούμε τις συμμετρίες Noether είναι

για να προσδιορίσουμε ολοκληρώματα Noether τα οποία στη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε για να απλοποιήσουμε

το σύστημα των εξισώσεων και αν υπάρχουν αρκετά από πρώτα ολοκληρώματα, να προσδιορίσουμε την αναλυτική

λύση των δυναμικών εξισώσεων

Απαραίτητες συνθήκες για μία σημειακή συμμετρία Noether είναι:

a. Να υπάρχει μία συνάρτηση Lagrange L (t, q, q̇), μέσω της οποίας περιγράφονται οι δυναμικές εξισώσεις πε-

δίου (εξισώσεις κίνησης).

b. Για αυτήν τη συνάρτηση Lagrange, πρέπει να ικανοποιείται η συνθήκη (7.5).

Ωστόσο, σε κάθε δυναμικό σύστημα δεν αντιστοιχεί μία μοναδική συνάρτηση Lagrange. Αυτό συνεπάγεται ότι

είναι πιθανό να υπάρχουν μη-ισοδύναμες συναρτήσεις Lagrange (να μην διαφέρουν κατά το απόλυτο διαφορικό μίας

συνάρτησης), που περιγράφουν τις ίδιες δυναμικές εξισώσεις, οι οποίες ωστόσο επιδέχονται διαφορετικές συμμετρί-

ες Noether, βλέπε [166–168]. Επομένως καθίσταται σαφές, ότι όταν αναφερόμαστε σε μία συμμετρία Noether ενός

δυναμικού συστήματος πρέπει πάντοτε να αναφέρουμε την αντίστοιχη συνάρτηση Lagrange. Προσφάτως, έχουν

προταθεί πολλές προσεγγίσεις, βλέπε [169–175], έτσι ώστε να μπορέσουν προσδιοριστούν τα πρώτα ολοκληρώματα

των δυναμικών εξισώσεων. Συγκεκριμένα, κάποιοι από τους συγγραφείς, αποκαλούν τα πρώτα ολοκληρώματα που

βρίσκουν non-Noetherian. Ως τέτοια αναφέρονται, το τετραγωνικό ολοκλήρωμα που αντιστοιχεί στο σύστημα

του Kepler, το διανυσματικό πεδίο Runge-Lenz μπορούν να κατασκευαστούν από το πρώτης τάξης αναλλοίωτο

μίας συμμετρίας κλίμακας (scale symmetry), βλέπε [171], ενώ ο Crampin στην εργασία του [170], αποκαλεί το

διανυσματικό πεδίο Runge-Lenz κρυμμένη συμμετρία (hidden symmetry). Ωστόσο ο χαρακτηρισμός του διανυ-

σματικού πεδίου Runge-Lenz, ως αποτέλεσμα ενός non-Noetherian διατηρητικού νόμου δεν είναι ακριβής. Το

διάνυσμα Runge-Lenz, δεν μπορεί να κατασκευαστεί κατ΄ ευθείαν μέσω της σχέσης (7.4) μόνο με τη χρήση σημεια-

κών συμμετριών Noether για τη συνάρτηση Lagrange του συστήματος Kepler. Ωστόσο, μπορεί να παραχθεί εάν

χρησιμοποιηθούν contact συμμετρίες, βλέπε [177]. ΄Ενα επιπλέον παράδειγμα αποτελεί το αναλλοίωτο του Lewis
για το σύστημα των Ermakov-Pinney, βλέπε [178–180], για το οποίο υπάρχουν πολλές προσεγγίσεις οι οποίες κα-

ταλήγουν σε ταυτόσημα αποτελέσματα. Τα αναλλοίωτα των Runge-Lenz και Lewis διαφέρουν από τα αναλλοίωτα

της στροφορμής καθότι πρόκειται για τετραγωνικούς νόμους διατήρησης.

Η δική μας προσέγγιση έχει ως εξής. Θεωρούμε μία συνάρτηση I(t, qa, q̇a), η οποία είναι ένα πολυώνυμο

δεύτερου βαθμού, γραμμικό ως προς τις ταχύτητες με συντελεστές οι οποίοι εξαρτώνται μόνο από τις μεταβλητές

t, qa. Στη συνέχεια απαιτούμε ότι το I ικανοποιεί τη συνθήκη ύπαρξης πρώτου ολοκληρώματος, δηλαδή,

dI

dt
= 0. (7.6)

2
Μία ενδιαφέρουσα μελέτη πάνω στο θεώρημα της Noether, στην οποία αποσαφηνίζονται οι διάφορες παρερμηνείες που συναντώνται

στη βιβλιογραφία μπορούν να απαντηθούν στην εργασία [165]
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Χρησιμοποιώντας τις δυναμικές εξισώσεις, προσδιορίζουμε τις συνθήκες που ικανοποιούν οι συντελεστές του I, η
λύση των οποίων παράγει όλα τα πιθανά τετραγωνικά πρώτα ολοκληρώματα της δοθείσας μορφής των δυναμικών

εξισώσεων. ΄Οταν οι δυναμικές εξισώσεις προέρχονται από μία συνήθη συνάρτηση Lagrange, τότε είμαστε σε θέση

να ορίσουμε την κινητική μετρική γij = ∂2L
∂q̇iq̇j και χρησιμοποιώντας τη συνθήκη βαθμίδας ξ = 0 είμαστε σε θέση

να υπολογίσουμε τη συνιστώσα ηi, του γεννήτορα του σημειακού μετασχηματισμού, μέσω της συνθήκης Cartan

ηi(t, qi, q̇i) = −γij ∂I2
∂q̇j

. (7.7)

Τότε, το διάνυσμα που παράγει τη συμμετρία Noether, η οποία επιδέχεται το πρώτο ολοκλήρωμα δίνεται από τη

σχέση

X [1] = ηi
∂

∂qi
+ Γ(ηi)

∂

∂q̇i
, (7.8)

όπου Γ είναι το διανυσματικό πεδίο του Euler (ή Hamilton) της εξίσωσης (7.2). Θεωρώντας τη συνάρτηση Lagrange
να είναι η κινητική ενέργεια, μπορούμε πάντοτε, μέσω του ανωτέρου φορμαλισμού να ερμηνεύσουμε ένα πρώτο

ολοκλήρωμα μέσω μίας αντίστοιχης συμμετρίας Noether. ΄Οπως θα δείξουμε στη συνέχεια, τα αποτελέσματα

αυτής της μελέτης αποτελούν γενίκευση των αποτελεσμάτων των Τσαμπαρλή και Παλιαθανάση, βλέπε [183, 184]

για σημειακές συμμετρίες και αυτά των Crampin και Kalotas, βλέπε [170, 177], για μία οικογένεια τετραγωνικών

πρώτων ολοκληρωμάτων.

Επίσης, μελετάμε τη σχέση ανάμεσα στις συμμετρίες που παράγουν τα τετραγωνικά πρώτα ολοκληρώματα και τις

συμμετρίες της γεωμετρίας της κινηματικής μετρικής, όπως αυτή καθορίζεται μέσω των δυναμικών εξισώσεων. Αυτή

η μετρική ορίζει μία γεωμετρία στο χώρο των λύσεων η οποία επιδέχεται συγκεκριμένες γεωμετρικές συμμετρίες

(collineations). Είναι επομένως φυσικό να περιμένει κανείς ότι υπάρχει σύνδεση μεταξύ των Lie και των Noether
συμμετριών των δυναμικών εξισώσεων και των συμμετριών (collineations) της κινηματικής μετρικής.

Μελέτες αυτού του προβλήματος έχουν πραγματοποιηθεί από τους Katzin και Levine, βλέπε [181, 182], Ami-
nova [45, 46] και άλλους. Μία πιο πρόσφατη μελέτη που δίνει την πλήρη απάντηση έχε δωθεί στα [183, 184], όπου

έχει αποδειχθεί ότι οι σημειακές συμμετρίες Lie των δυναμικών εξισώσεων προέρχονται από την ειδική προβολική

άλγεβρα της κινηματικής μετρικής, ενώ αντίστοιχα, οι Noether προέρχονται από την ομοθετική άλγεβρα αυτής.

Ωστόσο, δεν υπάρχει ένα τέτοιο ισχυρό αποτέλεσμα για την περίπτωση των δυναμικών συμμετριών (Lie και Noe-
ther). ΄Εχουν εξαχθεί, παρόμοια αποτελέσματα, για την περίπτωση των μερικών διαφορικών εξισώσεων δεύτερης

τάξης, [185–188] καθώς και για την περίπτωση διαταραγμένων συναρτήσεων Lagrange, βλέπε [189]. Ακόμα, απο-

τελέσματα που να αφορούν συναρτήσεις Lagrange που παρουσιάζουν ανωμαλία (singular Lagrangians), οι οποίες
αφορούν συστήματα με δεσμούς μπορούν να βρεθούν στα [190,191].

Η δομή αυτού του κεφαλαίου είναι η ακόλουθη. Στην ενότητα 7.1, παρουσιάζονται οι βασικές ιδιότητες των

συμμετριών και των τανυστών Killing για πολλαπλότητες Riemann. Παρουσιάζονται κάποια νέα αποτελέσματα τα

οποία μας επιτρέπουν να κατασκευάσουμε τανυστικά πεδία Killing δεύτερης τάξης μέσω των collineations. Στην

ενότητα 7.2, μελετάμε τη σχέση μεταξύ των συμμετριών αυτών της κινηματικής μετρικής και των τετραγωνικών

πρώτων ολοκληρωμάτων. Στην ενότητα 7.3, εφαρμόζουμε τα γενικευμένα αποτελέσματα στην περίπτωση ενός

δισδιάστατου ολόνομου συστήματος. Τέλος, στην ενότητα 7.4, αναλύουμε τα αποτελέσματα μας και εξάγουμε τα

συμπεράσματα μας.

7.1 Συμμετρίες και τανυστικά πεδία Killing 2ης τάξης

΄Εστω χώρος Riemann V n, με μετρική gab. ΄Εστω Ω (xc), ένα γραμμικό γεωμετρικό αντικείμενο
3
στον V n, το

οποίο κάτω από τη δράση του απειροελάχιστου μετασχηματισμού xa
′

= xa
′ (
xb, ε

)
μετασχηματίζεται σύμφωνα με

τον κανόνα

Ω̄
(
Ω, xc, xc

′
)

= J
(
xc, xc

′
)
...J

(
xc, xc

′
)

Ω + Ξ
(
xc, xc

′
)
, (7.9)

όπου τι J
(
xc, xc

′
)

συμβολίζει τον Ιακωβιανό πίνακα του μετασχηματισμού.

3
Με τον όρο γεωμετρικό αντικείμενο αναφερόμαστε σε μία ποσότητα ορισμένη στον χώρο V n, όχι απαραίτητα τανυστικό πεδίο, η

οποία υπακούει σε έναν συγκεκριμένο κανόνα μετασχηματισμού.
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Μία συμμετρία (collineation) ενός γεωμετρικού αντικειμένου Ω (xc) κάτω από τη δράση ενός απειροελάχιστου

μετασχηματισμού xa
′

= xa
′ (
xb, ε

)
που παράγεται από το διανυσματικό πεδίοX (xc) ορίζεται μέσω της σχέσης

Ψ (xc) = lim
ε→0

Ω̄
(
Ω,xa

′ (
xb, ε

))
−Ω

(
xb
)

ε
, (7.10)

όπου το Ψ έχει τον ίδιο αριθμό δεικτών και συμμετριών αυτών με το Ω. Το δεξί μέλος αυτής της σχέσης αποτελεί

τον ορισμό της παραγώγου Lie του X, επομένως η σχέση (7.10) γράφεται απλούστερα ως

LXΩ = Ψ.

Οι συμμετρίες (collineations) που εμπλέκουν γεωμετρικά αντικείμενα τα οποία προέρχονται από τη μετρική, gab,
όπως τα σύμβολα Christofell Γabc, ο τανυστής Ricci κ.τ.λ. παίζουν σημαίνοντα ρόλο στη διαμόρφωση της μαθη-

ματικής δομής μιας Riemannian πολλαπλότητας V n και στις ιδιότητες των δυναμικών συστημάτων που ορίζονται

στην πολλαπλότητα V n.

7.1.1 Συμμετρίες του μετρικού τανυστή

Στο παρόν κεφάλαιο εστιάζουμε την προσοχή μας σε δύο οικογένειες γεωμετρικών συμμετριών (collineations). Η

πρώτη οικογένεια αφορά τις σύμμορφες κινήσεις οι οποίες καθορίζονται μέσω της συνθήκης

LXgab = 2ψ (xc) gab, (7.11)

όπου το διανυσματικό πεδιίο X, καλείται σύμμορφο διάνυσμα Killing (CKV) και η συνάρτηση ψ(xc), σύμμορφος
παράγοντας. Αποδεικνύεται ότι ψ = 1

dimV nX
c

;c. ΄Οταν ψ;ij = 0, ψ,i = 0 με ψ 6= 0 και ψ = 0, τότε το CKV
παίρνει την ειδική μορφή ενός special CKV, ενός ομοθετικού διανύσματος (HV) και ενός διανύσματος Killing (KV)
αντίστοιχα.

Η δεύτερη οικογένεια συμμετριών, είναι οι προβολικές συμμετρίες (PC), οι οποίες καθορίζονται μέσω της

συνθήκης

LXΓabc = 2δa(bφ,c) , (7.12)

όπου φ (xc), είναι μία τυχαία συνάρτηση. Στην περίπτωση κατά την οποία φ;ij = 0, με φ,i 6= 0 ή φ = 0 η PC
παίρνει την ειδική μορφή μίας special PC ή μίας αφινικής συμμετρίας affine collineation (AC) αντίστοιχα. Μία AC,

η οποία δεν είναι KV ή HV καλείται γνήσια (proper) AC.

Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα LηΓabc = ηa;bc −Rabcdηd, ξαναγράφουμε τη συνθήκη (7.12) και έχουμε

Xa
;(bc) − 2δa(bφ,c) = RabcdX

d. (7.13)

Σύμφωνα με αυτήν, προκύπτει ότι

X(a;b − 2gabφ);c) = 0. (7.14)

΄Ενας τανυστής Killing (KT) K, ορίζεται μέσω της συνθήκης

[K, gab]SN = 0 (7.15)

ή ισοδύναμα

K(a1...ak;c) = 0 (7.16)

όπου με [, ]SN , συμβολίζουμε τον μεταθέτη Schouten-Nijenhuis, ο οποίος αποτελεί γενίκευση της παραγώγου Lie
για πεδία ανώτερης τάξης. Εάν το K είναι ένα διανυσματικό πεδίο τότε ο μεταθέτης [, ]SN , απλοποιείται στην

παράγωγο Lie και ο KT δίνει τη θέση του στο σε ένα KV. Από τη σχέση (7.14), προκύπτει ότι το τανυστικό πεδίο

Cab = X(a;b) − 2gabφ, είναι ένας τανυστής Killing δεύτερης τάξης. Επομένως, γίνεται σαφές ότι οι προβολικές

συμμετρίες μπορούν να χρησιμοποιηθούν έτσι ώστε να κατασκευαστούν τανυστικά πεδία Killing.
Στην ειδική περίπτωση που ο τανυστής Killing Cab, προέρχεται από ένα διανυσματικό πεδίο La, σύμφωνα με

τη σχέση Cab = L(a;b), ορίζουμε το διανυσματικό πεδίο Ma = La −Xa, όπου το Xa
είναι μια PC και ικανοποιεί

την εξίσωση

M(a;b) = −2φgab,
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από την οποία προκύπτει ότι το διανυσματικό πεδίο Ma
είναι ένα CKV με σύμμορφο παράγοντα −φ.

Επομένως, εάν ένας χώρος επιδέχεται m CKVs Ma
και m PCs Xa

, έτσι ώστε ο σύμμορφος παράγοντας

είναι μείον (−) ο προβολικός παράγοντας, κατασκευάζουμε m δισδιάστατους KTs της μορφής Cab = L(a;b), όπου

La = Ma + ηa.
Μέσω της συνθήκης (7.14) έχουμε ότι μία αφινική συμμετρία (AC) ηa ικανοποιεί τη συνθήκη

η(a;bc) = 0.

Επομένως το τανυστικό πεδίο Cab = η(a;b) ορίζει έναν τανυστή δεύτερης τάξης. Καταλήγουμε ότι από s (για

παράδειγμα) proper ACs na που επιδέχεται μία μετρική κατασκευάζουμε s KTs Cab = η(a;b).

7.1.2 Τανυστικά πεδία Killing και συμμετρίες

Για τους KTs ορισμένους σε έναν χώρο V n, μετρικής Riemann έχουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα. ΄Εστω V n μία

Riemannian ή ψεύδο-Riemannian πολλαπλότητα διάστασης n. Τότε:

1. Οι KTs m βαθμού, που ορίζονται στον V n σχηματίζουν ένα γραμμικό χώρο διάστασης μικρότερης ή ίσης

του
(n+m− 1)!(n+m)!

(n− 1)!m!n!(m+ 1)!
,

όπου η ισότητα ισχύει εάν και μόνον εάν ο V n, αποτελεί έναν χώρο σταθερής καμπυλότητας [192].

2. Ο μέγιστος αριθμός γραμμικά ανεξάρτητων τανυστικών πεδίων Killing δεύτερης τάξης που μπορούν να ορι-

στούν σε μία πολλαπλότητα Riemann διάστασης n, είναι n(n + 1)2(n + 2)/12 και αυτό αποτελεί την ικανή

και αναγκαία συνθήκη ώστε ο χώρος να είναι χώρος σταθερής καμπυλότητας, βλέπε [193–195].

3. Στην περίπτωση επίπεδου χώρου, οι τανυστές Killing χαρακτηρίζονται ως reducible γιατί μπορούν να κατα-

σκευαστούν μέσω γινομένων διανυσματικών πεδίων Killing βλέπε [196].

Από τα παραπάνω σχετικά με τους τανυστές Killing δεύτερης τάξης ορισμένους σε χώρο V n, συμπεραίνουμε
τα ακόλουθα

α. Εάν ο χώρος επιδέχεται m βαθμωτά KVs SJ (J = 1, 2, ...,m) και r μη-βαθμωτά KVs MA (A = 1, 2, ..., r)
τότε κατασκευάζουμε m2 +mr = m(m+ r) KTs δεύτερης τάξης (εξαιρουμένης της μετρικής), της μορφής

Cab = L(a;b) όπου

La = SISJ,a + SIMAa. (7.17)

β. Εάν ο χώρος επιδέχεται επιπλέον k proper PCs na, με προβολικό παράγοντα φ και k CKVs Ga με σύμμορφο

παράγοντα −φ τότε κατασκευάζουμε επιπλέον k KTs δεύτερης τάξης της μορφής Cab = L(a;b) , όπου

La = Ga + ηa.

ς. Τέλος, εάν ο χώρος επιδέχεται r proper ACs τότε κατασκευάζουμε επιπλέον r KTs.

Συνοψίζουμε αυτά τα αποτελέσματα στην παρακάτω πρόταση

Πρόταση 7.1.1 Σε έναν χώρο V n, τα διανυσματικά πεδία της μορφής

La = c1KVa + c2PCa + c3ACa + c1ISI,a + c2IJSISJ,a + 2cIASIMAa (7.18)

όπου τα proper PCs είναι CKVs τέτοια ώστε ο σύμμορφος παράγοντας έχει αντίθετο πρόσημο από τον προβολικό
παράγοντα, οι ACa είναι proper και τα KVa είναι τα μη βαθμωτά KVs τα οποία παράγουν τους KTs δεύτερης τάξης
της μορφής Cab = L(a;b). Στην περίπτωση που ο χώρος είναι μέγιστα συμμετρικός (maximally symmetric spaces)
τότε αυτός δεν επιδέχεται proper PCs και proper ACs. Επομένως, τα μόνα διανυσματικά πεδία που χρειάζονται
είναι τα KVs

La = c1KVa + c1ISI,a + c2IJSISJ,a + 2c3IASIMAa. (7.19)

Τα KV s δίνουν το τετριμμένο τανυστή Killing Cab = 0 ενώ το HV παράγει το μετρικό τανυστή Cab = gab. Αυτά
τα διανυσματικά πεδία παράγουν όλους τους τανυστές KTs Cab = L(a;b) ενός επίπεδου χώρου. Τα διανυσματικά

πεδία SISJ,a και SIMAa είναι βαθμωτά gradient και μη βαθμωτά ACs, αντίστοιχα.
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Σημειώνουμε ότι στη γενική περίπτωση ενός χώρου V n ο οποίος δεν είναι επίπεδος, οι KTs δεύτερης τάξης δεν

είναι όλοι reducible και κατ΄ επέκταση η σχέση Cab = L(a;b), δεν έχει την παραπάνω λύση.

Στη συνέχεια, εφαρμόζουμε την παραπάνω πρόταση στην περίπτωση του δισδιάστατου Ευκλείδειου χώρου, E2

και κατασκευάζουμε τους KTs που αυτός επιδέχεται. Ο E2
επιδέχεται δύο βαθμωτά Κ῞ς ∂x, ∂y, των οποίων οι

γεννήτριες συναρτήσεις είναι x, y αντίστοιχα και ένα μη-βαθμωτό KV (τον γεννήτορα στροφών) y∂x−x∂y. Μέσω

αυτών των KVs κατασκευάζουμε 2(2 + 1) = 6 proper KTs. Από την εξίσωση (7.19) έχουμε

La = c11

(
1
0

)
+ c12

(
0
1

)
+ c211x

(
1
0

)
+ c212x

(
0
1

)
+ c221y

(
1
0

)
+c222y

(
0
1

)
+ 2c311x

(
y
−x

)
+ 2c312

(
y
−x

)
η οποία μπορεί να γραφεί

La =

(
Ax+ 2axy + 2βx2 + c8y + c11

By + 2ay2 + 2βxy + c10x+ c9

)
. (7.20)

Η μορφή του τανυστή Killing Cab = L(a;b) στον χώρο E2
είναι

Cab =

(
Lxx

1
2 (Lxy + Lyx)

1
2 (Lxy + Lyx) Lyy

)
=

(
A+ 2ay C − ax− βy
C − ax− βy B + 2βy

)
(7.21)

όπου η σταθερά C ικανοποιεί τη σχέση C = c8+c10
2 .

7.2 Τετραγωνικά πρώτα ολοκληρώματα και συμμετρίες

΄Εστω ένα ολόνομο δυναμικό σύστημα, ορισμένο σε χώρο Riemann, το οποίο περιγράφεται μέσω της διαφορικής

εξίσωσης δεύτερης τάξης

q̈a + Γabcq̇
bq̇c = Qa (t, qc) , (7.22)

όπου με Γabc (qc), συμβολίζουμε τα σύμβολα Christofell τα οποία ορίζονται μέσω της κινηματικής μετρικής (δηλαδή,

την κινητική ενέργεια) του συστήματος. Οι εξωτερικές δυνάμεις Qa, δίνονται από τη σχέση

Qa = −V,a + Fa (7.23)

όπου με V ,a συμβολίζουμε τις συντηρητικές δυνάμεις που προέρχονται από τη συνάρτηση δυναμικού V (t, qc) και

F a(q) είναι οι μη συντηρητικές δυνάμεις που δρουν στο σύστημα. Γι αυτό το σύστημα μπορούμε να θεωρήσουμε

τη συνάρτηση Lagrange (υποθέτοντας ότι είναι κανονική)

L (t, qc, q̇c) =
1

2
γab (qc) q̇aq̇b − V (t, qc). (7.24)

και γράφουμε τις εξισώσεις κίνησης (7.22) στη μορφή Ea (L) = Fa, όπου Ea = d
dt

∂
∂q̇a −

∂
∂qa , είναι το διανυσματικό

πεδίο Euler-Lagrange.
Στη συνέχεια, θεωρούμε τη συνάρτηση

I = Kab(t, q
c)q̇aq̇b +Ka(t, qc)q̇a +K(t, qc), (7.25)

η οποία είναι τετραγωνική ως προς τις ταχύτητες και απαιτούμε να αποτελεί πρώτο ολοκλήρωμα των δυναμικών

εξισώσεων, δηλαδή, να ικανοποιεί την εξίσωση
dI
dt = 0 modulo τις εξισώσεις κίνησης (7.22). Μέσω αυτής

της προσέγγισης, προσδιορίζουμε όλα τα τετραγωνικά ολοκληρώματα της εξίσωσης (7.22) της ανωτέρω μορφής.

Αυτή η προσέγγιση βασίζεται μόνο στις δυναμικές εξισώσεις (7.22) και όχι στο θεώρημα της Noether το οποίο

απαιτεί μία (μη-μοναδική) συνάρτηση Lagrange. Ωστόσο, αυτή η προσέγγιση δεν είναι καινοτόμα. Φαίνεται να έχει

εισαχθεί αρχικά από τον Darboux, βλέπε [197] και αργότερα χρησιμοποιήθηκε από τον Wittaker, βλέπε [198]

, όπου και οι δύο είχαν θεωρήσει την περίπτωση αυτόνομων Νευτώνειων συντηρητικών συστημάτων, με δύο

βαθμούς ελευθερίας, προσδιορίζοντας τις συναρτήσεις δυναμικού V (q) για τις οποίες τα συστήματα αυτά επιδέχονται

τετραγωνικά πρώτα ολοκληρώματα διαφορετικά της Χαμιλτονιανής συνάρτησης (Ενέργειας του συστήματος). Η
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πλήρης απάντηση στο πρόβλημα δόθηκε αργότερα από τον G. Thompson, βλέπε [199] και για επεκτάσεις αυτής,

βλέπε τις εργασίες [200–202] καθώς και τις αναφορές αυτών.

Η απαίτηση
dI
dt = 0, συνεπάγεται το ακόλουθο σύστημα εξισώσεων

0 = K(ab;c)q̇
aq̇bq̇c + (Kab,t +Ka;b) q̇

aq̇b

+ (Ka,t +K,a)q̇a − 2Karδ
(r
b F

a)q̇b

+K,t −KaF
a. (7.26)

Αναλύοντας το παραπάνω ως προς τις δυνάμεις των ταχυτήτων παίρνουμε τις συνθήκες

K(ab;c) = 0 (7.27)

K(a;b) = −Kab,t (7.28)

K,b +Kb,t − 2KabF
a = 0 (7.29)

K,t = KaF
a. (7.30)

Είναι σημαντικό να επισημάνουμε ότι αυτές οι συνθήκες απλοποιούνται στη συνθήκη Noether (7.5) όταν F a = 0
και X =

(
Ka
b q̇
b +Ka

)
∂a και στην ασθενή συνθήκη Noether όταν

X [1]L+
dξ

dt
L+ ηaFa =

df

dt
, (7.31)

η οποία είναι επίσης γνωστή ως εξίσωση Noether-Bessel-Hagen (NBH) [203] , όπου F a 6= 0.
Η επίλυση των συνθηκών (7.27) - (7.30) παράγει όλα τα τετραγωνικά πρώτα ολοκληρώματα της σχέσης (7.22),

της μορφής (7.25).

Αυτές οι εξισώσεις έχουν βρεθεί ξανά και έχουν επιλυθεί για συγκεκριμένες περιπτώσεις. Για παράδειγμα

οι Kalotas et al. [177] θεωρούν την περίπτωση όπου F a = 0 και Ka = 0.. Αντίστοιχα, οι συγγραφείς στην

εργασία [204] θεωρούν την περίπτωση όπου Ka 6= 0, και Kab = g (t) γab για σημειακές συμμετρίες, όπου το Ka

είναι το HV ή κάποιο KV της μετρικής γab και g,t είναι ο ομοθετικός παράγοντας του Ka
.

Στη γενική περίπτωση που μελετάμε θεωρούμε ότι το τανυστικό πεδίο Kab είναι ένας τανυστής Killing της

μορφής Kab(t, q) = g(t)Cab(q), όπου Cab(q
a) είναι ένας γενικευμένος τανυστής Killing που επιδέχεται η κινηματική

μετρική. Τότε, από την εξίσωση (7.28) προκύπτει ότι:

Ka(t, q) = f(t)La(q) +Ba(q), (7.32)

από την οποία παίρνουμε τις ακόλουθες συνθήκες

f(t)L(a;b) +B(a;b) + g,tCab = 0, (7.33)

K,b + f,tLb − 2g(t)CabF
a = 0, (7.34)

f(t)LaF
a +BaF

a −K,t = 0. (7.35)

Μέσω της ανάλυσης που προηγήθηκε στην προηγούμενη ενότητα βλέπουμε ότι η εξίσωση (7.33) είναι και αυτή

μία γεωμετρική συνθήκη. Συγκεκριμένα, συσχετίζει τον τανυστή Killing Cab με τα διανυσματικά πεδία La και

Bb. Αυτά περιγράφονται από τις εξισώσεις (7.18) ή (7.19) της Πρότασης 7.1.1. Συμπεραίνουμε ότι τετραγωνικά

πρώτα ολοκληρώματα της εξίσωσης (7.25) με μη μηδενικό γραμμικό όρο, υπάρχουν μόνο εάν ο χώρος μετρικής

Riemann επιδέχεται μία μη-τετριμμένη προβολική άλγεβρα, γεγονός που σημαίνει ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας

reducible τανυστής Killing, ο οποίος κατασκευάζεται από τις γεωμετρικές συμμετρίες (collineations) σύμφωνα με

τη μεθοδολογία της ενότητας 7.1.
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7.3 Εφαρμογή

Θεωρούμε το αυτόνομο δισδιάστατο δυναμικό σύστημα το οποίο περιγράφεται μέσω των διαφορικών εξισώσεων

ẍ = F1 (x, y) και ÿ = F2 (x, y) , (7.36)

όπου F1 (x, y), F2 (x, y) είναι τυχαίες λείες συναρτήσεις. Προκειμένου να ορίσουμε την κινηματική μετρική του

συστήματος, θεωρούμε τη συνάρτηση Lagrange L = 1
2 (ẋ2 + ẏ2), συνοδευόμενη από τις εξωτερικές δυνάμεις των

εξισώσεων Euler-Lagrange της μορφής Qi = (F1, F2) (σύμφωνα με την εξίσωση (7.22) ). Για αυτήν τη συνάρτηση

Lagrange, η κινηματική μετρική παίρνει τη μορφή γab = δab, δηλαδή είναι η Ευκλείδεια δισδιάστατη μετρική. Ακόμα

έχουμε ότι V = 0 και Qi = (F1, F2).
Στη συνέχεια θεωρούμε την περίπτωση όπου g (t) = c0t + c1 (c0 6= 0). Επίσης παίρνουμε ότι Ba = 0. Τότε η

σχέση (7.33) δίνει f (t) = −c0 και Cab = L(a;b). Μέσω της πρότασης 7.1.1, προκύπτει ότι το διανυσματικό πεδίο

La δίνεται από τη σχέση (7.20)και ο τανυστής Killing Cab, δίνεται μέσω της εξίσωσης (7.21), δηλαδή

Cab =

(
A+ 2ay C

2 − ax− βy
C
2 − ax− βy B + 2βx

)
, (7.37)

όπου C = c8 + c10.
Από τη συνθήκη ολοκληρωσιμότητας του βαθμωτού K έχουμε ότι K;[ab] = 0 και τότε

c0t
(

2C[a|cγ
(c
d|F

d)
)

;b]
= 0⇒

(
C[a|cγ

(c
d|F

d)
)

;b]
= 0⇒ Cacγ

(c
d F

d) = m(q),a , (7.38)

όπου το m(q) είναι μία συνάρτηση. Από τη δεύτερη συνθήκη ολοκληρωσιμότητας K;[at] προκύπτει ότι

LbF
b = −2m(q). (7.39)

Απομένει η εφαρμογή των συνθηκών (7.34) , (7.35) οι οποίες σε αυτήν την περίπτωση γράφονται

2(c0t+ c1)m+K,a = 0 (7.40)

K,t − 2c0m = 0. (7.41)

Μέσω της δεύτερης εξίσωσης έχουμε ότι K = 2c0mt+ C1. Αντικαθιστώντας στην πρώτη, βρίσκουμε ότι 2(c0t+
c1)m + 2c0m = 0, από την οποία συνεπάγεται ότι m = 0. Ως συνέπεια αυτής έχουμε ότι K = 0 και επομένως το

διάνυσμα La είναι κάθετο στο διανυσματικό πεδίο F a. Επιπλέον, το διανυσματικό πεδίο F a υπόκειται στη συνθήκη

Cacγ
(c
d F

d) = 0, η οποία ισοδύναμα γράφεται CacF
c = 0. Αντικαθιστώντας βρίσκουμε(

A+ 2ay C
2 − ax− βy

C
2 − ax− βy B + 2βx

)(
F1

F2

)
= 0

Προκειμένου η λύση μας να είναι μη-τετριμμένη απαιτούμε ότι detCab = 0, μέσω της οποίας καταλήγουμε στη

συνθήκη

(A+ 2ay)(B + 2βx)−
(
C

2
− ax− βy

)2

= 0.

Από αυτή συνεπάγεται ότι

a = β = 0, AB =
1

4
C2,

AF1 +
C

2
F2 = 0.

Μία λύση του συστήματος αυτού είναι η A = B = C
2 και F1 = −F2.

Για αυτήν τη λύση έχουμε ότι La =

(
Ax+ c8y + c11

By + c10x+ c9

)
, σύμφωνα με τη οποία καταλήγουμε ότι το διάνυσμα La
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προκύπτει από το άθροισμα των μη-proper ACs (A,B) του μη-βαθμωτού KV (c8, c10 = −c8) και των βαθμωτών

KVs (c11, c9). Η συνθήκη LbF
b = 0, υποδηλώνει ότι (A = B)

(Ax+ c8y + c11)− (Ay + c10x+ c9) = 0⇒ A = c10 = c8, c9 = c11,

το οποίο είναι σε συμφωνία με το ότι C = c8 + c10 = 2A = 2B. Τότε La = (A(x+ y) + c9)

(
1
1

)
.

Μέσω της παραπάνω έχουμε ότι

Kab = (c0t+ c1)

(
A C

2
C
2 A

)
= A (c0t+ c1)

(
1 1
1 1

)
Ka = −c0La = −c0

(
Ax+Ay + c9
Ay +Ax+ c9

)
.

οπότε καταλήγουμε στο πρώτο ολοκλήρωμα

I = A
(

(c0t+ c1) (ẋ+ ẏ)
2 − c0 (xẋ+ yẏ + yẋ+ xẏ)

)
− c0c9 (ẋ+ ẏ) .

Καταλήγουμε ότι το ολόνομο δυναμικό σύστημα το οποίο περιγράφεται μέσω των εξισώσεων

ẍ = F1 (x, y) kai ÿ = −F1 (x, y) (7.42)

επιδέχεται το τετραγωνικό πρώτο ολοκλήρωμα

I = A(ẋ2 + ẏ2) + c0 (A(x+ y) + c9) (ẋ+ ẏ)

για κάθε συνάρτηση F1(x, y).
Για να παρουσιάσουμε τη δυναμική της παραπάνω μεθοδολογίας, θεωρούμε μία διαφορετική λύση των εξισώσεων

θεωρούμε και πάλι το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων (7.36) Γι αυτό το δισδιάστατο Ευκλείδειο σύστημα

παρατηρούμε ότι οι εξισώσεις (7.33)-(7.35) ικανοποιούνται όταν Ba = y∂x − x∂y και La = x∂x. Τότε, μέσω της

εξίσωσης (7.33) έχουμε ότι Cab =

(
c0 0
0 0

)
ωιτη g,t = 1

c0
f .

΄Αρα, οι σχέσεις (7.34), (7.35) δίνουν

K,x + c0g,ttx− 2g(t)F1 (x, y) = 0, K,y = 0 , (7.43)

c0g,t (F1 (x, y)) + yF1 (x, y)− xF2 (x, y)−K,t = 0. (7.44)

Στη συνέχεια υποθέτοντας ότι g,t = 0, δηλαδή g (t) = 1
c0
, τότε το παραπάνω σύστημα παίρνει την απλοποιημένη

μορφή

K,x −
2

c0
F1 (x, y) = 0, K,y = 0 , (7.45)

(F1 (x, y)) + yF1 (x, y)− xF2 (x, y)−K,t = 0. (7.46)

Μέσω αυτού έχουμε ότι K = v (x) + n (t), και

F1 (x, y) =
1

2c0
v,x (x) και F2 (x, y) = c0

yv (x),x
2x

+
n,t (t)

x
. (7.47)

Από αυτές συνάγουμε ότι οι δυναμικές εξισώσεις περιγράφονται μέσω των σχέσεων

ẍ =
c0
2
v,x (x) , ÿ =

c0yv (x),x + 2n,t (t)

2x
(7.48)

και επιδέχονται το τετραγωνικό ολοκλήρωμα

I = − 1

c0
ẋ2 + yẋ− xẏ + v (x) + n (t) . (7.49)

Εργαζόμενοι κατά τον ίδιο τρόπο είναι πιθανό να κατηγοριοποιήσουμε όλους τους τύπους των δυναμικών συστη-

μάτων της μορφής (7.36) τα οποία επιδέχονται τετραγωνικά πρώτα ολοκληρώματα χωρίς τη χρήση του θεωρήματος

της Noether ή άλλους τύπους συμμετριών, παρά μόνο, χρησιμοποιώντας τις συμμετρίες (collineations) της κινημα-

τικής μετρικής. Ουσιαστικά, η λύση της εξίσωσης dI/dt = 0 είναι θέμα της γεωμετρίας.
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7.4 Συμπεράσματα

Στο παρών κεφάλαιο μελετήθηκε η σχέση μεταξύ των συμμετριών (collineations) της κινηματικής μετρικής

και της ύπαρξης πρώτων ολοκληρωμάτων για αυτόνομα συστήματα σχεδόν γραμμικών διαφορικών εξισώσεων.

Επανεξετάσαμε προηγούμενα αποτελέσματα της βιβλιογραφίας και παράξαμε ένα σύστημα διαφορικών εξισώσεων

του οποίου η λύση παράγει όλα τα τετραγωνικά ολοκληρώματα που αυτό επιδέχεται.

Ο στόχος αυτής της μελέτης ήταν να αποσαφηνίσουμε ότι τα πρώτα ολοκληρώματα δεν είναι απαραίτητα απο-

τέλεσμα των συμμετριών Noether, αλλά κυρίως πεδίο εφαρμογής της γεωμετρίας. Ως εκ τούτου, ο χαρακτηρισμός

κάποιων πρώτων ολοκληρωμάτων ως ’non-Noetherian’ είναι χωρίς νόημα.

Συγκεκριμένα, η γεωμετρία για ένα δυναμικό σύστημα μπορεί να οριστεί μέσω της κινηματικής μετρικής. Ικανή

και αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη πρώτων ολοκληρωμάτων των δυναμικών εξισώσεων είναι η ύπαρξη γεωμε-

τρικών συμμετριών (collineations) της κινηματικής μετρικής. Κατά μία έννοια, το δυναμικό σύστημα ¨περιορίζεται’

από την ίδια γεωμετρία που αυτό δημιουργεί, καθώς οι συμμετρίες (collineations) που επιδέχεται είναι αυτές που

παράγουν τα πρώτα ολοκληρώματα και ως εκ τούτου προσδιορίζουν την εξέλιξη του.

Οι νέες μαθηματικές σχέσεις που αναπτύχθηκαν στην ενότητα 7.1 σχετικά με την κατασκευή των KTs μέσω

της χρήσης των προβολικών συμμετριών καταδεικνύει τη σημασία της γεωμετρίας για την ύπαρξη των συμμετριών

Lie/Noether. Αυτό σημαίνει ότι, δουλεύοντας με τις γεωμετρικές συμμετρίες της κινηματικής μετρικής είναι πιθανόν

να εξάγουμε πληροφορίες σχετικά με την ύπαρξη τετραγωνικών ολοκληρωμάτων δίχως να πραγματοποιήσουμε τη

τυπική διαδικασία εύρεσης τους μέσω της προσέγγισης Lie.
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Κεφάλαιο 8

Επίλογος

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή μελετήθηκαν τα δυναμικά συστήματα στην εφαπτόμενη πολλαπλότητα μέσω

της χρήσης των νηματικών δεσμών. Ορίστηκαν οι διαφορετικοί τρόποι ανύψωσης γεωμετρικών αντικειμένων στην

εφαπτόμενη πολλαπλότητα ενώ προτάθηκε μία μεθοδολογία σύμφωνα με την οποία η εφαπτόμενη δέσμη διαχω-

ρίζεται σε δύο επιμέρους αμοιβαία κάθετες κατανομές. Μέσω αυτών προέκυψαν και τα strong/ weak horizontal
lifts. Μέσω της θεωρίας των νηματικών δεσμών περιγράφουμε πλήρως τις δυναμικές εξισώσεις ενός Lagrangian
συστήματος, ενώ στην περίπτωση όπου Qi = 0 προσδιορίσαμε γεωμετρικά το αντίστροφο πρόβλημα της Μηχα-

νικής και αναπαράγαμε τις συνθήκες του Helmoholtz. Επιπλέον, μελετήθηκαν οι δυναμικές συμμετρίες Lie και

Noether και παράγαμε το σύστημα των εξισώσεων που μέσω της επίλυσης του, αυτές προσδιορίζονται. Αποδεί-

ξαμε δύο θεωρήματα για τον προσδιορισμό των σημειακών συμμετριών Lie και Noether στην περίπτωση κάποιων

μη αυτόνομων Νευτώνειων συστημάτων το δυναμικό των οποίων εξαρτάται από το χρόνο. Αυτά τα θεωρήματα

αποτελούν γενίκευση των θεωρημάτων των Τσαμπαρλή και Παλιαθανάση για την εύρεση των συμμετριών Lie και

Noether στην περίπτωση των αυτόνομων δυναμικών συστημάτων. Επιπλέον, εφαρμόσαμε το θεώρημα του Car-
tan για χώρο FLRW και μέσω ενός Minisuperspace μοντέλου προσδιορίσαμε όλα τα δυναμικά συστήματα που

επιδέχονται συμμετρίες Contact, δηλαδή συμμετρίες που προέρχονται από ένα τανυστικό πεδίο Killing δεύτερης

τάξης της κινηματικής μετρικής. Ακόμα, μέσω των διατηρητικών νόμων (πρώτα ολοκληρώματα) αποδείξαμε την

Liouville ολοκληρωσιμότητα του συστήματος Lagrange και όπου ήταν εφικτό προσδιορίσαμε την αναλυτική λύση.

Τέλος κατορθώσαμε να αποδεσμεύσουμε την έννοια της συμμετρίας από τα πρώτα ολοκληρώματα. Η θέση μας

είναι ότι τα πρώτα ολοκληρώματα δεν είναι απαραίτητα αποτέλεσμα των συμμετριών Noether, παρά αποτελούν πεδίο

εφαρμογής της γεωμετρίας. Ικανή και αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη πρώτων ολοκληρωμάτων δεύτερης τάξης

των δυναμικών εξισώσεων είναι η ύπαρξη γεωμετρικών συμμετριών (collineations) της κινηματικής μετρικής. Κα-

ταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι το δυναμικό σύστημα «περιορίζεται» από την ίδια γεωμετρία που αυτό δημιουργεί,

καθώς οι συμμετρίες που επιδέχεται η κινηματική μετρική είναι αυτές που παράγουν τα πρώτα ολοκληρώματα και

προσδιορίζουν την εξέλιξη του δυναμικού συστήματος.

Στην μέλλον σχεδιάζουμε να επεκτείνουμε τη γεωμετρική ανάλυση των συνθηκών ύπαρξης συμμετρίας όπως

αυτές δίνονται από τις εξισώσεις (7.33) - (7.35) του Κεφαλαίου 7, έτσι ώστε να κατανοήσουμε εις βάθος πως

συσχετίζεται η γεωμετρία με τον όρο-δύναμης F a. Αυτή η ανάλυση θα μας παρέχει σημαντικές πληροφορίες σχετικά

με τις γεωμετρικές ιδιότητες των ολοκληρωτικών μοντέλων και πιθανώς μία γεωμετρική τους ταξινόμηση αναλόγως

με το εάν τα Χαμιλτονιανά συστήματα είναι διαχωρίσιμα ή μη (separable/non-separable), βλέπε [205]. Εξίσου

σημαντικό βήμα αποτελεί η γενική επίλυση του συστήματος των εξισώσεων (7.33) - (7.35) μέσω του οποίου

παράγονται όλα τα τετραγωνικά πρώτα ολοκληρώματα των δυναμικών εξισώσεων (7.22) της μορφής (7.25).
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