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Resumen

Se estudia la producción de majorones (J) vía decaimientos de leptones cargados mediante el
proceso ℓα −→ ℓβJ en el modelo mínimo del majorón singlete; se desarrollaron los sectores de
Yukawa y de corrientes cargadas para obtener los acoplamientos de los neutrinos con el majorón
y el bosón W [9], se consideran los decaimientos µ −→ eJ , τ −→ eJ , τ −→ µJ comparando los
Branching Ratios resultantes con los encontrados en la literatura, se determinan las condiciones
del valor de la escala de alta energía para la consistencia de este modelo y se estiman valores para
las masas de los neutrinos.
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Introducción

Dentro de la física de altas energías una muestra muy importante de evidencia de nueva física
es la relacionada a las oscilaciones de neutrinos[1]; ya que contrario a lo que conocemos del Modelo
Estándar[2-4], nos indica que estas partículas sí son masivas y además sus masas son mucho
más pequeñas que las de los leptones cargados, este problema nos lleva a cuestionar cuál es el
mecanismo correcto de generación de masas. Si bien múltiples propuestas han sido desarrolladas,
la certeza acerca de cuál mecanismo de generación de masa es el correcto sigue siendo un problema
actualmente, más aún, considerando que los neutrinos son partículas sin carga, algunas de las
propuestas requieren que los neutrinos sean partículas de Majorana[5]. Sin embargo la naturaleza
del neutrino (si es de Dirac[6] o de Majorana) aún no ha sido probada. De los diferentes mecanismos
que se han propuesto para explicar la generación de la masa de los neutrinos, el que más aceptación
tiene es el mecanismo de see-saw [7], el cual permite explicar, de manera más dinámica, la ligereza
en la masa de los neutrinos.

Los términos de masa de Majorana, sin embargo, violan la simetría global U(1) asociada con
el número leptónico, lo que permite explorar la idea de que esta simetría no sea una simetría
fundamental de la naturaleza. La gestación de términos de masa de Majorana, dirigidos a la
implementación del mecanismo see-saw se puede realizar añadiendo a la teoría un campo escalar
que rompa espontáneamente la simetría global U(1). Una consecuencia notable es la generación
de un bosón de Goldstone, conocido como majorón[8] y denotado por J , que al estar ligado a
la de�nición de las masas de los neutrinos, se acopla con éstos. En este sentido consideramos el
�modelo mínimo del majorón singlete"[9] ya que ofrece una descripción "sencilla"de un mecanismo
de generación de masas del tipo see-saw que toma en cuenta la posibilidad de que los neutrinos
sean partículas de Majorana. Comenzando con el estudio de este modelo, en el cual se añade un
campo neutrino derecho por cada familia, el término lagrangiano considerado principalmente es
el asociado con el sector de Yukawa, ya que es el encargado de dotar de masa a los neutrinos y
permite obtener los acoplamientos de estos con el majorón

L N
Y =

∑
α,β=e,µ,τ

(
−yℓαβLαϕ̃Nβ,R −

1

2
λαβN c

α,RσNβ,R +H.c.

)
. (1)

Una motivación importante detrás del majorón, cuya masa, en esquemas convencionales de see-

saw, yace en el orden de los KeVs, es que encarna a un candidato a materia oscura cuyos efectos
son de interés astrofísico y cosmológico.

Puesto que el surgimiento del majorón está vinculado exclusivamente a la generación de masas
de los neutrinos, los acoplamientos entre campos majorones y leptones cargados ocurren solo a nivel
de lazos. Ejemplos de tales procesos de decaimiento son ℓα −→ ℓβJ , siendo ℓα y ℓβ campos leptones
cargados de sabores α y β, respectivamente. Así pues, discutimos la producción de majorones en
decaimientos de leptones cargados, para el cálculo analítico de las amplitudes de decaimiento
bajo consideración se desarrollaron los términos lagrangianos del sector de Yukawa descrito en (1)
con el motivo de encontrar las expresiones de los acoplamientos del majorón con los neutrinos;
además se estudian los acoplamientos del bosón W con los eigenestados de masa de los neutrinos
y se de�ne la matriz de mezcla de los leptones, se hizo uso del método de reducción tensorial

xi



xii Introducción

de Passarino-Veltman[10] y parametrización de Feynman[11] con el �n de poder comparar los
resultados numéricos mediante dos métodos distintos.

Debido a que es un modelo de nueva física, no existe información para algunos de los parámetros
libres que se encuentran presentes en la teoría. Para ello se realiza una aproximación a primer orden
que deja a las expresiones obtenidas en términos de elementos para los cuales existen mediciones
experimentales, como los de la matriz de mezcla mencionada anteriormente. Por otro lado, dichas
expresiones fueron en extremo complicadas de resolver numéricamente, afortunadamente estas
dependen exclusivamente de las masas de los leptones cargados y neutrinos, aprovechando esto
y realizando el desarrollo del mecanismo de see-saw más explícitamente, para este modelo fue
posible expresar a las masas en función de la razón t = υ

w , donde υ es la escala de energía
electrodébil característica del Modelo Estándar y w la escala de energía representativa para el
proceso de ruptura de simetría del grupo U(1) global. Considerando que a esta escala se espera
detectar efectos de nueva física, exploramos el caso donde w ≫ υ , esto nos permite trabajar a las
expresiones en serie de Taylor aproximándolas a primer orden de t.

Los resultados numéricos que se obtuvieron se compararon con los Branching Ratios de los
decaimientos del tipo lα −→ X0lβ con X0 un bosón de Goldstone en general. Con los datos
reportados en el Particule Data Group[19] fue posible realizar una estimación del orden de las
masas de los neutrinos pesados siendo O(1013)GeV. Este resultado es interesante pues al ser las
masas de los neutrinos pesados ∝ w los efectos de nueva física, de acuerdo con este modelo,
deberían manifestarse a estos ordenes de energía. Además, se encontró una cota mínima para que
este modelo tenga consistencia con los datos experimentales reportados hasta el día de hoy, por
último los resultados encontrados nos llevaron a concluir que las fases de Majorana no afectan a
este tipo de procesos.



Capítulo 1

El Modelo Estándar Electrodébil

Actualmente se conocen cuatro interacciones fundamentales en la naturaleza, esto gracias a
las observaciones realizadas a lo largo de los años. Estas interacciones son conocidas como el
electromagnetismo, las interacciones fuerte y débil y la gravedad. Por largo tiempo los esfuerzos
de la comunidad cientí�ca se han enfocado en obtener una teoría capaz de realizar una descripción
de las cuatro interacciones bajo un mismo marco teórico; sin embargo, hasta el día de hoy sólo se
ha podido hacer una descripción bastante consistente con nuestras mediciones experimentales de
tres de estas cuatro interacciones, siendo la gravedad la única que se escapa, dicha uni�cación es
el llamado Modelo Estándar (ME).
El ME está construido bajo el contexto de la teoría cuántica de campos donde los dos elementos base
que se utilizan para su construcción son las simetrías y las variables dinámicas[11-15]. Las variables
dinámicas son los campos que dependen de las coordenadas del espacio-tiempo, y se asocian con los
grados de libertad de la teoría y cuyos cuantos se interpretan como las partículas fundamentales que
la constituyen. Por otro lado, están las simetrías, que se de�nen como transformaciones sobre los
campos que dejan invariantes a las ecuaciones de movimiento. Las simetrías más importantes son
las simetría de espacio-tiempo y la simetría de norma[11][16]. Las simetrías pueden caracterizarse
bajo el lenguaje de la teoría de grupos en el que a cada simetría le corresponde un grupo y las
transformaciones son elementos de dicho grupo, esto nos brinda una forma poderosa de comprender
y clasi�car a las simetrías.[11][17][18].
El presente trabajo se enfocará en el Modelo Estándar Electrodébil (MEE), la cual es la parte del
ME que sólo describe las interacciones electromagnética y débil. El grupo de norma asociado al
MEE es el grupo SU(2)L ×U(1)Y , mientras la simetría de espacio-tiempo es el grupo ISO(1, 3) o
grupo de Poincaré, de�nido sobre el espacio-tiempo de Mikowski.
Como ya hemos mencionado, el ME tiene un gran respaldo experimental[19] en el sentido de
que ha sido capaz de predecir muchos fenómenos físicos y la existencia de partículas como el
bosón Higgs recientemente descubierto en 2012[20]. Sin embargo, no es perfecto ya que existen
muchos fenómenos que el ME no es capaz de explicar, por mencionar algunos, son la materia
oscura[21][22], el mecanismo de generación de masas de los neutrinos y por supuesto la ya
mencionada incompatibilidad con la gravedad. Esto nos lleva a pensar que el ME y en especí�co
el MEE es una teoría incompleta y que existe una teoría más allá del ME capaz de poder resolver
estos problemas y que ha sido el motivo de investigación en la física de altas energías y otras áreas
como la gravitación.

1.1. Rompimiento Espontáneo de la Simetría

Para hablar del MEE es necesario profundizar un poco en el concepto de simetría y el mecanismo
del rompimiento espontaneo de la simetría (RES). Ya se ha mencionado que una simetría se de�ne

1



El Modelo Estándar Electrodébil

1.1 Rompimiento Espontáneo de la Simetría

como una transformación que deja invariante a las ecuaciones de movimiento y además a dicha
simetría se le puede asignar un grupo. En general a las transformaciones se les puede caracterizar
como elementos del grupo asociado a tal simetría, los parámetros de los que dependen son requeridos
para especi�car un elemento de dicho grupo y hay uno por cada generador de éste. Por lo tanto,
las simetrías pueden clasi�carse según los parámetros de los cuales dependan, si la transformación
depende de parámetros continuos tenemos una simetría continua, pero si los parámetros de la
transformación toman valores discretos decimos que es una simetría discreta. Por otro lado, si los
parámetros asociados a la simetría no dependen de las coordenadas del espacio-tiempo; es decir
son constantes, tenemos una simetría global mientras que si los parámetros si dependen de las
coordenadas del espacio-tiempo la simetría se conoce como una simetría local o de norma.

La importancia de la invariancia de norma radica en que nos permite relacionar mediante
transformaciones descripciones matemáticamente distintas de un sistema físico pero que producen
las mismas observables y que por este motivo todas estas descripciones son igualmente válidas y
la decisión de la elección de una de ellas sólo obedece a motivos de practicidad para la realización
de cálculos en vez de principios más fundamentales. Existen dos formas de romper la simetría: el
rompimiento explícito, en donde se agrega al lagrangiano un término que rompe la simetría, y el
rompimiento espontáneo, en este caso el lagrangiano es invariante ante la simetría, pero el vacío
cae en un estado que no lo es. Este último caso es de especial interés pues si este rompimiento es
el de una simetría global se da lugar al teorema de Goldstone[23] mientras que si la simetría es de
norma se da el mecanismo de Higgs[24-26], que es el corazón del MEE.

1.1.1. Simetría Global

Para ilustrar mejor lo anteriormente mencionado se implementará el RES a una teoría invariante
bajo el grupo U(1) global. Para comenzar considere el siguiente lagrangiano

L (x) = (∂µϕ
∗(x)) (∂µϕ(x))− V (ϕ(x), ϕ∗(x)) , (1.1)

donde ϕ(x) es un campo escalar complejo y además ϕ(x), ϕ∗(x) se pueden considerar como variables
independientes entre sí, por otro lado V (ϕ(x), ϕ∗(x)) es el potencial escalar. Comenzamos con la
forma de potencial más sencilla que caracteriza a la teoría del campo escalar complejo libre

V1(ϕ(x), ϕ
∗(x)) = m2ϕ∗(x)ϕ(x). (1.2)

Así el lagrangiano (1.1) toma la siguiente forma

Lcs(x) = (∂µϕ
∗(x))(∂µϕ(x))−m2ϕ∗(x)ϕ(x), (1.3)

y además es invariante ante la transformación del grupo U(1) global

ϕ(x)→ ϕ
′
(x) = e−iαϕ(x), (1.4)

ϕ∗(x)→ ϕ
′∗
(x) = eiαϕ∗(x), (1.5)

donde e−iα y su conjugado son elementos de U(1) y α es el parámetro constante que caracteriza
a la transformación, al ser ϕ(x) un campo escalar complejo puede escribirse como la suma de una
parte real y una parte imaginaria; así podemos de�nir a los campos ϕ(x) y ϕ∗(x) como sigue

ϕ(x) =
1√
2
(ϕ1(x) + iϕ2(x)) , (1.6)

ϕ∗(x) =
1√
2
(ϕ1(x)− iϕ2(x)) , (1.7)

2



El Modelo Estándar Electrodébil

1.1 Rompimiento Espontáneo de la Simetría

que de�ne un cambio de variable de los campos complejos por los campos escalares reales ϕ1(x) y
ϕ2(x), implementando este cambio en (1.3) obtenemos

Lcs(x) =
1

2
∂µϕ1(x)∂

µϕ1(x)−
m2

2
ϕ1

2(x) +
1

2
∂µϕ2(x)∂

µϕ2(x)−
m2

2
ϕ2

2(x), (1.8)

notemos que obtenemos para los campos ϕ1(x) y ϕ2(x) términos lagrangianos del tipo de Klein-

Gordon[11-13] (K-G), debido a esto podemos decir que los términos -m
2

2 ϕj
2(x) son términos de

masa para sus respectivos campos. 1

Tomando en cuenta sólo el potencial dado en (1.2) en términos de los campos reales, tenemos

V1(ϕ1, ϕ2) =
m2

2

(
ϕ1

2 + ϕ2
2
)
. (1.9)

Las nuevas variables que se han introducido de igual forma pueden considerarse independientes.
Ya que los campos son reales es fácil ver que en general V1(ϕ1, ϕ2) ≥ 0 y que tiene un mínimo
global en ϕ1 = ϕ2 = 0 o equivalentemente en ϕ = 0 que se asocia con el valor de mínima energía
que pueden tomar los campos para esta teoría. Un hecho importante se puede notar en el contexto
de la teoría cuántica de campos es que las partículas elementales se de�nen como excitaciones de
los campos alrededor de su mínima energía; es decir, se crean partículas cuando los cuantos de
energía de los campos aumentan y se destruyen cuando estos disminuyen, por lo que si el potencial
no estuviera acotado por abajo las partículas se destruirían sin restricción alguna al disminuir
la energía, por este motivo al valor donde los campos minimizan al potencial se conoce como el
Valor de Expectación del Vacío (VEV). En adelante a la con�guración donde el campo minimice
al potencial lo llamaremos vacío.
Ahora consideremos un potencial de la forma

V2(ϕ
∗, ϕ) = λm2

(
ϕ∗ϕ− ξ2

)2
, (1.10)

donde λ > 0 y cuenta con unidades de (masa)−2, además ξ es real, constante y tiene unidades de
(masa)1. Sustituyendo en nuestro lagrangiano (1.1) ahora se tiene

L = (∂µϕ
∗)(∂µϕ)− λm2

(
ϕ∗ϕ− ξ2

)2
, (1.11)

el cual también es invariante bajo las transformaciones (1.4) y (1.5); y por lo tanto, es invariante
bajo el grupo global U(1). En términos de los campos reales (1.11) tiene la forma

L =
1

2
∂µϕ1∂

µϕ1 +
1

2
(2λm2ξ2)ϕ1

2 +
1

2
∂µϕ2∂

µϕ2 +
1

2
(2λm2ξ2)ϕ2

2 +O(ϕ4). (1.12)

Enfocándonos en los términos cuadráticos de los campos los cuales de�nen masas, a diferencia de
(1.8) los términos en (1.12) no pueden ser considerados términos de masa ya que al ser 2λm2ξ2 > 0
en el lagrangiano (1.12) estos términos deberían ser precedidos por un signo negativo como es en el
caso de (1.8), por lo que decimos que los campos en esta teoría son no masivos. Prestemos especial
atención al potencial escalar en términos de los campos reales

V2(ϕ1, ϕ2) = λm2

(
1

2
(ϕ1

2 + ϕ2
2)− ξ2

)2

. (1.13)

Nos interesa saber la con�guración de mínima energía, entonces se deben calcular los puntos críticos
de nuestra función potencial, de tal forma que las condiciones resultantes son

ϕ1

(
1

2
(ϕ1

2 + ϕ2
2)− ξ2

)
= 0, (1.14)

1En adelante obviaremos en los campos la dependencia del espacio-tiempo

3



El Modelo Estándar Electrodébil

1.1 Rompimiento Espontáneo de la Simetría

ϕ2

(
1

2
(ϕ1

2 + ϕ2
2)− ξ2

)
= 0, (1.15)

lo que es equivalente a las condiciones

ϕ1,0
2 + ϕ2,0

2 = 2ξ2, (1.16)

ϕ1,0 = ϕ2,0 = 0. (1.17)

El subíndice cero se re�ere a los valores de los campos (ϕ1, ϕ2) que cumplan la condición de
extremización. Es fácil ver que la condición correspondiente al valor mínimo del potencial es (1.16)
ya que si evaluamos estas condiciones en (1.13), obtenemos que V2 = 0 y V2 > 0 respectivamente.
La condición (1.16) corresponde a una circunferencia centrada en el origen en el espacio (ϕ1, ϕ2)
de radio

√
2|ξ|. Comparando las dos funciones potenciales (1.9) y (1.13) observe que caracterizan

a dos teorías completamente distintas. Mientras el potencial (1.9) tiene un único mínimo global,
en el caso de (1.13) corresponde a in�nitos puntos mínimos globales y que son todos equivalentes,
es por lo que se dice que el conjunto de puntos críticos de mínimo del potencial (1.13) caracterizan
a un conjunto de estados de energía mínima degenerado o en otras palabras un vacío degenerado.
Trabajando con la transformación (1.4, 1.5) y combinándola con (1.6, 1.7) hay una conclusión
importante a la que podemos llegar, es decir, se tiene

ϕ
′
=

1√
2
(ϕ

′

1 + iϕ
′

2) = e−iαϕ = e−iα 1√
2
(ϕ1 + iϕ2) = (cos (α)− i sen (α)) 1√

2
(ϕ1 + iϕ2) ,

⇒ ϕ
′

1 = cos (α)ϕ1 + sen (α)ϕ2,

ϕ
′

2 = − sen (α)ϕ1 + cos (α)ϕ2,

de donde la transformación puede escribirse como(
ϕ

′

1

ϕ
′

2

)
=

(
cos (α) sen (α)
− sen (α) cos (α)

)(
ϕ1
ϕ2

)
, (1.18)

Donde claramente se puede concluir que una transformación del grupo global U(1) es equivalente
a una rotación sobre los campos reales2; esto no es de extrañarse, de hecho tomando en cuenta
la condición de mínimo (1.16) si elegimos algunos valores para ϕ1 y ϕ2 tal que satisfagan dicha
condición, siempre es posible encontrar mediante una rotación de un ángulo α otros valores para
nuestros campos que también la cumplan, por lo que la condición de mínimo también es un
invariante bajo U(1) global.
Como ya se ha mencionado, tenemos in�nitos puntos que satisfacen la condición de mínimo y todos
son igualmente válidos en el sentido de que físicamente no son distintos uno del otro, por lo que
podemos elegir uno de ellos. Esta elección es lo que rompe la simetría. En particular escogemos
(ϕ1,0, ϕ2,0) =

(√
2ξ, 0

)
, así el vacío toma el valor 3

ϕ0 =
1√
2
(ϕ1,0 + iϕ2,0) = ξ. (1.19)

Ahora se puede rede�nir nuestro campo haciendo una aproximación mediante el teorema de Taylor
alrededor de nuestro valor ϕ0, tenemos entonces

ϕ = ϕ0 +∆ϕ, (1.20)

2Este resultado sucede en los casos del grupo local y global U(1) la única diferencia es la dependencia o no
dependencia del parámetro α de las coordenadas del espacio-tiempo respectivamente

3Por simplicidad elegimos ξ > 0, de esta manera |ξ| = ξ
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en general el segundo sumando de la ecuación anterior es una función de valores complejos de tal
forma que podemos rede�nir nuestro cambio de la siguiente forma

ϕ(x) = ξ +
1√
2
(S(x) + iG(x)) , (1.21)

aplicando este cambio en nuestro lagrangiano (1.11), se obtiene

L =
1

2
(∂µS) (∂

µS)− 1

2

(
2mξ
√
λ
)2
S2 +

1

2
(∂µG) (∂

µG) + Lint. (1.22)

Como hicimos anteriormente, podemos relacionar a la primera parte del nuevo lagrangiano (1.22)
para el campo S con la teoría de campo libre de K-G donde ahora se puede identi�car al término

− 1
2

(
2mξ
√
λ
)2
S2 como el término de masa para el campo S, tal que la masa asociada a este campo

esta dada por
mS = 2mξ

√
λ. (1.23)

En contraste, notemos que en lo que respecta al campo G, este no tiene término de masa, por lo
que es un campo no masivo. Los términos restantes son los términos de interacción de la teoría.
Resumiendo: hemos partido de una teoría invariante bajo el grupo U(1) global, al implementar el
cambio (1.21) en el que rompemos la simetría del lagrangiano (1.11) correspondiente a la simetría
del vacío, nuestro nuevo lagrangiano (1.22) ya no es invariante bajo este grupo. Además, es posible
realizar la transformación inversa y recuperar la simetría, es decir, la simetría bajo U(1) sigue
estando presente pero no de manera explicita si no que esta oculta. Con este proceso de RES a
partir de los campos ϕ1 y ϕ2 los cuales no poseen masa, obtenemos dos campos; un campo S escalar
con masa mS y un campo G escalar sin masa que se conoce como bosón de Goldstone. Este es
el teorema de Goldstone que establece que cuando una simetría global se rompe espontáneamente
siempre aparecen campos escalares sin masa llamados bosones de Goldstone.

1.1.2. Simetría de Norma

Una vez que se ha revisado el caso de una ruptura espontánea en una simetría global, una
pregunta natural que podemos realizar es ¾qué sucede en el caso de que una simetría local se
rompa espontáneamente? Para aclarar está pregunta consideremos el lagrangiano siguiente

L = −1

4
FµνF

µν + (Dµϕ)
∗
(Dµϕ)− V (ϕ, ϕ∗) , (1.24)

donde Fµν es un tensor de campo dado por

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (1.25)

además ϕ es el campo escalar complejo, Aµ el campo de norma asociado al grupo U(1) local y Dµϕ
es la derivada covariante de�nida por

Dµϕ = (∂µ + iqAµ)ϕ. (1.26)

Para hablar un poco más al respecto de la derivada covariante comenzaremos con el potencial más
sencillo

V (ϕ∗, ϕ) = m2ϕ∗ϕ, (1.27)

de esta manera tenemos que nuestro lagrangiano (1.24) coincide con la de la electrodinámica escalar
y es invariante bajo el grupo U(1) local mediante las transformaciones siguientes

ϕ(x)→ ϕ
′
(x) = e−iqα(x)ϕ(x), (1.28)
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Aµ(x)→ A
′

µ(x) = Aµ(x) + ∂µα(x), (1.29)

en este caso e−iqα(x) es un elemento de nuestro grupo local y α(x) es el parámetro de norma
dependiente de los puntos del espacio-tiempo que caracteriza a la transformación, de esta manera
usando estas relaciones obtenemos que la derivada covariante tiene que transformarse como sigue

Dµϕ(x) −→ (Dµϕ)
′
(x) = D

′

µϕ
′
(x) = [∂µ + iqA

′

µ]e
−iqα(x)ϕ(x)

= ∂µ(e
−iqα(x)ϕ(x)) + iq(Aµ + ∂µα(x))e

−iqα(x)ϕ(x)

= e−iqα(x)∂µϕ(x)− iqe−iqα(x)ϕ(x)∂µα(x)

+iqAµe
−iqα(x)ϕ(x) + iqe−iqα(x)ϕ(x)∂µα(x)

= e−iqα(x)[∂µ + iqAµ]ϕ(x)

= e−iqα(x)Dµϕ(x).
(1.30)

Es decir, la derivada covariante del campo ϕ se transforma de la misma manera que el campo mismo,
esto es importante ya que si usáramos la derivada usual sobre el campo escalar, la invariancia de
norma no estaría presente. Por este motivo en teorías invariantes bajo una simetría local, para
los campos que no son de norma en sus términos cinéticos se debe usar una derivada covariante
en lugar de la usual para preservar la simetría de norma. Además la derivada covariante nos da
información de como interactúa el campo de norma con el campo sobre el cual actúa la derivada
covariante. Ahora suponemos un potencial de la forma

V (ϕ∗, ϕ) = −µ2ϕ∗ϕ+
λ

2
(ϕ∗ϕ)

2
, (1.31)

el término correspondiente a λ es el que se convierte en dominante cuan más grande es el valor de
|ϕ|, por lo que λ > 0 para tener un vacío físicamente estable en el sentido ya discutido del VEV.
Aplicando las relaciones dadas en (1.6, 1.7) pasamos de la de�nición de nuestro potencial a una
sobre los campos reales, obteniendo así

V (ϕ1, ϕ2) = −
µ2

2

(
ϕ21 + ϕ22

)
+
λ

8

(
ϕ21 + ϕ22

)2
, (1.32)

notemos que dependiendo del valor que tome µ2; esto es si µ2 < 0 ó µ2 > 0 el potencial describe dos
formas diferentes siendo en esencia correspondientes con los casos vistos anteriormente de vacío no
degenerado y vacío degenerado respectivamente. Como fue en el caso de una simetría global, lo que
nos permite el proceso de ruptura de la simetría es que tengamos un estado de vacío degenerado
y este ocurre si µ2 > 0 por este motivo es que supondremos en adelante tal caso. Dado nuestro
potencial la forma del lagrangiano (1.24) que se obtiene es

L = −1

4
FµνF

µν + (Dµϕ)
∗(Dµϕ) + µ2ϕ∗ϕ− λ

2
(ϕ∗ϕ)2, (1.33)

y si desarrollamos esta expresión en términos de los campos reales, tenemos

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
∂µϕ1∂

µϕ1 +
1

2
µ2ϕ21 +

1

2
∂µϕ2∂

µϕ2 +
1

2
µ2ϕ22 + · · · , (1.34)

como hemos supuesto que µ2 > 0, es fácil ver que no contamos con términos de masa para
los campos ϕj , es decir que estos campos no son masivos. Retomando nuestra expresión para

6
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el potencial dada en (1.32), nos interesa saber sus puntos críticos los cuales pueden ser calculados
bajo el criterio de la primera derivada, tenemos así las ecuaciones

∂V

∂ϕ1
= ϕ1

(
−µ2 +

λ

2

(
ϕ21 + ϕ22

))
= 0, (1.35)

∂V

∂ϕ2
= ϕ2

(
−µ2 +

λ

2

(
ϕ21 + ϕ22

))
= 0, (1.36)

las cuales son equivalentes a las condiciones de mínimo y máximo respectivamente

ϕ21,0 + ϕ22,0 =
2µ2

λ
, (1.37)

ϕ1,0 = ϕ2,0 = 0, (1.38)

la condición de mínimo en el plano (ϕ1, ϕ2) dibuja una circunferencia centrada en el origen ahora con

radio
√

2µ2

λ , con esto veri�camos que bajo nuestra suposición sobre µ2, correctamente obtenemos

un estado de vacío degenerado que es lo que nos permitirá el rompimiento de la simetría. Ahora
romperemos la simetría como ya lo hemos hecho eligiendo de todos los valores para (ϕ1,0, ϕ2,0) uno
solo en particular, con esto el valor del vacío es

ϕ0 =

√
µ2

λ
, (1.39)

y así podemos reescribir nuestro campo escalar mediante el mismo procedimiento que en la ecuación
(1.20), por lo que ahora tenemos

ϕ(x) =

√
µ2

λ
+

1√
2
(ξ1(x) + iξ2(x)) . (1.40)

Aplicando este cambio en nuestra expresión del lagrangiano (1.33), haciendo especial énfasis en los
términos cinéticos y cuadráticos de los campos resulta

L =
1

2
∂µξ1∂

µξ1−
1

2

(√
2µ2
)2
ξ21+

1

2
∂µξ2∂

µξ2−
1

4
FµνF

µν+
1

2

(√
2µ2

λ
q

)2

AµA
µ+

√
2µ2

λ
qAµ∂

µξ2+· · · .

(1.41)
Los términos que son constantes pueden ser despreciados ya que no afectan a las ecuaciones de
movimiento. Analicemos cada parte que es relevante de esta expresión, comencemos con

1

2
∂µξ1∂

µξ1 −
1

2

(√
2µ2
)2
ξ21 +

1

2
∂µξ2∂

µξ2.

Es fácil observar que estos términos evocan a la forma de una teoría de K-G para campos reales, de

hecho podemos notar que el termino 1
2

(√
2µ2
)2
ξ21 es siempre positivo y al ser precedido por un

signo menos cumple con las condiciones para ser considerado un término de masa para el campo
ξ1 y podemos de�nir a la masa asociada para este campo como mξ1 =

√
2µ2, por otra parte para

el campo ξ2 no existe un término de este tipo por lo que este campo no es masivo; por último
tenemos el término

−1

4
FµνF

µν +
1

2

(√
2µ2

λ
q

)2

AµA
µ.

Para hablar de este término comparemos con la lagrangiana de Proca[11-13]

LProca = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2

AAµA
µ, (1.42)
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la cual describe una teoría de un campo de tipo electromagnético con masa asociada mA. Para que
el segundo sumando en el lagrangiano de Proca sea considerado un término de masa 1

2mA debe

ser positivo. En comparación con nuestra relación notemos que 1
2

(√
2µ2

λ q

)2

> 0, por lo que en

analogía se tiene un campo de norma con masa mA =
√

2µ2

λ q; es decir, después del proceso de

RES el campo de norma adquiere masa, este hecho es fundamental pues notemos que los términos
que nos evocan al lagrangiano de Proca no son invariantes de norma

−1

4
FµνF

µν+
1

2
m2

AAµA
µ → −1

4
F ′
µνF

′µν+
1

2
m2

AA
′
µA

′µ = −1

4
FµνF

µν+
1

2
m2

AAµA
µ+m2

AAµ∂
µα(x)+· · ·

̸= −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2

AAµA
µ. (1.43)

Puntualmente, es el término de masa el que impide que sea invariante; en general no podemos
construir teorías invariantes bajo una simetría local con campos de norma masivos, pero a partir de
la ruptura de la simetría nosotros podemos generar términos de masa para estos campos partiendo
de una teoría que sí es invariante local, de aquí viene la importancia de este proceso de ruptura de
simetría. Al proceso en el que se generan masas para los campos de norma a través de la ruptura
espontánea de la simetría se le conoce como mecanismo de Higgs. Aplicando estas de�niciones
sobre las masas la lagrangiana resultante es

L =
1

2
∂µξ1∂

µξ1 −
1

2
m2

ξ1ξ
2
1 +

1

2
∂µξ2∂

µξ2 −
1

4
FµνF

µν +
1

2
m2

AAµA
µ +mAAµ∂

µξ2 + · · · . (1.44)

Resumiendo, comenzamos con una teoría con dos campos escalares y uno de norma sin masa que
después del proceso de ruptura de simetría cambia por una en la que ahora contamos con un campo
escalar masivo conocido como bosón de Higgs y un campo escalar sin masa llamado pseudo-bosón
de Goldstone y lo más importante es que nuestro campo de norma ahora adquiere masa. Podemos
profundizar un poco más acerca de estos campos escalares sin masa pues se tiene una diferencia
con el caso global con los llamados bosones de Goldstone, para ello retomemos de nuevo nuestra
condición de mínimo, de la cual podemos encontrar una equivalencia

ϕ21,0 + ϕ22,0 =
2µ2

λ
,

⇒ ϕ∗0ϕ0 =
µ2

λ
,

⇒ |ϕ0| =
√
µ2

λ
.

Por otro lado notemos que ϕ0 es una cantidad compleja por lo que podemos expresarlo en forma
polar de la siguiente forma

ϕ0 = |ϕ0| exp
(
−iχ(x)
|ϕ0|

)
, (1.45)

volvemos a retomar nuestra expresión (1.20)

ϕ = ϕ0 +∆ϕ,

como hemos mencionado el segundo sumando de la expresión es una función de valores complejos
que podemos parametrizar en forma polar como sigue

∆ϕ =
1√
2
η(x) exp

(
−iχ(x)
|ϕ0|

)
, (1.46)
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ahora podemos reescribir nuestro campo escalar de una forma un poco más general, se tiene así4

ϕ(x) = |ϕ0| exp
(
−iχ(x)
|ϕ0|

)
+

1√
2
η(x) exp

(
−iχ(x)
|ϕ0|

)
=

(
|ϕ0|+

1√
2
η(x)

)
exp

(
−iχ(x)
|ϕ0|

)
, (1.47)

utilizando la transformación de nuestro campo de�nida en (1.28) vemos que

ϕ
′
(x) = e−iqα(x)ϕ(x) = e−iqα(x)

(
|ϕ0|+

1√
2
η(x)

)
exp

(
−iχ(x)
|ϕ0|

)

=

(
|ϕ0|+

1√
2
η(x)

)
exp

(
−i
(
qα(x) +

χ(x)

|ϕ0|

))
, (1.48)

observe que no existe una restricción sobre el valor que pueda tomar nuestro parámetro de norma
por lo que podemos elegir una función en particular para dicho parámetro, a esto lo conocemos
como �jación de la norma, en este caso elegimos una norma tal que

qα(x) +
χ(x)

|ϕ0|
= 0, (1.49)

que nos da la función para nuestro parámetro

α(x) = −χ(x)
q|ϕ0|

, (1.50)

lo que se conoce como norma unitaria. Bajo esta norma notemos que el campo se transforma como

ϕ′(x) = |ϕ0|+
1√
2
η(x) =

√
µ2

λ
+

1√
2
η(x), (1.51)

sin embargo nuestro campo transformado o primado también puede escribirse de forma usual como
lo hemos estado trabajando con la expresión (1.40), combinando estas dos formas de expresar
nuestro campo podemos encontrar las siguientes igualdades

ϕ′(x) =

√
µ2

λ
+

1√
2
(ξ′1(x) + iξ′2(x)) =

√
µ2

λ
+

1√
2
η(x),

⇒ ξ′1(x) = η(x), (1.52)

ξ′2(x) = 0, (1.53)

con esto podemos decir en la norma unitaria bajo la transformación que rompe la simetría, el
campo sin masa desaparece

ϕ′(x) =

√
µ2

λ
+

1√
2
ξ′1(x). (1.54)

El lagrangiano al ser invariante de norma nos permite trabajar en términos de los campos
transformados y podemos sustituir nuestra expresión para el campo ϕ′ en el que �jamos la norma

L ′ = −1

4
F ′
µνF

′µν + (Dµϕ)
′∗(Dµϕ)′ + µ2ϕ′∗ϕ′ − λ

2
(ϕ′∗ϕ′)2

=
1

2
∂µξ

′
1∂

µξ′1 −
1

2
m2

ξ1ξ
′2
1 −

1

4
F ′
µνF

′µν +
1

2
m2

AA
′
µA

′µ + · · · , (1.55)

donde las de�niciones para las masas de sus respectivos campos son equivalentes en el caso en el
que no se �jó la norma, por simplicidad eliminemos la prima sobre los campos pero tomando en

4Para el caso de la simetría global también es posible expresar al campo escalar ϕ en forma polar pero ya que
obtenemos las mismas conclusiones que las ya mostradas el desarrollo se omite.
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cuenta que en (1.55) se está trabajando con una norma �ja que es la norma unitaria. Comparando
con la expresión obtenida mediante el proceso de ruptura en el que no se �jó la norma

L ′ =
1

2
∂µξ1∂

µξ1 −
1

2
m2

ξ1ξ
2
1 −

1

4
FµνF

µν +
1

2
m2

AAµA
µ + · · · ,

L =
1

2
∂µξ1∂

µξ1 −
1

2
m2

ξ1ξ
2
1 +

1

2
∂µξ2∂

µξ2 −
1

4
FµνF

µν +
1

2
m2

AAµA
µ +mAAµ∂

µξ2 + · · · ,

corresponden a la misma forma salvo por los términos del campo ξ2, pero es importante tener
presente lo ya dicho con anterioridad, la simetría de norma nos permite relacionar descripciones
matemáticamente distintas de un mismo sistema físico que nos llevan a las mismas observables
físicas, por este motivo la elección de una norma en particular no debe afectar el espectro de
partículas físicas. Que el campo ξ2 no se encuentre presente bajo una norma particular, pero sí
cuando no elegimos alguna nos lleva a concluir que este campo no es físico; es decir a diferencia del
caso de una simetría global donde obtenemos campos no masivos llamados bosones de Goldstone los
cuales sí son físicos, en el caso de la ruptura de una simetría local los campos escalares no masivos
que resultan no son físicos por lo que no se encontrarían en la naturaleza y los conocemos como
pseudo-bosones de Goldstone, además en la norma unitaria se interpreta que los pseudo-bosones
de Goldstone son engullidos por los campos de norma para dotarlos de masa.

1.2. Sectores del MEE

El MEE se ha dicho, es una teoría de norma bajo el grupo de simetría SU(2)L × U(1)Y que
se encarga de describir las fuerzas débil y electromagnética, dichas interacciones son mediadas
por bosones de norma siendo para la fuerza débil los bosones masivos W± y Z, mientras que
para la electromagnética es el bosón de norma sin masa A que llamamos fotón. La existencia de
términos de masa para los bosones masivos se consigue mediante el mecanismo de Higgs por lo
que el MEE debe ser una teoría espontáneamente rota que a bajas energías esta descrita por el
grupo electromagnético y como remanente del proceso de RES obtenemos un campo físico escalar
llamado bosón de Higgs. Las demás partículas constituyentes de este modelo son los fermiones
que son partículas de espín 1

2 descritas por campos espinores de Dirac, experimentalmente se tiene
evidencia de que la fuerza débil actúa sólo sobre fermiones quirales izquierdos. Los fermiones se
dividen en dos tipos: leptones y quarks, los leptones interaccionan débil y electromagnéticamente y
los quarks que a diferencia de los leptones además de interaccionar con dichas dos fuerzas también
interaccionan fuertemente. Sin embargo, en el presente trabajo nos importan especialmente las
interacciones de los leptones por ello la parte referente a los quarks la omitiremos en el desarrollo
subsecuente.
El lagrangiano que caracteriza al MEE puede escribirse como la suma de diferentes sectores que
nos dan diferente información acerca de nuestra teoría

LMEE = LS + LYM + LC + LY, (1.56)

los términos correspondientes son: LS para el sector escalar que permite realizar el mecanismo de
Higgs para dotar de masa a los bosones de norma, LYM es el sector de Yang-Mills o sector de
norma y determina la dinámica de los campos de norma, LC es el sector de corrientes y determina
la dinámica de los leptones y quarks además de sus interacciones con los bosones de norma y por
último LY es el sector de Yukawa que permitirá dotar de masa a los leptones cargados y quarks y
nos dará los acoplamientos con el bosón de Higgs.

1.2.1. Sector Escalar

El sector escalar o sector de Higgs está descrito por el lagrangiano

LS =
1

2
(Dµϕ)

†
(Dµϕ)− V

(
ϕ†, ϕ

)
, (1.57)
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donde se introduce un doblete escalar complejo de SU(2)L de�nido como

ϕ(x) =

(
ϕ1(x)
ϕ2(x)

)
, (1.58)

y la derivada covariante se expresa 5

Dµ = ∂µ · 12 − ig2W j
µ
σj

2
− ig1Bµ

Y

2
· 12, (1.59)

en la llamada representación fundamental. Los elementos g1 y g2 son las constantes de acoplamiento

de los grupos U(1)Y y SU(2)L respectivamente siendo ambas reales, σl las matrices de Pauli y σl

2
los generadores del grupo SU(2)L. Finalmente Y es la hipercarga del campo sobre el que actúa
la derivada covariante y determina cómo interacciona el campo con el grupo U(1)Y Las leyes de
transformación para los campos de norma son

W j
µ(x)

σj

2
−→W ′j

µ(x)
σj

2
= v(x)

[
W j

µ(x)
σj

2
+

i

g2
∂µ

]
v†(x), (1.60)

Bµ(x) −→ B′
µ(x) = Bµ(x) +

i

g1
∂µα(x), (1.61)

donde v(x) es un elemento de SU(2)L que puede expresarse de manera más general como

v(x) = exp

{
σl

2
αl(x)

}
, (1.62)

Por otra parte en (1.61,1.62) α(x) y αl(x) son los parámetros de norma que caracterizan a las
transformaciones locales y son arbitrarias con el único requisito de que sean diferenciables para
todos los puntos del espacio-tiempo. La ley de transformación para el doblete escalar está dada
por

ϕ(x) −→ ϕ′(x) = exp
{
i
Yϕ

2 α(x)
}
v(x)ϕ(x)

= exp
{
i
(

σl

2 α
l(x) +

Yϕ

2 α(x) · 12
)}

ϕ(x),

(1.63)

donde Yϕ es la hipercarga del doblete escalar. Se mencionó en la sección (1.1.2) que la importancia
de usar una derivada covariante es que esta se transforma de igual forma que el campo sobre el
que se aplica por lo que por un proceso similar a (1.30) en efecto se puede probar que la ley de
transformación es idéntica a la del doblete; esto es

Dµϕ(x) −→ (Dµϕ(x))
′
= exp

{
i

(
σl

2
αl(x) +

Yϕ
2
α(x) · 12

)}
Dµϕ(x), (1.64)

el potencial escalar invariante de norma está dado por

V
(
ϕ†, ϕ

)
= −µ2ϕ†ϕ+ λ

(
ϕ†ϕ

)2
, (1.65)

Los signos de µ2 y λ son elegidos positivos por los mismos motivos que los discutidos en el caso del
grupo U(1) de la sección (1.1.2); además λ es adimensional. El doblete escalar puede ser escrito en
términos de campos reales como sigue

ϕ(x) =

(
ϕ1(x)
ϕ2(x)

)
=

(
φ1(x) + iφ2(x)
φ3(x) + iφ4(x)

)
. (1.66)

5En adelante índices repetidos expresan suma, índices latinos corren sobre i = 1, 2, 3 y griegos sobre β = 0, 1, 2, 3
a menos que se indique otra cosa
El símbolo 12 representa a una matriz unitaria de tamaño 2×2, en general, a las matrices unitarias de tamaño n×n
las representaremos como 1n
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Analizamos nuestra teoría alrededor del punto mínimo de energía, la condición de mínimo es

ϕ†0ϕ0 =
µ2

2λ
≡ υ2

2
, (1.67)

que es equivalente a una esfera de 4 dimensiones en el espacio (φ1, φ2, φ3, φ4) con lo que tenemos
un vacío in�nitamente degenerado en el que cada punto sobre esta hiperesfera está conectado
por trasformaciones de norma y por ello son físicamente equivalentes, la simetría se rompe
espontáneamente eligiendo un valor en particular, elegimos a la con�guración dada por

ϕ0 =

(
0
υ√
2
,

)
(1.68)

Recordemos que al valor en donde los campos minimizan al potencial es el llamado VEV, por lo
que

|ϕ0| =
υ√
2
, (1.69)

es el VEV para el modelo estándar6 y nos da una escala de energía alrededor de la que sucede
la ruptura de la simetría. Analizamos la teoría alrededor del punto mínimo escogido por lo que
podemos usar un procedimiento similar a los realizados sobre el doblete

ϕ(x) = ϕ0 + ξ(x), (1.70)

donde

ξ(x) = ϕ(x)− ϕ0 =

 G+
W

1√
2
(h(x) + iGz(x))

 , (1.71)

y a su vez h(x) y GZ son campos escalares reales y G+
W es un campo escalar complejo que cumple(

G+
W

)∗
(x) = G−

W (x). (1.72)

Como recordemos al romper una simetría local, aparecen campos escalares sin masa no físicos
que dominamos pseudo-bosones de Goldstone y otro que sí tiene masa que llamaremos campo de
Higgs; además se producen términos de masa para campos de norma, para observar esa situación
sustituiremos las expresiones (1.70,1.71) en nuestro potencial, únicamente mostraremos los términos
cuadráticos sobre los campos ya que son los que de�nen masas. De manera conveniente calculamos

ϕ†ϕ = (ϕ0 + ξ)
†
(ϕ0 + ξ)

= ϕ†0ϕ0 + ϕ†0ξ + ξ†ϕ0 + ξ†ξ

=
υ2

2
+ υh+G−

WG+
W +

1

2
h2 +

1

2
G2

z.

(1.73)

Sustituyendo en nuestra expresión (1.65) y haciendo uso de las relaciones

−µ2 + λυ2 = 0 (1.74)

−µ2 + 3λυ2 = 2µ2 (1.75)

el potencial toma la forma

V
(
ϕ†, ϕ

)
=

(
−µ2 +

λ

2

)
υ2

2
+ µ2h2 + ... (1.76)

6Por convención υ es al que se le asigna como el VEV, en adelante seguiremos esta convención
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Ahora antes de analizar los términos cinéticos sobre el doblete escalar en la derivada covariante
realizamos el siguiente cambio de base

W+
µ =

1√
2

(
W 1

µ − iW 2
µ

)
, (1.77)

W−
µ =

1√
2

(
W 1

µ + iW 2
µ

)
(1.78)

⇒ (W+
µ)

∗ =W−
µ,

entonces nuestra de�nición para la derivada covariante toma la forma

Dµϕ =

(
∂µ · 12 −

ig2√
2
W+

µσ
+ − ig2√

2
W−

µσ
− − ig1Bµ

Yϕ
2
· 12
)
ϕ, (1.79)

donde se de�nen

σ+ ≡ 1

2

(
σ1 + iσ2

)
=

(
0 1
0 0

)
, (1.80)

σ+ ≡ 1

2

(
σ1 − iσ2

)
=

(
0 0
1 0

)
. (1.81)

En términos de nuestra nueva base de�nida por (1.77, 1.78) y además sustituyendo el doblete por
(1.70) tenemos que nuestro término cinético es

(Dµϕ)
†
(Dµϕ) =

(
∂µG

−
W

) (
∂µG+

W

)
+

1

2
(∂µh) (∂

µh) +
1

2
(∂µGz) (∂

µGz)

− ig2υ
2
W+

µ∂
µG−

W +
ig2υ

2
W−

µ∂
µG+

W

+
g2υ

2
W 3

µ∂
µGz −

g1Yϕ
2

υBµ∂
µGz +

υ2g22
4

W−
µW

+
µ

+
υ2

8

(
W 3

µ Bµ

)( g22 − (g1Yϕ) g2
(g1Yϕ) g2 (g1Yϕ)

2

)(
W 3µ

Bµ

)
.

(1.82)

Para pasar a los eigenestados de masa se debe diagonalizar la matriz

Q =

(
g22 − (g1Yϕ) g2

(g1Yϕ) g2 (g1Yϕ)
2

)
. (1.83)

La matriz que diagonaliza a Q es la dada por

R =

(
cos θW sin θW
− sin θW cos θW

)
=

(
CW SW

−SW CW

)
, (1.84)

y es una matriz ortogonal RRT = 12 donde θW es el ángulo de mezcla débil o ángulo de Weinberg,
además

cos θW =
g2√

g22 + (g1Yϕ)
2
, (1.85)

sin θW =
g1Yϕ√

g22 + (g1Yϕ)
2
. (1.86)
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De esta forma el último término de la expresión (1.82) puede convertirse en

(
W 3

µ Bµ

)
Q

(
W 3µ

Bµ

)
=

(
W 3

µ Bµ

)
· 12 ·Q · 12 ·

(
W 3µ

Bµ

)

=
(
W 3

µ Bµ

)
RRTQRRT

(
W 3µ

Bµ

)

=

(
RT

(
W 3

µ

Bµ

))T (
RTQR

)(
RT

(
W 3µ

Bµ

))
, (1.87)

de�nimos el cambio de base (
Zµ

Aµ

)
=

(
CW −SW

SW CW

)(
W 3

µ

Bµ

)
. (1.88)

Por lo tanto, tenemos

(
W 3

µ Bµ

)
Q

(
W 3µ

Bµ

)
=
(
g22 + (g1Yϕ)

2
)2
ZµZ

µ, (1.89)

el sector escalar después de la ruptura de la simetría viene dado por

LS =
1

2
∂µh∂

µh− µ2h+
(
∂µG

−
W

) (
∂µG+

W

)
+

1

2
(∂µGz) (∂

µGz)

+
υ2g22
4

W−
µW

+
µ +

υ2

8

(
g22 + (g1Yϕ)

2
)2
ZµZ

µ

− ig2υ
2
W+

µ∂
µG−

W +
ig2υ

2
W−

µ∂
µG+

W +
υ

2

(
g2W

3
µ − g1YϕBµ

)
∂µGz

, (1.90)

note que en los 4 primeros sumandos evocan a la forma lagrangiana de K-G para campos reales y
complejos. Podemos reescribir a

−µ2h = −1

2

(√
2µ2
)2
h, (1.91)

claramente es un término de masa donde mh =
√
2µ; es decir, el campo h es un campo masivo y es

el bosón de Higgs, los campos GZ y G+
W no tienen masa, ya que son remanentes de la ruptura de una

simetría local son los denominados pseudo-bosones de Goldstone. También encontramos mediante
la diagonalización 4 campos de norma físicos, W±

µ , Zµ y Aµ para hablar más a profundidad de
ellos tenemos que desarrollar el sector de norma en términos de estos campos.

1.2.2. Sector de Norma

Este sector está caracterizado por la lagrangiana

LYM = −1

2
Tr

[
W j

µν
σj

2
W l

µν
σl

2

]
− 1

4
BµνB

µν , (1.92)

donde Bµν , Wµν son los tensores de campo de�nidos por

W j
µν = ∂µW

j
ν − ∂νW j

µ + g2ϵjkmW
k
µW

m
ν , (1.93)

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ, (1.94)
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el último término en (1.93) exhibe la naturaleza no abeliana del grupo electrodébil. Bajo las
transformaciones para el campo de norma W j

µ se puede probar que

−1

2
Tr

[
W j

µν
σj

2
W l

µν
σl

2

]
= −1

4
W j

µνW
jµν , (1.95)

teniendo así

LYM = −1

4
W j

µνW
jµν − 1

4
BµνB

µν . (1.96)

En el sector escalar encontramos que los cambios de variables al espectro de partículas físicas están
dados por las expresiones (1.77, 1.78, 1.88), con las cuales podemos encontrar las transformaciones
inversas

W 1
µ =

1√
2

(
W+

µ +W−
µ

)
, (1.97)

W 2
µ =

i√
2

(
W+

µ −W−
µ

)
, (1.98)(

W 3
µ

Bµ

)
=

(
CW SW

−SW CW

)(
Zµ

Aµ

)
, (1.99)

equivalentemente se tiene
W 3

µ = CWZµ + SWAµ, (1.100)

Bµ = −SWZµ + CWAµ. (1.101)

Para poner nuestro lagrangiano en términos de nuestros nuevos campos comencemos con el término

− 1
4W

l
µνW

lµν = − 1
4

(
∂µW

l
ν − ∂νW l

µ + g2ϵlkmW
k
µW

m
ν

)
×
(
∂µW lν − ∂νW lµ + g2ϵlrsW

rµW rν
)

= − 1
4

(
∂µW

l
ν − ∂νW l

µ

) (
∂µW lν − ∂νW lµ

)
+ · · · ,

(1.102)

de�nimos así
Ŵ l

µν ≡ ∂µW l
ν − ∂νW l

µ, (1.103)

con esto tenemos

− 1
4W

l
µνW

lµν = − 1
4Ŵ

l
µνŴ l

µν
+ · · ·

= − 1
4Ŵ

1
µνŴ 1

µν
− 1

4Ŵ
2
µνŴ 2

µν
− 1

4Ŵ
3
µνŴ 3

µν
+ · · · .

(1.104)

Haciendo uso de las relaciones (1.97) y (1.98) podemos notar que

Ŵ 1
µν = ∂µW

1
ν − ∂νW 1

µ

= 1√
2
(∂µW

+
ν − ∂νW+

µ + ∂µW
−
ν − ∂νW−

µ) ,
(1.105)

ahora, de�nimos
W+

µν = ∂µW
+
ν − ∂νW+

µ, (1.106)

W−
µν = ∂µW

−
ν − ∂νW−

µ, (1.107)

y entonces nuestra expresión (1.105) tiene la forma siguiente

Ŵ 1
µν =

1√
2

(
W+

µν +W−
µν

)
, (1.108)
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de manera similar se tiene

Ŵ 2
µν =

i√
2

(
W+

µν −W−
µν

)
, (1.109)

junto con las expresiones (1.108) y (1.109) el término expresado en (1.104) resulta

−1

4
W l

µνW
lµν = −1

2
W+

µνW
−µν − 1

4
Ŵ 3

µνŴ 3
µν

+ · · · . (1.110)

Por lo tanto, el lagrangiano de Yang-Mills se expresa como

LYM = −1

2
W+

µνW
−µν − 1

4
Ŵ 3

µνŴ 3
µν
− 1

4
BµνB

µν + · · · (1.111)

a continuación, haremos uso de las ecuaciones (1.100) y (1.101) podemos ver que el término siguiente
puede escribirse como

− 1
4Ŵ

3
µνŴ 3

µν
− 1

4BµνB
µν = − 1

4

(
∂µW

3
ν − ∂νW 3

µ

) (
∂µW 3ν − ∂νW 3µ

)
− 1

4 (∂µBν − ∂νBµ) (∂
µBν − ∂νBµ)

= − 1
4 (∂µZν − ∂νZµ) (∂

µZν − ∂νZµ)

− 1
4 (∂µAν − ∂νAµ) (∂

µAν − ∂νAµ)

= − 1
4ZµνZ

µν − 1
4AµνA

µν

, (1.112)

en donde se han de�nido a los tensores

Aµν = ∂µAν − ∂νAµ (1.113)

Zµν = ∂µZν − ∂νZµ (1.114)

�nalmente, la lagrangiana de Yang-Mills tiene la forma

LYM = −1

2
W+

µνW
−µν − 1

4
ZµνZ

µν − 1

4
AµνA

µν + · · · . (1.115)

Bajo estos cambios podemos analizar el espectro completo de partículas físicas, para ello sumamos
los lagrangianos del sector escalar y de norma dados en (1.90) y (1.115)

LYM + LS = −1

2
W+

µνW
−µν

+
υ2g22
4

W+
µνW

−µν

−1

4
ZµνZ

µν +
υ2

8

(
g22 + (g1Yϕ)

2
)2
ZµZ

µ

−1

4
AµνA

µν

+
1

2
∂µh∂

µh− 1

2
m2

hh+ · · ·

, (1.116)

en cada renglón en el que aparecen campos de norma podemos reconocer términos semejantes a la
lograngiana de Proca descrita en (1.42), entonces hacemos las siguientes identi�caciones para las
masas

mW =
g2
2
υ, (1.117)
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mZ =
υ

2

√
g22 + (g1Yϕ)

2
, (1.118)

mA = 0, (1.119)

las masas encontradas son las masas correspondientes para los camposW± y Z, además tenemos un
campo de norma A sin masa. En conclusión, usando las de�niciones de nuestras masas la expresión
(1.116) queda como

LYM + LS = −1

2
W+

µνW
−µν

+mWW+
µνW

−µν

−1

4
ZµνZ

µν +
1

2
mZZµZ

µ

−1

4
AµνA

µν

+
1

2
∂µh∂

µh− 1

2
m2

hh+ · · ·

(1.120)

los términos restantes contienen información de los acoplamientos entre los bosones de norma con
el campo de Higgs, los pseudo-bosones de Goldstone y entre ellos mismos.

1.2.3. Sector de Yukawa

� Quiralidad

Para comenzar a hablar acerca de los sectores que llevan consigo campos fermiónicos descritos
por espinores de Dirac es necesario hablar de manera muy breve acerca de la quiralidad. En el
contexto de la teoría libre de Dirac[27-30] descrita por

LD = ψ (iγµ∂µ −m · 14)ψ, (1.121)

el campo ψ es un espinor de Dirac y γµ representa las matices de Dirac de tamaño 4 × 4; y ψ el
adjunto de Dirac que se de�ne por

ψ = ψ†γ0. (1.122)

Podemos de�nir una matriz que llamaremos gama-cinco o matriz de quiralidad

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3γ4, (1.123)

es importante enfatizar que el subíndice 5 no está relacionado con alguna coordenada del espacio-
tiempo7. De la expresión (D.5) observamos que la matriz de quiralidad es hermitiana, por lo que
puede ser diagonalizada mediante una relación de similaridad

U†γ5U = γ5,d, (1.124)

aquí, U es una matriz unitaria y γ5,d se re�ere a la matriz gama-cinco diagonalizada; por otro
lado, los elementos de la diagonal de γ5,d son sus eigenvalores. Es un resultado general que los
eigenvalores de una matriz hermitiana son reales por lo que γ5,d es una matriz real. Notemos que

γ5,dγ5,d = 14, (1.125)

y que la forma general de γ5,d, puede escribirse como

γ5,d =


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4

 , (1.126)

7Algunas propiedades son enunciadas en el apéndice D
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con λj los eigenvalores de γ5, usando esta expresión junto con el resultado (2.151), tenemos

γ5,dγ5,d =


λ21 0 0 0
0 λ22 0 0
0 0 λ23 0
0 0 0 λ24

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


⇒ λ2j = 1

λj = ±1, (1.127)

entonces, los eigenvalores de γ5 son iguales a ±1; un resultado importante a recordar es que la
traza de una matriz es invariante bajo transformaciones de similaridad. Entonces de la ecuación
(D.8) tenemos

Tr [γ5,d] = Tr [γ5] = 0 (1.128)

Al ser γ5,d diagonal, la traza es fácil de calcular siendo la suma de los valores en la diagonal,
obtenemos así

Tr [γ5,d] =
∑
j

λj = 0, (1.129)

de (1.127) y (1.129) podemos concluir que la única forma de que estás ecuaciones tengan sentido
conjuntamente es que dos eigenvalores tengan valor (+1) y dos eigenvalores tengan valor (−1), las
matrices de Dirac, de hecho, operan sobre espinores de Dirac, entonces los eigenvectores asociados a
los eigenvalores de la matriz de quiralidad son espinores, diferenciamos los eigenvectores asociados
a los eigenvalores (+1) y (−1) por ψR y ψL respectivamente y cumplen las siguientes expresiones

Eigenvalor (+1)

γ5ψR = (+1)ψR, (1.130)

Eigenvalor (−1)
γ5ψL = (−1)ψL, (1.131)

decimos que ψR es un eigenvector derecho de γ5 y ψL es un eigenvector izquierdo de γ5, para
ilustrar mejor la importancia de este resultado consideramos un espinor de Dirac ψ que podemos
escribir como

ψ = 1
2 (14 + γ5)ψ + 1

2 (14 − γ5)ψ. (1.132)

De�nimos así a las matrices de proyección derecha e izquierda, respectivamente tenemos8

PR =
1

2
(14 + γ5) , (1.133)

PL =
1

2
(14 − γ5) , (1.134)

y (1.132) toma la forma

ψ = PRψ + PLψ. (1.135)

8Propiedades que cumplen las matrices de proyección y que emplearemos son mostradas en el apéndice D
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Consideremos ahora el siguiente cálculo breve

γ5 (PRψ) = γ5

(
1

2
(14 + γ5)ψ

)

=
1

2
(γ5 + γ5 · γ5)ψ

=
1

2
(γ5 + 14)ψ

=
1

2
(14 + γ5)ψ

= (+1)PRψ

(1.136)

de manera similar podemos probar que

γ5 (PLψ) = (−1)PLψ, (1.137)

las expresiones anteriores satisfacen una ecuación de eigenvectores y eigenvalores, como las de
(1.130) y (1.131), entonces podemos decir que

PRψ = ψR, (1.138)

PLψ = ψL, (1.139)

aún más interesante, con estas relaciones (1.135) es

ψ = ψL + ψR, (1.140)

lo que nos dice que un espinor de Dirac puede ser expresado como la suma de dos espinores
quirales uno izquierdo y uno derecho. En adelante nos referimos a ψR como espinor quiral derecho
y ψL como espinor quiral izquierdo y en general cuando hablemos de ambos nos referiremos como
espinores quirales.
Con este resultado nuestro lagrangiano (1.121) puede expresarse en términos de espinores quirales,
por ello escribimos la parte cinética del lagrangiano

ψiγµ∂µψ, (1.141)

usando (1.140) resulta que esté término es(
ψL + ψR

)
iγµ∂µ (ψL + ψR) = ψLiγ

µ∂µψL + ψRiγ
µ∂µ, ψR. (1.142)

Así luce la forma de un término cinético para un campo espinor de Dirac en términos de sus partes
de quiralidad de�nida. El término dado por

−mψψ, (1.143)

es un término de masa para un campo espinor de Dirac, en términos de los campos quirales se
tiene

−m
(
ψL + ψR

)
(ψL + ψR) = −m

(
ψLψR + ψRψL

)
. (1.144)

Esta es la forma general de un término de masa para un campo espinor de Dirac en términos de
sus partes de quiralidad de�nida. De (1.142) y (1.144) tenemos que nuestra expresión (96) resulta
en

LD = ψLiγ
µ∂µψL + ψRiγ

µ∂µψR −m
(
ψLψR + ψRψL

)
. (1.145)
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� Helicidad

A nivel clásico tenemos una observable llamada momento angular orbital de�nida como

L⃗′ = r⃗′ × p⃗′, (1.146)

que mediante el proceso de cuantización canónica le corresponde un operador en el espacio de kets
y su dual de los bras

L⃗ = x⃗× p⃗, (1.147)

es decir que podemos encontrar un análogo cuántico de la cantidad que clásicamente conocemos
como momento angular, mediciones experimentales evidenciaron que a nivel cuántico existe otro
tipo de momento angular. Por otro lado el momento angular de espín (MAE), no tiene análogo
clásico y más aún, a diferencia del momento angular, orbital el MAE no tiene nada que ver con la
posición y el momento. Esto presentó problemas para de�nir un operador que caracterizara a esta
observable, para resolverlo se de�nió un momento angular general J⃗ que tratara de abarcar ambos
casos, el operador se de�ne como un operador vectorial

J⃗ = Jxî+ Jy ĵ + Jz k̂, (1.148)

y cada una de sus componentes es un operador; además pedimos que sea hermitiano y que sus
componentes satisfagan

[Ji, Jj ] = iℏϵijkJk, (1.149)

con esta de�nición, a un operador vectorial hermitiano que cumpla los condiciones en (1.149)
podemos decir que es un operador de momento angular. De hecho el momento angular orbital
cumple con las características de J⃗

L⃗ = Lxî+ Ly ĵ + Lz k̂, (1.150)

donde todas sus componentes son operadores y cumplen

[Li, Lj ] = iℏϵijkLk. (1.151)

De�nir de esta manera al momento angular tiene a favor que quita la dependencia de la posición
y del momento; con esto podemos también de�nir al operador de MAE

S⃗ = Sxî+ Sy ĵ + Sz k̂, (1.152)

[Si, Sj ] = iℏϵijkSk. (1.153)

Recordemos que dos observables son compatibles si su conmutador es igual a cero, si esto se cumple
entonces comparte una base común de eigenkets y físicamente las cantidades que representan se
pueden medir al mismo tiempo. Desafortunadamente por la ecuación (1.153) tenemos que los
componentes del MAE no son compatibles y por tanto no podemos medirlas al mismo tiempo, con
el �n de encontrar un conjunto de observables compatibles notemos que el par[

S2, Sj

]
= 0, (1.154)

con
S2 = S2

x + S2
y + S2

z , (1.155)

por lo que el operador S2 con alguna de las componentes son compatibles, atendiendo a la
convención estándar elegimos a la componente Sz sin olvidar que cualquier otra elección de
componente es válida. Entonces tenemos al conjunto observables compatibles {S2, Sz} las cuales
tienen una base común que satisfacen a las ecuaciones de eigenkets y eigenvalores

S2 |s,ms⟩ = S2 |s,ms⟩ = ℏ2s(s+ 1) |s,ms⟩ , (1.156)
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Sz |s,ms⟩ = Sz |s,ms⟩ = ℏms |s,ms⟩ , (1.157)

y los eigenvalores son entonces
S′ = ℏ

√
s(s+ 1), (1.158)

S′
z = ℏms, (1.159)

s puede tomar los valores

s = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, · · · , (1.160)

y ms una vez dado el valor de s toma los valores

ms = {−s,−s+ 1,−s+ 2, · · · , s− 1, s}, (1.161)

al número s se llama número cuántico de espín o espín simplemente, en el caso del ME el valor de
s es único para cada campo y representa una propiedad intrínseca de los campos como la masa o
carga eléctrica, las partículas fermiónicas que constituyen al MEE son partículas de espín s = 1

2 ,
en tal caso tenemos que la base común de eigenkets podemos etiquetarla como{

|1
2
,−1

2
⟩ , |1

2
,
1

2
⟩
}
. (1.162)

Con lo dicho podemos de�nir al operador helicidad

h =
S⃗ · p̂
s

, (1.163)

donde p̂ es el vector unitario en dirección del momento de la partícula y s es el número cuántico
de espín; siguiendo la interpretación del producto punto de vectores, la helicidad puede entenderse
como la proyección del momento angular de espín en la dirección de movimiento de la partícula;
operando esta observable sobre la base generada en el caso de estados de espín 1

2 expresada en
(1.162, 1.73) obtenemos los siguientes eigenvalores

h |1
2
,±1

2
⟩ = h ′ |1

2
,±1

2
⟩ = ±ℏ |1

2
,±1

2
⟩ ,

h′ = ±ℏ, (1.164)

en el espacio de matrices de Dirac el operador helicidad es una matriz 4x4 de�nida por

h =
−→
Σ · p̂ (1.165)

donde
Σl = γ0γlγ5 (1.166)

entonces para espinores de Dirac que caracterizan partículas de espín 1
2 los eigenvalores de la

helicidad son9

h′ = ±1 (1.167)

de manera que existen eigenvectores ψ+ y ψ− tales que

hψ+ = (+1)ψ+ (1.168)

hψ− = (−1)ψ− (1.169)

aquí es donde viene la conexión física para la helicidad con la quiralidad, resulta que para partículas
fermionicas que no tienen masa, la helicidad y la quiralidad coinciden

ψ+ = ψR (1.170)

9En este espacio se usan unidades naturales
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ψ− = ψL (1.171)

de hecho se tiene
hψR = (+1)ψR (1.172)

hψL = (−1)ψL (1.173)

físicamente este resultado es muy importante pues en partículas sin masa al medir su helicidad
estamos midiendo también su quiralidad, más aún, para partículas con masa ultrarelativistas la
quiralidad y la helicidad son aproximadamente muy similares permitiendo medir también para
partículas fermiónicas con masa su quiralidad mediante su helicidad.

� Leptones

Los sectores que tienen incrustados fermiones se dividen en dos partes: sector de leptones y el
sector de quarks, los leptones se dividen en 3 tipos de familia o generación10

Tipo de familia Leptones

Familia del electrón νe e−

(Generación I)

Familia del muón νµ µ−

(Generación II)

Familia del tau ντ τ−

(Generación III)

los campos νe, νµ, ντ son los neutrinos y no tienen carga por lo que no interaccionan
electromagnéticamente, por su parte e−, µ−, τ− son leptones cargados con carga −e, los fermiones
en general son descritos por campos espinores de Dirac, podemos nombrarlos usando la siguiente
notación

ℓe = e−

ℓµ = µ−

ℓτ = τ−

, (1.174)

y en general podemos denotarlos con
ℓα να,

donde el subíndice α = e, µ, τ es un índice de sabor que identi�ca al tipo de familia. Como ya
hemos revisado un campo de Dirac puede expresarse como (1.140) mediante estados de quiralidad
de�nida, tenemos así que nuestros campos pueden escribirse como

ℓα = ℓα,L + ℓα,R, (1.175)

να = να,L + να,R. (1.176)

Experimentalmente hay dos hechos importantes acerca de los neutrinos, el primero de ellos es que
en la naturaleza sólo se han detectado neutrinos de quiralidad izquierda[54] debido a esto se omite
la parte derecha del campo neutrino, tenemos así

να = να,L. (1.177)

10También podemos referirnos a su tipo como sabor
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Si bien mediciones nos indican que en realidad los neutrinos si tienen masa, el MEE se construyó
bajo el supuesto de que los neutrinos no tienen masa. Además, analizando (1.144) notemos que el
término de masa para este campo no puede construirse, en el MEE el hecho de que los neutrinos se
consideran no masivos se lleva bien con que no exista su parte quiral derecha. También mencionamos
que la fuerza débil sí distingue estados de quiralidad, de�nimos dobletes de SU(2)L con quiralidad
de�nida izquierda

Lα =

(
να,L
ℓα,L

)
, Lα =

(
να,L ℓα,L

)
, (1.178)

los cuales se transforman como

Lα −→ L′
α = exp

{
i
Y ℓ

L

2
α(x)

}
v(x)Lα, (1.179)

justo como el doblete escalar pero con hipercarga Y ℓ
L. Los estados de quiralidad derecha se

introducen como singletes de SU(2)L, los cuales son estructuras 1× 1 que permanecen invariantes
bajo las transformaciones del grupo SU(2)L, mientras que bajo las transformaciones del grupo
U(1)Y no es invariante, tenemos así que bajó el grupo SU(2)L

ℓα,R −→ ℓ′α,R = ℓα,R, (1.180)

con la etiqueta α corriendo sobre los mismos índices de sabor. Para el grupo U(1)Y la ley de
transformación es la siguiente

ℓα,R −→ ℓ′α,R = exp

{
i
Y ℓ

R

2
α(x)

}
ℓα,R, (1.181)

donde Y ℓ
R es su hipercarga, bajo el grupo de norma completo del MEE tenemos que la

transformación de hecho es la misma. De�nir de esta forma a los dobletes con estados de quiralidad
izquierda y a los singletes con estados de quiralidad derecha para los leptones cargados nos permite
evitar que haya interacciones del bosón W con campos quirales derechos y que haya neutrinos
derechos.

� Sector de Yukawa

El lagrangiano que describe este sector puede escribirse como la suma de las partes dedicadas
a los leptones y quarks

LY = L ℓ
Y + L q

Y, (1.182)

el lagrangiano característico que se encarga de dotar de masa a los leptones está de�nido por

L ℓ
Y = −

∑
α

∑
β

(
Lαϕy

ℓ
αβℓβ,R + ℓβ,Ry

ℓ†
αβϕ

†Lα

)
, (1.183)

los indices α, β corren sobre los tipos de familia, las constantes yℓαβ son llamadas constantes de
Yukawa que son elementos de una matriz en general compleja 3× 3 de�nida por

yℓ =

yℓee yℓeµ yℓeτ
yℓµe yℓµµ yℓµτ
yℓτe yℓτµ yℓττ ,

 , (1.184)

que llamaremos matriz de Yukawa para leptones, el lagrangiano anterior es invariante de norma bajo
las transformaciones de�nidas en (1.179) y (1.181) si se cumple la condición entre sus hipercargas

Yϕ − Y ℓ
L + Y ℓ

R = 0. (1.185)
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Implementamos el proceso de RES aplicando en (1.184) el cambio por nuestra expresión para el
doblete escalar dada por (1.70), nos hemos enfocado sólo en los términos cuadráticos ya que son
los que de�nen a los términos de masa, tenemos

L ℓ
Y = −

∑
α

∑
β

(
Lαϕy

ℓ
αβℓβ,R + ℓβ,Ry

ℓ†
αβϕ

†Lα

)

= −
∑
α

∑
β

(
Lα(ϕ0 + ξ)yℓαβℓβ,R + ℓβ,Ry

ℓ†
αβ(ϕ0 + ξ)†Lα

)

= −
∑
α

∑
β

(
Lαϕ0y

ℓ
αβℓβ,R + ℓβ,Ry

ℓ†
αβϕ

†
0Lα

)
+ · · ·

= − υ√
2

∑
α

∑
β

(
ℓα,Ly

ℓ
αβℓβ,R + ℓβ,Ry

ℓ†
αβℓα,L

)
+ · · ·

(1.186)

Estos términos son muy similares en forma a términos de masa para campos de Dirac; sin embargo,
éstos no pueden ser considerados términos de masa ya que contienen mezclas en diferentes tipos
de familias en los estados de quiralidad de�nida. Para pasar a eigenestados de masa debemos tener
solamente términos que contengan elementos de una misma familia, para lograr esto de�nimos

ℓL =

ℓe,Lℓµ,L
ℓτ,L



ℓR =

ℓe,Rℓµ,R
ℓτ,R



νL =

νe,Lνµ,L
ντ,L


, (1.187)

la expresión (1.186) la podemos escribir en términos matriciales como sigue

L ℓ
Y = − υ√

2

(
ℓLy

ℓℓR + ℓRy
ℓ†ℓL

)
+ · · · (1.188)

así el problema se reduce a encontrar una forma para diagonalizar la matriz de Yukawa yℓ de tal
forma que encontremos una matriz MD real diagonal y con elementos positivos en la diagonal,
suponemos que yℓ se diagonaliza mediante una transformación biunitaria

V †
Ly

ℓVR =MD, (1.189)

conMD la matriz con los requisitos ya mencionados, las matrices VL y VR cumplen también

VLV
†
L = V †

LVL = 13, (1.190)

VRV
†
R = V †

RVR = 13, (1.191)

24



El Modelo Estándar Electrodébil

1.2 Sectores del MEE

De esta forma en (1.188) podemos hacer el siguiente desarrollo

L ℓ
Y = − υ√

2

(
ℓLy

ℓℓR + ℓRy
ℓ†ℓL

)
+ · · ·

= − υ√
2

(
ℓL13y

ℓ13ℓR + ℓR13y
ℓ†13ℓL

)
+ · · ·

= − υ√
2

(
ℓLVLV

†
Ly

ℓVRV
†
RℓR + ℓRVRV

†
Ry

ℓ†VLV
†
LℓL

)
+ · · ·

= − υ√
2

((
V †
LℓL

)†
γ0
(
V †
Ly

ℓVR

)(
V †
RℓR

)
+
(
V †
RℓR

)†
γ0
(
V †
Ly

ℓVR

)† (
V †
LℓL

))
+ · · ·

,

(1.192)
de�nimos

ℓ′L = V †
LℓL, (1.193)

ℓ′R = V †
RℓR, (1.194)

estas ecuaciones representan un cambio de base con el que pasamos de un espacio de sabor al
espacio de eigenestados de masa tenemos

ℓ′L =

ℓ′e,Lℓ′µ,L
ℓ′τ,L

 , (1.195)

l′R =

ℓ′e,Rℓ′µ,R
ℓ′τ,R

 , (1.196)

con la expresión (1.189, 1.193, 1.194) podemos expresar nuestro lagrangiano de Yukawa como

L ℓ
Y = − υ√

2

(
ℓ′LMDℓ

′
R + ℓ′RMD

†ℓ′L

)
+ · · · , (1.197)

la matrizMD es hermitiana, además de�nimos una matriz Mm tal que

Mm =

me 0 0
0 mµ 0
0 0 mτ

 =
υ√
2
MD (1.198)

a Mm se conoce como la matriz de masas de leptones, �nalmente la ecuación (1.197) puede
expresarse como

L ℓ
Y = −ℓ′LMmℓ

′
R − ℓ′RMmℓ

′
L + · · · (1.199)

un hecho importante que podemos notar es el siguiente

PRℓ
′
α,L = PRV

†ℓL

= PR

∑
β

(V †)αβℓβ,L

=
∑
β

(V †)αβPRℓβ,L

= PR

∑
β

(V †)αβPRPLℓβ

= 0

, (1.200)
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de manera similar
PLℓ

′
α,R = 0, (1.201)

entonces, ℓ′L y ℓ′R son estados de quiralidad izquierda y derecha respectivamente; a su vez, sus
elementos también son de esta misma quiralidad de�nida, en la expresión (1.199) eliminamos la
prima a sabiendas de que estamos en el espacio de eigenestados de masa y desarrollando nuestra
expresión explícitamente tenemos

L ℓ
Y = −

∑
α

mα

(
ℓα,Lℓα,R + ℓα,Rℓα,L

)
+ · · · , (1.202)

claramente se tiene la forma de un término de masa para un campo espinor de Dirac; de hecho,
podemos poner a la expresión anterior en términos de estados sin quiralidad de�nida y �nalmente
tenemos

L ℓ
Y = −

∑
α

mαℓαℓα + · · · = −meℓeℓe −mµℓµℓµ −mτ ℓτ ℓτ + · · · , (1.203)

que son términos de masa para los leptones cargados, los términos adicionales que no se muestran
son acoplamientos de estos campos con el bosón de Higgs y los pseudo-bosones de Goldstone.

1.2.4. Sector de Corrientes

En el sector de corrientes de igual manera que para el de Yukawa se puede dividir en la parte
que se re�ere a los leptones y la que se re�ere a los quarks

LC = L ℓ
C + L q

C, (1.204)

el lagrangiano que caracteriza al sector de corrientes para los leptones se escribe a continuación

L ℓ
C =

∑
α

(
Lαiγ

µDµLα + ℓα,Riγ
µDµℓα,R

)
. (1.205)

Esta expresión no se encuentra en términos de los eigenestados de masa por lo que tendremos que
aplicar los cambios de base de�nidos en (1.97 - 1.100), con las relaciones (1.193, 1.194) encontramos
la transformación inversa mediante

ℓL = VLℓ
′
L, (1.206)

ℓR = VRℓ
′
R, (1.207)

para cambiar en (1.205) a los eigenestados de masa comenzamos con la expresión para la derivada
covariante para el doblete izquierdo

Dµ = ∂µ · 12 − ig2W l
µ
σl

2
− ig1Bµ

Y ℓ
L

2
· 12, (1.208)

sustituyendo los campos de norma W l, Bµ usando las transformaciones ya mencionadas en (1.97,
1.98, 1.100, 1.101) para pasar a los campos de norma físicos

Dµ = ∂µ · 12 − i
g2√
2

(
W+

µσ
+ +W−

µσ
−)

+Zµ

(
−ig2CW

σ3

2
+ ig1SW

Y ℓ
L

2
· 12
)

+Aµ

(
−ig2SW

σ3

2
− ig1CW

Y ℓ
L

2
· 12
)
,

(1.209)
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recordando los de�niciones para sen θW y cos θW podemos sustituirlas en nuestra expresión anterior,
tenemos así

Dµ = ∂µ · 12 − i
g2√
2

(
W+

µσ
+ +W−

µσ
−)

− ig2
CW

Zµ

(
σ3

2
− S2

W

(
σ3

2
+

Y ℓ
L

2Yϕ
· 12
))

− ig1g2Yϕ√
g22 + (g1Yϕ)

2
Aµ

(
σ3

2
+

Y ℓ
L

2Yϕ
· 12
) , (1.210)

la expresión

Qℓ =
σ3

2
+

Y ℓ
L

2Yϕ
· 12, (1.211)

es la relación de Gell-Mann-Nishijima[13] y lo conocemos como el operador de carga eléctrica, para
ahorrar escritura de�niremos

c =
g1g2Yϕ√

g22 + (g1Yϕ)
2
, (1.212)

la expresión para nuestra derivada covariante sobre el doblete leptónico se escribe como

DµLα = ∂µLα − i
g2√
2

(
W+

µσ
+Lα +W−

µσ
−Lα

)
− ig2
CW

Zµ

(
σ3

2
− S2

WQℓ

)
Lα

−icAµQℓLα,

(1.213)

la ley de transformación debe ser la misma que para el doblete expresada en (1.179) por los motivos
ya revisados. De esta manera el término cinético para el doblete leptónico podemos expresarlo como

Lαiγ
µDµLα = Lαiγ

µ∂µLα − i
g2√
2

(
W+

µLαiγ
µσ+Lα +W−

µLαiγ
µσ−Lα

)
− ig2
CW

ZµLαiγ
µ

(
σ3

2
− S2

WQℓ

)
Lα

−icAµLαiγ
µQℓLα

= να,Liγ
µ∂µνα,L + ℓα,Liγ

µ∂µℓα,L

− ig2√
2
W+

µνα,Liγ
µℓα,L −

ig2√
2
W−

µℓα,Liγ
µνα,L

−i
(
Yϕ + Y ℓ

L

2Yϕ
c

)
Aµνα,Liγ

µνα,L − i
(
−Yϕ + Y ℓ

L

2Yϕ
c

)
Aµℓα,Liγ

µℓα,L

−i g2
2CW

(
1− S2

W

Yϕ + Y ℓ
L

Yϕ

)
Zµνα,Liγ

µνα,L

−i g2
2CW

(
−1− S2

W

−Yϕ + Y ℓ
L

Yϕ

)
Zµℓα,Liγ

µℓα,L.

(1.214)
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Ahora nos enfocaremos en la parte con quiralidad derecha

ℓα,Riγ
µDµℓα,R, (1.215)

la derivada covariante para el singlete derecho está de�nida por

Dµℓα,R =

(
∂µ − g1

Y ℓ
R

2
Bµ

)
ℓα,R. (1.216)

Hay una diferencia importante entre esta relación y la expresada en (1.208), y es que recordemos que
los bosonesW solo interaccionan con los estados quirales izquierdos por lo que debemos suprimir el
término relacionado con SU(2)L; además, en este caso, la derivada covariante no tiene estructura
de matriz sino de un escalar, aplicando los cambios a términos de los campos de norma masivos
tenemos

Dµℓα,R =

(
∂µ − g1

Y ℓ
R

2
(−SWZµ + CWAµ)

)
ℓα,R

= ∂µℓα,R − i
−Yϕ + Y ℓ

L

2Yϕ
cAµℓα,R + i

g2
2CW

−Yϕ + Y ℓ
L

Yϕ
S2
WZµℓα,R,

(1.217)

la expresión (1.216) entonces tiene la forma

ℓα,Riγ
µDµℓα,R = ℓα,Riγ

µ∂µℓα,R−i
−Yϕ + Y ℓ

L

2Yϕ
cAµℓα,Riγ

µℓα,R+i
g2

2CW

−Yϕ + Y ℓ
L

Yϕ
S2
WZµℓα,Riγ

µℓα,R.

(1.218)
Una vez obtenidas las expresiones para cada término, el lagrangiano se expresa como

L ℓ
C =

∑
α

(
Lαiγ

µDµLα + ℓα,Riγ
µDµℓα,R

)
=

∑
α

[
να,Liγ

µ∂µνα,L + ℓα,Liγ
µ∂µℓα,L + ℓα,Riγ

µ∂µℓα,R

−i
(
Yϕ + Y ℓ

L

2Yϕ
c

)
Aµνα,Liγ

µνα,L

−i
(

−Yϕ+Y ℓ
L

2Yϕ
c
)
Aµ

(
ℓα,Liγ

µℓα,L + ℓα,Riγ
µℓα,R

)
− ig2
2CW

Yϕ − S2
W

(
Yϕ + Y ℓ

L

)
Yϕ

Zµνα,Liγ
µνα,L

− ig2
2CW

−Yϕ − S2
W

(
−Yϕ + Y ℓ

L

)
Yϕ

Zµℓα,Liγ
µℓα,L

+
ig2
2CW

S2
W

(
−Yϕ + Y ℓ

L

)
Yϕ

Zµℓα,Riγ
µℓα,R

− ig2√
2
W+

µνα,Liγ
µℓα,L −

ig2√
2
W−

µℓα,Liγ
µνα,L

]
,

(1.219)
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y en forma matricial

L ℓ
C = νLiγ

µ∂µνL + ℓLiγ
µ∂µℓL + ℓRiγ

µ∂µℓR

−i
(
Yϕ + Y ℓ

L

2Yϕ
c

)
AµνLiγ

µνL

−i
(
−Yϕ + Y ℓ

L

2Yϕ
c

)
Aµ

(
ℓLiγ

µℓL + ℓRiγ
µℓR

)
− ig2
2CW

Yϕ − S2
W

(
Yϕ + Y ℓ

L

)
Yϕ

ZµνLiγ
µνL

− ig2
2CW

−Yϕ − S2
W

(
−Yϕ + Y ℓ

L

)
Yϕ

ZµℓLiγ
µℓL

+
ig2
2CW

S2
W

(
−Yϕ + Y ℓ

L

)
Yϕ

ZµℓRiγ
µℓR

− ig2√
2
W+

µνLiγ
µℓL −

ig2√
2
W−

µℓLiγ
µνL.

(1.220)

Vamos a �jarnos en los términos siguientes

ℓRiγ
µ∂µℓR (1.221)

− ig2√
2
W−

µℓLiγ
µνL (1.222)

estas expresiones se encuentran en el espacio de sabor; sin embargo, se necesitan escribir en términos
de los eigenestados de masa, lograremos esto usando las expresiones (1.206, 1.207) tenemos así en
primer lugar

ℓRiγ
µ∂µℓR = ℓR12iγ

µ∂µℓR

= ℓRVRV
†
Riγ

µ∂µℓR

=
(
V †
RℓR

)†
γ0iγµ∂µ

(
V †
RℓR

)
= ℓ′

†
Rγ

0iγµ∂µℓ
′
R

= ℓ′Riγ
µ∂µℓ

′
R.

(1.223)

Ahora en una forma similar para la expresión (1.222) tenemos

− ig2√
2
W−

µℓLiγ
µνL = − ig2√

2
W−

µℓLVLV
†
Liγ

µνL

= − ig2√
2
W−

µ

(
V †
LℓL

)†
γ0iγµ

(
V †
LνL

)
= − ig2√

2
W−

µℓ′Liγ
µ
(
V †
LνL

)
.

(1.224)
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Debido a que en el MEE los neutrinos son considerados sin masa no existe una relación para un
cambio de base para los neutrinos, sin embargo de manera natural podemos de�nir al cambio

ν′L = V †νL (1.225)

los campos del neutrino en esta nueva base son también son llamados neutrinos de sabor y esto
es porque cualquier combinación de campos sin masa es un campo sin masa, por lo tanto dada la
relación (1.225) tenemos

− ig2√
2
W−

µℓLiγ
µνL = − ig2√

2
W−

µℓ′Liγ
µν′L. (1.226)

De manera similar a lo mostrado en estas expresiones podemos pasar a los campos de masa en la
expresión (1.220), tenemos

L ℓ
C = ν′Liγ

µ∂µν
′
L + ℓ′Liγ

µ∂µℓ
′
L + ℓ′Riγ

µ∂µℓ
′
R

−i
(
Yϕ + Y ℓ

L

2Yϕ
c

)
Aµν′Liγ

µν′L

−i
(
−Yϕ + Y ℓ

L

2Yϕ
c

)
Aµ

(
ℓ′Liγ

µℓ′L + ℓ′Riγ
µℓ′R

)

− ig2
2CW

Yϕ − S2
W

(
Yϕ + Y ℓ

L

)
Yϕ

Zµν′Liγ
µν′L

− ig2
2CW

−Yϕ − S2
W

(
−Yϕ + Y ℓ

L

)
Yϕ

Zµℓ′Liγ
µℓ′L

+
ig2
2CW

S2
W

(
−Yϕ + Y ℓ

L

)
Yϕ

Zµℓ′Riγ
µℓ′R

− ig2√
2
W+

µν′Liγ
µℓ′L −

ig2√
2
W−

µℓ′Liγ
µν′L,

(1.227)

de�nimos

qν =
Yϕ + Y ℓ

L

2Yϕ
c, (1.228)

qℓ =
−Yϕ + Y ℓ

L

2Yϕ
c. (1.229)

Podemos escribir nuestra ecuación anterior en términos de estados sin quiralidad de�nida,
recordando que el neutrino no tiene estado de quiralidad derecha tenemos así, omitiendo las primas
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por simplicidad

L ℓ
C =

∑
α

[
ναiγ

µ∂µνα + ℓαiγ
µ∂µℓα

−iqνAµναiγ
µνα

−iqℓAµℓαiγ
µℓα

− ig2
2CW

Yϕ − S2
W

(
Yϕ + Y ℓ

L

)
Yϕ

Zµναiγ
µνα

− ig2
2CW

−Yϕ − S2
w

(
−Yϕ + Y ℓ

L

)
Yϕ

Zµℓαiγ
µPLℓα

+
ig2
2CW

S2
W

(
−Yϕ + Y ℓ

L

)
Yϕ

Zµℓαiγ
µPRℓα

− ig2√
2
W+

µναiγ
µPLℓα −

ig2√
2
W−

µℓαiγ
µPLνα

]
.

(1.230)

Vamos a poner especial énfasis en la familia del electrón y consideremos exclusivamente a los
términos cinéticos y proporcionales a los campos de norma no masivos

νeiγ
µ(∂µ − iqνAµ)νe + ℓeiγ

µ(∂µ − iqℓAµ)ℓe, (1.231)

el electrón sabemos interacciona electromagnéticamente con el fotón el cual no tiene masa por este
motivo Aµ se caracteriza como el fotón, además el neutrino no interacciona de esta manera por lo
que el acoplamiento con el campo Aµ no debe estar presente y esto puede ser realizado si

qν =
Yϕ + Y ℓ

L

2Yϕ
c = 0,

⇔ Yϕ + Y ℓ
L = 0,

⇒ Y ℓ
L = −Yϕ,

(1.232)

y por lo tanto

qν =
−Yϕ + Y ℓ

L

2Yϕ
c = −c, (1.233)

obtenemos que nuestra expresión (1.231) queda escrita como

νeiγ
µ(∂µ − iqνAµ)νe + ℓeiγ

µ(∂µ − iqlAµ)ℓe = νeiγ
µ∂µνe + ℓeiγ

µ(∂µ + icAµ)ℓe, (1.234)

si nos �jamos en el término

ℓeiγ
µ(∂µ + icAµ)ℓe, (1.235)

es de hecho la de�nición de la derivada covariante para la electrodinámica así podemos hacer la
identi�cación

e = c =
g1g2Yϕ√

g22 + (g1Yϕ)
2
. (1.236)
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Por último, tomando en cuenta las expresiones (1.232, 1.233) podemos encontrar que el lagrangiano
para el sector de corrientes de leptones resulta

L ℓ
C =

∑
α

[
ναiγ

µ∂µνα + ℓαiγ
µ(∂µ + ieAµ)ℓα

+
g2

2CW
Zµναγ

µνα −
g2

4CW
Zµℓαγ

µ
((
1− 4S2

W

)
· 14 − γ5

)
ℓα

+
g2√
2
W+

µναγ
µPLℓα +

g2√
2
W−

µℓαγ
µPLνα

]
.

(1.237)

Las interacciones mediadas por los bosonesW± las llamamos corrientes cargadas y se de�nen como

j+
µ
=

1√
2
ναγ

µPLℓα (1.238)

j−
µ
=

1√
2
ℓαγ

µPLνα, (1.239)

por su parte, la mediada por el fotón la llamamos corriente electromagnética

jem
µ = ℓαγ

µℓα, (1.240)

�nalmente, a la mediada por el bosón Z es la corriente neutra

j0
µ
=

1

2CW
ναγ

µνα −
1

4CW
ℓαγ

µ
((
1− 4S2

W

)
· 14 − γ5

)
ℓα. (1.241)
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Capítulo 2

Física más allá del Modelo Estándar

Las preguntas más notables planteadas por la física de los neutrinos se vinculan con las
masas de estas partículas. Las oscilaciones de neutrinos, teorizadas hace más de seis décadas por
Bruno Pontecorvo[1], medidas por primera vez hace poco más de veinte años por la Colaboración
Super-Kamiokande[31], y con�rmadas en 2002 por la Colaboración SNO[32]; se han interpretado
como evidencia de�nitiva de que los neutrinos son partículas masivas. El mecanismo see-saw, de
generación de masas de neutrinos, es una alternativa que ha gozado de mucha atención y de la
que se han desarrollado diversas variantes[33]. Permite explicar, en forma natural, la pequeñez
de las masas de los neutrinos, de la cual sería responsable la escala de alta energía característica
de alguna teoría más allá del Modelo Estándar, proporcionando así una descripción de las masas
de estos fermiones menos ambigua que aquella propia de parametrizaciones vía constantes de
Yukawa[13]. Más aún, desde la perspectiva de las teorías efectivas, el operador de Weinberg[34],
con unidades de (masa)5, favorece la idea de que el mecanismo see-saw es el que origina a las
masas de los neutrinos. Si bien, la versión mínima de dicho término en el lagrangiano requiere que
los neutrinos sean partículas de Majorana, induciendo así violaciones al número leptónico, existen
generalizaciones en las que los campos espinores usados para describir a los neutrinos son de Dirac.

2.1. Conjugación de Carga

Para comprender un poco mejor de concepto de campos de Majorana, discutiremos de manera
breve la transformación llamada conjugación de carga, la cual es la transformación asociada
al cambio de materia por antimateria y viceversa, comenzamos recordando a las ecuaciones de
Maxwell en unidades naturales[36,37]

∇⃗ · E⃗ = ρ, (2.1)

∇⃗ · B⃗ = 0, (2.2)

∇⃗ × B⃗ − ∂E⃗

∂t
= J⃗ , (2.3)

∇⃗ × E⃗ − ∂B⃗

∂t
= 0, (2.4)

los campos eléctrico (E⃗) y magnético (B⃗) se expresan en términos de los potenciales escalar ϕ y

vectorial A⃗ como

B⃗ = ∇⃗ × A⃗, (2.5)

E⃗ = −∇⃗ϕ− ∂A⃗

∂.t
(2.6)
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Consideremos una densidad de carga ρ e imaginemos que en esa distribución de carga súbitamente
cambiamos a la materia presente por su antimateria, este cambio ahora nos produce una nueva
densidad de carga eléctrica ρc y nos preguntamos cómo se relaciona esta nueva densidad de carga
eléctrica con nuestra densidad original, para ilustrar la idea general, tomemos el caso sencillo de
una densidad de cargas puntuales �nitas producidas por electrones distribuidos en el espacio; un
conjunto de cargas eléctricas discretas pueden ser descritas por la densidad[36]

ρ(x⃗) =

n∑
i=1

qiδ(x⃗− x⃗i) = qe−
n∑

i=1

δ(x⃗− x⃗i). (2.7)

La densidad de carga eléctrica es de hecho proporcional a la carga del electrón, al transformar
la materia por antimateria los electrones pasan a ser positrones pero la distribución de ellos no
cambian en el espacio, no así su carga eléctrica pues recordemos que una partícula y su antipartícula
se diferencian en su carga eléctrica siendo de la misma magnitud pero de signo contrario. Con eso
la distribución ρc es

ρc(x⃗) =

n∑
i=1

qiδ(x⃗− x⃗i) = qe+
n∑

i=1

δ(x⃗− x⃗i) = −qe−
n∑

i=1

δ(x⃗− x⃗i) = −ρ(x⃗)

⇒ ρc(x⃗) = −ρ(x⃗). (2.8)

En general esto sucede para cualquier densidad de carga, mediante un razonamiento similar para la
densidad de corriente tenemos que al cambiar la materia por antimateria en las densidades tenemos
las transformaciones siguientes

ρ −→ ρc = −ρ, (2.9)

J⃗ −→ J⃗c = −J⃗ , (2.10)

desde el punto de vista de la formulación covariante del electromagnetismo con la densidad de
carga y de corriente se de�ne a la 4-corriente que es un 4-vector con componentes

j =


j0

j1

j2

j3

 =

(
j0

j⃗

)
=

(
ρ

J⃗

)
, (2.11)

de esta manera la 4-corriente bajo la conjugación de carga se transforma como

jµ −→ jcµ = −jµ. (2.12)

El potencial eléctrico y magnético están relacionados con las densidades de carga y corriente
respectivamente, se puede mostrar que estos potenciales deben transformarse de la forma siguiente

ϕ −→ ϕc = −ϕ, (2.13)

A⃗ −→ A⃗c = −A⃗, (2.14)

y nuevamente desde el punto de vista de la formulación covariante del electromagnetismo tenemos
al 4-vector formado por estos elementos llamados 4-potencial electromagnético de�nido por

A =


A0

A1

A2

A3

 =

(
A0

A⃗

)
=

(
ϕ

A⃗

)
, (2.15)

y se transforma bajo la conjugación de carga como

Aµ −→ Ac
µ = −Aµ, (2.16)
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así el tensor de campo electromagnético se transforma

Fµν −→ F c
µν = ∂µA

c
ν − ∂νAµ = −(∂µAν − ∂νAµ) = −Fµν . (2.17)

Con estas transformaciones podemos encontrar las respectivas para el campo eléctrico y magnético,
tenemos entonces que al cambiar materia por antimateria se transforman como sigue

B⃗ −→ B⃗c = −B⃗, (2.18)

E⃗ −→ E⃗c = −E⃗, (2.19)

ahora podemos observar que sucede con las ecuaciones de Maxwell al aplicar la conjugación de
carga

∇⃗ · E⃗ = ρ −→ ∇⃗ · E⃗c = ρc

−∇⃗ · E⃗ = −ρ

⇒ ∇⃗ · E⃗ = ρ

(2.20)

∇⃗ · B⃗ = 0 −→ ∇⃗ · B⃗c = 0

−∇⃗ · B⃗ = 0

⇒ ∇⃗ · B⃗ = 0

(2.21)

∇⃗ × B⃗ − ∂E⃗

∂t
= J⃗ −→ ∇⃗ × B⃗c − ∂E⃗c

∂t = J⃗c

−

(
∇⃗ × B⃗ − ∂E⃗

∂t

)
= −J⃗

⇒ ∇⃗× B⃗ − ∂E⃗

∂t
= J⃗

(2.22)

∇⃗ × E⃗ − ∂B⃗

∂t
= 0 −→ ∇⃗ × E⃗c − ∂B⃗c

∂t
= 0

−

(
∇⃗ × E⃗ − ∂B⃗

∂t

)
= 0

⇒ ∇⃗× E⃗ − ∂B⃗

∂t
= 0

(2.23)

Con esto podemos concluir que bajo la conjugación de carga, las ecuaciones de Maxwell son
invariantes, esto tiene una consecuencia física relevante y es que el electromagnetismo se comporta
exactamente de la misma manera para la materia que para la antimateria. La electrodinámica
describe cómo interaccionan las partículas cargadas con el campo electromagnético y está descrito
por el siguiente lagrangiano

LED = −1

4
FµνF

µν + ψ(iγµ(∂µ + iqAµ)−m · 14)ψ, (2.24)

donde (−q) es la carga de la partícula asociada al campo ψ; las ecuaciones de Euler-Lagrange para
esta teoría son las siguientes

∂µF
µν = −qψγµψ, (2.25)
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(iγµ(∂µ + iqAµ)−m · 14)ψ = 0. (2.26)

Bajo el mismo argumento de que el electromagnetismo no distingue entre partículas y antipartículas
se espera que nuestro lagrangiano, sea invariante bajo la transformación de conjugación de carga,
pero no contamos con una transformación del campo ψ a su campo de carga conjugada ψc, por
ello a partir de (2.26) trataremos de encontrar una expresión para ψc, para comenzar veamos
que las matrices de Dirac se caracterizan porque cumplen las relaciones (D.3, D.4), si bien no se
menciona la forma que tienen esas matrices, se tiene claro que cualquier conjunto de 4 matrices que
cumplan estas dos ecuaciones pueden ser usadas como matrices de Dirac, esto es lo que llamamos
una representación de las matrices de Dirac, existe un número in�nito de representaciones de las
matrices de Dirac podemos destacar dos representaciones importantes la representación de Dirac
y la de Weyl o quiral. En estas representaciones las matrices de Dirac cumplen1

γ2γµ∗ = −γµγ2, (2.27)

trabajando en estas representaciones comenzamos nuestro desarrollo sobre la ecuación (2.26) a �n
de encontrar una ley de transformación para ψ bajo la transformación de conjugación de carga,
conjugando complejamente y realizando producto por la izquierda por la matriz γ2 además haciendo
uso de (2.27) obtenemos

γ2 [(iγµ(∂µ + iqAµ)−m · 14)ψ]∗ = (iγµ(∂µ − iqAµ)−m · 14)(γ2ψ∗) = 0, (2.28)

luego de nuestra relación (2.16) podemos encontrar que

(iγµ(∂µ − iqAµ)−m · 14)(γ2ψ∗) = (iγµ(∂µ + iq(−Aµ))−m · 14)(γ2ψ∗)

= (iγµ(∂µ + iqAc
µ)−m · 14)(γ2ψ∗) = 0,

(2.29)

notemos que esta ecuación ya es parecida a (2.26) y si interpretamos a (2.29) como la ecuación
que describe a un fermión cargado que interacciona con un campo electromagnético de�nido por
el 4-potencial Ac

µ conjugado entonces resulta natural de�nir al campo de carga conjugada ψc de
nuestro fermión como

ψc ∝ γ2ψ, (2.30)

de la discusión anterior en el que la conjugación de carga representa una transformación de materia
por antimateria, podemos intuir que nuestro campo ψc tiene carga opuesta a ψ. De manera más
precisa, vamos a de�nir al campo de carga conjugado como

ψc = −iγ2ψ∗. (2.31)

Por otro lado, notemos que podemos reescribir está ecuación como sigue

ψc = (−iγ2γ0)(ψ†γ0)T = (−iγ2γ0)ψT
= Cψ

T
, (2.32)

por lo tanto, el campo espinor de Dirac bajo la conjugación se transforma como

ψ −→ ψc = Cψ
T
, (2.33)

dónde hemos de�nido C
C = iγ2γ0, (2.34)

como la matriz de conjugación de carga. Es importante mencionar que la relación (2.33) es válida
en general independientemente de la representación que estamos usando mientras que la de�nición
para la matriz de conjugación de carga en (2.34) solo es válida en las representaciones de Weyl y de

1Las expresiones explicitas de las matrices de Dirac para estas representaciones se muestran en el Apéndice D
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Dirac, conviene de�nirla a través de sus propiedades generales independientes de la representación
usada[13]

CγµTC−1 = −γµ, (2.35)

C−1 = C†, (2.36)

CT = −C, (2.37)

Cγ5
TC−1 = γ5. (2.38)

Ahora nos preguntamos qué sucede con el lagrangiano de la electrodinámica bajo esas
transformaciones de conjugación de carga

LED −→ L c
ED = −1

4
F c
µνF

cµν + ψ
c
(iγµ(∂µ + iqAc

µ)−m · 14)ψc, (2.39)

vamos a aplicar nuestros cambios de�nidos para la conjugación de carga término a término, tenemos

F c
µνF

cµν = (−Fµν)(−Fµν) = FµνF
µν , (2.40)

el segundo término lo separaremos a su vez en sus partes

ψ
c
(iγµ(∂µ + iqAc

µ)−m · 14)ψc = ψ
c
iγµ∂µψ

c + (i)2qAc
µψ

c
γµψc −mψc

ψc, (2.41)

recordando que los campos de Dirac son variables de Grassman tenemos

−mψc
ψc = −mψc†γ0ψc

= −m(Cψ
T
)†γ0Cψ

T

= −mψ†T
C−1γ0Cψ

T

= m(γ0ψ)T γ0
T
ψ
T

= −m(ψγ0γ0ψ)T

= −m( ψψ︸︷︷︸
1×1

)T

= −mψψ.

(2.42)

similarmente se tiene

(i)2qAc
µψ

c
γµψc = (i)2qAµψγ

µψ. (2.43)

Por último

ψ
c
iγµ∂µψ

c = −(∂µψ)iγµψ = ∂µ(ψiγ
µψ) + ψiγµ∂µψ,

usando el teorema de Gauss podemos eliminar el término de super�cie

ψ
c
iγµ∂µψ

c = ψiγµ∂µψ, (2.44)

la ecuación (2.41) resulta en

ψ
c
(iγµ(∂µ + iqAc

µ)−m · 14)ψc = ψiγµ∂µψ+ (i)2qAµψγ
µψ−mψψ = ψ(iγµ(∂µ + iqAµ)−m · 14)ψ,

(2.45)
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de las expresiones (2.40) y (2.45) el lagrangiano transformado

LED −→ L c
ED = − 1

4F
c
µνF

cµν + ψ
c
(iγµ(∂µ + iqAc

µ)−m · 14)ψc

= − 1
4FµνF

µν + ψ(iγµ(∂µ + iqAµ)−m · 14)ψ

= LED,

(2.46)

concluimos que el lagrangiano de la electrodinámica consistentemente con nuestro razonamiento
es invariante bajo la transformación de conjugación de carga.

2.2. Espinores de Majorana

Consideramos la ecuación de Dirac libre

(iγµ −m · 14)ψ = 0, (2.47)

podemos hacer un producto por la matriz de quiralidad derecha por la izquierda y aplicando (1.138,
1.139) encontramos que la ecuación anterior es equivalente a

0 = PR(iγ
µ −m · 14)ψ

= (iPRγ
µ −m · PR)ψ

= (iγµPL −m · PR)ψ

= iγµ∂µψL −mψR

⇒ iγµ∂µψL = mψR (2.48)

de manera similar, pero haciendo el producto con la matriz de quiralidad derecha obtenemos

iγµ∂µψR = mψL. (2.49)

Este par de ecuaciones nos dice que si queremos conocer la dinámica del estado quiral izquierdo
del espinor necesitamos la información del espinor quiral derecho y viceversa; es decir este par de
ecuaciones están acopladas y más aún se encuentran acopladas por la masa asociada al campo
ψ. Por otro lado pensemos en el caso en que tenemos un fermión sin masa; como sucede con los
neutrinos, en tales circunstancias las ecuaciones resultantes son

iγµ∂µψL = 0, (2.50)

iγµ∂µψR = 0, (2.51)

estas ecuaciones son conocidas como ecuaciones de Weyl, y están desacopladas pues ya no
necesitamos la información de un espinor de quiralidad de�nida para conocer la dinámica del
espinor quiral contrario; de hecho, puede no existir un estado de quiralidad de�nida y aun así
podemos describir a su estado de quiralidad contraria. Por tal motivo el MEE se construyó bajo
el supuesto de que los neutrinos no tienen masa pues nos permite describir a neutrinos como
campos de quiralidad izquierda omitiendo la componente derecha. Esto es importante pues se lleva
bien con el hecho de que experimentalmente se han detectado solamente neutrinos de quiralidad
izquierda[54]. Sobre el caso de fermiones de masa nula podemos decir algo más al respecto, para
ello consideramos a la representación de Weyl, bajo esta representación las matrices de quiralidad
tienen la forma

PL =

(
12 0
0 0

)
, (2.52)
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PR =

(
0 0
0 12

)
, (2.53)

escribimos al espinor ψ en términos de matrices columna de dos componentes χ1 y χ2 como

ψ =

(
χ1

χ2

)
(2.54)

notemos que los estados de quiralidad de�nida pueden ser escritos como

ψL = PLψ =

(
12 0
0 0

)(
χ1

χ2

)
=

(
χ1

0

)
,

ψR = PRψ =

(
0 0
0 12

)(
χ1

χ2

)
=

(
0
χ2

)
,

ψL =

(
χ1

0

)
, (2.55)

ψR = PRψ =

(
0
χ2

)
. (2.56)

En el caso de un fermión sin masa solo necesitamos un estado de quiralidad de�nida digamos ψL,
se muestra que este espinor solo necesita de dos componentes en lugar de las cuatro que de�nen
a un espinor de Dirac. Todo lo anterior nos lleva a concluir que para describir a un fermión sin
masa, solo se requiere de un espinor de Dirac de dos componentes. Alrededor de los años treinta
Etore Majorana[5] se preguntó si esto también era posible pero con campos masivos. Al establecer
una condición para lograrlo, dio nacimiento a lo que conocemos como fermiones de Majorana.
Para hablar de los espinores de Majorana consideremos la ecuación (2.49) y calculemos su
hermitiano adjunto

(iγµ∂µψR)
† = (mψL)

†

⇒ −i(∂µψ†
R)γ

µ† = mψ†
L,

(2.57)

haremos producto por la matriz γ0 por la derecha con la que obtenemos la ecuación

−i(∂µψ†
R)γ

µ†γ0 = mψ†
Lγ

0

⇒ i(∂µψR)γ
µ = −mψL,

(2.58)

posteriormente transponiendo esta ecuación tenemos

(i(∂µψR)γ
µ)T = −mψL

T

⇒ iγµT (∂µψR
T
) = −mψL

T
,

(2.59)

ahora operamos a esta ecuación por la izquierda con la matriz de conjugación de carga obteniendo

iCγµTC†C(∂µψR
T
) = −mCψL

T

⇒ iγµ∂µ(CψR
T
) = mCψL

T

⇒ iγµ∂µψ
c
R = mψc

L,

(2.60)

supongamos que se cumple la relación

ψR = ξCψL
T
= ξψc

L, (2.61)

39



Física más allá del Modelo Estándar

2.2 Espinores de Majorana

donde ξ es alguna fase compleja, tal que |ξ| = 1, notemos que la relación anterior es equivalente a

ψc
L = ξ∗ψR (2.62)

aplicando conjugación de carga en (2.61)

ψR −→ ψc
R = CψR

T

= C
(
ξCψL

T
)T

= C
[
(ξCψL

T
)†γ0

]T
= ξ∗ψL,

(2.63)

usando así (2.62) y (2.63) y sustituyendo en (2.60) tenemos

iγµ∂µψ
c
R = mψc

L

⇒ iγµ∂µ(ξ
∗ψL) = m(ξ∗ψR)

⇒ iγµ∂µψL = mψR,

(2.64)

que de hecho es nuestra ecuación descrita en (2.48); con eso tenemos que si se cumple la ecuación
(2.61), entonces las ecuaciones (2.48, 2.49) son equivalentes. La condición (2.61) que nos permite
encontrar esta equivalencia es la llamada condición de Majorana y nos dice que las dos componentes
de ψR están completamente determinadas por las dos componentes de ψL, así el número total de
componentes independientes es dos. Hemos establecido por (1.140) que un espinor de Dirac puede
ser escrito por la suma de sus estados de quiralidad de�nida como

ψ = ψL + ψR,

suponemos que este espinor cumple la condición de Majorana se tiene entonces

ψ = ψL + ξψc
L, (2.65)

vamos a aplicar conjugación de carga en esta ecuación junto con (2.63)

ψ −→ ψc = ψc
L + (ξψc

L)
c

= ψc
L + ψc

R

= ψc
L + ξ∗ψL,

(2.66)

multiplicando por la fase compleja a nuestro campo de carga conjugado ψc notamos

ξψc = ξ(ψc
L + ξ∗ψL)

= ξψc
L + |ξ|ψL

= ξψc
L + ψL

= ψ,

(2.67)
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esta es la condición de Majorana para el campo ψ sin quiralidad de�nida, ahora elegimos por
simplicidad ξ = 1 en tal caso obtenemos que la condición de Majorana es

ψ = ψc, (2.68)

es decir, que el campo de carga conjugado coincide con su mismo campo. En otras palabras, la
partícula asociada con el campo ψ coincide con su antipartícula. Si tenemos un campo espinorial
de Dirac que cumple la condición de Majorana (2.68) decimos que ψ es un campo de Majorana.
Hemos mencionado que una partícula se distingue de su antipartícula por su carga, en ese sentido,
aquellas partículas descritas por campos de Majorana tienen que ser necesariamente neutras como
es el caso de los neutrinos. A continuación, veamos qué sucede con la quiralidad cuando tenemos
los campos de carga conjugado ψc

L y ψc
R, para ello aplicamos las matrices de proyección quiral

sobre los espinores

PLψ
c
L = PLCψL

T

= PLC(ψ
†PLγ

0)T

= −PLPRγ
0Cψ†T = 0,

(2.69)

PRψ
c
L = PRCψL

T

= PRC(ψ
†PLγ

0)T

= −PRPRγ
0Cψ†T

= −PRγ
0Cψ†T

= C(ψ†PLγ
0)T

= ψc
L,

(2.70)

de manera similar se tiene
PLψ

c
R = ψc

R, (2.71)

PRψ
c
R = 0, (2.72)

con los resultados encontrados en (2.71, 2.72), mostramos que al realizar la conjugación de carga
sobre un espinor de alguna quiralidad, la quiralidad se invierte; este resultado es válido para campos
de Dirac y de Majorana. En el contexto de la teoría de Dirac libre discutida en la sección (1.2.3)
encontramos que el término de masa para esta teoría en términos de espinores con quiralidad
de�nida está dado por (1.144) donde sólo se tienen productos entre estados de quiralidad opuesta,
a saber

ψLψR + ψRψL, (2.73)

nos preguntamos si es posible escribir términos de masa en el que usemos solamente un estado
quiral ψL, para ello necesitamos una relación sobre el espinor quiral izquierdo que lo transforme en
un espinor de quiralidad de�nida derecha, de (2.70) notamos que la conjugación de carga realiza
dicha transformación entonces remplazamos al espinor quiral de carga conjugado ψc

L en lugar del
espinor quiral derecho en (2.73) tenemos así

ψLψ
c
L + ψc

LψL. (2.74)

Al parecer hemos encontrado una propuesta para un término de masa en el que solo necesitamos
un estado de quiralidad, no obstante este término presenta un problema con las simetrías, para
ilustrarlo consideramos la transformación del grupo U(1) global

ψ −→ ψ′ = eiαψ, (2.75)
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bajo esta transformación la lagrangiana de Dirac es invariante

LD −→ L ′
D = ψ′ (iγµ∂µ −m · 14)ψ′

= ψ′†γ0 (iγµ∂µ −m · 14)ψ′

= (eiαψ)†γ0 (iγµ∂µ −m · 14) eiαψ

= e−iαeiαψ (iγµ∂µ −m · 14)ψ = LD

,

esta transformación representa una simetría, de acuerdo al teorema de Noether existe una cantidad
conservada asociada con esta simetría y es el número leptónico, en el caso de partículas cargadas
el número leptónico se traduce en la carga eléctrica, veamos qué sucede en el caso de (2.74) para
ello encontramos la ley de transformación para nuestros campos quirales

ψ′
L = PLψ

′ = PL(e
iαψ) = eiαPLψ = eiαψL (2.76)

por otro lado
ψ′
L
c
= e−iαψc

L (2.77)

ψ′c
L = eiαψc

L (2.78)

con las relaciones encontradas (2.76-2.78) el término (2.74) bajo la transformación global queda
como

ψLψ
c
L + ψc

LψL −→ ψ′
Lψ

′
L
c
+ ψ′c

Lψ
′
L = e−iαψLe

−iαψc
L + eiαψc

Le
iαψL

= e−2iαψLψ
c
L + e2iαψc

LψL

̸= ψLψ
c
L + ψc

LψL,

entonces nuestro término propuesto en (2.73) no es invariante bajo esta simetría y decimos que viola
al número leptónico en dos unidades, en el MEE el número leptónico se conserva por tal motivo
ese tipo de términos no se consideran como términos de masa permitidos. Volvamos a escribir la
ecuación (1.145) en donde hemos escrito al lagrangiano de Dirac en términos de campos quirales

LD = ψLiγ
µ∂µψL + ψRiγ

µ∂µψR −m
(
ψLψR + ψRψL

)
,

haciendo un cambio como el realizado en (2.74) usamos al lagrangiano anterior como modelo para
de�nir al lagrangiano de Majorana[13]

LM =
1

2

[
ψLiγ

µ∂µψL + ψc
Liγ

µ∂µψ
c
L −m

(
ψLψ

c
L + ψc

LψL

)]
, (2.79)

donde estos campos quirales satisfacen la condición de Majorana (2.61) con ξ = 1, podemos
reescribir a este lagrangiano como sigue

LM =
1

2

[
ψLiγ

µ∂µψL + ψc
Liγ

µ∂µψ
c
L −m

(
ψLψ

c
L + ψc

LψL

)]
=

1

2

[
ψLiγ

µ∂µ (ψL + ψc
L) + ψc

Liγ
µ∂µ (ψL + ψc

L)

−m
(
ψL (ψL + ψc

L) + ψc
L (ψL + ψc

L)
)]

=
1

2

[(
ψL + ψc

L

)
iγµ∂µ (ψL + ψc

L)−m
(
ψL + ψc

L

)
(ψL + ψc

L)
]

=
1

2

[
(ψL + ψc

L)iγ
µ∂µ (ψL + ψc

L)−m(ψL + ψc
L) (ψL + ψc

L)
]
,
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usando (D.13, D.16) y (2.65) concluimos que el lagrangiano de Majorana se escribe también como

LM =
1

2
ψ (iγµ∂µ −m · 14)ψ. (2.80)

Este lagrangiano luce como el de Dirac salvo por el factor de 1
2 y que el campo ψ satisface ahora

la condición de Majorana (2.68) y en la ecuación de Dirac esto no es así. Bajo este contexto en el
lagrangiano de Majorana identi�camos al término

−m
2
ψψ = −m

2

(
ψLψ

c
L + ψc

LψL

)
(2.81)

como el término de masa de Majorana.

2.3. Modelo mínimo del Majorón

2 El término lagrangiano considerado a lo largo del presente trabajo es aquel asociado con el
sector de Yukawa ya que este de�nirá los eigenestados de masa y los acoplamientos con el majorón

L N
Y = −

∑
α=e,µ,τ

∑
β=e,µ.τ

[
yℓαβLαϕ̃Nβ,R + yℓ

∗
αβNβ,Rϕ̃

†Lα

+
1

2
λαβN c

α,RσNβ,R +
1

2
λ∗αβNβ,Rσ

†N c
α,R

]
,

(2.82)

en donde yℓαβ y λαβ son constantes de Yukawa que de�nen matrices 3× 3 como en (118) para yℓαβ ,
mientras que para λαβ tenemos

λ =

λee λeµ λeτ
λµe λµµ λµτ
λτe λτµ λττ ,

 . (2.83)

Además, se conservan a los dobletes leptónicos y de Higgs de�nidos en (1.178) y (1.58)
respectivamente y ϕ̃ cumple con

ϕ̃ = iσ2ϕ∗ =

(
0 −i2
i2 0

)(
ϕ∗1
ϕ∗2

)
, (2.84)

por otra parte se han añadido singletes del ME siendo un campo escalar complejo σ necesario para
realizar el proceso de RES del grupo global U(1) y Nβ,R tres campos neutrinos derechos uno por
cada tipo de familia.

2.3.1. Rompimiento espontáneo de simetrías

Para realizar el proceso de RES y encontrar el espectro de los campos físicos como se ha
discutido a lo largo del capítulo 1 necesitamos la expresión del potencial cuyos puntos de mínimo
de energía describan un estado de vacío degenerado, el potencial escalar para este modelo es

V (ϕ, σ) = µ2
ϕϕ

†ϕ+ µ2
σσ

†σ − λ1
2
(ϕ†ϕ)2 − λ2

2
(σ†σ)2 − δ(ϕ†ϕ)(σ†σ), (2.85)

con las condiciones de estabilidad {µ2
ϕ, µ

2
σ, λ1, λ2} < 0 y λ1λ2 > δ. Obtenemos las condiciones para

puntos mínimos del potencial dadas por

ϕ0
†ϕ0 =

λ2µϕ
2 − δµσ

2

λ1λ2 − δ2
, (2.86)

2Las ideas desarrolladas a lo largo de esta sección se basaron en [9] y [35]
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σ0
∗σ0 =

λ1µσ
2 − δµϕ

2

λ1λ2 − δ2
, (2.87)

para realizar el proceso de RES se debe enfatizar que se rompen espontáneamente dos tipos de
simetría, una local referente al grupo del MEE, y una global siendo la correspondiente al grupo
U(1) global que hemos mencionado se asocia con la conservación del número leptónico, elegimos
en particular como el MEE el valor mínimo para el doblete como

ϕ0 =

(
0
υ√
2

)
, (2.88)

donde ahora el VEV se de�ne como

υ =

√
2 (λ2µϕ

2 − δµσ
2)

λ1λ2 − δ2
, (2.89)

el RES sobre el doblete es el que rompe la simetría local y permite realizar el mecanismo de Higgs.
En el caso de la simetría global el RES se realiza sobre el singlete σ, elegimos en particular el valor
para el mínimo de este campo como

σ0 =
w√
2
, (2.90)

donde de�nimos a este VEV como

w =

√
2 (λ1µσ

2 − δµϕ
2)

λ1λ2 − δ2
, (2.91)

el hecho de que se tengan dos VEV´s está asociado a que existen dos fases de ruptura de simetría; υ
es la escala que conocemos a la que sucede el RES para el MEE y w es la escala a la que esperamos
detectar efectos de nueva física y debe ser mayor a la escala electrodébil para que tales efectos de
nueva física escapen de las mediciones actuales. Para las expresiones de (2.89) y (2.91) suponemos

λ1λ2 − δ2 > 0, (2.92)

λ2µϕ
2 − δµσ

2 > 0, (2.93)

λ1µσ
2 − δµϕ

2 > 0, (2.94)

evocando a las expresiones para la ruptura de una simetría global rede�nimos el campo σ como

σ(x) = σ0 + η(x), (2.95)

con

η(x) =
1√
2
(s(x) + iJ(x)), (2.96)

y para el doblete se sigue usando las relaciones (1.70) y (1.71), aplicando estos cambios en el
potencial (2.85) obtenemos

V (ϕ, σ) = −1

2
λ1υ

2h2 − 1

2
λ2w

2s2 − δυwhs+ · · · , (2.97)

nos hemos enfocado en los términos cuadráticos sobre los campos pues son los que de�nen a los
términos de masa; en ese sentido notamos que no tenemos términos de masa para el campo J ,
al ser el remanente de la ruptura de la simetría global es un bosón de Goldstone que representa
a una partícula sin masa que llamaremos Majorón y es la de vital interés en el desarrollo del
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presente trabajo. Con el objetivo de pasar a los eigenestados de masas escalares encontramos que
los términos

−1

2
λ1υ

2h2 − 1

2
λ2w

2s2 − δυwhs = −1

2

(
h s

)(λ1υ2 δυw
δυw λ2w

2

)(
h
s

)
, (2.98)

bajo un proceso similar en el realizado en la sección (1.2.1) diagonalizamos a la matriz

X =

(
λ1υ

2 δυw
δυw λ2w

2

)
, (2.99)

encontramos que la matriz de diagonalización es una matriz ortogonal de�nida como

F =

(
cos ζ − sen ζ
sen ζ cos ζ

)
, (2.100)

y se de�nen

cos ζ =
δυw√

(δυw)2 − (β1 − λ1υ2)2
, (2.101)

sen ζ =
β1 − λ1υ2√

(δυw)2 − (β1 − λ1υ2)2
, (2.102)

encontramos el estado de eigenvalores de masa de�nido por el cambio de base(
S0

H0

)
=

(
cos ζ − sen ζ
sen ζ cos ζ

)(
h
s

)
, (2.103)

estos campos escalares son los remanentes de la ruptura de las simetrías; es decir en este modelo
contamos con la presencia de dos bosones de Higgs, la masa para estos bosones escalares es

mS0 =
√
β1, (2.104)

mH0
=
√
β2, (2.105)

con

β1 =
λ1υ

2 + λ2w
2 +

√
(λ1υ2 − λ2w2)2 + 4δ2υ2w2

2
, (2.106)

β2 =
λ1υ

2 + λ2w
2 −

√
(λ1υ2 − λ2w2)2 + 4δ2υ2w2

2
. (2.107)

2.3.2. Generación de masas de neutrinos

A continuación, aplicamos los cambios de base encontrados en la sección anterior en el sector de
Yukawa (2.82) nos enfocaremos principalmente en los términos que de�nen los términos de masa
y los acoplamientos del Majorón

L N
Y = −

∑
α

∑
β

[
υ√
2
yℓαβυα,LNβ,R +

υ√
2
yℓ

†
βαNβ,Rνα,L

+
1

2

w√
2
λαβN c

α,RNβ,R +
1

2

w√
2
λ†βαNβ,RN

c
α,R

+
1

2

i√
2
λαβJN c

α,RNβ,R −
1

2

i√
2
λ†βαJNβ,RN

c
α,R

]
,

(2.108)
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podemos pasar a una representación matricial de esta expresión usando la de�nición de una matriz
columna para los neutrinos de quiralidad derecha

NR =

Ne,R

Nµ,R

Nτ,R

 N c
R =

N c
e,R

N c
µ,R

N c
τ,R

 , (2.109)

y para los neutrinos izquierdos seguimos usando (1.187), tenemos así

L N
Y = −

[
υ√
2
νLy

ℓNR +
υ√
2
NRy

ℓ†νL

+
1

2

w√
2
N c

RλNR +
1

2

w√
2
NRλ

†N c
R

+
1

2

i√
2
JN c

RλNR −
1

2

i√
2
JNRλ

†N c
R

]
.

(2.110)

Notemos que los acoplamientos y los términos cuadráticos son proporcionales a los términos

νLy
ℓNR, (2.111)

NRy
ℓ†νL, (2.112)

N c
RλNR, (2.113)

NRλ
†N c

R, (2.114)

a �n de encontrar los eignestados de masa implementamos dos cambios de base, el primero de ellos

ν0L = V ν
L

†νL, (2.115)

ν0R = V N
R

†
NR, (2.116)

y denotamos

ν0L =

ν01,Lν02,L
ν03,L

 ν0R =

ν01,Rν02,R
ν03,R

 , (2.117)

V ν
L

† y V N
R

†
son matrices unitarias, aplicando conjugación de carga en (2.116)

ν0R −→ ν0
c
R = V N

R

T
N c

R, (2.118)

y además
ν0cR = N c

RV
N
R

∗
. (2.119)

Vamos a implementar, por ejemplo, en (2.113) nuestro cambio de base

N c
RλNR = N c

R12λ12NR

= N c
RV

N
R

∗
V N
R

†
λV N

R V N
R

†
NR

= (N c
RV

N
R

∗
)(V N

R
†
λV N

R )(V N
R

†
NR)

= ν0cR

(
V N
R

†
λV N

R

)
ν0R,

(2.120)
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con un desarrollo similar tenemos que los demás términos restantes se pueden escribir como

νLy
ℓNR = ν0L

(
V ν
L

†yℓV N
R

)
ν0R, (2.121)

NRy
ℓ†νL = ν0R

(
V ν
L

†yℓV N
R

)†
ν0L, (2.122)

NRλN
c
R = ν0R

(
V N
R

T
λV N

R

)†
ν0R

c
, (2.123)

en general las matrices
V ν
L

†yℓV N
R , (2.124)

V N
R

T
λV R

N , (2.125)

no son diagonales, vamos a denotar a las matrices

mD =
υ√
2
V ν
L

†yℓV N
R , (2.126)

mM =
w√
2
V N
R

T
λV R

N , (2.127)

�nalmente, nuestra expresión (2.110) toma la forma

L N
Y = −

[
ν0LmDν

0
R + ν0RmD

†ν0L

+
1

2
ν0cRmMν

0
R +

1

2
ν0RmM

†ν0
c
R

+
i

2

1

w
Jν0cRmMν

0
R −

i

2

1

w
Jν0RmM

†ν0
c
R

]
.

(2.128)

Para realizar los siguientes cálculos separaremos los términos cuadráticos y los acoplamientos con
el majorón

Lmass = −
[
ν0LmDν

0
R + ν0RmD

†ν0L +
1

2
ν0cRmMν

0
R +

1

2
ν0RmM

†ν0
c
R

]
, (2.129)

LJνν = −
[
i

2

1

w
Jν0cRmMν

0
R −

i

2

1

w
Jν0RmM

†ν0
c
R

]
, (2.130)

para terminar de de�nir a la base de estados de masa nos enfocamos en Lmass y que es posible
escribir en forma extensa como

Lmass = −
3∑

j=1

3∑
l=1

[
(mD)jlν0j,Lν

0
l,R + (mD

†)jlν0j,Rν
0
l,L

+
1

2
(mM )jlν0

c
j,Rν

0
l,R +

1

2
(mM

†)jlν0j,Rν
0c
l,R

]
,

(2.131)

notemos que los términos pueden ser reescritos como

(mD)jlν0j,Lν
0
l,R = −(mD

T )lj

ν0l,RT
ν0j,L

T︸ ︷︷ ︸
1×1


T

= −(mD
T )ljν

0
l,R

T
ν0j,L

T

= −(mD
T )ljν

0
l,R

T
CC†ν0j,L

T

= ν0cl,R(mD
T )ljν

0c
j,L,

(2.132)
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y similarmente se tiene

(m†
D)ljν0l,Rν

0
j,L = ν0cj,L(m

∗
D)j,lν

0c
l,R, (2.133)

realizando estos cambios sobre la expresión (2.131)

Lmass = −
3∑

j=1

3∑
l=1

[
1

2
(mD)jlν0j,Lν

0
l,R +

1

2
(mT

D)ljν0
c
l,Rν

0c
j,L +

1

2
(mM )jlν0

c
j,Rν

0
l,R

+
1

2
(mD

†)jlν0j,Rν
0
l,L +

1

2
(m∗

D)l,jν0
c
l,Lν

0c
j,R +

1

2
(mM

†)jlν0j,Rν
0c
l,R

]
,

(2.134)

simpli�camos un poco la notación renombrando como sigue

ν0j,L = fj,L, ν0
c
j,L = fj,R, ν0

c
j,R = Fj,L, ν0j,R = Fj,R, (2.135)

con nuestra nueva notación obtenemos

Lmass = −
∑
j

∑
l

[
1

2
(mD)jlfj,LFl,R −

1

2
(mD

T )ljFl,Lfj,R

+
1

2
(mM )jlFj,LFl,R +

1

2
(m†

D)jlFj,Rfl,L

+
1

2
(m∗

D)ljfl,RFj,L +
1

2
(m†

M )jlFj,RFl,L

]

= −1

2
fLmDFR −

1

2
FLm

T
DfR −

1

2
FLmMFR

−1

2
FRm

†
DfL −

1

2
fRm

∗
DFL −

1

2
FRm

†
MFL,

(2.136)

donde hemos de�nido

fL =

f1,Lf2,L
f3,L

 fR =

f1,Rf2,R
f3,R

 FL =

F1,L

F2,L

F3,L

 FR =

F1,R

F2,R

F3,R

 , (2.137)

y �nalmente en forma más compacta

Lmass = −1

2

[(
fL · 0 + FLm

T
D

)
fR +

(
fLmD + FLmM

)
FR

]
−1

2

[(
fR · 0 + FRm

†
D

)
fL +

(
fRm

∗
D + FRm

†
M

)
FL

]

= −1

2

(
fL FL

)( 0 mD

mT
D mM

)(
fR
FR

)
− 1

2

(
fR FR

)( 0 mD

mT
D mM

)†(
fL
FL

)
,

(2.138)

vamos a enfocarnos especialmente en la matriz

M =

(
0 mD

mT
D mM

)
, (2.139)
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esta matriz es de tamaño 6× 6, para tener más información de ella necesitamos información de las
matrices que la componen, en la matriz mM podemos probar otra propiedad importante

3∑
j=1

3∑
l=1

ν0cj,R(mM )jlν
0
l,R = −

3∑
j=1

3∑
l=1

(mM )j,l

(
ν0

T
l,Rν

0c
j,R

T
)T

= −
3∑

j=1

3∑
l=1

(mM )j,lν
0T
l,Rν

0c
j,R

T

= −
3∑

j=1

3∑
l=1

(mM )j,lν
0T
l,RCC

†ν0cj,R
T

=

3∑
j=1

3∑
l=1

(mT
M )l,jν0

c
l,Rν

0
j,R

=

3∑
j=1

3∑
l=1

ν0cl,R(m
T
M )l,jν

0
j,R,

⇒ ν0cR(mM )ν0R = ν0cR(m
T
M )ν0R

⇒ mM = mT
M (2.140)

con este resultado se nota que la matrizM es simétrica y en general compleja, entonces puede ser
diagonalizada por una matriz unitaria como

M = UνTMUν (2.141)

M es una matriz diagonal real, cuyos eigenvalores son cantidades positivas. Con estas expresiones
tenemos que la expresión de los términos de masa toma la forma

Lmass = −1

2

(
fL FL

)
Uν∗UνTMUνUν†

(
fR
FR

)

−1

2

(
fR FR

)
UνUν†M†Uν∗UνT

(
fL
FL

)

= −1

2

(
UνT

(
fL
FL

))†

γ0M

(
Uν†

(
fR
FR

))

−1

2

(
Uν†

(
fR
FR

))†

γ0M

(
UνT

(
fL
FL

))
,

(2.142)

encontramos entonces las expresiones de los cambios de base que nos permiten pasar a los
eigenestados de masa (

νL
NL

)
= UνT

(
fL
FL

) (
νR
NR

)
= Uν†

(
fR
FR

)
, (2.143)

y además

νL =

ν1,Lν2,L
ν3,L

 NL =

N1,L

N2,L

N3,L

 , (2.144)
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νR =

ν1,Rν2,R
ν3,R

 NR =

N1,R

N2,R

N3,R

 . (2.145)

La matriz M puede ser escrita como una matriz de bloques matriciales 3× 3

M =

(
mν 0
0 mN

)
, (2.146)

siendo mν y mN diagonales escritas como

mν =

mν1
0 0

0 mν2
0

0 0 mν3

 , (2.147)

mN =

mN1
0 0

0 mN2
0

0 0 mN3

 , (2.148)

los valores dentro de la diagonal son los valores de las masas para los neutrinos, entonces M es la
matriz de masa de neutrinos, así tenemos

Lmass = −1

2

(
νL NL

)(mν 0
0 mN

)(
νR
NR

)

−1

2

(
νR NR

)(mν 0
0 mN

)(
νL
NL

)

= −1

2

3∑
j=1

[
mνjνj,Lνj,R +mNjNj,LNj,R

+mνj
νj,Rνj,L +mNj

Nj,RNj,L

]
,

(2.149)

de acuerdo con (1.140) de�nimos a los campos sin quiralidad de�nida

νj = νj,L + νj,R, (2.150)

Nj = Nj,L +Nj,R, (2.151)

con lo que concluimos que los términos de masa son

Lmass =

3∑
j=1

[
−1

2
mνj

νjνj −
1

2
mNj

NjNj

]
. (2.152)

Sobre los acoplamientos con el majorón, con los renombramientos descritos en (2.135) encontramos
que la expresión resultante es

LJνν = − iJ
2w

((
fL FL

)(0 0
0 mM

)(
fR
FR

)
−
(
fR FR

)(0 0
0 mM

)†(
fL
FL

))
, (2.153)
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usando los cambios de base para pasar a los eigenestados de masa, los acoplamientos del majorón
con los neutrinos están determinados por

LJνν = − iJ
2w

(
νL NL

)
HM

(
νR
NR

)
+
iJ

2w

(
νR NR

)
H†

M

(
νL
NL

)

= −
(
iJ

2w

(
ν N

)
HMPR

(
ν
N

)
− iJ

2w

(
ν N

)
H†

MPL

(
ν
N

))

= − i

4w
J
(
ν N

) ((
HM −H†

M

)
· 14 +

(
HM +H†

M

)
· γ5
)( ν

N

)
,

(2.154)

mientras que HM es una matriz de tamaño 6× 6 de�nida por

HM = UνT

(
0 0
0 mM

)
Uν , (2.155)

de la relación anterior es claro que esta matriz es simétrica y en general compleja, por lo que

HM
† = HM

∗. (2.156)

Una matriz compleja se puede separar en dos matrices una puramente real que contiene las partes
reales de cada entrada y una puramente imaginaria que contiene a la parte imaginaria de cada
entrada; en este sentido, la matriz HM se escribe

HM = Re{HM}+ iIm{HM}, (2.157)

consideremos el cálculo siguiente

HM +H∗
M = Re{HM}+ iIm{HM}+Re{HM} − iIm{HM} = 2Re{HM}, (2.158)

HM −H∗
M = Re{HM}+ iIm{HM} − Re{HM}+ iIm{HM} = 2iIm{HM}, (2.159)

vamos a escribir a las matrices Re{HM} e Im{HM} como matrices de bloques matriciales 3× 3

HM =

(
H11

M H12
M

H21
M H22

M

)
, (2.160)

Re{HM} =
(
Re{H11

M } Re{H12
M }

Re{H21
M } Re{H22

M }

)
Im{HM} =

(
Im{H11

M } Im{H12
M }

Im{H21
M } Im{H22

M }

)
, (2.161)

concluimos así, que los acoplamientos del majorón con los neutrinos están descritos por

LJνν = − 1

2w
J
[
ν
(
−Im{H11

M } · 14 + iRe{H11
M } · γ5

)
ν

+N
(
−Im{H22

M } · 14 + iRe{H22
M } · γ5

)
N

+ν
(
−Im{H12

M } · 14 + iRe{H12
M } · γ5

)
N

+ N
(
−Im{H21

M } · 14 + iRe{H21
M } · γ5

)
ν
]

= − 1

2w
J

3∑
j=1

3∑
l=1

[
νj
(
−Im{H11

M }jl · 14 + iRe{H11
M }jl · γ5

)
νl

+Nj

(
−Im{H22

M }jl · 14 + iRe{H22
M }jl · γ5

)
Nl

+νj
(
−Im{H12

M }jl · 14 + iRe{H12
M }jl · γ5

)
Nl

+ Nj

(
−Im{H21

M }jl · 14 + iRe{H21
M }jl · γ5

)
νl
]
.

(2.162)
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Acerca de los campos neutrinos es posible decir algo más de ellos, de la expresión (2.152) y con
lo dicho en la sección anterior este término evoca a un término de masa de Majorana; de hecho
estos campos neutrinos son campos espinores de Majorana, para ilustrarlo consideramos a (2.143)
y denotamos a la matriz Uν como una matriz por bloques 3 × 3 desarrollando explícitamente se
tiene

(
νL
NL

)
=

(
uT11 uT21
uT12 uT22

)(
fL
FL

)
=

(
uT11fL + uT21FL

uT12fL + uT22FL

)
,

⇒ νL = uT11fL + uT21FL,

NL = uT12fL + uT22FL,
(2.163)

(
νR
NR

)
=

(
u†11 u†21
u†12 u†22

)(
fR
FR

)
=

(
u†11fR + u†21FR

u†12fR + u†22FR

)
,

⇒ νR = u†11fR + u†21FR,

NR = u†12fR + u†22FR,

(2.164)

Tomemos la l − ésima componente de (2.163) y (2.164)

νl,L =

3∑
j=1

(
(uT11)ljfj,L + (uT21)ljFj,L

)
, (2.165)

νl,R =

3∑
j=1

(
(u†11)ljfj,R + (u†21)ljFj,R

)
, (2.166)
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apliquemos conjugación de carga sobre el espinor de quiralidad izquierda y en adición con los
renombramientos (2.133) tenemos

νl,L −→ ν0
c
l,L = Cνl,L

T

= C
(
ν†l,Lγ

0
)T

= C

 3∑
j=1

(
(uT11)ljfj,L + (uT21)ljFj,L

)†
γ0

T

= C

 3∑
j=1

(
(uT11)

∗
ljf

†
j,L + (uT21)

∗
ljF

†
j,L

)
γ0

T

= C

3∑
j=1

(
(uT11)

∗
ljf

†
j,Lγ

0 + (uT21)
∗
ljF

†
j,Lγ

0
)T

= C

3∑
j=1

(
(uT11)

∗
ljfj,L

T
+ (uT21)

∗
ljFj,L

T
)

= C

3∑
j=1

(
(u†11)ljν

0
j,L

T
+ (u†21)ljν

0c
j,R

T
)

=

3∑
j=1

(
(u†11)ljCν

0
j,L

T
+ (u†21)ljCν

0c
j,R

T
)

=

3∑
j=1

(
(u†11)ljν

0c
j,L + (u†21)lj(ν

0c
j,R)

c
)

=

3∑
j=1

(
(u†11)ljfj,R + (u†21)ljν

0
j,R)

)

=

3∑
j=1

(
(u†11)ljfj,R + (u†21)ljFj,R)

)
= νl,R,

(2.167)

evidentemente cumple la condición de Majorana (2.61) con ξ = 1, siguiendo el cálculo se puede
probar que el estado quiral derecho

νcl,R = νl,L, (2.168)

y aún más en general
N c

l = Nl, (2.169)

νcl = νl, (2.170)

por lo tanto, los 6 campos neutrinos son sus propias antipartículas, estos campos son los neutrinos
de masa y su índice corre sobre los valores l = 1, 2, 3 y contamos con dos tipos caracterizados
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por las letras ν y N , la distinción entre estos tipos son las escalas para el tamaño de sus masas,
profundizaremos más al respecto en el desarrollo de la sección siguiente.

2.3.3. Espectro de masas de los neutrinos

En general, una matriz unitaria 2× 2 se puede parametrizar como

U =

(
cos(θ)eiω1 sen(θ)ei(ω2+η)

− sen(θ)ei(ω1−η) cos(θ)eiω2

)
(2.171)

considerando valores para ángulos pequeños, a primer orden de la serie de Taylor el valor de sen θ
y cos θ corresponde a

cosθ = 1− θ2

2!
+ · · · ≈ 1, (2.172)

sen θ = θ − θ3

3!
+ · · · ≈ θ, (2.173)

con esto en mente y tomando los valores ω1 = ω2 = 0, podemos obtener una aproximación a primer
orden para una matriz unitaria 2× 2 dada por

U ≈
(

1 θeiη

−θe−iη 1

)
. (2.174)

Notemos que nuestra aproximación es consistente con la condición de unitariedad a primer orden

U†U ≈
(

1 θeiη

−θe−iη 1

)†(
1 θeiη

θe−iη 1

)

≈
(
1 0
0 1

)
,

(2.175)

a la parametrización usada en (2.174) la reescribimos como

U ≈
(

1
(
θe−iη

)∗
−
(
θe−iη

)
1

)
, (2.176)

considerando como referencia el resultado anterior proponemos que la matriz unitaria que de�ne
nuestro cambio de base (2.143) sea

Uν ≈
(

13 Ω†

−Ω 13

)
, (2.177)

donde Ω es una matriz de tamaño 3×3, con el �n de que se cumpla nuestra condición de unitariedad
suponemos que sus entradas son muy pequeñas, así a primer orden

Uν†Uν ≈
(

13 Ω†

−Ω 13

)†(
13 Ω†

−Ω 13

)

=

(
13 −Ω†

Ω 13

)(
13 Ω†

−Ω 13

)

=

(
13 +Ω†Ω Ω† − Ω†

Ω− Ω ΩΩ† + 13

)

≈
(
13 0
0 13

)
,

(2.178)
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el requerimiento necesario es que a primer orden el producto de las matrices Ω y Ω† pueda
despreciarse, esto es

Ω†Ω = ΩΩ† ≈ 0. (2.179)

Ahora calculamos a la matriz de masa de�nida en (2.141) con la expresión propuesta para nuestra
matriz Uν , tenemos

M = UνTMUν ≈
(
ΩTmMΩ−mDΩ− ΩTmT

D

(
mT

D −mMΩ− Ω∗mDΩ
)T

mT
D −mMΩ− Ω∗mDΩ mM +Ω∗mD +mT

DΩ

)
, (2.180)

además, esta matriz fue escrita como una matriz de bloques 3 × 3 descrita por (2.146- 2.148),
entonces(

mν 0
0 mN

)
≈
(
ΩTmMΩ−mDΩ− ΩTmT

D

(
mT

D −mMΩ− Ω∗mDΩ
)T

mT
D −mMΩ− Ω∗mDΩ mM +Ω∗mD +mT

DΩ

)
, (2.181)

con este resultado se obtienen las ecuaciones

mν ≈ ΩTmMΩ−mDΩ− ΩTmT
D, (2.182)

mN ≈ mM +Ω∗mD +mT
D, (2.183)

0 ≈ mT
D −mMΩ− Ω∗mDΩ, (2.184)

de las de�niciones para las matrices mD y mM dadas en (2.126) y (2.127)

mD ∝ υ, (2.185)

mM ∝ w, (2.186)

es decir, mD está asociada con la escala de energía electrodébil ymM con la escala de altas energías
en este sentido de los productos

Ω∗mDΩ, ΩTmMΩ,

es posible despreciar el primero ya que entre más alto sea la escala w el segundo término se vuelve
más signi�cativo; por lo tanto, de la ecuación (2.184) concluimos

0 ≈ mT
D −mMΩ

⇒ Ω ≈ m−1
M mT

D,
(2.187)

donde hemos supuesto que la matriz mM es invertible, entonces para la matriz de masa de los
neutrinos ν se tiene la aproximación

mν ≈ −mDmM
−1mD

T , (2.188)

mientras que para los neutrinos N

mN ≈ mM +m−1
M

∗
mD

†mD + (m−1
M

∗
mD

†mD)T . (2.189)

Reescribimos las expresiones para mD y mM con el �n de simpli�car la notación

mD =
υ√
2
MD, (2.190)

mM =
w√
2
MM , (2.191)
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y suponemos que MM es invertible, usando nuestra aproximación y las relaciones para nuestras
matrices mD y mM

mν ≈
υ2√
2w

(
−MDMM

−1MD
T
)︸ ︷︷ ︸

Mν

=
υ2√
2w

Mν , (2.192)

mN ≈
w√
2
MM +

υ2√
2w

(
MM

−1∗MD
†MD +

(
MM

−1∗MD
†MD

)T)
︸ ︷︷ ︸

Ms

=
w√
2
MM +

υ2√
2w

Ms, (2.193)

las matrices mν y mN son diagonales y los valores en la diagonal son las masas para nuestros
neutrinos, nos centramos en la masa l − ésima

mνl
≈ υ2√

2w
(Mν)ll, (2.194)

mNl
≈ w√

2
(MM )ll +

υ2√
2w

(Ms)ll, (2.195)

de acuerdo a la relación (2.194) la masa de los neutrinos ν esta suprimida por un factor w referente
a la escala de alta energía, en tal caso entre más grande sea esta escala los neutrinos ν son cada
vez más ligeros, con los neutrinos N notemos que el término w es el dominante; entre más grande
sea la escala de alta energía los neutrinos N son cada vez más pesados. En adelante trabajaremos
en un contexto en el que w ≫ υ, así las masas

mνl
∝ υ

w
, (2.196)

mNl
∝ w, (2.197)

dicho de otro modo, entre más pesados sean los neutrinos N , los neutrinos ν son más ligeros, a
esto lo conocemos como mecanismo de see-saw, a los neutrinos ν los llamaremos neutrinos ligeros
y a los neutrinos N los llamaremos neutrinos pesados. Considerar el caso en el que la escala de
alta energía es mucho más grande que la escala electrodébil nos da más información de la matriz
mM , de la ecuación (2.193) y tomando en cuenta lo mencionado anteriormente se tiene

mN ≈
w√
2
MM = mM , (2.198)

por lo que la matriz mM es posible considerarla como diagonal y real además los elementos de la
diagonal son mayores a cero.
Por último, con lo dicho anteriormente nos permite encontrar una aproximación para la matriz
HM , usando su expresión de matriz de bloques

HM =

(
H11

M H12
M

H21
M H22

M

)
≈
(
−mν −mD

−mT
D mM

)
. (2.199)

Tenemos así

H11
M = −mν , (2.200)

H12
M = −mD, (2.201)

H21
M = −mT

D, (2.202)

H22
M = mM , (2.203)
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2.3.4. Corrientes cargadas con neutrinos masivos

Experimentalmente se han detectado corrientes cargadas bien de�nidas en el contexto del MEE,
por lo que para el modelo considerado esperamos debe contener un término para las corrientes
cargadas como las del MEE, los términos de las corrientes cargadas en el espacio de sabor del MEE
lucen de (1.219) en forma matricial como

Lcc =
g2√
2
W+

µνLγ
µℓL +

g2√
2
W−

µℓLγ
µνL, (2.204)

para pasar a los estados de masa después de aplicado el rompimiento de simetría en el sector de
Yukawa del MEE se de�nieron en (1.193) los cambios de base correspondientes para los leptones
de sabor ℓα,L, en el caso de los neutrinos para pasar a los campos de masa se de�nieron en el
modelo que estamos trabajando dos cambios de base sobre los neutrinos de sabor να,L en el orden
siguiente

να,L︸︷︷︸
Neutrinos de sabor

−→ ν0j,L = fj,R −→ νj,L, Nj,L︸ ︷︷ ︸
Neutrinos de masa

,

las transformaciones correspondientes son las descritas en (2.115) y (2.143), vamos a implementar
nuestros cambios de base en (2.204) comenzamos con el cambio (1.193) y realizando un cálculo
similar al mostrado en (1.224) obtenemos

Lcc =
g2√
2
W+

µνLγ
µV ℓ

Lℓ
′
L +

g2√
2
W−

µℓ′Lγ
µV ℓ

L

†
νL, (2.205)

ahora apliquemos el cambio de�nido en (2.115), mostramos para primer el sumando de (2.196)
solamente, para el segundo sumando es análogo

g2√
2
W+

µνLγ
µV ℓ

Lℓ
′
L =

g2√
2
W+

µνLγ
µ13V

ℓ
Lℓ

′
L

=
g2√
2
W+

µνLγ
µV ν

LV
ν
L

†V ℓ
Lℓ

′
L

=
g2√
2
W+

µν
†
Lγ

0V ν
L γ

µV ν
L

†V ℓ
Lℓ

′
L

=
g2√
2
W+

µ

(
ν†LV

ν
L

)
γ0γµV ν

L
†V ℓ

Lℓ
′
L

=
g2√
2
W+

µ

(
V ν
L

†νL

)†
γ0γµ

(
V ℓ
L

†
V ν
L

)†
ℓ′L

=
g2√
2
W+

µν
0
L
†
γ0γµ

(
V ℓ
L

†
V ν
L

)†
ℓ′L

=
g2√
2
W+

µν0Lγ
µ
(
V ℓ
L

†
V ν
L

)†
ℓ′L,

(2.206)

Así nuestro lagrangiano en (2.205) luce como

Lcc =
g2√
2
W+

µν0Lγ
µ
(
V ℓ
L

†
V ν
L

)†
ℓ′L +

g2√
2
W−

µℓ′Lγ
µ
(
V ℓ
L

†
V ν
L

)
ν0L, (2.207)

de�nimos a la matriz 3× 3

UPMNS = V ℓ
L

†
V ν
L , (2.208)
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que es la matriz de mezcla para los leptones y es llamada como la matriz de Pontecorvo, Maki,
Nakagawa, Sakata o simplemente matriz PMNS[38]. La estructura general de esta matriz es

UPMNS =

(UPMNS)e1 (UPMNS)e2 (UPMNS)e3
(UPMNS)µ1 (UPMNS)µ2 (UPMNS)µ3
(UPMNS)τ1 (UPMNS)τ2 (UPMNS)τ3

 , (2.209)

con lo anterior dicho, el término de corrientes cargadas se escribe como

Lcc =
g2√
2
W+

µν0Lγ
µU†

PMNSℓ
′
L +

g2√
2
W−

µℓ′Lγ
µUPMNSν

0
L

=
g2√
2
W+

µ

3∑
l=1

∑
α=e,µ,τ

ν0l,Lγ
µ(U†

PMNS)αlℓ
′
α,L

+
g2√
2
W−

µ

3∑
l=1

∑
α=e,µ,τ

ℓ′α,Lγ
µ(UPMNS)αlν

0
l,L.

(2.210)

Del cambio de�nido en (2.143) podemos encontrar la transformación inversa dada por

(
fL
FL

)
= Uν∗

(
νL
NL

)
, (2.211)

y como se realizó para las expresiones (2.163 - 2.166) la componente j−ésima de fL es igual a

fj,L =

3∑
j=1

((u∗11)ljνj,L + (u∗12)ljNj,L) ≡ ν0j,L, (2.212)
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con esta expresión podemos expresar al sector de las corrientes cargadas en el espacio de
eigenestados de masa como

Lcc =
g2√
2
W+

µ

∑
l

∑
α

∑
j

((u∗11)ljνj,L + (u∗12)ljNj,L)

†

γ0γµ(U†
PMNS)αlℓ

′
α,L

+
g2√
2
W−

µ

∑
l

∑
α

ℓ′α,Lγ
µ(UPMNS)αl

∑
j

((u∗11)ljνj,L + (u∗12)ljNj,L)


=

g2√
2
W+

µ

∑
α

∑
l

∑
j

[
(U†

PMNS)αl(u11)ljνj,Lγ
µℓ′α,L

+(U†
PMNS)αl(u12)ljNjlγ

µℓ′α,L
]

+
g2√
2
W−

µ

∑
α

∑
l

∑
j

[
(UPMNS)αlℓ′α,Lγ

µ(u∗11)ljνj,L

+ (UPMNS)αlℓ′α,Lγ
µ(u∗12)ljNj,L

]

=
g2√
2
W−

µ

∑
α

∑
j

[
ℓ′α,Lγ

µνj,L
∑
l

(UPMNS)αl(u
∗
11)lj

+ ℓ′α,Lγ
µNj,L

∑
l

(UPMNS)αl(u
∗
12)lj

]

+
g2√
2
W+

µ

∑
α

∑
j

[
νj,Lγ

µℓ′α,L
∑
l

(U†
PMNS)αl(u11)lj

+Njlγ
µℓ′α,L

∑
l

(U†
PMNS)αl(u12)lj

]
.

(2.213)

A continuación de�nimos

Bανj
=

3∑
l=1

(UPMNS)αl(u
∗
11)lj (2.214)

⇒ B∗ανj
=

3∑
l=1

(U†
PMNS)αl(u11)lj (2.215)

BαNj
=

3∑
l=1

(UPMNS)αl(u
∗
12)lj (2.216)

⇒ B∗αNj
=

3∑
l=1

(U†
PMNS)αl(u12)lj (2.217)
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con lo que �nalmente obtenemos

Lcc =
∑
α

3∑
j=1

[
g2√
2
Bανj

W−
µℓα,Lγ

µνj,L

+
g2√
2
B∗ανj

W+
µνj,Lγ

µℓα,L

+
g2√
2
BαNj

W−
µℓα,Lγ

µNj,L

+
g2√
2
B∗αNj

W+
µNj,Lγ

µℓα,L

]
,

(2.218)

omitiremos la prima sin olvidar que estamos en los eigenestados de masa. Los elementos Bανi
, BαNj

de�nen matrices 3× 3 cuya estructura general es

Bν =

Beν1
Beν2

Beν3

Bµν1
Bµν2

Bµν3

Bτν1
Bτν2

Bτν3

 (2.219)

BN =

BeN1 BeN2 BeN3

BµN1
BµN2

BµN3

BτN1
BτN2

BτN3

 (2.220)

teniendo claro que los neutrinos ν son de masas ligeras y N de masas grandes podemos simpli�car
nuestra notación renombrando

V1 = ν1 V4 = N1

V2 = ν2 V5 = N2

V3 = ν3 V6 = N3

(2.221)
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bajo estos cambios la expresión (2.218) se reduce a

Lcc =
∑
α

 g2√
2

3∑
j=1

Bανj
W−

µℓα,Lγ
µνj,L

+
g2√
2

3∑
j=1

BαNjW
−
µℓα,Lγ

µNj,L

+
g2√
2

3∑
j=1

B∗ανj
W+

µνj,Lγ
µℓα,L

+
g2√
2

3∑
j=1

B∗αNj
W+

µNj,Lγ
µℓα,L



=
∑
α

 g2√
2

3∑
j=1

Bαj
W−

µℓα,Lγ
µVj,L

+
g2√
2

6∑
j=4

BαjW−
µℓα,Lγ

µVj,L

+
g2√
2

3∑
j=1

B∗αjW+
µVj,Lγµℓα,L

+
g2√
2

6∑
j=4

B∗αjW+
µVj,Lγµℓα,L



=
∑
α

6∑
j=1

[
g2√
2
Bαj

W−
µℓα,Lγ

µVj,L

+
g2√
2
B∗αjW+

µVj,Lγµℓα,L
]
,

(2.222)

a lo largo de los cálculos usaremos sistemáticamente dos notaciones atendiendo a motivos de
simplicidad y practicidad de las operaciones. En el caso en que distingamos de neutrinos ligeros y
pesados los representaremos como lo hemos estado haciendo con las letras ν y N respectivamente
y además se usarán los subíndices {νi, Ni}, donde {i = 1, 2, 3}; por otra parte, cuando hablemos
de nuestros neutrinos en general; sin distinguirlos por su espectro de masas, los representaremos
como V y se usarán subíndices {i = 1, 2, 3, 4, 5, 6}, un ejemplo lo ilustramos a continuación con los
elementos

Distinción por
espectro de masas

i = 1, 2, 3

{
Bανi

BαNi

−→ Bα,i }
Sin distinción
entre ellos

i = 1, 2, 3, 4, 5, 6
,

con la nueva notación notemos que podemos escribir una matriz B de tamaño 3 × 6 que a su vez
es una matriz de bloques 3× 3, donde los bloques son las matrices Bν , BN

B =
(
Bν BN

)
, (2.223)
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mediante la aproximación a primer orden de la matriz Uν , las matrices anteriores son
aproximadamente

Bν ≈ UPMNS, (2.224)

BN ≈ UPMNS
υ

w
MDMM

−1, (2.225)

⇒ B ≈
(
UPMNS UPMNS

υ

w
MDMM

−1
)
. (2.226)
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Capítulo 3

Cálculo de la producción de
Majorones

Revisamos el proceso de producción de Majorones a través del decaimiento ℓα → ℓβJ ; puesto
que el majorón solo se acopla con los campos neutrinos a nivel de árbol, los acoplamientos del
majorón con los leptones cargados sólo sucede a nivel de lazos, las contribuciones totales a un lazo
para ese decaimiento se pueden representar en forma diagramática como sigue:

Figura 3.1: Contribuciones totales a un lazo del decaimiento ℓα −→ ℓβJ

3.1. Cálculo analítico

En el diagrama de Feynman anterior en estructura solo cambia en los tipos de neutrino, con
esto podemos representar en forma general a la amplitud como

Mαβ =

6∑
l=1

6∑
i=1

(Mαβ)li , (3.1)

los índices l, i nos indican el número de neutrino en el lazo, los acoplamientos del majorón con los
neutrinos, mostrados en (2.162), se observa que se encuentran divididos en los acoplamientos con
los neutrinos ligeros y los acoplamientos con los neutrinos pesados, por esta razón a la ecuación
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3.1 Cálculo analítico

(3.1) debemos dividirla en dichos tipos

Mαβ =

3∑
l=1

3∑
i=1

(Mαβ)li +

6∑
l=4

3∑
i=1

(Mαβ)li +

3∑
l=1

6∑
i=4

(Mαβ)li +

6∑
l=4

6∑
i=4

(Mαβ)li

=

3∑
l=1

3∑
i=1

[
(Mαβ)νlνi

+ (Mαβ)Nlνi
+ (Mαβ)νlNi

+ (Mαβ)NlNi

]
,

(3.2)

con el �n de calcular la amplitud total debemos obtener cada una de las amplitudes (Mαβ)νlνi
,

(Mαβ)Nlνi
, (Mαβ)ν1Ni

, (Mαβ)NlNi
, el diagrama de Feynman para (Mαβ)ν1νi

es entonces

lα

J

lβ

P1 νl

P1 − k

P2

k

W

P3 − kνi

P3

trabajando en la norma unitaria, la expresión analítica para este diagrama es1

(Mαβ)νlνi
= −g2

2

2w
Bβνl
B∗ανj

Ūβ(P3)

∫
d4k

(2π)4

[
γνPL

�P 3 − �k +mνl
· 14

(P3 − k)2 −mνl
2

×
(
−Im{H11

M }lj · 14 + iRe{H11
M }lj · γ5

)�P 1 − �k +mνj · 14
(P1 − k)2 −mνj

2

×γµPL
1

k2 −mW
2

(
gµν − kµkν

mW
2

)]
Uα(P1),

(3.3)

es importante mencionar que nos conviene considerar una representación donde γ5 = γT5 ; sin
embargo, conociendo una representación siempre podemos encontrar otra representación mediante
una transformación de similaridad[39]

γ′
µ
= UγµU†, (3.4)

con U una matriz unitaria; en caso de tener una representación que no sea simétrica mediante una
matriz unitaria adecuada se puede encontrar una representación que sí lo sea. A continuación solo
mostraremos el diagrama correspondiente y su expresión analítica.

1Las reglas de Feynman correspondientes se muestran en el apéndice A
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lα

J

lβ

P1
Nl

P1 − k

P2

W
k

P3 − kνi

P3

(Mαβ)Nlνi
= −g2

2

2w
BβNl

B∗ανj Ūβ(P3)

∫
d4k

(2π)4

[
γνPL

�P 3 − �k +mNl
· 14

(P3 − k)2 −mNl
2

×
(
−Im{H21

M }lj · 14 + iRe{H21
M }lj · γ5

)�P 1 − �k +mνj
· 14

(P1 − k)2 −mνj
2

×γµPL
1

k2 −mW
2

(
gµν − kµkν

mW
2

)]
Uα(P1),

(3.5)

lα

J

lβ

P1 νl

P1 − k

P2

W
k

P3 − kNi

P3

(Mαβ)νlNi
= −g2

2

2w
Bβνl
B∗αNj

Ūβ(P3)

∫
d4k

(2π)4

[
γνPL

�P 3 − �k +mνl
· 14

(P3 − k)2 −mνl
2

×
(
−Im{H12

M }lj · 14 + iRe{H12
M }lj · γ5

)�P 1 − �k +mNj · 14
(P1 − k)2 −mNj

2

×γµPL
1

k2 −mW
2

(
gµν − kµkν

mW
2

)]
Uα(P1),

(3.6)
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3.1 Cálculo analítico

lα

J

lβ

P1
Nl

P1 − k

P2

W
k

P3 − kNi

P3

(Mαβ)NlNi
= −g2

2

2w
BβNl

B∗αNj
Ūβ(P3)

∫
d4k

(2π)4

[
γνPL

�P 3 − �k +mNl
· 14

(P3 − k)2 −mNl
2

×
(
−Im{H22

M }lj · 14 + iRe{H22
M }lj · γ5

)�P 1 − �k +mNj
· 14

(P1 − k)2 −mNj
2

×γµPL
1

k2 −mW
2

(
gµν − kµkν

mW
2

)]
Uα(P1).

(3.7)

Por lo tanto, la expresión analítica para la amplitud completa es

Mαβ = −g2
2

2w

6∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αjŪβ(P3)

∫
d4k

(2π)4

[
γνPL

�P 3 − �k +ml · 14
(P3 − k)2 −ml

2

× (−Im{HM}lj · 14 + iRe{HM}lj · γ5)�
P 1 − �k +mj · 14
(P1 − k)2 −mj

2

×γµPL
1

k2 −mW
2

(
gµν − kµkν

mW
2

)]
Uα(P1),

(3.8)

la resolución de la integral sobre el 4-momento k se realiza con la ayuda de las paqueterías de
FeynCalc[40-42] y de Pakage-X[43] en el software de Wolfram Mathematica, la forma general de la
amplitud es la siguiente

Mαβ = T
[
Aαβ(mj ,ml)Ūβ(P3) (γ5 + 14)Uα(P1)

+ Ãαβ(mj ,ml)Ūβ(P3) (γ5 − 14)Uα(P1)
]
,

(3.9)

donde T es una constante, los coe�cientes Aαβ(mi,ml) y Ãαβ(mi,ml) se calcularon usando el
método de regularización dimensional, ya que es necesario para tratar adecuadamente posibles
divergencias ultravioletas que podrían ocurrir en la amplitud, debido a la integración de momentos
sobre intervalos in�nitos. Paralelamente se hizo uso de parametrización de Feynman y el método
de Passarino-Veltman con el �n de tener un punto de comparación al realizar el cálculo numérico.
Ya que este proceso sólo ocurre a nivel de lazo las divergencias ultravioletas deben cancelarse, en
el caso de parametrización de Feynman el término divergente tiene la forma

div = ∆

a 6∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}ljf(mj) + b

6∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}∗ljf(ml)

 , (3.10)
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con ∆ la divergencia ultravioleta y a, b coe�cientes que sólo dependen de las masas de los leptones;
se encontraron

6∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}ljf(mj) = 0, (3.11)

6∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}∗ljf(ml) = 0, (3.12)

con f(mk) una función que depende solamente del valor de la masa en su argumento, gracias a
estas relaciones el término de divergencia se cancela. En las funciones de Passarino-Veltman2 las
divergencias están asociadas a la función B0 e independientemente de sus argumentos siempre es el
mismo (no depende de los valores de las masas en sus argumentos), así los términos de divergencia
tienen la estructura siguiente

div1 = ∆

6∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}ljf(mj)g(ml), (3.13)

div2 = ∆

6∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}∗ljf(ml)g(mj), (3.14)

g(mk) , al igual que como mencionamos para f(mk), es una función que solo depende del valor de
la masa de su argumento, de las relaciones (3.11) y (3.12) podemos obtener a su vez las siguientes
igualdades

6∑
l=1

BβlB∗α6{HM}l6f(m6) = −
6∑

l=1

5∑
j=1

BβlB∗αj{HM}ljf(mj), (3.15)

6∑
j=1

Bβ6B∗αj{HM}∗6jf(m6) = −
5∑

l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}∗ljf(ml), (3.16)

ilustremos el proceso que cancela a los términos divergentes con la ecuación (3.13)

div1 = ∆

6∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}ljf(mj)g(ml)

= ∆

6∑
l=1

5∑
j=1

BβlB∗αj{HM}ljf(mj)g(ml) + ∆

6∑
l=1

BβlB∗α6{HM}l6f(m6)g(ml)

= ∆

6∑
l=1

5∑
j=1

BβlB∗αj{HM}ljf(mj)g(ml)−∆

6∑
l=1

5∑
j=1

BβlB∗αj{HM}ljf(mj)g(ml)

= 0,
(3.17)

similarmente con (3.16) obtenemos el mismo resultado, con estos se tiene que las divergencias se
cancelan; otras propiedades útiles que se derivan de (3.11) y (3.12) son

6∑
l=1

BβlB∗α3{HM}l3f(m3) = −
6∑

l=1

2∑
j=1

BβlB∗αj{HM}ljf(mj), (3.18)

2Más información acerca de las funciones escalares de Passarino-Veltman se encuentran en el Apéndice B
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3.2 Cálculo numérico

6∑
l=1

BβlB∗α6{HM}l6f(m6) = −
6∑

l=1

5∑
j=4

BβlB∗αj{HM}ljf(mj), (3.19)

6∑
j=1

Bβ3B∗αj{HM}∗3jf(m3) = −
2∑

l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}∗ljf(ml), (3.20)

6∑
j=1

Bβ6B∗αj{HM}∗6jf(m6) = −
5∑

l=4

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}∗ljf(ml). (3.21)

Los coe�cientes Aαβ y Ãαβ que aparecen en la ecuación (3.9) son en general escalares complejos,
gracias a ello podemos tratarlos como tal, cuadrando la amplitud y promediando sobre estados de
espín obtenemos

|M̄αβ |2 = 2T 2
[(
|Aαβ |2 + |Ãαβ |2

) (
m2

α +m2
β

)
− 4mαmβRe{AαβÃ∗

αβ}
]
, (3.22)

para un proceso de decaimiento 1→ 2 la tasa de decaimiento diferencial en el marco de reposo de
la partícula entrante se expresa como[44]

dΓ =
|Mfi|2(2π)4δ4(P2 + P3 − P1)

2m1

d3P⃗2

(2π)32E2

d3P⃗3

(2π)32E3
, (3.23)

donde P1 es el 4-momento inicial y P2, P3 son los 4-momentos �nales, |Mfi|2 es la amplitud cuadrada
del proceso de decaimiento, ya que la expresión (3.22) no depende de los 4-momentos entrantes y
salientes la expresión para nuestra tasa de decaimiento se obtiene integrando sobre el espacio fase
como sigue

Γ(ℓα −→ ℓβJ) =
|M̄αβ |2

8mα(2π)2

∫
d3P⃗2d

3P⃗3

E2E3
δ4(P2 + P3 − P1), (3.24)

realizando la integración y tomando en cuenta que la masa del majorón es nula, la tasa de
decaimiento es

Γ(ℓα −→ ℓβJ) =
|M̄αβ |2

16πm3
α

(m2
α −m2

β). (3.25)

3.2. Cálculo numérico

Con todo lo anterior dicho, nuestro problema se reduce en obtener un cálculo numérico de los
coe�cientes Aαβ y Ãαβ , notemos que de la discusión anterior las masas de los neutrinos pueden
expresarse como

mνj =
υ

w
cj = tcj , (3.26)

mNj = wcj =
1
υ
w

υcj =
1

t
rj , (3.27)

la razón υ
w = t, de acuerdo a que consideramos w ≫ υ, es por lo tanto t < 1, esto nos permite hacer

un desarrollo en serie de Taylor alrededor de t = 0 en nuestros coe�cientes, la expansión no es tan
sencilla debido a que en sus argumentos combina neutrinos ligeros y pesados y el reemplazamiento
de las masas por las expresiones anteriores debe ser con sumo cuidado, por este motivo debemos
hacer una separación de acuerdo a su tipo, consideremos al coe�ciente Aαβ la estructura general
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3.2 Cálculo numérico

de este coe�ciente puede representarse como sigue

Aαβ =

6∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj
[
{HM}ljmjd1(mj ,ml) + {HM}∗ljmld2(mj ,ml)

]

=

6∑
l=1

3∑
j=1

BβlB∗αj{HM}ljmjd1(mj ,ml)

+

6∑
l=1

6∑
j=4

BβlB∗αj{HM}ljmjd1(mj ,ml)

+

3∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}∗ljmld2(mj ,ml)

+

6∑
l=4

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}∗ljmld2(mj ,ml),

(3.28)

garantizamos la cancelación de divergencias mediante el proceso ilustrado en (3.17) y las relaciones
(3.18 � 3.21) tomando f(mj) = mj tenemos

Aαβ =

6∑
l=1

2∑
j=1

BβlB∗αj{HM}ljmj (d1(mj ,ml)− d1(m3,ml))

+

6∑
l=1

5∑
j=4

BβlB∗αj{HM}ljmj (d1(mj ,ml)− d1(m6,ml))

+

2∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}∗ljml (d2(mj ,ml)− d2(mj ,m3))

+

5∑
l=4

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}∗ljml (d2(mj ,ml)− d2(mj ,m6)) ,

(3.29)

de�nimos entonces

D1(mj ,ml,m3,6) = d1(mj ,ml)− d1(m3,6,ml), (3.30)

D2(mj ,ml,m3,6) = d2(mj ,ml)− d2(mj ,m3,6), (3.31)
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con esta de�nición nuestro coe�ciente se reescribe como

Aαβ =

6∑
l=1

2∑
j=1

BβlB∗αj{HM}ljmjD1(mj ,ml,m3)

+

6∑
l=1

5∑
j=4

BβlB∗αj{HM}ljmjD1(mj ,ml,m6)

+

2∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}∗ljmlD2(mj ,ml,m3)

+

5∑
l=4

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}∗ljmlD2(mj ,ml,m6),

(3.32)

ahora, pasamos a la notación que identi�ca los tipos de neutrino por su espectro de masas

Aαβ =

3∑
l=1

2∑
j=1

Bβνl
B∗ανj

{H11
M }ljmνj

D1(mνj
,mνl

,m3)

+

3∑
l=1

2∑
j=1

BβNl
B∗ανj

{H21
M }ljmνj

D1(mνj
,mNl

,m3)

+

3∑
l=1

2∑
j=1

Bβνl
B∗αNj

{H12
M }ljmNj

D1(mNj
,mνl

,m6)

+

3∑
l=1

2∑
j=1

BβNl
B∗αNj

{H22
M }ljmNj

D1(mNj
,mNl

,m6)

+

2∑
l=1

3∑
j=1

Bβνl
B∗ανj

{H11
M }∗ljmνl

D2(mνj
,mνl

,m3)

+

2∑
l=1

3∑
j=1

Bβνl
B∗αNj

{H12
M }∗ljmνl

D2(mNj
,mνl

,m3)

+

2∑
l=1

3∑
j=1

BβNl
B∗ανj

{H21
M }∗ljmNl

D2(mνj
,mNl

,m6)

+

2∑
l=1

3∑
j=1

BβNl
B∗αNj

{H22
M }∗ljmNl

D2(mNj
,mNl

,m6),

(3.33)

en esta notación es más que claro en los argumentos cuando tenemos neutrinos ligeros, pesados
y mezclas de ellos y entonces es posible realizar nuestro desarrollo en serie de Taylor en el cual
consideramos hasta primer orden en t, la estructura del coe�ciente Ãαβ es exactamente la misma,

pero identi�camos a sus funciones como D̃k(mj ,ml,m3,6), las expresiones para estas funciones a
primer orden se muestran en el apéndice C
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Ahora nos enfocamos en obtener datos numéricos para los valores de todos los parámetros
presentes en nuestras ecuaciones, comenzamos con la matriz de mezcla PMNS, utilizaremos la
parametrización usual para campos de Majorana[13] donde

UPMNS = UDDM , (3.34)

la forma de UD se muestra en el apéndice C, DM una matriz unitaria diagonal que se escribe como

DM = diag
(
eiλ1 , eiλ2 , eiλ3

)
, (3.35)

convencionalmente se considera λ1 = 0 y λ2, λ3 son fases de Majorana, los datos para la matriz
UD son tomados del Particule Data Group (PDG)[19] y consideramos el esquema normal e
invertido; estas fases no tienen valores experimentales medidos, por tal motivo elegiremos diferentes
valores para dichas fases con el �n de observar si existen cambios signi�cativos según los valores
considerados para las fases. Las masas de los neutrinos ligeros podemos aproximarlas de acuerdo
a las siguientes relaciones

mν1 ≈
√

(meff
νe )2 − |(UPMNS)e3|2∆m2

31 − |(UPMNS)e2|2∆m2
21, (3.36)

mν2
=
√
m2

ν1
+∆m2

21, (3.37)

mν3 =
√
m2

ν1
+∆m2

31, (3.38)

la de�nición de (meff
νe

)2 es la utilizada en el apartado Neutrino Propierties en [19] y se ha de�nido
a la diferencia de masas cuadráticas como

∆m2
lj = m2

νl
−m2

νj
, (3.39)

siguiendo a las ecuaciones encontradas bajo nuestra aproximación de la sección (2.3.3) la matriz
de masas de los neutrinos ligeros se relaciona con la ecuación (2.188) y mencionamos que la matriz
mM se considera diagonal, real y con los elementos mayores a cero entonces podemos expresarla
de la forma

mM =
w√
2

c1 0 0
0 c2 0
0 0 c3

 ; cj > 0, (3.40)

acerca de la matriz mD solo conocemos que en general es una matriz compleja, con el �n de hacer
una estimación de los valores de la diagonal en mM elegimos a mD de la forma más sencilla

mD =
υ√
2
i · 13, (3.41)

el factor imaginario se agrega para corregir el signo en la ecuación (2.188), encontrando así que la
matriz mM es

mM =
υ2

2

1/mν1
0 0

0 1/mν2
0

0 0 1/mν3

 , (3.42)

siguiendo el mismo esquema de nuestras aproximaciones de la relación (2.189) se obtiene una
estimación para la masa de los neutrinos pesados

mNi
≈ υ2

2mνi

+ 2mνi
, (3.43)
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Las matrices B y HM están determinadas por estos parámetros. Una partícula puede decaer
en varias rutas diferentes, a las que se les conoce como modos de decaimiento, la tasa total de
decaimiento es igual a la suma de todas las tasas de decaimiento de cada modo diferente[45]

Γtot =
∑
i

Γi, (3.44)

la tasa total de decaimiento se relaciona con el tiempo de vida medio de la partícula con

T =
1

Γtot
. (3.45)

El Branching Ratio nos da la información de la probabilidad de que la partícula decaiga en algún
modo especí�co, y está determinada por la razón

Bri =
Γi

Γtot
, (3.46)

con i re�riendo al i−ésimo modo de decaimiento, la expresión para el Branching Ratio para nuestro
modo de decaimiento es

Br (ℓα −→ ℓβJ) = TαΓ (ℓα −→ ℓβJ) (3.47)

los tiempos de vida y valores de masas de los leptones cargados considerados son[19]

me = 0.51099 MeV

mµ = 105.6583 MeV Tµ = 2.1969× 10−6 s

mτ = 1776.86 MeV Tτ = 290.3× 10−15 s

(3.48)

3.3. Análisis de Resultados

De acuerdo con las relaciones (3.36 - 3.38) encontramos los valores siguientes para las masas
de los neutrinos ligeros:

Esquema normal (eV) Esquema Invertido (eV)

mν1
= 0.899958 mν1

= 0.900019

mν2 = 0.9 mν2 = 0.900061

mν3
= 0.901278 mν3

= 0.898567

en ambos casos todas las masas son < 1.1 eV[46], ya que experimentalmente no tenemos valores
absolutos de las masas sólo de las diferencias cuadráticas, podemos considerar la relación (3.39)
con nuestros valores de las masas de los neutrinos ligeros, las diferencias cuadráticas son

Esquema normal (eV2) Esquema Invertido (eV2)

∆m2
21 = 7.53× 10−5 ∆m2

21 = 7.53× 10−5

∆m2
32 = 2.3024× 10−3 ∆m2

32 = −2.6866× 10−3
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PDG reporta los datos siguientes[19]

Esquema normal Esquema Invertido

∆m2
21 = 7.53× 10−5 ∆m2

21 = 7.53× 10−5

∆m2
32 = 2.453× 10−3 ∆m2

32 = −2.536× 10−3

las diferencias cuadráticas presentadas son muy cercanas a las reportadas variando en a lo más un
6%, en ese sentido tomar los resultados de nuestras masas para la realización de los cálculos puede
considerarse como una buena elección para nuestras estimaciones, en virtud de eso encontramos
en ambos casos que el orden de las masas para los neutrinos es alrededor

mNl
∼ O(1013) GeV. (3.49)

Mediante los dos métodos utilizados para nuestro cálculo los resultados coincidieron exactamente
considerando para la parametrización de Feynman una precisión de 60 dígitos decimales, los
Branching Ratios quedan en función de los parámetros de la escala de alta energía y sus fases
de Majorana, eligiendo fases �jas resulta que los Branching Ratios encontrados dependen de la
escala de altas energías como ∝ 1

w2 , las cotas experimentales para este tipo de decaimientos donde
interviene como partícula �nal un bosón de Goldstone se encuentran en

Decaimiento µ −→ eJ

Br(µ −→ eJ) < 3× 10−4 [47]

Br(µ+ −→ e+J) < 2.1× 10−5 [48]

Br(µ+ −→ e+J) < 1.4× 10−5 [49]

Br(µ+ −→ e+J) < 9× 10−6 [48][50]

Br(µ+ −→ e+J) < 2.6× 10−6 [51]

(3.50)

Decaimiento τ −→ eJ
Br(τ −→ eJ) < 0.018 [52]

Br(τ −→ eJ) < 7.1× 10−3 [53]
(3.51)

Decaimiento τ −→ µJ
Br(τ −→ µJ) < 0.033 [52]

Br(τ −→ µJ) < 2.3× 10−3 [53]
(3.52)

Es posible comparar los resultados obtenidos con los datos experimentales mencionados
anteriormente de manera grá�ca, las contribuciones más grandes son las del decaimiento del muón
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(a) Ordenamiento normal (b) Ordenamiento inverso

Figura 3.2: Variación del log (Br(µ −→ eJ)) en función de la escala de alta energía w para ambos
ordenamientos. La línea horizontal muestra el corte con la cota más alta para dicha escala.

comparando los resultados mostrados en (3.50) observamos que se obtienen cotas para la
escala de energía w para que un decaimiento de este tipo sea posible en este modelo, los
resultados anteriores contienen consideraciones donde se toman bosones de Goldstone masivos
que pueden obtenerse cuando una simetría se ha roto aproximadamente y otros donde el bosón
de Goldstone no tiene masa como es el caso del presente trabajo donde una simetría global se ha
roto espontáneamente atendiendo a esto la cota mínima para el modelo estudiado consideramos
es la referente a [51] en el que se examina un bosón de Goldstone no masivo como es el majorón,
de acuerdo con lo ya dicho encontramos las cotas mínimas para la escala de alta energía

3104.68 GeV ≤ w 3710.25GeV ≤ w (3.53)

para los ordenamientos normal e invertido respectivamente, aunque la cota más grande es la del
esquema invertido nos permitiremos expresar una cota general para ambos casos, la escala de alta
energía debe cumplir para que el modelo que estamos estudiando sea consistente

3× 103 GeV < w (3.54)

o que es lo mismo a 3 TeV; dado el comportamiento de nuestra grá�ca tendiendo a in�nito no
encontramos algún límite superior que la restrinja con lo que la escala tiene la posibilidad de ser
mucho mayor que este límite, variando las fases de Majorana λ2,3 no se encontró ningún cambio en
nuestros resultados concluyendo que estos resultados no sienten efectos de fases de Majorana. Los
resultados para los demás decaimientos considerados se muestran a continuación, en las grá�cas
se ha considerado desde el valor para nuestro corte de energía observamos que sus contribuciones
están muy por debajo de las cotas experimentales por lo que los valores para estos decaimientos
están permitidos.
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(a) Ordenamiento normal (b) Ordenamiento inverso

Figura 3.3: Variación del log (Br(τ −→ eJ)) en función de la escala de alta energía w para ambos
ordenamientos

(a) Ordenamiento normal (b) Ordenamiento inverso

Figura 3.4: Variación del log (Br(τ −→ µJ)) en función de la escala de alta energía w para ambos
ordenamientos

Profundicemos un poco más acerca del valor mínimo para la escala w encontrado; si bien
es baja en el sentido a que es accesible para detectar sus efectos a estos ordenes de energía en
experimentos actuales, este límite es más una cota mínima para la cual el modelo considerado
comienza a ser consistente con los datos experimentales encontrados para los decaimientos
estudiados; ahora, ¾el valor para la cota de w realmente implica que encontraremos efectos de
nueva física llegados a los 3 TeV de energía en los aceleradores? la respuesta rápida es no, en
realidad al no tener un valor máximo sobre los valores que puede tomar la escala w abre la
posibilidad que en realidad esta escala sea mucho mayor, de hecho la estimación que encontramos
para el orden de las masas de los neutrinos pesados y de lo discutido en la sección (2.3.3) las
masas de estos neutrinos son directamente proporcionales al valor de w y nos sugiere que el valor
de la escala de alta energía es comparable con el de la estimación de los órdenes de magnitud para
los neutrinos pesados que hemos calculado en este trabajo; por otro lado que los valores de los
Branching Ratios queden por debajo de los datos experimentales no representa problemas pues
estos solo son límites superiores y no restringe a que si estos decaimientos de llegar a detectarse
tengan valores menores a los de sus cotas.
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Conclusiones

El proceso calculado involucra cambio de sabor leptónico el cual no es permitido el ME por
lo que se explora la posibilidad de que la conservación de número leptónico no sea una simetría
fundamental de la naturaleza, y más aún que sea una simetría espontáneamente rota. Que esta
simetría se rompa espontáneamente nos permite considerar dos cosas, que existan términos de
masa de Majorana y al ser una simetría global que se rompe espontáneamente que exista un bosón
de Goldstone que llamamos majorón.

El rompimiento ya mencionado es inducido a una escala de energía mayor a la del ME con
esto los efectos de nueva física se encuentran restringidos a cuan grande sea esta escala.

Con respecto a las masas de los neutrinos encontramos que se pueden diferenciar entre sus
espectros de masa teniendo dos tipos a los que nos referimos como ligeros y pesados lo que evoca
a un mecanismo de see-saw y explica de manera más dinámica la razón de lo pequeña que es
la masa de los neutrinos ligeros, debido a que en los neutrinos pesados sus masas son ∝ w su
detección está sujeta a que tan grande sea el valor de w.

Aunque actualmente no se han detectado corrientes cargadas con cambio de sabor leptónico,
considerar neutrinos masivos abre la puerta a que en efecto sí existan este tipo de corrientes por
lo que debe existir una matriz de mezcla y que denotamos como matriz PMNS, esta matriz es
parametrizada para casos en que los términos de masa de neutrinos sean de Dirac a pesar de esto
para los términos de masa de Majorana la matriz de mezcla solo agrega un par de fases complejas
a la parametrización ya dicha, medir estas fases es realmente difícil y no existen datos acerca del
valor de ellas así que estas fases se pueden considerar parámetros libres y variarlos para estudiar
su contribución en diferentes fenómenos físicos donde estén involucrados campos neutrinos de
Majorana.

Se han establecido cotas experimentales donde se han considerado bosones de Goldstone
siendo no especí�camente el caso del majorón sino uno en general, gracias a esto es posible
determinar una cota inferior para la escala de alta energía y que oscila en los casos estudiados
alrededor de ∼ O(103) GeV, a decir verdad esta cota es muy pequeña y es accesible a las
mediciones actuales, esto no representa un problema en el sentido de que no hay una restricción
de cuan grande puede ser dicha escala; de hecho la estimación de los valores de las masas de los
neutrinos pesados realizada es alrededor de ∼ O(1013) GeV y es increíblemente grande, esto nos
sugiere que la escala de energía debe ser mayor que la cota encontrada. Nuestras estimaciones
arrojan que las fases de Majorana no afectan signi�cativamente a nuestros resultados con ello no
encontramos conclusiones acerca del valor que deben tener.
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Apéndice A

Reglas de Feynman

Las reglas de Feynman que se utilizaron se muestran a continuación

A.0.1. Propagadores

µ

k

W
ν

=
−i

k2 −m2
W

(
gµν − (1− ξ) kµkν

k2 − ξm2
W

)
(A.1)

Vj

q

Vj
=

i (�q +mj · 14)
q2 −m2

j

(A.2)

Vj

q

Vj =
i (�q +mj · 14)
q2 −m2

j

C (A.3)

Vj

q

Vj = C† i (�q +mj · 14)
q2 −m2

j

(A.4)

A.0.2. Vértices

W−ρ

lβ

νl =
ig2√
2
Bανl

γρPL

(A.5)
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W+ρ

νl

lα =
ig2√
2
B∗ανl

γρPL

(A.6)

W−ρ

lβ

Nl =
ig2√
2
BαNl

γρPL

(A.7)

W+ρ

Nl

lα =
ig2√
2
B∗αNl

γρPL

(A.8)

νl

J

νj =
−i
2w

(
−Im{H11

M }jl · 14 + iRe{H11
M }jl · γ5

)
(A.9)

Nl

J

Nj =
−i
2w

(
−Im{H22

M }jl · 14 + iRe{H22
M }jl · γ5

)
(A.10)
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Nl

J

νj =
−i
2w

(
−Im{H12

M }jl · 14 + iRe{H12
M }jl · γ5

)
(A.11)

νl

J

Nj =
−i
2w

(
−Im{H21

M }jl · 14 + iRe{H21
M }jl · γ5

)
(A.12)

81





Apéndice B

Funciones escalares de
Passarino-Veltman

Con el surgimiento del modelo estándar de las interacciones electrodébiles, los cálculos de
correcciones a nivel de un lazo por el método de parametrización de Feynman se tornaron
extremadamente complicados. En este sentido, Martinus Veltman y su estudiante de posdoctorado
Giampiero Passarino desarrollaron un método sistemático para el cálculo de diagramas de
Feynman a un lazo y lo ejempli�caron con el cálculo del proceso e−e+ → µ−µ+. De�nimos a las
funciones escalares de Passarino-Veltman como sigue

Función de un punto

A0(m
2) =

µ4−D

iπ2

∫
dDk

k2 −m2
. (B.1)

Función de dos puntos

B0(p
2
1,m

2
0,m

2
1) =

µ4−D

iπ2

∫
dDk

(k2 −m2
0)((k + p1)2 −m2

1)
. (B.2)

Función de tres puntos

C0(p
2
1, (p1 − p2)2, p22,m2

0,m
2
1,m

2
2) =

µ4−D

iπ2

∫
dDk

(k2 −m2
0)((k + p1)2 −m2

1)((k + p2)2 −m2
2)
. (B.3)

µ en este contexto es un elemento con unidades de (masa)1 y es necesario para corregir unidades.
Existe una función de cuatro puntos, sin embargo, ya que para nuestro cálculo solo se necesita hasta
la función de tres puntos omitiremos su discusión. Las integrales se resolverán en D dimensiones ya
que este método debe aplicarse en conjunto con el método de regularización dimensional. Notemos
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ahora que

A0(m
2
1)−A0(m

2
2) =

µ4−D

iπ2

∫
dDk

k2 −m12
− µ4−D

iπ2

∫
dDk

k2 −m2
2

=
µ4−D

iπ2

∫
dDk

(
1

k2 −m12
− 1

k2 −m2
2

)

=
µ4−D

iπ2

∫
dDk

m2
1 −m2

2

(k2 −m2
1)(k

2 −m2
2)

= (m2
1 −m2

2)

(
µ4−D

iπ2

∫
dDk

(k2 −m2
1)(k

2 −m2
2)

)
= (m2

1 −m2
2)B0(0,m

2
0,m

2
1)

(B.4)

por lo tanto, si tenemos términos en donde se encuentre una diferencia de funciones A0 es posible
escribirla en términos de una función B0, gracias a esta situación en nuestro cálculo las expresiones
encontradas fueron posibles de escribir sólo en términos de funciones B0 y C0.

Divergencias

Para ilustrar las divergencias presentes vamos a resolver las funciones B0 y C0 mediante
parametrización de Feynman, la función B0 es

B0(p
2
1,m

2
0,m

2
1) = ∆−

∫ 1

0

dx log
(
m2

0(1− x) +m2
1x+ p21x(x− 1)

)
, (B.5)

con el término divergente

∆ = −1

ϵ
− γE + log(4πµ2), (B.6)

donde ϵ→ 0 y γE es la constante de Euler-Mascheroni. Notemos que dicho término no depende de
los argumentos de los cuales depende la función B0 y será el mismo sin importar los valores que
tomen sus argumentos. Para la función C0 se obtiene

C0(p
2
1, (p1−p2)2, p22,m2

0,m
2
1,m

2
2) = −

∫ 1

0

∫ 1−x

0

dydx
[
m2

1x− p21x+m2
2y − p22y −m0(−1 + x+ y) + (p1x+ p2y)

2
]−1

(B.7)
observe que la solución de esta función no contiene divergencias. Por lo tanto, en nuestro cálculo
las divergencias ultravioletas se encuentran presentes unicamente en las funciones B0.
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Apéndice C

Aspectos generales del cálculo

En el transcurso del desarrollo del cálculo de la amplitud se utilizaron las siguientes condiciones
cinemáticas

P 2
1 = P1 · P1 = m2

α (C.1)

P 2
2 = P2 · P2 = 0 (C.2)

P 2
3 = P3 · P3 = m2

β (C.3)

P1 · P3 =
m2

α +m2
β

2
(C.4)

P1 · P2 =
m2

α −m2
β

2
(C.5)

Las expresiones completas para los coe�cientes Aαβ y Ãαβ se muestran a continuación

Parametrización de Feynman

Aαβ(mj ,ml) =

6∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}∗ljml

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

(
−
xmαm

2
β

(
xy + x+ y2

)
32π2Mm2

W

− y2m3
α(x+ y − 1)

32π2Mm2
W

− (3y + 1)mα log(M)

32π2m2
W

+
(1− y)mα

16π2M

)

+

6∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}ljmj

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

(
y2m3

αx+ y − 1)

32π2Mm2
W

+
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2
β(x(x+ y − 2)− y)
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W

+
3ymα log(M)
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+
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16π2M

)
(C.6)
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Ãαβ(mj ,ml) =

6∑
l=1

6∑
j=1

BβlB∗αj{HM}∗ljml

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

(
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β(x+ y − 1)
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W

+
3xmβ log(M)
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6∑
l=1

6∑
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dx
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W

− ym2
αmβ(x(x+ y) + y)
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− (x− 1)mβ

16π2M

)
(C.7)

La masa de Feynman asociada es la siguiente

M = ym2
j + xm2

l −m2
w(x+ y − 1) + (x− 1)xm2

β + xy
(
m2

α +m2
β

)
+ (y − 1)ym2

α (C.8)
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Passarino - Veltman

Aαβ(mj ,ml) =
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Las expresiones considerando el desarrollo en serie de Taylor a primer orden son

Parametrización de Feynman

Coe�ciente Aαβ
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Coe�ciente Ãαβ
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Passarino-Veltman
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Coe�ciente Ãαβ
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Integración en el espacio fase

La expresión para el diferencial de la tasa de decaimiento 1 → 2 en el marco de reposo de la
partícula entrante es

dΓ =
|Mfi|2(2π)4δ4(P2 + P3 − P1)

2m1

d3P⃗2

(2π)32E2

d3P⃗3

(2π)32E3
, (C.43)

considerando que nos encontramos con una situación en la que la amplitud cuadrada no depende
de los 4-momentos, la tasa de decaimiento se obtiene integrando sobre el espacio fase como sigue

Γ =
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32π2m1

∫
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.

(C.44)
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En el marco de reposo de la partícula entrante se tienen las siguientes relaciones

P1 = (E1, 0)⇒ P⃗1 = 0, (C.45)

E1 =

√
�

��|P⃗1|2 +m2
1 = m1, (C.46)

considerando estas condiciones, obtenemos
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E2E3
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(C.47)

en el último paso hemos realizado la integración sobre el momento P⃗3 gracias a la delta de Dirac
sobre los momentos, con esto debemos tener claro que la energía E3 se de�ne ahora como

E3 =

√
| − P⃗2|2 +m2

3 =

√
|P⃗2|2 +m2

3, (C.48)

el diferencial podemos reescribirlo usando coordenadas esféricas

d3P⃗2 = |P2|2d|P⃗2|dΩ, (C.49)

por lo tanto
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32π2m1

∫
dΩ

∫
|P⃗2|2

E2 + E3
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por otro lado, notemos

E2 + E3 =

√
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2 +

√
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3, (C.51)

⇒ d(E1 + E2)

d|P⃗2|
= |P⃗2|

(
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E2E3

)
, (C.52)

⇒ E2E3
d(E1 + E2)

E2 + E3
= |P⃗2|d|P⃗2|, (C.53)

De tal forma que �nalmente obtenemos
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(C.54)

De la conservación de la energía

E1 = E2 + E3, (C.55)

lo que es equivalente a la ecuación

m1 =

√
|P⃗2|2 +m2

2 +

√
|P⃗2|2 +m2

3, (C.56)
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y realizando manipulación algebraica es posible despejar |P⃗2|

|P⃗2| =
1

2

√
(m2

1 − (m2 +m3)2) (m2
1 − (m2 −m3)2)

m1
, (C.57)

concluimos con la expresión anterior que la tasa de decaimiento es

Γ =
|Mfi|2

16πm2
1

√
(m2

1 − (m2 +m3)2) (m2
1 − (m2 −m3)2). (C.58)

En nuestro caso m2 = 0; por lo tanto, la expresión resultante

Γ =
|Mfi|2

16πm2
1

(m2
1 −m2

3). (C.59)

Matriz PMNS

La matriz de mezcla PMNS es diferente si los neutrinos de masa son de Dirac o de Majorana,
en el primer caso esta matriz puede parametrizarse como sigue[13]

UD =

 c12c13 c13s12 s13e
−iδ13

−s12c23 − c12s23s13eiδ13 c12c23 − s12s23s13eiδ13 c13s23
s12s23 − c12c23s13eiδ13 −c12s23 − c23s12s13eiδ13 c13c23

 (C.60)

donde cab ≡ cos θab y sab ≡ sen θab cuyos ángulos de mezcla tienen valores en el rango 0 ≤ θab ≤ π
2

mientras que la fase de Dirac oscila entre 0 ≤ δ13 < 2π.
En el caso de neutrinos de Majorana la matriz de mezcla se escribe como el producto de dos
matrices unitarias

U = UDUM (C.61)

donde la matriz UD tiene la misma forma que la escrita anteriormente, mientras que la matriz UM

es una matriz diagonal caracterizada como

UM = diag(eλ1 , eλ2 , eλ3) (C.62)

siendo λ1, λ2 dos fases de Majorana, por convención se elige λ1 = 0 sin embargo cualquier otra
elección es físicamente equivalente.
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Apéndice D

Matrices de Dirac

La siguientes relaciones fueron tomadas de[13]

Representación de Weyl

γ0 =

(
0 −12
−12 0

)
γj =

(
0 σj

−σj 0

)
γ5 =

(
12 0
0 12

)
(D.1)

Representación de Dirac

γ0 =

(
12 0
0 −12

)
γj =

(
0 σj

−σj 0

)
γ5 =

(
0 12
12 0

)
(D.2)

Las matrices de Dirac y de proyección cumplen de manera general

{γµ, γν} = 2gµν · 14 (D.3)

γ0γµ†γ0 = γµ (D.4)

γ5
† = γ5 (D.5)

γ5 · γ5 = 14 (D.6)

{γ5, γµ} = 0 (D.7)

Tr [γ5] = 0 (D.8)

PR + PL = 14 (D.9)

PR − PL = γ5 (D.10)

PRPR = PR (D.11)

PLPL = PL (D.12)

PLPR = PRPL = 0 (D.13)

P †
R = PR (D.14)

P †
L = PL (D.15)

PRψL = PLψR = 0 (D.16)
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