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Résumé

Les robots d'aujourd'hui sont encore trop conservateurs et n'effectuent qu'une fraction des
taches en utilisant des systemes de contrdle qui tentent de maintenir une autorité de controle
totale a tout moment. Pour que le robot ait plus de libert¢ de mouvement, de nombreuses
recherches ont donc été menées. Parmi les sujets intéressants en robotique, nous pouvons
citer le pendule inversé. Particuliérement, le pendule inversé avec chariot, reste un sujet
important a analyser étant donné la nature non linéaire et instable de sa dynamique.

Le pendule inversé sur chariot est un probléme classique de la dynamique et de la théorie
du contrdle. Celui-ci est largement utilisé comme systeme fondamental dans le but de tester
les algorithmes de controle émergents. Malgré la structure simple adaptée au développement
de la réalisation en temps réel, I'é¢tude de la stabilité du pendule inversé sera souvent utilisée
comme point de départ du probléme de la théorie de contrdle. Cet intérét s’explique en raison
des caractéristiques dynamiques, dont D’instabilit¢, la non-linéarité, les retards, les
bifurcations, le chaos, les oscillations, les cycles limites et les incertitudes.

Le pendule inversé est connu comme non linéaire en raison de la nature de sa dynamique.
C’est un systeme couplé tres instable et sous actionné.

Quel que soit I'objectif : concevoir, simuler ou controler un systéme de pendule inversé,
il est nécessaire d'avoir des modéles du mécanisme. En théorie, le mécanisme de
fonctionnement est tres clair : a la suite du retour du pendule de sa plus basse position a sa
plus haute position, le tout nécessite une certaine stabilité du pendule. Afin de réaliser cette
intention, le chariot se doit de détenir le pendule dans une position adéquate dans le but de

conserver une position d’équilibre. Méme si la construction du systéme peut sembler simple



pour beaucoup de gens, elle implique de nombreux défis. L'un de ces défis consiste a
équilibrer le pendule inversé lorsque le chariot se déplace a une vitesse plus élevée.

L'objectif principal de ce projet est d'étudier, de mettre en ceuvre et d'évaluer les méthodes
de controle classiques et modernes pour le systéeme composé d'un pendule inversé sur un
chariot qui se déplace ; afin de trouver le controleur qui fonctionne le mieux avec notre
systéme en termes d'effort, d'efficacité, de rendement et de finesse.

Le point de départ pour aborder notre sujet est le modele mathématique du pendule
inversé. Nous utilisons une maquette expérimentale de pendule inversé avec chariot
fabriquée par Dentreprise de Quanser que nous simulons dans [’environnement
MATLAB/Simulink.

Ce mémoire abordera donc I’état de I’art sur les systémes sous actionnés, la théorie
mathématique du modéle du pendule inversé et la définition des contrdleurs que nous
pouvons utiliser pour sa stabilisation.

Des résultats de simulation et de tests expérimentaux ont permis de faire une comparaison
des performances de trois controleurs ; soit les controleurs linéaires quadratiques (LQR), le
régulateur proportionnel intégral dérivé (PID) et le controleur par logique floue (FLC). Cette
¢tude comprend 1’analyse théorique du systeme et I’évaluation de méthodes de contrdle sur
une configuration réelle.

Les résultats de la simulation et des tests expérimentaux indiquent que chaque contréleur
a ses avantages et ses inconvénients.

En effet, les lois de commande utilisées dans ce type de systeme peuvent étre adaptées et
appliquées a différents cas. Par exemple : fauteuils roulants, bras industriels, applications

aérospatiales, etc.
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Avant-propos

Mon cheminement académique a 1'Université du Québec a Trois-Riviéres m'a permis de
développer une expérience importante dans plusieurs domaines du génie électrique et
informatique telle que la programmation, le traitement de signal numérique (DSP) et la
théorie du contrdéle. Pour un projet de maitrise en génie électrique, j'espérais intégrer des
techniques de conception issues de plusieurs domaines pour créer un systeme. Comme mes
intéréts actuels portent sur la théorie du contrdle, j'ai décidé d’étudier un systéme instable
puis d’implémenter un contrdleur qui le stabiliserait en utilisant différentes techniques. La
plupart de mes expériences en matiére de contrdle ont consisté a simuler des modeles

mathématiques a I'aide de MATLAB.
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Chapitre 1 - Introduction

1. Contexte et problématique :

L'objet d’étude dans ce mémoire, soit le pendule inversé sur chariot, est intrinsequement
instable puisque la moindre perturbation entrainerait la chute du pendule. Ainsi, un systéme
de controle est nécessaire afin de le maintenir équilibré. Un controleur idéal maintiendrait le
pendule équilibré avec trés peu de changement dans 1'angle et peu de déplacement du chariot.
Evidemment, des limitations seraient imposées en fonction des paramétres réels du systéme
ainsi que de la méthode de mise en ceuvre du contréleur. La conception du controleur proche
de l'idéal est, en effet, un probléme de conception intéressant a étudier.

Un pendule inversé est une clé de lecture que chaque étudiant en robotique touche une
fois. En effet, la stabilisation d'un systéme instable en boucle ouverte et sa mise en ceuvre en
temps réel sont la base de tous les problémes théoriques de controle et de robotique. C'est
aussi une bonne application pour aider a l'apprentissage de tout nouvel algorithme de
contrdle. Dans ce scénario, le but de ce projet est de stabiliser le pendule inversé en utilisant
différents controleurs, et de faire une comparaison des résultats pour dévoiler les avantages
et les inconvénients de chaque contrdleur.

2. Objectifs :

Les objectifs de ce travail de recherche sont les suivants :
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e Ftudier les systémes sous actionnés et particuliérement celui constitué par un
pendule inversé sur chariot.

e FEtudier, implémenter et simuler des controleurs permettant la stabilisation du
systéme de pendule inversé sur chariot.

e Valider expérimentalement et réaliser une comparaison des performances
obtenues avec chaque contrdleur.

3. Contribution de ce mémoire :

La premiere question venant a notre esprit se trouve a étre la suivante : « Pourquoi
acquérir la théorie du contrdle ? » et une deuxiéme serait « Comment son apprentissage nous
aidera-t-il a découvrir de nouvelles réalisations dans notre monde et a rendre notre vie
meilleure qu'elle ne 'est déja ? ».

En quelque sorte, la théorie du contrdle peut étre percue comme la clé reliant les divers
domaines de l'ingénierie. Cette théorie, comprenant les principes fondamentaux de contréle,
permet de résoudre aisément plusieurs problémes d'ingénierie, et ce, non pas seulement que
pour les ingénieurs en contrdle, mais pour tous les ingénieurs.

Que ce soit, par exemple, pour les ingénieurs électriciens, ils se doivent d’étre capables
de concevoir des régulateurs de tension a découpage se trouvant dans presque tous les
appareils électriques, qui dépendent de la rétroaction et peuvent €tre instables s'ils sont mal
congus [1].

Tandis que pour l'ingénieur en télécommunications, il peut concevoir un circuit de
commande automatique de gain, augmentant ainsi automatiquement le gain dans les signaux

faibles et en diminuant tous les signaux forts [2].
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De méme que les ingénieurs civils pourraient construire un systéme d'amortissement
actif ou passif pour les grands batiments et les zones sismiques [3] [4]. Et finalement, en
ingénierie aérospatiale, une résolution de probleme de flottement d’avion pourrait étre
envisagée [5][6]. Ces quelques exemples ne font que démontrer de I’importante de la théorie
de contrdle dans ce domaine, permettant aux ingénieurs de réaliser de nouveaux
accomplissements dans maintes disciplines et de surpasser plusieurs défis.

La contribution principale de ce travail de recherche est de réaliser une comparaison des
techniques de contrdle appliquées au probléme classique du pendule inversé sur chariot.

4. Méthodologie et organisation

Le développement de cette recherche a passé par plusieurs phases:

Revue de littérature : La premiére phase a consisté a réaliser une revue de la littérature
scientifique sur le pendule inversé avec ses différentes applications, un point historique sera
¢galement attribué, les controleurs que nous utiliserons et dont nous parlerons dans les autres
phases sont le controleur linéaire quadratique (LQR), le régulateur proportionnel intégral
dérivé (PID) et le contrdleur par logique floue (FLC).

Simulation du pendule inversé sous Python: En raison de mon expérience en
programmation, j'ai décidé de commencer en python afin de comprendre le systeme et la
fagon dont je peux le manipuler, une phase de modélisation et simulation sous Python a donc
été réalisée. Cette partie a permis de bien comprendre le systéme avant de transformer les
modeles pour utilisation avec MATLAB pour obtenir une compatibilité avec la plateforme

de tests.

Simulation du pendule inversé sous MATLAB et validation expérimentale: Enfin, la

derniere phase est consacrée a la modélisation du systeéme de pendule inversé sous MATLAB

16



avec l'utilisation des trois contrdéleurs mentionnés précédemment. Ceci a permis de faire la
comparaison des résultats et des performances des contréleurs en simulation et par voie

expérimentale.

Le contenu de ce mémoire est structuré comme suit :

Une présentation de la revue de la littérature scientifique est faite dans le deuxiéme
chapitre pour étudier plus en profondeur le probléme du pendule inversé. Ceci permettra de
présenter les régles de la théorie de controle et de mieux comprendre le probléme classique
du pendule inversé tout en présentant d'autres problémes de controle.

Le troisiéme chapitre explique la premicre phase de modélisation, dans laquelle on réalise
une présentation et une explication des équations de mouvement du systéme. Par la suite,
cette partie présente également la transformation du modele du systéme non linéaire vers un
modele linéaire sous la forme de représentation d'état (state-space). Apres cela, le
fonctionnement du modéle du systéme et le calcul des coefficients des contréleurs PID,
LQR, FLC et MPC sont présentés.

Le quatriéme chapitre abordera les résultats des simulations sous MATLAB et des tests
expérimentaux. La conclusion de ce chapitre présente une comparaison détaillée des
performances des différents contrdleurs utilisant le méme systéme.

Une conclusion est proposée comme dernier chapitre ainsi qu'une discussion sur les
résultats obtenus, les travaux futurs et les améliorations a apporter pour développer des

études futures.
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Chapitre 2 - Revue de la littérature

I. Systemes sous-actionnés :

Le pendule inversé est un probléme de contrdle important que les chercheurs étudient
dans le monde entier depuis plusieurs décennies.

D’un point de vue historique, le probléme du pendule inversé a été exploité pour la
premicre fois par les sismologues pour la conception d'un "sismometre" en 1844 en Grande-
Bretagne. Comme le systéme est intrinséquement en équilibre instable lorsqu'il est monté sur

un fil rigide, il peut détecter la moindre vibration [7].

Grace aux diverses recherches dans le domaine de la robotique, la découverte d’un type

de robot appelé “robot sous-actionné” a été possible [8][9].

A l'aide d'un controleur PID, une étude du pendule inversé a été réalisée en utilisant une

trajectoire circulaire [10].

Un robot sous-actionné est un robot ayant moins d'actionneurs (entrées de commande)

que de variables décrivant sa configuration (degrés de liberté) [11].

Certains robots ont inévitablement cette propriété tandis que d'autres sont spécifiquement
congus de cette maniere. Citons par exemple un chariot a balancier invers¢, une voiture, un

robot qui marche et une main de robot sous-actionnée.

L'étude de la robotique sous-actionnée se concentre sur la construction de systemes de
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controle qui utilisent la dynamique naturelle des machines pour tenter d'atteindre des

performances extraordinaires en termes de vitesse, d'efficacité ou de robustesse.

Le pendule inversé est connu comme un probléme classique qui combine plusieurs
domaines de recherche comme la robotique, le contrdle par ordinateur, la théorie du contrdle,
etc.., c'est un systeéme non linéaire et instable. Ce qui le rend particulierement intéressant a

étudier.

I1 est largement utilisé dans les laboratoires pour mettre en ceuvre et valider de nouvelles
idées dans l'ingénierie du contrdle, ce qui en fait un probléme de controle classique. Ce
probléme est similaire a celui qui consiste a essayer d'équilibrer une personne sur une
planche gyroscopique ou « hoverboard ». De nombreuses techniques sont proposées dans
différents ouvrages pour stabiliser et équilibrer les systémes de pendule invers¢, comme le
régulateur linéaire quadratique (LQR), le contrdleur par logique floue, le contréleur neuronal
flou, le controleur PID (Proportionnel-Intégral-Dérivé) ou I'utilisation de contrdleurs
prédictifs non linéaires basés sur mode¢le.

La dynamique du pendule inversé ressemble a celle des lanceurs de missiles, des
pendubots, hoverboard, ou le probléme de 1'équilibre d’un segway. Les Figures 1, 2 et 3
montrent respectivement des modeles de pendule inversé + chariot et de pendule inversé sur

deux roues.
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Figure 1 : Pendule inversé sur un chariot [12]

9

Figure 2 : Pendule inversé sur deux roues [27]

II. Historique de la commande du systéme de pendule inversé

La stabilité dynamique a été étudiée pour la premiere fois par Andrew Stephenson en
1908, qui a déterminé que la stabilité peut étre encouragée par des oscillations périodiques
et appliquées a un pendule avec un support vibrant rapidement, de sorte que le point de pivot
vibre dans une direction verticale, de haut en bas et qui a établi en 1909 les conditions de
stabilité pour le double et le triple pendule inversé [14].

En 1932, la chercheuse Edith Rita Lowenstern a ét¢ la premicre a développer les

équations générales de mouvement pour les pendules inversés [15]. Mais pour avoir une
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meilleure idée et plus d’explications sur le pendule inversé, c’est en 1960 que James Kerr
Roberge a démontré une solution initiale au systéme de pendule inversé unique au MIT dans
sa thése intitulée "The Mechanical Seal" [16].

En 1963, Donald Higdon et Robert Cannon décrivent des systémes de pendules inversés
multiples et indépendants a 1'Université de Stanford [17].

A la fin des années 60, le pendule inversé est devenu un systéme de plus en plus populaire,
en partie parce que sa difficulté et son instabilité en faisaient un modele classique, c'est-a-
dire un défi de stabilisation, un probleme de basculement vers le haut, et chaque chercheur
a présenté un moyen de le contrdler [18 -25].

En 1996, les chercheurs Keigo Noguchi, Masaki Izutsu, Norihiro Kamamichi, Tetsuo
Shiotsuki, Jun Ishikawa et Katsuhisa Furuta ont propos¢ un moyen de mettre en ceuvre la loi
de controle pour faire monter le pendule : leur contrdle est basé sur la méthode de Lyapunov
[19]. Ils proposent une fonction de Lyapunov de I'énergie quadratique du pendule et
montrent que la dérivée de 1'énergie par rapport au temps diminue tant que la vélocité de
l'angle polaire et le cosinus de I'angle polaire ne sont pas égaux a zéro : cela signifie que le
pendule ne se balance vers le haut que lorsqu'il a une position initiale a la position basse.

Apres avoir cherché dans de nombreuses bases de données, nous trouverons de nombreux

articles de recherche, dont certains utilisent le méme modéle.
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Figure 3 : Schéma d’un pendule forcé inversé.

En 2002 un excellent article intitulé « JOE : a mobile, inverted pendulum » a été présenté
par quatre auteurs Felix Grasser, Silvio Colombi, Aldo d’Aririgo et Alfred Rufer [26]. Ils
ont expliqué que le robot Joe n’était rien de plus qu’une idée de génie lorsqu’ils ont
commencé le travail de simulation. L’idée était de construire un véhicule capable
d’équilibrer son conducteur (lorsqu’il se penche en avant, le véhicule avance et vice versa).

Le systéme de contrdle utilisé pour garantir la stabilité du systéme est basé sur deux
contrdleurs a espace d’état, interfacés via une unité¢ de découplage aux deux moteurs a
courant continu. Ils ont montré les performances du systéme, sa capacité a rejeter les
perturbations de force et angulaires et sa capacité a suivre un pilote.

Le systéme est a trois degrés de liberté¢ (DOF). En effet, cette idée était la clé pour inventer
la machine Segway [54].

Il est essentiel de noter que la structure simple du modéle a pendule inversé permettant
d’effectuer des validations expérimentales est I'une des principales motivations de
I’utilisation de ce point de référence dans I’éducation et la recherche. De plus, personne ne

niera que ce que SpaceX (https://www.spacex.com/) a fait en décembre 2015, en faisant
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atterrir trois fusées sur terre et en mer ce qui était un chef-d’ceuvre en ingénierie. SpaceX
développe depuis plusieurs années des technologies visant a faciliter la reprise compléte et
rapide des lanceurs spatiaux. Si I’on se concentre sur la dynamique des systémes, nous
constaterons que la théorie de contrdle utilisée est similaire a celle de I’équilibrage du
pendule inversé.

En 2012 le chercheur Goegoes Dwi a réalisé la conception d’un pendule inversé avec une
trajectoire circulaire [ 19]. Dans cette étude, le pendule inversé a été congu comme un pendule
inversé circulaire ou rotatif pour ¢éliminer la limite de longueur de la trajectoire contenue
dans le pendule inversé avec la trajectoire transversale.

En 2016 Hasan Huseyin Bilgic, Muhammed Arif Sen, Mete Kalyoncu proposent un
algorithme nommé "The Bees Algorithm" pour stabiliser le pendule inversé en utilisant le
contréleur LQR, étant une méthode de diversité pour optimiser un controleur. Le but de
l'algorithme des abeilles est d'ajuster les paramétres du correcteur afin d'optimiser la réponse
du systéme [20].

Au cours de la méme année 2016, la chercheuse Emese Kennedy et le chercheur Hien
Tran ont présenté un moyen pour monter le pendule inversé en utilisant son énergie, en se
basant sur les travaux d'Astrom et Furuta et en utilisant la configuration actuelle de Quanser,
ce qui leur a permis d'équilibrer le pendule inversé en 15 secondes [28].

Multiples alternatives sont divulguées dans la littérature dans le but de résoudre le
probléme classique du pendule inversé. D’autre part, les points de repere du pendule inversé
sont utilisés pour illustrer presque toutes les idées novatrices des techniques de la théorie du

contrdle.
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La trottinette autoéquilibrée, comme le montre la Figure 4, a ét¢ une découverte
fascinante et la majorité du monde pensait qu'il était impossible que celle-ci puisse soutenir
quelqu'un : alors, qu'est-ce que cela signifie ? Une trottinette autoéquilibrée (également
appelée hoverboard, planche autoéquilibrée) est un moyen de transport personnel
autoéquilibré composé de deux roues motorisées reliées a une paire de patins articulés sur
lesquels le conducteur place ses pieds. Le conducteur contrdle la vitesse en se penchant vers

l'avant ou l'arricre et la direction du déplacement en tournant les patins.

N

Y,y

Figure 4 : Systemes de coordonnées pour le systéme d’une trottinette
autoéquilibrée (Hoverboard en anglais) [29]

En réalité, il est similaire a I'équilibre d'un pendule inversé sur un chariot, cet hoverboard
utilise un controleur pour maintenir sa position, sa vitesse et éviter de tomber. Cependant,
tout systéme a ses imperfections, car nous avons vu beaucoup de vidéos de gens qui tombent
alors comment pouvons-nous le rendre plus parfait ?

La réponse est que nous effectuons toujours des recherches sur la théorie du contrdle.
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Dans le Tableau 1, nous donnerons une source de recherche pour chaque contrdleur

pour plus d'explications.

Tableau 1 : Techniques de contrdle pour la commande du pendule inversé

Technique de controle Modele mathématique Référence
Réseau neural Pendule inversé sur un chariot [21]
La lin¢arisation de la rétroaction Un pendule de roue d'inertie [23]
Controle adaptatif Pendule inversé a roues [25]
MPC (Controleur prédictif basé sur Pendule inversé sur un chariot [30]
modele)

LQG (controle linéaire quadratique Pendule inversé sur un chariot [35]
gaussien)

PID (proportionnel, intégral, dérivé) Pendule inversé sur un chariot [37]
Contrdleur par logique floue Pendule inversé sur un chariot [39]
LQR (Régulateur linéaire quadratique) Pendule inversé sur un chariot [40]
Controle basé sur I'énergie Pendule Furuta [54]

Conclusion :

Bien que la structure des systémes pendulaires déja présentée dans la littérature semble
étre assez simple, nous avons également parlé de son histoire et d'autres problémes qui nous
ont conduits a l'importance de notre probléme. Le chapitre suivant parlera du modele
mathématique pour que nous puissions aborder notre probléme afin de mieux comprendre

sa dynamique.
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Chapitre 3 - Modélisation et commande du pendule

inversé

I. Introduction :

Afin d’étudier correctement le comportement dynamique du systéme non linéaire du
pendule inversé, il est d'abord impératif de considérer la mécanique générale du systéme.
Par la suite, il serait préférable de considérer le systéme par un modele non linéaire dans le
but d’offrir une meilleure compréhension. De cette manicre, il sera possible d’étudier la
linéarité du systéme.

Ayant comme objectif de rendre le tout plus concret, la Figure 5 représente le
fonctionnement d'un pendule inversé. Tel qu’observé, le pivot du pendule est mesuré a 'aide
d'un encodeur de pendule.

L’angle du pendule a est égal a zéro, uniquement lorsqu’il est parfaitement équilibré en
position inversée. Alors que lorsqu’il est tourné dans le sens inverse des aiguilles d’une
montre, il augmente positivement. Jp est le moment d'inertie autour du centre de la masse ,
mp est la masse du pendule Lorsque 1’on fait face au chariot, le déplacement linéaire positif

du chariot est vers la droite.
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Figure 5 : Schéma de principe d'un pendule inversé

Le Tableau 2 représente chaque terme et la signification de I'abréviation avec leurs

unités et les valeurs que nous avons utilisées pour les expériences.

Tableau 2 : Parameétres et variables du pendule inversé [36].

Position du chariot

X m
X Vitesse du chariot m/ s
X Accélération du chariot m/ s?
F. Force linéaire appliquée au chariot par le servomoteur N
| 7% Tension du servomoteur, entrée de commande A%
a Angle du pendule rad
a Vitesse angulaire du pendule rad/ s
i Accélération angulaire du pendule rad/ s
g Constante de gravité 9.81 m/ s?
by ! Distance entre le pivot et le centre de gravité du long pendule PI 0.3302 m
lpm Distance entre le pivot et le centre de gravité du moyen pendule Pm | 0.1778 m
Tp Rayon de pignon du moteur 6.35x1073 m
B Coefficient d'amortissement visqueux équivalent vu sur le pignon | 0.7485 Ns/m
eq MC

du moteur
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Begq " Coefficient d'amortissement visqueux équivalent vu sur le pignon 0.94 Ns/m
¥ | du moteur avec Mw
By, Coefficient d'amortissement visqueux vu sur l'axe du pendule 0.0024 Ns/rad
Jeq Masse volumique de chariot 06731 kg
J eq = M,
Jo, Moment d'inertie de PI en son centre 0.0079 kg. m?
Nm Efficacité du moteur 0.95
] Moment d'inertie de Pm en son centre. 0.0012 kg. m?
pm
Ng Efficacité de la boite de vitesses 1.0
Vinmax Saturation de la tension Vm 5V
R, Résistance d’induit du moteur 2.6Q
M, Masse de Pm 0.1270 kg
m
Mpz Masse de PI 0.2300 kg
M, Masse additionnelle déposée sur le chariot 0.37 kg
M, Masse du chariot avec 3 cables connectés 0.54 kg
L; Longueur du rail 0.8 m
Ly Longueur totale de Pm 0.3365m
m
LPz Longueur totale de PI 0.6413 m
K; Constante de couple du courant du moteur 7.68x kg. 1073
Nm/A
K Constante de force contre-électromotrice du moteur 7.68x 1073
Vs/ rad
K, Rapport d'engrenage 3.71

La présentation du systéme non linéaire du pendule inversé peut se faire a 'aide de deux

équations de mouvement non linéaires :

L’équation (1) de mouvement correspond a celle de 'accélération du chariot et

I’équation (2) a l'accélération angulaire du pendule [5].
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.. 1 . . .
X, =;(-(]p + Mp 13) Beg X - Myl,B, & + Mjl2g a + (Jp + Mp 13) F¢). (1)

.. 1 . .
=((Mplp Beq) Xc - (Jeqg + Mp )Bytt +(Jeq + Mp) Mplp g @ +Mp lp Fc) ey

Les valeurs de Jr , Joq de F; sont calculées comme suit :

IJr = ]eq]p + Mp]p +]equlzz) 3)
g K§ Im
Joq = M, + Mo @)
Ng Kq K, —Kg5 Km X¢
F.o= G2+ ) (5)
mTmp mp

Pour le modele linéaire du pendule inversé, les variables d'état sont définies par :

XT=[x, a x, @ ]

Les variables d'état sont :

. 1

X3 ZE(‘ Jp + Mp lzz,) Beq x3 - Mplpo Xy + Mgllz,g X, +(Up+ Mp l%) w). (6)
. 1

X4 =1 (- (Mplp Beg) X5- (Jeq + Mp)Bpxy +(Joqg + Mp) Mp lp g x; +Mp Lpu) 7)
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II. Modele d'espace d'état :

Un mod¢le d’espace d’état permet la représentation de la dynamique d'un modele d'ordre
N comme une équation différentielle de premier ordre dans un vecteur X(t) étant appelé
I'état.
Le modele linéaire du systéme dynamique en temps continu le plus général a la forme
suivante :
X(@) = At) * X(t) + B(t) * u(t)
Y(t) =C(t) » X(t) + D(t)  u(t)
Avec :
t € R désigne le temps
X(t) : I'état (vecteur)
Y(t) : la sortie
U(t) : I'entrée ou la commande
A(t) : la matrice de dynamique
B(t) : 1a matrice d'entrée
C(t) : la matrice de sortie ‘capteur’
D(t) : est la matrice de traversée.
Si les deux matrices A et B sont contrdlables, alors nous pouvons appliquer la méthode
d'optimisation linéaire quadratique réguliere pour trouver le gain de contrdle de rétroaction
de notre systéme.

Nous avons souvent un ensemble de dynamique non linéaire donné par X(t)= F

(x (@), u(t)).
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L’endroit ou se situe X est le vecteur d'état, u est I'entrée et F (.,.) est une fonction

vectorielle non linéaire décrivant la dynamique du systéme.

III. Le modéle linéaire du pendule inversé (state-space) :

La forme linéaire de notre systéme peut étre écrite comme ceci :
X(@) = At) * X(t) + B(t) * u(t)

Y(t) =C(t) » X(t) + D(t) xu(t)

Xe = Xq a = X,
Xe = X3 A = X,
X1 =X;= fi(x,u) )
X=X = 000 9)

; 1
X3 :f3(x,u) = ;(- (]p + Mp llz)) Beq X3 - Mplpo Xg + Mglzzjg Xy + (]P + Mp 1127) u). (10)

; 1
Xy =falx,u) = ;(' (Mp lp Bog ) x3- (]eq + Mp )Bpx4 T(Jeq + Mp) Mplp g x; +Mp lpu) (11)

Calculons d'abord les matrices A, B, C, D a partir des équations 6 et 7 :
Apres avoir trouvé les deux fonction de mouvement (8) et (9) et les fonction f1, 2,13 et
f4 ,nous allons les analyser individuellement pour effectuer l'expansion de la série de

Taylor afin d'obtenir les matrices A,B,CetD .

Oh ... 94 Oh .. O
0xq 0xn ouq Jum
A= ~ | eeBo=|: -~
Ofn .. On Ofn ... O
0x1 Oxn duq um,

Nous avons I'équation (8) donc pour trouver la premiére colonne, nous allons faire

l'expansion de Taylor. Il faut d’abord calculer la partielle de f; par rapport a x; ; x;
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n'apparait pas réellement dans cette fonction donc elle est égale a 0, et par la suite la méme

chose pour f1, fzetf,

ofi _0fz _

0fs _0fs

= :0

dx; 0xy

dx; 0xy

X, n’apparait pas dans la fonction f; et f, donc la dérivée égale a 0.

of _0f

ox, 0x,

f3 est I’équation (10), donc la dérivée de f5 par rapport a x, est :

of, 1

=2 =~ M2i2g

0x,

T

fa est1’équation (11), donc la dérivée de f, par rapport a x, est

af, 1

___(/P+MP)MPng

0x; Jr

Si on prend les équations (8) et (9) et on applique la dérivée par rapport a x3,0n trouve :

of

0x3

Et idem pour le reste :

of, 1
a_xz = ]_T(_(]P + Mp 13)Beq)

92 _ 4
0x,

9f3

6x4 ( ploBp)

Finalement, la matrice A sera :

of,

0x3
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0 0 1 0
1 /0 0 0 1 0
4=71o M2i2g —(p+Mp12)B,,  —M,l,B, (12)
0 Up+Mp)Mplpg —Mp lp Beg —(eq + Mp) By
fi 0f; fs 1 af, 1
R L (A TR N LR (T )
du, OJu, ou, T(]P+ plp) U, ]T( plp)
La matrice B sera :
0
B =- ; 13
r ]P+MP lzz, ( )

Nous devons savoir que dans 1'équation de sortie, on mesure seulement la position du
chariot et I'angle du pendule, alors sur cette base, les matrices C et D seront

c=[1000

0 1 0 o] (14) Dz[g] (15)

IV.  Conception du controleur :

a) PID (proportionnel, intégral, dérivé)

Le contrdle PID se présente dans notre quotidien de plusieurs manicres, par exemple,
avec le régulateur de vitesse dans le véhicule. Une fois la vitesse désirée atteinte, le
régulateur de vitesse sera réglé et va envoyer des signaux de sortie a 1’accélérateur pour
réguler la vitesse. Le capteur de vitesse fournit donc une rétroaction de boucle de controle
afin d’indiquer au régulateur de vitesse si la voiture doit accélérer ou ralentir ou combien
d'accélération en plus ou en moins doit étre fournie. La Figure 6 montre le schéma d’un

controleur PID.
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Figure 6 : Schéma du contrdleur PID

Les valeurs que nous avons utilisées pour notre contréleur ont été trouvées en utilisant
I’accordeur manuel offert par la boite a outils de PID de MATLAB. Apres avoir effectué
quelques simulations, nous avons trouvé que ces valeurs donnent la meilleure réponse de
notre systéme au niveau de la stabilité et du temps de réponse pour que le systéme soit stable.
Pour I’angle : P= 10800, I=0, D= 0.0078.

Pour la position : P=-130 [=-1.7, D=-1000.

b) LQR (régulateur linéaire quadratique)

Le probléme du régulateur linéaire quadratique (LQR) est un type particulier de controle
optimal qui traite des systémes linéaires (en état et en contrdle) et de la minimisation de la
fonction de colt étant quadratique. Logiquement, la méthode a été trouvée sur la base de la
méthode de placer les pdles. L’ajustement du régulateur consiste a trouver le gain de
rétroaction K optimal qui inclut la position, I'angle, la vitesse de 'angle et la vitesse de la

position du systéme [20][33].
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Entrées Sortie

y=Cx+Du

Figure 7 : Schéma du contréleur LQR

La sélection des matrices de conception Q et R est faite souvent par essais erreur puisque
peu de littérature a été produite. Cependant, il est toujours possible d’utiliser en premier lieu
la régle de Bryson qui consiste a mettre 1 dans la diagonale de la matrice Q et de prendre
R=1. Apres il est possible de commencer a faire des tests et au fur et 8 mesure jusqu’a trouver
les coefficients optimaux pour nos deux matrices Q et R [38].

Avec l'utilisation de notre modéle linéaire que nous avons obtenu dans (10), (11), (12) et
(13), nous avons effectué quelques tests en nous basant sur les régles de Bryson [38]. Afin

de trouver les coefficients optimaux, nous obtenons les matrices Q et R suivantes :

42 0 0 0
o 420 o o
=10 0 o010 0 (16)
O 0 0 010
Et R=0.04. (17)

Ces matrices nous permettent, dans un premier temps, d’obtenir une réponse stable et
rapide.
ql, 92,93 et g4 sont des coefficients de la matrice Q et R affectent le gain K de la maniére

suivante :
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La matrice R est typiquement le cotit associé a 'effort de controle (par exemple, la
dépense en carburant d'une voiture). Ainsi, R doit étre définie positivement.
L'augmentation des valeurs de la matrice R entrainera une diminution de l'entrée de
contrdle, pour notre cas nous avons pris R=0.04

L'augmentation de ql augmente l'importance relative de l'erreur de position du
chariot, et donc augmente le gain proportionnel du chariot 'premier coefficient de
notre gain K'. Cela accélere la réponse de la position du chariot, car cela diminue le
temps de stabilisation. C'est-a-dire que nous aurons une réponse rapide pour la
position de la matrice choisie, q1=42.

g2 augmente le poids relatif de I'erreur d'angle du pendule en augmentant le gain
proportionnel du pendule " deuxieéme coefficient de notre gain K ". Il faut noter que
le gain du pendule g2 doit avoir le plus grand poids puisque 1'objectif principal du
controleur est de garder le pendule équilibré dans la position inversée, nous avons
choisi que q2=420.

L'augmentation de q3 augmente la vitesse linéaire de la position du chariot, ce qui
a peu d'effet sur le systéme. Le paramétre q3 doit avoir trés peu de poids puisque
les spécifications doivent dépasser les exigences, pour notre cas nous avons pris
q3=0.10.

L'augmentation de g4 augmente la vitesse angulaire du pendule. Le paramétre q4
doit également avoir un poids relativement faible puisque cette exigence n'est pas
critique pour notre systeme. Cela étant, nous pouvons voir que les éléments gl et

q2 ont le plus grand effet sur la réponse.
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c) Contrdleur par logique floue (FLC)

Les fonctions d'appartenance ont été introduites pour la premiere fois en 1965 par Lotfi
A. Zadeh dans son premier article de recherche sur les ensembles flous [39][52]. Les
fonctions d'appartenance contiennent toutes les informations d'un ensemble flou, que les
¢léments de cet ensemble soient discrets ou continus, et représentent le degré de vérité dans

un systéeme de logique floue.

angle

1(u)
(sugeno)

T~
-

-
XX

outputi

Rate
Figure 8 : Structure du contréleur flou
Afin de concevoir nos deux contrdleurs a logique floue, nous devons assurer la stabilité
et la précision de l'ensemble des systémes de contrdle. Pour déterminer le contrdleur, nous
nous basons sur les valeurs du contrdleur PD que nous avons ajusté précédemment (section
PID) :
Kp=10800
Ki=0

Kd=0.0078.

Le contrdleur a deux entrées qui sont l'erreur (e) et le taux de changement de 1'erreur
(de). L'erreur est la différence entre la valeur de référence et mesure obtenue de la variable

contrdlée alors que le taux d'erreur est la différence entre I'erreur au temps t et (t-1).
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Les entrées ont trois fonctions d'appartenance pour l'erreur qui seront Négative (N),
Zéro (Z) et Positive (P). Le méme type de fonction d'appartenance est défini pour le taux
d'erreur.

Pour la sortie, nous avons pris la valeur de Kp et 1'avons divisée par 2 et -2. Nous
aurons donc 5 fonctions d'appartenance avec des valeurs constantes :

-2*Kp, -Kp, 0, Kp et 2*kp.
Résultats de la sortie : Constantes :-21600=-2*Kp, -10800-Kp, 0, 10800= Kp,

21600=2*kp et nous utiliserons la méme démarche pour 1’angle.

M ipfunctionplots " 131 Membership function plots
z P N z P

0 S 0 =
08 08 04 02 0 0.2 0.4 0.6 08 1 -100 50 0 50 100
input variable “Err" input variable "Rate"

Figure 9 : Fonction d'appartenance de 1’erreur et du taux d'erreur.

. If (Erris N) and (Rate is N) then (output1 is NN) (1)
. If (Erris N) and (Rate is Z) then (output1 is N) (1)

. If (Erris N) and (Rate is P) then (outputl is Z) (1)

. If (Erris Z) and (Rate is N) then (output1 is N) (1)

. If (Erris Z) and (Rate is Z) then (outputl1 is Z) (1)

. If (Erris Z) and (Rate is P) then (output1 is P) (1)

. If (Erris P) and (Rate is N) then (outputl is Z) (1)

. If (Erris P) and (Rate is Z) then (output1 is P) (1

[(eB 00 ~ O O B WM =

. If (Err is P) and (Rate is P) then (outputi is PP) (1)

Figure 10 : Régles floues (en anglais : fuzzy rules)
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Figure 11 : Fonctions d'appartenance de la sortie de notre controleur FLC [outil de

MATLAB]

d) MPC - Controleur prédictif basé sur modele

La commande prédictive basée sur modele (MPC) est également appelée commande a
horizon mobile ou commande a horizon décroissant. Elle présente un principe de base visant
a prédire le comportement futur du systéme contrdlé sur un horizon temporel fini puis a
calculer une commande optimale. Sa portée assure en grande majorité la satisfaction de
contraintes du systéme donnée puis minimise en outre une fonction de cotit définie. En bref,
la commande est calculée en procédant, a chaque instant d'échantillonnage, un probléme de
commande optimale en boucle ouverte a horizon fini. De prime abord, la premicre partie de
la trajectoire d'entrée optimale résultante se voit étre appliquée au systéme jusqu’au moment
du prochain échantillonnage seulement : ou le positionnement de I'horizon est déplacé et
toute la procédure est répétée. Cette méthode se voit a étre particulierement efficace,

notamment di & sa capacité a incorporer explicitement des contraintes d'état et d'entrée ainsi

qu'au critére de performance approprié dans la conception du controleur.
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Conclusion :

Il existe de nombreuses fagons de manipuler le comportement d'un systéme dynamique,
et ces approches de contrdle peuvent étre trouvées dans la littérature scientifique. Les
controleurs les plus utilisés sont le LQR et le PID, nous avons donné dans ce chapitre une
breéve explication sur chaque controleur et la fagon de l'utiliser. Le prochain chapitre nous
verrons la facon dont nous les utiliserons dans notre systéme et nous donnerons une

comparaison entre eux.
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Chapitre 4 - Analyse comparative de méthodes de
commande

I. Introduction

I1 est primordial de bien saisir que donner un mode¢le mathématique d’un systéme et se
voir demander de concevoir un contrdleur spécifique s’avere périlleux : bien qu’il soit
possible de le faire lorsque celui-ci concerne le pendule inversé. Cependant, le probléme se
présente nébuleux puisqu’il peut y avoir plus qu’une bonne réponse. Il faut donc, en premier
lieu, opter pour un point de départ clair et concis et y déterminer une méthode. Mais apres
avoir travaillé sur ce probléme, nous pouvons dire qu'il n'y a jamais une seule bonne fagon
de résoudre un probléme de systéme de contrdle, il y a beaucoup de différents types de
controleurs qui produiront des résultats satisfaisants et il y a plusieurs fagons de mod¢liser,
de tester et d'implémenter ce contrdleur, et une bonne solution doit considérer la
performance, la stabilité, le cott, et la puissance. Dans ce chapitre, nous décrirons notre
approche et la méthode que nous avons suivie.

Le point de départ est de voir si le systéme est instable, et si nous pouvons le stabiliser.

Avant de commencer a étudier le comportement de notre contrdleur, nous devons
commencer par trouver la fonction de transfert du systéme. Nous avons vu que le
fonctionnement de notre systéme était décrit, de fagon approximative, par les deux équations

différentielles (8) et (9).
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Afin de contrdler le pendule sur sa position verticale haute, le modele (8)-(9) a été
linéarisé autour de sa position d'équilibre.

Nous avons pris le systeme linéaire de 1'équation x = Ax + Bu xe R", x est un état
vectoriel avec n composant. Alors que A est une matrice qui indique de quelle maniére x est
une fonction de x. Le moyen entrepris est de sélectionner les valeurs propres et les vecteurs
propres du modele d'espace d'état a 1'aide de la fonction pzmap (Graphique, pole zéro du
systéme dynamique). Nous avons pu tracer les pdles de notre systeéme afin de voir s'il est
stable ou non : en réalité 1’objectif visé est d’observer ce que le systéme fait quand le temps
va a I’infini ?

Le modele d’espace d’état de notre systéme peut étre converti en fonction de transfert a
l'aide de la commande ‘tf*. En revanche, le mod¢le de fonction de transfert peut étre converti
sous forme d'espace d'état a 1'aide de la commande ‘ss’.

La fonction de transfert du systéme en temps continu est :

0.7775s2 4+ 0.01582's — 21.34
Gl (S) = X(S)/U(S) = s% +5945s3 —38.79s2 —162.3s (18)

2,175s — 8,991e—15
GZ (S) - G(S)/u(s) = s3 + 5.945sZ2 — 38.79s — 162.3 (19)
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Figure 12 : Mappage de pdles et zéros du modéle de pendule inversé sur chariot et

réponses impulsionnelle et échelon du systéme

Comme nous pouvons le voir dans la Figure 12, il y a un p6le dans le plan droit. Les poles
de la boucle ouverte sont --8.2620, -3.4232, 0 et 5.7401. Pour équilibrer le pendule dans la
position inversée, nous avons besoin d'un contréleur qui déplace tous les pdles de la boucle
fermée vers le plan gauche.

Aprés cela, nous verrons si le systéme est controlable et s'il est observable. A ’aide des
des fonctions ctrb() et obsv(), il est possible de réaliser que le tout est observable puisque
nous avons trouve que :

La contrdlabilité = 4
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L’observabilité = 4
Puisque rang (observabilit¢) = 4 = n = rang complet le systeme est contrdlable et
observable.

II. Etude du modéle théorique :

1. Représentation Simulink des deux équations du mouvement et de 1'équation

de la force

A partir des deux équations de mouvement (8), et (9) nous avons construit le schéma de
simulation sous MATLAB/Simulink de 1'assemblage présenté par la Figure 13.

Pour I'expérience théorique, nous pouvons utiliser uniquement 'entrée comme une
force, mais pour l'implémentation en temps réel, nous devons la convertir en entrée de
tension en utilisant I'équation suivante :

Nous pouvons introduire la relation tension-force sous la forme de 1'équation (14)[56]

2 .
NgNMm Kg “Kt K X Ng Mm Kg K¢ Vs
F;- — g'imfg tBmAc + g 'l'mBg m (14)

Rm Tmp 2 Rm Tmp

Cette forme nous permet de transformer le modele afin de pouvoir I'utiliser pour le test
expérimental ou c'est la tension du moteur que nous pouvons imposer avec le contréleur.
Afin de traduire 1'accélération du pivot en une tension d'asservissement :

La relation force-accélération peut étre introduite comme suit (15)[56]

__ FcRpmrmpu Kg KmXc

m =
Ng Mm Kg Kt Tmp

(15)
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Avec F, la force linéaire appliquée au chariot par le servomoteur
V}, : Tension d'induit du moteur

R,, : Résistance d'induit du moteur

Tmp + Rayon du pignon moteur

K, : Rapport de transmission du réducteur planétaire

K,, : Constante de force contre-électromotrice du moteur

ng : Rendement du réducteur vitesse planétaire

Nm : Rendement du moteur.
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Figure 13 : Schéma Simulink du modé¢le - deux équations de mouvement (Entrée du systéme : tension appliquée au moteur).
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2. Régulateur linéaire quadratique avec ’utilisation de I’équation de la force

La méthode LQR est une technique efficace pour concevoir des contréleurs pour des
systémes complexes. Ceux-ci ont des exigences de performance strictes dans le but de
minimiser la fonction de cot.

L'objectif principal du schéma LQR est d'attraper, dans un premier temps, le pendule et
de le maintenir équilibré dans la position inversée. Dans la figure 14, nous avons utilisé le
LQR afin de faire en sorte que le chariot linéaire suive un point de consigne de position
désiré (un signal d'entrée en échelon) et en méme temps, le contrdleur doit également
minimiser l'effort de contrdle. L'objectif du controle optimal est de permettre le meilleur
compromis entre la performance et le colit du contrdle. Pour I'entrée du sous-systeme

(Figure 13) sera une tension V;,, .

cart positon (m)

]
Lk )
x —/~ v I
j (oo >t canVoksty ()
Vorage Sataton —
Sor o spacooign
. &

angularveooty (rad)

T
angle velocity2

Figure 14 : Diagramme schématique du mode¢le Simulink du pendule inversé utilisant le
contréleur LQR. (Entrée du systéme : tension appliquée au moteur).
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Par la suite, il sera possible d’observer, grace a la Figure 15, les réponses obtenues en

utilisant la commande LQR (Figure 14).

Laréponse du systéme en utilisant le LQR avec I'utilisation de la fonction de la force.

— position (m)
— Angle(rad) 04 1= 7
Vitesse du chariot (m/s)
Vitesse angulaire (rad/s)

5
temps(s)

Figure 15 : Réponse de l'angle, de la position, de la vitesse angulaire et de la
vitesse du chariot en utilisant la commande LQR. Mod¢le avec
I’équation de force (Entrée du systéme : tension appliquée au moteur).

Maintes consignes doivent étre suivies par notre contrdleur et utilisées dans tous les
modeles proposés : doit stabiliser I’angle a 0 ; et pour la position, avoir un signal d’entrée en
¢échelon d’une amplitude de 0.3m. Comme nous pouvons le voir dans la Figure 15, la réponse
de la position (signal bleu foncé) et de I’angle (bleu turquoise) est trés bonne, notre
contrdleur stabilise la position aprés 4 secondes et I'angle aprés 1 seconde. Nous pouvons
¢galement voir qu'il a fallu moins que 1 seconde pour que le controleur commence a se
comporter de maniere fluide (aucune agressivité), si nous prenons comme référence que le

temps de montée de la position du chariot doit étre tr < 1.5s [56].
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3. Régulateur linéaire quadratique sans I’utilisation de I’équation de force.

Dans la figure 16, nous avons utilisé le régulateur quadratique linéaire avec la force (sans
la convertir vers tension) comme entrée du systéme F, .
La différence entre la Figure 14 et la Figure 16 est que dans cette derniere, nous avons utilisé
la force comme entrée de notre systeme et dans la premic¢re comme tension, mais les deux
conceptions utilisent le controéleur LQR.

L'avantage est que nous pouvons utiliser la premiere conception pour la validation

expérimentale en temps réel.

—g

Output

et poston m) ||
N
r : .
ret cart Velocity (mis)
fotage Saturati ‘
Set state-space origin angular velocty (radls) N
Set reference ‘

Setpoint
Amplitude (m)

cart velocityt

angle velocity:

1
Figure 16: Le diagramme schématique Mod¢le Simulink du pendule inversé
utilisant le controleur LQR. (Entrée du systéme : force appliquée au
chariot)

La figure 17 contiendra le résultat de la simulation de notre systéme utilisant le régulateur

linéaire quadratique avec la force appliquée au chariot comme entrée du systéme.

49



La réponse du systéme en utilisant le LQR.
T

—— Position (m)
Angle(rad)
La vitesse du chariot(m/s) -04 |~ _
Vitesse angulaire(rad/s)

5
Temps(s)

Figure 17 : Réponse de l'angle, de la position, de la vitesse angulaire et de la
vitesse du chariot en utilisant le LQR. Mod¢le sans I’utilisation de la
fonction de la force (Entrée du systéme : force appliquée au chariot).

Comme nous pouvons le voir, la réponse de la position et de 1'angle est trés bonne si nous
prenons en considération le temps de stabilisation et la facon dont le controleur réagit et
l'effort qu'il faut pour réaliser ce processus, notre controleur stabilise la position apres 4.5
secondes et l'angle aprés 1.3 secondes avec un temps de montée des quatre réponses
inférieures a 1 seconde.

Afin de comparer les deux figures (17) et (15), nous avons utilisé les mémes consignes.
Nous pouvons remarquer que la réponse que nous obtenons en utilisant la fonction de force
(équation 15) est similaire a la Figure 14 (équation 14) ou nous avons utilisé la force
appliquée au chariot comme entrée du systéme. Ce qui signifie que pour l'expérience
théorique nous pouvons travailler sans I’utiliser, mais pour I'implémentation en temps réel

nous devons utiliser la tension.
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4. Combinaison de deux controleurs par logique floue.

Dans la Figure 18, nous avons utilisé deux contrdleurs par logique floue. Le premier est

employé pour controler 'angle et le deuxiéme pour la position. Nous avons fixé un point de

consigne de position du chariot a onde carrée de 30 cm pour la position et de 0 rad pour

l'angle.

N g
j | Voltage Saturatio

cart position (m)

cart Velocity (m/s)

angular velocity (radss)

}»MXL

Amplitude (m)4

(1]

Position Setpoint (m)

Figure 18 : Le diagramme schématique Modele Simulink du pendule inversé
utilisant deux contrdleurs pour Controller la position et I’angle.

Output
» NG,
position

’» 2
H
cart velocity

angle

angle velocity2

Apres avoir effectué quelques tests en utilisant la conception de la Figure 18, la réponse

du systéme est présentée dans la Figure 19.

Réponse du systeme en utilisant deux contréleurs FLC

Position (m)

Angle (rad)

Vitesse du chariot (m/s)
Vitesse angulaire (rad/s)

Figure 19 : Réponse de l'angle, de la position, de la vitesse angulaire et de la

5 6

Temps (s)

vitesse du chariot en utilisant la logique floue.
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Nous pouvons voir que la réponse est un peu agressive (le contrdleur tente de stabiliser
le systéme en peu de temps avec une vitesse €levée) par rapport a la vitesse de I'angle avec
un pic de vitesse angulaire égal a -1.9 rad/s. Mais la réponse de 'angle est encore bonne, car

nous pouvons voir qu'il ne faut que 0.3s pour le stabiliser a 0.

5. Combinaison du régulateur linéaire quadratique et le PID

La Figure 20 montre une combinaison de PID et LQR. Plus spécifiquement, un controleur
PID et un LQR ont été utilisés dans cette conception afin de voir si nous pouvons améliorer
le résultat de la stabilisation de I’angle. Le contrdleur LQR est utilisé pour la commande de

position et le PID pour la stabilisation du pendule (angle).

cart position (m)

cart velocity (m/s).
angular velocity (radss) |

Setpoint
Amplitude (m)

Figure 20 : Le diagramme schématique Modele Simulink du pendule inversé
utilisant LQR.

Aprées avoir simulé notre systéme en utilisant LQR et PID, les résultats seront listés dans

la Figure 21.
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La réponse du systéme en utilisant le LQR et le PID

— Position (m) |
Angle(rad) |
Vitesse du chariot (m/s)
Vitesse angulaire (rad/s) o2 \\

5
Temps (s)

Figure 21 : Réponse du systéme en utilisant le LQR et PID

Comme nous pouvons le voir a I’aide de la Figure 21, nous avons obtenu une meilleure

réponse de l'angle en utilisant la combinaison PID — LQR. Il faut moins de 3 secondes pour

qu’il commence a stabiliser I’angle a 0 et on n’observe pas de changements brusques dans

la vitesse angulaire.

6. Combinaison de deux controleurs PID

La Figure 22 montre une combinaison de deux contrdleurs PID utilisant le systéme non

linéaire, le premier contréleur pour controler I'angle et le deuxiéme pour la position.

PID angle last1

Voltage Saturation

cart velocity (m/s)
angular velocity (rad/s)

Setpoint
Amplitude (m)
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Figure 22 : Le diagramme schématique Modele Simulink du pendule inversé
utilisant deux contrdleurs PID.

Aprées avoir exécuté la simulation de notre systéme en utilisant la combinaison de deux

controleurs PID, I'un pour l'angle et le deuxiéme pour contrdler la position, les résultats

seront présentés dans la Figure 23.

— Position (m) N B
Angle(rad) N =
Vitesse du chariot (m/s) o / — B = — —
Vitesse angulaire (rad/s) N

La réponse du systéme en utilisant deux
I

Figure 23 : Réponse du systeme en utilisant deux PID

1C

Dans ce cas, nous avons décidé d'utiliser deux contrdleurs PID, un pour I'angle et le

deuxiéme pour la position, comme nous pouvons le voir dans la Figure 23, les deux

contrleurs interagissent bien entre eux et nous donnent une réponse un peu plus agressive

que le LQR mais la réponse est plus rapide pour la position, 1'angle, vitesse du chariot et la

position angulaire.

7. Régulateur linéaire quadratique en présence de bruit

A partir de cette section nous allons introduire un bruit blanc dans notre systéme pour

¢tudier davantage nos controleurs (la capacité a rejeter les bruits, la stabilité ...). Le bruit est
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ajouté a la commande pour simuler une perturbation externe (p.ex., une force ou une tension
externe appliquée). Nous allons commencer par le premier controleur le régulateur linéaire
quadratique avec une consigne de position du chariot & onde carrée de 30 cm. Comme

l'indique la Figure 24.

Amp\ tude (mh .

cart position (m) )

X

X
—J -
Set state-space origin

Set reference

cart Velocity (m/s)
+_bitage Saturati

angular velocity (rad/s)

Setpoint
Amplitude (m)

Figure 24 : Diagramme schématique du modéle Simulink du pendule inversé
utilisant LQR en présence d’un bruit

Pour décider quel contréleur a le plus de capacité a rejeter les perturbations, nous
décidons d'introduire un bruit blanc ayant une puissance de charge de 0.2 dBW a I'entrée de
notre contrdleur. En ce qui concerne le temps de corrélation du bruit, celui-ci est égal a 0.1.

Apres avoir ajouté le bruit blanc dans notre conception, les résultats de la simulation sont

indiqués dans la Figure 25.
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La réponse du téme en utilisant le LQR avec I'utilisation de la ion de la force en présence de bruit.
T

—— Position (m) /
Angle(rad) L A P
Vitesse du chariot (m/s)  ° T | /U
Vitesse angulaire(rad/s) )

5
Temps (s)

Figure 25 : La réponse du systéme en utilisant le controleur LQR avec I’utilisation
de la fonction de la force en présence de bruit. (Entrée du systéme :
tension appliquée au moteur)

Pour le controleur LQR, nous pouvons voir dans la figure 25 qu'il est capable de maintenir
la stabilité malgré le bruit, cependant il y a toujours des tremblements.
Nous pouvons voir que la vitesse angulaire a de trés grandes valeurs faisant en sorte que

notre contréleur dépense plus d'énergie pour stabiliser le pendule a 0.

8. Combinaison de deux controleurs PID en présence de bruit :

Comme nous pouvons le voir dans la Figure 26, nous utiliserons la combinaison de deux
PID et nous y ajouterons un bruit blanc, pour étudier la capacité des contréleurs PID a rejeter

les perturbations.

56



Setpoint
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cart velocty (ms)

i

anguiar velocity (rads)
.
o
Figure 26 : Le diagramme schématique Modele Simulink du pendule inversé
utilisant deux contréleurs PID en présence d’un bruit.
Les sorties du pendule inversé utilisant deux contrdleurs PID en présence de bruit
T T T T
—— Position (m)
Angle(rad) O\ |/ | S T

Vitesse du chariot (m/s)
Vitesse angulaire (rad/s)

Temps (s)

Figure 27 : La réponse du systéme en utilisant deux controleurs PID en présence de
bruit.

Les mémes caractéristiques de bruit ont été utilisées ici également pour 1'entrée de notre
controleur.
Si nous comparons la figure 27 et la figure 23, sachant que nous utilisons les mémes

consignes, on peut dire que la réponse reste tres similaire a celle obtenue sans 1'utilisation du

57



bruit. Nous pouvons donc dire en général que ce type de controleur répond bien a la présence

de bruit blanc.

9. Combinaison de deux controleurs par logique floue en présence de bruit

La Figure 28 montre la conception utilisant deux contrdleurs par logique floue avec

I’ajout de bruit blanc, pour étudier davantage le controleur (la capacité des controleurs PID

a rejeter la distorsion, la stabilité de notre sortie, l'effort du contréleur...).

1

Setpoint
Amplitude (m)4

: ”
’» 4| Voitage Saturatio

cart position (m)

cart Velocity (mis)

angular velocity (rad/s)

Position Setpoint (m)

Output

S )
2

position

I

angle

[0010] 0 ——

angle velocity2

Figure 28 : Le diagramme schématique Modele Simulink du pendule inversé
utilisant deux contréleurs par logique floue.

—— Position (m)
Angle (rad)
Vitesse du chariot (m/s)
Vitesse angulaire (rad/s)

Les sorties du

inversé utilisant deux contrdleurs PID en présence de bruit

3 4 5

Temps (s)

Figure 29 : La réponse du systéme en utilisant deux contrdleurs FLC en présence
de bruit
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Le méme bruit a été utilisé ici aussi pour le controleur FLC. Si nous comparons le résultat
de la Figure 29 avec celui de la Figure 19 ou nous n'avions pas ajouté le bruit blanc, nous
pouvons voir que la réponse du systéme reste similaire a celle obtenue sans I'ajout du bruit.
En général les controleurs FLC et PID répondent bien face aux perturbations, a noté que on

a utilisé les mémes consignes.

10. Comparaison des différents contréleurs :

Nous avons tracé les courbes de réponse obtenues pour chaque controleur sous la méme
figure de maniere a pouvoir les comparer. La Figure 30(a), montre que la position du
pendule inversé devient stable apres 5 secondes, sauf pour le controleur par logique floue
qui prend plus de temps pour devenir stable et suivre notre signal de référence.

La réponse de I'angle du pendule montre une plus grande variation lorsqu'une force externe
est exercée sur lui, car le pendule s'é¢loigne alors de ces points d'équilibre. Comme nous
pouvons le voir sur la figure 30(b), la réponse varie faiblement aprés 1,5 seconde.
L'amplitude de la fluctuation est ensuite progressivement réduite jusqu'a atteindre zéro.

Les résultats montrent que la conception utilisant la logique floue semble plus stable et a
moins de variation, le LQR a une variation, mais elle est faible, le PID a la plus grande
variation, mais ils se stabilisent tous en méme temps.

Suite a l'application d'une puissance de bruit égale a 0,1 mW et ce, pour évaluer la
robustesse des controleurs basé sur la comparaison entre la sortie de I'angle de tous les
controleurs., il est essentiel de voir a quel point il est facile de rejeter les perturbations. En
fait, rien qu'en se basant sur les résultats obtenus dans la Figure 31 nous pouvons voir que

l'utilisation des deux PID et le contréleur FLC sont plus appropriés pour rejeter les
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perturbations et rester stables. Dans la figure 31(b), nous pouvons voir I'impact du bruit blanc
sur I’angle du pendule, en conséquence, nous voyons qu'il n'a pas beaucoup d'impact sur les
deux contrdleurs FLC et le PID en raison de leur robustesse et de leur capacité a le rejeter,
mais pour le LQR a un peu d'impact, car nous pouvons voir qu’une variation dans I’angle

entre 0,03 et -0,003 degrés apparait.

Comparaison de la position entre les différentes techniques.

04— LQR avec Fe

05— - ——FLC

015 — V% -

Position du chariot (m)

005 —

0 1 2 3 4 5 6 7 s 9 10
Temps (s)

(a) Position du chariot

Comparaison de I'angle entre les différentes techniques.

LQR avec FC
= LQR
o0 deux PID
— LQR+PID
——— ——FLC

004 I\ —

Angle (degree)

008 —

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Temps ()
(b) Angle du pendule inversé
Figure 30 : Comparaison de la réponse du systéme a une variation dans la consigne
de position pour les différentes techniques (LQR+FLC, LQR, PID,
LQR+PID, FLC+PID).
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Le Tableau 3 résume le résultat de I'angle en l'absence de bruit blanc. 11 est clair, d'apres
les résultats du tableau, que le LQR a un dépassement et un sous-dépassement plus faibles
que les contrdleurs PID et FLC, ce qui montre en fait que le pendule atteint la position
d'équilibre plus rapidement. Cependant, le dépassement de I'angle du pendule est plus élevé
dans le cas du PID par rapport au contréleur LQR et FLC. Le contréleur PID est capable
d'amener le pendule a la position verticale presque en méme temps que les autres controleurs.

Les trois contréleurs ont une trés bonne capacité a controler 1'angle du pendule a partir de
I'état initial, mais le controleur PID peut réagir rapidement méme si le sous-dépassement est

plus élevé que les autres controleurs.

Tableau 3 : Performance selon l'angle

Contrdleur Dépassement Sous Temps de stabilisation
dépassement

LQR 0.009 degré -0.038 degré 4s

PID 0.02 degré -0.14 degré 4.5s

FLC 0.01 degré -0.05 degré Ss
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Position du chariot (m)

Comparaison de la position entre les diffél de bruit.

1 I ‘
——LQR avec Fc
LQR
N B deux PID

/\\  PID+QR

- —FLC

\\V/ﬂ 7//\\ i {/f,/,///

/7<//m»” —

5
Temps (s)

(a) Position du chariot

en pré de bruit

Comparaison de I'angle entre les diffé

LQR avec Fc

g o0al \ |
016(— | | ]
Temps (s)
(b) Angle du pendule inversé
Figure 31 : Comparaison de la réponse du systéme en présence de bruit a une
variation dans la consigne de position pour les différentes techniques
(LQR+FLC, LQR, PID, LQR+PID, FLC).
III.  Implémentation et validation expérimentale :

L'étape suivante consistera a implémenter les contrdleurs en utilisant la configuration

temps réel de Quanser dans le laboratoire de I'Université du Québec a Trois Riviéres. Avant

de l'implémenter les contrdleurs, il faut vérifier leur fonctionnent correctement dans le
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systéme théorique. Nous avons utilisé les modéles linéaire et non linéaire du pendule inversé

pour valider.

1. Comparaison entre le systéeme non linéaire, linéaire et réel :

La société Quanser a créé une installation réelle, un pendule inversé sur un chariot de
simulation IP02 afin que les étudiants en théorie du controle puissent étudier le
comportement des controleurs et découvrir de nouvelles méthodes pour équilibrer le pendule
inversé. Sur cette base, nous avons implémenté les controleurs dans le systeme réel pour

¢étudier la différence et les comparer.

Réponses réelles et simulées de I'angle du pendule en utilisant le contréleur LQR

I I I I I
—— Model linaire
08— Model non lineaire ||
modele reel

0 (deg)

5
Temps (s)

Figure 32 : Réponses réelle, théorique et simulée de I’angle de modele non linéaire
et linéaire utilisant le controéleur LQR
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Réponses réelles et simulées de I'angle du pendule en utilisant le contréleur PID

6(deg)

modele Reel
Model linaire
Model non lineaire

6(deg)

le

Temps(s)

Figure 33 : Réponses réelle, théorique et simulée de I’angle de modele non linéaire
et linéaire utilisant le contréleur PID.

5 Réponses réelles et simulées de I'angle du pendule en utilisant le contréleur FLC
I
Model non lineaire

Modele Reel

Model linaire

B g g M gt g /'*va*w""wMJ%‘:.;‘*#WM&MM”\,WM,HM'vaMMWMMWWMMMJ

L

Temps (s)

Figure 34 : Réponses réelle, théorique et simulée de I’angle de modele non linéaire
et linéaire utilisant le contrdleur FLC

Comme on peut observer dans les Figures 32, 33 et 34, les résultats de la simulation entre

systéme non linéaire et linéaire est le méme, mais lorsque nous passons a l'implémentation
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dans le systeme réel de Quanser, il y a un peu de différence dans I'amplitude due a beaucoup
d'éléments. Nous avons remarqué que lorsque nous utilisons les controleurs basés sur le PID
ou la logique floue, le systéme devient plus robuste, méme si on touche le pendule inversé¢,
il ne tombera pas. En revanche, le controleur LQR équilibre le pendule inversé d'une maniére
plus douce, le moteur ne fait pas beaucoup de travail pour équilibrer le pendule inversé.
D'autre part, en ce qui concerne le PID et le FLC, il est perceptible de voir que le controleur
travaille d'une manicre agressive et fait davantage d'efforts pour I'équilibrer.

Ne

1
i

/ T GEG I}
e e e

Figure 35 : Pendule inversé simple monté sur une station de test Quanser 1P02
[56].
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2. Indices de performances :

Afin de comparer l'efficacité des contrdleurs, nous avons utilis¢é une bibliotheque
Simulink créée par Yi Cao [40]. Cette bibliothéque permet d’obtenir trois mesures d'indice
de performance basée sur ’erreur : IAE, ISE et ITAE.

L'indice IAE nous offre la possibilité¢ d'examiner les performances d'un systéme de maniére
générale en tenant compte de 'erreur. Ainsi, plus l'erreur est importante, plus il faut de temps
pour le stabilisateur et plus cet indice sera élevé.

L'indice ISE est similaire a I'AE, mais comme les valeurs sont élevées au carré, cet indice
pénalise davantage les erreurs plus importantes. Quant a l'indice de performance ITAE, il est
équivalent a I'TAE, mais les valeurs sont multipliées par le temps. Ce qui signifie que plus le
systéme met de temps a se stabiliser et annuler ’erreur, plus cet indice sera élevé.

e Intégrale de la valeur absolue de l'erreur (IAE)
IAE=[|e(t)| dt
e Intégrale de la valeur carrée absolue de l'erreur (ISE)
ISE=[ e? dt
e Intégrale de la valeur absolue de I'erreur pondérée dans le temps (ITAE)
ITAE=[ tle(t)| dt

Les Tableaux 4 et 5 présentent les résultats des indices pour chaque contréleur selon son
effort (effort du contréleur). Le Tableau 4 montre les résultats sans bruit, et le Tableau 5 en
présence de bruit. Cette analyse nous permet d’avoir une meilleure idée du contréleur qui
obtient de meilleurs résultats et qui a plus de capacité a rejeter les perturbations.

Comme nous pouvons le voir dans le Tableau 4, les résultats montrent que LQR a un

meilleur résultat pour la valeur absolue de l'erreur et pour la valeur absolue de I'erreur
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pondérée, mais pour la valeur carrée absolue de I'erreur la combinaison de PID et LQR a un

meilleur résultat.

Tableau 4 : Performances selon 1'effort du controleur

Effort du LQR LQR avec LQR+PID Deux FLC
Controleur I’utilisation de PID

I’équation de

force
IAE 3.662 4214 4 10.10 5.229
ISE 10.96 9.563 8.664 90.11 42.29
ITAE 4.234 6.291 5.497 8.86 4.195

Tableau 5 : Performances selon I'effort du controleur en présence d’un bruit

Effort du LQR LQR avec LQR+PID Deux FLC

Controleur ’utilisation de PID

I’équation de

force
IAE 10.94 9.275 11.32 10.72 5.768
ISE 23.92 18.13 25.06 91.88 43.08
ITAE 49.73 38.76 51.42 12.69 7.431

Les Tableaux 6 et 7 présentent les indices pour la commande de position. Nous
remarquons que le contréleur PID est plus performant que les autres controleurs pour la
valeur absolue de I'erreur et pour la valeur absolue de 1'erreur pondérée. Toutefois, pour la
valeur carrée absolue de 1'erreur (ISE) et la valeur absolue de l'erreur (IAE), les deux indices
prennent la valeur absolue. Donc quand I'erreur passe a une valeur négative, les deux indices
retournent toujours une valeur positive. Puisque le PID est rapide a réagir, il va avoir la

capacité de stabiliser I'erreur sans s'éloigner du point de la stabilisation de I’erreur.
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Au niveau de la robustesse, nous remarquons que les valeurs n'augmentent pas trop
lorsque nous ajoutons un bruit.

Tableau 6 : Performance selon la position

Position LQR LQR avec LQR+PID Deux FLC
’utilisation de PID

I’équation de

force
IAE 0.6615 0.5843 0.9272 0.5381 0.7028
ISE 0.1374 0.1361 0.3084 0.1295 0.08887
ITAE 1.316 0.9526 1.67 0.8465 1.919

Tableau 7 : Performance selon la position en présence d’un bruit

Position LQR LQR avec LQR+PID Deux FLC
’utilisation de PID

I’équation de

force
IAE 0.74.46 0.6926 0.8296 0.5373 0.7045
ISE 0.1484 0.1507 0.1645 0.1295 0.08917
ITAE 1.903 1.705 2.203 0.8421 1.928

Les Tableaux 8 et 9 montrent les indices pour le contrdle d'angle, comme nous pouvons
le voir ici, les résultats montrent que la combinaison de deux PID a un meilleur résultat
pour tous les indices en présence de bruit, ceci confirme notre théorie que la logique floue

a plus de capacité a rejeter les perturbations.
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Tableau 8 : Performance selon l'angle

Angle LQR LQR avec LQR+PID | Deux PID | FLC
I’utilisation de
I’équation de
force
IAE 0.07881 0.0731 0.01122 0.08749 0.03777
ISE 0.004166 0.002951 0.005617 0.006268 | 0.002025
ITAE 0.09084 0.09337 0.1497 0.1121 0.04016
Tableau 9 : Performance selon l'angle en présence d’un bruit
Angle LQR LQR avec LQR+PID | Deux PID | FLC
I’utilisation de
I’équation de
force
IAE 0.1717 0.1535 0.1695 0.08781 0.03777
ISE 0.0065875 | 0.004391 0.006 0.006264 | 0.002026
ITAE 0.7037 0.6025 0.7027 0.1149 0.04013

Conclusion :

Ce chapitre présente la comparaison de différentes techniques de stabilisation du pendule
inversé en utilisant le controleur a logique floue, le régulateur linéaire quadratique et le
régulateur PID. Dans cette section, une comparaison utilisant les performances de l'indice a
été effectuée.

D’apres les résultats de Tableau 9, le dépassement du LQR était vraiment élevé en

présence de bruit par rapport au PID et au FLC en raison de sa réponse optimale.
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Du c6té de la robustesse, les controleurs PID et FLC possedent plus de capacité a rejeter

les perturbations (plus robuste).
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Chapitre 5 - Conclusion

L’objectif de ce projet était de réaliser une comparaison des performances de différents
controleurs pouvant étre utilisés pour la stabilisation d’un pendule inversé. Le systeme étudié
était composé d’un pendule inversé sur chariot. Ce systéme est vu comme un bon exemple
de systéme sous actionné. L’étude réalisée comprend 1’analyse théorique et la validation
pratique sur une maquette expérimentale disponible a 1I’Université du Québec a Trois-
Rivieres.

Nous avons choisi trois types de controleurs pour réaliser la comparaison, le contréleur
PID, le controleur linéaire quadratique LQR et le contrdleur par logique floue FLC.

Bien que chaque contrdleur ait offert une performance spécifique, sans compter la premiére
seconde que le controleur prend pour déplacer le chariot, nous nous sommes concentrés sur
I’analyse de ’erreur de I'angle du pendule plutot que sur I’erreur de position du chariot.

Les résultats de la simulation et des tests expérimentaux indiquent que chaque controleur
a ses avantages et ses inconvénients. Lorsque nous parlons de robustesse, les résultats
montrent que le controleur par la logique floue est le meilleur, quand on parle de la
performance selon I’effort de la commande le contrdéleur LQR devient plus intéressant
comme choix. Enfin, lorsque nous parlons du temps de stabilisation, le contrdleur PID est le

plus rapide pour stabiliser le pendule.
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Toute la conception de nos contrdleurs a été basée sur un modele non linéaire du pendule
invers¢, compte tenu des non-linéarités et des incertitudes élevées présentes dans le systéme
réel. En outre, une comparaison des performances avec I’utilisation du modele linéaire, non
linéaire et réel a été réalisée.

Ce projet nous a permis de faire une comparaison entre trois contréleurs LQR, PID et
FLC. Les méthodes analysées dans cette étude étant classiques nous donnent un point de
départ, pour valider dans des travaux futurs d'autres contréleurs. Nous pouvons mentionner
comme travaux futurs 1’étude des controleurs prédictifs et basés sur des réseaux neuronaux

pour les systémes sous actionnés.
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