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Johdanto

Kisittelen tutkielmassani jaottomia polynomeja. Ensin méérittelen polyno-
mien suurimman yhteisen tekijin kisitteen, ja sen jalkeen kisittelen Euklei-
deen algoritmia, jota voidaan kiyttad kahden polynomin suurimman yhtei-
sen tekijén loytamiseen. Sen jilkeen Eukleideen algoritmin pohjalta todistan,
ettd jokainen polynomi voidaan jakaa yksikésitteisesti jaottomiin tekijéihin.
Tamén jilkeen esittelen ja todistan erilaisia jaottomuuskriteereitd. Todistan,
ettd kokonaislukukertoiminen polynomi on jaoton kokonaislukujen renkaassa
jos ja vain jos se on jaoton rationaalilukujen renkaassa. Sitten todistan Fi-
sensteinin kriteerin. Todistan, ettd kaikki muotoa x*+ax?+b2, a,b € Z olevat
polynomit ovat jaollisia kaikkien alkulukujen jaannosluokissa. Todistan, etté
mikili polynomi on jaoton mikili se saavuttaa tarpeeksi pienen arvon tar-
peeksi monessa eri kohdassa. Viimeiseksi késittelen muotoa x™ 2™ + 2P + 1
olevien polynomien jaottomuutta, ja todistan lauseen jonka mukaan tata
muotoa oleva polynomi on jaoton mikili silld ei ole sellaisia juuria, jotka voi-
daan johonkin kokonaislukupotenssiin korottamalla saada ykkoseksi. Tassé
kandidaattitutkielmassa olen kiyttanyt ldhteend teosta [1].



1 Polynomien jaottomuus

Maaritelma 1.1. Kunnassa K astetta n oleva polynomi on
An " + n_12" + ..+ ayx + ao,

missi ag, ar, as, . ..,a, € K, a, # 0 ja z on muuttuja.

Maaritelma 1.2. Olkoot f ja g saman muuttujan polynomeja samassa kun-
nassa. Polynomi f on jaollinen polynomilla g, mikili f = gh, missd h on po-
lynomi.



2 Polynomien jakaminen jaottomiin tekijoihin

2.1 Eukleideen algoritmi

Erditd tiarkeimmistd jaottomista polynomeista ovat polynomien jaottomat
tekijat. Tassd kappaleessa osoitetaan, ettd kaikki polynomit voidaan yksiké-

Maaritelma 2.1. Polynomia d kutsutaan polynomien f ja g yhteiseksi te-
kijiksi, mikédli molemmat polynomit f ja g ovat jaollisia polynomilla d.

Maaritelma 2.2. Polynomien f ja g yhteinen tekiji d on niiden suurin
yhteinen tekijd, mikéli se jakaa kaikki muut polynomien f ja g yhteiset tekijéat.
Polynomien f ja g suurinta yhteistd tekijaa merkitaan syt(f, g)

Kahden polynomin suurin yhteinen tekija on mahdollista 16ytia Euklei-
deen algoritmilla.

FEukleideen algoritmi toimii seuraavasti. Olkoon f ja ¢ saman muuttu-
jan polynomeja samassa kunnassa. Oletetaan, ettd deg f > degg. Olkoon
ry1 jakojadnnos, kun polynomi f jaetaan polynomilla g, ro jakojainnos kun
polynomi g jaetaan jakojadnndkselld rq, ja jokaisella £ = 1,2,3,... polyno-
mi 7,11 on jakojadnnds, kun jakojadnnoGs rp_; jaetaan jakojadnnokselld 7.
Talloin jakojadanndksien asteille k = 1,2, 3, ... pitee degryyy < degry, silld
polynomeja jaettaessa jakojadnnds on aina asteeltaan pienempi kuin jaka-
ja. Néin ollen on valttdmaéattikin olemassa sellainen n, ettd r,,; = 0. Taméa
johtuu siité, ettd koska jakojdinnoksien aste aina pienenee, niin lopulta on
tultava tilanne jossa jakojainnds on nollapolynomi, silld muuten jakojain-
noksen aste olisi sama kuin jakajan. Nyt selvistikin r, jakaa jakojadnnoksen
rn_1, Silld tdman jakolaskun jakojdannos on 0. Talléin r,_; = pyr, jollakin
polynomilla p;. Lisdksi

Th—o = Polp_1 + Ty = PaP1Ty + Ty = (ppo + 1)Tn

jollakin po, ja néin ollen r,_ 5 on jaollinen jakojadnndkselld r,. Talloin

Tng = P3Tn—2 + Tn_1 = p3(P1p2 + 1)1y + p17n = (D1p2ps + p1 + P3)7Tn

jollakin ps, ja ndin ollen 7,_3 on jaollinen jakojadnnokselld r,. Kun tatd
jatketaan, nihdain etta r, jakaa kaikki jakojadnndokset r,_1,7,_2,.... Nain
ollen se jakaa my0s polynomit f ja g.

Osoitetaan vield, ettd jos molemmat f ja g ovat jaollisia polynomilla h,
eli h on polynomien f ja g yhteinen tekija, niin tdlléin myos r, on oltava



jaollinen polynomilla h. Mikéili Eukleideen algoritmia tarkastellaan toiseen
suuntaan, nahdiin etti
Tn =P2Tn—1 —Tn-2, Tn—1 = P3Tn—2 —Tn-3, ..., 't = Png — f

Siispéd on oltava olemassa sellaiset luvut a ja b, ettd r, voidaan esittdd muo-
dossa r,, = af + bg. Mikéli h jakaa molemmat polynomit f ja g, on olemassa
sellaiset ¢ ja d ettd f = ch ja g = dh. Talloin

rn = af 4+ bg = ach + bdh = (ac+ bd)h,
ja ndin ollen r, on jaollinen polynomilla A.
Esimerkki 2.3. Etsitddn polynomien f(x) = x® +52% — 29z — 105 ja g(x) =
2% — 4z — 5 suurin yhteinen tekiji. Nyt
2?4+ 52% — 291 — 105 = (2 + 9)(2? — 42 — 5) + (122 — 60),
eli jakojaanndkseksi saadaan 122 — 60. Otetaan tastd kerroin 12 ulos, jolloin
saadaan 12z — 60 = 12(z — 5). Merkitddn nyt r = x — 5. Nyt
v —dx — 5= (v +1)(z —5).
Néin ollen ro = 0 ja syt(f,g) =x — 5.

Buklideen algoritmista saadaan tarked seuraus, joka esitetddn seuraavassa
lauseessa.

Lause 2.4. Jos d on polynomien [ ja g suurin yhteinen tekija, niin talloin
on olemassa sellaiset polynomit a ja b, ettd d = af + bg.

Lause seuraa suoraan Eukleideen algoritmista.

Maaritelma 2.5. Olkoon f polynomi, jonka kaikki kertoimet ovat renkaas-
ta K. Sitd kutsutaan jaolliseksi renkaassa K mikéili f = gh, jossa g ja h
ovat asteeltaan positiivisia polynomeja, joiden kertoimet ovat renkaasta K.
Muuten f on jaoton renkaassa K.

Maaritelma 2.6. Pddpolynomi on polynomi, jonka asteeltaan suurimman
termin kerroin on 1.

paipolynomeista. Kun f; = a;z° + ... on polynomi kunnassa K, niin tilloin
gi = ({— on paapolynomi kunnassa k, silld sen asteeltaan suurimman termin
kerroin on Z— = 1. Néin ollen voimme korvata tekijoihin jaon f = fi;-...- fs
tekijoihin jaolla f = ag;-...-gs, jossa a =ay -...-as. Kahta tekijoihin jakoa
pidetddn samana, mikili ne eroavat toisistaan vain tekijoiden jarjestyksella.



Lemma 2.7. Mikdli polynomi gqr on jaollinen milld tahansa jaottomalla po-
lynomilla p, niin talloin joko q tar v on jaollinen polynomilla p.

Todistus. Oletetaan, ettd polynomi ¢ ei ole jaollinen polynomilla p. T&ll6in
syt(p,q) = 1, eli Lauseen 2.4 mukaan on olemassa sellaiset polynomit a ja b,
ettd ap+bg = 1. Kun tamén yhtalén molemmat puolet kerrotaan polynomilla
r, niin talléin saadaan yhtalé apr + bgr = r. Nyt polynomit pr ja qr ovat
jaollisia polynomilla p, ja néin ollen kahden polynomilla p jaollisen polynomin
summana my0s polynomi r on jaollinen polynomilla p. O

Lause 2.8. Olkoon K kunta. Talloin polynomi f € K[x] voidaan jokaa jaot-
tomaiin tekijoihin. Tdllainen tekijoihin jako on yksikdsitteinen. Se voidaan
sus yksikdsitteisestt esittdada tiettyjen pdadpolynomien ja vakion tulona.

asteen n = deg f suhteen. Huomioidaan ensin, ettd mikéli f on jaoton po-
lynomi, haluttu tekij6ihin jako on polynomi f itsessdéin. Koska f on jaoton,
selkedsti yksikésitteinen.

Kun n = 1, niin télléin polynomi f on jaoton, silld sitd on mahdotonta
esittdd kahden pienempié astetta olevan polynomin tulona. Olkoon nyt teki-
joihin jako olemassa mille tahansa polynomille, jonka aste on pienempi kuin
n. Olkoon lisdksi deg f = n. Voimme olettaa, ettd f on jaollinen, eli f = gh,
missd deg g < n ja degh < n. Induktiohypoteesin nojalla polynomien g ja h
tekijoihinjaot ovat olemassa, silld niiden asteet ovat pienemmét kun n. Nain
ollen kun polynomin ¢ jako jaottomiin tekijéihin on ¢ = g1 - g2 - ... g, ja
polynomin h vastaava jako on h = hy - hg - ... - hy,, niin tlloin

f=gh=9g1-92- ... Gn-h1-ha-... Dy

agy-...-gs =">bhy-... - hy, missd a,b € k ja g1,...,9s, h1,...,h; ovat jaotto-
mia padpolynomeja kunnassa K. Tassd tapauksessa a = b, silld polynomien
Ji,---,Gs, h1,...,h ollessa padpolynomeja niiden kaikkien asteeltaan suu-

rimpien termien kertoimet ovat 1, ja néin ollen yhtisuuruus voi pitda paik-
kansa vain, jos a = b. Polynomi g¢; ... g, on jaollinen jaottomalla polynomilla
hy. Lemman 2.7 mukaan tdma tarkoittaa, ettd yksi polynomeista gy, ..., gs
on jaollinen polynomilla h;.

Olkoon nyt johdonmukaisuuden vuoksi polynomi g; jaollinen polynomilla
hy. Ottaen huomioon, ettd g; ja h; ovat jaottomia paipolynomeja, paitte-
lemme ettd g; = hy. Yksinkertaistetaan yhtaloa ¢, - ... -gs = hy - ... hy



jakamalla se termilld g; = h;. Useiden téllaisten operaatioiden jidlkeen paat-

telemme, ettd s = t ja g1 = hyy,...,g9s = h;,, missd {iy,...,is} on joukon
{1,...,s} permutaatio. Néin ollen siis ndma kaksi tekijoihinjakoa ovat yksi
ja sama, ja siispé kysytty tekijoihin jako on yksikésitteinen. O

Polynomien jaottomuus kokonaislukujen renkaassa Z on mééritelty tés-
mélleen samalla tavalla kuin polynomien jaottomuus kunnissa, eli f € Z[z]
on jaoton renkaassa 7Z mikéli sité ei voida esittdd kokonaislukukertoimisten,
positiivisasteisten polynomien tulona. Kun polynomin kertoimet kuuluvat
renkaaseen, niitd ei aina voida jakaa polynomin suurimmalla kertoimella,
vaan ne voidaan jakaa vain polynomien kertoimien suurimmalla yhteiselld
tekijallda. Tastd padsemme seuraavaan madritelmadn.

Miéritelma 2.9. Olkoon f(x) = Y a;x%, missi a; € Z. Kertoimien
ao, - . ., @, suurinta yhteistd tekijad merkitadn cont(f).

Lemma 2.10. cont(fg) = cont(f)cont(g).

Todistus. Selvésti mille tahansa kokonaislukukertoimiselle polynomille a on
olemassa sellainen polynomi b renkaassa Z, jolle cont(b) = 1, ettd a(z) =
cont(a)b(x).

Olkoot nyt f ja g sellaiset polynomit, ettd cont(f) = cont(g) = 1 ja
cont(fg) = cont(f)cont(g). Lisdksi olkoot h ja j sellaisia polynomeja, ettéd
h(z) = cont(h)f(z) ja j(x) = cont(j)g(x). Taten

cont(hj) = cont(cont(h)f(z) - cont(j)g(x))
= cont(cont(h)cont(j) - f(x)g(x)) = cont(h)cont(j)cont(fg)
= cont(h)cont(j) - 1 = cont(h)cont(j),

eli cont(hj) = cont(h)cont(j). Riittdd siis tutkia tapausta, jossa cont(f) =
cont(g) = 1, koska muissa tapauksissa polynomin f kertoimet voidaan jakaa
luvulla cont(f) ja vastaavasti polynomin g kertoimet voidaan jakaa luvulla
cont(g).

Olkoon f(z) = > a;x’, g(z) = D bz, (fg9)(x) =D ¢;a'. Oletetaan, ettd
cont(fg) = d > 1 ja p on luvun d alkulukutekija. Talloin kaikki polyno-
min fg kertoimet ovat jaollisia luvulla p, kun taas polynomeissa f ja g on
kertoimia, jotka eivit ole jaollisia luvulla p. Olkoon a, ensimméinen polyno-
min f kerroin, joka ei ole jaollinen luvulla p, ja by ensimmaéinen polynomin g
kerroin, joka ei ole jaollinen luvulla p. Talléin

Cris = arbs + ar—l—lbs—l + a7'+2bs—2 +...+ ar—lbs+1 + a'r—2bs+2 + ...
= a,bs Z 0 (mod p),



silla
bs—1 =bso=...=0by =0 (mod p),

ar_1 = ap_9 = ag = 0 (mod p).

Néin ollen kyseessé on ristiriita, ja tdytyy olla cont(fg) = d = 1. Siispa,
koska
cont(f)cont(g) =1-1=1,

niin cont(fg) = cont(f)cont(g). O

Seuraus 2.11. Kokonaislukukertoiminen polynomi on jaoton renkaassa Z[x]
jos ja vain jos se on jaoton renkaassa Qlz].

Todistus. Olkoon f € Z[z] ja f = gh, missi g,h € Q[z]. Oletetaan, et-
td cont(f) = 1. Valitaan sellainen positiivinen luku m ettd mg € Z|x].
Olkoon n = cont(mg). Téll6in rationaaliluvulle » = ™ pitee rg € Z[x]
ja cont(rg) = 1. Valitaan liséksi sellainen kokonaisluku o, ettd oh € Z|x].
Olkoon p = cont(oh), jolloin rationaaliluvulle s = ¢ pétee sh € Z[z] ja
cont(sh) = 1. Osoitetaan, ettd tassd tapauksessa rs = 1, eli ettd polyno-

min f = (rg)(sh) tekijoihinjako on tekijoihinjako renkaassa Z. Lemman
2.10 perusteella cont(rg)cont(sh) = cont(rsgh), eli 1 = cont(rsf) Koska
cont(f) = 1, paittelemme ettd rs = 1. O

Kronecker ehdotti seuraavaa algoritmia minka tahansa polynomin f €

degf =njar = [g], eli 7 on yhtd suuri kuin 7 pyoristettyna ldhimpadn
kokonaislukuun. Siispd mikéli n on parillinen, niin r = Z, ja mikili n on
pariton, niin r = ”T“ Jos f(x) on jaollinen, sen jakajan g(z) aste ei ole
suurempi kuin 7.

Jakajan g(x) 16ytamiseksi tutkitaan lukuja c; = f(j), jossaj =0,1,...,r.
Jos ¢; = 0, niin talléin x — j jakaa polynomin g(x). Jos taas ¢; # 0, niin luku
g(j) jakaa luvun c¢;. Jokaista lukujen ¢, ..., ¢, jakajien joukkoa do,...,d.
vastaa tdsmaélleen yksi korkeintaan astetta r oleva polynomi g(z), jolle g(j) =

d; kaikille 7 = 0,1, ..., r. Erityisesti,

o)=Y o), mii )= T (5=5)

o<k<rhzi N T

Jokaisen téllaisen polynomin tapauksessa on tarkistettava etti sen polynomit
ovat kokonaislukuja, ja ettd se oikeasti jakaa polynomin f(z).



Esimerkki 2.12. Olkoon f(z) = 223 — 2% 4+ 2x — 1. Télldin deg f = 3 ja
r= [g} = 2. Nyt

co=f(0=2-0~-0°+2-0-1=0-0+0—1=—1,
a=f1)=2-1-1"4+2-1-1=2-1+2-1=2,
cp=f(2)=2-22-224+2.2-1=16—-4+4—1=15.

1, luvun 2 taas joko 2 -1 tai

1)
(—3), 15-1 tai (—15) - 1. Néin ollen
dy = —2 tai d; = 2, jne. Lisdksi

Luvun —1 tekijéihinjako voi olla vain (—
(—=2)-(—1), ja luvun 15 joko 5-3, (—5) -
joko dy = —1taidy=1,d, =2,d, =1,

solz) = 0<k1<—r[k#0 (g::) _ (5(’)7: 1) . (g:g) =(—z+1) (:c_—22) ,

1 1 1 3
= ( 5T )z—x —r——x+1==2-Zxr+1

T+ 9 2 2
e :erﬂ (=7) - (=) (=) = (=),
— ;c+2) —x? 4 2z
o= T1 (5= () (52) - (4
_§x—§x

Kun kokeillaan asettaa eri vaihtoehtoja luvuille dy, d; ja dy kaavaan g(x) =

Z;:o d;g;(z), lopulta todetaan sopiviksi luvuiksi dy = —1, dy =1 ja dy = 3.

T4alloin saadaan

= Zdjgj(x)

1 3 1 1
:(—1)-(§$2—§$—|—1)+1-(—x2+2x)+3- <§x2—§x>

1 3 3 3
:—§x2+§x—1—x2+2x+§x2—§x

1 3 3 3
=(-—-14+=)2*+(=+2—= —1) =2z — 1.
( 5 —|—2>x +(2+ 2>:L'+( ) =2z

Kun jaetaan polynomi f polynomilla 2z — 1, ndhd&an etté
20° —2* + 20 — 1= (22 + 1)(2z — 1).

9



Nyt, sekdi 22 — 1 etté 2241 ovat jaottomia polynomeja. Niin ollen polynomin
f jako jaottomiin tekijoihin on

f(z) = (2* +1)(2x —1).

10



3 Jaottomuuskriteerit

3.1 Eisensteinin kriteeri

Yksi parhaiten tunnetuista polynomien jaottomuuskriteereisti on seuraava
Eisensteinin kriteeri, joka osoittaa tiettyd muotoa olevien polynomien jaot-
tomuuden.

Lause 3.1. (Eisensteinin kriteeri). Olkoon f(x) = ap+ a1z + ...+ a,z”
sellainen kokonaislukukertoiminen polynomi, ettd kerroin a, ei ole jaollinen
alkuluvulla p, kun taas kertoimet ay, . .., a,_1 ovat jaollisia alkuluvulla p mut-
ta ag ei ole jaollinen luvulla p*. Tdlloin f on jaoton renkaassa Z.

Todistus. Olkoon

f=gh= (Z bkxk> (Z cla:l> ,

missd ¢ ja h ovat positiivisasteisia, kokonaislukukertoimisia polynomeja. Lu-
ku bocy = ag on jaollinen luvulla p, ja néin ollen toisen luvuista by ja cg on
oltava jaollinen luvulla p. Olkoon johdonmukaisuuden vuoksi luku by jaol-
linen luvulla p. Talléin ¢y ei ole jaollinen luvulla p, silld ag = bycy ei ole
jaollinen luvulla p?. Jos kaikki luvut b; ovat jaollisia luvulla p, niin t#lléin
my6s a, on jaollinen luvulla p. Nidin ollen on oltava olemassa sellainen i, etta
b; ei ole jaollinen luvulla p, mille 0 < ¢ < degg < n. Oletetaan, ettd ¢ on
pienin indeksi, jolla luku b; ei ole jaollinen luvulla p.

Nyt, luku a; on oletukselta jaollinen luvulla p, mutta toisaalta a; = b;co +
bi_1c1 + ...+ boc;, missé kaikki yhteenlaskettavat luvut b;_icq,...,boc; ovat
jaollisia luvulla p, mutta b;cy ei ole jaollinen luvulla p. Koska b;cq ei ole
jaollinen luvulla p, niin talloin mydskddn a; ei ole jaollinen luvulla p. Niin
ollen syntyy ristiriita, ja siispa ei voi olla olemassa sellaisia polynomeja g ja
h, joille péatisi f = gh. Néin ollen polynomi f on jaoton. O]

Esimerkki 3.2. Polynomi f = z* + 623 + 922 4 122 + 3 on jaoton.

Todistus. Olkoon p = 3. Nyt, luku 1 ei ole jaollinen luvulla p, mutta luvut
6, 9, 12 ja 3 ovat. Lisiiksi luku 3 ei ole jaollinen luvulla p? = 9. Niin ollen f
on Lauseen 3.1 mukaan jaoton. O]

Esimerkki 3.3. Mille tahansa alkuluvulle p, polynomi

x? g
f($>i1+$+§+...+a

on jaoton.

11



Todistus. Riittdd osoittaa, ettd polynomi

plf(z) =2 +paPt +p(p— DaP? + ...+ p!

on jaoton.

Nyt, selkedstikdin alkuluku p ei jaa lukua 1. Se kuitenkin jakaa kaikki lu-
vut p,p(p—1),...,pl, silld se on jokaisen niistd tekija. Pitd vain siis osoittaa,
ettd p? ei jaa lukua p!. Nyt,

pl=pp—-1)-p—2)-...-2-1.
m

Koskap >p—1>p—2> ... > 2 > 1, ei pjaa mitddn luvuista
p—1,p—2,...,2, 1. Jotta luku p? jakaisi luvun p!, tulee alkuluvun p jakaa
luku % =(p—-1)-(p—2)-...-2-1. Kuitenkaan alkuluku p ei jaa yhtikdan

tdman luvun tekijoisté, jolloin se ei jaa itse lukua. Néin ollen p ei jaa lukua
%, ja niin ollen p? ei jaa lukua p!.

Néin ollen alkuluku p ei jaa lukua 1, se jakaa luvut p,p(p — 1),...,p!, ja
luku p? ei jaa lukua p!. Niin ollen Lauseen 3.1 mukaan polynomi p!f(z) on
jaoton. Siispd polynomi f on jaoton.

3.2 Jaottomuus modulo p

Olkoon p alkuluku ja F, jidnnosluokka modulo p. Jokainen kokonaisluku-
kertoiminen polynomi voidaan myos esittdd polynomina, jonka kertoimet on
saatu jadnnosluokasta F,. Renkaassa Z[z] jaoton polynomi voi muuttua jaol-
liseksi jadnnosluokkarenkaassa Fy[z| jokaiselle alkuluvulle p, ja tdmén osoit-
tava esimerkki perustuu seuraavaan lauseeseen.

Lause 3.4. Polynomi P(x) = z* + ax® + V?, jossa a,b € Z, on jaollinen
kunnassa I, kaikilla alkuluvuilla p.

Todistus. Alkuluvulle p = 2 tdtd muotoa olevia polynomea on vain nelji
kappaletta, ja ne ovat

ot = 2% 2?,

ot 2? = 23 (2?4 1),
'+ 1=a"+42° + 627 +4r + 1= (v + 1%
et l=a 4+ 22° + 302 4 20+ 1= (2% + 2+ 1)%

Némé yhtasuuruudet pitdvit paikkansa, silld kunnassa Fo[z] pitee 0 = 2 =
4 =6 ja 1 = 3. Kuten nahdain, kaikki nimé polynomit ovat jaollisia.

12



Olkoon p pariton alkuluku. T&ll6in voimme valita sellaisen kokonaisluvun
s, ettd a = 2s (mod p). Siispa

P(z) = 2" + a2® + V* = 2* + 2522 + b* mod p
o+ 2522 + 2 — s>+ mod p
= (2 +5)? — (s* = b*) mod p,

P(z) = 2* + a2® +b* = 2* + 252> + b* mod p

zt 4 2b2? 4+ b% — 2b2® 4 252> mod p
(% +b)* — (2b — 25)2*> mod p,

ot 4+ 2522 + > mod p

xzt — 2b2? + b? 4 2b2® 4 252> mod p
= (2 — b)? — (—2b — 2s)z> mod p.

P(x) = 2* + az® + b

N&in ollen riitt#i osoittaa, etti jokin luvuista s? — b%, 2b — 2s, —2b — 2s
on nelidllinen jadnnos modulo p, eli jokin kyseisistd luvuista on kongruentti
jonkin kokonaisluvun nelién kanssa modulo p, silli jos s — > = n? mod p
jollakin n € Z, niin talléin

(22 +5)2 — (s* = b)) = (2> + 5)> = n? mod p,
(22 +8)2 —n®= (2% +5) +n)((2* +5) —n),

jolloin polynomi p on jaollinen kunnassa FF,. Vastaavasti jos (2b — 2s) = n?,
niin

(2% +b)* — (2b — 25)2* = (22 + b)* — n*2®> mod p,

(z® +b)* —n*z® = ((2* + b) + nx)((z* + b) — nx),

jolloin polynomi p on jaollinen kunnassa F,, ja jos (—2b — 2s)z* = n?, niin

(22 — b)* — (=2b — 2s)2? = (2* — b)? —n*2® mod p,
(2% = b)? —n*2? = ((2* — b) + nz)((2* — b) — nx),

jolloin polynomi p on jaollinen kunnassa ).

Nyt, kuvauksessa = — 22 sekd = etti —x kuvautuvat samaksi alkioksi.
Niin ollen talla kuvauksella nollasta poikkeavien alkioiden kuvajoukko koos-
tun 21 alkiosta. Toisaalta, jos z = ¢?, niin téllgin zP~1/2 = y(P=D/2) =
y?=! = 1, eli kaikki 22 alkiota toteuttavat yhtdlon z®~D/2 = 1. Alkiot,
jotka eiviit kuulu muunnoksen x — 22 kuvajoukkoon, toteuttavat yhtilon
z@®=1/2 = _1. Niin ollen, mikili kaksi kokonaislukua eiviit ole kokonaisluku-

jen neli6itd modulo p, niin talléin niiden tulo on kokonaisluvun nelié modulo
.
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Oletetaan, ettd 2b — 2s ja —2b — 2s eiviit ole kokonaislukujen nelitita
modulo p. Tilléin niiden tulo 4(s? — b?) on kokonaislukujen nelié modulo p,
ja néin ollen niin on myds s — b?. Siispd s? — b* on kokonaislukujen nelit
modulo p, ja siten polynomi p on jaollinen kunnassa IF,,. ]

3.3 Pienii arvoja saavuttavien polynomien jaottomuus

Joskus polynomin jaottomuus voidaan selvittdd tarkastelemalla millaisia ar-
voja se saavuttaa. Esimerkiksi téssd kappaleessa esiteltévi lause osoittaa,
ettd mikali jollakin polynomilla on tarvittavan suuri maard tarpeeksi pienié
arvoja jotka eivit ole sen juuria, on kyseinen polynomi jaoton.

Lemma 3.5. Olkoon g k-asteinen, kokonaislukukertoiminen polynomi, ja
olkoon dy < dy < ... < d,, kokonaislukuja. Tdllon |g(d;)| > k!27F jollakin i.

Todistus. Tutkitaan polynomia

G(m)z(m—do)-...-(x—dk)z g(di)'H !

Nyt, kun m =0, ..., k, niin télléin G(d,,) = g(d,n), silld

k

G(dn) :(dm_do)'-"'(dm_dk)zd (—>d-Hd'—d-
i=0 ™ b J
k k g
:g de—d Hd — d
3 f
_dZ d; —
i=0 j750
k
g9(d;) 1
= d,, — d; dpy — d
;dm_d; ) CER
k
dp — d;
=2 9 5=
i=0 £ J

Nyt, aina kun ¢ # m, niin g(di)H#i% = 0, silld tuloon H#i%
7 J g J
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0

- = 0. Néin ollen saadaan
di—dom,

kuuluu termi ¢m=9m —
di—dm

Gl = ol T] =4

i#m
dm_dl dm_dmfl dm_derl dm_dk
— g(d,y) - - L T
dm_dl dm_dmfl dm_derl dm_dk
—g(dy) 1o o111 = g(dy).

Liséiksi deg G < k. Néin ollen ndhdéén, ettd G(x) = g(x).
Polynomin G korkeimman asteen kerroin on

k

Zg(di) H d; i d;’

i=0 ji

Oletuksen perusteella tdmé kerroin on nollasta eroava kokonaisluku, ja niin
ollen sen itseisarvo on vahintdan 1. Ndin ollen jollekin 7 pétee

1 1
lg(di)| > ) > 1
Zogigk Hj;éi |di—d;] )Zogigk Hj;éi Ti—4]
B 1
- 1 1 1 1 1
ZOSiSk [l =1 " =G0 =] TR
B 1 - 1
- 1 1 1 T 1 1
Zogigk Tl =1 T T Tk Zogigkz il k=)
| ! |
_ 1 _ k! o k! - k_k T
ZOSiSk il(k—1)! ZOSiSk k1)1 Zoggk ) 2
Siisp# jollekin i pétee |g(d;)| > k127", ]

Lause 3.6. (Pdlya). Olkoon f n-asteinen, kokonaislukukertoiminen poly-

nomi. Mddritelldan m = ["—H], eli m on "L pyéristettynd lihimpddn koko-

2 2
natslukuun. Tdmd tarkoittaa ettd mikdli n + 1 on parillinen, niin m = ”TH,

ja mikdli se on pariton, nin "T“ Oletetaan, ettd on olemassa n eri koko-
naislukua ay, . . ., ay,, joille pitee |f(a;)| < 27™m! ja luvut ay, ..., a, eivdit ole

polynomin f juuria. Tdlléin f on jaoton.

Todistus. Tehd&ddn vastaoletus, ettd f = gh, missd g ja h ovat kokonaislu-
kukertoimisia polynomeja. Voimme olettaa, ettd degh < degg = k. Téalloin
m < k < n. Nyt, kaikilla ¢ pitee

f(a;) = g(ai)h(a;), f(a;)#0.
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Néin ollen g(a;) # 0 ja luku g(a;) jakaa luvun f(a;). Siispa

m!

lg(a:)] < |f(a:)] < om”

Lemman 3.5 mukaan, |g(a;)| > 27%k! pitee eriiiille a;. Jos m = k — r, niin
talloin

m!  (k—r) 1 1 1 <1_2’f-’“_2m
Ko kK k k=1 k—r—1—"2 ok ok’
Nain ollen

27Mm! 27l 27m o
2kl — 2=k kI = 2-k 9k

— 2—m—(—k‘)+m—k‘ — 2—m+k+m—k — 20 — 17

eli 5 |
“m!
-m, | —k1.
—;@T§1¢:2 m! <277kl
Niin ollen kaikille a; pitee |g(a;)| < 27%k!. Kyseessi on siis ristiriita, ja niin
ollen polynomi f on jaoton. O

Esimerkki 3.7. Polynomi f(z) = (x—1)-(z—2)-...-(z—n)+1 on jaoton,
kun n > 5.

Todistus. Nyt, polynomin f aste on n. Taméi voidaan jakaa kahteen tapauk-
seen: n on joko parillinen tai pariton.
Jos n on parillinen eli n = 2p jollakin p € N, niin tilloin

TR

Jos n on taas pariton eli n = 2p + 1 jollakin p € N, niin talloin

Cn+1) ([2p+14+1  [2p+2
mEITy T 2 |2

]=@+H:p+L

Talloin parillisessa tapauksessa saadaan m = 7 + 1 ja parittomassa m =
4l

Riittaa siis 10ytda n sellaista kokonaislukua, jotka eivit ole polynomin f
juuria ja joille patee

fa;)] < 27™m) < 27 (5+1) (g n 1);
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Nyt, jos termid 9= (5+1) (g + 1)! tutkitaan muuttujan n funktiona, huoma-
taan sen olevan kasvava funktio. Lisdksi huomataan, etté

9= (3+1) (g-+1>!=:£52591:>1

Néin ollen jos n > 5, niin talldin
n

FOI=11=1)-1=2)- ... -Q=n)+1]=1<2 () <_

F@I=1@-1-2=2)-..-C-n)+1=1<27G) (Z41)y

umn:Kn—n-m_2y“.m—ny+u:1<2%%ﬂ(g+1y.

Niin ollen siis 16ytyy n sellaista arvoa a;, joille pétee |f(a;)| < 27™m!, ja
siispd polynomi f on Lauseen 3.6 mukaan jaoton. [
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4 Muotoa x" + 2™ 4+ 2 £ 1 olevien polynomien
jaottomuus

Tutkitaan nyt viimeisend muotoa x™ + x™ + 2P £ 1 olevien polynomien jaot-
tomuutta. Téllaiset polynomit voidaan esittdd muodossa f(x) = 2" +e12™ +
g9aP + €3, kun €1 = £1, g9 = +1 ja €3 = +1. Osoitetaan ensin, etta riittaid
tarkastella tapausta, missd m + p > n. Selvésti, f on jaoton jos ja vain jos
polynomi

1
xnf <_> =1+ €1£En_m + ngn—p + 83.23”
X

on jaoton, silli

1 1 1
nr(2) = g(a)h 2 ) = —g(a)h(a).
ot (1) =gt = 1(3) = Zan
T4lléin, jos m + p < n, niin (n —m) + (n — p) > n, silla
(n—m)+(n—p=n—m+n—p=2n—(m+p)>2n—n=n.

Siispé jokaiselle polynomille f, jolle pdtee m + p < n, on olemassa sellainen
polynomi jolle pidtee m~+p > n, joka on jaollinen jos ja vain jos f on jaollinen.
Voimme my6s jattda tarkasteluista pois tapauksen jossa n = m + p ja
€3 = €169, silla talloin
f(m) =" + €1Im + 82.Z‘p + &3 = xm-ﬁ-p + €1$m + €2£L’p + €1&9
= (2™ 4 e9)(a? + &7).

Méidritelma 4.1. Astetta s oleva polynomi () on rekursiivinen, mikéli

o(z) = £a°p (i) |

Lemma 4.2. Olkoon f(x) = ¢(x)Y(z), missd p(x) ja ¥(x) oval kokonaislu-
kukertoimisia, positiivisasteisia padapolynomeja. Talloin ainakin toinen poly-
nomeista p(x) ja (x) on rekursiivinen.

Todistus. Olkoon r = degy ja s = n —r = degt. Tutkitaan polynomeja

n

Ata) = (3 ) wlo) = L

=0
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1
rans ()
= (2" + e12™ + e9a? + e3)a™(zT" + e1x” " + eqr P 4 €3)

= (2" + e12™ 4 e92P + £3)(e32" + 22" P + 12" + 1).

N\

Kun tamé esitys kerrotaan auki, saadaan astetta 2n olevan termin kertoi-

meksi 3. Vastaavasti polynomilla f; astetta n olevan termin kerroin on

Crx™™ = cp,2° = ¢, ja polynomilla f, puolestaan c,_,z" " = ¢z’ = co.

Néin ollen tutkittavan polynomin fi(x)fs(x) astetta 2n olevan termin ker-
roin voidaan esittdd myos muodossa cyc,. Tall6in siis cyc,, = €3, ja néin ollen
co = =1 ja ¢, = %1, silld tosiaan €3 = 1. Astetta n olevien termien vastaa-
vanlainen kertoimien vertailu taas osoittaa, etta

catci+ ..+ A =14t ter =14 (£1)2+ (£1)* +(£1)* =4,
eli toisin sanoen
l+ci+... 4+ +l= ci+..+C_+2=4 < d+... 4+, =2.

Néin ollen, ¢ = 1, ¢, = £1, ¢4 = £1jacg = £1joillekin 1 < a < 8 < n—1,
ja kaikki muut kertoimet ¢; ovat nolla. Niin ollen f;(z)f2(x) voidaan esittda
seuraavilla kahdella tavalla:

CoCn T 4 ol 4 et P+ cocar™ + cocgr™ P + cocaa™ e

+ 0005x"_6 + cacwvm'ﬁ_a + ca65x”+a_ﬂ + cpCax® + cnc@xﬁ + cocp, + 42"
(1)
ja
E322 4 £922 P 4 212V 4 e85 T 4 2™ TP 4 £yegx TP

+ 1™ + e9xP + 169" TPT™ 4 952" P 4 1832 + €5 + 42",

(2)

Tapojen (1) ja (2) vertailemiseksi, jarjestelldin monomit niiden asteiden pe-
rusteella, ottaen huomioon vain kolme korkeinta monomia. Muodolle (1)
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saamme nelji vaihtoehtoa:

ﬁgg D 2n>2n —a > 2n — (3,

B>g, a<n—p:2n>2n—a>n+ 0,
5>%, gza>n—,8 2n>n+ 5> 2n—a,
ﬁ>g,a>g c2n>n+pB>n+a.

Tapaukselle (2) saamme taas kaksi vaihtoehtoa:

n>2m : 2n>2n—p>2n—m,
2m>n>n—+p : 2n>2n—p>n+m.

Kun verrataan kolmea korkeinta monomia vaihtoehdoissa (1) ja (2) saamme
parin («, 8), ja seuraavat nelja mahdollisuutta:

(., B) = (p,m), (p,n—m), (m,n—p)tai (n—mn—p).
Jos (o, B) = (p, m), niin vaihtoehto (1) saadaan muotoon

CoCn™ + cpcnxQ”_p + Cpen ™ 4 cocpx”+p + ol + cocpx”" P

+ CoCmT™ " + TP + TP + ey + Cpepa™ + cocy, + 42"
ja vaihtoehto (2) on edelleen muodossa
E302 4 £922 P 4 212V 4 e85 T 4 052 TP + £yex TP
+ €1$m + 621’1) + €1€2$n+p—m + €2€3l'n_p + €1€3l’n_m + &3+ 4™,

Niista saadaan
CoCn = €3, CpCp = €2, CpCp = €1.

Niin ollen, koska ¢, = +1 ja téten 2 =1,
fi(z) = coz" 4+ " P + 2" F oy
= c2cor" + it P+ epa " 4 ¢
= Cp(Cncor™ + CnCpt" P + Cpepar™ ™ 4 C2)

= Cp(cocnx" + cpen" P 4 e ™™ + 1)

1
= cplesa” + e P+ 12" + 1) = 2 f (_) ’
x
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ja siispa

vo (1) v =ars (3) = o (5) v =arr(3)
= Qe Qo] = ()

ja ndin ollen polynomi ¢ (x) on rekursiivinen.
Kun (a, 8) = (n —m,n —p), niin till6in vaihtoehto (1) saadaan muotoon

2n—m

xn—‘rm

2n—
+ cn_pcnx’”’p + CoCr_mT + coCp—pr" P

n—p+m

2
CoCn " + Cp—mCn
+ coCn—m @™ + CoCp—p? + Cp—mCn_p n-mtp

+ CnCnem """ + cpCn—px" P + cocy, + 4™

+ ChomC_pT

ja vaihtoehto (2) on edelleen muodossa

£322 4 292?451 27 T 4 1858 + 952 + £1e0x TP

+ €1Im + 82Ip + 5162xn+p—m + €2€3In_p + €1€3In_m + &3+ 4™,
Niistd saadaan erityisesti
CoCp = €3, CoCn—p = €2 JA& CQCp—m = E€1.
Nyt, kun muistetaan etti ¢y = +1, eli ¢2 = 1, niin

fi(z) = cox™ + cn_mx"_("_m)cn_px”_("_p) +cp
= co2" + Cpem™ + cp_p? + ¢y,
= " + CCn-mT™ + ChCn_pc + e
= co(cpz™ + coCnma™ + CoCn_pr” + oCy)

= co(2" + e1aP + e22™ + €3) = co f (7).
Siispa

Ao =afe) = a7 (1) vlo) = (oo

. (1
=atp| )= cop ().
Nyt, koska ¢y = %1, niin

o (1) =ansle) = plo) = o (1)

X T
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ja ndhdéén, ettd ¢(x) on rekursiivinen.
Jos taas («a, 8) = (p,n — m), télloin tapauksessa (1) saamme polynomin

CoCn ™" + CpCn@® P + CpmCa @+ coeq P

2n—m 2n—m—p

+ CoCr—mT + cocpx" P+ coCrm @™ + CpCr_m®

+ CpCnm@ T 4 e + ™ + coep, + 42"

eli saamme monomit, joiden asteet ovat
2n, 2n—p, n+m, n+p, 2n—m, n—p, m, 2n—m—p, p+m, p, n —m, n,
ja tapauksessa (2) polynomi on edelleen muodossa

€3£E2n + Egl‘zn_p + 511’2n_m + €1€3£Bn+m + 52631‘n+p + €1€2$n+m_p

+ €1Im + 821’p + 5162xn+p—m + €2€3In_p + 81€3l‘n_m + &3+ 41‘”,
jolloin taas saamme monomit, joiden asteet ovat
2n, 2n—p, 2n—m, n+m, n+p, n+m—p, m, p, n+p—m, n—p, n—m, N.

Néin ollen luku 2n —m — p on yhté suuri kuin yksi luvuista n +m, n+p ja
n+m —p. Nyt

2Zn—m—-—-p=n+m <<= n—-2m—p=0 <<= n=2m+p>m-+p
ja

2n—m-—-p=n+p <= n—m-—-2p=0 << n=m+2p>m+p,
joten yhtalot 2n —m —p =n+m ja 2n — m — p = n + p ovat ristiriidasssa

oletuksen n < m + p kanssa, ja néin ollen siis 2n —m — p = n +m — p pitda
paikkansa, eli

2Zn—m—-p=n+m-—p <= n—2m=0 < n =2m.

Siispd 8 = n —m = 2m — m = m, jolloin (a, B) = (p,m), jolloin kuten
aiemmin n#htiin, polynomi ¢ (x) on rekursiivinen.
Kun taas («, 3) = (m,n — p), niin talldin tapauksesta (1) saamme

2n—m

CoCn ™™ + ConCn + CnpCn@" P + coe T + cocp_pr® TP

2n—p—m

+ coCrn ™" + coCp_pa? + CpCp_px + cmcn_pxm+p + cpCmax™

+ CnCn—pt" P + cocp, + 42"
eli monomit asteiltaan

2n, 2n—m, n+p, n+m, 2n—p, n—m, p, 2n—p—m, m—+p, m, n—p, n.
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Nami ovat tdsmiilleen samat asteet kuin tapauksessa (a, ) = (p,n — m),
joten télloin saamme vastaavan tuloksen n = 2m. Talloin « = m = 2m—m =
n —m,eli (o, ) = (n —m,n — p). Siispé, kuten aiemmin nihtiin, ¢(z) on
rekursiivinen.

Télloin on osoitettu, ettd jokaisessa mahdollisessa tilanteessa, joko ¢(x)
tai e(z) on rekursiivinen. O

Lemma 4.3. Olkoon \ ja A\™* polynomin f(x) juuria. Télloin yksi ehtopari
pitdd patkkansa.

(I) \"=—e3 ja \"P = —eey,
(II) N\ = —e1e5 ja \"7P = —e9,
(III) \P = —eq9e3 ja N = —¢q.

Todistus. Ehdot f(\) =0 ja f(A™!) = 0 voidaan esittdd muodossa
A" + 61/\m + 62/\p + 3 = O, A+ 8263)\n_p + 6183)\n_m +e3 = 0.
Vihentdmalld ensimméinen yhtalo toisesta, saamme

(A" + Eaes " P + 21830 ™+ g3) — (A" + A" + X +e3) =0—0
SN+ 283N TP fg1eg N T e — AT — g AN — AP — 3 =0
S 3N TP 4 g1e3 AT — g AN — AP =0
& £9630" P — g1656™ + £1636" " — 36,6 =0
S (AP 1) (e3A"" — £18207) = 0.

Néin ollen joko

82)\m_p—€1 =0 <— 52/\m—p: —&1 <~ NP = —E&1E&92
= N = —8182)\m

tai
E3ANTT — 18N =0 <= N =18\ = N = g3\

Kun ndmé muuttujan AP arvot laitetaan yhtdloon f(A) = 0, saamme joko
etta

f()\) =0 «— )\n+€1)\m+€2)\p+€3 =0
S AN F e A Fey(—e18A) ez =0 <= N+ A\ — e\ = e
<~ \" + 81)\m — 61)\m = —€3 <—~ A" = —E3,
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jolloin siis molemmat A" = —e3 ja NP = —g1&, pétevit ja (I) toteutuu, tai

fA) =0 <= N+ A"+ +e3=0
= A"+ e A" + eg(E18263 A ) 463 =0
= AN e A +ee3e3N ™ g3 =0
< N+ g A+ 183N 43 =0
< (A" 4 e1e3) (/\”_m + 51) =0.

Talloin joko A™ + €163 = 0 tai A"™™ + g1 = 0. Siispé joko

AT+ €183 =0 <— AT = —E&1€E3 ja MNP = 815283)\n_m
= AN = gre9e3 )\ = €16983(—6163) = —E3E063 = —&,
jolloin N = —g1e9 ja AP = —&y, eli (II) toteutuu. Tai vastaavasti

AN 4 e =0 <= N =—¢ja

MNP = 16963 A" ™ = g16965(—€1) = —€26963 = —Ea€s,

jolloin N\ = —egqe3 ja X" = —gy, eli (III) toteutuu.
Niin ollen siis aina joko (I) toteutuu, (IT) toteutuu, tai (IT1T) toteutuu. O

Lemmojen 4.2 ja 4.3 avulla on helppo osoittaa seuraavat kaksi lausetta,
jotka vuorostaan johtavat tiyteen kuvaukseen muotoa x™ + ex™ + e92? + €3
olevista jaottomista polynomeista. Molemmissa lauseissa (kuten myds Lem-
moissa 4.2 ja 4.3) oletetaan, ettd n < m+p ja f(x) # (™ + &) (2P + &1).

Maaritelma 4.4. Luku ¢ € C on ykkdsen juuri, mikili sille péatee ¢* = 1
jollakin n € Z,. |2]

Lause 4.5. a) Mikdili polynomilla f(x) ei ole juuria, jotka ovat ykkéosen juuria
niin polynomi f(x) on jaoton.

b) Mikdli polynomilla f(x) on tasan q juurta jotka ovat ykkdsen juuria,
talloin polynomi f(z) voidaan esittid kahden kokonaislukukertoimisen poly-
nomin tulona, joista toinen on astetta q ja jonka juuret ovat namd ykkosen
Juuret, kun taas toinen on jaoton.

Todistus. Olkoon f(x) = ¢(x)y(x), missd ¢, € Z[z]. Lemman 4.2 perus-
teella jomman kumman polynomeista ¢ ja ¥ on oltava rekursiivinen. Valitaan
namé polynomit niin, ettd ¢ on rekursiivinen. T&lldin voimme olettaa, ettd
jos A on polynomin ¢ juuri, niin tilléin myés A~! on polynomin ¢ juuri. Té-
mé johtuu siitd, ettd polynomin ¢ rekursiivisuuden perusteella jos p(A) = 0,
niin +2°p(A71) =0 <= (A7) =0.
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Niin ollen Lemmasta 4.3 seuraa, ettd A\ on ykkosen juuri. TAméa johtuu
siitdl, ettd vilttdmitti joko \* = —eg3 = &1 jolloin A\*" = 1, \™ = —g1e5 =
+1, jolloin A*™ = 1 tai W’ = —eye3 = =1, jolloin A\* = 1. Niin ollen
ndhdéin, ettd mikéli polynomi f on jaollinen, on silld oltava juuri, joka on
ykkoOsen juuri. Siispé, jos polynomilla f ei ole ykkosen juuria, on se jaoton.

Jos kaikki polynomin f juurista eiviit ole ykkosen juuria, niin tilléin poly-
nomilla ¢ on oltava juuria, jotka eivit ole ykkosen juuria. Talloin joko poly-
nomi ¢ on jaoton kunnassa 7Z tai kuten polynomin f tapauksessa v = 111)s,
jossa 11,1y € Z[x] ja kaikki polynomin 1)y juuret ovat ykkésen juuria, kun
taas polynomilla 15 on juuri, joka ei ole ykkosen juuri. Téall6in kaikki juuret
pYy ovat ykkosen juuria. Jatkamalla saman menetelmén kiyttoa polynomiin
19, saavutamme halutun polynomin f tekijéihin jaon. O]

Pitad vield méaarittda, milloin polynomilla f on juuria, jotka ovat ykkosen
juuria. Vastaus saadaan seuraavasta lauseesta.

Lause 4.6. f(x) = 2" + 2™ 4+ e92P + €3, 61 = £1, g9 = £1, g5 = £1.
Olkoon d lukujen n, m ja p suurin yhteinen tekijd. Asetetaan

n m P
ni = -, mqa = -, = -,
1 d 1 d b1 d
dy = syt(ni,my — p1), dy = syt(my,ny —p1), ds = syt(pi,n; —my).

Talléin mikd tahansa ykkésen juuri, joka on polynomin f juuri, toteuttaa

yhden yhtdloistd
gl = 41, g2 — 41, g0 = 41

ja se on polynomin f yksinkertainen juuri.

Todistus. Olkoon A ykkdsen juuri, joka on polynomin f juuri. Talloin A~ on
my0s polynomin f juuri. Lemma 4.3 antaa kolme mahdollista ehtoa luvulle
A. Tutkitaan ensin tapausta (I): A" = —e3 ja A™ P = =\ \y. Nyt

syt(n,m —p) = syt(d-ni,d-my —d-p1) =d-syt(ni, mi — p1) = ddy,
ja ndin ollen on olemassa sellaiset kokonaisluvut u ja v, ettd dd; = nu+ (m—

p)v. Niin ollen \%1 = \nut(m=plv — (\m)u(\m=P)v — 41 §illi \" = —e3 = &1
ja AP = —g1e3 = £1. Tapaukset (II) saamme vastaavasti

)\ddg — )\mu+(nfp)v _ ()\m)u ()\nfp)v — 41
ja tapauksessa (III) saamme

)\dds — )\pu+(nfm)v _ ()\p)u (/\nfm>v — 41

25



Jaa todistettavaksi vain, ettd A on polynomin f yksinkertainen juuri, eli
etta
Af'(A) = nA\" 4+ e;mA™ + e9pAP £ 0.

Asettamalla ehdot (I), (II) ja (IIT) yhtal6on nA" +eymA™ +e9pAP = 0 saamme
vastaavasti

£9AP(p — m) = nes, e3AP(p — n) = mes, et (M — n) = peqes.

Yhtilod |A| = 1 el voida saada ensimmaéisestd tapauksesta, kun taas toisessa
ja kolmannessa se tarkoittaa, ettd n = m + p. Jos n = m + p, tapauksen (II)
vhtélot ottavat muodot N = —e1e3 ja A™ = —ey, kun taas tapauksen (III)
yvhtdlot ottavat muodot \P = —ese3 ja AP = —e;. Kummassakin tapauksessa
€3 = €169, jolloin saadaan

f(z) =2+ 1™ + eqaP + 63 = 2" + 12™ + e9a2? + £169

= (2" + &) (2P + 1) = (¢ + &2) (2P + £1)

Taméa polynomi on kuitenkin aiemmin jatetty pois tarkastelusta, joten saa-
vutaan ristiriitaan. Néin ollen A on polynomin f yksinkertainen juuri. O
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