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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de este trabajo es analizar las técnicas existentes relacionadas con las superfi-
cies que se obtienen como solucién de Ecuaciones en Derivadas Parciales (en adelante EDP)
de Bézier triangulares, éstas superficies se usan para generar una superficie que satisface un
problema matematico de valores en la frontera.

Este trabajo de andlisis consistira inicialmente en una revision de tres articulos de Arnal,
Lluch y Monterde en 2011 [2], Arnal y Monterde también en 2011 [3], y de Yan Wu y Chun-
Gang Zhu en 2020 [4], para posteriormente realizar ejemplos, tomar conclusiones sobre los
articulos y proponer una nueva técnica en el capitulo seis. Veamos para comenzar la definicién
de superficie EDP.

Estas superficies son utilizadas en modelizacion geométrica, diseno asistido por ordena-
dor, animacion por ordenador, para realizar graficos por ordenador creando superficies suaves

de acuerdo a una serie de condiciones de frontera dadas.

Antes de empezar a profundizar en las superficies EDP, realizaremos una introduccion
tanto histérica como matematica que nos permitird poner en contexto la relevancia de los
temas a tratar.

En torno a 1962 se desarrollé un sistema para el trazado curvas que se utilizan en el

ambito del disenio aeronautico y automovilistico. Estas curvas toman su nombre del ingeniero
francés Pierre Bézier, quien estudié un método para describirlas que utilizé frecuentemente
en su trabajo en Renault. No se puede dejar de lado en este nacimiento de las curvas de
Bézier a Paul de Casteljau, que paralelamente desarroll6 las curvas utilizando el algoritmo
de De Casteljau, que es un método para evaluar las mencionadas curvas y vamos a definir a
continuacion.

Algoritmo de De Casteljau. Dados n+1 puntos, P, ..., P, € R?, definimos una curva
de Bézier asociada a los mencionados puntos como « : [0,1] — R? dada por a(t) = Pg(t),
donde PJ'(t) es el resultado del siguiente algoritmo:

Prty=Q—-t)P'(t) +tPG'(t)conr=1,...,nyi=0,....,n—r.

El poligono definido por los puntos, es el poligono de control, y sus vértices seran los
puntos de control.

Polinomio de Bernstein. Curvas de Bézier mediante polinomios de Bernstein.

Los polinomios en forma de Bernstein fueron utilizados por primera vez por Sergei N.
Bernstein, quien da nombre a estos polinomios, en una demostracién constructiva del teorema
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2 1. INTRODUCCION

de aproximacion de Weierstrass. A partir de la utilizacién de ordenadores estos polinomios,
restringidos al intervalo [0, 1], cobraron importancia en forma de curvas de Bézier.

Un polinomio de Bernstein es una combinacién lineal de polinomios de base de Berns-
tein.

Un polinomio de Bernstein P(x) de grado n se define: P(z) = Y ;_, ¢xBp(x) donde los
B} (.) son elementos de la base de polinomios de Bernstein, que se definen de la siguiente
forma: By (z) = (")2'(1 — )" siz € [0, 1].

Los puntos intermedios que se generan mediante el algoritmo de De Casteljau, P/ (t), se
pueden calcular de la siguiente forma:

P (t) = 225 Bj (t) Piy;

Propiedades de la curvas de Bézier Veamos las propiedades de las curvas de Bézier,
que aparecen como consecuencia de las propiedades de los polinomios de Bernstein.

= Interpolacién de extremos: La curva de Bézier pasa por los extremos del poligono de
control.

= Simetria: Los poligonos de control Py, Py,..., P,y P,, P,_1,..., Py definen la misma
curva de Bézier, aunque las direcciones de recorrido son opuestas.

» Invarianza afin: Si se aplica una aplicacién afin al poligono de control, la curva de
Bézier asociada al nuevo poligono de control es la imagen por la aplicacion afin de la
curva de Bézier inicial.

= Envoltura convexa: La curva de Bézier asociada a un poligono de control esta incluida
en la envolvente convexa del conjunto formado por los puntos de control.

= Disminucién de la variacién: Si una recta corta un poligono de control plano en m
ocasiones, entonces la recta cortara a la curva de Bézier m veces a lo sumo.

= Precision lineal: Si los puntos de control estéan distribuidos uniformemente en el seg-
mento Py P,, entonces la curva de Bézier de grado n es la interpolacién lineal entre
PO y Pn-

= Control pseudo-local. Si desplazamos el punto de control P; a P/ entonces los puntos

de la curva se moveran respecto a la curva original en la direccién del vector P;P;.
Este cambio no afecta a todos los puntos por igual, ya que se acentia en la zona mas
cercana a P; y apenas se percibe en los puntos alejados de éste.

Tras el presente capitulo introductorio, consideramos en el segundo capitulo las EDP
definidas por las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas con el funcional de Dirichlet y con
el funcional biharménico, que son la ecuacion de Laplace y la biharmoénica, pero se han
tratado éstas EDPs como casos particulares de EDP generales con coeficientes constantes de
grados 2 y 4 respectivamente. También se calcula para las EDP generales qué puntos de la
red de control tienen una superficie determinada de forma tnica.

Es posible determinar una superficie de Bézier triangular que satisfaga una EDP si tene-
mos algunos de sus puntos de control. El conjunto minimo de puntos de control necesarios
depende de la propia EDP, aunque sobre todo influye el orden de la EDP. Existen articulos
que estudian la generacién de superficies de Bézier rectangulares que satisfacen la ecuacién



1. INTRODUCCION 3

de Laplace asi como la ecuacién biharménica [5], [6], [7]. También hay estudios similares
sobre soluciones de Bézier de la ecuacién de ondas [9].

Encontramos diferentes métodos para generar superficies EDP de Bézier triangulares con
un conjunto dado de puntos de control, para ello se deben dar dos lineas de puntos de control
en superficies EDP de segundo orden y cuatro lineas para las de cuarto orden. Ademads, como
caso particular de las EDPs generales, se introducen y estudian operadores isotropicos de
segundo y de cuarto orden, que son aquellos operadores que permanecen invariantes sobre una
superficie bajo diferentes parametrizaciones, de manera que se pueda solventar el problema
de que ecuaciones armonicas y biharmoénicas sobre superficies de Bézier triangulares no sean
isotrépicas.

El uso de superficies EDP nos permite generar una superficie simplemente describiendo
un conjunto de puntos de control, donde el resto de la superficie esta controlado por la
ecuaciéon. El modelado de superficies utilizando superficies de Bézier tanto armoénicas como
biharmonicas es interesante porque el disenador no necesita preocuparse de la representacion
exacta de la superficie.

Es interesante hacer notar la importancia de las direcciones de los ejes coordenados en
el dominio del parametro. De estas direcciones depende que las superficies triangulares de
Bézier sean armonicas o no solo en funcion de unos ciertos ejes y de puntos de control. Si se
permutan dos de los tres indices de los puntos de control, entonces la propiedad arménica
puede desaparecer.

Estudiaremos si existe o no un operador diferencial de segundo orden, isotrépico con
respecto a parametrizaciones triangulares de Bézier, es decir, independientes del etiquetado
de los puntos de control.

En el tercer capitulo presentamos un método para el diseno de superficies resolviendo
EDPs. Para ello creamos una superficie triangular de Bézier como solucién de una EDP
con algunos puntos de control elegidos. Veremos que es posible determinar una superficie
triangular de Bézier que satisfaga una EDP si contamos con algunos de sus puntos de control.

También discutiremos diferentes ejemplos relacionados con la generacién de superficies a
partir de una configuracién de fronteras fijadas y comparamos nuestros resultados para una
EDP de segundo y cuarto orden con la solucién polinémica de una EDP de tercer orden con
comportamiento isotrépico.

A lo largo del capitulo cuarto se trabaja con redes de control para construir superfi-
cies, en este caso, rectangulares a través de diferentes condiciones de frontera y la ecuacién
triharmoénica de manera que realicen mejor el disenio interactivo y den a las superficies re-
sultantes las caracteristicas deseadas para el diseno asistido por ordenador.






Capitulo 2

Superficies EDP de Bézier triangulares:

Superficies armodnicas, biharmonicas e isotrépicas

Presentamos el método para el diseno de superficies resolviendo EDPs. Para ello, creamos
en [2] una superficie triangular de Bézier como solucién de una EDP con algunos puntos
de control elegidos. En 1989, Bloor y Wilson [1] aportaron técnicas de modelizacién de
superficies, llamadas "superficies EDP”. Dado que la mayor parte de la informacién que
define una superficie viene de sus curvas de frontera, anadir algunas condiciones de contorno
a la EDP permite que el método basado en ésta genere y controle la forma de la superficie
a través de muy pocos parametros.

Podemos determinar una superficie triangular de Bézier que satisfaga una EDP si conta-
mos con algunos de sus puntos de control. El conjunto minimo de puntos de control necesarios
depende de la EDP en cuestion, aunque uno de los factores principales a la hora de decidir
dichos puntos es el orden de la EDP. Existen articulos que estudian la generacion de su-
perficies de Bézier rectangulares que satisfacen la ecuacién de Laplace asi como la ecuacion
biharménica [5], [6], [7]. También hay estudios similares sobre soluciones de Bézier de la
ecuacién de ondas [9].

En el caso de superficies Bézier rectangulares armonicas, son necesarias dos condiciones de
contorno para construir la superficie, mientras que para las superficies de Bézier rectangulares
biharmonicas, se necesitaban cuatro curvas de contorno como datos iniciales. En el caso
biharménico es importante resaltar el hecho de que aunque se consideran problemas de
valores en la frontera, si se busca una solucién polinémica, el problema tiene una solucion
unica simplemente prescribiendo la frontera y sin derivadas normales a lo largo de esta.
Podria esperarse que las fronteras no restringidas a ser polinémicas estén definidas no solo
por la frontera, sino también por las derivadas transversales de las fronteras; pero el hecho es
que, si se requieren superficies polindémicas, las derivadas transversales estan determinados
por la frontera del caso rectangular.

1. Matrices Toeplitz y sus determinantes

La prueba de la existencia de solucién para el problema de determinar una superficie
de Bézier cuando algunos de sus puntos de control estan fijados consiste en comprobar la
resolubilidad de algunos sistemas lineales, todos ellos estan asociados a matrices Toeplitz.

Una matriz Toeplitz de orden n x n es aquella que:
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8. SUPERFICIES EDP DE BEZIER TRIANGULARES: SUPERFICIES ARMONICAS, BIHARMONICAS E ISOTROPICAS

bo by b—(n-1)
by by b(n—2)
n—1
(1) L) =0 =| . . . :
bnfl bn72 e bO
El determinante, Df de una matriz de bandas de Toeplitz, T,,(b) = (b;)5__,, con ceros
paracada j = —r—1,...,—n+1y j=s+1,...,n— 1, puede ser calculado mediante la
formula de Widom que vemos a continuacién en el siguiente Teorema 1.
TEOREMA 2.1. (Formula de Widom) Si z1,zo,...,2.1s Son las raices del polinomio

p(z) = b, + b1z 4 -+ b2 son distintas dos a dos, entonces, para cada n > 1 el

S
]:—7‘7

Db =%, Cywhy donde la suma de los ("7°) subconjuntos M C {1,2,...,r + s} de cardinal
M| =sycon M={1,2,....,7+s}\M, con
wir = (=1)°bs [[iens 25

Cu = HjeM zj HjeM,keM(Zj — 2)

determinante, D%, de una matriz de bandas Toeplitz n-dimensional, T, (b) = (b;) es:

-1

2. EDPs de segundo orden: La condicién armonica y el operador isotréopico

A continuacion vamos a explicar las técnicas existentes para orden dos que aparecen en
2]

Las superficies triangulares de Bézier tienen una ventaja sobre las rectangulares cuando
se trata de derivadas. Si consideramos el polinomio u"v", este polinomio tiene grado (n,n),
si lo escribimos en funcién de los polinomios de Bernstein de una variable, en cambio este
polinomio si lo escribimos en funcién de los polinomios bivariados de Bernstein tiene grado
2n, si derivamos en general o con por ejemplo con el laplaciano A(u™v") = n(n—1)(u" 20" +
u™v"™2), reescribir este laplaciano en funcién de los polinomios de Bernstein de una variable,
vuelve a resultar que tiene grado (n,n), es decir, el grado no se ha reducido, pero en el
caso de las superficies de Bézier triangulares el grado si se ha reducido y ahora queda un
polinomio de grado 2n — 2. Entonces al reducirse el grado podemos considerar que estan mas
adaptados para problemas en los que aparecen las EDP.

A continuacion consideramos una EDP general de segundo orden, con la ecuaciéon arméni-
ca como un caso particular, y veremos algunos métodos para generar las superficies EDP
asociadas. Este operador laplaciano se ha utilizado ampliamente en areas como la fisica y
estd asociado con una amplia gama de problemas fisicos.

En [5] se probd que la condicién de armonicidad para parches rectangulares de Bézier y
el conocimiento de dos curvas de frontera opuestas determinan la superficie completa. Aqui
se presenta un estudio similar de superficies armoénicas de Bézier, pero en lugar de parches
rectangulares, se tratara con parches triangulares de Bézier.
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Desafortunadamente, como se ha escrito previamente, cuando se trata de superficies
triangulares de Bézier el operador armoénico no es isotréopico. Las direcciones de los ejes
coordenados en el dominio del parametro toman especial importancia. De esta forma, las
superficies triangulares de Bézier son armonicas solo para unos ciertos ejes y de puntos de
control. Si se permutan dos de los tres indices de los puntos de control, entonces la propiedad
armonica puede desaparecer.

Estudiaremos si existe o no un operador diferencial de segundo orden, isotrépico con
respecto a parametrizaciones triangulares de Bézier, es decir, independientes del etiquetado
de los puntos de control. Encontramos un operador que permanece invariable sobre una
superficie, tras una reparametrizaciéon, cuando la aplicamos sobre una superficie con los
indices en una red de control bajo permutacion.

2.1. El operador isotrépico.

Veamos como obtenemos este operador. Sea S un operador de segundo orden con coefi-
cientes constantes

2) s=(.a) (4 2) ()

Por lo tanto, SZ(u,v) = aZy,(u, v) + bZy, (u, v) + cZyy (u, v).

Sea T(u,v) = Z(u,v,1 —u—v) =3 ,_, PrB}(u,v) una superficie triangular de Bézier
con red de control {Pr},,_,, donde B} (u,v) = (7)u'v’/(1 —u —v)*, con I = {i,j,k} y con
|I| = n. Sea ¢ una permutacion de los indices de la red de control. Denotaremos ahora Z, la
superficie triangular de Bézier con red de control {Pa( I)}I I=n

Estamos buscando un operador S para que exista una aplicacién h, que satisfaga que
SZy(u,v) = ST(hy(u,v)) para cualquier permutacion de indices.

Este operador isotrépico serda multiplo de ¢Z(u, v) = Zyy(u, v) — Zyp(u, v) + Zyy(u, v).
2.2. La EDP general de segundo orden.

Ny A

5+ 2 v evaluamos sobre el parche de

Consideremos el operador general S = a

Bézier 7 en términos de los puntos de Controlz

SZ(u,v) = < ba‘zw + cg—;) <Z|I| B} (u, v))
Teniendo en cuenta la derivada de una superficie Bézier tenemos que:
ST (u,v) = 32 g (0 — 1) (@A + DALY 4 cA®?) P B2 (u, v) Z QBy 2 (u,v),
[I|=n—2

donde A»™ son las diferencias:
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I _ Al-1, 1,0 — Al-1, ., — P

A m,PZ'J"k =A mA B,j,k =A m<H+1,j,k R,Z,k—i-l)
l, _ ALm—1A0,1 _ Alm-1

AYMP gk = AVTTIADD, g = AV ik — Priken)

Debido a que {B[‘_Q}‘ I|=n_o €S UNA base, tenemos que la red de control de una superficie

triangular de Bézier debe satisfacer que Q)7 = 0 para cada || = n — 2 para ser una solucién
de la EDP de segundo orden, S¥ = 0.

2.3. Construccion de la superficie de Bézier desde una curva frontera y la
derivada normal a lo largo de ella.

A continuacién estudiaremos el siguiente problema de contorno:
7 _ {?(O,U) = a(v)
xu(()? U) = B(U)

Consideramos ahora la EDP lineal con condiciones de frontera de Cauchy. El valor de la
solucién a lo largo de la curva frontera, Z(0,v), y su derivada parcial transversal, Z,(0,v),
que determina el plano tangente a la superficie a lo largo de esta curva frontera, son las con-
diciones que se especifican. Se sabe que, en general, este problema tiene solucién polinémica
y Unica. En términos de superficies triangulares Bézier, el problema es el siguiente:

Dadas las dos primeras filas de puntos de control, determinar la superficie EDP asociada

(ver Figl).

A
e
1/

%

FiGurA 1. Una cuadricula esquemaética de puntos de control. Los puntos azules son cono-
cidos y los grises pueden obtenerse en una solucién de Bézier del EDP.

En el siguiente Teorema 2 enunciado y demostrado en [2] se muestra que una solucién
triangular de Bézier de S¥ = 0 se puede determinar a partir de sus dos primeras filas de
puntos de control en la red de control.

TEOREMA 2.2. Sea & una solucion triangular de Bézier de ST = 0, donde S = aaa—; +
2 2
byl + c25, a # 0, con red de control {Pr}
1 # 0,1 estan totalmente determinados por las primeras dos filas de la red de puntos de

control {Pojn—;}—o y {Prjn—3}1=

. entonces los puntos de control P con

=n’
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F1curA 2. Cuatro superficies arménicas obtenidas con el teorema 2. Se muestran los mismos
ejemplos para los grados n = 4 y n = 6. Al comparar las figuras, se puede ver que para
algunos ejemplos de mayor grado, la primera y la segunda linea de puntos de control no dan
mucho control sobre la forma de la superficie armoénica que se determina.

FigurA 3. Cuatro superficies EDP isotréopicas obtenidas con el teorema anterior.

2.4. Construccion de la superficie de Bézier a través de dos curvas de fron-
tera: eleccion de los puntos de control.

Como hemos dicho antes, una EDP determina algunos puntos de control de una superficie
de Bézier en términos de algunos otros puntos de control prescritos simplemente resolviendo
un sistema de ecuaciones lineales. La eleccién del conjunto de puntos de control se realiza
intentando encontrar el conjunto de puntos de control que, asociados a un sistema compatible,
describen en la medida de lo posible el diseno deseado de una superficie.

A continuacién, mostramos el estudio de diferentes elecciones del subconjunto de puntos
de control para construir la superficie EDP asociada. El conjunto de puntos de control fijados,
a partir de los cuales se determina la superficie de Bézier triangular describe la forma de la
superficie que se desea obtener. Por lo tanto, una opcion adecuada seria dos filas de puntos
de control de frontera que describan dos de las curvas de frontera de la superficie. Veamoslo
en el siguiente teorema demostrado en [2].

TEOREMA 2.3. Sea ¥ una superficie triangular de Bézier con red de control {Pf}mzn.

Dados los puntos control de la primera fila {Pon—i;};, y de la fila del borde diagonal
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{P,n—io}i_ouna superficie EDP que satisface que ST = 0, donde S = aaa—; +b 82v + cg—;,

oud
puede ser determinada si D$+b+c’_(2a+b)’a) #0param=1,...,n—1, con

Db — (—2a—b4+vb2—4ac)™t! —(—2a—b—+/b2—4ac)™ 1!
m 2m+1./p2 _4ac

FicURA 4. Cuatro superficies utilizando el teorema anterior. El primer par cumple la EDP

general de segundo orden con a=c=1, b=4, y los tltimos dos con los valores a=c=1, b=-4

Desafortunadamente, cuando consideramos el operador laplaciano y el isotrépico ®, nos
encontramos con que su determinante asociado, DP . es nulo para algunos valores de m. Se
obtiene un sistema incompatible si consideramos estas dos lineas de puntos de control en la
frontera como informaciéon preestablecida y el resto de puntos de control como variables, por
lo que ni el operador armoénico ni el isotrépico determinan una superficie triangular Bézier en
ese caso. Este hecho nos impide escribir dos curvas de contorno para construir una superficie
EDP para este par de operadores, que son los méas interesantes (ver Fig. 4).

Por eso consideramos para estos casos un conjunto similar de puntos de control como
puntos conocidos, intentando que proporcionen informaciéon sobre la forma de las curvas de
frontera de la superficie deseada. Consideramos dos lineas frontera de puntos de control con
la excepciéon de algunos de ellos que seran reemplazados por sus puntos de control vecinos
con el fin de hacer compatible el sistema asociado.

La eleccién de puntos cercanos en sustitucion de los puntos frontera excluidos se debe al
hecho de que estdn mas cerca de la frontera, de esta forma proporcionan mejor informacion
sobre la frontera de la superficie deseada.
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Si estudiamos el operador laplaciano y calculamos el determinante de su correspondiente
matriz de bandas de Toeplitz, T,,,(b) = (b;)}

j=—1, con b_1,bp = =2y by = 2, obtenemos que:

2,-2,1 MAL o 1
DEF 72D = 23 elmﬁsm—(mz I

Por lo tanto, D,,(b) # 0 excepto para m = 3 + 4k. Entonces encontraremos algunos
determinantes nulos; para cada valor m = 3 + 4k encontramos un sistema incompatible.

Lo convertiremos en un sistema compatible determinado considerando un conjunto di-
ferente de puntos desconocidos en las columnas correspondientes. Es decir, si estuviéramos
tratando con la columna n — ¢ y tuviera m = 3 4 4k variables entonces considerariamos el
punto de borde, F;,_;, como una variable y en su lugar supondriamos su punto vecino,

P;_1 —i1 como informacion fijada.

PROPOSICION 2.4. Sea T una superficie de Bézier triangular armdnica con red de control

{PI}|I|:n. Entonces, dados como puntos de control los de la primera fila {Py,—i;}._, los

i=0
puntos del borde diagonal {Pi,nfi,O}?:o con 1 # 4k e incluyendo los correspondientes puntos
VECINOS {Pi—l,n—i,l}?:() cuando v = 4k la red de control triangular armonica queda totalmente

determinada.

FicUrA 5. Cuatro superficies arménicas obtenidas con la Proposiciéon anterior para n = 4
y n = 6. Se puede ver que el control sobre la forma de la superficie mejora si comparamos
con el ejemplo correspondiente al Teorema anterior, en la Fig. 2.

La figura 5, muestra para n = 4 y n = 6, algunas superficies armonicas obtenidas
mediante la anterior proposicién con los puntos azules dados. Estos ejemplos muestran como
la proposicién nos proporciona un mejor control de la forma de la superficie arménica que
con el anterior Teorema. Esta mejora se obtiene porque los datos dados son los puntos de
control de frontera los cudles dan mas informacién sobre la forma de la superficie.

Consideremos ahora el operador isotrépico, ®, el determinante de la matriz de coeficien-
tes:

1,-11) 2 imr;, (m+Dm
Dy, = e Tsin 5=

que es distinto de cero para m # 2 + 3k. Como antes, encontraremos algunos deter-
minantes nulos; en cada valor m = 2 4 3k encontraremos un sistema incompatible que se
convertird en un sistema compatible determinado al considerar la punto frontera, P, _;0
como variable y en su lugar su vecino P;,_;,_;; como el punto prescrito, si en la columna
n — i hay m = 2 + 3k variables.
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PROPOSICION 2.5. Sea ¥ una superficie triangular de Bézier con red de control {PI}\H:n
satisfaciendo la EDP isotropica ® ¥ = 0. Dados los puntos de frontera de la primera fila
{Po—ii}i s los puntos en la fila diagonal {P;,_;o};_, con i # 3k e incluyendo el corres-
pondiente punto cercano {P;_1,—;1} cuando i = 3k, la superficie EDP estd completamente
determinada.

Se observa que describiendo dos filas de puntos de control en la frontera, la primera fila y
la fila de borde diagonal, es posible construir una superficie EDP isotrépica cuadratica y una
superficie armonica cubica; para mayores grados se pueden obtener superficies isotropicas o
armonicas sustituyendo algunos de los puntos de control fronterizos por sus vecinos como se
puede ver en las figuras 4 y 5.

Ademas, cabe remarcar que si fijamos la primera fila y columna de puntos de control, la
superficie armonica asociada a estos puntos de control no existe. Sin embargo, por isotropia,
si podriamos obtener una superficie isotrépica cuadratica para esta frontera fijada.

PROPOSICION 2.6. Sea T una superficie de Bézier triangular con superficie de control
{PI}|I|=m satisfaciendo la EDP isotropica ¢x = 0. Dados los puntos de frontera de la primera

fila {Poy—i;i};_, los puntos del borde diagonal {P;,_;o};_, coni # 3k e incluyendo los puntos
cercanos conrespondientes {P;_1 i1} cuando i = 3k la red de control al completo queda
determinada.

Aunque las superficies arménicas no se pueden obtener solamente describiendo la primera
fila y la primera columna de una red de control, el siguiente teorema (7) [2] nos permite
generar otros tipos de superficies EDP (ver figura 2.4).

TEOREMA 2.7. Sea & una solucion triangular de Bézier de ST¥ = 0, donde S = aaa—; +

bagzu —i—c% con la red de control {P]}u|:n, entonces la red de control completa estda determi-

nada por la primera fila y la primera columna de la red de control {Po,j,n—j}?zo Y {Pion—itio

si D" £ 0 param=1,....,n—1 con
Db — (b+vb2—4dac)™ ! —(b—vb2—4ac)™ 1

m 2m+1/p2—4ac
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F1GURA 6. Cuatro superficies EDP obtenidas usando el anterior teorema. Las dos primeras

cumplen la EDP general de segundo orden con coeficientes a=c=1, b=4, y las ultimas 2 con
los valores a=c=1, b=-4

3. EDP de cuarto orden: La condiciéon biharmdnica y el operador isotrépico

A continuacién consideramos una EDP de cuarto orden que generaliza la ecuacién biharméni-
ca y un operador isotrépico. Vamos a ver dos métodos para generar superficies EDP, que nos
permiten construir superficies Bézier triangulares biharménicas, es decir, aquellos triangulos
Bézier que verifican A?Z = 0, donde A? es el operador biharménico también conocido como
bilaplaciano.

La ecuacion biharmonica esta asociada a una gran variedad de problemas fisicos como el
de la tension en membranas elasticas y el estudio de esfuerzos y deformaciones en estructuras
fisicas. Hay muchos problemas mecanicos relacionados con la flexién de una placa rectangular
con abrazadera elastica delgada, y todos pueden formularse en términos de una ecuacién
biharménica bidimensional con valores prescritos de la funcién y su derivada normal en el
limite. Por lo tanto, el problema de los limites biharmoénicos también se conoce como el
problema del plato llano.
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Desde el punto de vista del diseno geométrico este operador se ha abierto camino en
diversas areas de aplicacién, como el diseno de superficies, mallas geométricas o alisados.

Un resultado fundamental de la teoria de superficies minimas establece que, bajo ciertas
condiciones, dado el limite, existe una superficie minima tnica prescrita por ese limite. Es
de destacar que se puede encontrar un resultado similar para las superficies rectangulares de
Bézier.

Por tanto, nuestra primera idea es estudiar si la condiciéon biharmonica implica que los
puntos de control interiores de una superficie triangular de Bézier pueden expresarse como
una combinacion lineal de puntos de control de contorno, como ocurre en el caso rectangular
[7],[8]. Veremos cémo cambian las cosas para los parches triangulares de Bézier.

Ademas, discutimos el caso isotropico; Los dos métodos de generacion de superficies PDE
que damos en esta seccion nos permiten construir superficies EDP biharménicas o isotrépicas
a partir de la misma informacién prescrita.

3.1. Operador isotroépico.

Siguiendo una deduccién analoga a la de los operadores de segundo orden, y siendo R un
operador general de cuarto orden con coeficientes constantes; encontramos que los operadores
isotropicos son multiplos del cuadrado de ®

RZ = afuuuu + bfuuuv + Cfuuvv + dfuvv'u + efvvv’uv

— —

(I)Qm = Tyuuu — 2fuuuv + 3fuuvv - quvvv + fv'uvv
3.2. La EDP general de cuarto orden.
Consideremos el operador general

_ 0 o o o Lo
R = e + b8u36v + Couzou? + dBquS + €t

y ahora evaluamos sobre el parche de Bézier ¥ en términos de los puntos de control.

Teniendo en cuenta la derivada de una superficie Bézier tenemos que:

RE(u,v) = 32 2 a QB *(u,v), donde

Qr=n(n—1)(n —2)(n — 3)(aA*® + bA3! + cA%? + dA'3 + e A" P con AY™ dado en
la Eq.3

Debido al hecho de que {B?_4(u, U)}\Ilzn—4 es una base, tenemos que Rz = 0 si y solo si

Qr = 0 para todo |I| =n — 4.

3.3. Construccion de la superficie triangular de Bézier a partir de cuatro
lineas de puntos de control.

El siguiente resultado [2] indica que una superficie triangular de Bézier que cumple R¥
estd completamente determinada por las primeras cuatro filas de puntos de control que
comienzan desde un lado.

TEOREMA 2.8. Sea & una solucion triangular de Bézier de gradon > 4 de R¥ = 0, donde

R = aaa—; + 00— + cau%UQ +d-25 + 6;—;4, a # 0 con red de control {Pr}_,; entonces

Ou3ov Oudv3
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el conjunto de puntos de la red de control estd determinado por cuatro filas de puntos de
control {Pi,j,n_i_j}?;é donde i =0,1,2,3.

NN
AN

/|
%
/

F1cURA 7. Un par de tridangulos biharmoénicos de Bézier a partir del teorema anterior8

Las figuras anteriores muestran algunas superficies biharmoénicas mediante el teorema 8.

Es importante remarcar la bondad de los resultados obtenidos en la Figura 9. Las formas
parecen ser deseables desde el punto de vista del disenador.

Algunas condiciones iniciales como las cuatro lineas de puntos de control elegidas como
puntos conocidos, no dan buenas formas. Aqui, una de las tres esquinas de la superficie no
esta bajo control; en la siguiente subseccién daremos una solucion a este problema.

3.4. Construccion de superficies de Bézier triangulares a través de dos cur-
vas de frontera y las derivadas normales a lo largo de ellas.

Como en el caso de segundo orden, consideramos el problema de valores en la frontera
R =0
{ Z(0,v) = a(v)
Tu(0,v) = B(v)
{ Z(u,0) = 7(u)
Ty(u,0) = d(u)
Entonces, consideraremos la EDP dada por el operador R con condiciones de frontera de
Cauchy. Describimos el valor de la solucién a lo largo de dos curvas de borde, Z(u, 0) y (0, v),

y sus derivadas parciales, Z,(u,0) y ©,(0,v), que fijan los planos tangentes a la superficie a
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Ficura 8. Otras dos superficies biharmoénicas de Bézier obtenidos mediante el anterior
teorema 8.

Ficura 9. Cuatro superficies isotropicas EDP obtenidas con el teorema 8. Se puede ver

que los resultados son similiares al caso biharmoénico

lo largo de las curvas frontera dadas. Este problema se puede escribir, en términos de puntos
de control de una superficie Bézier, y seria el siguiente:
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Encuentrar la superficie EDP que queda completamente determinada por un par de
lineas fronterizas de puntos de control y sus correspondientes lineas vecinas en la cuadricula
triangular. Vedamoslo en el siguiente teorema demostrado en [2].

TEOREMA 2.9. Sea ¥ una superficie de Bézier triangular de grado n > 4 de R¥ = 0,

4 4 4 4 4
donde R = a%%agav—l—caﬁavg +d81?8v3 +e% con red de control {PI}?:O; entonces dados los

n—1

puntos de la primera y sequnda fila y primera y sequnda columna {Pypn—io};_o: {Pom—i0}ig

{Pi,(),n—i}?:o Y {Pi,l,n—i—l}?;ol. El conjunto de puntos de la red de control esta totalmente

determinado si D) £ 0 para m = 1,...,n — 3 donde D) es el determinante
de una matriz Toeplitz que puede ser calculada utilizando la formula de Widom, o a través
de la formula de Trench, dependiendo de la multiplicidad de los ceros del polinomio p(z) =

az* + b2 +c2+dz+e

COROLARIO 2.10. Sea & una superficie de Bézier triangular biharmdnica de grado n > 4
de A’ = 0 con red de control { Pr}_,; entonces dados los puntos de la primera y segunda fila

y los puntos de la primera y sequnda columna, la red de control triangular queda totalmente
determinada.

COROLARIO 2.11. Sea ¥ una solucién triangular isotrépica de grado n > 4 de ®*7 = 0
con red de control {Pr}]_,; entonces dados los puntos de la primera y sequnda fila y de la

primera y sequnda columna, la red de control completa esta totalmente determinada.

FicurA 10. Cuatro tridngulos biharmoénicos de Bézier obtenidos a partir del primero de

los ultimos dos corolarios. Puede verse que el primer par de ejemplos se obtienen buenas
formas como en el penultimo Teorema. En los dos ultimos podemos observar la mejora en
comparacion con la figura 8
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Ficura 11. Cuatro superficies isotrépicas obtenidas a partir del segundo de los tltimos dos corolarios



Capitulo 3

Superficies EDP de Bézier triangulares:

Una solucién de la ecuacion de orden 3

En 1989, Bloor y Wilson [1] dieron a este tipo de técnicas de modelado de superficies
el nombre de "superficies EDP”. Dado que la mayor parte de la informacién que define
una superficie proviene de sus curvas de frontera, agregar algunas condiciones sobre estas
fronteras a la EDP permite que el método basado en EDP genere y controle la forma de la
superficie a través de muy pocos parametros.

A continuacién estudiaremos [3] una técnica de disefio de superficies para superficies
de Bézier triangulares basada en la informacion de la fronteras que consiste enque a partir
de una frontera dada, creamos una superficie como solucion explicita a una EDP elegida
apropiadamente.

Como hemos visto en el capitulo anterior [2] una superficie de Bézier triangular que
satisface una EDP lineal se puede determinar dados algunos de sus puntos de control.

Para superficies de Bézier triangulares [2], nos acercamos al diseno de superficies re-
solviendo las EDP de segundo y cuarto orden. Aparecen varios métodos para el diseno de
superficies EDP triangulares dados por varios conjuntos de puntos de control, el conjunto
minimo de éstos depende de la propia EDP, principalmente de su orden. En los casos par-
ticulares de las superficies arménicas y biharmoénicas seran necesarias dos filas de puntos de
control, puesto que una superficie triangular de Bézier queda determinada por la condicién
armoénica que es una EDP de segundo orden, en el caso biharmonico, serda necesaria una
EDP de cuarto orden donde se podra determinar el parche de Bézier mediante cuatro filas
de puntos de control.

En general, en [8] se proporciona un método para generar superficies rectangulares de
Bézier como solucién a la EDP de cuarto orden eliptica a lo largo de la frontera, la ecuacién
de Euler-Lagrange junto con la funcién cuadratica general. Finalmente en [11] aparece una
solucién polinémica explicita de la EDP eliptica de cuarto orden.

1. La EDP de tercer orden

Los modelos matematicos de ciencia e ingenieria habitualmente toman la forma de ecua-
ciones diferenciales, en muchos casos, estas ecuaciones diferenciales bajo estudio (arménicas,
biharménicas, ondas) nacen naturalmente desde un principio fisico general. Sin embargo,
como hasta donde sabemos, no existe un EDP de tercer orden proveniente de un problema
modelado. Para obtenerla comencemos con un operador lineal [3] general de tercer orden
con coeficientes constantes:

19
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RZ = afuuu + Bfuuv + f)/fu’uv + 6fvvv

y la correspondiente EDP de tercer orden RZ = 0.

Sea T(u,v) = Z(u,v,1 —u—v) =3 ,_, PrB}(u,v) una superficie triangular de Bézier
con red de control {F};_,, donde B} (u,v) es un polinomio de Berstein en dos variables
By (u,v) = (})u'vi(1 —u—v)* con I ={i,j, k} y |I| =n.

La EDP lineal de tercer orden aty,, + BTuuww + YTuwe + 0Twww = 0, en término de los
puntos de control tenemos:
0= (s + Bl + 7ol + 0% ) Fu,v) =

=n(n—1)(n—2) Z (@A P4+ BA P4y A2 P+ A% P By (u,v)= Z QB (u,v)

|I|=n—3

donde A!™ hace referencia a las diferencias

AYP = ATEALP, = NPV (P e — Pjge)

AYP g = APPTIAONP, G = AYTY (P, i — Prjre)

Por eso RZ = 0 si y solo si Q; = 0 para todo |I| =n — 3 si y solamente si
0= (—a=B—=7=0)Pi-1j-1hr2+(B+27+30) Pt jrr1+ (=7 =30) Pic1 jp1k+0F 1 jr2k-1+
(Ba+ 28+ ) Pij-1p41 — 2B +7)Pijx + vPijrih—1 + (—3a — B)Piyrj1k + BPiy1 k-1 +
OéPi+2,j—1,k—1.

1.1. Formulacion de la mascara. Consideremos los puntos de control de acuerdo al
siguiente esquema, donde tenemos que obtener el valor de P, a partir de los puntos de la
frontera que son conocidos y de los coeficientes que hemos considerado anteriormente. Este
esquema, llamado mascara nos permite tener una representacion visual de los puntos estan
involucrados a la hora de obtener P, .

Pivj-1kr2Pic1 ki Pic1 ik Pio1ji2k—1

Pij k1 Pijebiji1 e

PijapPi+1,5,k—1

Piigj 1k

Si la frontera de la anterior red fuera conocida, entonces el punto interior P ;; podria

ser determinado por:

Pijr = Q(ﬂ_l-t,-»y) (ma=B=7=0)Pi1j-1pr2+ (B+27+30) P jpr1 + (=7 —=30) P jrn +
0P, 1 jyok—1+ Ba+ 28+ )P j—1k+1 + YPijs1h—1 + (—=3a — B)Pi1 -1k + BPit1j6-1 +
aPiis;14-1), para todo |I| =n — 3.

La forma de representar esta informacion es mediante una mascara:

—a—pf—y—48 B2y +358 —y—35 &
_ 1 y B3+ 28+ y * %
2(B+vy) —3a—p B
(03

Pij
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Esta mascara plantea la posibilidad de tener diferentes elecciones para los parametros
a, 3,7y 6, que, podria reducirse a solo tres parametros, ya que la EDP lineal general de
tercer orden podria dividirse por cualquiera de ellos. Posteriormente discutiremos la eleccion
de los valores de «, 3,7 v 9.

1.2. Mascara simétrica. De todas las posibles elecciones de parametros a, 8,7 v 0,
analizaremos los casos simétricos de la mascara. Distinguimos dos niveles, simetria fuerte y
débil.

Simetria débil. Estas son las condiciones que deben cumplir «, 5,7 y 0 para que la
mascara sea simétrica.

—a—f—v—0=0=«
Ja+28+y=0=—y—-36
B4+2y+30=v=-3a—-p

Esto implica que o = § = —’Bgﬂ, por tanto, el caso simétrico:
1 v _s 1
6 28+ 28+r) 6
B . Y
Pk = 2840 PEEICRS2

2+ v) . 2(B+y)

6

El correspondiente operador es: Sz, = —%fuuu + %(ﬁ + V) (BZywr + YTurw) — %fwv.

Simetria fuerte. Si solo hay dos coeficientes diferentes, uno para los vértices y otro para
el resto de posiciones de la méscara, entonces podemos hablar de simetria fuerte. Un caso
particular de la méscara simétrica en la ecuacion anterior se obtiene cuando 5 = . En ese
caso el operador de tercer orden es:

ST = _%fuuu + i(fuuv + fuvv) - %fvmr

Por lo tanto, la EDP asociada, S = 0 no depende de  y su mdascara asociada es:

1 1 1 1
6 4 4 6
1 1
! . !
Piji = . !
4 4
1
6

1.3. Operador isotrépico. Ahora, gracias al siguiente teorema [3] podemos tener un
operador diferencial isotrépico de tercer orden que determinara una superficie EDP a partir
de su frontera. La aplicacion de criterios de simetria en la mascara asociada a la EDP lineal
general de tercer orden conduce también a la isotropia.

TEOREMA 3.12. Salvo un factor constante, el unico operador isotropico de tercer orden

es S.
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2. Existencia de soluciones de Bézier para la EDP

Es importante trabajar con bases de Bernstein, ya que facilita la expresion de los resul-
tados. Sea ¥ una funcién polinémica de grado n > 3 en términos de la base:

n
Akl g 1

Z(u,v) = AT
k,1=0
El grado total del polinomio ha de ser n, entonces k£ + [ < n y nos encontramos con
algunos coeficientes, ay,; = 0 si k + [ > n. Ademas, si ¥ satisface la EDP de tercer orden
S¥ = 0, esta condicién puede ser traducida en un sistema de ecuaciones lineales en términos

de los coeficientes {ax,}; ,_, -

1 1 1

(3) gkl + Z(ak+2,l+1 + Ahi42) — e 0,

k,l=0,...,nconay; =0,sik+1>n.
Para asegurar la solubilidad del sistema dato anteriormente 3, lo dividimos en n — 2

sistemas. Cada uno de ellos relaciona los coeficientes en una diagonal con k + [ = r para
r=3,...,n:

1 1 1 _
—garo+ 7(ar_11 +ar_22) — sar_33=0

1 1 1
—s0,_11 + 7(ar_22 + ar_33) — ga,_33 =10
—5@r—22+ 7(ar_33+ ar_44) — gar_55 =0

1 1 1
— 53,41 T Z(a2,r+2 +ay,-1) — 504 =0

3. Solucién explicita

Ahora, veamos como se deduce en [3] la solucién explicita polindmica de la EDP de tercer

orden SZ = 0 estos métodos son similares a los que se muestran en [11]

LEMA 3.13. La solucion del sistema lineal anterior en términos de las tres primeras filas
de los coeficientes estd dado por

(4) ap; = Agao g1 + Braippi—1 + Cragpri—2,k > 2,k 1 €N
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Q0,0 Qo,1 Qp,2 ap,3 Q.4 e Qg r e aop.n

Q1,0 a1 Q1,2 ai3 e e A1,n—1
20 21 a2 9 c. ce a2 n—2

asz.o as31 e agr—3
(5) : :
Ar—1,0 cee Or_1n—r41
ar.0
an,0

Ay = 5(2(-1)" + 23 —2m)
1 n 2—n n
donde B,, = ?(—5(—1) + 257" 4-27)
Cp = 5(2(=1)" — 227" 4 27
Ahora, se intercambia la tercera fila de la columna de coeficientes. Viendo (4) que viene
de la ecuacién 4 podemos calcular asi ax,

k41,0 = Ar100 k41 + Brgia pri—1 + Crpi@2 jy1—2
g1 —Ak4100 k41— Bry101 k41-1

o y lo sustitui-

y entonces podemos encontrar el valor ag ;-2 =

mos.

PROPOSICION 3.14. La solucién del sistema lineal (3) para todo k,1 € N en térmi-
nos de las dos primeras filas y la primera columna de coeficientes estd dada por, ap; =

ApCri1—Ap11Cr B Crq1—Br11Cr
Chy1 Clii

c
g jt1 + a1 -1 + Ckil k41,0 para todo k,1 > 1

% L/

FiGURA 1. Dada la frontera de puntos de control, la red de control completa estd determi-
nado por la EDP de tercer orden asociada a la mascara simétrica.

4. Soluciones de Bézier para las EDP de tercer orden.
El siguiente teorema [3] muestra que la superficie EDP satisfaciendo
_%fuuu zll(fuuv + fuvv) - éfvvv =0
puede ser determinada por los puntos de control de la figura 1.
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TEOREMA 3.15. Sea Z(u,v) = 2, PrB}(u,v) una superficie de Bézier triangular

satisfaciendo la EDP de tercer orden ST = 0. Entonces todos los puntos interiores estin
determinados por los puntos de control Py, 0, Pion—i Y Poin—i-

FIGURA 2. La figura de la izquierda satisface la EDP de tercer orden asociada a la méascara
simétrica y al operador isotrépico y se obtiene para un borde prescrito. Las dos centrales
son superficies de Bézier armonicas obtenidas después de fijar dos conjuntos diferentes de
puntos de control. La figura de la derecha cumple con la EDP de segundo orden asociada al
operador isotrépico.

FicurA 3. Como antes, la figura de la izquierda es una superficie EDP isotrépica, el par
de superficies centrales son superficies arménicas obtenidas mediante métodos derivados en
el capitulo anterior [2], y la figura de la derecha es una superficie EDP isotrdpica, pero
satisface el EDP de segundo orden.

Las figuras 2 y 3 nos permiten comparar los resultados obtenidos como solucion a la EDP
lineal de tercer orden con los resultados obtenidos para superficies armoénicas y biharmonicas.
En el capitulo anterior [2], donde nos explicaban cémo determinar superficies EDP con
diferentes conjuntos de puntos de control y verificando una ecuacion diferencial de segundo
o cuarto orden siendo las condiciones armonicas y biharmoénicas, casos particulares.

Vimos que, dadas dos lineas de puntos de control, una superficie triangular de Bézier
queda totalmente determinada por la condicién armoénica o por otra EDP lineal de segundo
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orden. Los puntos de control puede ser las primeras dos filas para cualquier EDP de segundo
orden, pero no con dos lineas de puntos frontera.

La eleccién de dos curvas frontera es posible tnicamente para algunas EDP lineales
de segundo orden, para conseguir superficies armonicas pueden sustituirse algunos de los
puntos de control de frontera por puntos cercanos. Podemos mejorar el control de la forma
de la superficie EDP describiendo todas las curvas frontera. Las EDP lineales de cuarto
orden determinan la superficie EDP triangular de Bézier dada por cuatro filas de puntos de

control. Estas pueden ser las primeras cuatro filas de los puntos de control, comenzando por
uno de los lados, o las primeras dos filas y columnas si arreglamos los planos tangentes para
la superficie a lo largo de dos fronteras dadas.

Las figuras que aparecen a continuaciéon muestran superficies de grado n = 7 las cuales nos
permiten comparar los resultados obtenidos por superficies biharmonicas con las superficies
EDP obtenidas mediante el método EDP de tercer orden.

F1GURA 4. La figura de la izquierda satisface la PDE isotrépica de tercer orden. Las su-
perficies en el medio son superficies de Bézier biharmonicas con las primeras cuatro lineas
de puntos de control en la primera fijadas y dos curvas frontera y las derivadas normales
a lo largo de ellas en la segunda superficie biharmonica. La ultima es una superficie EDP
isotrépica que cumple la EDP isotrépica de cuarto orden.
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FicuraA 5. La figura de la izquierda es una superficie isotrépica que satisface la EDP de
tercer orden. Las superficies del medio son superficies Bézier biharménicas con dos conjuntos
diferentes de puntos de control fijados. La tdltima superficie es también una superficie EDP
isotrdpica, pero satisface la EDP isotrépica de cuarto orden. Todos los métodos de generacién
dan buenas formas para este ejemplo.

Y

FiGURA 6. La figura de la izquierda satisface la EDP isotrépica de tercer orden. En el

medio, un par de superficies Bézier biharmonicas. La superficie de la derecha satisface la
PDE isotrépica de cuarto orden. El control de las curvas de contorno evita la pérdida de

control que exhibe la tercera figura
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FicURA 7. La figura de la izquierda satisface la EDP de tercer orden. El par en el medio
son superficies Bézier biharmonicas. El ultimo es un ejemplo isotrépico, satisface la PDE
isotropica de cuarto orden. Como antes, la prescripcién de las curvas de contorno evita la
pérdida de control cuando se prescribieron las primeras cuatro lineas de puntos de control.






Capitulo 4

Superficies EDP de Bézier rectangulares:

La ecuacion triharmonica en superficies rectangulares

1. Introduccion

En el diseno geométrico asistido por ordenador (en adelante CAGD) y en el modelado
geométrico, los polinomios paramétricos se han utilizado durante mucho tiempo para repre-
sentar curvas y superficies de Bézier, éstas son populares debido a sus excelentes propiedades
y algoritmos [14]. El uso de redes de control para construir superficies puede realizar mejor el
diseno interactivo y dar a las superficies resultantes las caracteristicas deseadas. Ademas, de
acuerdo con los diferentes requisitos de diseno, construir superficies lisas a partir de diferentes

condiciones de frontera se convierte en un tema interesante en CAGD.
La solucién y el analisis de la EDP desempenan un papel fundamental en la computacién

cientifica, el analisis numérico y la ingenieria. En los ultimos anos, se han utilizado EDPs
geométricas para construir modelos geométricos [19]. Generalmente, este tipo de superficies
tiene algunas propiedades 6ptimas globales, como el flujo de curvatura media, el flujo de
Willmore, el flujo de variacién de curvatura media minima [19].

El uso de EDP para disenar superficies (llamadas superficies EDP) se remonta al trabajo
de Bloor y Wilson [1] y [20]. La idea principal es utilizar una ecuacién biharmonica para
resolver el problema de la combinacion de superficies y el llenado de huecos. Sin embargo,
la solucién de EDP depende de la forma paramétrica especifica. Hoy en dia, los campos
de aplicacion de las superficies EDP incluyen el disefio asistido por ordenador, el diseno
interactivo, el diseno paramétrico, la animaciéon por ordenador, el andlisis fisico asistido
por ordenador y la optimizacién del diseno. En los iltimos anos, muchas investigaciones se
dedican a estudiar cémo construir las superficies EDP (especialmente superficies EDP de
Bézier) a partir de las condiciones de frontera.

La ecuacion armoénica es 1til para describir una serie de fendmenos fisicos, particularmente
aquellos que pueden estar relacionados con campos potenciales. Una aplicacién importante
de la ecuacién armoénica es generar superficies de drea minima. Cosin y Monterde [6, 10, 15]
obtuvieron aproximaciones polindmicas a superficies minimas de Bézier. Xu y Wang [21, 22]
presentaron problemas relacionados con superficies minimas polinémicas paramétricas de
orden cinco y seis. En 2013 se present6 la aproximacion de superficies minimas con geodésicas

29
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[23]. En 2015, Xu [24] junto con otros utilizaron las superficies de Bézier cuasi-arménicas
para aproximarse a las superficies minimas.

Las ecuaciones de sexto orden (especialmente las ecuaciones triharménicas) estdn reci-
biendo mucha atencién en los tltimos anos, aunque hay pocos problemas fisicos que involu-
cran tales ecuaciones en contraste con las ecuaciones armoénicas y biharmoénicas. En mecanica
de fluidos, la ecuacién triharmoénica se utiliza para describir el flujo bidimensional de fluido
altamente viscoso de rotacién lenta en cavidades pequenas [29].

En este articulo, vamos a revisar [4] la construccion de superficies de Bézier rectangulares

Z(u,v) que satisfagan la ecuacién triharmonica:

o° 0"6 o° N\
(6) A3 (u,v) = (GUG + 38u48v2 + 38u23v4 + 3%> Z(u,v) =0

con condiciones de frontera, que se denomina superficie de Bézier triharmoénica. La funcion
cuadrética que se corresponde con la energia del gradiente laplaciano de Z(u,v) es

T(2(u,v)) = % fQ (Hfuuuu2 + 3||fuuvH2 + 3Hfuvv‘|2 + vavaQ) dudv

donde Q = [0,1]? es el dominio paramétrico de #(u,v). La ecuacién de Euler-Lagrange
para minimizar el funcional T'(Z(u, v)) es exactamente la ecuacién triaménica A®(u, v). Esto
significa que la superficie de Bézier triharménica con las condiciones de frontera conserva
una minima energia de gradiente laplaciano. A partir de las condiciones de frontera dada, y
a través de la representacién en bases de potencias, la superficie de Bézier triharmoénica se
puede determinar de forma tnica.

En la aplicacion practica, una EDP de sexto orden proporciona suficientes grados de
libertad para acomodar condiciones de tangencia y de curvatura en la frontera, y ofrece
mas parametros de control para servir como controles de usuario para la manipulacion de
formas de superficie [30]. Ademds, el control principal de la superficie se obtiene mediante
la manipulacién de las condiciones de frontera, lo que hace que tenga una buena aplicacién
en el diseno interactivo.

A continuacién, presentamos la relacion entre la representacion de la base de potencias
y la representacién de la base de Bernstein de la superficie de Bézier. Después revisamos
los resultados de la construccién de superficies armonicas, biharménicas y tetraharmonicas.
Posteriormente, presentamos las condiciones de los coeficientes de base de potencias cuando
la superficie de Bézier satisface la ecuacion triharmonica. Ademas, obtenemos la dimensién
del espacio vectorial de soluciones polinémicas de grado n de la ecuacion triharmonica.
Tras esto, se proponen tres condiciones de frontera diferentes para construir superficies de
Bézier triharmonicas, y también se presentan los algoritmos. Finalmente, proporcionamos
algunos ejemplos representativos para la construccion de superficies Bézier triharmoénicas
para verificar nuestros resultados mediante diferentes condiciones de frontera.
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1.1. Preliminares.

En esta seccién, comenzamos con la relacién entre la base de Bernstein y la base de
potencias, y luego recordaremos algunas conclusiones relacionadas con las superficies Bézier
armonicas, biharménicas y tetraarmodnicas.

Dada una superficie de Bézier producto tensorial & de grado (n,n).

(7) Fu,v) = Y B} u)Bj(v)Py, (u,v) € Q = [0,1]’
i,j=0
donde {B7}(.)};, es una base de polinomios de Bernstein de grado n, {P;'};';_, son

puntos de control. Para generar la superficie de Bézier anterior satisfaciendo la ecuacion
triharménica A3(u,v) , la transformacién entre la representacién de la base de potencias y
la representacion de la base de Bernstein de Z(u, v) es necesaria. Asumimos que la superficie
de Bézier (5) representada en la base de potencias

n

2 — Qij i
(8) T(u,v) = i;) z'!j!u v

La relacién entre las {F;};"._ de (7) y (8) es la siguiente:

(9) ai; = ilj! (7;) (?) A" Py, Vi, j

i g (i) (]
(10) P = (k) (l) gl Vi, j

o

I

o

~—~
>3
~—
—~
-~ 3
~—
5
o~~~

Desde las superficies de fronteras Z(u, v) en (7), £(0,v) (u,0) Z(1,v) y Z(u, 1) tendremos
que:

J
(11) ag; = 7! ZAZJ.POZ j=0,...,n
=0
(12) aio =il | By Pl .i=0,....n
k=0
agpq a4 Qp 5 J
] J ny - n -
(13) W-FT‘I—""FH—]! ZAl,anl ,7=0,...,n
=0
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Q40 i1 am
(14) ﬁ + T + -

ZBkzP]f”

,1=0,...,n

De acuerdo a las siguientes condiciones
%x(o v) -0, v), 2 03 Z(0, v) (1, v), aﬁ (u,0)

También logramos que

ajj =nj! iAZjAIOPOI ,j=0,...,n
as; =n(n—1)j ZA APyl ,5=0,....,n
azj =nn—1)(n—2)j ZA”A3OP0l ,7=0,....n
Wt g = gl ZA;jjvanl i=0,...,n
=0
a;y = ni! iBZkAmPkO i=0,...,n.
P

n i—l(n) (n—I n i—
Donde Aj; = (=17!(7) (j2), By = (=)' (1) (50 (5 = 0. m).
Las relaciones anteriores son métodos para la construccion de las superficies de Bézier

armoénicas, biharménicas y tetraharmodnicas han sido propuestos en los siguientes teoremas,
veamoslo.

TEOREMA 4.16. Sea Z(u,v) = > 1, Bi'(u) B} (v)Pij una superficie armonica de Bézier

de grado (n,n) con red de control {P;;}},;_,.

1. Sin es impar, los puntos de control de Z(u,v) en las filas interiores {Pij}?;ll’"zo estan

determinadas por los puntos de control de la primera y tltima fila, {Poj}77 o VA Pn; }?:O

n—1,n
i=1,7=0

los puntos F,, estan determinadas por los puntos de control de la primera y ultima
n n—1
ﬁlaa {POj}j:() y {Pnj}j:()

2. Sin es par, los puntos de control de Z(u, v) en las filas interiores { P;;}; y también

TEOREMA 4.17. Sea (u,v) = > """ BF'(u) Bf*(v) Py una superficie arménica de Bezier

de grado (n,m) con red de control {P;}]". Entonces todos los puntos interiores de control

(P} pin " estdn determinados por los puntos de control de la frontera, { Py, Fito APt 2o s { P }izo
y {Pin}io-
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TEOREMA 4.18. Sea T(u,v) = > ;",_o B} (u) Bf"(v) P;;. Dados los puntos de control en la
frontera y aquellos adyacentes a éstos, {POJ} o {Plj}] ) ' {P,_ 1]}j 1 ,{PW}J o 1P} o

(P} AP Iy {Pa}l,, existe una dnica superficie de Bézier tetraharmdnica ¥(u, v)

que comple las condiciones de frontera dadas.

2. Condiciones para las superficies de Bézier triharmoénicas

Veamos las las condiciones que se proponen en [4] para la representacién en bases de

potencias de un producto tensor de una superficie de Bézier (u,v) = Y /', Z’;, u'v? satisfa-

ciendo la ecuacién triharmoénica.

. ;. - . n a;j j
LEMA 4.19. La superficie de Bézier T(u,v) = > 7, o qu’ ‘v con grado (n,n) satisface
la condicion triharmdnica AT = 0, si y solo si a;11j + 3aiyajro + 3aitojra + aijie = 0,

0<4,75<mn, dondea;; =0 parai>n oj>n.

A continuacién, para estudiar la dimension del espacio vectorial de soluciones de las
superficies de Bézier triharmoénicas de un cierto grado, se transforma el problema de espacios
vectoriales en un problema complejo.

LEMA 4.20. La dimension del vector de soluciones del espacio vectorial de grado (n,n)

(n > 6) de la ecuacion triharmonica es:
1. 6n — 3 si n es par,
2. 6n — 2 si n es impar.
A continuacion, veamos las condiciones de la superficie de Bézier triharménicas para

Clljzo

LEMA 4.21. Dada una superficie triharmdnica de Bézier de grado (n,n) (n > 6), ¥(u,v) =

Z?jzou vl tenemos los siquientes resultados:

1. Cuando n = 2k(k > 3),a,; =0sii+j > 2k +3
2. Cuandon = 2k+1(k > 3),a;; =0sii+j > 2k+5y a;op44—i = 0sii =4,6,8,...,2k:

LEMA 4.22. Sea T(u,v) = Y/, Z,J,u “wI una superficie triharmdnica de grado (n,n)

con n > 6, si los coeficientes {agj,alj,agj,agj,alo,ah} _o conocidos, entonces todos los

{aij }i:4,j:2

. . P . . , . — _ n ] j
TEOREMA 4.23. Dada una superficie triharmdnica polindmica T(u,v) = 37 Z,Zj,u v
de grado (n,n) con n > 6, si los coeficientes {aoj,alj,aQJ,agj,a4],a5]} _o Son conocidos,

entonces el resto de coeficientes {a;j}; g j—o Dbueden ser obtenidos de forma unica.

1. Cuando ¢ = 6, Ai5 = —3&4,]'4_2 — 3&273'4_4 — A0, j+6-
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2. Sii> 06,
1)t .

a?t,j = % [t(t — 1)@472,5_;,_]‘_4 + Qt(t — 2)a2,2t+j—2 + (t — 1)(t — 2)&072“_]‘] con 1 =

2t(t > 3,t € Z,).
1)t

grp1; = S35 [t — V)asarsja + 2t(t — 2)azarjo + (t — 1)(t — 2)as21,] con

i=2+1(t>3,teZy).

3. Construccién de superficies triharmonicas de Bézier con diferentes
condiciones de frontera

Las condiciones de frontera para la construccién de las superficies de Bézier triharménicas

n
Z(u,v) = Z B (u) B} (v) Py, (u,v) € Q= [0,1]* que aparecen en [4] son las siguientes:
i,j=0
1. Condicién de frontera Tipo 1: Cuatro fronteras de #(u, v) son conocidas junto con la
condicién C* a lo largo de dos fronteras de Z(u,v) opuestas.
2. Condicién de frontera Tipo 2: Cuatro fronteras de Z(u,v) son conocidas junto con la

condicién C? aplicada sobre una de ellas.
3. Condicién de frontera Tipo 3: las primeras cuatro filas y las primeras dos columnas de
puntos de control relacionadas con dos fronteras adyacentes de Z(u, v) son conocidas.

A continuacién, se proponen métodos para generar superficies de Bézier triharmdnicas
satisfaciendo los tres tipos de condiciones de frontera basados en los resultados de la seccién
anterior. Inicialmente, consideraremos generar superficies triharmonicas mediante condicio-
nes de frontera cerrada.

TEOREMA 4.24. (Condicion Tipo 1) Si el producto tensor de la superficie de Bézier de
grado (n,n) (n > 6)

n
= n n
T(u,v) E B; (U)Bj (U)Pij
i.5=0
es la ecuacion de una superficie de Bézier triharmonica que satisface la ecuacion:

A3(u,v) = (aa—; +3555 + 38u22v4 + 3%) Z(u,v) = 0 y las condiciones de frontera tipo 1

en (4.1), (4.4) o (4.6) entonces los restantes puntos de control de ¥(u,v) pueden ser obtenidos
de la siguiente forma:

. . . . —2n—1 .
1. Si n es impar, entonces los puntos interiores de control {F;;};_,""," quedan determi-

nados tnicamente por {Po;}7_y, {P Y {Pa-15} s {Ps} o {Poo}ics s {Pin}icy
cn
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PO,O PO,I
Pl,O Pl,l
P270 *
Pn72,0 *
Pn—l,O Pn—l,l
Pn,O Pn,l

TRIHARMONICAS DE BEZIER CON DIFERENTES CONDICIONES DE FRONTER3%

PO,n—l PO,n
Pl,n—l Pl,n
* PQ,n
* Pn72,n
Pn—l,n—l Pn—l,n
Pn,n—l Pn,n

n—2,n—1

2. Sin es par, entonces los puntos interiores de control {FP;;}:—, i—g ¥ Pip estan determi-

nados de manera tinica por { Po;}7_o , {P1;}j=g - {Pa-13}j-g - {Pus}jog - {P0}iz - {Pin}iy

c1n
PO,O PO,l
Pl,O Pl,l
P270 *
Pn—z,o *
Pnfl,O Pnfl,l
Pn,O Pn,l

en
Poo Py
P Py
Py *
Pn—2,0 *
Po1o P

PO,nfl PO,n
Pl,n—l *
* P2,n
* Pn—2,n
Pnfl,nfl pnfl,n
Pn,nfl Pn,n
. . . —2n—1 .
3. Sin es par, entonces los puntos interiores de control { P;; ?:2 j":2 y P ,,—1 estan deter-
. e n n—1 n n n—2
minados de manera tnica por {Fo;}7_o, {P1j}i—g jzn 1> {15} i {Fni}j_g - {Fio}
PO,n—l PO,n
* Pl,n
* P2,n
* Pn—2,n
Pn—l,n—l Pn—l,n
Pn,n—l Pn n

)

=2
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F1GURA 1. A la izquierda vemos la frontera dada, y a la derecha la superficie de Bézier
triharmdnica resultante con las condiciones Tipo 1 de frontera paran =7

F1GURA 2. A la izquierda vemos la frontera dada, y a la derecha la superficie de Bézier

triharménica resultante con las condiciones Tipo 2 de frontera para n =9



Capitulo 5

Superficies EDP triangulares:

Una ecuacién de orden seis.

1. La EDP de orden 6

El uso de la EDP de orden seis es beneficiosa en el desarrollo de superficies porque
nos permite fijar tanto las tres fronteras de la superficie como los tres planos tangentes a

las fronteras. Esto nos otorga una superficie con condiciones C! sobre la frontera que nos
permiten controlar la forma de la superficie cerca de ella, lo cual puede ser muy 1til en
diferentes situaciones como la ingenieria o en problemas de diseno asistido por ordenador.

Los modelos matematicos aplicados en ciencia e ingenieria son tomados habitualmente de
ecuaciones diferenciales, en muchos casos éstas ecuaciones bajo estudio surgen naturalmente
de principios fisicos. Sin embargo, la EDP de orden seis no proviene de ningiin problema
fisico ni modelizado, por lo que vamos a comenzar con el operador lineal de orden seis con
coeficientes constantes:

(15) Rx = axuuuuuu + bxuuuuuv + Cxuuuuvv + dmuuuvvv + exuuvvvv + fxuvvvvv + ngvvvvv

y la correspondiente EDP de orden 6, R¥ = 0

Sea T(u,v) = Z(u,v,1 —u—v) =3 ,_, PrB}(u,v) una superficie triangular de Bézier
con red de control {Fr}y_,, donde B} (u,v) es un polinomio de Bernstein en dos variables
By (u,v) = (})u'vi(1 —u—v)* con I ={i,j, k} y |I| =n.

La EDP lineal de orden seis

axuuuuuu + bxuuuuuv + Cxuuuuvv + dmuuuvvv + eajuuvvvv + .fxuvvvvv + ng’U’UU'U’U = 07
en términos de los puntos de control tenemos:

_ foMd o8 8% foMd o foM 0%\ = _
0= <GW + b8u5v + Cout? + d6u31}3 + € ouzot + f@uv5 + gav6> ZL‘(U, U) o

= 2 > (AP DAY Pt e Prd AR Pre A Py fAY P g A Pr) By =8 (u, v)=

n—4!
[I|=n—6

Z QIB?_G(U’ U)

donde Ab™ hace referencia a las diferencias
AP, = APEMALP, = AFYY(P g — Prjg)
AYP = AYPTIAONP, 5= AY NP g — Pijge)

37
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De las multiples elecciones de parametros a, b, ¢, d, e, f, g a continuaciéon vamos a estudiar
los casos que cumplen en primera instancia que son simétricos y posteriormente los casos
que también son isotropicos.

1.1. El operador triharmdnico. A continuacion, vamos a estudiar el operador triharmoni-

co para superficies triangulares, esta configuracion es beneficiosa con respecto a la estudiada
en el capitulo anterior [4] donde se trabajaban con superficies rectangulares. En este capitu-
lo, trabajando con superficies EDP triangulares vamos a poder fijar tanto las tres fronteras
como los tres planos tangentes a lo largo de las fronteras obteniendo asi una configuracién
simétrica, mientras que en el caso rectangular [4] se plantean soluciones asimétricas, como
por ejemplo fijar las cuatro fronteras y unicamente dos tangentes a lo largo de estas o fijar
dos filas de puntos en un lado de la superficie y cuatro en otro lado contigua a esta. Salvo
casos muy particulares, es preferible fijar tanto las fronteras como las tangentes a estas, ya
que de esta forma tenemos la ventaja de la simetria.

FIGURA 1. A la izquierda, aparecen los puntos rojos hacen referencia a las condiciones de
frontera dadas. Los azules, los obtenidos a partir de la frontera. A la derecha vemos la
superficie que obtenemos a partir del operador triharménico para n=7.

FIGURA 2. A la izquierda vemos que una de las fronteras se ha elevado con respecto al caso
anterior. A la derecha vemos la superficie que obtenemos a partir del operador triharmoénico
para n="7.

F1GUrA 3. A laizquierda vemos que elevamos los puntos, tanto en la frontera como en la fila
siguiente. A la derecha vemos la superficie que obtenemos a partir del operador triharmoénico
para n==_.
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Pero lamentablemente, nuestro operador triharmdnico no es isotrépico. Debido a la falta
de isotropia, vamos a ver cémo aparecen los operadores isotrépicos de orden seis.

1.2. Operador isotropico de orden 6. Ahora, vamos a explicar la obtencion del
operador isotropico de orden seis que determinara una superficie EDP triangular de Bézier
a partir de las condiciones de frontera. Hemos aplicado criterios de simetria para generar
para la EDP lineal general de tercer orden de la misma forma que se realizé en el capitulo
anterior.

TEOREMA 5.25. El operador isotropico de orden seis es S y depende de dos pardmetros.

(16)

1 5 1
Sg,df - (gfuuuuuu - S.quuuuuv - d§fuuuuvv + gﬁfuuuvvv - défuuvvvv - 3gfuvvvvv + gfvvvvvv) (u> U)

Demostracion. Consideremos el operador lineal de orden seis con coeficientes constan-
tes, definido como R.
Rf = a/f’LL’U/U/lL’MU + bfuuuuuv + Cfuuuuvv + dfuuuvvv + efuuvm}v _'_ ffuvvvvv + gf’U’U’U’U'U’U
y sea T =}, _, P1B](u,v) una superficie triangular de Bézier con red de control {Fr};_,.
Consideramos ahora una permutacion o para los indices de la red de control y denotamos

ahora por 7, la superficie triangular de Bézier con red de control { PUU)}‘ I=n’

Dada la permutacién o existe una aplicaciéon h, que cumple que @, (u,v) = Z(hy(u,v)).

Estamos buscando un operador R que verifique que: (RZ,)(u,v) = (RZ)(h,(u,v)) para
cualquier permutacion o de indices.

Para comenzar vamos a tomar la permutacién o(i, 7, k) = (4, k, %), por lo que la aplicacién
(v, 1 —u—v).

asociada es h,(u,v) = (v,1 —u —wv), por tanto B}, (u,v) = B}, ;

Veamos como queda bajo la permutacion o, el operador R;
(17)  (RZ)(u,v) = (az®Y + b7V 4 ez 4 dz®® 4 ez 4 f705) 4 9700 (u,v)

se transforma en

(Ra,)(u,v) = g# OO, (u,v) + (—f — 69) 7V h,(u,v) + (e + 5f + 159)F P h,(u,v) +
(—d — 4e — 10f — 209) 733 hy(u,v) + (c + 3d + 6e + 10f + 159)F%Yh, (u,v) + (=b — 2¢ —
3d —4de — 5f — 69) TV h,(u,v) + (a+b+c+d+e+ f+ g)F O h,(u,v).

Andlogamente, si tomamos la permutacién 7(i,7, k) = (7,4, k) y la aplicacién asociada
h;(u,v) = (v,u) obtenemos

(R (u,v) = gZOOh (u, v)+ fEZOD R, (u, v)+eFD by (u, v)+dzB3 by (u, v)+eZ3D R, (u, v)+
b b (u,v) + aZ OO h, (u,v).

Por tanto, nuestro operador isotrépico debe cumplir que:
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a=g=4g
b=—-f—-6g=f
c=e+5f+1bg=c¢e
d=—d—4e—10f —20g =d
e=c+3d+6e+10f + 1bg =c

f=—-b—2c—3d—4e—5f—6g=2»b
( g=a+bt+c+d+te+f+g=a

Resolviendo, nos queda

RZy4(u,v) = (g0 — 39z — 1dz2) 4 397633 — 1qz@4) — 39705 + g#09) (u, v)

Dado que este par de permutaciones genera todo el grupo de permutaciones obtenemos
que (Ry,2;)(u,v) = (RayT)(he(u,v)), para cualquier permutacién o € Sg. O

Lamentablemente no existe un tinico operador isotrépico de orden seis, sino que aparecen
dos parametros en él. Ademas, desgraciadamente el operador triharménico 6 no es isotropico.

Si tomamos el valor g = d = 1 obtenemos:

1= 5 > 1= - -
§xuuuuvv + §xuuuvvv - ixuuvvvv - 3xuvvvm} + xvvvvvv) (ua U)'

Vamos a construir una superficie a partir de las fronteras y de las filas de puntos vecinas,

ST = (xuuuuuu - 3xuuuuuv -

es decir, fijaremos tanto la frontera como el plano tangente a lo largo de la misma.Veamos
algunas construcciones de superficies de Bézier triharmoénicas con n=7. Veamos los ejemplos
con las fronteras en las figuras 1, 2, 3.

A continuacién, vamos a repetir el proceso con el operador isotrépico de orden seis que
hemos obtenido anteriormente, utilizando las mismas las fronteras que aparecen en las figuras
1, 2, 3 para el caso n=7 y n=8.

FI1GURA 4. Vemos la superficie obtenida con el operador isotrépico con la misma disposicion
de puntos que la figura 1 para n=7.

2. Comparacién de métodos

Tras obtener superficies con tanto con el operador triharmoénico como con el operador
isotrépico de orden seis, a continuacion, vamos a construir algunos ejemplos de superficies
tanto arménicas como biharménicas fijando diferentes fronteras, siguiendo el camino que
marca el teorema 9 [3].
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F1GURA 5. Vemos la superficie obtenida con el operador isotrépico con la misma disposicién
de puntos que la figura 2 para n=7.

F1GURA 6. Vemos la superficie obtenida con el operador isotrépico con la misma disposicién
de puntos que en la figura 3 para n=8.

Comenzamos en la figura 7 obteniendo una superficie triangular utilizando el operador
armoénico de orden dos fijando dos fronteras. Podemos ver que se hace imposible controlar a
la superficie

Posteriormente, en las figuras 8 y 9 mostramos dos casos biharmdnicos donde fijamos
dos de sus fronteras y las dos filas vecinas a éstas. Para comenzar vamos a ver el ejemplo
donde partimos de dos fronteras y sus filas vecinas, en este caso, y aunque las superficies
obtenidas se encuentran un poco mas acotadas que en caso del la superficies obtenidas a
través del operador arménico tampoco obtenemos unos resultados 6ptimos ya que el lado de
la superficie triangular sobre la que no hemos puesto ninguna condicién no esta bajo control.

En el dltimo ejemplo que vemos (figura 10), obtenemos una superficie utilizando el ope-
rador isotrépico S3 fijando cada una de las tres fronteras En este caso podemos observar que
la superficie obtenida esta mas controlada que las anteriores

También mostramos una superficie triangular fijando inicamente las fronteras de la mis-
ma utilizando el operador Sj.
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FI1GURA 7. Vemos la superficie formada para el caso del operador arménico S en el que
fijamos tnicamente dos filas de puntos con n=7.
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F1GURA 8. Vemos la superficie formada utilizando el biharménico S, en el que fijamos dos
fronteras y las dos filas vecinas a éstas con n="7.

F1GURA 9. Vemos la superficie formada utilizando el biharménico S; en el que fijamos dos
fronteras y las dos filas vecinas a éstas con n="7.
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FicurA 10. Vemos la superficie formada utilizando el operador isotrépico Ss en el que
fijamos las tres fronteras para el caso n=7.



Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos dedicado nuestros esfuerzos al estudio de las superficies
EDP. En el capitulo 2, donde estudiamos el articulo de Arnal, Lluch y Monterde [2], hemos
considerado las EDPs definidas por ecuacién de Euler-Lagrange con el funcional de Dirichlet
y con el funcional biharmonico, las cuales son las ecuaciones de Laplace y biharmoénicas. Tam-
bién se ha abordado el diseno de superficies resolviendo EDP de segundo y cuarto orden,
analizando diferentes métodos para disenar superficies EDP triangulares de Bézier dados
diferentes conjuntos de puntos de control fijados e incluyendo los casos especiales de super-
ficies armonicas y biharmoénicas. Ademads, introdujimos un operador simétrico de segundo
y cuarto orden para superar el inconveniente de anisotropia de los operadores armonicos y
biharménicos sobre superficies de Bézier triangulares.

En el capitulo 3, donde abordamos el articulo de Arnal y Monterde [3] hemos estudiado un
método de solucion polinomial explicito para la generacion de superficies que se caracteriza
por alguna configuracion de fronteras en la que la superficie resultante se ajusta a una
EDP lineal de tercer orden. En particular, se ha tratado la generacién de superficies como
soluciones polinémicas triangulares de Bézier explicitas.

Hemos discutido también una variedad de ejemplos relacionados con la generacién de
superficies a partir de una configuracion de fronteras dadas y comparamos nuestros resultados
para una EDP de segundo y cuarto orden con la solucién polinomial explicita de una EDP
lineal simétrica de tercer orden con comportamiento isotrépico.

Podemos afirmar que el control de toda frontera es posible con el método EDP de tercer
orden ya que proporciona un mejor control sobre la forma de una superficie. Las superficies
que hemos obtenido con este método se adaptan perfectamente a la forma trazada por la
frontera y la fijacion de la frontera aumenta el control sobre las formas que se pueden disenar.
El método de solucién que hemos analizado tiene relevancia directa para la generacion de
superficies a partir de datos de contorno para diseno geométrico asistido por ordenador.

En el capitulo 4, vimos la construccion de las superficies EDP de Bézier rectangulares a
través de diferentes condiciones de frontera y la ecuacién triharmonica. Al compararlas con
el caso armonico y biharménico, el articulo de Wu y Zhu [4] asegura tener suficientes grados
de libertad para satisfacer las condiciones de frontera proponiendo configuraciones como,
por ejemplo, fijar las cuatro fronteras y inicamente dos tangentes a lo largo de éstas o fijar
dos filas de puntos en un lado de la superficie y cuatro en otro lado contigua a ésta. En el
capitulo 5, salvo casos particulares, ofrece mejores resultados fijar tanto las fronteras como
las tangentes a éstas, ya que de esta forma tenemos la ventaja de la simetria y obtenemos
superficies con condiciones de frontera C'. Para poder obtener una superficie simétrica no
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nos ha bastado con trabajar tinicamente con la EDP de orden seis, sino que ha sido necesario
buscar el operador isotrépico de ese orden (16), el cual depende de dos pardmetros (d y g),
por tanto, no es tnico.

Una vez que hemos obtenido el operador isotropico de orden seis, hemos fijado los pardame-
trosad =1y g =1y con esto nos hemos dispuesto a construir varios ejemplos de superficies
isotropicas viendo la bondad de las mismas y la mejoria que produce en comparacién con
las superficies obtenidas en el capitulo 4.

Hemos visto que el problema que hemos trabajado aqui tiene soluciéon para superficies
de cualquier grado, por lo que una de las posibles lineas futuras de investigacion que surgen
a raiz de este trabajo consistiria en realizar la demostracion del problema.

Otra de las lineas de trabajo que surge consiste en proponer otras configuraciones, por
ejemplo, imponiendo condiciones de frontera C?, es decir, fijando la primera y la segunda
derivada a lo largo de dos fronteras, lo que equivaldria a fijar tres filas de puntos de control
a lo largo de dos de las fronteras.
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