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Resumen

Presentamos una introduccién a los conjuntos difusos haciendo hincapié en los conceptos
bésicos. Presentaremos una descripcién de los a-cortes y veremos su importancia para trabajar
con conjuntos difusos. Damos una aplicacién a la teoria de las ecuaciones difusas.
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Abstract

We present an introduction to fuzzy sets with emphasis the basics concepts. We will present
a description of the alpha-cuts and see their importance for working with fuzzy sets. We give
an application to the theory of fuzzy equations.
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Capitulo 1

Introduccion

La teorfa de conjuntos difusos es un enfoque de investigaciéon que puede abordar problemas
relacionados con juicios ambiguos, subjetivos e imprecisos, y puede cuantificar la faceta lingiiitica
de los datos disponibles y las preferencias para la toma de decisiones individuales o grupales.
La teoria difusa puede usarse para mejorar teoria ya existentes aportando un punto de vista
novedoso.

Los conjuntos difusos fueron introducidos por L. Zadeh en 1965 y son el inicio de la teoria
difusa que hoy en dia se aplica en un amplio abanico de situaciones: teoria de control, psicologia,

analisis, sistemas dindamicos, optimizacién, etc.

La diferencia entre los conjuntos cldsicos y los conjuntos difusos se puede sintetizar de la
siguiente manera:

Conjuntos clasicos:

1. Clases de objetos con frontera delimitada.

2. Un conjunto clasico estd definido por una frontera delimitada, es decir, no hay incerti-
dumbre sobre la pertenencia o no de un elemento al conjunto.

3. Se usan ampliamente en sistemas digitales.

Conjuntos difusos:

1. Clases de objetos con frontera no delimitada.
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2. Un conjunto difuso esta definido por una frontera no delimitada, es decir, hay incertidum-
bre sobre la pertenencia o no de un elemento al conjunto.

3. Usados en controladores difusos.

En esta Memoria presentamos los conceptos basicos de los co juntos difusos y una aplica-
cién a la teoria de las ecuaciones (algebraicas) difusas. Esta dividada de la siguiente manera:
tras introducir las nociones bésicas, hacemos hincapié en los concepts de normas y conormas
triangulares, introducimos los niimeros difusos y el principio de extensién junto con la aritméti-
ca de in tervalos. Finalizamos con el estudio de algunas ecuaciones (algebraicas) difusas y un
comentario sobre la teoria de la posibilidad.



Capitulo 2

Memoria Trabajo Final de Master

2.1. Conceptos basicos de conjuntos difusos

Para poder entender algunas de las aplicaciones de los nimeros difusos, primero hemos de
introducir algunos conceptos sobre la Teoria de Conjuntos Difusos. En la ldogica tradicional o
l6gica binaria uinicamente se presentan dos casos: o un elemento pertenece a un conjunto o no
pertenece. Sin embargo, como se nos comenta en [I], la pertenencia a un conjunto difuso es
gradual, segin la cual el valor de pertenencia 0 indica que el elemento no estd en el conjunto
y el valor 1 indica que se encuentra totalmente dentro del conjunto. Por tanto decimos que un
elemento forma parte de un conjunto difuso con un determinado grado de pertenencia.

Definicion 1 Se define variable lingtiistica x como la nocién o concepto que vamos a calificar
de forma difusa. Ejemplos: altura, edad ...

Definicion 2 Se define universo de discurso como el conjunto X de todos los posibles valores
que puede tomar una determinada variable x. Ejemplo: x = Altura, X = [1.4, 2.3]

Un conjunto clasico o crisp set es un conjunto empleado en la logica binaria. Son los con-
juntos que surgen por la necesidad del ser humano de clasificar objetos y conceptos. Unicamente
contemplan la pertenencia o no pertenencia al conjunto.

Definicion 3 Un conjunto difuso o fuzzy set es un conjunto que puede contener elementos
de forma parcial, es decir, que la propiedad de que un elemento x pertenezca al conjunto A
(x € A) puede ser cierta con un grado parcial de verdad.
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Ejemplo 1. Si hablamos de temperatura, tendremos que para una persona de Alaska el
concepto de caliente puede estar por encima de 10° C, mientras que para un mezxicano caliente
estaria por encima de 30°C o en un proceso de fundicion el concepto de caliente seria para
aquellas temperaturas superiores a 300°C. Por esta razén los conjuntos “Caliente”, “Tibio” y
“Frio” son llamados conjuntos difusos ya que tienen limites borrosos o “no muy bien” definidos.

Ejemplo 2. Supongamos que queremos clasificar a las personas de un pais o de una zona
en 7 Ricos” y ” No Ricos’. Lo mas sencillo parece asignar un valor numérico y decir que una
persona pertenece al conjunto ricos o no dependiendo de si su fortuna sobrepasa esa cantidad.
&Y si a una persona le faltaran 100€ para llegar a este valor? ;Y si le faltaran 10€¢ Aqui vemos
un ejemplo de la representacion de los conjuntos aplicando la ldgica cldsica y la l6gica difusa.

COMNJUNTOS NORMALES CONJUNTOS DIFUSOS
Personas no ricas Personas no ricas
Limite difuso

Personas Personas

ricas ricas

Figura 2.1: Diferencia de limites entre los conjuntos crisp y fuzzy.
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Definicion 4 Sea A un conjunto difuso y sea x € X un wvalor del conjunto universal. Su
funcion de pertenencia o funcién de membresia s es una aplicacion que indica el grado
de pertenencia de un valor a dicho conjunto difuso:

pa(zr) : X —[0,1].

Asi pues, un conjunto difuso A puede definirse de la siguiente manera

A={(z,pa(z)) 2z € X,pa(z): X —[0,1]},

'LIA(X) * e @

I ) [ [ Ny A

Figura 2.2: Funcién de membresia en un Universo discreto.

Ha(x)

Figura 2.3: Funciéon de membresia en un Universo continuo.

donde pg(xz) = 1 si z estd totalmente en A, pg(x) =0siznoestaen Ay 0 < pa(r) < lsiz
estd parcialmente en A. Este valor entre 0 y 1 representa el grado de pertenencia (también
llamado valor de pertenencia) de un elemento = al conjunto A. Cuanto més cerca esté pa(x) del
valor 1, mayor serd la pertenencia del objeto x al conjunto A. En algunas ocasiones la funcién
de pertenencia a un conjunto difuso A también se representa sencillamente como A(x).

Otra forma de representar conjuntos difusos es la siguiente:

A bale) | palze) | palen) 3 pa(wi)
x1 ) Tn ;
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donde el simbolo “+4” representa una enumeracién y no una operacién de suma. En esta re-
presentacién no se tienen en cuenta los valores de X tal que pa(xz) = 0. En el caso de que la
variable X tome valores continuos y no discretos tendriamos que

A — fx MAx(tTi)’

donde la integral tampoco debe considerarse como una operacién algebraica sino como una
forma de representar los pares de valores.

Uno de los aspectos mas interesantes del uso de la légica difusa, es que podemos utilizar
palabras ambiguas para la generacion de cdlculos computacionales. Esta visién fue dada por
Zadeh[2] y podemos verla ampliada en [3], donde se plantea la idea del cémputo con palabras.

Definicion 5 Los valores lingtiisticos son las diferentes clasificaciones que efectuamos sobre
la variable lingtiistica. Ejemplo: La variable x = Altura se puede clasificar en bajo, medio y alto.

A diferencia de una variable numeérica, la variable lingiiistica es ambigua, y esta representada
por un conjunto difuso. Por ejemplo la variable numérica puede ser definida como altura=180
cm, mientras que la variable lingiiistica estaria definida como altura=alto. Por medio de estos
valores lingiiisticos sirven para modelar un fenémeno tal como se puede ver en la Figura 2.4:

Bajo

150 165 170 180 Altura en cms

Figura 2.4: Separacién de la variable altura en los conjuntos, o valores: bajo, mediano y alto.

En la Figura 2.4 hemos dibujado 3 conjuntos difusos sobre la variable lingiiistica altura,
cuyos valores lingiiisticos asociados son bajo, mediano y alto respectivamente.
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Apd Conjunio
ilifuso ;

Funeidn de "  Valor
pertemencia | hajo el crltor €= linguistico

- — ALTURA

1.5 1.7 1.9 *
‘ E':fu.'erso ie . Variable
Fscurso linguistien

Figura 2.5: Algunas de las propiedades vistas sobre Conjuntos Difusos.

Los cuantificadores se usan para medir (o cuantificar) la cantidad o la proporcién de
elementos que cumplen o satisfacen cierta condicion.

De la Légica Clésica ya conocemos dos muy importantes:

» V (Para todo): Se refiere a todos los elementos u objetos.

» J (Existe): Se refiere al menos a uno de los elementos u objetos.

En la Logica Difusa se emplean mas cuantificadores que se clasifican en dos categorias:

= Cuantificadores Absolutos: Se refieren a una unica cantidad determinada para medir
si esa cantidad son “muchos”, “pocos”, “muchisimos”, “aproximadamente entre 6 y 97,
“aprox. mas de 43”...

= Cuantificadores Relativos: Se refieren a una proporcién de elementos respecto del total
de los que existen. Por ejemplo: “la mayoria”, “la minoria”, “casi todos”, “casi ninguno”...

Los modificadores son un modo de representar estrategias o técnicas apropiadas cuan-
do el conocimiento proviene de la experiencia o de la intuicién (careciendo de demostracién
matemaética o fisica).

Ejemplo. Supongamos que tenemos dos conjuntos difusos A y B. El conjunto A serd el
conjunto de las personas “Viejas” mientras que el conjunto B serd el conjunto formado por las

personas “Muy Viejas”. Una persona que pertenece parcialmente al conjunto “Viejo”, tendra un
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menor grado de pertenencia al conjunto “Muy Viejo”. Asi pues, vemos que podriamos obtener
el conjunto B aplicando una modificacién sobre el conjunto A:

pp(z) = (na(z))®.

VIeIo Muy viejo

Figura 2.6: Funciones de pertenencia de “Viejo” y “Muy Viejo”.

Existe todo un catdlogo de posibles adverbios y modificadores asociados, pero las modifica-
ciones que mas usualmente se aplican a un conjunto difuso son las siguientes:

= Concentraciéon: El efecto es que la funcién de pertenencia toma valores mas pequenos,
centrandose en los valores mayores. Se obtiene al aplicar una funcién tipo pp(x) =
(1a(x))P con p > 1. El efecto de aplicar la concentracién puede verse en la siguiente
figura (la funcién de pertenencia base es la azul, y la modificada la rosa):

Figura 2.7: Ejemplo de Concentracién.

» Dilatacién: Se obtiene al aplicar una funcién tipo up(z) = (na(z))? con 0 < p < 1.
Provoca el efecto contrario al de la concentracién. La funcién toma valores mayores. El
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efecto de aplicar la dilatacién puede verse en la siguiente figura (la funcién de pertenencia
base es la azul, y la modificada la rosa):

Figura 2.8: Ejemplo de Dilatacién.

» Intensificacién: Se disminuyen los valores menores a 1/2 y se aumentan los mayores. La
intensificacién viene determinada por una funcién del tipo

22 Y palz))P si pa(z) < 0,5
aa(E) = { L= 2 (1 a9 aala) > 05 °

donde p > 1. Normalmente se suele poner p = 2 (a mayor p, mayor intensificacién).
El efecto de aplicar la intensificacién puede verse en la siguiente figura (la funcién de
pertenencia base es la azul, y la modificada la rosa):

Figura 2.9: Ejemplo de Intensificacién.

= Difuminacion: Provoca el efecto contrario a la intensificaciéon. Viene determinada por
una funcién del tipo

tale) si pa(z) < 0,5

1-— %A(lﬂ) si pa(x) > 0,5
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El efecto de aplicar la difuminacién puede verse en la siguiente figura (la funcién de
pertenencia base es la azul, y la modificada la rosa):

Figura 2.10: Ejemplo de Difuminacion.

2.1.1. Caracteristicas de los Conjuntos Difusos

Un conjunto difuso presenta algunas caracteristicas que nos pueden resultar utiles a la hora
de estudiarlos. Muchas de estas caracteristicas fueron descritas por el propio Zadeh en [4] y
también podemos encontrarlas en [5].

Definiciéon 6 Sea A un conjunto difuso. La altura de un conjunto difuso es el valor mds grande
de su funcion de pertenencia:

h(A) = SUPzreX HA(x)-

Definicion 7 El soporte de un conjunto difuso A es el conjunto de elementos de X que per-
tenecen a A con grado de pertemencia mayor que 0:

S(A) ={z € X|pa(z) > 0}.

Un conjunto difuso se dice que es singleton o simple si su soporte es un tnico punto.
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Definiciéon 8 El nicleo de un conjunto difuso A es el conjunto de elementos de X que perte-
necen a A con grado de pertenencia 1:

Nucleo(A) = {x € X|pa(zr) = 1}.

Un conjunto difuso se dice que es normal si su nicleo es no vacio.

Definicion 9 Una normalizacion es una aplicacion que convierte un conjunto difuso no nor-
mal en un conjunto difuso normal. Sea A un conjunto difuso no normal (Vr € X — pa(x) #
1), un conjunto difuso B normal vendria dado por:

Definicion 10 Los puntos de cruce o puntos de equilibrio de un conjunto difuso son todos
los valores que tienen grado de pertenencia 0.5 (x € X|pa(x) =0,5).

Definicién 11 Se define la cardinalidad de un conjunto difuso A de la siguiente manera

Al =2 pex palz).

Definicion 12 Un a-corte es un conjunto de los valores de X con grado mayor o igual que o:

A% ={z € X|pa(z) > a}.

El a-corte es quizés el concepto més importante de los conjuntos difusos, porque median-
te el ajuste del valor, se puede determinar el rango o conjunto de valores que satisfacen un
determinado grado de pertenencia o compatibilidad
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Figura 2.11: Soporte, nticleo y a-cortes en un conjunto difuso A.

Definicion 13 Un a-corte estricto es un conjunto de los valores de X con grado estrictamente
mayor que o

A%t ={z € X|pa(x) > a}.

Teorema 1 Sean A, B conjuntos difusos. Entonces, las siguientes propiedades se cumplen para
a,f €[0,1]

(i) A+ C A°,

(ii) o < B implica que A* D AP y A>T D AP+,

(iii) (AN B)® = AN B* y (AU B)® = AU B°.

(iv) (AN B)*+ = A%+ 0 B+ y (AU B)*+ = Ao+ U Bo+,

(v) A% = AU7T,

Demostracion

(i) Sea x € A" — z € A Vz € AT — At C A~

(ii) Seaa < fyseax € A — A(x) > >a — Alx) > a — x € A® — AP C A°,
Sea a < Byseaxc APt — A(x) > B >a — Alx) >a — x € AT — AP+ C Aot
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(iii) Sea z € (AN B)* — (AN B)(z) > a — min[A(z), B(x)] > a — A(z) > ay B(z) > «
—wre€A*yxreB* > xe(A*NBY — (AN B)* C (A*N BY).

Seax € (ANBY) wx € Ayx € BY - A(x) > ay B(x) > a — min[A(x),B(z)] > a —
(ANB)(z) >a —z€ (ANB)* - (A*NB* C (AN B)~.

Por tanto (A* N BY) = (AN B)~.

(iv) Seaxz € (ANB)*t = (AN B)(z) > a — min[A(z), A(z)] > a = A(z) > ay B(z) > «
-z €A% yx e B* » e (A*"NBT) = (AN B)*" C (A" N B*T).

Seax € (A" NBYY) w12 € A" y o2 € B® — A(x) > ay B(z) > a — min[A(x), B(z)] > «
— (ANB)(z) >a = x € (ANB)*" — (A*" N B*") C (AN B)~t.

Por tanto (A*t N B*"T) = (AN B)*t.

(v) Seax € (A)¥ - A(z) > a —-1—-Alx) >a — —Alx) >a—-1— A@) <1-a —
A@) $1—a -z ¢ A=+ 5 o e AT (Ao ¢

Seamez(l_aH—>x¢A(1_°‘)+—>A(:c)}1—04—>A(a:)§1—a—>A(:c)—1§—a—>

1-Al) > a — A(z) > a — z € (A)* — A7 ¢ @)e.
Por tanto 4% = 207" m

Aligual que en la teoria de conjuntos tradicional, a los conjuntos difusos se les asocian ciertas
propiedades. Los conjuntos difusos que generalmente se utilizan en aplicaciones précticas son
CONVeXos.

Definicién 14 Un conjunto difuso A se dice convexo si para todo o € (0,1],r,s € “A y
A € [0,1] se tiene

Ar+(1=X)-s

Observacion. Si A es no difuso entonces:



Por lo tanto para cada a € (0,1), A* = z € X|ua(x) > a = A de donde la definicién de
conjunto convexo difuso coincide con la definicién usual de convexo cuando A es no difuso. Asi
que otra forma de definir un conjunto difuso convexo es la siguiente:

«

Definicién 15 Un conjunto difuso A se dice convexo si para todo o € (0,1], A% es convezo.

Convexo No Convexo

Figura 2.12: Ejemplo Conjunto Difuso Convexo y No Convexo.

Teorema 2 Sea A un conjunto difuso en R, se dice que es convexo si y solo si se cumple que
para todo r,s € R, y A € [0,1] se tiene

pa(h -+ (L= ) - 8) > minfua(r), pa(s)].

Demostracion —>

Sea A un conjunto difuso en R, A es convexo — Los a-cortes de A son convexos — A% es
convexo — si r,s € A% entonces A -1+ (1 —\)-s € A% con A € [0, 1]

Ahora, sea A(r) < A(r) y sea a = A(r) entonces AN-r+ (1 —X)-s) > a = A(r) —
AN -r+ (1 —=A)-s) > min[ua(r),na(s)] Vr,s € R

P
Sean r,s € A% Si A(r) > a 'y A(s) > a entonces A(A -7+ (1 — ) - s) > min(A(r), A(s))

— el minimo valor que pueden tomar A(r) y A(s) es a, entonces A(A-r+ (1 —N)-s8) > a —
r,s€AY > X-r+(1—X\)-se€ A% — A es convexo — A es convexo. Bl
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Teorema 3 Sean A y B dos conjuntos difusos convexos. Entonces A+ B y A — B también son
CONVETOS.

Demostracion

Sean x1,x9 € Ay y1,y2 € B, entonces, sabemos por el Teorema 2 que

pA(A w1+ (1= A) - 22) > minfua(er), pa(ze)],
paN-y1 + (1= A) - ya) > minfup(y1), ua(y2)],

con A € [0,1]. Entonces, si sumamos ambas funciones de pertenencia

paA 214+ (1= A) - 22) + (A -y1 + (1= A) -y2) > min[pa(z1), pa(z2)] +minfus(y1), np(y2)],
parBN - (21 +y1) + (L= A) - (22 +y2)) = min[payp(z1 +y1), pays(z2 +y2)].

Por tanto, A+B es convexo. La demostracién para resta es similar.ll
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2.1.2. Tipos de funciones de pertenencia

Aunque en principio cualquier funcién seria valida para definir conjuntos difusos, en la
practica hay ciertas funciones que son maés usadas que el resto. Esto se debe tanto a la facilidad
de computacién que su uso conlleva como a su estructura légica para definir su valor lingiiistico

asociado. Asi, las funciones de pertenencia més comunes que se nos describen en [5] y en [6] son
las siguientes:

s Funciéon Gamma

0 siz<a
_ r—a 3
plx) =19 =% sia<z<m
1 sizx>m
1
| a m

Figura 2.13: Grafica de la funcién Gamma.

s Funcion L

Puede definirse como la funcién opuesta a la funcién Gamma, es decir, 1 menos la funcién
Gamma.

1 siz<a
wz) = == siaze (am)
0 six>m



Figura 2.14: Gréfica de la funcién L.

» Funcién Lambda (o Funcién triangular)

0 siz<a

=0 gig<x<m
plr) = bos si m<< x_< b

b—m -

0 siz>b

a m b

Figura 2.15: Gréafica de la funcién Lambda.

» Funcién Pi (o Funcién trapezoidal)

0 siz<a
% sia<xz<b

wx)=+< 1 sib<z<c
d

bfx sic<z<d
0 six>d



Figura 2.16: Gréfica de la funcién Pi.

s Funcién S

0 siz<a
2(£=2)2 sia<zx<c

Hs(@) =9 g g(azey gage <o
0 six>c

a (R+C )/2 c

Figura 2.17: Gréfica de la funcién S.

= Funcién 7Z
Puede definirse como la funcién opuesta a la funcién S, es decir, 1-ug(x).

1 siz<a
1-2(2=%)? sia<z<c

pz(r) = 2(?:3)2 si e <o <e
1 six>c¢



a (ath)y2 ¢

Figura 2.18: Gréfica de la funcién Z.

s Funcion Gaussiana

ps(x) six<b
,u,n(m):{ ui(m) six>b

b-d b b+d

Figura 2.19: Grafica de la funcién Gaussiana.
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2.1.3. Operaciones con Conjuntos Difusos

Tal y como se describe en [7], al igual que en la légica cldsica, en la 1égica difusa se pueden
aplicar diferentes funciones béasicas para trabajar con los conjuntos definidos. Desde un punto
de vista subjetivo, se puede asegurar que el trabajar con estas operaciones sobre estos conjuntos
es mas facil que trabajar sobre légica clésica.

Igualdad

Dos conjuntos difusos A y B, definidos en el mismo Universo X, son iguales si tienen la
misma funcién de pertenencia:

pa(zr) = pp(x) Ve e X.

Inclusion

Sean A y B conjuntos difusos. Diremos que A es subconjunto difuso de B (A C B) si su
funcién de pertenencia toma valores mas pequenos

pa(zr) < pp(r) Ve e X.

Si existe un valor x € X tal que pa(z) # pup(x) entonces escribiremos que A C B.

A esta contenido en B

@
@
B
=}
E
-]
h=1
o
=
E
L]

Figura 2.20: Ejemplo de un subconjunto difuso.

Ademss, si A C By B C A entonces podemos decir que A = B.
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Teorema 4 Sean A y B conjuntos difusos. Entonces, para todo o € [0,1] :

» (i) AC B siy solo si*AC *B.

(i1)) A C B siy solo si “TAC > B,

(iii) A = B si y solo si “A =“B.

= (iv) A= B siysolo si“tA=°"B

Demostracion
(i) =

Sea A C B — A(x) < B(x)Vzx € X, entonces, sea x € *A — A(z) > a — B(x) > A(x) > «
— Bx)>a—>2€*B—*AC*B.

<

Sea YAC*B 5z €A —»x€®B - Bx)>ay Alx) > a — Bx) > Alx) > a —
B(z) > A(z) - AC B.

(i) =

Sea A C B — A(x) < B(xz)Vx € X, entonces, seax € “t A — A(z) > a — B(z) > A(z) > «
— B(z)>a »x€* B —“TAC*B.

P —

Sea “TAC*B v x€*“TA—>2e€*B— B(x)>ay A(x) >a — B(z) > A(z) > a —
B(z) > A(z) —» AC B.

(iii) =

Asumimos que A = B — A(x) = B(x)Vx € X, entonces, sea x € “A — A(x) > a —
Bzx)>a +2x€“B —*AC“B.

Ahora, seaz € *B — B(z) > a — A(x) > a -z € *A — “B C *A.

Por tanto *4A = ¢B.
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P —

Sea *A =B - *AC*By*“BC*Aentonces z € “A—x€*Byzre*B—>xec“A
entonces A(z) > a — B(x) > ay B(x) > a — A(z) > «, por tanto B(z) > A(z) y A(z) > B(x)

Por tanto A(x) = B(z)Vz € X — A= B.
(iv) =

Asumimos que A = B — A(z) = B(x)Vx € X, entonces, sea v € *TA — A(z) > a —
B(z)>a sz €* B —*AC*B,

Ahora, sea z € “TB — B(z) >a — A(z) >a 5z €*TA — “TB C ot A

Por tanto “T A = ** B.

—

Sea “TA=9TB 5 T AC* By * BC% Aentoncesr € “tA—2e€*Byre®B —
x € “T A entonces A(z) > a — B(z) > ay B(z) > a — A(z) > «, por tanto B(z) > A(x) y

A(z) > B(x)

Por tanto A(x) = B(zx)Ve e X - A=B. R

Unién

Sean A y B conjuntos difusos. La forma generalizada de la union es la T-conorma. Podemos
representarla de la siguiente forma:

S [0,1] % 0,1] — [0,1]
paus(r) = S(pa(x), pp()).

La T-conorma que se corresponde con la unién de conjuntos difusos es el maximo, por tanto
tenemos que:

pavn(x) = maz {jia(z), pup ().
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Unién AuUB

Figura 2.21: Ejemplo de la Unién.

Interseccion

Sean A y B conjuntos difusos. La forma generalizada de la interseccién se denomina T-norma.
Se representa de la siguiente forma:

T:[0,1] x [0,1] — [0,1]
pans(z) = T(pa(r), pa(x)).

La T-norma que se corresponde con la interseccién de conjuntos difusos es el minimo, por
tanto tenemos que:

panp () = min{pa(z), pa(x)}.

Interseccion ANB

Figura 2.22: Ejemplo de la Interseccion.

Una vez vista la unién y la interseccién de conjuntos difusos podemos ver el siguiente teo-
rema.
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Teorema 5 Sean A y B dos conjuntos difusos en X, entonces

|A| 4+ |B|=|AUB|+ |AN B|

Demostracion
Tenemos que |A| =Y .y mua(z) y |B| = >, cx mup(x). Entonces

AUB| = X, muaup(e) = Y,ey (mazlmua(e), mug (),
AU B| = maa(Y ey mua(w), ey mus(a)),
[AUB| = max(|Al, [B]).

De igual modo tenemos que

[ANB| =3 pex muaup () = 3 ,cx (min[mua(x), mup(x))),

[AN Bl = min(y,ex mua(x), > e x mup(z)),
|AN B| = min(|A],|B)).

Tenemos ahora dos casos: 1) Si |A| > |B| entonces |[AU B| = |B|y |[AN B| = |4]. 2) Si
|A| < |B| entonces |[AU B| = |A| y |[AN B| = |B|. En ambos casos, se sumple la férmula
|A|+|B|=|AUB|+|ANnB|. A

Complementariedad

El complementario A de un conjunto difuso A (también puede denotarse por cA) puede
definirse de distintas maneras al igual que la unién y la intersecciéon. El complementario esta
definido por una funién ¢ : [0, 1] — [0, 1] y tiene que satisfacer los siguientes axiomas para todo
a,b e 0,1]:

» Condiciones frontera: ¢(0) = 1;  ¢(1) =0.
= ¢ es una funcién continua.
» Monotonicidad: Si a < b entonces c(a) > ¢(b).

» Involucién: ¢(c(a)) = a.
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Al igual que sucedia con los operadores de unién y de interseccién, también para el comple-
mento existen gran variedad de clases. Nosotros utilizaremos el complemento clasico:

pa(e) = 1— pa(a).

Complemento A

Figura 2.23: Ejemplo del Complementario.

Sin embargo existe una funcion que es de las més utilizadas conocida como el A-complemento
de Sugeno y que viene definido por la siguiente expresion:

wop(x) = % con A € (—1,00).

Por 1ltimo, otra variante que se utiliza en algunos casos para generar el complemento
es el complemento de Yager:

pao(x) = (1 — pa(a)”)w con w € [0, 00].

L s e T e e

Figura 2.24: Complementario de una funcién triangular.
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Podemos ver en las Figuras 2.25 y 2.26 dos complementos para una misma funcion.
En el caso del complemento de Yager tenemos un ejemplo para w = 2 y en el de Sugeno
para A = 1/2.

1

Figura 2.25: Complementario de Sugeno de una funcién triangular para A = 1/2.

Figura 2.26: Complementario de Yager de una funcién triangular para w = 2.
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Distancia

También podemos calcular la distancia entre dos conjuntos difusos A y B en el mismo
universo X. Esta funcién mide la cercania entre ambos conjuntos difusos. En general se
puede usar la distancia de Minkowski:

d(A, B) = f/f pa(z) — pp()|de, p>1.

Casos particulares:

» Distancia de Hamming (p=1): d(A, B) = [ |pa(z) — ps(z)|dz.

» Distancia Euclidea (p=2): d(A,B) = \/f \pa(z) — pp(z)|de.

» Distancia de Tchebyschev (p =00):  d(A, B) = sup,cx |pa(z) — pp(z)|.

En universos de discurso discretos, la integral se sustituye por un sumatorio.

Ejemplo Vamos a calcular la distancia de Hamming entre dos conjuntos difusos A =
{(a,0,2), (,0,5), (¢, 0,8),(d,0,4)} vy B = {(a,0,1),(b,0,7),(c,0,3),(d,0,9)} del universo
del discurso X = {a,b,c,d}.

d(A, B) = > cx lna(z) — ps(z)],
d(A, B) = |pa(a) — ppla)| + |pa(d) — up(d)| + |pale) — ps(c)| + |pald) — ps(d)],
d(A,B) =10,2—0,1| + 0,5 — 0,7 4+ |0,8 — 0,3 + 0,4 — 0,9],
d(A,B) =101+ | — 0,2| +[0,5] +] — 0,5| = 0,1 + 0,24 0,5+ 0,5 = 1,3.
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2.1.4. Propiedades de los conjuntos difusos

Los conjuntos difusos presentan algunas propiedades que coinciden con las de los
conjuntos clasicos. Esto se debe a que, en el fondo los conjuntos clasicos son un caso
particular de los conjuntos difusos. Sean A, B y C conjuntos difusos, entonces se cumplen
las siguientes propiedades:

= Conmutativa: AUB = BU A; ANB=BNA

» Asociativa: AU(BUC) = (AUB)UC = AUBUC; AN(BNC)=(ANB)NC =
ANBnNnC

» Idempotencia: AU A = A; ANA=A

» Distributiva: AU(BNC)=(AUB)N(AUC); AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
» Involucién: ¢(c(A)) = A

» Condiciones Frontera: AU =A; AUX=X; AnNn0=0; AnX=A

» Transitividad: Si A C By B C C entonces A C C

» Leyes de Morgan: ¢(AU B) = ¢(A) N¢(B); c(ANB) =c(A)Uc(B)

A partir de estas propiedades se pueden deducir estas otras:

» (ANB)C AC (AUB)
» SiAC Bentonces A=ANByB=AUB
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2.1.5. Descomposicién de conjuntos difusos

La representacion de un conjunto difuso arbitrario A como ,A es definido en terminos
de a-cortes de A como

oA(r) = a-“Az),

es normalmente referido como una descomposicién del conjunto difuso A.

Ejemplo. Sea el universo del discurso X = {a,b,¢,d, e}. Sea el conjunto difuso A =
{(aa Oa2)u (b7 074)7 (07 076)7 (du 0’8)7 (67 1)}

Para a = 0,2
024 = {a,b,c,d, e}
"2A(z) = {(a, 1), (b.1), (¢, 1), (d, 1), (e, 1)}
024(x) = (0,2) - ¥?A(x)
O,ZA(:B) {(a O 2)7 ( 9 72)7 (07 072)7 (dv 0’2)7 (67 072)}

Para aa = 0,4
044 = {b,c,d, e}
04 A(x) = {(a,0), (b1
074A(ZL‘) == (0,4) . U’4A(
044(z) = {(a,

),)(07 1),(d,1), (e, 1)}
0), (b,0,4), (¢, 0,4), (d,0,4), (e,0,4)}

Para a = 0,6
964 = {c,d, e}
%6 A(z) = {(a,0), (b,

); (¢,0),(d, 1), (¢, 1)}

0sA(z) = {(a,0), (b,0), (¢,0), (d,0,8), (¢,0,8)}
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Teorema 6 (Primer Teorema de la Descomposicion) Para todo conjunto difuso A se
cumple que

A= UaE[O,l] oA,

donde , A denota a una descomposicion de conjuntos difusos de la forma ,A(x) = a-*A(z)
y J denota la union difusa.

Demostracion =

Para cada caso particular € X. Sea A(z) = a, entonces [U,co 1 « 4](%) = SupacipjaA](2) =
maI{SUpae[o,a]aA] (x)a Supae(a,l}aA(«T)}

Para encontrar Supae(a1]aA(x) lo hacemos de la siguiente manera. Para cada a € (a, 1]
tenemos que @ > a — A(z) =a < a = A(r) < a — a ¢ “A — “A(zx) = 0. Entonces,
tenemos que ,A(x) = a-“A(z) = a-0=0 — ,A(x) = 0 para todo « € (a, 1], lo cual nos
lleva a la conclusién de que Supae(aijad(z) =0

Para encontrar Supaco,a]aA() lo hacemos de la siguiente manera. Para cada a € [0, a]
tenemos que « < a - A(z) =a>a = A(z) > a - a € *A — “A(z) = 1. Entonces,
tenemos que 4A(r) = a-*A(z) = a1 =a — ,A(x) = a para todo a € (a,1], lo cual
nos lleva a la conclusion de que Supae(a1jeA(2) = a

Volviendo a la cuestion inicial

Uacp oAl(z) = maz{a,0} = a = A(z) = U,cpod=A N
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Teorema 7 (Sequndo Teorema de la Descomposicion) Para todo conjunto difuso A se
cumple que

A= Uae[o,l] a+ A,

donde o+ A denota a una descomposicion de conjuntos difusos de la forma o A(x) =
a-*TA(z) y J denota la union difusa.

Demostracion =

Para cada caso particular x € X. Sea A(z) = a, entonces [, cp 1] a+A|(2) = Supacpp,1ja+Al(z) =
max{supoce[O,a)a+A] (l’), Supoce[a,l]a+/4($)}

Para encontrar Supacpa,1ja+A(x) lo hacemos de la siguiente manera. Para cada o €
[a,1] tenemos que @ > a = A(x) =a < a — Alz) <a— a ¢ *"A — “TA(z) = 0.
Entonces, tenemos que o A(z) = a-*TA(z) = a-0 =0 — 4. A(x) = 0 para todo
a € (a, 1], lo cual nos lleva a la conclusién de que Supacja,1ja+A(x) =0

Para encontrar Supacp,q)aA(2) 1o hacemos de la siguiente manera. Para cada a € [0, a]
tenemos que a > a — A(x) =a>a = A(r) >a - a € *TA — “T A(x) = 1. Entonces,
tenemos que o4 A(z) = a-*TA(z) =a-1=a — 4+ A(x) = a para todo a € [a, 1], lo
cual nos lleva a la conclusién de que Supacjaijat+A(T) = a

Volviendo a la cuestién inicial
Uacoqy o+ Al(@) = maz{a,0} = a = A(z) = UycgyjarAd=A B

Cualquier problema formulado en el marco de los conjuntos difusos puede resolverse

transformando esos conjuntos difusos en su familia de a-cortes anidados, determinando
la solucion para cada uno usando técnicas no difusas.
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2.1.6. Normas y Conormas Triangulares

Como se nos comenta en [§], son un tipo de generalizaciones de las operaciones minni-
mo y maximo que se utilizan en la unién e interseccién de conjuntos difusos.

Como estamos trabajando sobre grados de pertenencia y estos estan en el intervalo
[0,1] las funciones del minimo y el maximo solo se consideran en ese intervalo. Por esta
razén, en las Figuras 2.27 y 2.28 dibujamos estas funciones en el cubo unitario. Podemos
observar que las funciones son muy parecidas ya que en ambos casos son caras triangulares
y dichos triangulos son rectangulos.

O O X
—_— O = Ol
-0 O O

Figura 2.27: Representacién de la funcién minimo en el cubo unitario.

La razon de escoger el minimo para representar la interseccion es que nos permitira
reproducir los cuatro puntos de la tabla que vemos en la Figura 2.27. Estos puntos estan
representados en rojo en el cubo unitario.

x |y | mdx(x.y)
0]0 0
01 1
1|0 1
1|1 1

Figura 2.28: Representacion de la funcién méaximo en el cubo unitario.

38



La razon para de escoger el maximo es la misma que en el caso anterior. Los puntos
representados en la tabla que cumplen la operacion de la unién se pueden ver en el cubo
unitario.

Sin embargo, las funciones minimo y maximo no son las Unicas que pasan por estos
cuatro puntos. A las funciones que pasan por los puntos que hemos indicado en la Figura
2.27, es decir, que son parecidas a la funcién minimo las llamamos T-normas. Las t-
normas cumplen la misma funcién que el minimo, nos permiten operar en la interseccién
pero con propiedades matematicas distintas. Analogamente, a las funciones parecidas
al maximo que pasan por los cuatro puntos indicados en la Figura 2.28 las llamamos
S-normas o T-conormas y estas nos permiten operar en la union.

T-normas

Una T-norma es un operador 7' : [0,1] x [0,1] — [0, 1] que satisface las siguientes
propiedades para todo a, b, ¢, d € [0, 1]:

» (1) Conmutativa: T'(a,b) = T'(b,a).

(2) Monotonicidad: Si a < ¢y b < d entonces T'(a,b) < T(c,d).

(3) Asociativa: T'(T(a,b),c) = T'(a,T(b,c)).

(4) Elemento unidad: T'(a, 1) = a.

Veamos ahora algunos ejemplos de T-normas.

La T-Probabilistica o T-Norma del producto pasa por los cuatro puntos que nos
interesan pero a diferencia del minimo es una funcién suave, es decir, no tiene disconti-
nuidades en su forma. El producto de dos valores que estan entre 0 y 1 es otro valor entre
0yl

Tprop = ry.
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Figura 2.29: T-Probabilistica

La T-Lukasiewicz también es muy utilizada. Esta formada por un plano horizontal
y el plano x+y-1.

Trux = maz(z +y—1,0).

Figura 2.30: T-Lukasiewicz

La T-Drastica esta formada por tres planos: el horizontal y los que estan sobre las

caras del fondo. Se puede demostrar que todas las T-normas son mayores o iguales que
la T-Drastica.

0 otro caso
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Figura 2.31: T-Dréstica

La T-Sugeno es una T-norma que depende del parametro A de manera que conforme
cambiemos el valor de este parametro también cambiara la grafica. En la Figura 2.32
podemos ver 8 graficas distintas en funcién del pardmetro Ap. Podemos observar que
conforme aumenta el valor del parametro la funciéon se va pareciendo méas a la funcién
minimo.

z+y—1+Apzy
aty—ltAray ()

Tsug = max (=55

Figura 2.32: T-Sugeno en funcién de Ar.

Otro ejemplo de una T-norma que depende de un parametro es la T-Hamacher.
Al tratarse de otra funcién distinta el efecto de modificar el pardmetro ~ también es
diferente. Como podemos observar en la Figura 2.33 al aumentar el valor de ~ la funcién
se va acercando a la T-Drastica.
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Figura 2.33: T-Hamacher en funcién de ~.

Como hemos podido observar tenemos muchas funciones que nos permiten generali-
zar el operador minimo. La interseccién podriamos hacerla de muchas formas distintas
utilizando cualquier T-norma.

Teorema 8 La interseccion difusa estandar es la unica T-norma idempotente.

Demostracion

Claramente, min(a,a) = a para cada a € [0, 1]. Supongamos que existe una T-norma
idempotente, es decir, T'(a,a) = a para cada a € [0,1]. Entonces para cada a,b € [0, 1],
si a < b, entonces:

a=1T(a,a) <T(a,b) <T(a,1)=a.
Asi, T'(a,b) = a = min(a,b). Similarmente, si a > b, entonces:

b=T(b,b) < T(a,b) <T(1,b) =b,
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en consecuencia T'(a,b) = b = min(a,b). Por lo tanto, T'(a,b) = min(a,b) para cada
a,bel0,1. m

Teorema 9 Para cada a,b € [0, 1],
Tpra(a,b) < T(a,b) < min(a,b)
donde Tp,, denota la interseccioncon con la T-norma Drdstica.

Demostracion

Desigualdad superior. Por las propiedades (2) y (4) — T(a,b) < T'(a,1) < a, por
la propiedad (1) — T'(a,b) = T'(b,a) < T(b,1) < b — T(a,b) < ay T(a,b) < b —
T(a,b) < min(a,b).

Desigualdad inferior. Por la propiedad (4) — T'(a,b) = a cuando b =1y T'(a,b) = b
cuando a = 1. Ahora, como T'(a,b) < min(a,b) — T'(a,0) = T(0,b) = 0, por la propiedad
(2) - T'(a,b) > T(a,0) =T(0,b) = 0. Por lo tanto, Tp,e(a,b) < T(a,b). R

S-normas (o T-conormas)

Una S-norma es un operador S : [0,1] x [0,1] — [0, 1] que satisface las siguientes
propiedades para todo a, b, ¢, d € [0, 1]:

1) Conmutativa: S(a,b) = S(b,a).

2) Monotonicidad: Si a < ¢y b < d entonces S(a,b) < S(c,d).
) Asociativa: S(S(a,b),c) = S(a, S(b,c)).

4) Elemento unidad: S(a,0) = a.

| ]
—~ —~ —~ —~

Veamos ahora algunos ejemplos de S-normas que van a ser las duales o equivalentes
de las que T-normas que hemos visto anteriormente.
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La S-Probabilistica es una funcién suave al igual que su T-norma dual.

SProb =T +y—Ty.

Figura 2.34: S-Probabilistica.

La S-Lukasiewicz esta formada por un plano horizontal en la parte de arriba del
cubo unitario y el plano x+y.

Spuk = min(z +y, 1).

Figura 2.35: S-Lukasiewicz.

La S-Drastica esta formada por tres planos: el horizontal de altura 1 y los que estan
sobre las caras del fondo. Se puede demostrar que todas las S-normas son menores o
iguales que la S-Dréstica.

Spra = ) s1 =0
0 otro caso
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Figura 2.36: S-Drastica.

Al igual que con las T-normas también tenemos unas familias de S-normas parame-
trizadas. En primer lugar vemos la S-Sugeno que esta en funcion del parametro Ag.
En la Figura 2.37 vemos que conforme aumenta el valor del parametro la funcién se va
pareciendo mas a la funcién maximo.

Ssug = max(r +y — 1+ Agzy, 1).

0.25

Figura 2.37: S-Sugeno.

El otro ejemplo que veremos de una S-norma que depende de un parametro es la
S-Hamacher. En este caso el pardmetro utilizado es v. Como podemos observar en la
Figura 2.38 al aumentar el valor de 7 la funcién se va acercando a la S-Drastica.

_ arty—ay—(1—)zy
SHam = I=(1=y)zy
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Figura 2.38: S-Hamacher.

Despues de ver todos estos ejemplos podemos concluir que las colecciones de familias
parametrizadas son bastantes y cada una tiene ciertas propiedades. Las T-normas y las
S-normas nos permiten agregar informaciéon de una cierta manera.

Teorema 10 La union difusa estandar es la unica T-conorma idempotente.

Demostracion

Claramente, max(a,a) = a para cada a € [0,1]. Supongamos que existe una T-
conorma idempotente, es decir, S(a,a) = a para cada a € [0,1]. Entonces para cada
a,b € [0,1], si a < b, entonces:

b=5(0,b) < S(a,b) < S(b,b) = b.
Asi, S(a,b) = b =max(a,b). Similarmente, si a > b, entonces:
a=S5(a,0) < S(a,b) < S(a,a) = a,
en consecuencia S(a,b) = a = max(a,b). Por lo tanto, S(a,b) = max(a,b) para cada

a,be0,1]. W
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Teorema 11 Para cada a,b € [0, 1],
Spra(a,b) > S(a,b) > max(a,b)

donde Sp,q denota la union con la S-norma Drdstica.

Demostracion

Desigualdad superior. Por las propiedades (2) y (4) — S(a,b) > (a 0) > a, por
la propiedad (1) — S(a,b) = S(b,a) > S(b,0) > b — S(a,b) > ay S(a,b) > b —
S(a,b) > max(a,b).

Desigualdad inferior. Por la propiedad (4) — S(a,b) = a cuando b =0y S(a,b) = b
cuando a = 0. Ahora, como S(a,b) > max(a,b) — S(a,1) = S(1,b) = 1, por la propiedad
(2) — S(a,b) < S(a,1) = S(1,b) = 1. Por lo tanto, Spyq(a,b) > S(a,b). A

Ejemplo. Si consideramos dos funciones de pertenencia de tipo triangular (nino,
adolescente), la interseccién con la T-norma del minimo serfa:

Figura 2.39: Ejemplo nifio-adolescente con la T-norma del minimo

en la cual tomamos en cada instante el valor minimo de entre las dos funciones. Sin
embargo, hemos visto que para la interseccion podemos tomar diferentes T-normas. En
la Figura 2.40 vemos como seria la interseccion aplicando la T-norma del producto que
hemos visto anteriormente.
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0+ e

Figura 2.40: Ejemplo nino-adolescente con la T-norma del producto.

Por tltimo, vemos otro ejemplo en la Figura 2.41 en la cual aplicamos la T-norma
dréastica, que hemos visto que de todas las T-normas es la menor.

Figura 2.41: Ejemplo nifio-adolescente con la T-norma dréstica.

Veamos ahora tres ejemplos en los que aplicamos diferentes T-conormas para llevar a
cabo la unié. En primer lugar, vemos en la Figura 2.42 el resultado de aplicar el maximo
a la unién.

Figura 2.42: Ejemplo nifio-adolescente con la T-conorma del méaximo.
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Como hemos visto en la teoria, el conjunto resultante mas grande en la unién viene
dado por la T-conorma drastica, esto lo podemos ver en la Figura 2.43.

14

Figura 2.43: Ejemplo nino-adolescente con la T-conorma de la suma.

Por tltimo, vemos otro ejemplo en la Figura 2.44 en la cual aplicamos la T-conorma
drastica, que hemos visto que de todas las T-conormas es la mayor.

1

Figura 2.44: Ejemplo nino-adolescente con la T-conorma drastica.

49



2.2. Numeros difusos

Segun [9], un nimero difuso es una extensién de un nidmero real, en el sentido que
no se refiere a un unico valor sino a un conjunto de posibles valores. Estos varian con un
peso entre 0 y 1 dado por la funcién miembro o de nembresia. Un niimero difuso es asi
un caso especial de conjunto difuso convexo. Asi como la logica difusa es una extension
de la légica booleana (que sélo utiliza valores 0 y 1, exclusivamente), los niimeros difusos
son una extension de los nimeros reales.

En un sentido intuitivo, son conjuntos difusos que representan el significado de decla-
raciones tales, como préximo a 3 o cercano a 5 y medio. En otras palabras,los ntimeros
difusos toman en cuenta el aproximado,casi y no casi, cualidades de etiquetas numéricas.

Los nuimeros difusos se utilizan en estadistica, programacion de computadoras, inge-
nieria (especialmente comunicaciones) y ciencia experimental. El concepto tiene en cuenta
el hecho de que todos los fenémenos del universo fisico tienen un grado de incertidumbre
inherente.

En primer lugar vamos a ver la definicion formal y algunos conceptos que podemos
ver en [10] y [I1] para saber como trabajar con ellos.

Definicién 16 Llamamos numero difuso a un conjunto difuso sobre R, normal, con-
vero y semicontinuo superiormente.

Recordemos que el hecho de que sea un conjunto sobre R determina que el universo del
discurso son los niimeros reales. Que sea normal quiere decir que al menos un elemento del
universo del discurso pertenece al conjunto, es decir, un conjunto vacio no es un nimero
difuso.

R

Figura 2.45: Funcién de pertenencia de un niimero difuso.
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R

Figura 2.46: Proyeccion del a-corte sobre R.

Todos los a-cortes de un nimero difuso son intervélos cerrados. No importa cual sea
el a-corte que hagamos, siempre obtendremos un intervalo cerrado y acotado.

Veamos un ejemplo que no cumple esta definicién. Consideramos la funcion trapezoidal
de la Figura 2.47, en la cual no sube hasta 1 el grado de pertenencia en ningiin momento.
Entonces, si trazamos un a-corte a la altura que se indica en la figura la interseccién es
el conjunto vacio, por tanto, no es un intervalo cerrado. El conjunto no es un nimero

difuso, esto se debe a que no cumple la segunda propiedad, es decir, no es un conjunto
normal.

v &

Figura 2.48: Ejemplo de conjunto difuso no convexo.

Ahora que ya hemos visto algunos ejemplos que no cumplen la definiciéon de nimeros
difusos vamos a centrarnos en dos tipos de conjuntos que si que cumplen esta definicién:
los niimeros trapezoidales y los nimeros triangulares. Estos nimeros, como su propio
nombre indican, hacen referencia a que su funcién de pertenencia son de tipo trapezoidal
y triangular.
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Para referirnos a los niimeros trapezoidales podemos utilizar la siguiente notacion:

T(a,b,c, d),

donde

Figura 2.49: Ejemplo de timero trapezoidal.

y para referirnos a los niimeros triangulares podemos utilizar la siguiente notacion:

Tr(a,m,b),

donde

Figura 2.50: Ejemplo de timero triangular.
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Sabemos que estos dos tipos de funciones representan ntimeros difusos porque cum-
plen las propiedades de la definicién: estan definidos en R, son normales, convexos y
semicontinuos superiormente. Un ejemplo de ntimero difuso podemos verlo en la Figura
2.51 con la notacién que acabamos de ver.

Figura 2.51: Representacién del nimero difuso T(1,2,3,7).

Despues de ver todo esto podemos volver la cuestion principal ;Para que nos sir-
ven los nimeros difusos? La respuesta es para representar cantidades numéricas sobre
las que tenemos algtn tipo de incertidumbre y para poder convertir ciertas expresiones
lingiiisticas.

2.2.1. Operaciones con Numeros Difusos

Tal y como se nos explica en [12], estas operaciones se basan en el Principio de Ex-
tension, que transforma una operacién F definida sobre dos elementos del Universo U, en
otra operacion F definida sobre dos conjuntos difusos de U.

Principio de extension

Para poder trabajar con nimeros difusos necesitamos explicar el principio de extension.
Este es el principio que nos permite definir funciones sobre conjuntos difusos utilizando
funciones que se definen sobre conjuntos Crisp.

Usado para transformar conjuntos difusos, que tengan iguales o distintos universos,
segin una funcion de transformacion en esos universos.

Sea y = f(x1, 2, ...,x,) una funcién de varias variables en 1, xs, ..., z,,. Cada una de
estas variables esta definida en su universo del discurso Uy, Us,...,U, y el resultado de
calcular esta funcion esta definido sobre el universo del discurso V. Ahora, tenemos unos
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conjuntos Ay, As, ..., A, que estan definidos sobre los universos Uy, Us, ..., U,, y queremos
calcular la funcién de esos conjuntos difusos. El resultado lo llamaremos B:

B = f(A1, Ay, ..., Ay)
Ese resultado B va a aser un conjunto difuso

NB(y) = SUPy=f(z1,22,..,n) {min[ﬂz‘h (Il)v KA, (332), ey A, (xn)]}

Cada elemento del universo de llegada del universo V' va a tener un grado de perte-
nencia a ese universo y este grado es upg(y). Para obtener dicho valor primero hemos de
hallar todas las combinaciones de x1, xs, ..., x,, que dan por resultado y. Y vamos a tener
que analizar todos los casos que cumplan esa condicién. Para cada caso va abuscar el
grado de pertenencia de cada variable, cada conjunto, el grado de pertenencia de x; en
Ay y va a tomar el minimo de esos valores. Ese valor minimo va a representar el grado
de pertenencia de esa condicién que satisface el hecho de generar el y. Pero va a haber
muchas de esas combinaciones y va a tener que analizarlas todas y va a quedarse con el
mayor valorque satisfaga esa condicion. Ese es el supremo.

Sea 7 tal que § € ag. Estamos diciendo que 7 forma parte del a-corte del conjunto
de salida, por tanto

7 € ap <= () > a <= supy—j){palx)} > a.

Este grado de pertenencia lo hemos calculado por el principio de extension. Por tanto,
satisface las dos condiciones que vemos arriba. Para que esto suceda, debe existir un valor
tal que al aplicarle la funcién nos da 7, y ademas, que su funcién de pertenencia a A sea
mayor o igual que «

Y € ap = up(y) > a = supy—ju){pa(e)} > a =7y = f(7)Y pa(7) > .

Para encontrar el a-corte de B debemos calcular la funcién en todos los a-cortes de

A.

yeag<=T7e€ f(aa)
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Figura 2.52: Como representar la suma de dos niimeros difusos

Esta forma de ver el principio de extensién nos dice que la respuesta la podemos
obtener analizando el problema a-corte por a-corte. Como vemos en la Figura 2.52, si
analizamos los a-cortes del nimero aproximadamente 2 y del aproximadamente 3 eso
nos va a ir dando los a-cortes de la respuesta. Ahora bien, sabemos que los a-cortes de
los nimeros difusos son intervalos cerrados, entonces, analizar a-corte por a-corte nos
implica trabajar con intervalos cerrados.

2.2.2. Artimética de intervalos

Como se nos comenta en [I3], el primer paso para llevar a cabo las operaciones con
nimeros difusos es tener claro la aritmética de intervalos. Sean [a1,b1] y [ag, b] dos
intervalos cerrados y acotados de niimeros reales. Si * denota alguna operacion aritmética,
entonces [ay, as] * [by, ba] = [, 5] donde

[, Bl = {a*blag < a < by,ay <b< by}

Si * es la divisién, debemos asumir que 0 no pertenece a [ag, by]. La ecuacién anterior
se puede simplificar de la siguiente manera

[a1, b1] + [ag, bao] = [a1 + ag, by + bs],

[al,bﬂ — [ag,bg] = [a1 — bg, b1 — ag],
[a1, b1]/[as, bo] = [a1, bu] - [, o],
a1, b1] - [ag, bo] = [, B3],

donde
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a = min{ajaz, aby, bias, b1bs},
B = max{aias, a;bs, bias, bibs}.

Aqui vemos como se suman y restan intervalos con algunos ejemplos:
[2,3] +[1,4] = [3,7]
6,3] —[2,2] = [4,1]

El método para sumar dos nimeros difusos es tomar diferentes a-cortes desde 0 a 1
de ambos nimeros e ir sumando los intervalos para dibujar el numero difuso resultante.

Suma y resta de niimeros triangulares
Sean A = Tr(ay,by1,¢1) y B = Tr(ay, by, c2) dos nimeros triangulares entonces:
A+ B ="Tr(a; + ag, by + by, c1 + ¢2),
del mismo modo, para representar la resta lo escribiremos:
A—B="Tr(a; — as,by — by, c1 — ¢2).
Con intervalos de confianza:

A% = [af, a3] = [a1 + afaz — a1), a5 — a(as — az)],
BY = [b?, bg] = [bl + CY(bQ — bl) b5 — Oé(bg — bg)],

Ejemplo. Sean A= (-3,2,4), B=(-1,0,5):
A+ B=(-3,2,4)+(~1,0,5) = (—4,2,9).

De otra forma
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A*=[-34+a(2+3),4 — a(4 —2)] = [ba — 3,4 — 2a],
BY*=[-1+a(0+1),5—a(5—-0)]=[a—1,5—5aq],
AY+ B = [(ba — 3) + (a — 1), (4 — 2a) + (5 — 5a)] = [6a — 4,9 — Ta]

Como puede comprobarse, para a = 0, tenemos que:
AY + BY = [—4,9],
y para o = 1, tenemos que:
Al + Bl =22 =2.
El ndmero es (-4, 2, 9). &
Suma y resta de niimeros trapezoidales
Sean A = T(ay,by,¢1,d1) y B = T(ag, by, ca, dy) dos niimeros trapezoidales entonces:
A+B = T(a1 +a2,b1 +b2,01 +Cz,d1 —|—d2)

del mismo modo, para representar la resta lo escribiremos:

A—B= T(a1 —dg,bl — C9,(Cq —bg,dl —(12).

Figura 2.53: Suma de dos ntimeros difusos
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o4+—p o4+—p
J

>

Figura 2.54: Resta de dos nimeros difusos

2.3. Ecuaciones difusas

Este capitulo trata de acercar el concepto de ecuacion difusa con numerosos ejemplos.
Como se vera a continuacion, en general no existe ni hay unicidad de soluciones, ni siquiera
de ecuaciones difusas lineales. En [14] se discute la forma de abordar estas ecuaciones
difusas. Desde entonces, muchos investigadores han propuesto diferentes métodos para
resolverlas. A continuacién definimos, de forma natural, el concepto de ecuacion difusa.

Definicién 17 Sea F : FF — F una funcion difusa. Llamaremos ecuacion difusa a
la expresion

para todo o € [0, 1]

Es decir, si los a-cortes de la imagen de x son los del elemento nulo de F'.
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Ejemplo. Sea a = (1,2, 3). Imaginemos que tenemos la ecuacién
rz—a=0

.Se puede decir que x = a es una soluciéon? Los a-cortes del nimero difuso a son, para
cada o € [0, 1]:

[ =1 - a,3 - al.
Se obtiene
[z —a]* = [0]* = [0,0],
pero tenemos que
@ =[1+a—-(B-0a)3—a—(1+a)=[-2+20,2—2a] £[0,0].

Por lo tanto, aunque pueda resultar sorprendente, x = a no es una soluciéon de la
ecuacion. De hecho, si los a-cortes de una posible solucion x son

[z — ala = [z1(e), z2()].
Entonces debe cumplirse que

{xl(a)—(3—0z)20—>x1(a):3—a
zo(a) —(1+a) =0 — z3(a) = -1 —«

Esto no representa a un nimero difuso, ya que z1(«) > x3(«) para todo a € [0, 1]. Es
decir, la ecuacion x — a = 0 no tiene soluciones.ll
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Solucién ecuaciones difusas del tipo Ax+B=C

Existes varios procedimientos para resolver ecuaciones difusas. En [15] se nos proponen
algunos de estos métodos. Para resolver este tipo de ecuaciones vamos a ver el método
de los a-cortes. Este método determina una solucién enfuncion de cada a-corte, a este
método incorporamos el concepto del intervalo esperado.

Sean A, B y C tres numeros difusos. Entonces, la ecuacion

Ar+ B =0C,

se puede despejar como

A continuacion, representaremos cada a-corte como un intervalo para simplificar los célculos.
Escribiremos que A% = [a1,ag], B* = [by,b] y C* = [c1, ¢2], por tanto

o) = iyt
c1—bo,co—b
o(a) = M

Realizamos ahora la division de intervalos

c1— 52 c1—by 02 b1 co— bl}
ay

C1 b2 c1—by 62 51 62 51}
ay

r1(a) = min{

To(ar) = max{=
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La solucién de la ecuacién lineal difusa con un grado de precisién « € [0, 1] es un intervalo
x = [r1(a), z2()]. Estos intervalos son los conjuntos alfa corte del conjunto difuso que es la
solucién de la ecuacién lineal difusa.

Segun el teorema de la representacion el conjunto difuso que es la soluciéon de la ecuacién
lineal difusa estda dada por:

A =Upeppa - [z1(a), z2(a)].

Los valores més utilizados son « = {0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1.0}, la solucién
mas robusta (mas imprecisa) se obtiene con a = 0, y la solucién més precisa (exacta) se obtiene
con o = 1.

Introducimos ahora el concepto del intervalo esperado al método de a-cortes.

Definicién 18 Llamamos intervalo esperado de un intervalo x(«) al intervalo
= [y z1(@)dar, [y za(a)dal.

El intervalo esperado de un ntimero difuso, es un intervalo que concentra la mejor informacién
de un numero difuso, esta definicién sera de gran utilidad para encontrar la mejor solucién de
todas las que se obtienen mediante el método de alfa corte. En este intervalo, se encuentra la
mayor parte de soluciones de la ecuacion lineal difusa. Este intervalo corresponderd a un tnico
a € [0,1]

Ejemplo. Consideramos la siguiente ecuacién lineal Ax + B = C donde A, B y C son
numeros difusos triangulares tales que A = (1,2,3), B = (5,6,7) y C = (7,11,15).

En primer lugar, hallamos los a-cortes de los niimeros triangulares
A=14+a- (2—1),3—a (3 —2)],
B*=[b+4+a-(6-5),7—a-(7—06)],

(1

Co=[T+a- (11-7), 5o 5 11)],
A=[1+a,3—0a], B*=[+a,7—a], C* = [T+ 4a,15 — 4a].
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Reemplazamos los a-cortes en la solucion

_ Cc*-B“

r(a) = o
_[T+4a,15—4a]—[5+a,7—q]
a:(a) o [1+a,3—a] 4

5a,10—5a
vl) = Ha

Realizamos ahora la division de intervalos

5Y0" 5a  10—ba 10—Ha
J+a’ 3=-a’ 14+a 7 3—a J7
Hay 5a  10—bda 10—5Ha
+a’ 3—a’ 1+a 7 33—«

r1(a) = min{y

To(a) = max{s

Dado que a € [0, 1]

ofo) = 75, 2]

La solucién de la ecuacién lineal difusa es el conjunto difuso:

G = Unepor [, 195,

_ 5a”  10—ba

El punto de interseccion de las curvas ocurre en:

502 10—5a?
3—a = 14a 7
202 +a —3=0.

Dado qu « € [0, 1], la solucién de la ecuacién es a = 1, el cual corresponde a un valor de



A continuacién puede verse el grafico del conjunto difuso G.

< wmbicme AL +fi+C
I"I- N
sst A
.5’ -
iu- Ar
:u
L KT
L
- 03
a1}
o} Ellx(a)]
]

Figura 2.55: Soluciénes de la ecuacién difusa.

El conjunto difuso obtenido es normal y convexo, por tanto es un nimero difuso. La solucién
de la ecuacién lineal difusa ocurrird con més posibilidad en valor 2.5, pero puede ocurrir entre
0 y 10. La solucién de la ecuacion lineal difusa con diferentes grados de precisiéon se muestra en
la siguiente tabla.

Grado de precisién de « | Solucién dela ecuacién lineal difusa a-corte z(«)
0.0 [0, 10]
0.1 [0.17, 8.64]
0.2 [0.36, 7.50]
0.3 [0.56, 6.54]
0.4 [0.77, 5.71]
0.5 [1.00, 5.00]
0.6 [1.25, 4.38]
0.7 [1.52, 3.82]
0.8 [1.82, 3.33]
0.9 [2.14, 2.89]
1.0 [2.50,2.50]

La solucién més robusta (mdas imprecisa) es el intervalo [0, 10], se obtiene con o = 0. La
solucién mds precisa (exacta) es el intervalo [2.50, 2.50], se obtiene con o = 1; este intervalo
es el nimero real z = 2,5. Para un grado o = 0,5, la solucién es el intervalo [1,5].Es decir, se
tienen diferentes alternativas para elegir el intervalo de solucién con la precisién que se desee.
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Por ltimo, evaluamos el intervalo esperado.

E(x(a)) = [y 322d, [y “525d)

3 1+«
E(z(a)) = [1,081, 5,317]

Dado que los intervalos solucién con diferentes grados de precisién « € [0, 1] son infinitos, si
se desea un intervalo donde posiblemente ocurran la mayoria de soluciones de la ecuacién lineal
difusa, este es el intervalo esperado [ 1.081, 5.317]. W

2.4. Un breve comentario sobre la Teoria de la Posibilidad

La teoria de posibilidades se enmarca dentro de la Teor{a de los Conjuntos Difusos. Fue pro-
puesta por Lofti A. Zadeh como un marco donde estudiar las medidas de posibilidad y necesidad
como limites superiores e inferiores de una medida de probabilidad. Dichas medidas representan
una aproximacién desde el concepto de conjunto difuso al de medicién de la frecuencia de ocu-
rrencia de eventos difusos. La mayoria de las medidas de borrosidad implican una estimacion
de la consistencia con que se aplica un término y su opuesto a un objeto dado. Dicha medida de
aplicabilidad se puede considerar equivalente al valor de verdad de una expresion que contiene
el objeto por sujeto y el término por predicado.

Fue Zadeh quien, en [16], introdujo las primeras ideas de esta teoria, relaciondndola estre-
chamente con la teoria de conjuntos difusos. Su motivacién principal fue la constatacién de
que, en cualquier transmisién de informacién, si el interés principal de la misma reside. en su
significado, més que en su medida, entonces el marco correcto para analizarla no era la teoria
de la probabilidad, sin6 otro enfoque distinto que denominé teoria de la posibilidad, término
acunado unos anos antes por Gaines y Kohout, segtin él mismo describe. Esta teoria, ademas,
debia poder tratar correctamente aquellas formas de incertidumbre que no eran modelables
mediante conjuntos difusos.

Didier Dubois [I7] completa la teoria de las posibilidades criticando la teoria de juegos
o teoria de la decisién matematica, presentando la teoria de las posibilidades en una teoria
alternativa para la toma de decisiones cualitativa. En cualquier experimento aleatorio, como
son los juegos de azar, siempre hay incertidumbre sobre si un suceso especifico ocurrird o no.
Como medida de la oportunidad o probabilidad con la que se puede esperar que un suceso
ocurra es conveniente asignar un ntimero entre cero y uno. Si se estd completamente seguro de
que el suceso ocurrira se dice que su probabilidad es del cien por ciento o uno, pero si no se
esta seguro de que el suceso no ocurrird se dice que su probabilidad es de cero. La probabilidad
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permite el acercamiento a los sucesos y su correspondiente estudio, ponderando su ocurrencia,
mediante métodos para tales ponderaciones. Algunos de esos métodos conducen a descubrir que
algunos sucesos tienen una mayor o menor probabilidad de ocurrir que la ponderacién que se
asignaria de acuerdo al sentido comun.

En este contexto la funcién de pertenencia p puede interpretarse como una distribucion de
postbilidad que nos indica la preferencia sobre los valores que una variable de valor desconocido
puede tomar. Por ejemplo, si Carlos tiene 45 anos y se podria decir que su grado de pertenencia
al conjunto de los jévenes es de 0.3, esto quiere decir que 0.3 es la compatibilidad de Carlos con
la definicién del conjunto difuso de los jévenes, y no es la probabilidad de Carlos de ser joven.

La teoria de los conjuntos difusos no ha estado exenta de controversia, la cual tiene varias
facetas. Por ejemplo, existen investigadores que descartan los conjuntos difusos, afirmando que
las imprecisiones o incertezas pueden ser manejadas en cualquier caso por probabilidades. Por
otra parte, la cultura de tradicién de respeto por lo riguroso y preciso, genera que se mire con
sospecha y desdén una teoria que pretende lograr una acomodacion con la imprecisién de que
estd impregnada en la vida real.
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Capitulo 3

Conclusiones

La légica difusa se estd consolidando a través del tiempo cada vez mas. Esta disciplina,
junto con otras herramientas, han abierto las puertas al tratamiento de una gran variedad de
fenémenos y problemas que resultaban, hasta hace algunos afos, dificiles de abordar.

El poder expresar conceptos imprecisos de forma matematica, supone una conceptualizacién
mas sencilla de la realidad, ya que permite expresar sentencias logicas empleando términos
lingliisticos vagos. Esta posibilidad permite una definicién més intuitiva de las reglas légicas
y, en consecuencia, una mayor flexibilidad, simplicidad conceptual y capacidad de comprension
por parte de un mayor nimero de personas.

A lo largo de la presente memoria hemos trabajado las diferentes caracteristicas de los
conjuntos difusos y mas concretamente los ntimeros difusos. El punto mas importante ha sido
trabajar el concepto del a-corte, el cual hemos visto que es fundamental para las operaciones
con conjuntos difusos, demostraciones y resolucion de ecuaciones difusas.

De cara al futuro, seria interesante estudiar mas tipos de ecuaciones difusas, ya que se
dispone de herramientas numérica para resolverla y realizar un estudio mas exhaustivo.
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