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Mathematiktreiben und Reflektieren —
Entdecken dokumentieren, um neu zu entdecken

Abstract

Das reziprok aufeinander bezogene Handeln und Dokumentieren erdffnet vielfil-
tige Entdeckungs- und Reflexionsmaglichkeiten fiir substanzielles Mathematikler-
nen in der Elementar- und Primarbildung. Hierzu bietet der sogenannte Spie/- und
Dokumenten-Raum Moglichkeiten zum aktiv entdeckenden Mathematiktreiben
und zur Reflexion in and on action. Welche Entdeckungs- und Reflexionswirklich-
keiten wie in individuellen Lernverldufen in reziprok designten Lernumgebungen
entwickelt werden, dies wird in einer qualitativen Studie rekonstruiert und mo-
delltheoretisch analysiert.

Schliisselworter

Entdeckendes Lernen, Substanzielle Lernumgebungen, Mathematikunterriche,
Elementar- und Primarbildung

1 Lernen durch Mathematiktreiben

So wie Musik erklingt, wenn sie gespielt wird, entsteht Mathematik, indem sie
im Prozess des Mathematiktreibens denkend (vgl. Devlin 2002, 6) und konkret
handelnd erlebt wird. Mathematik als individuell nachzuerfindende Wissenschaft
der Muster und Strukturen wird somit als T4tigkeit im Entstehen verstanden (vgl.
Freudenthal 1991, 14). Sie umfasst das Reflektieren als kritisches Hinterfragen ak-
tueller Denkstrukturen, wobei der gesunde Menschenverstand (vgl. ebd., 4ff.) den
stets neu zu reflektierenden Ausgangspunkt bildet, und ist grundgelegt durch die
elementaren strukturgebenden Operationen ,Klassifizieren® und ,,Seriieren® (Pia-
get & Inhelder 1973). Im Sinne Korthagens (2001, 58) verstehen die Autor:innen
des Beitrages Reflexion als ,,[...] mental process of trying to structure or restruc-
ture an experience, a problem, or existing knowledge or insights” und tibertragen
dies auf das Mathematiktreiben.

Ein solches Mathematiktreiben (vgl. Freudenthal 1991) impliziert ein konstruk-
tivistisches Lernverstindnis, welches verschieden interpretierte entdeckende Lern-
ansitze umfasst. Entdeckendes Lernen kann als Erwerb von Wissen und Kénnen,
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nicht durch Informationsiibertragung von auflen, sondern durch eigenes Wahr-
nehmen und Handeln sowie Analysieren und Reflektieren mit stetem Bezug auf
bereits vorhandene Wissensstrukturen, gekennzeichnet werden (vgl. Huhmann
2013, 155; Neber nach Winter 2016, 3). Dabei stehen das Beobachten, Erkun-
den, Probieren und Fragenstellen der Lernenden im Zentrum (vgl. Winter 2016,
5) und zudem das Entdecken als (geistige) Tdtigkeit im Sinne Bruners und in
Einklang mit Korthagens Definition von Reflexion als

»a matter of rearranging or transforming evidence in such a way that one is enabled to
go beyond the evidence so reassembled to additional new insights. It may well be that
an additional fact or shred of evidence makes this larger transformation of evidence
possible. But it is often not even dependent on new information” (Bruner 1961, 22).

2 Mathematiklernen organisieren und begleiten

Die Lehrperson ist als Organisator:in von Lerngelegenheiten verantwortlich,
Lernsettings mit Entdeckungsmaglichkeiten zu schaffen, sowie als Lernbeglei-
tung, Lernende in ihren individuellen Entdeckungswirklichkeiten zu unterstiitzen
(Huhmann & Komm 2021, 141 in Anlehnung an Winter 2016, 2). Die Organi-
sation von Lerngelegenheiten als substanzielle Lernumgebungen (Wollring 2008)
soll mathematisch reichhaltige Entdeckungsmoglichkeiten fiir moglichst viele
Lernende schaffen. Entscheidend ist dabei die artikulationsreiche Gestaltung mit
Méglichkeiten zum fliichtigen und nicht-fliichtigen Darstellen. Wollring (2008,
16f.) prigt hierzu zwei Begriffe: Der Spiel-Raum erdffnet Méglichkeiten, mit Re-
prisentanten mathematischer Objekte handelnd titig zu sein und dabei 77 Han-
deln zu reflektieren (vgl. von Aufschnaiter u.a. 2019, 146) und ist durch die Dar-
stellungsfliichtigkeit der Handlungen gekennzeichnet (Huhmann 2013, 152fF.).
Im Dokumenten-Raum werden Handlungsprozesse und -produkte nicht-fliichtig
dargestellt, wodurch zur Reflexion ziber das Handeln angeregt wird (vgl. ebd.,
146). AuSerdem weist Wollring darauf hin, dass Dokumentationen Méglichkei-
ten zur Aufarbeitung bieten sollten. Dies aufgreifend erforschen die Autor:innen
des Beitrages im Rahmen einer qualitativen Untersuchung von 28 Unterrichts-
stunden mit substanziellen Lernumgebungen anhand von Unterrichtsplanungen,
-beobachtungen und -reflexionen Gestaltungsmoglichkeiten zur Verbindung zwi-
schen Spiel- und Dokumenten-Riumen. Dabei wurde identifiziert, dass es eine
Verbindung vom Spiel-Raum zum Dokumenten-Raum geben kann, indem konkret
ausgefiihrte Handlungen, Prozesse und entstandene Produkte dokumentiert wer-
den. Zudem kann es eine Verbindung vom Dokumenten-Raum zum Spiel-Raum
geben, indem durch die Auseinandersetzung mit Dokumentationen Impulse fiir
weitere (und neue) Handlungen erméglicht werden. Darauf aufbauend liefen sich
verschiedene Verbundenheitsgrade von Spiel- und Dokumenten-Ridumen feststel-
len, welche die Moglichkeiten des Mathematiktreibens zentral beeinflussen:
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1) Nicht verbunden: Dokumentationen kénnen nicht aus Handlungen mit mate-
riellen Objekten im Spiel-Raum entstehen und sind dadurch kein Anlass fiir
weitere Handlungen.

2) Einseitig verbunden: Es besteht die Mdglichkeit, Prozesse und Produkte des
Spiel-Raums zu dokumentieren. Wie im unverbundenen Setting bieten diese
aber nicht die Méglichkeit fiir weitere Aktivititen im Spiel-Raum.

3) Wechselseitig verbunden: Es besteht die Moglichkeit, Prozesse und Produkte des
Spiel-Raums zu dokumentieren. Diese Dokumente bieten als neue mathema-
tische Objekte Maglichkeiten fiir weitere und neue Handlungen im (neuen)
Spiel-Raum.

Der Grad der Verbundenheit von Spiel- und Dokumenten-Riumen kann durch

den Einsatz verschiedener Dokumentationstypen (Huhmann & Komm 2022,

119f.) mitbestimmt werden. Zur wechselseitig verbundenen, reziproken Gestal-

tung, insbesondere in Erarbeitungs- und Austauschphasen, eignen sich leicht
dynamisierbare Dokumentationen. Das bedeutet, dass das materielle Trigerme-
dium aus verinderbaren Einheiten besteht: Einzelne Dokumentationseinheiten

(-Notizzettel“) konnen mit reversiblem Fixierungsgrad (wiederablgsbar) zu einem

Gesamtdokument verbunden und wieder aufgeldst bzw. dynamisiert werden. Sie

kénnen hnlich einer Concept Map gestaltet werden, wobei der Fokus auf den

immer wieder neuen Méglichkeiten der (Re-)Strukturierung liegt, die im Zuge
eines entdeckenden Mathematiktreibens und Reflektierens 77 und ziber mathema-
tische (Handlungs-)Prozesse individuelle Lernwege charakeerisieren.

Dokumentieren
um Darstellungsﬂuchtlgkelten entgegenzuwirken
L2

£ DokumentenRanmz >y
o Reymaum Bebafteny

(neu) ordnen, sortieren,

strukturieren
erkennen und Erkanntes

(erneut) fokussieren

(neue) Handlungser-
fahrungen (mit
Dokumentationseinheiten) #Z

Dynamisieren
um (neue) Erfahrungen zu sammeln

L /

Abb. 1: Modell zum entdeckenden Lernen in reziprok gestalteten substanziellen Lernumgebungen
mit dynamisierbaren Dokumenten (Huhmann & Komm 2022, 122)
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Das Modell in Abbildung 1 erfasst ein reziprokes entdeckenlassendes Setting mit
leicht dynamisierbaren Dokumentationen. Im Spiel-Raum kénnen sich immer
wieder neue Moglichkeiten zum Wahrnehmen und Handeln eréffnen, sei es mit
konkreten Anschauungsobjekten oder mit durch Dynamisierung gewonnenen
Dokumentationseinheiten. Besonders bedeutsam sind dabei Handlungsmoglich-
keiten, wie das Klassifizieren und Seriieren von Dokumentationseinheiten, die
wiederholtes und neues (Re-)Strukturieren im Sinne einer Reflexion im Handeln
ermdglichen. Im Dokumenten-Raum kénnen Aktivititen wie das wiederholte
und neue Erkennen sowie das Erklidren Entdeckungen férdern und zu einer Re-
flexion diber das Handeln im Spiel-Raum anregen. Entdeckenlassende Lernbeglei-
tung ldsst sich dabei als Hilfe zur Selbsthilfe (Winter 2016, 5) realisieren: Lernen-
de kénnen ihre Dokumentationen zur Reflexion 77 und #ber ihr Handeln nutzen
bzw. dazu angeregt werden.

3 Rekonstruktion individueller Entdeckungswirklichkeiten

Nachfolgend werden mithilfe des vorgestellten Modells Entdeckungswirklichkei-
ten individueller Lernverldufe rekonstruiert. Aus 41 videografierten Lernverldu-
fen der Elementar- und Primarbildung wird exemplarisch ein Lernweg aus dem
Elementarbereich (Anna; 4,5 Jahre) zu Streichholzmehrlingen' analysiert. Diese
wohlbedachte Auswahl hebt aufgrund der tiberaus voraussetzungsreichen Situati-
on beziiglich der Kompetenzen junger Lerner:innen, die fachliche Adaptivitit der
substanziellen Lernumgebung sowie die fachdidaktische und methodische Adap-
tivitdt des fiir den jeweiligen Spiel- und Dokumenten-Raum reziprok gestalteten
Settings besonders hervor. Im Spiel-Raum waren Streichhélzer zum handelnden
Erkunden des Figurentyps verfiigbar (s. Abb. 2a). Einzelne Dokumentations-
vorlagen (Gitterraster) lagen bereit, zudem konnten diese mit geringem Fixie-
rungsgrad (ablosbarer Klebestift) auf einem grofien Trigermedium (Plakat) zum
Gesamtdokument zusammengestellt werden. Nachfolgend wird Annas Lernweg
in verschiedene Phasen gegliedert rekonstruiert (vgl. Huhmann & Komm 2021,
150ff.). Die Analyse fokussiert die Ein- und Auswirkungen des reziproken De-
signs der Lernumgebung auf den individuellen Lernprozess in Zusammenhang
mit (re-)strukturierenden und reflektierenden Elementen. Im Lernverlauf erstellte
Anna folgende Dokumente:

1 ,Streichholzmehrlinge® ist ein substanzielles Lernangebot zur Symmetrie- und Raumvor-
stellungsentwicklung. Der Figurentyp basiert auf folgenden Bildungsregeln: (1) Streichhdlzer wer-
den geradlinig oder rechtwinklig aneinandergelegt, (2) Streichhélzer stofSen mit ihren Eckpunkten
aneinander, (3) alle Streichhélzer sind miteinander verbunden und (4) die Ausrichtung der Streich-
holzképfe ist egal. Die Fragestellung lautet ,,Welche und wie viele verschiedene Streichholzmehr-
linge gibt es?*.

doi.org/10.35468/5965-32
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a) Drillinge finden b) Regelkonformes Sortieren

¢) Paarweises Ordnen I d) Paarweises Ordnen II

Abb. 2: Im Lernverlauf erstellte Dokumente von Anna

Phase I — Finden und Dokumentieren der Streichholzdrillinge: Anna erkundet Dril-
linge durch Legen von Streichhélzern, dokumentiert diese jeweils auf einer Leer-
vorlage (s. Abb. 2a) und sammelt sie mit geringem Fixierungsgrad zunichst in
willkiirlicher Anordnung auf einem Plakat. Es entstehen elf, auch nicht regelkon-
forme Dirillinge (s. Abb. 2b, unten links).

Phase II — Strukturierungsprozess zur Regelkonformitit: Anna betrachtet die doku-
mentierten Drillinge hinsichtlich der im Lernbegleitungsgesprich kommunizier-
ten Bildungsregeln und reflektiert tiber ihre zuvor vollzogenen Legehandlungen.
Sicher erkennt sie ,,nicht regelkonforme Drillinge und dynamisiert das Gesamt-
dokument, indem sie die Dokumenteneinheiten 16st, um neue Handlungsobjekte
zu gewinnen. Diese (s. Abb. 2b) sortiert sie in die beiden Kategorien ,regelkon-
form® (acht Drillinge, Plakatteil rechts) und ,nicht regelkonform® (drei Drillinge,
Plakatteil links unten) und sortiert diese dann aus.

Phase Il — Strukturierungsprozess zur Drehsymmetrie: Anna duflerst sich zu den
beiden von ihr als ,Blitz* und ,, Treppe® (s. Abb. 2b, Pfeilmarkierungen) bezeich-

doi.org/10.35468/5965-32
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neten Drillingen: ,,Die da sind fasz schon gleich®. Damit verdeutlicht sie, dass sie
die Ahnlichkeit beider Figuren erkennt, sie aber dennoch unterscheidet. Dieser
Entdeckung schliefit sich eine erneute Dynamisierung an, indem die Dokumen-
tationseinheiten geldst werden. Die jeweils drehsymmetrischen Drillinge sortiert
sie durch Verschiebungen auf der linken Plakathilfte paarweise nebeneinander.
Die raumliche Ausrichtung der vorherigen Anordnung bleibt dabei identisch. So
entsteht ein neues Plakat mit vier reihenweise angeordneten Drillingspaaren (s.
Abb. 2¢). Die paarweise Zueinandergehérigkeit begriindet Anna spontan durch
verbale Erklirungen (,Und jetzt zeig ich dir, warum sie fast schon gleich sind®)
und Zeigegesten auf die dokumentierten Drillinge.

Phase 1V — Vertiefender Strukturierungsprozess zur Drehsymmetrie bzw. zur Gleich-
heit: Auf Nachfrage, warum die neu sortierten Drillinge ,fast schon gleich® und
nicht ,ganz gleich® sind, findet Anna zunichst keine Antwort. Mit Eifer greift sie
den Impuls auf, die bereits dokumentierten Drillinge nachzulegen. Sie beginnt,
einen dokumentierten Drilling (s. Abb. 2c¢, dritte Reihe links) auf der Legeunter-
lage zu legen, hilt dann inne, zeigt auf die entsprechende Dokumenteneinheit (s.
Abb. 2c, erste Reihe links) und erklirt ihre Erkenntnis: ,,Da kann man den hier
im Rechteck drehen®. Sie 16st die Dokumenteneinheit und dreht sie um 90 Grad.
Bei den weiteren Drillingen geht sie identisch vor: Teils durch erneutes Nachle-
gen der dokumentierten Dirillinge, insbesondere aber durch Dynamisieren der
Dokumente erkennt sie, 06 und wie die dokumentierten Drillinge durch Dre-
hung mit einem Partner zur Deckung gebracht werden kénnen.

So entsteht das abschlieflende Dokument mit acht Drillingen (s. Abb. 2d), de-
ren paarweise Gleichheit Anna durch die paarweise identische Raumlage belegt
(»Also schau mal, das da ist jetzt alles gleich®) und so zur Einsicht der Deckungs-
gleichheit gelangt.

4 Fazit

Das Beispiel von Anna zeigt stellvertretend, wie bereits junge Lernende Enz-
deckungs- und Reflexionsmaglichkeiten in reziproken Lernumgebungen zu Ent-
deckungs- und Reflexionswirklichkeiten entfalten: Insbesondere durch (i) die
Aktivititen mit konkreten Objekten (Streichhélzern), (ii) das Dokumentieren
und (iii) das Strukturieren von Dokumentationseinheiten als selbst erschaffene
mathematische Objekte wurden an dem Figurentyp ,,Streichholzmehrlinge® Er-
kenntnisse im Entdecken und begriindenden Titigsein zur Drehsymmetrie und
Kongruenz ebener Figuren gewonnen sowie raumwahrnehmungs- und raumvor-
stellungsbezogene Kompetenzen aktiviert. Die Dynamisierung von Dokumen-
tationen erdffnet Moglichkeiten, die wechselseitige Aufeinanderbezogenheit von
Spiel- und Dokumenten-Riumen durch neues Wahrnehmen, Ordnen, Sortieren
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und Strukturieren zu realisieren. Das eng verwobene Wechselspiel zwischen die-
sen zentralen Titigkeiten und dem jeweiligen Dokumentieren von Prozessen und
Dynamisieren von Produkten konnte mit der exemplarischen modelltheoretischen
Verlaufsdarstellung der individuellen Lernprozesse erfasst werden. Ausgehend
von der Nutzung des Modells zur Analyse von Lernverliufen kann die Frage
der Betrachtung als Denk-, Analyse- und Reflexionswerkzeug zur Unterrichts-
entwicklung und -erforschung vor dem Hintergrund fachdidaktischer, allge-
meindidaktischer oder erziechungswissenschaftlicher Bedeutungsdimensionen
aufgeworfen werden.
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