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COMPTAGE DE COURBES SUR LE PLAN PROJECTIF
ECLATE EN TROIS POINTS ALIGNES

par David BOURQUI

RESUME. — Nous établissons une version de la conjecture de Manin pour le
plan projectif éclaté en trois points alignés, le corps de base étant un corps global
de caractéristique positive.

ABSTRACT. — We prove a version of Manin’s conjecture for the projective plane
blown up in three collinear points, the base field being a global field of positive
characteristic.

Vers la fin des années 1980, une série de questions a été soulevée par
Manin et ses collaborateurs (cf. [1, 12]) sur le comportement asymptotique
du nombre de points de hauteur bornée des variétés de Fano définies sur
un corps global, ce qui a initié de nombreux travaux. Ces derniéres années,
ces questions ont notamment été étudiées de maniere intensive pour les
surfaces de del Pezzo généralisées définies sur un corps de nombres, en
suivant la stratégie initiée par Salberger dans [16], dont le principe consiste
a relever le décompte des points de hauteur bornée a un certain torseur sous
un tore au-dessus de la variété étudiée (en général un torseur universel).
Dans de nombreux cas de surfaces, le probléme de comptage « relevé »
peut alors se traiter par des techniques de théorie analytique des nombres.
Un des points cruciaux pour lefficacité de la méthode est que ’on dispose
d’équations explicites pour les torseurs considérés. Voici un tres bref apergu
des résultats obtenus dans ce contexte (nous renvoyons au survol [6] pour
plus de détails). Le premier exemple de surface de del Pezzo non torique a
avoir été traité est dii a de la Breteche : il s’agit de ’éclaté du plan projectif
en 4 points en position générale, i.e. de la surface de del Pezzo (lisse) de
degré 5 ([3]). Par la suite, un certain nombre d’exemples de surfaces de del

Mots-clés : conjecture de Manin, fonction zéta des hauteurs, corps global de caractéris-
tique non nulle, surfaces rationnelles, torseurs universels, anneaux de Cox.
Classification math. : 11G50, 14J26, 14C20.



1848 David BOURQUI

Pezzo singulieres de degré 3, 4, 5 ou 6 ont été traités, essentiellement par
de la Breteche, Browning et Derenthal (cf. par exemple [5, 4]). L’obtention
d’un équivalent asymptotique pour le nombre de points de hauteur bornée
dans le cas des surfaces cubiques lisses semble notamment hors de portée
pour l'instant.

Dans ce texte, nous étudions le probleme dans le cas ou la surface X
considérée est le plan projectif éclaté en trois points aligné, le corps de
base étant un corps global de caractéristique positive. Nous établissons une
version de la conjecture de Manin dans ce cas (théoreme 2.3). Dans ce cadre,
le probléme a une reformulation géométrique simple : on cherche & évaluer le
nombre de morphismes d’une courbe fixée € vers X de degré donné, quand
le degré devient grand. Soulignons que la courbe % est supposée de genre
quelconque dans notre étude, alors que les travaux cités précédemment sur
les surfaces de del Pezzo généralisées se limitent en général au cas ou le
corps de base est le corps des rationnels.

Nous suivons également la stratégie de Salberger : la premiere étape de
la démonstration consiste a relever le probléeme de comptage au torseur
universel au-dessus de X. Nous décrivons cette étape dans la section 1, ou
nous nous placons en fait dans le cadre plus général d’une variété X dont
I’anneau de Cox est supposé de type fini. De facon informelle, ceci permet
de ramener le dénombrement des morphismes de ¥ vers X de degré donné
a celui de certaines familles de sections globales de fibrés en droites, sec-
tions astreintes a satisfaire deux types de conditions : elles doivent satisfaire
les « mémes » équations que le torseur universel et leurs diviseurs doivent
satisfaire certaines conditions de coprimalité (conditions entierement expli-
cites en termes des données décrivant le torseur universel). On se reportera
a la proposition 1.20 pour un énoncé précis. Une technique standard d’in-
version de Mobius permet d’« oublier » la condition de coprimalité. Le plus
ardu est de tenir compte des équations satisfaites par les sections dans le
dénombrement. A cet égard, le cas le plus simple apparalt comme étant
celui des variétés toriques, ou il n’y a pas d’équations. On est alors ramené
a estimer la dimension de certains espaces de sections globales, ce qui peut
se faire via le théoreme de Riemann-Roch, et mene a la démonstration de
la conjecture de Manin dans ce cas. Ceci est fait dans [2]. Dans cet article
nous expliquons comment traiter la premiére condition dans le cas ou X est
le plan projectif éclaté en trois points alignés, ou il n’y a qu’une équation
pour le torseur universel, qui plus est particulierement simple. Les tech-
niques utilisées sont élémentaires et susceptibles de s’adapter a d’autres
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COMPTAGE DE COURBES 1849

surfaces de del Pezzo généralisées dont le torseur universel est donné par
une seule équation (cf. [11] pour la classification de ces surfaces).

Nous terminons cette introduction par quelques remarques : dans le cas
ou le corps de base est le corps des rationnels, ’étude du nombre de points
de hauteur bornée sur le plan projectif éclaté en trois points alignés est
traité via 'usage du torseur universel par Browning dans [6]. Dans ce cas,
le résultat découle aussi d’un théoréme plus général de Chambert-Loir et
Tschinkel sur la validité des conjectures de Manin pour les compactifications
équivariantes d’espaces affines définies sur un corps de nombres (cf. [7, 8]).
Ces derniers auteurs utilisent des techniques d’analyse harmonique. 11 est
probable que leurs arguments s’adaptent dans le cas d’un corps global de
caractéristique positive, mais ceci resterait & mettre en ceuvre.

1. Reléevement du probléme de comptage au torseur
universel

1.1. Quelques rappels sur la théorie des anneaux de Cox

Nous faisons quelques rappels sur la théorie des anneaux de Cox, ini-
tiée par Cox dans [10] dans le cas des variétés toriques. On peut la voir
comme une généralisation des coordonnées homogenes sur les espaces pro-
jectifs. Hassett et Tschinkel ont montré qu’elle fournissait un outil efficace
pour la détermination explicite des équations de certains torseurs universels
(cf. [13)]).

Soit k£ un corps et X une variété projective, lisse et géométriquement
intégre définie sur k. On suppose que le groupe de Picard de X est libre
de rang fini et déployé, i.e. Pic(X}) coincide avec Pic(Xjser) et 'action
du groupe de Galois absolu est triviale. On suppose en outre que ’anneau
de Cox de X (cf. [13]), noté Cox(X), est de type fini. Soit (s;);er une
famille finie de sections globales (non constantes) qui engendrent Cox(X).
Pour i € I, soit D; le diviseur des zéros de s;. On note D; = [D;] sa classe
dans Pic(X). On définit une Pic(X)-graduation sur k[(s;)icr| en posant
deg(s;) = D;.

Soit #x 'idéal Pic(X)-homogeéne noyau du morphisme naturel k[s;] —
Cox(X), de sorte qu’on a un isomorphisme Cox(X) = k[(s;)]/Fx

Soit X le complémentaire de la réunion des D; pour i € I. On a la suite
exacte classique
(1.1) 0 — k[Xo]*/k* — @D ZD; — Pic(X) — 0.

il
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1850 David BOURQUI

D’apres le lemme de Rosenlicht, k[Xo]* /k* est un Z-module libre de rang
fini.

Notation 1.1. — On note Nx le Z-module k[Xo]* /k*.

Dans la suite, on choisit arbitrairement une identification de Nx a un
sous-groupe de k[Xo]*.

Remarque 1.2. — Comme les sections s; engendrent Cox(X), le céne
effectif de X, noté Cer(X), est I'image du cone @& R D;. En particulier,
i€l

il est de type fini.

Le tore de Néron-Severi Tyg = Hom(Pic(X), G,,) agit naturellement
sur k[s;] via

et cette action induit une action de Tyg sur Cox(X).

Soit D une classe ample de Pic(X) et 7x l'ensemble des points de
Spec(Cox(X)) semi-stables vis-a-vis de la Tng-linéarisation sur le fibré tri-
vial de Spec(Cox(X)) donnée par D (vu comme caractére de Tng). C’est
un ouvert non vide Tng-stable. La théorie géométrique des invariants per-
met alors de montrer que le quotient géométrique de 7x par Tng existe et
s’identifie naturellement & X. On montre en outre que 7y — X représente
l'unique classe de torseurs universels au-dessus de X (cf. [13, 14]).

Ainsi, si D est une classe ample de Pic(X), 7x est le complémentaire du
fermé dont 1'idéal est engendré par les éléments de Cox(X) homogenes de
degrés (m D),,>1. En considérant des générateurs monomiaux de cet idéal,
on voit que, pour un certain ensemble Jx de parties de I, Tx est la réunion
des ouverts de Spec(Cox(X)) d’équation

iel’

pour I’ décrivant Jy. Par ailleurs 'ouvert de Spec(Cox(X)) d’équation
[I;c; 5 # 0 est un ouvert non vide inclus dans 7x. On le note 7Tx . Pour
tout ¢ € I, 'image réciproque du support du diviseur D; est I'intersection
du fermé de Spec(Cox(X)) d’équation s; = 0 avec 7x. En particulier le
fermé d’équation s; = 0 rencontre 7x. On a donc

(1.2) N I'=2.

I'edx

On a X() = TX,O/TNS~
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Notation 1.3. — On note Ty, le tore Hom(Nx, G,,). La suite exacte
(1.1) induit donc une suite exacte de tores déployés

(1.3) 1—Tns — GIL ™5 Ty, — 1.
Notation 1.4. — On note N )I( le sous-ensemble de N7 formé des é1é-

ments d vérifiant
Vn € Ny, Znidi:O.
iel
Remarque 1.5. — D’apres la suite exacte (1.1) et la remarque 1.2, N
s'identifie & I'image dans Z! de I'intersection de Cog(X) avec Pic(X)V.

1.2. Application a la description du foncteur des points

On se place toujours dans le cadre de la section 1.1, dont on conserve
les notations. Nous allons utiliser la description de X comme le quotient
géométrique Tx /Tns pour expliciter le foncteur des points de X. Le résultat
est en fait une généralisation immédiate et naturelle de la description de
Cox du foncteur des points d’une variété torique projective et lisse donnée
dans [9].

DEFINITION 1.6. — Soit S un schéma et (L;);er une famille de fibrés en
droites sur S. Une Nx-trivialisation de (L;);er est la donnée d’une famille
(cn)neny d’isomorphismes

en: QLI 5 05
A

vérifiant la condition suivante : pour tout n,n’ dans Nx, on a
(1.4) Cn @ Cn/ = Cpan/-

Remarque 1.7. — Deux Nx-trivialisations (cp) et (c),) de (£;);er dif-
ferent par une unique famille d’isomorphismes ¢/ : Og = Og vérifiant la
condition (1.4), i.e. par un morphisme de groupe Ny — H°(S,05)*. En
d’autres termes, I’ensemble des Nx-trivialisations de (L;);cr est un espace
principal homogene sous ’action du groupe T, (HO(S, Os)).

Notation 1.8. — Pour tout élément D de Pic(X) on note

NL {deNI, ZdiDi:D}.
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1852 David BOURQUI

Soit F' un polynoéme Pic(X)-homogene de k[s;], de degré D. Ecrivons

F = Zad Hsf’i.

dGNé i€l

Soit S un k-schéma. Soit (L;);cs une famille de fibrés en droites sur S munie
d'une Nx-trivialisation (c,, ). Pour tout @ = (a;) € Z! tel que D = > a; D;
i€l
on pose Lg S ®@ L. Pour tout d € N tel que ag # 0 on a donc
i€l
d — a € Nx. L’isomorphisme c¢q_, induit un isomorphisme
gpd’a: ®le7 ;) La
iel
Sia’ = (a;) est tel que D = > a} D;, alors a — a’ € Nx et I'isomorphisme
i€l
Ca—q’ induit un isomorphisme

~
la,a’: Lo — La

qui grace & la condition (1.4) vérifie tq q/ © Pd.a = Pd,a’ POUr tout d € NE.
Ainsi pour toute famille de sections globales (u;) on a

(1.5) Z Qd Pd,a <® u?di) =0

deN] il
si et seulement si
Z ad Pd,a’ <® u?df’) =0.
deN} el
La condition (1.5) sera alors notée
F(u;) =0.

On omet donc dans cette notation la référence a la Nx-trivialisation (qui
dans la suite sera toujours clairement indiquée par le contexte).

DEFINITION 1.9. — Soit S un k-schéma. Une X-collection sur S est
la donnée pour tout ¢ € I d’un fibré en droites L; sur S et d’une section
globale u; de L;, ainsi que d’une Nx-trivialisation (cy,) de (£;), ces données
étant astreintes a vérifier les conditions suivantes :

1. Pour tout i € I, la section u; induit un morphisme Og — L, et par
dualité un morphisme L;l — Og. On demande que le morphisme

induit
D KLt —o0s

I'edx iel’
soit surjectif.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



COMPTAGE DE COURBES 1853

2. Pour tout élément homogéne F' de x, on a

Un isomorphisme entre deux X -collections ((L;,u;), (¢n)) et (L5, u}), (cl,))

est une famille d’isomorphismes L; = L envoyant u; sur u} et ¢, sur cj,.
On note Cx (5) I'ensemble des X -collections sur S modulo isomorphisme.

Remarque 1.10. — 11 existe sur X une X-collection universelle : on
prend L; = O(D;) et u; la section canonique de O(D;). La Nx-trivia-
lisation (c,) est donnée par la suite exacte (1.1) (elle dépend du choix
de lidentification Nx C k[Xp]*). Si m: S — X est un k-morphisme,
((7*O(Dy), m*u;), (m*cpn,)) est une X-collection sur S. On obtient ainsi une
application fonctorielle en S

(1.6) Homy (S, X) — Cx (S).

THEOREME 1.11. — L’application (1.6) induit une bijection de
Homy (S, X) sur I'ensemble des classes d’isomorphisme de X-collections
sur S. Ainsi X représente le foncteur qui a un k-schéma S associe 'en-
semble des classes d’isomorphisme de X -collections sur S.

La démonstration est une adaptation immédiate de la démonstration
du théoréme principal de [9]. Indiquons juste de maniére informelle com-
ment est construit le morphisme S — X correspondant a la X-collection
((Li,u;),(cn)) : le morphisme en question associe & s € S le « point de co-
ordonnées homogenes (u;(s)) ». La suite exacte (1.1) montre que le I-uple
(u;(s)) est bien défini modulo laction de Tng. Les conditions 1 et 2 de la
définition 1.9 assurent que (u;(s)) est dans Tx.

On note Homy, x, (S, X) 'ensemble des k-morphismes de S vers X dont
I'image schématique rencontre I'ouvert Xj.

DEFINITION 1.12. — Soit S un k-schéma. Une X-collection sur S,
((L4,u4), (cn)) est dite non dégénérée si les sections u; sont toutes non
nulles.

Compte tenu du fait qu’on a Xy = Tx,9/Ins ol Tx o est I'ouvert d’équa-
tion [[s; # 0, une adaptation immédiate de la démonstration du théo-
reme 1.11 permet également de montrer le résultat suivant.

THEOREME 1.13. — L’application (1.6) induit une bijection de
Homy, x,(S,X) sur 'ensemble des X -collections sur S non dégénérées mo-
dulo isomorphisme.

TOME 59 (2009), FASCICULE 5



1854 David BOURQUI

1.3. Description des morphismes de ¥ vers X : montée au
torseur universel

On se place toujours dans le cadre de la section 1.1. Soit ¥ une courbe
projective, lisse et géométriquement integre définie sur k. On note g son
genre. Pour d € N £, on cherche & décrire 'ensemble des k-morphismes de
% vers X dont I'image rencontre Xy et tels qu’on ait

Viel, degf*(D;)=d;.

On va montrer que cet ensemble se décrit bien en termes des données
définissant le torseur universel au dessus de X.

On suppose pour simplifier que ¥ admet un diviseur de degré 1 (ce qui
sera de toute facon vérifié pour I'application que nous avons en vue, le corps
k étant alors fini).

Notations 1.14. — On fixe un diviseur de degré 1 sur %, noté ;. On
fixe également un sous-ensemble P%O(%) de Div?(%) de représentants de
Pic’(%).

50 50

On note Pic (%)% le sous-ensemble de Pic (¢)! formé des éléments (&;)

vérifiant
VneNx, Y ni€~0.
iel

Remarque 1.15. — L’image de I;fco(%)g( dans Pic’(%)! s’identifie donc
au sous-groupe Pic?(¢) ® Nx.

Notations 1.16. — Pour tout & € f’ivco(%)&, on fixe une Nx-triviali-
sation ce de la famille (O4(€;)). Pour tout d € N% | ceci induit une Nx-
trivialisation naturelle ce g de la famille (0% (€;+d; ©1)). Par la suite, sauf
mention explicite du contraire, la famille (O (&; 4+ d; ©1)) sera toujours
munie de cette tri/vvi%lisation.

Pour tout € € Pic (%), et tout d € N on note

Heqg=H’(€,04(€+dDy))
et

Le lemme suivant est une conséquence classique du théoréeme de
Riemann-Roch et nous sera tres utile lors de la démonstration du résul-
tat principal de cet article.
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LEMME 1.17.
1. Sid > 2g—1, la dimension du k-espace vectoriel Hgp 4 est 1 — g+ d.

2. La dimension du k-espace vectoriel Hg 4 est majorée par 1+ d.

)
Notations 1.18. — On note pour tout € € Pic (¢)!, et tout d € N/

o déf .
¢d — Hj{@i,di'

il
On note
M xeque = ] Hea
ecPic (€)k.
deN{
Notations 1.19. — On note €(? I’ensemble des points fermés de € et

Divesr(€) le monoide des diviseurs effectifs de &, i.e. le monoide abélien
libre de base €.

Pour tout v € € et D € Diveg(%), on note v(D) la multiplicité de D
en v.

Pour toute famille (D, )qca de diviseurs effectifs de €, on note

ngd((Da>a€A) (ﬁf Z MinaEA (U(Da)) v.
vEE(0)

On pose
DiVI,X7prim (if tS DiVef-f(Cg)I, ngd (Zgz) =0
I'e€Tx \sep
et
. déf . . .
I,X,prim — {(Sl) € |_| &.d» (le(Si)) € DlVI,X,prim}~

~0,
€cPic (¢)',
deN’

0
Pour tout € € Pic (€)% et tout d € NL | I'action diagonale naturelle de
Ins(k) sur Hg 4 préserve le sous-ensemble (cf. notations 1.8)

{(Si) € g{é,d N ij;,X,primv VF € <fX,homogv F(SZ) = 0}7
ol X homog désigne I’ensemble des éléments homogenes de l'idéal Fy.

PROPOSITION 1.20. — Soit d € N%. On a une bijection entre :

1. les k-morphismes de € vers X dont I'image rencontre X et vérifiant

Viel, degf*(D;)=dy

TOME 59 (2009), FASCICULE 5
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2. la réunion des ensembles quotients
{(w) € I a NI x priw VF € Fhomogs  Fls:) =0}/ Tns(k)

— 0
pour € parcourant Pic (€)%.

Démonstration. — A tout élément de ensemble
{(w) €36 409G x primns YF € Fomogs  Flsi) =0}
on associe la X-collection non dégénérée
(04 (€ + d; D1),u;), ce,a)

(le fait que (u;) soit dans My x 4,
de la définition 1.9 est satisfaite).

On va montrer que ceci induit une bijection de l’ensemble décrit dans
le point 2 de I’énoncé de la proposition sur ’ensemble des classes d’iso-
morphisme de X-collections non dégénérées ((L;,u;), (¢cn)) sur € vérifiant
deg(L;) = d;, ce qui donnera le résultat d’apres le théoreme 1.13.

Toute telle classe d’isomorphisme contient un élément de la forme

((Og(@z + diﬁl), ui), t.Ce_’d),

signifie exactement que la condition 1

— 0

ot (&;) € Pic (€)%, u; € Hg,.a,» €t (cf. la remarque 1.7) ¢ est un élément
de Ty (H(€,0%)) = Tny (k).

Deux X-collections

((O%(sz —|—di©1),ui),t.067d) et ((ch((’fz +di@1),u;),t'.ce7d)

sont isomorphes si et seulement s'il existe un élément ()\;) € (k*)! = GL (k)
tel que u} = \ju; et t/ = wx(A;) ¢ (cf notation 1.3).

Ainsi dans toute classe d’isomorphisme, on peut trouver un élément de
la forme (O« (€; + d; ©1), (ui), ce,q). Par ailleurs les X-collections

((O%(@Z+dz @1),%),6@@) et ((ch(€¢+di@1),u;)766,d)

sont isomorphes si et seulement s’il existe un élément ()\;) € GZ (k) tel que
u; = Al et mx(A;) = 1, i.e. d’apres (1.3) si et seulement s'il existe un
élément (A;) € Tns(k) tel que u; = A; uf. Ceci montre le résultat. O

1.4. Inversion de Mobius

On se place toujours dans le cadre de la section 1.3. Afin de se « débarras-
ser » de la condition (s;) € H? yx i, apparaissant dans la proposition 1.20,
il est classique d’utiliser une inversion de Mobius.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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PROPOSITION 1.21. — Il existe une unique fonction px: Diveg(%€)! — C
vérifiant

VD e Diveﬁ((cg)lr 1DiVI,X,prim(:D) = Z /U‘X(E)
0<E;<D;
Cette fonction vérifie en outre les propriétés suivantes :

1. elle est multiplicative, c’est-a-dire que si € et D vérifient
Viel, ngd(Di, 81) =0

alors on a
px (D + &) = ux(D) ux(€);

2. pour tout v € €©) et tout n € N1, ux((n;v)) ne dépend que de n
(et pas de v) ; on note % (n) cette valeur. On a p% (n) = 0 s’il existe
i tel quen; >2ousiy, n; =1.

Démonstration. — Il suffit de reprendre la démonstration de la proposi-
tion 1 de [2]. Notons que la derniére assertion découle aussitot du fait que
si " n; =1 alors ((n; v)) est dans Divy x prim ce qui provient de (1.2). O

Remarque 1.22. — Notons {0, 1}% I'ensemble des éléments (n;) € {0, 1}
vérifiant

Min[/ejx E n; =0
i€l
On a alors

(L.7) Ve {01, L) = Y uk(m).

os<m<n
En particulier, si n € {0,1}4 ~ {0}, on a u% (n) = 0.
Notation 1.23. — Si A est un ensemble, n un élément de {0,1}# et L
un corps, on pose

1r € @) e 1Y, Vaed wa=0sin,=1}.

On suppose a présent que k est un corps fini de cardinal ¢. Pour v €

%) on note f, le degré de v et k, le corps résiduel, de sorte que #r, =
fo

q = Qv

Notation 1.24. — Pour n € {0,1}, on pose
déf #{(%) eny, VFedx, F(x;)= O}
densx ,(n) = T .
Qvlm( x)

TOME 59 (2009), FASCICULE 5
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LEMME 1.25. — On a la relation
vre(Te) X (Ko
> #x(n) densx,(n) = (1—g,')e™ dim((X))'
ne{0,1}{ Qv
Démonstration. — On a
V(z;) € K1, (31’ eix, [[ei 0= vn¢ {01}k, (2)¢ ng).
il

On en déduit ’égalité
Tx(k) = {(w) € v, ¥ g {0,1}F, (@) ¢ w2, VF € S, F;) =0}.
Ainsi, d’apres (1.7), on a

ety = Y. 1) L{@)err, vFes, Fa)=0}-

ne{0,1}1
On en tire ST (k)
X Ry
dm(Tx) Z 1’ (n) densx o, (n).
Qv

ne{0,1}1
Pour conclure il suffit de remarquer que comme X est le quotient géomé-
trique Tx /Tns et Tns est déployé on a

#Tx (ko
#X(/iv) = (QU — )1()(1“:(7)&3)

et dim(7x) = rg(Ing) + dim(X). |

1.5. Conjectures de Manin

On se place toujours dans le cadre de la section 1.3. On suppose désormais
pour tout le reste de I'article que le corps de base k est fini de cardinal q.
On note

Z%(T) def Z Tdeg(D)
DEDives(€)
la fonction zéta de Dedekind de la courbe %.

Soit D un élément de Pic(X) situé a Uintérieur du cone effectif. Pour tout
ouvert U de X, on note, pour d > 0, Np y(d) le cardinal de Pensemble des
k-morphismes f: 4 — X dont 'image rencontre U et qui vérifient

deg f*(D) = d.

Ce cardinal est fini si U est assez petit (et toujours fini si D est ample par
exemple).
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Les conjectures de Manin tentent alors de prédire le comportement
asymptotique de Np r(d) lorsque d tend vers l'infini. Nous énongons une
version possible de cette conjecture dans le cas ou D est la classe du fibré
anticanonique.

Pour cela, on définit, suivant Peyre, les constantes

o(X) & Jim (1 - TyECeC) S )
y€Cerr(X)VNPic(X)V

é rg(Pic(X)) '
v(X) & ( lim (1—qT) Z%(T)> s g(1=9) dim(X)

T—q—1

% H (1 _ qgl)rg(Pic(X)) #jl(nsg:))
v O %

Nous renvoyons a [15] pour la justification du fait que ces constantes sont
bien définies. L’argument de loin le plus délicat concerne la convergence du
produit eulérien figurant dans la définition de (X)), pour lequel on invoque
les conjectures de Weil démontrées par Deligne. Il est a noter que dans tous
les cas ou la conjecture de Manin a été établie, la convergence peut étre
démontrée directement, sans faire appel a un résultat aussi fin.

Question 1.26. — Soit
1
5= Max{d €Nso, - [wy'] € Pic(X)}.
A-t-on, pour tout ouvert U de X assez petit,

_ ~ rg(Pic(X))—1_6d 9
waljU((S d) Pete a(X)y(X)d q°® 7

Une stratégie classique pour ’étude asymptotique de Np r7(d) est d’es-
sayer de préciser le comportement analytique de la fonction zéta des hau-
teurs associée, i.e. la série génératrice

Zpu(T) € Y Npy(d) T
d>0

Dans cette optique, rappelons d’abord deux énoncés taubériens élémen-
taires, conséquences directes des estimations de Cauchy.

PROPOSITION 1.27. — Soit (a,) € CN, a € C* et k > 1 un entier.
On suppose que la série > a, z"™ a pour rayon de convergence |a| et que
sa somme se prolonge en une fonction f(z) méromorphe sur un disque de
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rayon strictement supérieur a ||, ayant en « un pdle d’ordre k et des pdles
d’ordre au plus k — 1 en tout autre point du cercle de rayon |«|. Alors on a

ap = (lim (z—a)k f(z)) a4+ 0 (nk*2 |oz\_") .

zZ—Q n—-+oo

DEFINITION 1.28. — On dit que la série Y a, 2" (& coeflicients com-
plexes) est majorée par par la série > by, 2™ (a coefficients réels positifs) si
on a |a,| < b, pour tout n.

PROPOSITION 1.29. — Soit (a,) € CN, k > 1 un entier et p > 0 un
réel. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. on a
a, = 0] (nk—lp—n) :

n—-+oo
2. la série Y a,z™ est majorée par une série dont le rayon de conver-
gence est supérieur a p et dont la somme se prolonge en une fonction
méromorphe sur un disque de rayon strictement supérieur a p, ayant
des poéles d’ordre au plus k sur le cercle de rayon p.

DEFINITION 1.30. — On dit que Y. a,2™ est p-contrdlée a l'ordre k si
elle vérifie les conditions de la proposition 1.29.

Danslecasou D = [w}l] on peut énoncer la variante analytique suivante
de la question 1.26.

Question 1.31. — On conserve les notations de la question 1.26. On
note ZW;,U(T) la série telle que Zw§17U(T5) = Z,-1 ;(T). Est-il vrai que

)

-1
x5
si U est assez petit, la série ZW;’U(T) a pour rayon de convergence ¢~
et que sa somme se prolonge en une fonction méromorphe sur le disque
|z| < ¢~°F¢ ayant un pole d’ordre rg(Pic(X)) en z = ¢, et des poles
d’ordre au plus rg(Pic(X)) — 1 en tout autre point du cercle de rayon ¢ ¢,
et vérifiant

lim (T —¢=%)™ "™ Z 0 (1) = a(X) 4(X).

—4q

Si la question 1.26 admet une réponse positive, alors d’apres la proposi-
tion 1.27 la question 1.31 admet une réponse positive.

1.6. Reléevement au torseur universel pour la fonction zéta des
hauteurs
On consideére toujours un élément D de Pic(X) situé a lintérieur du céne

effectif. Nous nous plagons a présent dans le cas ou U = X et expliquons
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comment s’exprime au niveau de la fonction zéta des hauteurs la montée
au torseur universel (donnée par la proposition 1.20) du décompte des
morphismes de degré borné.

Soit (n;p) € NLy tel que D = > in; p [D;]. Nous avons d’apres les
propositions 1.20 et 1.21
(1.8)  (q— 1)) Zp x,(T)

Zni,D deg(si)

= Z T

(5)€HT X, equivNFT X prim

VFEﬂX,homoga F(S’L)ZO

n;, p deg(s;)
- X S ey | 7

(8:)E€HT x equiv &eDive(6)"
VFEX homog, F(si)=0 &;<div(sy)

Zni‘D deg(si)

= Z px(€) Z T

EE€Diver(¥)! (5:)€HT X equiv

div(s;)>€;
VFev]X,homogv F(S7):O

Notation 1.32. — Pour tout élément € € Diveg(%’), on note s¢ la section

canonique de O¢(&).
0
Notations 1.33. — Soit € € Diveg(%)!. On note Pic (‘K)g(g l’ensemble
0
des éléments € € Pic (%¢)! vérifiant
0
& + (& — deg(€;) D) € Pic (¥)%.

Remarquons que le morphisme « classe dans le groupe de Picard » induit

une bijection de P;lv(zo(%)g( ¢ sur le sous-ensemble de Pic’(%)! donné par
—([&:] — deg(&:) [D1]) + Pic’(%) @ Nx.

Pour de N L vérifiant d; >deg(€;), et € EI—,’RO(%)I, on note Nx(d, &, &)
le cardinal de I’ensemble des éléments
(si) € H:H:éi,difdeg(gi)
iel
vérifiant
VF € 9% homogs F(si-5¢,) = 0.
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Ainsi on a
(19) (=)™ Zp ()= > ux(&) Y
8€Divcﬂ"((€)1 @Gi;i-';o((g)g(yg
Zni,Ddi
X > Nx(d,&,&)T
deN{,
di>deg(&:)

Remarque 1.34. — La remarque 1.5 permet de récrire 'égalité (1.9) en

termes du cone effectif de X, i.e. sous la forme

(=)™ Zp 5o (T) = > ux(&) Y

£€Diverr (€)' ecpic ()L ,

X > Nx(((y,Ds)), & &) T WP,
yEPic(X)VNCor(X)Y
(y, D;)>deg(&:)

Comme dans le cadre des corps de nombres, cette montée au torseur
universel ne constitue qu’une premiere étape dans une éventuelle démons-
tration de la conjecture de Manin pour X. La tache difficile consiste a
évaluer de maniere suffisamment précise le comportement asymptotique de
la quantité Nx(d, €, &). Comme déja indiqué dans l'introduction, le cas
le plus favorable & cet égard est celui ou X est torique, car I'idéal Fx est
alors nul : il n’y a pas d’équation a prendre en compte. Dans la suite de
cet article, nous expliquons comment traiter le cas du plan projectif éclaté
en trois points alignés, cas ou le torseur universel est donné par une unique
équation, qui plus est particulierement simple.

2. Le cas du plan projectif éclaté en 3 points alignés

2.1. Description du torseur universel au-dessus du plan éclaté
en 3 points alignés

Soit p1, pa, p3 trois points alignés du plan projectif et S la surface obtenue
en éclatant ces trois points. Soit pg un point du plan projectif qui n’est pas
sur la droite (p1,p2,ps). On note (&;)i=1,2,3 les diviseurs exceptionnels de
Iéclatement, & le transformé strict de la droite (p1,pa,p3) et (Fi)i=1.23
les transformés stricts de droites (p;, po)-
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D’aprés [11] (cf. également [13]), on peut trouver des sections globales
s; (respectivement ¢;) de diviseur &; (respectivement F;) tel qu’on ait un

isomorphisme

3
Cox(S) = k[(si)i=0,....3: (ti)i:1,2,3]/23i t;
i—1

On a
Pic(S) = P Z [£)]
0<i<3
et pouri=1,2,3
3
Fl= ) [&]
§=0,j7#i

La classe du fibré anticanonique est

3

[ws'] =3 [&]+2) _[&].

i=1

On vérifie alors que 7g C Spec(Cox(.5)) est la réunion des ouverts d’équa-

tions

s182t1tats # 0,
S 83titats £ 0,
s183t1tats # 0,
S 8182ty ta # 0,
s05183t1t3 # 0,
So S2 S3tats # 0,

et Sp 81 82 83 # 0.

Remarque 2.1. — On a d’apres ce qui précede

v, lwg']) _ 1
DL

YEPIC(S)VNCesz(S)V

Remarque 2.2. — D’apres ce qui précede, ’application
(do, d1,d2,d3) — (do, d1,dz2,ds3,do + dy + d3,do + d2 + d3,do + d1 + da)

est une bijection de N* sur N7 (cf. la notation 1.4). Par la suite, on iden-
tifiera toujours Ng a N* au moyen de cette bijection.
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De méme, pour tout & = (Eg, (&;), (Fi)) € Dives(%€)7, 'application qui &
(Do, D1, Dy, D3) € Pic’(€)* associe

<D07 (Ds), <D0 + [Eo] — deg(&o) [D1]

+ Z(Dz + [€4] — deg(&;) [91]) — [F3] + deg(F7) [91]>>
J#i

est une bijection de Pic’(€)* sur le sous-ensemble de Pic(%)7 donné par

- (50 —deg(€o) [D1], (& — deg(&;) [D1]), (Fi — deg(F) [@ﬂ))
+ Pic’(¢) ® Ng.
Ainsi (cf. la notation 1.33 et la remarque y figurant) ’application

(@0, (@i), (3’1)) = (@0, ¢, &y, @3)
composée avec le morphisme « classe dans le groupe de Picard » induit une
— 0
bijection de Pic (€)§ ¢ sur Pic’ ().

2.2. Le résultat

THEOREME 2.3. — Soit p1, p2, ps trois points alignés du plan projectif
et S la surface obtenue en éclatant ces trois points. Soit pg un point du plan
projectif qui n’est pas sur la droite (p1, p2,ps3). Soit Sy 'ouvert de S obtenu
en retirant les diviseurs exceptionnels de I’éclatement, et les transformés
stricts des droites (p1,pa,p3), et (p;, po) pouri = 1,2, 3.

On a alors une écriture

Z1 5(T) = Z¢(¢° T%) Zg(a T*)* Z(T) + Zen(T)

ot Z(T) est une série de rayon de convergence strictement supérieure & ¢~

vérifiant

7 — — —1\rg(Pic #S(K‘)
Z(¢7) = ¢* 9 I (1 gy t)ePets) T
Qv

DISACH

et Zeo(T) est une série g~ '-controlée a I'ordre 2.

La démonstration de ce théoréme fait I'objet du reste de cet article.

COROLLAIRE 2.4. — On a
N, -1 so(d) =a(9)v(S)d rg(Pic(S))—lqd + ) 0 (d rg(Pic(S))—2 qd) _
s — 400
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En particulier, la réponse a la question 1.26 est positive pour l'ouvert
U=25.

Démonstration. — Notons qu’'on a ici § = 1. Compte tenu du théo-
réme 2.3 et des propositions 1.27 et 1.29, il suffit de montrer qu’on a

4
lim (T —q )" Zg (P T?) Ze(qT?)? = a(S) ( lim (1—qT) ch(T))

T—q! T—q—1

ce qui est immédiat au vu de la remarque 2.1. O

2.3. Démonstration du résultat principal : préliminaires

Rappelons (cf. la remarque 2.2) que l'on a identifi¢ N & N, Ainsi, en
reprenant la notation 1.18, pour & = (&g, (&;),(F:)) € Dives(%)", € =

0
(€0, (&), (i) € Pic (€)§ ¢, et d € N*, Ng(d, €, €) désigne le cardinal de
I’ensemble des éléments

(50, (i), (t:)) € g{éo,dofdcg(é’o) X Hj{;ﬁi,difdcg(gi)

x H j—c i7d0+2dj 7deg(?1)

i
vérifiant la relation
Z sitise, sy, = 0.
1<i<3
On pose
et 3do+2 \d;
(21) Z(E,&,T) = > Ng(d,&,&)T i
do2deg(80)
d;>deg(&;)
do+Y d;>deg(F;)
i

D’apres les sections 1.6 et 2.1, la fonction zéta des hauteurs Z -1 ¢ (T')
55
s’écrit alors

: Z MS(S) Z Z(S’QE’T)

(0 —1)4
(¢—1) £€Divea ()7 €cPic (4)%
On pose pour 1 <7< 3

do + Zdj + deg(&o) + Z deg(&;) — deg(F;).
J#i J#i

déf

(2.2) Vi(d, &) =
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Afin d’alléger un peu l’écriture, on change légérement les notations : on
désigne désormais par Ng(d, &, ) le cardinal de I'ensemble des éléments

(50, (50), (ti)) € Hg, a4y X Hg{éi,di

x H s ixdoty d;+deg(€o)+y | deg(€;)—deg(F:)

i i
vérifiant la relation > s, t; s¢, sy, = 0.

Un changement de variables immédiat dans 'expression (2.1) permet
donc d’écrire Z(€, &, T') sous la forme

3 ng(80)+QZng(£i) 3do+2 Zd,;
(2.3) T i > Ng (d,&,&) T i
deN*
VIKi<3,  ¢i(d,€)>0

On définit
61(d, &) X dy + dy + deg(&o) + deg(€;) — deg(Fy) — deg(Fs)
et @2, ¢3 de maniére analogue en permutant de maniére circulaire les indices
1, 2 et 3.
—0
Soit & € Dive(€)" et € € Pic (€)§¢. Soit Zo(E, €, T) la série définie
par la formule (2.3) en restreignant le domaine de sommation aux d vérifiant

la contrainte suivante : il existe deux indices distincts k et k' avec 1 < k,
k' < 3 tels qu’on ait

ou(d, &) 229 -1 et ¢p(d,E) =291

Pour 1 < k < 3, on écrit {1,2,3} = {k, k', k" }. Soit Z(E, &, T) la série
définie par la formule (2.3) en restreignant le domaine de sommation aux
d vérifiant les contraintes

¢k(d78)>29717 ¢k’(d58)<2gfl et ¢k”(d78)<2gfl'
Soit enfin Z4(E, &, T') la série définie par la formule (2.3) en restreignant
le domaine de sommation aux d vérifiant les contraintes

Vie{1,2,3}, ¢:(d, &) <2g-—1.

On a donc D’écriture
3

Z(E,€,T)=Zo(&, € T)+ > Zx(E,&€T) + Zy(&,&,T).
k=1
Expliquons en deux mots l'intérét de cette décomposition. Comme on le
verra a la section 3.3, nous allons utiliser le théoreme de Riemann-Roch
pour estimer la quantité Ng(d, €, €). Pour d « grand », on obtiendra une
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formule exacte alors que pour d « petit », on devra se contenter d’une
majoration (cf. le corollaire 3.7). Le terme Zy (respectivement les termes
Zy,...,Z4) correspond & la sommation sur les d qui sont « grands » (res-
pectivement « petits »). Les majorations de Ng(d, €, ) obtenues a la sec-
tion 3.3 permettront de montrer que les termes Zi, ..., Z4 ne contribuent
pas au terme principal de la fonction zéta des hauteurs. Ceci est ’objet des
propositions 4.1 et 4.3. La proposition 4.4 calcule explicitement le terme Z
(modulo de nouveaux termes d’erreur qu'’il s’agira de controler, cf. la sous-
section 4.3 pour plus de détails) grace a 'expression exacte de Ng(d, €, €)
pour d « grand », et dégage ainsi le terme principal de la fonction zéta des
hauteurs.

La démonstration du théoreme 2.3 s’obtient alors en combinant les pro-
positions 4.1, 4.3 et 4.4.

3. Quelques lemmes
Nous rassemblons dans cette section quelques lemmes qui nous seront

utiles lors de la démonstration du théoréme 2.3.

3.1. Un lemme combinatoire

Notation 3.1. — Soit r > 1 un entier. Pour v € N" posons
Fy(p,T) = Y pMnt ) T 1 € 2lp, (T)1<icr)
neN”" i
et
= déf
FpT) < (1-p [[7) [0 -7 Flp, T).
Notons que pour tout © € N on a
(3.1) Foip (0,T) = 0" Fup, T).
PROPOSITION 3.2. — Soit v € N7,
1. Soit n € N”. On pose
m = Min(n; + v;)
I = {ZE {1,...,7“}, n; = 1}
IQZ{iE{l,...7T}, TL122}
et K:{i€I1, ni—l—ui}m—l—l}.
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Sily # {1,...,r}, le coefficient d’indice n de F,(p,T) vaut

pm Sj]1:®
pr—p" Tl si AT et K=@
0 si K # @.

Si Iy ={1,...,r}, le coefficient d’indice n de F,,(p,T) vaut

0 S LMK+
—p™ silo=0 et K# o

0 sily# et K=o

pml—pm sih#C et K#£Det LNK =0
—pmt sily =K =@.

En particulier on a

ﬁ(O,...,O)(pa T) =1- HTZ

2. F, (p, T') est un polynéme dont le degré partiel en chaque T; est majoré
par Max(v;) + 1.

3. Soit p > 1, e > 0 et (1;)1<icr des nombres complexes de module 1.
On a pour tout v la majoration

Ey (ps (mi P_l))‘ < (2 4 Max(v;) — Min(;))" pMn(i),

Démonstration. — Montrons le point 1. Notons a,, le coefficient en ques-
tion.

Supposons d’abord I; # {1,...,r}. Un peu d’attention montre que a,
s’écrit alors

Z (71)k Z pMin((niJrVi)igJ,(niflJer‘)ieJ)

0<k<r Jciy,

#J=k
soit
k m—1 k m
an= Y (=DF > " Y (DY

0<k<r JCIy, o<k<r JCK,
#J=k #J=k
INK#2

On a donc, par un argument combinatoire classique,

o sili =9
an=4p"—pm ! si 40t K=0
0 si K # @.
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Supposons & présent Iy = {1,...,r}. Alors a, s'écrit
Z (_1)k Z pMin((ni“l"/i)iQJ7(ni—1+Vi)i€J)
o<k<r JCiL,r},
#J=k,
+ Z (_1)k+1 Z p1+Min((n7¢—1+y,,)igj,(ni—2+y,1)ieJ)
o<k<r JCI,
#J=k,
_ Z (_1)k Z pMin((m+ui)i¢,],(ni71+ui)i€‘;)’
o<k<r JC{1,...r},
#J=k,
JI2 D

On en déduit qu’on a

O D VLD DIV DI C VUl S

o<k<r JCK, o<k<r JCIy,
#J=k #J=k

INI#D INI2#D

INK#Q

Or on a, toujours par un argument combinatoire classique,

0 sSilhNK # @
—p" silhb =Cet K £ 0
STEDF Y pm=10 sil, # Pet K = @
Osksr ;‘;35,@ —p™m sily APt K £Tet LN K =9
Inkre 0 sib=K=0
et
0 SiLhNK #@
0 sil, =0et K # g
SEDF Y =10 sil, Z0et K =@
Osksr A pt sih#£ Ot K #@etLhNK =0
ﬁi%ig —pm 1l sih =K =0.

On en déduit le point 1.

Montrons le point 2. Soit m € N? tel que le coefficient d’indice n de
E,(p,T) soit non nul.

Supposons Iy # {1,...,r}. Soit ig € {1,...,r} N~ I;. On a donc

m < N, + Vi, = Vig,-
Comme le coefficient d’indice n est non nul, d’apres le point 1 on a

Viel;, ni+vi=m<u,.
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On a donc
Vie{l,...,r}, n; <Max(v)).

Supposons a présent Iy = {1,...,r}. Comme le coeflicient d’indice n est
non nul, d’aprés le point 1 on a soit I = & soit I # @ et K # & et
KNl =

Si I = @ alors n; = 1 pour tout 1.

Supposons & présent I # @ et K # @ et KNIy = @. Comme K # O et
KNI, =g, il existe ig € I1 \ I tel que

14+ vy =n4 + vy 2m+1
d’oum < vy,.

Comme K NIy = &, on a pour tout i € Iy

n; +v; =m < Vg,
et donc
Viely,, n;< Max(yj).

Finalement on a montré que quelle que soit la valeur de n telle que le

coefficient d’indice n est non nul, on a

Vi, mn; < Max(vj)+ 1.

Montrons le point 3. En utilisant (3.1), on se ramene aussitot au cas ou
Min(v;) = 0. Dans ce cas, on a pour tout n

Min(n; + ;) Z n; <
D’apres les points 1 et 2, on a
ﬁu(/’a i P_l)‘ < Z 2pMin(ni+Vi)*Zini
0<n; <Max(v;)+1
< 2 Max(v; + 2)".

3.2. Une estimation

LEMME 3.3. — Soit r > 1 un entier, (an) € CN" et p > 0 un réel. On
suppose qu’il existe un réel € > 0 tel que la série

F(z)= 1—[1—pzz ZanHz"’

neN"

converge absolument dans le domaine |z;| < p~! +¢.
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Soit
dér _
IF|l,~+ = Maxj,, =1 [F(nip~")].
On a alors
Vm e NT, lan| < [[(n + DIIF], 1 5
Démonstration. — Si on écrit F(z) = Y by [[; 2" on a d’apres les

neENT
estimations de Cauchy

ng

v eN", [bal <|IFll, . o

Or on a
Em;
Oy, = Z bmpi .

m+m’'=n

Le résultat en découle aussitot. O
LEMME 3.4. — Soit r > 1 et D € Diveg(€)". On pose pour d € N"

agp = Yo gleseeed(DitSi),
GEDives(€)"
deg(G)=d
I existe une constante ¢ > 0 (ne dépendant que de € ) telle qu’on ait la
propriété suivante : pour tout réel @ > 0, il existe une constante cg > 0 (ne
dépendant que de q) telle qu’on ait

147 (24 2 Max(v(D;))—Min(v(D;))

T v
VdeN", laap|<coc RN 0D
x q° eg(pged(D;) q i

et

147 (24 2 Max(v(D;))—Min(v(D;))

r v
VdeN", |ago|<co(di+1)e ar40) Y 4
% qdeg(Png(Di) q 2<i<r

Démonstration. — Formons la série génératrice

déf .

Zp(T) = Z ad,D HTidl
deNT"
= Z qdeg(ngd(D'i+Si)) HTing(Si).
GEDiver (€)™
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Cette série s’écrit comme le produit eulérien (cf. les notations de la sec-
tion 3.1)

I Fowoyla,T™).
IS ACH
On a donc d’apres la proposition 3.2

Zp(T) = (H Z%(ﬂ)) F(T)Gp(T)

avec
L- ()"
F(T) = H S S
— . f’U
ve%’(n)l Tv (IZIT’)
et

From.y) (g0, TT)
1L —([IT3)7

Go(T) =[]
veg©®
(v(D1))#(0)

Compte tenu du point 3 de la proposition 3.2, on a

|G|,
er (2+Max(v(Di))7Min(v(Di)))qll>/[i“(U((Di))

< 10

veg®
(v(D:))#(0)

© 7y (2+Max(v(D;))—Min(v(D;)))
gqr#{ve‘f (W(Dai)#0)} o 7 qug(ngd(Di))

rYy Max(v(D;)) ) (24+Max(v(D;))—Min(v(D;)))
<yq Z e Zv: gaee(peed(Da))

D’apres le lemme 3.3, on a le résultat voulu. O

3.3. Comptage de sections globales

Les résultats de cette partie sont a la base de ’estimation de la quantité
Ns(d, €,) introduite & la section 2.3. Les démonstrations reposent sur de
I’algebre linéaire élémentaire, ainsi que sur le théoreme de Riemann-Roch
(lemme 1.17).

LEMME 3.5. — Soient D1, Da, D} et D} des diviseurs de € tels qu'on
ait
Dy + D} ~ Dy + D,
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Soit s1 (respectivement s;) une section globale non nulle de Q% (D) (res-
pectivement O (Ds)). On fixe un isomorphisme

Ox (D1 + D)) = 04 (Dy + DY),
ce qui permet de définir Iapplication linéaire
Psi50t H(€,04(DY)) x HY(E,04(D3)) — H(€,04¢(D1 + D))

qlll a (tl, tQ) associe tl S1 + tg S9.
Soit § le degré de D1+ D} (ou ce qui revient au méme celui de Dy +D}).

1. On suppose qu’on a l'inégalité
§ < deg(D1) + deg(D2) — deg(pged[div(sy), div(sz)]).
Alors s, 5, est injective.
2. On suppose qu’on a l'inégalité
§ > deg(D1) + deg(D2) — deg(pged[div(sy), div(sz)]).
Alors on a
dim (Ker(¢s, s,)) <146 — deg(Dy)
— deg(D2) + deg(pged[div(sy), div(s2)]).
3. On suppose qu’on a l'inégalité
§ > deg(D1) + deg(Dy) — deg(pged(div(sy),div(sz))) +2g — 1.
Alors on a
dim(Ker(¢s,,s,)) =1 — g+ 6 — deg(D1)
— deg(D2) + deg(pged(div(sy), div(s2)))
et
Tm(ps,,55) = {5 € H(, 046(D1 + D)) ~ {0}, div(s)

> pged(div(sy), div(sz))} u{0}.

Démonstration. — Quitte a remplacer DY par un diviseur linéairement
équivalent, on peut supposer qu’on a

D+ Dy =Dy + D, ¥ D.

On peut également supposer qu’on a pged(div(sy), div(se)) = 0.
Soit (t1,t2) € Ker(ps,,s,)- Notons qu’on a ¢ = 0 si et seulement si t; = 0.
Supposons (t1,t2) # (0,0). Comme on a $1t; = —Sat2, on a

div(t1) + div(sy) = div(ta) + div(sz)
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d’ou
(3.3) div(ty) = div(sz).
En particulier, on a
deg(D2) < (D)) = deg(D) — deg(D1)

ce qui montre la premiere assertion.

Par ailleurs on en déduit facilement de (3.3) que l'application u +—
(u s, u s1) est un isomorphisme de H?(¢, O (D} — D)) sur Ker (s, ,s5))-
On en déduit les deux dernieres assertions, compte tenu du lemme 1.17. O

COROLLAIRE 3.6. — Soient D1, Da, D3, D, DYy et Dy des diviseurs de
% tels qu'on ait
D1+ D} ~ Dy + Dj ~ D3 + D,
Soit s1 (respectivement ss, s3) une section globale non nulle de O (D1)
(respectivement O (D2), O (D3)).
On fixe des isomorphismes
O (D1 + D) = 0x(Da +Dy) et O (D1 + D) = Ox(Ds + Df),

ce qui permet de définir I'application linéaire

Por 5,550 HO (€, 04(DY)) x HY(€,04(Dy)) x H(E,04(D3))
— HO(%, O%(Dl + Dll))

qui & (t1,t2,t3) associe t1 81 + to So + t3 S3.
On note ¢ le degré de D1 + Dj.

1. Le cardinal de I’ensemble des éléments (t1,t2,t3) de Ker(ps, s,,s5)
vérifiant t3 # 0 est majoré par
q2+26—deg(931)—deg(Dg)—deg(’Dg) _~_ql+deg(’.Dé).
2. On suppose qu’on a

Le cardinal de I'ensemble des éléments (t1,t2,t3) de Ker(ps, sy.s5)
vérifiant t3 # 0 est majoré par
g2+ deg(D1)~deg(D2)~deg(Da)
3. On suppose qu’on a
(3.5) 0 > deg(Dy) +deg(Da) +2g—1
et

(3.6) 0 > deg(D2) + deg(D3) +2g — 1.
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Alors le noyau de s, s,.s, est de dimension

2(0+1— Z deg(D;) + deg(pged(div(s;)).

Démonstration. — On peut supposer qu’on a
D)+ D, =Dy+Dy,=Ds+Dy € D

et qu’on a pged(div(s;)) = 0.
Soit t3 un élément non nul de H°(%, O« (D)) qui est dans I'image de
Ker(¢s,,s,.55) Dar la troisiéme projection. On a donc

div(ts) + div(ss) > pged[div(s1),div(sz)]
soit
div(ts) > pged[div(s;), div(ss)].
D’apres le lemme 1.17, le cardinal de I’ensemble des éléments vérifiant cette
propriété est majoré par

q1+deg(9’3)—deg(pgcd[diV(81)7diV(82)]) )

Par ailleurs si ¢3 est un tel élément, 'ensemble des couples (t1,t2) tels que
(t1,t2,t3) € Ker(ps,,s,,55) st un espace affine de direction Ker(ps, ,).
D’apres les points 1 et 2 du lemme 3.5, le cardinal de cet ensemble est
majoré par

q1+deg(D)—deg('D1 )—deg(D2)+deg(pged[div(si),div(s2)])

si
(3.7) 1+ deg(D) — deg(D1) — deg(D2) + deg(pged[div(s1),div(sz)]) >0
(ce qui est toujours vérifié si I'hypothese 3.4 est satisfaite) et par

q1+deg(D)—deg(’Dl)—deg('Dg)+deg(pgcd[div(sl ),div(s2)]) +1

sinon. On en déduit les points 1 et 2.

Montrons le point 3. D’apres le point 3 du lemme 3.5 et ’hypothése (3.5)
un élément ¢3 non nul de H(¢, O« (D})) est dans 'image de Ker (s, s,.55)
par la troisiéme projection si et seulement si

div(ts) + div(sz) > pged[div(sy), div(ss)]
i.e. si et seulement si
div(ts) > pged[div(sy), div(sa)].

Ainsi I'image de la projection de Ker(ys, s,.55) sur H?(O«(D})) est iso-
morphe & H%(O« (D% — pged [div(sy), div(s2)])).

TOME 59 (2009), FASCICULE 5



1876 David BOURQUI

Or on a
deg (D — pged|[div(s1), div(ss)]) > deg(D}) — deg(Ds)
soit d’apres 'hypothese (3.6)
deg (D% — pged[div(s1), div(s2)]) = 29 — 1.

On conclut grace au lemme 1.17 et au point 3 du lemme 3.5. g

COROLLAIRE 3.7. — Soit d € N* et € € Divg(¥)" vérifiant

Vi€ {1,2,3}, 1(d,E)>=0.
1. Pour tout & € PNicO(%)E}S, Ng(d, E, &) est majoré par
24+3do+Y di+2 deg(Eo)+ Y deg(€:)—Y . deg(F:)
q i i i
y Z qdeg(pgcd (div(si)+ei+5;))
(si)e]_'[}c;i)di

+ q5+2 do+2d1+2 da+ds+ deg(Eo)+deg(E1)+deg(E2)—deg(Fs)

2. On suppose qu'il existe j € {1,2,3} tel que la condition
— 0
est vérifiée. Alors pour tout € € Pic (‘5)278, Ns(d, €, &) est majoré
par

24+3do+Yy di+2 deg(Eo)+y | deg(&:)— Y deg(F:)
q i [3 [3
Z qdeg(pgcd(div(si)+8i+§¢))

(si)eH:}C.@i,di

X

3. On suppose qu'il existe j, k € {1,2,3} avec j # k vérifiant
6)(d,€)>2g—1 et dn(dE)>29—1.
— 0
Alors, pour tout € € Pic (‘@”)278, la quantité Ngo(d, E, &) (cf. la
sous-section 4.3.1) est égale a

2(1—g)+2do+Y di+2 deg(E0)+ Y deg(€:)— Y deg(F:)
#Heo,do 4 i i i
> Z qdeg(pgcd(div(si)+8i+97i))

(Si)EHfHE»:i,di
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Démonstration. — Quitte a permuter les indices, on peut supposer qu’on
aj=2et k=3. Pour tout (s;) € [[; Hg, 4, on applique alors les différents
résultats du corollaire 3.6 avec

Di=¢€+diD1+&+ 7

et

D! = i+ (do+ o+ den(E) + 3 des(e) - den(T) ) 1.
J#i J#i
On somme ensuite les contributions obtenues sur ’ensemble des éléments
(si) € [[; HE, 4,- Pour le point 1, on utilise en outre le fait qu'on a, d’apres
le lemme 1.17,
34> d;

#* H g-(:éi,di <q 0
1<i<3
En utilisant le lemme 3.4, on déduit aussitot du corollaire 3.7 le corollaire

suivant.

COROLLAIRE 3.8. — I existe une constante ¢ > 0 (ne dépendant que
de €) et pour tout réel 8 > 0, une constante ¢y > 0 (ne dépendant que
de q) telles qu’on ait la propriété suivante : soit d € N* et € € Diveg(€)"
vérifiant

Vie{1,2,3}, (d,&) > 0.
Alors

)
1. pour tout € € Pic (‘5)278, Ns(d, &, €) est majoré par
14> 2 Max(v(€;)+v(F4))—Min(v(€;)+v(F:))
Cy C v

248 do+(240) 3 di+2 deg(£0)+3 . deg(€,)— Y deg(F:)+ deg (pged(€i+5) )

4 q5+2 do+2d1+2 da+ds+deg(Ep)+deg(E1)+deg(E2)—deg(F3).
b

2. si en outre il existe j € {1,2,3} tel que la condition
¢;(d, &) >2g—1
0
est vérifiée, pour tout € € Pic (%)g’g, Ns(d, €, &) est majoré par

1+22 Max(v(&€;)+v(F;))—Min(v(€;)+v(F;))
cgc v (d1+1)

243 do+2 d1 +(2+0) (da+d3)+2 deg(€0)+ Y _ deg(€:)— Y deg(F;)+ deg(pged(&i+F))
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3.4. Quelques propriétés de la fonction ug

On note {0,1}% I'ensemble des éléments (eg, e, f) € {0,1}7 vérifiant

Min((Zej + ij)/ (eo +) (e + fj)>i, eo + Ze) = 0.

JFi J J#i
LEMME 3.9.
1. On a
7 _ 0/ / / /
V(@o,e,f) € {071} ) 1{0,1}g(eoaevf) - Z /’(‘S(€07e a.f )

0<ep<en
Ogeggei
0<fi<fi

En particulier, pour tout (eg, e, f) € {0,1}% X (0,...,0), uZ(eo, e, f)

est nul.

2. Soit eg € {0,1}. On a

Z :u’%(eO?eaf)ZO‘

(e, f)€f{0,1}°

3. Soit (eg, e, f) € {0,1}7. On suppose que I'une des conditions suivantes

est vérifiée
(a) eo+ Z(ei + fi)=1;

(b) eo=e€1 =ex=e3=0;

(c) eo =0 et il existe uni € {1,2,3} tel quee; =1, fy=0et e; =0

pour j # i.

Alors 1% (eo, e, f) est nul.

Démonstration. — Le premier point n’est autre que le contenu de la
remarque 1.22 dans le cas ou X = S, compte tenu de la description de Jg

donnée a la section 2.1. Les autres points s’en déduisent aussitot.
LEMME 3.10. — Pour € > 0, la série

—(3+2)[deg(€0)+ " deg(€:)+3 deg(d)]
(3.8) > us(®)lq i

£€EDivur(€)7

est convergente.
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Démonstration. — D’apres la proposition 1.21, la série en question s’écrit
comme le produit eulérien

—(k+e) (eo+Zei+fi)

IT 1+ > |1 (eo, e, f)| qv ‘

veF O (e0,e,£)€{0,1}7
(e0,e,£)7#(0,0,0)

Pour montrer que ce dernier produit converge, il suffit de montrer que les

conditions
(60783 f) 7& (anﬂo) et MOS(eovev f) 7&0
entrainent
1
—(5 +€> (60 +zi:ei +fi) <-1

ce qui découle aussitot du point 3(a) du lemme 3.9. O

LEMME 3.11. — Les séries

> lus(8)
8€Diveg(<g)7

% q*% deg(€0)— § (deg(€1)+deg(€2))— § deg(€3)+ g (deg(F1)+deg(F2)) — § deg(Fs)

et
,% (dcg(80)+z ng(gi))

S lus®)lq :

EeDives(€)7

sont convergentes.

Démonstration. — En raisonnant comme dans la preuve du lemme 3.10,
on voit qu’il suffit de montrer que les conditions

(eanvf) # (070,0) et :u%(e()vea .f) #0

entrainent

3 3 3 1 3
3.9 — —eg— — - = - - = -1
(3.9) 5€0 4(€1+62) 2€3+8(f1+f2) 4f3< ;
respectivement

3

(3.10) - (eo + Zze) <1
Ceci découle facilement du point 3 du lemme 3.9. O
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LEMME 3.12. — Soit p > 0. La série

> 2 Max(v(€;)+v(F:))—Min(v(&;)+v(F;))

S us(&)pv

EE€Dives(€)7

EDivesr(€) . e 7%[deg(£0)+zdeg(Ei)ereg(?i)]
x gles(pecd(€i+34)) o i
est convergente.

Démonstration. — D’apres la proposition 1.21, la série en question s’écrit
comme le produit eulérien

H <1 + Z |/L%(€0, e, f)| P2 Min(e;+fi) —Max(e;+fi)

vEE® \ (eg,e,£)€{0,1}7 '
(e0.€,f)#(0,0,0) =3 [eot Sert s ntin(eitfo)] )

X qu !

Pour montrer que ce dernier produit converge, il suffit de montrer que les
conditions

(60=e7f) # (07070) et Ng’(emea .f) #0

entrainent

4

ce qui, 1a encore, découle facilement du point 3 du lemme 3.9. O

3 [60 + Z(ei + fi)} + Min(e; + f;) < 1

4. Démonstration du résultat principal
4.1. Le terme Z,

PROPOSITION 4.1. — Le rayon de convergence de la série
Yoo ows(®) D Zu(E,€T)
EEDives(€)7 @EP/—’\i;O(%); c

est strictement supérieur & ¢~ 1.

Démonstration. — Rappelons que pour &€ et & donnés, Z4(E, &, T) est
donnée par I'expression

3 deg(€o)+2 Y | deg(&;) 3do+2) d;
i > Ns(d&D)T i
do>=0
d; 20,
¥i(d,€)>0

¢i(d,€)<2g—1
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Les conditions
Vie{1,2,3}, ¢i(d,E)<0

entrainent les inégalités

0 < dp < deg(F1) + deg(Fz) + deg(F3) + 29,

0 < dy < deg(Fa) + deg(F3) + 24,

0 < dy < deg(F1) + deg(F3) + 24,

0 < ds < deg(F1) + deg(F2) +2g.
En particulier Z4(E, &, T) est un polynéme en T & coefficients positifs. La
proposition 4.1 découle alors du lemme 4.2 ci-dessous. O

LEMME 4.2. — Il existe un réel 6 > 0 tel que la série
Yo Is@® Y. Zu(E € q )
EDNIO  echi(0)],

soit convergente.

— 0
Démonstration. — Fixons € € Diveg(€)" et € € Pic (€)§ ¢. D’aprés le
corollaire 3.8 et la remarque ci-dessus, on a

(41) Z4(87 e7 q_1+0) < A(e) + B(Q)

avec
2+(360—1) deg(E0)+(20—1) > deg(€;)— , deg(Fs)
A(@) =Cp q ‘ ‘
142 Max(v(&:)+0(F:)) —Min(v(&:)+u(F;))
% qdeg(pgcd(gﬁiﬂ)) c v

30do+30 ds

>< > q

0<do<deg(F1)+deg(F2)+deg(Fs)+2g
0<dy <deg(Fz)+deg(F3)+2g
0<de <deg(F1)+deg(F3)+2g
0<d3<deg(F1)+deg(F2)+2g

B(#) = q5+(3 6—2) deg(€0)+(260—1) (deg(&1)+deg(€2))+(26—2) deg(Es)—deg(Fs)

x Z q30dO+29d1+29dz+(—1+29)d3

0<do<deg(F1)+deg(Fa)+deg(Fz)+2g
0<dy <deg(F2)+deg(Fs)+2g
0<d2<deg(J1)+deg(F3)+2g
0<d3<deg(J1)+deg(F2)+2g
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N
En utilisant, pour p > 1 et N > 1, la majoration Y. p? < 2= onen

déduit les majorations

12) ) ) 2424 g 0+(30—1) deg(E0)+(20—1) Y deg(€:)+(90-1)) . deg(T;)
4.2) A(f) <cyq

14> 2 Max(v(€;)+v(F3))—Min(v(&;) +v(F:))
% qdeg(pgcd(gﬁ?i)) c v

(4.3) B(O) < C/é/q5+1890+(3972)deg(€0)+(2071)[deg(El)ereg(Sg)}+(2972)deg(83)

x g7 0 des(F1)+70 deg(F2)+(~1+76) deg(Fs)
ol ¢y et ¢j sont des constantes ne dépendant que de 6. Les majorations
(4.1), (4.2) et (4.3) ainsi que les lemmes 3.11 et 3.12 montrent le lemme 4.2.

|
4.2. Les termes Z; pour 1 <k <3
PROPOSITION 4.3. — Pour 1 < k < 3 la série
o ous® Y Zi(E €T
EEDives(€)7 @elg\igo(%)g c
est ¢~ '-controlée a lordre 2.
Démonstration. — Nous traitons le cas ou k = 3, les autres cas s’en

déduisent par permutation des indices.

0
Rappelons que pour € € Divg(%€)" et € € Pic (‘5)278, Z5(E,&,T) est
donnée par I'expression

3 deg(€0)+2 ) deg(&:) 3do+2) d;
T > Nsd&€D)T
deN*
V1<i<3, ¢i(d,€)>0
$1(d,&)<2g—1
$2(d,€)<2g—1
$3(d,&)>29—1
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Soit 6 un réel strictement positif. D’apres le corollaire 3.8, Z3(E, €, T) est
majorée par la série
14> 2 Max(v(E;)+v(F;))—Min(v(E;)+v(F;))
cpc v
3 deg(€o)+2 Z deg(&;) 242 deg(£0)+z deg(&i)—z deg(fﬂ)—&-deg(pgcd(Ei—&-(ﬂ-))
x T i q i i

3do+2) d;
X Z (ds + 1) q3 do+(2+6) (di+d2) P

d3>0
0<d0<% deg(ffl)+% deg(F2)+deg(Fz)+2g
0<d; <deg(F2)+deg(F3)+2g
0<ds<deg(F3)+deg(F3)+2g

On en déduit que Z3(&, €, T) est majorée par la série

(@061 Zuale.T) = s ZaalET)

d3>0
ou Z39(E,T) est donnée par 'expression

14> 2 Max(v(€;)+v(F:))—Min(v(€:)+v(F:))
Co C v

3 deg(£0)+22deg(8i) 2 deg(80)+z deg(&i)fz deg(fﬂ-)+deg(pgcd(8i+?i))
x T i q i i
% § (]3 do+(2+0) (d1+d2) T3do+2d1+2ds
0<do<3 deg(F1)+3 deg(Fa)+deg(Fs)+2g
0<dy <deg(F2)+deg(F3)+2g
0<da<deg(F1)+deg(Fs)+2g

En raisonnant comme dans la preuve du lemme 4.2, on montre qu’il existe
un réel 6 > 0 tel que la série

S Ius(8) Zse(€,a70)
SEDiVeff(Cb”)7

soit convergente, ce qui conclut la preuve de la proposition 4.3. |

4.3. Le terme %,

PROPOSITION 4.4. — II existe une série %(T) de rayon de convergence
strictement supérieur a ¢! telle que

> — — —1\r ic #S K
Zo(a) = (-1 210 T (1 g7y (S))di%(sv))
veE(© qv
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et
Zo(T) — Zg(q* T®) Zeg (q T?)® Zo(T)

L_contrélée & I'ordre 2.

est g~

La démonstration de cette proposition occupe le reste de cette section.

4.3.1. Décomposition de Z,

— 0
Pour € € Diveg(%)" et € € Pic (‘ﬁ)g’g, rappelons que Zo(E, &, T) est
donnée par I'expression
3 deg(&0)+2 ) deg(€:) 3do+2) d;
(4.4) T > Ng (d, €, &) T
deN*
V1<i<3, ¢:(d,€)>0
ok, kAR, dr(d,€)20
ot by (d,€)>0
Soit Zyo(E, &, T) la série définie par l'expression (4.4) ou 'on a rem-
placé Ng par Ngo, ot Ngo(d, E, &) représente le cardinal de I’ensemble
des éléments

(50,805 ti) € He, g X H H, ., % H %Si,d0+2dj+deg(80)+z deg(&;)—deg(5;)
T K3

i i
vérifiant la relation > s; ¢; se, sy, = 0.

1
Pour 1 < k < 3, soit Zy (€, &, T) la série définie par I'expression (4.4)
ou l'on a remplacé Ng par Ng i, ou Ng 1 (d, E, ) représente le cardinal de
I’ensemble des éléments

(50, (80), (ti)izn) € Hey ay x [ H&, a0

< LT 95, 4 des(Eo) T des(e) —dex()
i#k e JFi
vérifiant la relation Y s;t; s¢, sy, = 0.
iZk
Soit enfin Zy 4(E, €, T) la série définie par l'expression (4.4) ou l'on a
remplacé Ng par Ng 4, oll

déf

Nsa(d, &,&) = #Hg 4 [[#H¢, 0.

On a ainsi
3

Nso(d, €, €) =Ns(d, &, &) + > Ns(d, &, &) —2Ns4(d, €, €)
k=1
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d’ou I’écriture
3
(45)  Zo(E,T) = Zoo(E,€,T) = > Zos(E,€,T) +2Zyu(E,&,1T).
k=1

La proposition 4.4 découle alors des propositions 4.6, 4.7, 4.9 et 4.10.

Remarque 4.5. — Compte tenu de la description du torseur universel
de S donné a la section 2.1, et rappelant que Sy désigne la surface S privée
des droites (&;)o<i<s et (Fi)igigs, on voit que la décomposition (4.3.1)
correspond a la décomposition géométrique

S U &=su |J @e).

0<i<3 1<i<3
4.3.2. Le terme Zy 4

PROPOSITION 4.6. — Le rayon de convergence de la série

Sooous&) Y Zou(€,€,7)

. N =0
E€EDiveg(€)7 €cPic (¥)%

est strictement supérieur & ¢~ '.
Démonstration. — Rappelons que Zy 4(E, €, T) est donnée par l'expres-
sion

3 deg(€0)+2 ) | des(€:) 3do+2 Y d;
T ‘ Z #}C.@mdo H #}C%L7d1 T ’
deN* i
V1<i<3, ¥i(d,€)20
3k, kAR, ¢ (d,€)>0
et ¢y (d,€)>0
D’apres le lemme 1.17, pour tout réel 6 strictement positif, Zo 4(&E, ¢~ 17)
est majorée par
4+(30—3) deg(€0)+(20-2) Y _ deg(Es) (30—2)do+(20—1) ) d;
q : q :
deN?

Ainsi pour 0 assez petit on a

o 1 44(30—3) deg(£0)+(20—2) ) deg(€:)
Zoa(E, & q~ { —— i .
0,4( q ) (1—(]7%)4(1
Le lemme 3.11 permet de conclure. O
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4.3.3. Les termes Zy , pour 1 <k <3

PROPOSITION 4.7. — Pour 1 < k < 3 la série
dYoous(®) D Zow(€€1)
SEDiVCﬂr(Cg)7 @Ei;i;o(%); e
est ¢~ '-controlée a l'ordre 2.

Démonstration. — Nous traitons le cas ou k = 1, les autres cas s’en
déduisent par permutation des variables.
Rappelons que Zy 1(E, €, T) est donnée par 'expression
3 deg(€0)+2 ) deg(€:) 3do+2 ) d;
T > Nei(d€,€)T i
deN*
VIKi<3, $i(d.€)>0

3k,k', kAE, ¢1(d,€)>0
et ¢, (d,€)>0

D’apres le lemme 4.8 ci-dessous, Zo 1(E, €, T) est majorée par la série

3 deg(€0)+2 Y | deg(€;)

T K3
% Z q5+2 do+2d1+2d2+d3+deg(50)+deg(81)+deg(82)—deg(?3)T B ,
deN4
donc par la série
1 —
——701(E,T
(1 _qT)2 071( ) )7

ol 26/,1(8, T') est donnée par I’expression

3 deg(80)+22deg(€i)
T i
% § : q2do+d3+deg(80)+deg(€1)+deg(62)—deg(?3)T3do+2d3.

do,d3 >0
Pour 6 > 0 assez petit, Z;(S, ¢~ 11%) est majoré par

1 q(39—2) deg(€0)+(20—1) deg(E1)+(20—1) deg(E2)+(20—2) deg(E3)—deg(F3)
(=2 |

Le lemme 3.11 montre alors que le rayon de convergence de la série

Yo lus(&)| Zoa(€,T)

E€Diveg(6)7

est strictement supérieur & ¢!, d’ott le résultat. O
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LEMME 4.8. — Soit d € N* et € € Divg(€)7 vérifiant

Vie{1,2,3}, (d, &) >0.

0
On a pour tout € € Pic (%)% ¢ la majoration

NS,I (d, S, Qf) < q5+2 do+2d1+2 d2+d3+dcg(80)+dcg(€1)+dcg(82)7dcg(?3).

Démonstration. — Rappelons que Ng1(d, €, &) désigne le cardinal de
I’ensemble des éléments

(50, (54), (t2,t3)) € H, 4 X H He, 4,

1<i<3

x H %SudoJerjereg(go)JrZ deg(€;)—deg(F;)

2<i<3 J#i J#i
vérifiant la relation
(4.6) Sata Se, S5, = S3t3 Se, Sy

Si on fixe (so, (8;),t3), il existe au plus un élément ¢ satisfaisant la relation
(4.6). Ainsi Ng 1(d, €, €) est majoré par

( ] ( ]
#He, o H #He, a; #Hgs,do+dy +datdeg(£0)+deg(£1)+deg(E2)—deg(Fs) -
1<i<3

Le lemme 1.17 permet de conclure. (|

4.3.4. Le terme Zj

Rappelons que Zg o(E, €, T) est donnée par l'expression

3 deg(&0)+2 ) deg(€:) 3do+2 ) d;
T i > Nso (d, &, &) T i
deN?
V1<i<3, ¥i(d,€)>0
3k,k', k#K', ¢x(d,€)20
et ¢/ (d,€)>0
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Ainsi, d’apres le corollaire 3.7, Zy o(E, &, T) peut s’écrire

3 deg(80)+22deg(8¢) 2 deg(Eo)—i—Z deg(Ei)—Z deg(F;)
T i q i i
2(1—g)+2do+» d
X Z #He, a0 4 :
deN*
VIKi<3, ¥ (d,€)>0
kK kAR, 61 (d,€)20
et ¢4 (d,€)>0
3do+2 ) d;
> Z gaea(pged(div(si)+&:+34)) i

(si)EH}C’Gi,di
On définit Zy o princ(E, €, T) par 'expression

3 deg(80)+22deg(£i) 2 deg(&o)—i-z deg(Si)—Z deg(F;)
T i q i i
2(1—g)+2do+) di
X Z #g{éo,do q ‘
deN? 3do+2 ZdL
« Z qdeg(pgcd(div(si)+8i+i}'i)) T P

(s@')EHﬁH'ei’di

et on pose
déf
ZO,O,err = ZO,O,princ - ZO 0-

)

4.3.5. Le terme Zy g,crr

PROPOSITION 4.9. — La série

Z ,ug(?,) Z Z(),O,err(gv €7T)

E€Divg(€)7 eePi ()7,

1

est ¢~ '-contrélée a 'ordre 2.

Démonstration. — Par définition, Zy g e(E, €, T) est majorée par la
somme des six séries
3 deg(€0)+2 )  deg(€;) 2 deg(Eo)+y . deg(E:)—  deg(d;)
T i q i i
2(1—g)+2 do+zdi

X Z#g{.@:o,do q i

deA 3do+2 d;
> Z qdeg(pgcd(div(si)+8i+3"i)) T 3

(Si)EH%.ei,di
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ot A est le sous-ensemble de N* constitué des éléments vérifiant successi-
vement 'une des six conditions suivantes :

Vi(d, &) <0, 1<i<3,
$i(d, &) <0, 1<i<3.

Nous nous contentons de démontrer que la série > us(€)> Zo.0,err,0, (€,
€ €

€. T), ol Zo,0,err,un (€, €,T) est donnée par expression

2 deg(£0)+z deg(&i)—z deg(F;)
TS deg(€0)+2 deg(&€1)+2 deg(E2)+2 deg(E3) q B Z
2(1—g)+2do+Y d;
X Z #‘(}C%oﬂioq ’
deN*

¥1(d,€)<0 3do+2 d;
« Z qdeg(pgcd(div(si)—&-& +F5)) T P

(s"')el_‘[j{.@i,di

est ¢~ '-contrélée & l'ordre 2. Le procédé est le méme pour les séries corres-
pondant aux cing autres conditions.

D’apres le lemme 3.4 et la définition de 1)1, pour tout réel 8 > 0, la série
Z0,0,err,, (€, €, T) est majorée par

14> 2 Max(v(€;)+v(F:))—Min(€;4+F;) 3 deg(E0)+2 Y deg(€y)
cpc v T i
2 deg(€0)+ Y deg(€:)—)  deg(F)

X q
% Z (dy +1) q3+2(1fg)+3 do+2 d1+(2+96) (d2+d3)qdeg(pgcd(€i+?i))
d1>0
0<d0<deg(?1)
0§d2<deg(ff"1)
0<ds<deg(F1)
3do+2 d;
xT i
donc par
1

72 err 8 T
(1 _ qT)2 0,07 7’(/)1,9( ’ )

ol Zp,0,err,01,6(E,T) est donnée par I'expression
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14> 2 Max(v(€;)+v(F3))—Min(v(€;)+v(T))
Cy C v

3 deg(€0)+2 Z deg(€;) 2 deg(So)JrZ deg(Si)fz deg(F;)
x T i q i i

« Z q3+2(1—9)+3 d0+(2+9)(d2+d3)qdeg(Png(5i+5i))
0§d0<deg(§1)

0§d2<deg(§1)

0§d3<deg(3~1) % T3 do+2da+2ds

En raisonnant comme dans la preuve du lemme 4.2 on montre que pour
0 > 0 assez petit, la série

Z NS(S)ZO,O,err,wl,O(Syq_1+0)
E€Diven(€)7

est absolument convergente, ce qui permet de conclure. O

4.3.6. Le terme Zj 0 princ

PROPOSITION 4.10. — La série
Z ,us(g) Z ZO,O,princ(gv Qf, T)
£€Dive(€)7 echic (€)1 ,

s’écrit
Zg(® T%) Zg(qT?)? Zo,0,prine(T)

ou Zy,0.princ(T") est une série de rayon de convergence strictement supérieur

a ¢!, vérifiant
= _ _ _ . #S(k
Zoo.prine (07) = (@ = 1)*q*79 J] (1 — g, t)eFie) %(sv))
veF () Qv
Démonstration. — Rappelons que Zy o princ(€, €, T') est donnée par l'ex-
pression
3 deg(€0)+2 )  deg(€:) 2(1—g)+2 deg(E0)+Y  deg(€:)—  deg(Fy)
T i q i i
2 doJeri )
« Z #}Céo,doq P Z qdeg(pgcd(dlv(si)—i-ﬁi+iT,i))
deN* (s)e] [, 4,
3do+2 d;

x T i
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D’apres la remarque 2.2, pour tout d € N*, 'application

(s0, (1)) = (div(so), (div(s:)))
induit une surjection de 1’ensemble
|_| éo,do X H:H;f“db
50 i
€EcPic ((K)gé

sur ensemble des éléments (Go, (G;)) € Diveg(%)* de degré d, surjection
dont les fibres sont de cardinal (¢ — 1)*. Ainsi la somme

Z ZO,O,princ(Sa ea T)
eePic ()%
est égale a

.y 3 deg(£0)+2 Y | deg(€:) 2(1—g)+2 deg(E0)+)  deg(£:)— . deg(F;)
(¢-1)°T i q i i
2 deg(Go)+) _ deg(G;)+deg(pged(Gi+E€i+7:))
D DR f
(S0.(54))€Divern(#)* 3 deg(Go)+2 Y deg(S:)
x T i

L’expression précédente peut s’écrire comme le produit eulérien (cf. les
notations 3.1)

3 deg(€o0)+2 Z deg(&;) 2 deg(&))-i-z deg(Si)—Z deg(F;)

(q— 1)4 q?t-9 1 i q i i
x Zg(q° T?) H Fooen (@, a0 T? 7).
vEE(0)

On pose, pour tout v € €,

df 0 2 3 p Tr 2 R
ZiaT) S Wleo,e ) (@TH (qT2) T g,
(eo,e,f)e{0,1}7

X F(ei+fi) (Qw Qv T2 fv)~

Ainsi, on a
Z0,0,princ(T') = Z ps(€) Z Z0,0,princ (€, €,T)
€€ Diver (€)7 ecPic (€)7,
=(a=1'"*Ze(@®T*) [] Z1.0(D).
e (0)
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On pose
é 3
Zoo(T) = (1= (T%)")" Z1,(T)

de sorte qu’on a

ZO,O,princ = (q - 1)4q2(17g)Z (q TS Z‘ﬁ qu H ZZ v

I AC
En reprenant les notations 3.1, Zs ,(T') peut s’écrire
fo Zei

1 0 2 3 2 .
1—(q4T6)fU Z ,u‘S(eOveaf)(q T )fve() (qT ) ‘
(e0,e,f)€{0,1}7
> Fi ,
Xy * F(ei+fi)(q’ua T f“)~

La proposition 3.2 montre que la série [[, Z2,(T) a un rayon de conver-
gence strictement supérieur a ¢~ *.

Pour terminer la démonstration, il suffit donc de montrer qu’on a pour

tout v € €O la relation

1y rg(Pic(s)) #S(Kv)
(47) Z2,v(q ) - (1 — 4y ) e qdlm(S)
On pose, pour (eg, e, f) € {0,1}7
—eo—Z(ei"!‘fi) _

déf 1 i

— Fleorr) (@a, ) -

fact, (eo, €, f) = N
s

On a donc
Zoolg )= > pdleo,e f) fact,(eo €, f).
(eose,f)€{0,1}7

Le lemme 4.11 ci-dessous et le lemme 1.25 montrent que la relation (4.7)
est bien vérifiée, ce qui conclut la démonstration. O

LEMME 4.11. — On a la relation
(4.8) Z 1% (eo, e, ) fact, (e, e, f)
(eo,e,f)e{0,1}7

= Z /1‘%(607671:) denss,v(e()aeuf)‘
(eo,e,f)€{0,1}7

Démonstration. — Rappelons qu’on a (cf. les notations 1.23 et 1.24)
#{ (@0, 2,y) € k0,5 aiy =0}
1<i<3
(49) denss,v(ef)) €, f) = q6 .

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



COMPTAGE DE COURBES 1893

La relation (4.8) (voire méme plus directement le fait que le membre de
gauche de (4.8) coincide avec le membre de droite de (4.7)) peut trés bien
se vérifier par force brute, avec l'aide par exemple d’un logiciel de calcul
formel. Montrons comment on peut la retrouver via un minimum de calcul.

Fixons eg € {0,1}. Tout d’abord, rappelons qu’'on a d’aprés le lemme 3.9

(4.10) > u%(eo,e, f)=0.
(e.£)€{0,1}°

Ensuite, on va montrer ci-dessous qu’on a

(4.11) Ve, f) € {0,1}°, fact,(eo,e, f) — fact,(eo, 1,1)
= densg,y(eo, €, f) — densg ,(ep, 1,1).
Les deux relations (4.10) et (4.11) montrent le lemme.
Pour montrer la relation (4.11), on commence par remarquer que par
définition de de F{, 1, on a
(4.12)

—eo— Z(er‘rfz —ZM
i Z qun(m+P i+ fi) 0 i

neNs
—SNn;
(1 —qy Z qun nl) ;

neN?
n;ze;+fi

fact,(eo, e, f) = (1 —q; )% qu

Par symétrie, il suffit de montrer qu’on a pour tout (eq,es, f) € {0,1}° la
relation

(4.13) facty(eq, (0,e2,e3), f) — fact(eo, (1,e2,€3), f)
= denSS,v(e()v (Oa €2, eB)a f) - denSS,v(eO, (]-7 €2, 63)7 f)

Considérons le cas ou f; = 0. D’apres (4.9), le membre de droite de (4.13)
vaut alors

QJ6075 # {(mvy) € KgO,ez,eg,f)’ Ty 7& 07 Zml Yi = 0}
= q " 5 (qo — 1)#H(€27637f27f3)
v
(1_q )q eo—ez2—e3z—fa—f3

et d’apres (4.12) celui de gauche vaut

(1_q;1)3q;eo Z qllt/lin(O,nz,na)q;nzfn3_(1 @ )qfeo ex—es—fa—fs
(n2,n3)EN?

nz2ez+f2
nz>es+fs
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d’ou 'égalité cherchée dans ce cas.
Supposons a présent fi = 1. D’apres (4.9), le membre de droite de (4.13)
vaut

4 " (g — 1)#{(3527312,103,%/3) € k(eI gy +azys = 0}~
Par un calcul facile, on trouve que cette quantité est égale a

qv_1_60_62_83_f2_f3 (QU — 1) sieg + fg 1leteg+ f3 >1
gy 37022 (g, —1)(2qy — 1) siea+ fo=leteg+ f3=0
4" (= 1)@ +qf —q)  sieat+ fa=0et ez + fz=0.

VoWV

D’aprés (4.12) le membre de gauche de (4.13) vaut

(4.14) (1 — q_1)3 q_PO Z qg/hn(l ,n2,n3) ’U—l—’nz—ng-

(n2,n3)EN?
na>ea+ f2
nz>es+f3

Siea+ fo>1etes+ f3 =1, Vexpression (4.14) s’écrit

(1 _ qv—1>3 qv—eo Z q;nz—n3 — (1 _ qv—l)qv—eo—ez—h—eg—fa-

(n2,n3)EN?
na>ea+ f2
nz>es+f3

Sies+ fo>1letes+ f3=0,0na

(414) = (1 — qv—l)3 qv_eo [ Z —nz LR Z —1 n!|
(

na,n3)EN? na>ex+f2

na>ea+ f2
’ng}l

=g, (- g a7+ (1— g ) 2q 7Y
=g, P02 (g, = 1)(2¢0 — 1)

Enfin, sies + fo =e3+ f3=0,0n a

D g T g Y q;”z"“]

(4.14) = (1-q, ")* g,

na>1 nz>1 22;
=4, [0 (- ") +2¢,°(0 ;") + 4,7 (1 — g )]
=4¢,° " (q = 1) (¢} + 4} — )
d’ot le résultat cherché. O
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