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SINGULARITES ET INTEGRABILITE DES FONCTIONS
PLURISOUSHARMONIQUES®)

par Mongi BLEL & Souad Khemiri MIMOUNI

1. Introduction.

Le but de ce travail est ’étude du lien entre 'intégrabilité locale
de e7 %, oll ¢ est une fonction plurisousharmonique (Psh) sur une variété
analytique X de dimension n et les valeurs du nombre de Lelong de . En
1970, E. Bombieri [Bom70] a démontré que pour tout a € X, il existe deux
réels ¢ et v strictement positifs tels que :

si v,(a) < 4, alors la fonction e™% est intégrable sur un voisinage de a,
si v,(a) = 7, alors la fonction e~ % n’est intégrable sur aucun voisinage de a.

En 1972 H. Skoda [Sko72] a précisé ce résultat et a démontré que § = 2
et v = 2n. En 1999 J-P. Demailly et J. Kolldr [De&Ko99] ont définit
Pexposant des singularités complexes d’une fonction ¢ € Psh(X), (avec
Psh(X) 'ensemble des fonctions plurisousharmoniques sur X muni de la

L ), sur un compact K de X par :

topologie de la convergence dans L,

cx () = sup{c = 0; exp(—2cyp) intégrable sur un voisinage de K}.

(*) Ce travail est supporté par le Ministére de la Recherche Scientifique et de la
Technologie de la Tunisie (Unité de recherche 02UR1501) et a bénéficié de l'aide du
CMCU dans le cadre des actions intégrées avec I’Université de Grenoble.

Mots-clés : fonctions plurisousharmoniques, courants positifs, ensembles analytiques,
exposant des singularités.

Classification math. : 32C25, 32C30.



320 Mongi BLEL & Souad Khemiri MIMOUNI

IIs ont montré par ailleurs la semi-continuité inférieure de l'application
© +— cx(p) sur Psh(X), et ils ont prouvé que pour tout ¢ < cx(yp) et
pour toute suite (¢, )m qui converge vers ¢, e~2°¥m converge vers e~ 2¢?
pour la norme L' sur un voisinage U de K.

Rappelons qu’une fonction ¢ sur un ouvert U d’une variété analytique
X est dite presque Psh 8’1l existe une fonction ¢ € Psh(U) et w € C*(U)
telles que ¢ = 9 + w. Un courant T de bidegré (1,1) sur U est dit presque
positif si T > ~, avec v une (1,1)-forme réelle a coefficients localement
bornés, T peut s’écrire dans ce cas; T = a + dd°p, avec o une (1,1)-forme
C® et ¢ une fonction presque Psh [Dem92]. Il découle de ce qui précede que
dd®p est presque positif si et seulement si ¢ est presque Psh. Etant donné
un (1,1)-courant positif fermé 7" sur une variété analytique kahlérienne X
de dimension n, alors si les pdles de T' sont dans un compact K propre
de X (i.e. pour tout relativement compact U de X, il existe une fonction
Psh ¢ € L2 (U \ K) et une (1,1)-forme a C™ telles que T = o + dd°yp
sur U), vr(z) < v Vo € X et E.(T) est fini pour tout ¢ > 0. On montre
dans ce travail qu’on peut controler ) . vii(z) par une constante réelle
positive M. Soit u: X —— X ’éclatement de X au dessus d’un point z, et
[}7] le diviseur exceptionnel de cet éclatement, d’apres S. Giret [Gir98], le
prolongement trivial T de p*T & travers Y existe et appelé le transformé
strict de T, de plus T = p*T — ~[Y], avec v = vp(x). On étudie ensuite
les propriétés de T, en particulier on montre qu’en dimension 2 le courant
T hérite toutes les propriétés de T énoncées ci-dessus, et que Y ozey V%(x)
est majorée par M — 2. En considérant des éclatements successifs de ce
type on peut raffiner a chaque fois cette majoration pour retrouver apres
un nombre fini d’éclatements un courant positif fermé tel que le nombre de
Lelong de ce courant en tout point est strictement inférieur a . Pour n = 2,
¢ € L2 (X \ K) une fonction Psh telle que v,(x) < 2 pour tout z € X
et E.(p) est fini pour tout ¢ > 0, avec ce qui précede, on peut ramener le
probleme de l'intégrablité locale de e™% a I’étude de l'intégrabilité locale
d’une fonction Psh sur une variété analytique de dimension 2 et telle que
tous les nombres de Lelong sont strictement inférieurs a 2.

Le travail se compose de trois parties

e Partie 1 : Si O est un courant positif fermé de bidegré (n — p,n — p),
1 < p < n, et soient T, ..., T, des (1,1)-courants presque positifs fermés
sur X a poles dans K. Bien que le produit extérieur 71 A ... A T, ne soit
pas défini, on montre qu’on peut attribuer un sens a fK TiN...NT, NO.
Demailly [Dem92] a montré que si X est compacte, alors pour tout ¢ > 0
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SINGULARITES ET INTEGRABILITE DES FONCTIONS PSH 321

on peut régulariser un courant presque positif fermé T sur X par des
courants (7 k)i presque positifs fermés qui convergent faiblement vers T
avec atténuation des singularités (les T, sont C*™ sur X \ E.(T)). Si X
est kahlérienne non nécessairement compacte et K compact de X, alors
la condition sur la courbure est vérifiée sur K et on peut de la méme
fagon régulariser T sur K par des courants presque positifs fermés. En
appliquant ce résultat pour des courants T} positifs fermés sur X tels que
pour tout ¢ > 0 E.(T;) est fini, 1 < j < n, on se ramene au cas ou
les courants sont C* en dehors d’un ensemble fini. D’aprés [Dem93a], on
a:vr o (x). v, (@) S v oac AT () (Tek)r est la famille de
courants régularisants de T); définie ci-dessus). Ce résultat s’étend comme
suit pour controler les nombres de Lelong de courants a poles dans un
compact :

TutoreME 1.1.— Soient X une variété analytique kihlérienne de
dimension n et Ty, ..., T, des (1,1)-courants positifs fermés a péles dans
un compact K de X (T; = o + dd®y; sur un voisinage U de K, avec «;
une (1, 1)—forme C™ et y; € Lyp (U \ K) et presque Psh). On suppose que
pour tout 1 < j < n et pour tout ¢ > 0, I'ensemble E.(T}) est fini. Alors

/ TyA ATw> Y vr(z)...vr, ().
K

zeK

e Partie 2 : On étudie le lien entre [, Ty A ... AT, et f _y u Ty —

¢ [17]) A. .. (T, —cp[Y]), avec [Y] le diviseur exceptlonnel de l’eclatement
,uX»—>Xaudessusdeac€KetO cJ\yT( x), 1 < j < n. Les termes
delaformef K)(,uTJl/\.../\M*TP/\[Y} P1<ji<...<jp<nm
et 1 < p < n, sont tous nuls puisque Supp(p.[Y]) < {z}, de plus

J:lY Pl = (=1)"~1. On montre alors le résultat suivant :
TutorEME 1.2. — Soient X une variété analytique kéhlérienne de
dimension n, pu: X —— X I'éclatement de X au dessus de x et T1,..., T, ;

n courants presque positifs fermés de bidegrés (1,1) et a péles dans un
compact K de X contenant x, alors pour tous 0 < ¢; < VT, (r),1<j<n
on a:

/ (M*Tl—cl[f/])/\.../\(u*Tn—cn[f/]):/ TiA.. AT, — Tlcj.
1K) K i=1

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



322 Mongi BLEL & Souad Khemiri MIMOUNI

Nous étudions ensuite les singularités du transformé strict 7' de
T = dd¢p par éclatement p: X —— X au dessus d’un point z de X,
avec @ une fonction Psh sur X. On commence 1'étude pour les fonctions
a poles logarithmiques, puis en approximant ¢ sur un voisinage de x par
de telles fonctions (on considere la suite (1, )., des fonctions définies dans
[Dem93b] qui approxime ¢ de point de vue singularités et pour la topologie
de L},.), on montre que pour tout & € U = u~'(U) on a : vz (i) converge
vers v;(Z) lorsque m tend vers l'infini, avec T, est le transformé strict de
Ty = dd®y,,. On retrouve a ’'aide de cette approximation des propriétés
importantes concernant les poles de T :

PropoSITION 1.3.— Soient T' un (1,1)-courant positif fermé sur une
variété analytique X de dimension n et T le transformé strict de T par
Péclatement pi: X — X de X au dessus d’un point x. On note Y le diviseur
exceptionnel de I’éclatement, alors

vi(a) <vr(z) YaeY.

On montre aussi le résultat suivant :

ProprosiTiON 1.4.— Avec les mémes hypothéses de la proposition
1.3, 0n a:
vi =0 presque partout sur Y.

En particulier, pour tout ¢ > 0, E, (T) NY est un sous ensemble analytique
de dimension < n — 2.

e Partie 3 : Soit X une variété analytique kidhlérienne de dimension 2 et ¢
une fonction Psh sur X a podles dans un compact K de X, on suppose que
Ve (x) < 2 pour tout x € X et E.(¢p) est fini pour tout ¢ > 0. Le but est alors
de montrer que e~ % est localement intégrable sur X. Le probleme se pose
au voisinage des points tels que le nombre de Lelong est égal a 2. Soient
xo € Xo := X tel que v,(xg) = 2 et Ty = dd°p. Nous construisons la famille
d’éclatements (1p)p>1 telle que pp: X — X1 est Péclatement au dessus
de xp—1 € X,_1 et on note f’p le diviseur exceptionnel correspondant, et la
famille de courants positifs fermés (7},),>1 définie par T), = puyT),—1 —2[Y}].
Les x, sont choisis de sorte que vr, (z,) = 2, p > 1. On s’arréte a I'ordre
Po si vr, () < 2 pour tout z € X,,. On montre que cette famille ne peut
étre que fini (i.e. py existe). Les propositions 1.3 et 1.4 impliquent que
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E.(T,) est fini car X est de dimension 2 et le nombre de Lelong de T}, est
inférieur ou égal a 2 en tout point de X, alors d’apres le théoreme 1 on a :
Yvex, V1, (@) < pr T?, avec K, = py ' (Kp—1) et Ko = K. Le théoreme 2
entraine alors que 3, V%p(a:) < [ T? — 4p. Ceci prouve que pg existe.
On se rameéne alors a un (1,1)-courant positif fermé T}, tel que vy, (7) <2
pour tout x € X,,,. On énonce le théoreme principal de cette partie :

THEOREME 1.5. — Soit ¢ une fonction Psh sur une variété analytique
kéhlérienne X de dimension 2 qui vérifie :

i) ¢ € L2 (X \ K), avec K compact de l'intérieur de X

loc
i) vy(xz) <2Ver e X
iii) E.(p) est fini pour tout 0 < ¢ < 2,

alors e™% est localement intégrable sur X.

Les auteurs remercient le professeur Jean-Pierre Demailly pour les
discussions fructueuses et 1’hospitalité chaleureuse pendant les séjours des
auteurs a 'Institut Fourier de Grenoble.

Ce travail a inspiré d’autres travaux importants dans ’étude des singu-
larités et I'intégrabilité des fonctions plurisousharmoniques, en particulier
C. Favre et M. Jonsson (The valuative tree, Math.AC/0210265, Valua-
tive analysis of plurisubharmonic functions, Math.CV /0401111, Valuations
and multiplier ideals, Math.CV /0406109 sur ArXiv), qui aboutissent & une
description encore plus détaillée des singularités des fonctions plurisoushar-
moniques en dimension 2.

2. Controle des nombres de Lelong des courants
positifs fermés de type (1,1).

Soient X une variété kahlérienne complexe de dimension n, K com-
pact de X et © un courant positif fermé de bidegré (n—p,n—p), 1 < p < n,
et solent 17, ... , T, des (1,1)-courants presque positifs fermés sur X & poles
dans K (i.e. pour tout relativement compact U de X, il existe une fonction
Psh ¢; et une (1,1)-forme ¢ de classe C* tels que T; = a; + dd®p; sur U,
ona:p; € L2 (U\K), 1< j <n).Bien que le produit extérieur T A. . . AT,
ne soit pas a priori défini, on peut attribuer un sens a fK TiN...ANT,NO

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



324 Mongi BLEL & Souad Khemiri MIMOUNI

/ TiA... AT, ANO :=lim lim (a1 + dd° max (1, —c))
(1 UK

e—0c——+o0 K.
Ao A (ap + dd° max(py,, —c)) A O

avec Tj = a; + dd°p; sur un voisinage de K et (K.).»o est une famille
exhaustive de compacts décroissante vers K lorsque € tend vers 0. Ensuite,
on suppose que les courants T); sont positifs fermés et que pour tout ¢ > 0,
E.(Tj) est fini, 1 < j < p = n, on montre alors I'inégalité suivante qui
controle les nombres de Lelong des Tj

ZVTl(x)...VTn(x) </ TiA. AT,

zeX K

2.1. Courants presque positifs fermés et masse du produit.

Pour prouver que 1’égalité (1) a un sens, nous commengons par
montrer que le terme

/ (o + dd°max(p1, —¢)) A ... A (ap + dd° max(pp, —¢)) A O
K.

est indépendant de I’écriture des T = a; +dd°yp;, 1 < j < p, lorsque ¢ > 0
assez grand.

LEMME 2.1.— Soient X une variété analytique de dimension n, ©
un (n-1,n-1)-courant presque positif (ie. © + ¢y > 0, ¢ > 0 et v une
(n —1,n — 1)-forme réelle a coefficients localement bornées) fermé et T un
courant presque positif fermé de bidegré (1,1) et a péles dans un compact
K de X (T = a+dd°p sur un relativement compact U contenant K, avec «
une (1,1)-forme C* et o une fonction presque Psh). Soit L C U un compact
contenant K dans son intérieur, alors

/(a + dd° max(p, —c)) AN O
L

est indépendant du choix de « et de ¢ dans la décomposition de T et
indépendant de la constante ¢ > sup,cay, ©(T).

ANNALES DE IINSTITUT FOURIER
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Démonstration. — Soient 3 une (1,1)-forme C* fermée et ) une
fonction presque Psh telles que T' = 5 + dd®y sur U et soit v > supy;, |¢].
La fonction max (¢, —v) est dans L (U), alors d’apres Bedford et Taylor

loc

[Be&Ta82], le courant (8 + dd®max (i, —v)) A O est bien défini sur U. De
plus a — 8 = dd° (v — ¢), alors

/ (o + dd® max(p, —c)) A O — / (B + dd° max(¢), —v)) A ©
L L

(2)
- /L dd® (1) — ¢ + max(p, —c) — max(y, —v))) A ©.

Sur un voisinage de L et pour ¢ et v assez grands on a ¢ = max(p, —c)
et ¢ = max(y, —v), alors

/ddc(w — ¢ + max(p, —¢) — max (), —v))) A O
3
— [ @@ g+ max(o, —0) — max(u, ~1))) A© =0,
oL

et par suite 1’équation (2) donne :

/ (6 + dd°max(¢), —v)) ANO = / (o + dd° max(p, —c)) A ©.
L L

]

Remarque. — Le lemme 2.1 entralne aussi que si © est un courant
positif fermé de bidimension (p,p) et T; = «; + dd®yp; sur un relativement
compact U contenant K, 1 < j < p, p courants presque positifs fermés de
bidegrés (1,1), avec a; des formes de classe C™ et ¢; des fonctions presque
Psh appartenant a LS (U \ K), alors on a de méme

o0
loc

/ (o1 + dd°max(p1,—¢)) A ... A (ap + dd° max(pp,, —¢)) A O
L

est indépendante de la décomposition des T} et de la constante ¢ >

max; supy;, |¢;|, K CC L cC U cC X.

THEOREME et DEFINITION 2.1.— Soient X une variété kahlérienne
complexe de dimension n, © un courant positif fermé de bidimension (p, p),
1<p<netT, ..., T, des courants presque positifs fermés de bidegrés

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



326 Mongi BLEL & Souad Khemiri MIMOUNI

(1,1) a péles dans un compact K de X (T; = a;+dd°y; sur un relativement
compact U voisinage de K, avec a; une (1,1)-forme C* et ¢, une fonction
presque Psh, 1 < j < p). Alors

/ TiA...ANT, AO :=lim lim (a1 4+ dd° max (1, —c))
4) K

e—0c—+o0 K
€

A A (ap + dd max(pp, —¢)) AN O

est bien définie. (K. )c~o une famille de compacts qui décroit vers K lorsque
€ tend vers 0.

Démonstration. — Soient ¢; > 0 tels que T; + cjw > 0 pour tout
1 < j < p, avec w une (1,1)-forme kahlérienne sur X. Pour T, =
a; + dd°max(p;, —c) sur U, 1 < j < p, une simple démonstration par
récurrence sur p donne

TieNoo . NTpe=(Tic+cw) A A (Tpe+ cpw)+

k
Z 11 (_Cie)(Tth—"Chw) AREE
1<i1 <..<ip<p =t
(5) j1<-~<jp7k€C{1yV.V,P}{ilvm»ik}
k=1,...,p—1

p
AT, e+ Cj_pw) A Wk 4+ AH1(—cj)wp.
j=

Le terme lim (1 + crw + dd®max(p1,—¢)) A ... A (o + cpw +

c——+00 K

dd® max(pp, —c)) A O est positif et décroit lorsque e tend vers 0, alors

lim lim [ (a14+ciw+dd® max(pi, —c))A. . A(op+cpw+dd® max(p,, —c))AO

e—0c—+o0 K.

existe. De méme on montre que pour tous 1 < j1 < .. < jp— < p,
1<k <p-—1, on a existence de la limite;

lim lim (v, + ¢jyw + dd° max(p;,, —¢)) A ... A
K.

£—0c—+oc0
(aj,_, +¢j,_w +dd°max(p;,_,,—c)) NOA LA

ANNALES DE IINSTITUT FOURIER
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D’apreés ce qui précede et I’égalité (3)

/Tl/\.../\Tp/\@:lim lim TieN...NTpcNO
K =5

e—0c—+o0 K

est bien définie. O

2.2. Théoréme de régularisation des courants positifs

fermés de type (1,1) sur des variétés kiahlériennes.

Soient o une (1,1)-forme C* et ¢ une fonction presque Psh sur une
variété analytique X, et soit T = o + dd®p. Demailly [Dem92] & montré
que si X est compacte, alors pour tout ¢ > 0, on peut régulariser le
courant T par une suite (T, )i de courants presque positifs qui converge
faiblement vers T avec atténuation des singularités (les T,y sont C*° sur
X\ E.(T), avec E.(T) = {z € X; vr(z) > ¢}). La partie négative des
courants T, est estimée en terme du nombre de Lelong de T et de la
courbure du fibré tangent T'x. Dans le cas ou la variété X est kahlérienne
non nécessairement compacte, on montre fagilement la condition sur la
courbure sur tout compact de X et on peut donc de la méme maniere
régulariser T sur K par des courants presque positifs fermés. L’énoncé du
théoreme de Demailly [Dem92], lorsque X est une variété kihlérienne est
le suivant :

THEOREME 2.2. — Soient T un (1,1)-courant presque positif fermé
sur une variété analytique X munie d’une métrique kahlérienne w et K un
compact de X. Sur un voisinage de K, écrivons T = a + dd“y, ot « est
une (1,1)-forme C* et 1) une fonction presque Psh. On considére v une
(1,1)-forme continue telle que T > =, alors pour tout ¢ > 0, il existe une
suite de (1,1)-courants presque positifs fermés T, j, = oo+ dd. i, telle que
les 9., sont C™ sur K\ E.(T) décroissent vers v lorsque k croit vers 'infini
(en particulier le courant T,y est C*™ sur K \ E.(T) et converge faiblement
vers T sur K lorsque k tend vers I'infini) et il existe une constante A > 0
vérifiant :

() Ter = v—(Amin(Ag, ¢)+eg)w, avec (Ag)y une suite décroissante
de fonctions continues sur K et limg_,o Ap(z) = v(T,x) en tout point
re K.

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



328 Mongi BLEL & Souad Khemiri MIMOUNI

(i) ey positive décroissante vers 0.

(iii) vz, ,(z) = (vr(x) — ¢)4 pour tout x € K.

Pour démontrer ce théoréme, on peut reprendre les techniques de
calcul de Demailly dans [Dem92] pour la régularisation des courants positifs
fermés de type (1,1) et on montre la condition locale de la courbure du
fibré tautologique associé a T' X dans le cas ou X est une variété analytique
kéhlérienne non nécessairement compacte. On démontre les deux résultats
suivants :

LEMME 2.3. — Soient X une variété analytique kdhlérienne de dimen-
sion n, munie d’une métrique kédhlérienne w et K un compact de X, alors
il existe une constante A positive telle que la courbure ©(T X)) associée au
fibré tangent T'X vérifie

iO(TX)+ Aw® Idrx >0 sur K au sens de Griffiths.

ProprosITION 2.4.— Soit X une variété analytique kahlérienne de
dimension n, et soit K un compact de X, alors il existe une constante
A > 0 telle que

i0(Orx (1)) + An*(w) = 0 sur 7' (K)

m: P(T*X) — X la projection naturelle.

2.3. Contréle du nombre de Lelong d’un produit de courants

On se propose dans ce paragraphe de prouver que si 7" est un (1,1)-
courant positif fermé sur une variété analytique k&hlérienne X de dimension
n, tel que les podles sont dans un compact K de l'intérieur de X et si
les nombres de Lelong de ce courant sont nuls sauf sur un ensemble au
plus dénombrable, alors la somme des puissances n*™ de ces nombres
de Lelong est majorée par |, I Plus généralement on montre le résultat

suivant :
THEOREME 2.5. — Soient X une variété analytique kahlérienne de
dimension n, Ty, ... , T, des (1,1)-courants positifs fermés a péles dans un

compact K de X (T; = a; + dd®y; sur un voisinage U de K, avec o; une

ANNALES DE IINSTITUT FOURIER



SINGULARITES ET INTEGRABILITE DES FONCTIONS PSH 329

(1,1)-forme C* et 1; € L2 (U \ K) et presque Psh). On suppose que pour

loc

tout 1 < j < n et pour tout ¢ > 0, E.(T}) est fini, alors

/KTl/\.../\Tn> ZVTl([E)...Z/Tn(JC).

TEK

Démonstration. — Soient (K;)s une famille de compacts décroissante
vers K lorsque ¢ tend vers 0 et L un compact de X contenant K dans
son intérieur. Pour d,¢ > 0 et 1 < j < n fixés (on suppose que 4 et
assez petit pour que K5 CC L), nous appliquons le théoréme 2.2) pour
le courant T (T; = a;j + dd®y; sur L) et le compact K, alors il existe une
suite de courants presque positifs (T} ¢,k ) = (; +dd°y;j c 1)k qui converge
faiblement vers T} sur L ((¥j.c.x)x C* sur L\ E.(T}) est décroissante vers
;). Il existe de plus une constante A > 0 telle que

a; +ddVj e+ (cA+ejp)w >0 sur L

(€j,k)k décroissante vers 0.

L’ensemble des poles des fonctions 9;.%, 1 < j < n, est inclus dans
A, = U?ZlEc(Tj) donc fini. Pour tout z € A, on considere la famille
(ve(x))e de voisinages de z telle que lim._,gv.(x) = {x}. En choisissant
assez petit, on peut supposer que les v (z) sont disjoints. Alors

/ (o +ddYn e+ (cA+erk)w) Ao Aoy +ddYp ek + (CA+ e i)w)
Ks

> Z/ (a1 + dd°Yy e + (cA+e11)w) AL A
ve(z)

€A,
(ot + dd“Y oo + (CA + € )W)

2 Z VT e kAo ATy ek (‘r)

TEA.

Pour la suite de la démonstration on utilise la proposition suivante
de Demailly [Dem93b)]

ProposiTION 2.6.— Soit ¢ une fonction Psh sur une variété ana-
Iytique X de dimension m, telle que 'ensemble A = {¢p = —oo} est un
sous ensemble analytique de codimension > p + 1 en tout point et ¢ est
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localement bornée sur X \ A, alors pour tout courant positif fermé T de
bidimension (p,p) sur X et pour tout x € X on a :

v(T A laggo,x) > v(T,z)v(p, ).
7r

Cette proposition entraine que

VTl,c,k/\---/\Tn,c,k(x) > VTl,c,k(m) s VT ke (33)

et par suite on a :

/ (a1 +ddP1 e+ (cA+e1 )W) Ao A o +ddYp ek + (CA+ep k)W) >
Ks

Z VT ok (.T) s VT,L’C’,C(,T).

z€A.

Par le théoréme 2.2, iii) et le théoréeme de convergence monotone on a :

lim lim Z vry (@), o (2) = lim lim Z vry (@) ovr, ()

c—0k—4o0 c—0 k—+oco

€A, €A
= 1im 3", (1) — ) (v, (2) — )
T€EA
= Z v (x)...vp, (2),
€A
alors
lim lim (o +ddYn e+ (cA+e1p)w) A ..
c—0k—+oo Ks
(6) A (o 4 dd“Yp o + (CA + e )w)
> Z vy (x)...vp, ().
TEA

D’autre part, pour v réel assez grand on a :
/ (o1 + ddY1c e+ (CA+e1k)w) Ao Aoy + ddYp ek + (CA+ e 1)w)
Ks

= / (a1 + dd° max(i/)l’c}k, —V) + (cA+ Ely}c)w) A...
Ks
A (o + dd° max(Yn e i, —V) + (CA + ni)w).
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(max(1j .k, —V))k étant décroissante vers max(1);, —v), alors d’apres Bedford-
Taylor [Be&Ta82] on a :

(7)

kEToo /KJ (o1 + ddYn e + (cA+ €1 5)w)

Ao A (ay + ddPn ek + (CA+ e g)w)

= lim (o + dd° max(¢1 ¢k, —V) + (A4 e15)w) A ...

k—oo K5

A (o, + dd° max(Yn, ¢ i, —V) + (A + e 1) w)
< / (a1 4+ dd° max (¢, —v) + cAw) A ... A (o + dd° max (¢, —v) + cAw)
Ks

donc

lim lim (o +ddYn e+ (cA+erp)w) A A
c—0k—+o0 Ks

(on, + ddPp e + (CA+ en k)W)
< / (o1 + dd° max(¢1, —v)) A ... A (o, + dd° max (i, —v))
Ks
(6) et (7) impliquent que

/ WA .ANT, = gim lim (a1 4 dd° max (¢, —v))
K

—0Qv—+o00 Ks

A oA (o + dd° max (¢, —v))

> Z v (z)...vr, ().

z€A

3. Transformé strict de courants
positifs fermés de type (1,1).

Nous commencons tout d’abord par quelques rappels sur la notion
d’éclatement d’une variété analytique au dessus d’un point, et pour plus
de détails, le lecteur peut consulter [Gr&Ha78] et [Dem00].
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3.1. Rappels sur 1’éclatement d’une variété analytique

au dessus d’un point.

Soient X une variété analytique de dimension n, z € X et (21, ... , zp)
un systeme de coordonnées local sur un voisinage U de x centré en x. Soit
U la sous-variété de U x P"~1(C) définie par

ﬁ = {(Zan) = (Zla ey Zny My e 77771) eU x Pn_l((c)7
zing = zni, 1 <i,j < n},
on considére la projection naturelle m: U +—— U, alors U \ 7 1(x) est
isomorphe & U \ {z}

L’éclatement de X au dessus de x est une variété analytique X = X \
{z} Un!(z) avec une application holomorphe pu: X —— X telle que la
restriction de p sur X \ 77!(x) est un biholomorphisme de X \ 7' (z)
dans X \ {x} et pjz—1(;) = 7. L’hypersurface lisse Y = p~!(x) est appelée
diviseur exceptionnel de I’éclatement, cette hypersurface est isomorphe a
P—1(C).

Soit le recouvrement de U par les ouverts (Uj)lgjgn tels que

U; ={(z,n) € U; n; # 0}

en considérant le systeme de coordonnées local

m Ni—1 Nj+1 n
’wn)(_a'”a g’ IR hn 7”.,_")

(LU1, cen
nj nj nj nj

sur Uj I’application p est donnée par

o, Uj—U
W (wle7 e W 1W, Wi, Wi Wy, . 7wnw]—).

Le diviseur Y est donné par {w; = 0} sur U; et le fibré en droite O(Y) sur

X tel que les fonctions de transitions sont Gij = =2 sur U; N Uj vérifie :
W

O(Y),y est isomorphe au fibré tautologique Opn—1(cy(—1).
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3.2. Transformés stricts de courants positifs

fermés de type (1,1) et masse du produit.

Soient X une variété analytique kdhlérienne de dimension n, u: X —
X Déclatement de X au dessus d’un point z et Y le diviseur exceptionnel
de cet éclatement. Pour T un courant positif fermé de bidegré (1,1) sur
X, S. Giret [Gir98] a montré que le prolongement trivial T du courant
w*T a travers Y existe et est appelé le transformé strict de T, de plus
T = T — VT(LL')[Y/] Dans ce sous-paragraphe, on montre que si T' est
a poles dans un compact K > z de X, alors pour tout réel ¢ vérifiant
c<vr(@), ona [, T - c[Y])* = [, T" — ™. Plus généralement,
si Th, ..., T, sont des (1,1)-courants positifs fermés tels que les poles sont
dans K compact de 'intérieur de X et ¢; < vr,(x), alors

/ (M*TI_cl[?})A...A(M*Tn_cn[Y])g/ TyA... AT, — Tle;.
pH(K) K j=1

PROPOSITION 3.1. — Soit p: X — X I’éclatement de X au dessus de
x tel que Y est le diviseur exceptionnel, alors

Ceci résulte du fait bien connu que (’)(}7)[9 ~ Opn-1(_1)-

ProposiTiON 3.2. — Soient T, ... ,T, des courants presque positifs
fermés de bidegré (1,1) sur une variété analytique kdhlérienne X de
dimension n, 1 < p < n. Soit K un compact de X, on suppose que pour
tout 1 < j < p, Tj est a poles dans K. Pour x € K on considere I'éclatement
w X — X de X au dessus de x. On note Y le diviseur exceptionnel de
cet éclatement, alors pour tous courants presque positifs fermés de bidegrés
(1,1) ©p11, ... ,On_y sur X & poles dans p~'(K) on a :

/ (TN A (T)AOpia Ao . AO_1 A[Y] = 0.
p=1(K)

Démonstration. — Soient K = p~'(K) et (Kjs)s une famille ex-
haustive de compacts qui décroit vers K lorsque  tend vers 0, et soient
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Ks = u H(Ks), 6 > 0. Puisque Supp[f’] NOKs = @ et par la formule de
Stokes on a :

/ T A A (Ty) AOpyr Ao e AOp_y A[Y]

K

= lim lim 1w (aq + dd° max(p1, —v))
6—0v—+o0 s

A A (e + dd max(pp, —v))

A (Bp+1 + dd® max(Ypr1, —v))
A A (Bt + dd® max (1, —1)) A[Y]

= /RM*(al) A A (ap) A Bpri Ao A Bt AY,

avec T = a; + dd°p; et O = By + ddyYy pour tout 1 < j < p et
p+1 < k <n—1. Soit g une fonction C* sur X a support compact,
telle que g = 1 sur un voisinage de z, alors

/u*(alA...Aap)Aﬁ,,HA...Aﬂn,lA[}7]
K

:/~u*(gal/\.../\ap)/\ﬁp+1/\.../\ﬁn_l/\[Y]
K

= (Bpsr Ao A Bt ALY, (goa Ao Aay))

= (Us(Bpr1 Ao ALt AY ), g0a Ao Aay) =0

car Supp(fia(Bps1 A - .. A Bn1 A [Y])) C Supp(p([Y])) C pu(Supp([Y]))

ol

{z}.
THEOREME 3.3. — Soient X une variété analytique de dimension n,
w: X —— X Déclatement de X au dessus de x et Ti,...,T, n courants

presque positifs fermés de bidegrés (1,1) et a poles dans un compact K 3 x
de X, alors pour tous 0 < ¢; < vr;(r), 1 <j<nona:

/ (M*Tl—cl[f/])/\.../\(u*Tn—cn[Y/]):/ ToA. . ATy — Tic,.
§1(K) K

Jj=1
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Démonstration. — Dans le développement de
/ Ty — [V A A (T — en[V])
p=H(K)
les termes

M e[ ) A A ) AT
ke({in, - dp} S (K

avec {j1,...5p} C {1,...n} et 1 < p < n—1 sont tous nuls d’apres la
proposition 3.2), alors

[ wn-alf)a.n @ - alf)
pHK)
(8)

= / WA oA T, 4+ TI(—¢j) / [Y]".
B (K) i=1 H1(K)

La proposition 3.1) implique que

[N=F!

e [ == e

J

Soient K5 une famille exhaustive de compacts décroissante vers K lorsque
§ tend vers 0, K; := p~'(K;), aj une (1,1)-forme C= et (¢;)1<jcn des
fonctions presque Psh telles que les poles sont dans K et T; = a; + dd®yp;
au voisinage de K, alors

/ Wy AL AT, lim lim (a1 + dd°max(p1, —v)) A ...
u1(K) §—0v—+oo Ks

A p* (o, + dd° max (@, —v)).
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Pourtous1<p<netl<ji<...<jp<nona
/~ wrdd°max(pj,, —v) A ... A p*dd®
K
max(@jw _V) A M*(ajp+l) ARERNA Iu*(ajn)
= / prd® max(pj,, —v) A ... A pdd°
9K
max(p;,, —v) A p* (e, ) A A (ag,)

= / d°max (g, , —v) A... Add°
0K

max(p;,, —V) Aaj, ., A ANay,
= / dd® max(pj,, —v) A ... Add°
Ks
max(pj,, V) Ao, ., A... ANaj,,

car p est un biholomorphisme sur un voisinage de dKs. De méme on a :

/Ru*(al)AmAu*(an):/R pr(ar AL A o)

:/ ar N... N\ ay
Ks

car p* est un biholomorphisme sur ouvert dense X \ Y et la forme
a1 A ... A ay, est C*. Par les égalités (9) et (10) on a :

(10)

(11) / /.L*Tl/\.../\M*Tn/Tl/\.../\Tn,
pH(K) K
et par (9), (10) et (11) on a :

/ (M*Tl—cl[Y])/\.../\(u*Tn—cn[f’]):/ TA. . ATp— Tic;
i () K =

3.3. Singularités du transformé strict

d’un courant positif fermé de type (1,1).

On se propose maintenant d’étudier les singularités du transformé
strict de ddyp, avec ¢ une fonction Psh sur X par éclatement p: X — X
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au dessus d’'un point z de X. On commence 1’étude pour les fonctions a sin-
gularités logarithmiques, puis en approximant ¢ par de telles fonctions (on
considére la suite (¢, )., des fonctions définies dans [Dem93b] qui approxi-

1

ment ¢ de point de vue singularités et pour la topologie de L; ), on montre

- loc -
que les nombres de Lelong des transformés stricts T, = pu*Th — vm[Y] ap-
proximent ceux de T' = p*T — ~[Y], avec T, = dd°Vm, Ym = vr,, (),
T = dd°p et v = vp(x). On retrouve a laide de cette approximation des

propriétés importantes concernant les poles du transformé strict 7' de 7.

Nous rappelons par la suite le théoreme d’approximation des fonctions
Psh par des logarithmes de fonctions holomorphes. Ce théoreme a été
démontré par P. Lelong [Lel76] et J-P. Demailly [Dem93b].

THEOREME 3.4. [Dem93b]. — Soit ¢ une fonction Psh sur un ouvert
borné Q C C". Pour tout entier m > 0, on note H,,, () I'espace de Hilbert

des fonctions holomorphes f sur Q) telles que / |f|2e™2m%d\ < 400, et
Q
1
W = 5 log Z |gm.x|?, avec (gm k) est une base orthonormée de Hp, ().
m
k
Alors

(i) I existe deux constantes Cy et Cy positives indépendantes de
m ; telles que

1 C
Pl2) — oy Stm(e) < sup o(Q) + s

pour z € Q et r < d(z,09). En particulier, la suite (¢, )m converge vers ¢
simplement et pour la topologie de L} ().

loc

(ii) Les nombres de Lelong de ¢ et 1, sont liés par la relation
n
W2 = < Ul 2) < vl 2)
pour tout z € €.

ProprosITION 3.5. — Soient T un (1,1)-courant positif fermé sur une
variété analytique X de dimension n, u: X —— X Déclatement de X au
dessus d’un point x, alors pour tout point a € Y on a :

lim vz (a) =vs(a).

m——+oo m
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Démonstration. — Soit ¢ une fonction Psh telle que T = dd°p sur
un voisinage de x. On suppose que x = 0 et on considere le recouvrement
de U par la famille d’ouverts (U;)1<j<, définie dans (3.1). Soit a € U; NY,
d’apres le théoréme d’approximation 3.4), pour tout point z de U on a :

0(2) = 2 < Y(2),

alors o
W — El < Wiy sur Uy,

et par suite on a :

(12) lim vz (a) <vpla) Ya€ U NY.

m——+00 m

Pour démontrer I'inégalité inverse, nous utilisons les mémes techniques
que dans la démonstration du théoreme 3.4) de Demailly. La somme
Z |gm.x(2)|* est le carré de la norme de la forme linéaire

k

L. f — f(2) sur Hpme(Q),

car
L2117 =D L2 (gm i (2))
k
donc .
HLZH = (Z ‘gm,k('z”z)z-
k
Soit = B(0,79) C X, ro assez petit, cette égalité montre que

1
(>ro l9m.k(2)[?)* converge uniformément sur tout compact; en effet :

Si on se donne un compact K de €2, pour tout point z de K on a :

(S lgmi(2)?) = sup  |L.(f)].
k=0

1 17 (<1

Soit f € B(1) la boule unité de H,,,(€2), ¢ est localement majorée, donc

sup ()12 < My [ |fPax< iy [ |fPemean < am,
Q Q

donc

sup (sup [£(2)]) < M,

ZEE M fll 3 (<1
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et par suite Y, |gm,k(2)]? est uniformément majorée sur K.

De plus on a :
1
Ym(z) = sup — log |f(z)|.
B(1) M
Supposons que v,(0) > 0. Pour rq assez petit, z € B(a,r1) € u~*(B(0,70))
et r < d(z,0B(a,r1)), l'inégalité de la moyenne appliquée a la fonction

plurisousharmonique |f o u1|* donne :

n!

fom@F < oo [ 1Fom(OPdAQ)
T [(—z|<r

IN

| -
n eQWSUP\gfzKr #1(€)

[ Irem@pe @
B(z,r)

N

ﬂ-n,rQn

|
n: eQmSup‘sz\<'r(¢l(<))

N

ﬂ-nrQn

/B< 7 0 m(QPemeer et () PAX(C)

' ~
< LGstupr;Kr(%(C))/ |f(€')|26—2m<pd>\.

TR j (B(2,7)

avec ¢1(¢) = ¢ o p1(¢) — =L log|¢1]. Comme v,(0) > 0, alors la fonction
?1(¢) = pour(C) — "T’l log |¢1] est Psh pour m assez grand et

2 1 n! n—1
sup (—log|four(z)]) < —log(——5-)+2 sup (poui(¢)— log |¢1),
feB) M L T P
ce qui prouve que
n—1 1 n!
. < s LS| — log(——),
VYm0 p1(2) Kig‘p@(soom(é) ——loglGi]) + 5 —log(—57)
donc
n—1 1 02

sup Y opi(z) < sup (poui(¢) —
|le—z|<r |[¢—z|<2r m

log|Gi) + —log —=.
m r

n

En divisant par log r et en faisant tendre r vers 0 on trouve

n 2n—1

Vipons (2) = Vipop, — =t IOg\Cll(Z) - = Vgou, (2) — et
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En faisant tendre m maintenant vers 'infini on obtient

(13) ml—lﬂloo vy (a) > vi(a).
D’apres (12) et (13)

mgrfmvT (@) = vi(a).

O

ProposITION 3.6. (cf. Abrahamsson [Abr88]). — Soit T un (1,1)-
courant positif fermé sur une variété analytique X de dimension n et
w: X — X Déclatement de X au dessus d’un point x. Soit Y le diviseur
exceptionnel de yi et T = p*T — vp(z)[Y], alors

vi(a) <vr(z) YacY.

Démonstration. — Supposons que x = 0. On rappelle que pour le
recouvrement (U Jigj<n de Y la restriction de g sur chacun des U est
donnée par

:U‘|UJ (wh s 5wn) I (ijla s Wil 1, W, WilWi4 1, .- aijn)

Soit @ € Y, on suppose que a € Uy NY. T = dd®p sur un voisinage de
0 € X. ¢ est approximée par la suite (¢, ) (définie dans le théoréme 3.4),
avec les notations de ce théoreme, pour tout z dans un voisinage de 0 dans
X ona:

Qm k1 X kyn
Im k(21,5 0s 2 E b 1, 71 ... Zn
|am,k\
avec ok = (Qm k15 - Mmkn) €6 |Qm k| = @mp1 + ...+ Gk O0 &

aussi

1
wm(zl, 7Zn) %log;k]m,k(?q, 7;g;n)|2

1 Z Z a
m,k,1 Am k,n |2
% log | bam,kzl ... Zn .

k |am,k\
Soit 1, 1 la fonction Psh sur U, définie par :
1bm,l(wlv ~'»wn) = ,u“*ﬁl’l/]m(wlv ce 7wn) — Tm IOg |W1|7

ANNALES DE IINSTITUT FOURIER



SINGULARITES ET INTEGRABILITE DES FONCTIONS PSH 341

avec Y, = vy, (0). Désignons par (3, le minimum des multiplicités des
fonctions g, x en 0, alors 3, = inf{|a,, | tel que by, , # 0, k € N}
vérifie 3, = mvy,, = my,,. D’autre part,

p
Vm,1 (W15 -y wn) = ple Um(wi, ... wy) — — log wy|
|U1 -
1
= % IOgZ | Z barn,kwllanl’k‘ . 'wg7n,k,n 2
k ‘O‘m,kl

1
_ % log |w1 |257n

1 « — (6% o 9
_ o 10g§ :| 2 : bam,kwll mok| ﬂmw2 7n,k,2...wn7n,k,n 2

K o]

Pour |y kx| = Bm on a:

[atm, k| =Bm  Ctm,k,2 A ke,n QK2 Qm,ke,n
E boy W1 Wy co.Wwn E bary 1 Wo co.wp ,

[@tm,k|=Bm |a7n,k"=ﬂm

la multiplicité de ce polynéme en tout point a = (0,as, ... ,a,) € Uny
est inférieure a

Am k2t oo+ Qi pn < |am,k| = ﬂm

alors la multiplicité de

§ Am k|~ Ak, Am k,
bam,kwll m, ‘ ﬂmw2m, 2-~-wnm' n

[,k

est inférieure & (,,, et par suite

Vwm,,l (a') < ,ym

d’apres la proposition 3.5), vz (a) converge vers vz (a) lorsque m tend vers
Iinfini, donc
vi(a) < vr(z)

O

Remarque.— Si ¢ est une fonction Psh logarithmique (i.e. ¢ =
log >, |gx|, les gr sont des fonctions holomorphes) sur un voisinage de

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



342 Mongi BLEL & Souad Khemiri MIMOUNI

xz € X. Pour v = v,(x), on a I'ensemble des poles de T = p*ddco — ~[Y]
dans Y est un sous ensemble analytique de Y de dimension < n — 2. En
effet; supposons que x = 0, pour tout z dans un voisinage de 0 dans X
on a :

a1 e zn) = log Y lgi(zn, oy 20)]
k

=log Y | bzt .z,

k \ak|
Soit G le minimum des multiplicités des polynomes g, alors v = 3 et pour
tout w € Uy, on a:

P1(w) = ptp(w) — ylog lwr] = D[ bawl™ Pwit L witn|.

kool
Supposons que
@1(0,&)2, RN ) logZ| Z bakwak2~- ak " = —oo,
ko o|=8

alors pour tout k&

oY oz,,
> bawstt . wntm =0,

lak|=Bm
L’ensemble S}, des solutions de cette équation est un sous ensemble analy-
tique de Y de dimension strictement inférieure a la dimension de Y donc
de méme pour les solutions QSk de ©1(0,wa, ... ,wy) = —00.

L’exemple suivant montre qu’en général les poles de u*T — [V ] dans
Y peuvent étre toute I’ hypersurface Y.

Exemple. — Soit ¢ la fonction Psh sur C? définie par :
p(z) = log |2[* +9(2)
avec 1) Psh sur C? et telle que

0(z) = max(—log(—log|z]),2 +log|z|) si|z| <
N 2 + log |2] si |z| >

o |—o =

alors la fonction ¢ est Psh sur C? et vérifie {¢ = —oco} = {0}, v,(0) =2 et
{#T(h@—?log lwi| = —oo} = {0} xC et {/i‘*g?%ﬁ—?log lwa| = —oo} = Cx{0}
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avec 4 est ’éclatement de C? au dessus de 0.

ProposiTiON 3.7.— Avec les mémes hypothéses que dans la propo-
sition 3.6), on a :

vy =0  presque partout sur Y.
En particulier, pour tout ¢ > 0

{vs > ¢} NY est un sous-ensemble analytique de dimension < n — 2

Démonstration. — Soit a = (0,az, ... ,a,) €Uy NY, on a :
sup ¢1(t1,a2, ... ,a,) < sup p1(ti,as +to, ... an +ty),
[ta]<r [t1]seesltn|<r
alors
@ )< lim (t )
vy, (0,a0, ... ,a im su , G2, ,a
#1 2 " r—0 logmt”ET(pl 152 "
< lim sup p(t1(1,a2, ... ,a,)) —7=0
r—0 1Ogr\t1|<r "
pour presque tout a = (0, a2, ... ,a,) € U;NY car lim sup o(t1(1,
r—010g7 |1, |<r
as, ... ,ap)) est le nombre de Lelong en 0 de la restriction de ¢ sur la droite
complexe C.(1,az, ... ,a,) [Siu74].

L’ensemble F.(p1) NY = {v,, > ¢} NY, ¢ > 0, est un sous-ensemble
analytique négligeable dans Y, donc sa dimension est < n — 2. O

4. Probléeme de l’intégrabilité de ’exponentielle
d’une fonction plurisousharmonique.

Soit X une variété analytique kéhlérienne de dimension 2 et ¢ une
fonction Psh sur X & pdles dans un compact K de X, on suppose que
vy(x) < 2 pour tout € X et E.(yp) est fini pour tout ¢ > 0. On se propose
alors de montrer que e~% est localement intégrable sur X.
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4.1. Eclatements successifs et contréle des nombres de Lelong

d’un (1,1)-courant positif fermé.

Notations.— Soit T un (1,1)-courant positif fermé sur une variété
analytique kéhlérienne X de dimension 2 a poéles dans un compact K de
X. On suppose que E.(T) est fini pour tout ¢ > 0. Pour ¢y > 0 fixé on
définit la suite d’éclatements (g, )n, dont on aura besoin par la suite, comme

suit :

Supposons que E.,(T) # @ et posons E. (T) = {xo,1,.--,%ok,; C
X. Soit p1: X3 —— X Déclatement de X simultanément au dessus des
points xg 1, ... ,%ok, €t soient Yii,...,Y7y, les diviseurs exception-

nels de cet éclatement. Notons 77 le (1,1)-courant positif fermé défini
par Ty = T — Zfo:l vr(xo,5)[Y1,;]. D’apres la proposition 3.7) E.(T1)
est fini pour tout ¢ > 0. Nous construisons par récurrence sur p un
courant T, obtenu par éclatement de T,_;. Pour p > 1, si E. (Tp—1)

est fini, on pose E.o(Tp-1) = {zp-11, ... Tp_1k,,;} C Xp_1. Alors
tp: Xp — X, l'éclatement de X,_; simultanément au dessus des
points Tp_11, -+ s Tp—1ky_1s Yp,1s -+ > Ypk,_, les diviseurs exceptionnels

de cet éclatement et T, le (1,1)-courant positif fermé défini par T, =
ppTp—1 — Z?;’ll vr, 1 (Tp—1,5)[Yp,j]. On considere aussi la suite de com-
pacts (K,), définie par : Ko := K et K, := ;' (K,_1), lorsque p, existe.

On se propose de montrer que cette suite d’éclatements (py)r ne peut étre
que finie. Plus précisément, on montre le résultat suivant :

THEOREME 4.1. — Soit T' un courant positif fermé de bidegré (1,1)
sur une variété analytique kahlérienne X de dimension 2, tel que les péles
sont dans un compact K de X et tel que E.(T) est fini V¢ > 0. Alors pour
tout réel co > 0 on a :

P

2 2
Z vy, () g/ 7=
i=1 z€K; K
vr; (@) >co
Démonstration. — Si E. (T) = @, alors on n’a rien a démontrer,
sinon, soit E. (T) = {zo1,...,%okt C X . Considérons la suite

d’éclatements (p)x définie dans 4.1) et montrons par récurrence sur p,
lorsque 1, existe, que E.(T},) est fini pour tout ¢ > 0 et
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> Y A
j=1 z€kK; K

vr; (@) >co

Cette inégalité, lorsque p = 0, se déduit du théoréme 2.5) car par hy-
potheéses E.(T') est fini pour tout ¢ > 0; on a :

Z va(z) g/ T2,
zeK K

Supposons qu’on a prouvé que E.(T,_1) est fini pour tout ¢ > 0 et non
vide, alors la proposition 3.7) entraine que E.(T},) est fini et en appliquant
les théoremes 2.5) et 3.3) on a :

Sohwe [ e - ¥ 4@
P p—1

€Ky

et par suite on a :

J=1 z€K;
vr; (@) >co
(]
COROLLAIRE 4.2. — Avec les mémes hypothéses du théoréme 4.1) et
pour tout cg > 0,
I po € N tel que E,,(T},) = 2.
Démonstration. — Le résultat se déduit du théoréme 4.1), il suffit de

remarquer que

pcggz Z V%j(x)g/TQ. O
j=1 =z€kK; K

vr; (z)=co
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4.2. Théoréme d’intégrabilité de fonctions

plurisousharmoniques en dimension 2.

Notations et remarques.— Soit (z1,22) un systéme de coordonnées
local sur un voisinage de x € X centré en z, et soient €, > 0 assez petits.
On considere les ouverts produits de X

Uc={z€X; |zj|<e, i =1,2},

Ussn = {2 € X; |z1] <e, |22 < (1+9)|a]}

et
Uess2 =1{2 € X; |2| <e, |z1] < (14 6)|22|},

alors
UE C Ua,é,l U U6,5,2-

Pour la simplicité d’écriture, on note dans toute la suite U, par U, U; 51
par Ul et U, 52 par U?. Soit u: X — X 1’éclatement de X au dessus de
x, alors, en conservant les notations du paragraphe 3.1, les ouverts bornés

U1 :,LL‘_Ull(Ul) = {(.d S Ul; |W1| <eg, |WQ| < 1+5}

et
Us = M\_UZ(UQ) ={wely; |wi| <1430, |ws| <e}

recouvrent Y.

THEOREME 4.3. — Soit ¢ une fonction Psh sur une variété analytique
kéhlérienne X de dimension 2 qui vérifie :
i) p € L2 (X \ K), avec K compact de X.
ii) vy(z) <2 Vx e X.
iii) E.(y) est fini pour tout 0 < ¢ < 2.

alors e™% est localement intégrable sur X.

Démonstration. — 11 suffit de montrer I'intégrabilité de e~ ¥ au voisi-
nage d'un point z € X tel que v,(z) = 2. En conservant les notations
précédentes et en choisissant ¢ assez petit pour que U N {v, = 2} = {«}
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on a :

/ e Pd\(z /e PdA(z /e_‘Pd)\(z)
U Ut U2

| et apae) + [ et ntluParw)
Uy

Uz

e H101?|det Iy 1)|2d/\+/ e 1102 |det Iy, [P
Uz

-

/ e—u\*ﬁl¢+210g\w1\d)\(w)+/ e—ﬂ\*{]299+210g\w2\d)\(w)
U1 U2

- /U e Prd\(w) + /U e P2 dA\(w).

Les ouverts U; et Us sont bornés. Pour ¢y = 2, on considere la suite
d’éclatements définie dans 4.1). La proposition 3.6) entraine que vr, (z) < 2
pour tout z € X, alors en procédant de la méme facon et d’apres le

corollaire 4.2), on montre qu’apres pg éclatements / e~ ¥ est majorée par

U
une somme finie de termes de la forme fv e~ %, avec les V sont des ouverts
bornés de X, et V N Ez(¢) = @. D’apres H. Skoda tous ces termes sont
finis, d’ou le résultat du théoreme. O

Soit maintenant ¢ une fonction plurisousharmonique sur un voisinage
Q de 0 dans C? et telle que 2 < v,(0) = 70 < 4. On suppose de plus que
pour tout ¢ > 0, 'ensemble de niveau E. = {z € Q;v, > c} est fini. On
s’intéresse a la convergence de 'intégrale

(14) /V e ?dA(z),

avec V un vosinage assez petit de 0 dans €2. On reprend les mémes notations
que précédemment, alors I'intégrale (14) converge ssi les deux intégrales

(15) / e~ Py P70 dN(w) et / e~ ?2() |4y 2770 dA (w)
V1 Wl

convergent.

1(w) = pip(w) — o loglwi| et Go(w) = pip(w) — 0 log|wsl.
11 et po sont les restrictions de p sur les deux ouverts de carte de X. V; est
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un voisinage assez petit de p; {0} et W; un voisinage assez petit de u5 ' {0}.
L’ensemble des points sur le diviseur exceptionnel Y de I'éclatement on
vz, > 0 est au plus dénombrable. De méme pour ’ensemble des points o
vg, > 0. Alors pour la premiere intégrale on prend les points z € [}7] tels
que vg, (2) = 4 — v > 0, qu’on suppose finis et pour la deuxieme intégrale
on prend les points z € [}7] tels que v, (2) = 4—v9 > 0, qu'on suppose qu’ils
sont finis encore. Les intégrales au voisinage des autres points convergent.
En effet si vg, +v —2 =71 + v — 2 < 2, la premiere intégrale converge
et sive, + (70 —2) = %1 + 70 — 2 < 2, la deuxieéme intégrale converge.

On reprend le méme procédé et si on considere que la premiere
intégrale et on fait un éclatement aux points considérés on aura des
intégrales de type

/e_¢2(w)|w1|_°‘2\w2|_62d)\(w),

2

avecag =yt —4=a1+fi+1—2et fo=01,a1=—2et $ =0
et des intégrales avec B = Yo+71 —4 =01+ 01 +71 — 2 et as = 3.
De la méme maniere si 72 + ag + B2 < 2, alors les intégrales précédentes
convergent, avec 2 = v, au point considéré. Sinon on fait un éclatement.
De proche en proche; on aura des intégrales de type

/ e_WWL(w)|w1|_amr|w2‘_ﬁmd)\(w)’
\%

avec Oy, = Q-1 + Bm—1 + Ym—1 — 2 et B = Bm_1 et des intégrales de
méme type avec un = Q-1 €t B = am—1 + Bm—1 + Ym—-1 — 2.

Remarque. — 11 est évident qu’une condition nécessaire de conver-
gence des intégrales de type

/ e_§a7n(w)|w1|_am|w2‘_ﬁm,d)\(w)7
%

est que o, < 2 et B < 2.

ProrosiTioN 4.4. — On considére I'intégrale

/ efcpm(w)|w1|fam
v

V' est un voisinage assez petit d’un point ot Yy, + Qpy + B = 2.

wa| P d\(w)
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Si < 2= €t B < 2—7vm, alors I'intégrale précédente converge.
Ym est le nombre de Lelong de la fonction ¢, au point au voisinage duquel
l'intégrale est portée.

2

Démonstration. — On pose p = = >letg= z%’ alors d’apres

I'inégalité de Holder

[ e @il ual - drw)
\%4

< </ 6P<Pm(w)d)\(w)> ’ (/ |w1|qam|w2|¢mmd/\(w)> !
14 14

L’intégrale / e_wm(w)d)\(w) est convergente d’apres le théoreme 4.3
1%

(Vpo (2)=2)- L'intégrale w1 | 9% |wy|~9PmdN\(w) est convergente car
v

qQQp = —2270‘%” <2et qby, = —227[3;; < 2.

ProposITION 4.5. — Avec les mémes notations si &, < 2 — v, et
Bm < 2 — vm, alors 'intégrale

/ efcpm(w)|w1|fam
v

Démonstration. — On fait I'éclatement de C? au point ot integre,

wa| P d\(w)

converge.

alors la convergence de l'intégrale
/ €= (), |~ |~ A (w)
v

est équivalent a la convergence des deux intégrales

(16) [ el )
et
(17) / e T e T R YD)

avee P41 = M1Pm — Ym 10g w1l €t i1 = p5om — Ym loglwsl, a1 =
(679 +6m +'7m _2; ﬂm+1 - ﬁma 5‘m+1 = et /8m+1 = Qpy +ﬂm +’7m —2.
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Donc lintégrale (16) converge car ami1 = m + Bm + Ym — 2 < apy
< 2 —7Ym € 2 — vpt1. Pour la deuxieme intégrale on a &1 < 2 — Y
< 2 — Ay et Bm_H < 2—=9n € 2 — Ymy1- On fait un deuxieme
éclatement aux points correspondant et on aura toujours deux intégrales,
I'une converge et l'autre de méme type considéré au début. Soit apres p
opérations on aura une intégrale de type

/ e~ Pm+p(w) w1 |~ |ws | —Bm+p d\(w)

p—1
avec Qm4p = Qm €t Brmyp = o + (B —2) + Z'ymﬂ- . Ce terme tend
§=0

vers —oo quand p tend vers +oo. En effet la série Z'y?n converge, donc

m

p
Z v; < Cy/p, avec C > 0. 1l en résulte qu’il existe un p tel que
=0

/ e_‘/’m+p(w) |w1|_am+l) |w2 ‘ _BM+Pd>\(w)

converge, et donc la premiere intégrale considérée est convergente.

COROLLAIRE 4.6.— Siyg+ 71 < 4 et v9 + 91 < 4, alors l'intégrale
e_“"(z)d)\(z) est convergente. La fonction ¢ est toujours prise avec les
mémes hypothéses que dans le théoréme 4.3.

Démonstration. — 1l suffit de prendre vo > 2 et donc 1 < 2. Alors
ap =7 —2<2—vy et B =0<2—~;. Deméme pour f; =y—2<2—%
et 041:0<27’71.

BIBLIOGRAPHIE

[Abr88] L. ABRAHAMSSON, Microlocal Lelong numbers of plurisubharmonic func-
tions, J.Reine Angew. Math 388 (1988),116-128.

[Be&Ta82] E. BEDFORT et B.A. TAYLOR, A new capacity for plurisubharmonic
functions, Acta. Math, 149,(1982), 1-40.

[B181] M. BLEL, Fonctions plurisousharmoniques et idéal définissant un ensemble
analytique, Lect. notes. n® 919 (Séminaire P.Lelong H.Skoda ), Analyses
(1980-1981), Springer Verlag, 26-55.

[Bom70] E. BOMBIERI, Algebraic values of meromorphic maps, Invent. Math, 10,
(1970) 267-287.

ANNALES DE IINSTITUT FOURIER



SINGULARITES ET INTEGRABILITE DES FONCTIONS PSH 351

[Dem82]
[Dem92]

[Dem93a)

[Dem93b]
[Dem&Ko99]
[Dem00)
[Gir98)]

[Gr& Ha7g]
[Kis79]

[Kis81]

[Kis82]

[Kis03]
[Lel76]
[Siu74]

[SkoT2]

J-P. DEMAILLY, Sur les nombres de Lelong associés a 'image directe d’un
courant positif fermé, Ann. Inst. Fourier (Grenoble), 32, (1982), 37-66.

J-P. DEMAILLY, Regularization of closed positive currents and Intersection
Theory, J. Alg. Geom, 1, (1992), 361-409.

J-P. DEMAILLY, Monge-Ampere operators, Lelong numbers and Intersec-
tion Theory, Complex Analysis and Geometry, Univ. Series in Math,
(edited by V.Ancona and A. Silva), Plenum Press, New-York, (1993).

J-P. DEMAILLY, A numerical criterion for very ample line bundles, J.
Differential Geom, 37, (1993), 323-374.

J-P. DEMAILLY et J. KOLLAR, Semi-continuity of complex singularity
exponents and Kéahler-Einstein metrics on Fano orbifolds, Prépublication
de I'Institut Fourier, (1999).

J-P. DEMAILLY, Algebraic geometry, (Livre publié sur internet ),(2000).

S.GIRET, Sur le tranchage et le prolongement de courants, These d’Univer-
sité (Poitiers), (1998).

P.A. GRIFFITHS et J. HARRIS, Principles of Algebraic Geometry, John
Wiley Sons (1978).

C.0O. KiSsELMAN, Densité des fonctions plurisousharmoniques, Bull. Soc.
Math. France 107, (1979), 295-304,

C.0. KiSELMAN, The growth of restrictions of plurisuharmonic functions,
Mathematical Analysis and Applications, Part B, L. Nachbin (Ed.). Ad-
vances in Mathematics Supplementary Studies, vol. 7B, (1981), 435-454.

C.0O. KISELMAN, Stabilité du nombre de Lelong par restriction & une sous-
variété, Lect. Notes in Math. 919, Berlin-Heidelberg-New York (1982),
324-336.

C.0O. KIisELMAN, Plurisubharmonic functions and their singularities, Upp-
sala University, (1993).

P. LELONG, Sur la structure des courants positifs fermés, Lecture Notes in
Mathematics 578, Séminaire Pierre Lelong (1975-1976), 136-156.

Y.T. Siu, Analyticity of sets associated to Lelong numbers and the
extension of closed positive currents, Invent. Math 27, (1974), 53-156.

H. SKODA, Sous-ensembles analytiques d’ordre fini ou infini dans C™, Bull.
Soc. Math. France 100, (1972), 353-408.

Manuscrit regu le 27 mars 2003,
accepté le 11 septembre 2004.

Mongi BLEL,

Faculté des Sciences de Monastir
Département de mathématiques
5019 Monastir (Tunisie)

M.blel@fsm.rnu.tn

Souad Khemiri MIMOUNI,
Faculté des Sciences de Monastir
Département de mathématiques
5019 Monastir (Tunisie)

souad.khemiri@fsm.rnu.tn

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



