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CONOUTWNFO

0. Introduction.

Soit L un groupe de Lie, [ son algébre de Lie et notons exp : [ — L
Papplication exponentielle du groupe L.

Un semi-groupe de L est un sous-ensemble S de L vérifiant, e € S et
S2 C S. Soit S un semi-groupe fermé de L. L’ensemble

C(S):={X el|exp(R+X)C S} .

Mots-clés : Algebres de Jordan — Domaine symétrique de type tube — Espace symétrique
de type Cayley — Semi-groupe de Lie — Transformation de Cayley.
Classification math. : 06E05 — 22E10 — 22E15 — 32M15 - 53C30.
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est un cone convexe fermé appelé céne tangent & S. On dira que S est un
semi-groupe de Lie de L si

§ = (expC(9)),

c’est-a-dire que S est topologiquement engendré par expC(S), (cf. [10] et
[26]).

Les semi-groupes liés aux groupes de Lie ont commencé a jouer, depuis
une dizaines d’années, des roles importants dans différents domaines des
mathématiques, notamment la théorie des représentations (cf. [21], [22],
[23] et [25]), la géométrie des espaces symétriques ordonnés (cf. [5] et [24]),
la théorie des fonctions sphériques (cf. [6] et [8]), la théorie des espaces de
Hardy (cf. [11] et [27]), le contréle stochastique (cf. [1] et [30]), etc.

Comme la théorie des semi-groupes de Lie est liée a celle des cones
convexes invariants, et comme & chaque algebre de Jordan euclidienne V'
on associe un cone convexe invariant Q = int{z? | z € V}, il est naturel
d’étudier le semi-groupe I', associé au cone (2,

I'={ge°G|g(Q) cO},
ou °G est la composante neutre du groupe conforme de V.

Examinons le cas particulier de ’algebre de Jordan Sym(n,R). En
1993 Bougerol (cf. [1]) a introduit, dans le cadre du calcul stochastique, le
semi-groupe,

H:= {(é’ IB;) € Sp(2n,R) | D inversible, et CD*, D'B positives}

des matrices hamiltonniennes du groupe symplectique réel Sp(2n,R) et a
montré que ses éléments sont des contractions pour la distance géodésique
du cone des matrices symétriques définies positives.

En termes d’algebre de Jordan ce semi-groupe s’interpréte de la fagon
suivante :

Muni du produit de Jordan
AB + BA

2 ’ .
l’algébre V = Sym(n, R) est une algébre de Jordan euclidienne dont le céne
symétrique associé est le cone Q := Sym™ (n,R) des matrices symétriques
définies positives. Dans ce cas le groupe Sp(2n, R) n’est autre que le groupe
des automorphismes holomorphes du domaine tube

Tq = {X +iY € Sym(n,C) | Y € Sym™(n,R)}

A-B=
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associé a l'algébre de Jordan Sym(n,R). Dans ce cadre nous montrons
facilement que

H=T:={9€Sp2n,R)|g-QCQ}.

Nous en déduisons alors que le semi-groupe I' se décompose & la
Harish-Chandra,
r=r+ror-,

I B
T+ = {(O 7 ) | B symétrique positive},
™ = ro | C symétriqu iti
= c I sy que positive »,

{(.0)

Voici maintenant le plan de cet article. Dans les parties 1 et 2 nous
donnons quelques rappels et résultats sur les cones symétriques, algebres de
Jordan et domaines de type tube, qui seront utiles pour la compréhenson de
la suite. Pour plus de détails sur ces notions on pourra se référer a [2], [4], [7]
et [15]. Dans la partie 3 nous explicitons, en termes d’algebre de Jordan, les
conjugaisons de G¢ par rapport aux formes réelles que nous rencontrons.
Dans la partie 4 nous introduisons le semi-groupe I' et nous montrons que ce
semi-groupe admet une décomposition & la Harish-Chandra. Dans la partie
5 nous utilisons cette décomposition pour montrer que les éléments de I’
sont des contractions relativement & la métrique riemannienne invariante
de Q. Dans la partie 6 nous donnons quelques notations et résultats sur les
espaces symétriques de type Cayley que nous utiliserons par la suite. Dans
la partie 7 nous montrons que le semi-groupe I' vérifie la décomposition
d’OP’shanskii, ce qui nous permettra d’en déduire, dans la partie 8, que
I" est une forme réelle du semi-groupe holomorphe d’Ol’shanskii relatif au
domaine borné associé a ’algebre de Jordan V. Tous ces résultats ainsi que
d’autres résultats intermédiaires sont obtenus par une approche basée sur
la théorie des algébres de Jordan.

Enfin, je tiens & remercier J.-L. Clerc, qui a dirigé ma thése de
Doctorat de I'Université de Nancy 1, que reprend en partie cet article ainsi
que J. Faraut pour ses précieux conseils.



4 KHALID KOUFANY

1. Cones symétriques et algebres de Jordan euclidiennes.

A. Soit  un coéne convexe ouvert dans un espace vectoriel euclidien
V. On suppose que 2 est pointu, i.e. @ N —Q = {0}. Soit G(R) le groupe
des transformations linéaires de V' qui préservent €,
G(2) ={g € GL(V) | g(2) = 2}

Le cone Q est dit homogeéne si G(2) opere transitivement sur Q. Le coéne
ouvert dual 2* est défini par

O ={zeV|(zy) >0 Vyel\{0}}

Le cone 2 est dit auto-dualsi Q2 = Q*. Il est dit symétrique s’il est homogene
et auto-dual.

B. Une algébre de Jordan réelle V est un espace vectoriel réel V muni
d’un produit vérifiant, pour tout z,y € V,
(J1) Ty = yz,
(J2) z(a%y) = 2*(zy).
Si on note L(z) ’endomorphisme défini par
L(z)y = zy,

la propriété (J2) signifie que L(x) et L(z?) commutent. L’algebre de Jordan
V est dite euclidienne s’il existe sur V' un produit scalaire associatif, c’est-
a-dire tel que

(zy, 2) = (y,z2), Vz,y,z€V.

On montre que ’ensemble des carrés d’une algebre de Jordan euclidienne,
Q={a|zeV},
est un cone convexe fermé et que son intérieur €2 est un céne symétrique.
De plus, tout cone symétrique peut étre obtenu de cette fagon (cf. [12],
[29]).
Par exemple si V' = Sym(n,R) est I’espace des matrices symétriques
réelles n X n muni du produit de Jordan,

1
zoy =3 (ay+ya)

alors V' est une algébre de Jordan euclidienne relativement au produit
scalaire défini par

(z,y) = Tr(zy),
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et le cone symétrique 2 est le cone des matrices symétriques définies
positives.

La représentation quadratique de V est ’endomorphisme auto-adjoint
défini par
P(z) = 2L(z)% — L(z?).

Pour z € Q, P(z) est défini positif et appartient & G(2). Dans le cas de
lalgébre V = Sym(n,R), P(z)y = zyz.

Sur Q on définit une structure riemannienne invariante par G(f2) de
la maniére suivante :

(ulv)e = (P(z™1)u,v), z€N, uveV

Cette structure riemannienne fait de Q un espace riemannien symétrique
qui s’identifie & I’espace quotient Go/Kp ol Gy est la composante connexe
neutre de G(2), et

Ko=1{g9€Go|gle) =e},
e désignant 1’élément unité de V.
C. Supposons que l’algebre de Jordan V est simple, c’est-a-dire qu’elle

n’a pas d’idéal non trivial. Soit r le rang de V et soit {c1, - - -, ¢} un systéme
complet d’idempotents primitifs,

cd=ci, cc;=0 (i#))
ci+---+c =e.
Tout élément x de V s’écrit sous la forme :

= k(g,\jcj), keKo ) eR

11 s’agit de la décomposition spectrale de z, les nombres A; étant appelés
les valeurs propres de x. Le déterminant et la trace de x sont définis par
T T

det(z) = [] Ajettr(z) = > A;. “det” est un polynéme homogene de degré

r, et “tr” une forme linéaire. On peut supposer que le produit scalaire de
V est défini par (z,y) = tr(zy).

1
D. Les valeurs propres de ’endomorphisme L(c;) sont 1, 3 et 0. On
pose, pour j # k,

1 1
Vik = {weVlcjzz -2—x, LT = —Q-z},
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et on a la décomposition suivante, dite décomposition de Peirce de V,

v (re) o (@W).

E. Pour z,y,z € V, on pose
{z,y,2} = (z 0 y)z,
= (zy)z + (yz) — y(z2),
lopérateur x O y étant défini par
z 0y = L(zy) + [L(z), L(y)].
Le groupe structurel de V, Str(V), est le groupe des éléments g de GL(V)
qui vérifient, pour tout z,y,z € V, 'une des identités suivantes :
-1
9{z,y,2} = {92,9" "y, 9y},
P(gz) = gP(z)g",
- -1
gz oy)g™ = (92) o (¢ y).

F. Soit V une algebre de Jordan sur R ou C qui admet une unité e.
Fixons v € V et posons

7 Ly = Pz,y)v = 2(yv) +y(av) - (zy)v.
On a alors les propriétés suivantes (cf. [2]) :

(i) Muni du produit L, V est une algébre de Jordan que ’on note V,,.
v

(ii) Si v est inversible alors V, admet un élément unité qui est v=1.
(iii) Si on note L, (resp. P,) la multiplication & gauche ou & droite
(resp. la représentation quadratique) associée & V,,, alors
L,(z)=z0ow
Py(z) = P(z)P(v).
(iv) Supposons désormais v inversible. Si z est inversible dans V' alors

il ’est dans V,, et inversement. Plus précisement, si ~!r désigne I'inverse de
x dans 'algebre de Jordan V,, alors

g = Pw) 27,

z~! étant 'inverse de x dans I’algébre de Jordan V. L’algébre V,, est dite
algebre de Jordan isotypique au point v.
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2. Domaines tubes.

Soit €2 le cone symétrique associé & une algebre de Jordan euclidienne
V, et soit T le domaine tube dans ’espace complexifié Vi :=V + iV, de
base (2,
To=V+iQ={z=z+1iy |z e V,ye N}

Une application biholomorphe de T dans lui-méme est dite un automor-
phisme holomorphe de Tg. On notera G(Tq) le groupe de ces automor-
phismes holomorphes.

Soit g un élément de G(R2), alors g opeére sur Tq par
zr— gz =gx+1igy, z=2c+1y,
on peut donc considérer G(2) comme un sous-groupe de G(Tp).
Pour v € V, la translation
ty:2— 240

est un automorphisme holomorphe de Tq. Notons N+ le sous-groupe de
G(Tq) formé par ces translations.

L’application

siz+— —z71

est un automorphisme holomorphe involutif de T, donc un élément de
G(Tq). Posons
N~ =soNtos.

11 s’agit du sous-groupe de G(Tq) formé des éléments de la forme

z— (271 =v)7L, vevV.

N+ et N~ sont deux sous-groupes abéliens de G(Tg) isomorphes &
I’espace vectoriel V.

THEOREME 2.1 ([7]). — G(Tq) est engendré par G(2), Nt et s.

Muni de la métrique de Bergman, T, est un espace hermitien symétri-
que, To ~ G(Tq)/K, ou

K ={g € G(Ta) | g(ie) = ie}.

Soit D le domaine borné de V¢ défini par

D={zeVc|I-20Z>0}.
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Par exemple, si V = Sym(m,R), alors V¢ = Sym(m,C) et D est le
disque de Siegel

D = {z € Sym(m,C) | I — 2z > 0}.

Pour z,w € V¢ tels que z + ie et e — w soient inversibles, on pose
p(2) = (z —ie)(z + ie) 7L,
c(w) = i(e + w)(e —w) ™ .
p est un isomorphisme holomorphe tel que p(Tn) = D et p~! = ¢

L’application c¢ est appelée transformation de Cayley associée au domaine
tube Tq.

Remarque 2.2. — Posons
Rq =iV + Q,
et, pour z,w € V¢ tels que e + 2 et e — w soient inversibles,
P(2)=(2—e)(z+e)7,
d(w) = (e+w)(e—w)™"
Rq est un domaine hermitien symétrique de type tube tel que

p'(Rq) = D et p'~! = ¢. L’application ¢’ est la transformation de Cayley
associée au domaine Rgq.

Notons g(Tp) lalgebre de Lie de G(Ta) et g(©2) celle de G(Q).
Si X € g(Ta), on note X le champ de vecteurs holomorphe dans Tq,
correspondant & X, défini par :

~ d 1
Xf(z) = %f(gt(z))ltzoa f el (Ta),
ol g; est le sous-groupe a un parametre associé a X. On peut aussi écrire

Xf(2) =D f(2)(X(2)),

ou Df(z) est la différentielle de f au point z. Pour chaque 2z, X(z) est un
champ de vecteurs de V.

LEMME 2.3 ([7]). — X(2) =u, X(2) =Tz et X(2) = P(2)v sont
respectivement les champs de vecteurs holomorphes correspondants aux
sous-groupes & un parameétre suivants :

z2+— 2z +tu,
z — exp(tT)z,

z— (271 —tv)7!,
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ouT e g(N) etu,veV.

Soit £ 'ensemble des champs de vecteurs de la forme
X(2) =u+Tz+ P(2)v,
ouu,v € VetT € g(Q). On notera dans la suite (u, T, v) I'élément u+T"+p,
de g(Tq) associé au champ de vecteurs X(z) = u + Tz + P(2)v, ol 'on a
défini I'application p, par p,(2) := P(z)v.
THEOREME 2.4 (Koecher, Tits).
(i) £ est I’algébre de Lie g(Tq) du groupe G(Tg) et on a
9(Ta) = 9(Ta)-1 ® 8(Ta)o ® 9(Ta)+1,
avec g(Ta)-1 =V, 9(Ta)o = 8(Q) et g(Ta)+1 ={py [vEV} = V.
(ii) L’application
6: (a,T,b) — (b,~T% a)
est une involution de g(Tq) telle que 8g(Tq)., = ¢(Tq)-v, pour v =0, £1.

(iif) g(Tq) est une algebre de Lie semi-simple hermitienne.
Démonstration. — (cf. 7], [14] et [28]).

Posons

gt =9(Ta)-1, ¢ =9gTa)s1 et b=g(Ta)o,
alors
9(To)=q " ®hdq .

3. Involutions spéciales.

Notons G la composante connexe neutre de G(D), groupe des auto-
morphismes holomorphes du domaine D, °G celle de G(Tg), et “G celle
de G(Rgq) groupe des automorphismes holomorphes de Rq. On a alors
G =cGc et “G =G

Notons g(D) et g(Rq) les algebres de Lie de G(D) et G(Rgq). Soit gc
'algebre complexifiée de g(D), donc de g(Tp) et g(Rgq), et soit G¢ le goupe
de Lie complexe, simplement connexe d’algebre de Lie g¢. G, °G et ‘G
sont des formes réelles de G¢.
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Considérons les transformations anti-holomorphes suivantes :

c

](z) =7z, Vz € Vg,
clj(z) = -Z, Vz € Vg,
et
jz) =@,  VzeVg,
ot V& désigne l'ouvert des éléments inversibles de l’algébre de Jordan

complexe V¢ et le symbole ~ la conjugaison complexe dans V¢ relativement
aVv.
Posons, pour tout élément g de G,
7(g) = jogoy,
n(g) :="°jogocy,
et
o(g):=jogoyj.

T, 1 et o sont des involutions de G¢. Notons par les mémes symboles les
involutions correspondantes dans 1’algebre de Lie gc, i.e.

T=Ad(%), n=Ad(5) et o=Ad@).

11 est clair que ’ensemble des points de g¢ fixés par 'involution 7 est g(Tg).
Or

1 c /

¢j=cojoc™! et “j=ctojoc.

Comme
Ad(c) toToAd(c)=0 et Ad(c)'oooAd(c)=n,

nous avons alors la proposition suivante :

PrOPOSITION 3.1. — Les conjugaisons de G¢ par rapport a G, °G
et G sont données respectivement par o, T et n.

Exemple 3.2. — Danps le cas de 'algebre de Jordan & une dimension
R, le coéne symétrique est 2 =]0, +oo[, le domaine tube Tq est le demi-plan
de Poincaré, {z + iy € C | y > 0}, le domaine tube Rq est le demi-
plan droit {iz +y € C | y > 0} et le domaine borné correspondant est le
disque unité. Les transformations de Cayley c et ¢’ sont représentées par la

matrices
o 1 /1 1 ot ¢ — 1 1 1
IRZANAR! CV2\-1 L)
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Pour tout élément (z Z) € SL(2,C) nous avons

2 (e et
d ° c d ° ¢ d)’
a b o a b\ . a —b
o e’ Do ()
RE EHCP PN

d ° c d ° b

ol “jo, c'jo et j, sont les applications définies respectivement dans C par
%jo(2) = Z, “Jo(2) = —Z et jo(2) = 1/%Z.

o

o

o

Dans la suite nous considérons une algebre de Jordan V simple
et euclidienne, et le c6ne symétrique Q associé & V. Notons G() la
composante neutre du groupe des automorphismes linéaires de Q. Les
autres notations que nous utiliserons dans la suite de cet article sont celles
introduites ci-dessus.

4. Semi-groupe de compressions.

L’espace symétrique °G/G(2) N~ est compact et 'application
V —°G/GQ)N~
v— g(G(QNT)

ou g(2) = z + v, définit un plongement de V dans °G/G(Q)N~ d’image
dense. °G/G()N~ est donc une compactification de V sur laquelle °G
opere et qu’on appelle compactification conforme.

Considérons alors le semi-groupe des compressions de €2,

I''={ge€°G|g() Cc N}

Remarquons tout d’abord que G(§2) C T', et que la condition g(£2) C Q2
est équivalente a g(Q) C Q ou Q désigne ’adhérence du cone §2 dans la
compatification conforme de V. Notons aussi que

joTloj=T.

Soit Q2 I’adhérence euclidienne de 2 (dans V). Si b € Q, la translation

tp:z2+— 2+, zeTq
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est un élément de I'.

Définissons les transformations rationnelles t~b, b€ Q, par

th:z— (I+2z0b) 12, z € Tq.
Posons
I't:={g€°G|g=t,veQ}
et
I :={g€°G|g=tyveq}
LEMME 4.1. — Pour tout élément v de §, nous avons 1’égalité

d’applications rationnelles

(4.1.1) ty=jotyoj
la ot elles sont définies.

Démonstration. — Soit z un élément inversible de V¢ tel que 271 +v
soit inversible, alors 1’égalité (4.1.1) est équivalente & la suivante :

(4.1.2) (z'+ov) =T +zo0) 2
Montrons tout d’abord (4.1.2) pour z =,
(4.1.3) (e+v) ' =T +L(v) e

1 suffit de le vérifier pour les éléments v de £ tel que |v| < 1. Soit alors v € Q

tel que |v| < 1. Les séries > (—1)"L(v)™ et Y (—1)™v™ sont convergentes
n>0 n>0
et convergent respectivement vers (I + L(v))~! et (e +v)~!. Or

(D" LE)") e = (DM EE" €)= 3 (-1,
n20 n>0 n>0
donc (I + L(v))~!-e= (e+wv)71, d’ou l'égalité (4.1.3).

Soit maintenant z un élément de V¢ tel que 2z~ + v soit inversible,
et considérons I’algebre isotypique (Vc), (cf. F. §1). (V¢), est une algebre
de Jordan d’unité 2~ !. Dans cette algebre, ’égalité (4.1.3) devient

et =T+ L,(v))~tz7h

~1(27! + v) étant I'inverse de (27! + v) dans I'algébre de Jordan (V¢),, et
comme

L(v)=voz et 27 +v)=Pk) 'z +v),
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nous avons
PR) Mzt +v) =T +vo2)7tP(2) e,

ou encore
(z7 4+ v) P =PR)I+voz)"tP(2) 2.

En vertu de la formule (cf. lemme 4.4 ci-dessous)

P(z)(y o z) = (z 0 y) P(2),

nous avons
(z7'+o) =T +zov) 2 O
COROLLAIRE 4.2. — On a
I'"=joI'toj,

donc 't et I'™ sont deux sous semi-groupes du semi-groupe I.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du lemme 4.1,
du fait que j est un automorphisme involutif anti-holomorphe de Tq qui
stabilise Q, et que si g € G(Tg) alors j o g o j est un automorphisme

holomorphe de Tq, donc un élément de G(Tg). a
LEMME 4.3. — Soient z,y € Q, alors I’opérateur
(4.3.1) Qz,y) :==I+2z0y+ P(z)P(y)

est inversible et appartient & G(2).

Démonstration. — Supposons d’abord que x € ), il existe alors un
élément g de G(2) C Str(V) tel que g(e) = z, donc
I+2z0y+ P(z)P(y) = (I +2L("gy) + P('gy))g~ ",
=gP(e+"gy)g™"
Comme gy € Q, e + tgy est inversible. Nous en déduisons alors que
P(e+tgy) est inversible, il en est de méme pour Q(z,y). De plus, 'opérateur
Q(z,y) appartient & G(f2), et ses valeurs propres sont > 1. Un élément
z € ) est limite d’une suite (z,),en d’éléments de 2. Comme ci-dessus,
pour chaque z,, 'opérateur Q(z,,y) est dans G(2) et toutes ses valeurs
propres sont > 1 et donc & la limite toutes les valeurs propres de Q(z,y)

sont > 1. On en déduit que Q(z,y) est inversible et qu’il appartient
a G(Q). O

LEMME 4.4. — Soient x,y € V alors



14 KHALID KOUFANY

(i) P(z)(y o z) = (z o y)P(x).
(if) Pour tout entier k > 0,

P(z)P(y)(z 0 y)*z = (z 0 y)**2z.
(iif) Si I+ z oy est inversible alors

(I+z0y)'Q,y)I+z0y) 'z==z.

Démonstration. — (i) Par un calcul direct, en utilisant les propriétés
du produit triple {a,b,c} = P(a,c)b, on montre que si z et y sont deux
éléments de V alors P(z)(y 0 z) = (z 0 y)P(z).

(ii) Soit k un entier positif et supposons que :
(H.R) P(z)P(y)(z 0 y)*z = (z 0 y)** 2.

A Pordre k + 1 nous avons

P(z)P(y)(z 0y)**'z = P(z)P(y)(z 0 y)(z O y)z
= P(z)(yoz)P(y)(zoy)*z  dapres (i)
= (z0y)P(2)P(y)(zoy)*z  dapres (i)
= (zoy)(zoy)tix d’apres (H.R)
= (z 0 y)*+3z.

D’ou (ii) puisque (H.R) est vérifiée pour k = 0 d’aprés (i).

(iii) Soient z,y € V tel que lopérateur I + x O y soit inversible.
Supposons ||z 0 y|| < 1, alors (I+z0y)~! = E’:O(—l)k(w 0 y)*, par suite,
en utilisant (ii) nous avons ’

(I+2zo0y+P)P)I+z0oy) 'z

+o00o
= (I+2z 0 y+P(z)P(y)) Z(“l)k(ﬂc oy)*z
0
—Z( DE(z oy) :c+2z —1)k wt:lyk“x—l—z V¥ (x o y)k+2z

=(I+a:|:|y):z.

Les deux membres de 1'égalité (iii) sont des fonctions rationnelles en z et
y, égales si ||z 0 y|| < 1, donc égales 13 ou elles sont définies, c’est-a-dire si
I + x O y est inversible. O

Posons, pour z,y € Q,
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(4.3.2) z¥ = Q(z,y) Yz + P(z)y).

D’apres le lemme 4.3, ’élément z¥ est bien défini.

LEMME 4.5. — Soient z,y € Q, alors l'opérateur I + ¢ 0O y est
inversible et z¥ € Q). Plus précisément nous avons
(4.5.1) a¥ = t,(x).

Démonstration. — Soient z,y € Q. Alors en procédant comme dans
le lemme 4.3, nous montrons que I +x O y est inversible. Le reste du lemme
découle immédiatement de (iii) du lemme 4.4. |

LEMME 4.6.

(i) G(Q) normalise Tt et T'~.
(ii) Siz,y € Q alors
(4.6.1) ty oty =ty 0 Q(z,y) ! otys,

et donc
tyot, e TTG(Q)T™.

Démonstration. — (i) Il est facile de voir que si z € Q et k € G(Q),
koty,ok '=ty, et kotyok '= tN(kz)_lz.

(ii) Si z,y € Q alors, d’apres le lemme 4.5, 2¥ et y® sont bien définis et
appartiennent & Q. Donc t,v € Tt et Zyz € I'", de plus d’apres le lemme 4.3,
Q(z,y)~! € G(Q). Pour montrer 'identité (4.6.1) il suffit de le faire pour les
éléments du sous-ensemble ouvert dense {z € V¢ | [+(z+2) Oy inversible}.
Soit z un élément de cet ensemble, ceci signifie dans le langage de Loos
(cf. [19], §3) que le couple (iz + iz,iy) est quasi-inversible dans la paire
de Jordan (V¢, V). Donc nous avons la relation suivante, entre les quasi-

inverses (ix + iz)(®), (iz)(¥) et (iz)((iy)(iz)) :
(iz + i) = (i2)® + (I - 2(iz) 0 (iy) + Pliz)P(iy) " (i) ),
et nous en déduisons que

i((z + 2)¥) =i(z¥) + Q(z,y) " (i(z¥")),
donc
(@+2)¥ =a¥ + Q(z,y) ' (),
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ou encore, d’apres le lemme 4.5,
ty 0ts(2) = tew 0 Q(z,y) " 0 tye(2). o
LEMME 4.7. — T C NtG(Q)N~.
Démonstration. — Soit L le sous-groupe des éléments de °G fixés
par 'involution ¢. Dans [17] nous avons montré que
L=cdGQ) .
D’autre part Ko = K N L, et L/Kj s’identifie & Q au moyen de
L/Ky — Q2
' P(a?)d ko — a.
De plus
L/Ky— °G/G(Q)N~,
et si on note yo le point base de °G/G(Q)N~ alors A := L - yp est la
réalisation de Borel de L/K dans °G/G(Q)N~.

Prenons g € T'; alors g- 2 C Q, donc g- A C A, ou encore g-yo € Ly,
c’est-a-dire g € LG(Q)N .
Comme
L=cdGQ) !,
d=t_oo2ldot, e NFG(Q)N™,
et
dt=t,02ldot_, e NTGQ)N",

on en déduit grace au lemme 4.6 que

LC NTG(Q)N™,
et que g€ NTG(Q)N~. O
Posons
T:={geG|g-0€V}
On a alors
LEMME 4.8. — YT =NTG(Q)N~.

Démonstration. — On sait que V — °G/G(Q)N~. Si on pose
€ °G— °G/G(Q)N~
g— g-0,
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alors T = £71(V) et YT est un ouvert dense dans °G. Puisque N+ opeére
simplement transitivement sur V, on a alors

T=Nt.yo=NtGQ)N". 0

THEOREME 4.9. — T est un semi-groupe fermé de °G vérifiant
(i) L=T*GQ)r-.
(i) TN~ =G(Q).

Démonstration. — (i) Il est clair que I*G(Q)I'~ C I'. Inversement,
soit g un élément de I'. D’apres le lemme 4.7, g se décompose sous la forme
g=g+hg_, ou gi € NT et heG(Q),

avec g4 =t, et g_ =t,, ot v,w € V.
Nous avons g -0 € ﬁ, donc d’apres les lemmes 4.7 et 4.8,
g-0evnQ=0.

Or
g-0=(g+hg-)-0,
= g+((hg-) - 0),
=g+-0,
=".

Donc nécessairement v € Q, d’ou1 g, € I't.

Montrons maintenant que w € Q. Il existe un systéme complet
d’idempotents primitifs {ci,---,c.} de V et des réels A, - A tel que
T

w = Ajcj. Supposons que w ¢ £, nous pouvons alors supposer par
j=1
exemple que \; < 0.

1 2
Soit t € R tel que 0 < —— <t < ——. L’opérateur
1

A A1
I+tcy ow= Le+the),

1
est diagonalisable et ses valeurs propres sont les nombres 1 +tA;,1+ §t)\1,

et 1 de multiplicités respectives 1, d(r — 1) et (r — 1) + g(r - 1)(r —2).
Ces valeurs propres n’étant pas nulles, 'opérateur L(e + tA;c;) est donc
inversible. De plus
(I +tc; O 'w)_l(tcl) = L(e + t)\lcl)_l(tcl),
t
14+t\

C1.



18 KHALID KOUFANY

Comme tc; € 2, nous avons g(tc;) € 2, mais
g(ter) =ty o hoty(tar),
= h((I +tc; 0 w) " (ter)) + v,
t
=h{——0
(1 +t/\161> t,

= h(l—?i-itj\:q + h_l’U).

t _
Donc forcément H—TCI + h™'v € Q. Par suite nous devons avoir
1

<<ﬂ%;cl +h)yy) >0

pour tout y € V et en particulier pour y = ¢;, donc

0= <(1 -|-tt)\1 e+ h—lv)cl’ cl> = <(1+t_t)\1>01,01> + (A" )ey, 1),

(c1,e1) + (A )er, e1),

ot
T14tN
t

_ -1
- 1+t)\1 + <(h U)cl’c1>’

1
puisque {c1,¢1) = tr(c1) = 1. En faisant ¢ - ——— nous aurions

¢ —
)\1 1 + t>\1

—00, ce qui est absurde. Nous en déduisons alors que w € Q d’ott (i).

(ii) Soit g € 'NT'~1. D’apres (i) il existe z,y,v,w € Q et h, k € G(Q)

tel que
g=tvokofw=?_yohot_z.

Comme dans le lemme 4.6, nous montrons en posant —y = b et —z = a,

que B B
tyohoty =hotpyot,,

=hotgaoQ(a,d)totga, ot d=h'b,
= thaa 0 h 0o Q(a, d)—l o Zd“'
Donc d’apres I'unicité de la décomposition NTG(£2) N~ nous avons

ha®=v, hoQ(a,d)™'=k, et d®=w.

D’apres le lemme 4.5, ha? et d* sont dans —Q, donc v,w € QN - = {0}

et par suite g = k, d’ott (ii).

a
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5. Contractions.

Rappelons que sur €2 on définit une métrique riemannienne, invariante
par G(Q), en posant

(5.0.1) (ulv), = (P(z) 'u,v)

ouz € et u,v sont des éléments de I’algebre V' considérée comme ’espace
tangent a 2 au point z.

On dira qu’un élément g de °G est une contraction pour la métrique
(5.0.1) si, pour tout z € Q, on a

(D(9)v|D(9)v)g(x) < (v[)a,
pour tout v € V.

PROPOSITION 5.1. — Les éléments du semi-groupe I' sont des
contractions pour la métrique (5.0.1).

Démonstration. — Soit v € ) et montrons que
t: Q— Q
r+— T+,

est une contraction pour la métrique (5.0.1). Pour cela, il suffit de démon-
trer que sa différentielle

D(ty)z : To(Q) — Totu (),

vérifie ||D(ty)z| < 1. Comme D(t,)x = I et que T5(Q) = Tp4,(R) =V,
ceci revient & démontrer que

(wlw),,, < (wlw),,  YweV\{0}.

Soit alors w € V, nous avons
(w]w)zﬂ — (wlw), = ((P(z + v)"! = P(z) " Hw, w).
Or il existe g € G(R) et y € Q tel que g(e) = v et g(y) = z, donc
P(z +v)™' = P(z)™' = P(g(y + €)™ — P(g(y)) ",
=g (Ply+e)™ ~P@y) g,

car g € Str(V). Par ailleurs, il existe un systéme complet d’idempotents
primitifs de V', {c1, -+, ¢ }, et des réels A; > 0 pour tout j = 1,---,r tel
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T
que y = Y Ajc;j. Par rapport & ce systéme, V se décompose sous la forme
j=1
(cf. D §1):

V= (]éBchj) ® (]Q?kvjk)

L’opérateur P(y +e)~! — P(y)~! est diagonalisable et ses valeurs propres
suivant les sous espaces Vji (j < k) sont données par le tableau suivant :

Re; Vik

~ ~ 1 2 1\2 1 1
P(y+e)™' — Py)~ (Ml) —(—) Qi+ DOk +1) A

Puisque ces valeurs propres sont strictement négatives, P(y+e)~!—P(y)~!
est défini négatif, et par suite P(z+v)~! — P(z)~! est défini négatif. Ainsi
t, est une contraction stricte pour la métrique (5.0.1), ou encore
(D(tv)wlD(tv)w)vM < (w|w)x,
pour tout x € Q et tout w € V.
Nous en déduisons que si v est un élément de Q alors
(5.1.1) (D(ty)w|D(tu)w), ., < (wlw),,
pour tout x € Q et tout w € V.
D’autre part, si z € Q alors j(z) = 7!, et comme D(z !)v =
—P(z)" v, donc
(= P(z)"'v| = P(2)"'v),_, = (v, P(z)"'v),
(5.1.2) = (P(z)"'v,v),
= (vjv), -
Nous en déduisons, grace & (4.1.1), (5.1.1) et (5.1.2), que si v € Q, alors
pour tout z € Q et w € V. Comme la métrique (-|-), est invariante par
G(€) nous avons pour tout g € I' et tout z € 2

(D(g)le(g)v)g(z) <(vv), WweV ]

Remarque 5.2. — Posons
Iy = {tyhty, | h € G(Q),v € Qw € O}
et
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Ty = {tyhty, | h € G(Q),v € Q,w e Q}.

I';, Ty et I’y UT' sont des sous semi-groupes de I' et nous avons, pour tout
geT'; Ul et tout x € Q,

(D(g)v|D(g)v)g(m) < (vv),, Vv € V' \ {0}.

6. Espace symétrique de type Cayley.

Dans ce paragraphe nous allons donner des résultats et notations
qui nous seront utiles pour la suite. Dans [17] nous avons montré que
H := G(Q) est le sous-groupe des éléments de °G fixés par l'involution
7. Soit h = g(€2) et posons

q={X € g(Ta) [ n(X) = -X}.
Alors
et
9=q" ®q"
oll nous avons noté q* = g(Tq)+1 (cf. §2 pour les notations).

11 existe une involution de Cartan # qui commute avec 7. Soit K = °G?
et € son algebre de Lie. Posons

p=A{X €9(Ta) | 0(X) = —X},
alors
8(Ta) =top.

La compatibilité de 6 et n implique la décomposition

8(Ta) = he ® qe © by © gy,
ou 'indice & resp. p désigne l’intersection avec & resp. p.

Nous avons aussi montré dans [17] que °G/H est un espace symétrique
de type Cayley au sens d’Olafsson & Orsted, c’est-a-dire qu’il existe dans
q des cones réguliers C; et Ca, Ad(H)-invariants et tels que C; N€ # & et
CS Np # @. Dans ce cas il existe un élément Z° dans le centre 3(h) de b
tel que

0 ={X €9(Ta) | [2°, X] = £X},
h = Zy1,)(2°),
et n = Ad(exp(niZ°)).



22 KHALID KOUFANY

Soit a un sous-espace abélien maximal dans p N q. Il est aussi abélien
maximal dans p et dans q. Comme 3(h) C by, Z° € a. Soit A = A(g(Tn),a)
le systéme de racines de g(Tq) relativement & a et choisissons dans A un
systeme positif A*. Soient

Ay ={a e A|a(Z°) =0} = A(h,a),
At ={a e A]a(Z°) =+1},
et
Ap- ={a€eA|a(Z°)=-1}.
Posons

Ny = Z g(Tﬂ)av

OtEAq.\L
et soient N4j = exp(ny1) et N_y = 0(Ny;). Alors

ni=qi et N:tl:Ni.

7. Décomposition d’Ol’shanskii.

Soit [ une algebre de Lie réelle simple hermitienne, et soit [¢ ’algébre
complexifiée
lc =il

Soit L¢ un groupe de Lie complexe d’algébre de Lie Ig. Notons u la
conjugaison de I¢ relativement a [ et soit L un sous-groupe fermé de L¢ tel
que (L*), C L C L*.

Soit W, un céne convexe fermé pointu et générateur (c’est-a-dire
d’intérieur non vide) dans [ qui soit invariant par Ad(L), alors W = W
est un cone convexe fermé dans il invariant par Ad(L).

THEOREME 7.1 (Ol'shanskil).

(i) Supposons que L et L¢ soient connexes, alors S = exp(W)L est
un semi-groupe fermé de L¢ tel que SN S~ = L.

(ii) L’application Exp de il dans L¢/L, définie par
Exp(X) = exp(X)L
est un difféomorphisme de W sur Exp(W).

Démonstration. — (cf. [25]).
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DEFINITION 7.2. — La décomposition S = exp(W)L est appelée
décomposition d’Ol’shanskii du semi-groupe S.

Reprenons & présent les hypothéses et les notations des paragraphes
précédents; on a alors :

THEOREME 7.3 (Olafsson). — Si Cy est un cone convexe fermé
dans q invariant par Ad(G(2)) alors :
(i) S =G(Q)exp(Co) est un semi-groupe fermé de °G.
(ii) L’application Exp de Cy x G(Q2) dans °G définie par
Exp(X, g) = exp(X)g
est un homéomorphisme de C, x G(Q2) sur S.
Démonstration. — (cf. [24]).

Posons
C:=0+7(Q).

C est un cone convexe fermé dans q et invariant par Ad(G(12)).

THEOREME 7.4. — I est un semi-groupe de Lie vérifiant la décom-
position d’Ol’'shanskii :
(7.4.1) I' = G(Q) exp(C).

Démonstration. — D’aprés le théoreme 7.3, G(2)exp(C) est un
semi-groupe, donc I' C G(f2) exp(C). Pour montrer I'inclusion réciproque
il suffit de montrer que exp(C) C I'. Supposons démontré que, pour tout
v € Q, exp(e + o(v)) € I'. Comme G(Q) est transitif sur Q2 et que I’action
de G(Q) sur q est 'action adjointe, exp(u + o(v)) € I' pour tout u,v € Q.
Puisque le semi-groupe I' est fermé nous avons exp(C) C T, et par suite
G(Q)exp(C) CT.

Pour z,w € V soit 'opérateur
B(z,w) =1 -2z 0w+ P(z)P(w).

La démonstration du théoréme 6.4 s’achéve par le lemme suivant :

. T
LEMME 7.5. — Soit v € Q, et soit v = ) pgck sa décomposition
k=1
spectrale, alors

eXp(e + 0'(’0)) = tv_é tanhv% ° B(tanhv% ’ tanhv%)% © tv% tanh v%
ertGgr-
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T

(tanh /i, )cy, vE tanhv? = kzl(\/ﬁk tanh \/u, )cx, et

=1
( \/}_‘k tanh \/Li, )ck.

Mﬁ

N 1
ol tanhv?

1 1
v~ 2 tanhvz =

uMﬂ?r

Démonstration. — Soit v € €}, il existe un systéme complet d’idem-
T
potents primitifs {c1,---, ¢} et des réels px > 0 tel que v = 3 pgck. Pour
k=1
chaque k € {1,---,r} on définit ’homomorphisme

fr : PSL(2,R) — °G

par )

a

fk : (0 1 ) [ — tack = eXP(aCk),

1 0 ~ . .

a 1 > tac, =JO9tac, ©J = eXp(a(ack))a

0

(5 2) — Blewn-we.
m

Nous avons, pour tout k =1,---,r,

oo((1 3) = (s, o)

1 —tanh,z 2= 0 1 0
_ 7 v [ FVE ( )
(0 Y )( 0" ch /i, Vi tanh /o 1

En appliquant ’homomorphisme fx nous avons alors

exp(cx + o (pkck))

1 ~
= t(\/_;yk tanh /i, )ck © B(Ck, (1 N \/ﬁk)Ck) O t(\/m, tanh /i, ek -

LEMME 7.6. — Pour tout u € R et tout idempotent ¢ € V, nous
avons

B(c, (1 — all—ﬁ)c)Q = B((tanh p)c, (tanh u)c).

Démonstration. — En effet
B(c, (1 - é;)c) =I- 4(1 - ——)L(c) +4( - ﬁ)sz(C
+2(1—c—) ( —ﬁ):{ ¢)P(c)
~2(1- ﬁ) P)LE) + (1 c—;—u *Po).
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Or L(c)P(c) = P(c)L(c), et en appliquant la formule “magique” de V, i.e.
L(z%y) — L(z*)L(y) = 2{L(zy) — L(z)L(y)} L(z)

(cf. [2], [4] ou [7]) & £ = y = ¢, nous avons P(c)L(c) = P(c). Donc, en
écrivant 2L%(c) = P(c) + L(c), nous en déduisons que

1

1
B(ce,(1- gh—u)c)2 =I-2(1- 32 u)L(C)
+ {4(1 - ﬁ)z —4(1— ﬁ)i‘ +(1- all—u 4} P(c),
= =21 = )L + (1= ) Ple)

= I — 2(tanh® u)L(c) + (tanh* ) P(c),
= B((tanh y)c, (tanh p)c).

1
De plus 'opérateur symétrique B(c, (1 - ——)c) est positif, pour le voir

chp
il suffit de calculer ses valeurs propres dans la décomposition de Peirce par
rapport a 'idempotent ¢, d’ou le lemme 7.6. ]
Ainsi, pour tout j =1,---,7, nous avons

exp(ck + o (kkck))
1 ~
= t(\/';uk tanh /&, )ck o B((ta‘nh \/l—l’k)ckv (ta‘nh \/I_l'k)ck) zo t(\/ﬁk tanh /i, )ck *

Comme les idempotents ¢ sont deux a deux orthogonaux, les homomor-
phismes fx commutent, donc

1 1.1 ~
exp(e + o(v)) = A o B(tanhvz,tanhvz)2 Ot 1 iinok

D’autre part les éléments v~% tanhv? et v% tanhv? sont dans . Nous

en déduisons que t appartiennent respectivement a

v_% tanhvélet t’v% ta%lhiv% .
' et I'". De plus, B(tanhv2,tanhv?)2 = P((e —tanhv)2), donc il s’agit
d’un élément de G(Q) puisque (e — tanh v) appartient & . O

8. Forme réelle du semi-groupe holomorphe d’Ol’shanskii.

Notons Coneg(q)(q) 'ensemble des cones convexes, fermés, généra-
teurs dans q qui sont invariants par Ad(G(Q)). D’apres le théoréme de
Kostant-Vinberg, (cf. [24] ou [25]), il existe un unique cbéne (& un signe
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prés) Cmin €t un unique céne (a un signe preés) Cmax dans Coneg(q)(q) tel
que
Cmin cCWCcC Cma.x;

pour tout cone W dans Coneg(q)(q). De plus

*
min — Cmax-

D’autre part, d’aprés Olafsson (cf. [24]), nous avons les propriétés
suivantes :

1) © est (& un signe pres) le seul cone convexe, fermé, pointu et
générateur de q*, qui soit invariant par Ad(G(f2)).

2) Les seuls cones convexes, fermés pointus et générateurs de q qui
sont invariants par Ad(G(2)) sont :

Cﬁv _CE’ Cp’ —pr

+6
-6

)’
).

CIE)

Q
Q

ASlNe

Ainsi
Coneg()(q) = {Cp, —Cy, Cr, —Cie}.
De plus int(Cy) Np # @ et int(Cy) N ¢ # 2.

3) Notons Coneg(q),p(q) I’ensemble des cones W de Coneg(q)(q) tel
que int(W) Np # &. Donc

Coneg(q)p(q) = {Cp, —Cy}-

Si W € Conegq),p(q) alors conv(Ad(“G)W) € Cone.;(°g(D)), ot
d = —ic, °G = G ™! et cg(D)) = Ad(c)g(D).

Soit maintenant o € Ag+ et X € g(Tq)® (cf. §6). Comme g(T)* N
9(R) = {0} et que g(Q) = g(Tq)% alors fo(X) = —X. Nous en déduisons
que pour tout X € qt, (X) = —a(X). Donc Cp = C := Q+0(Q) et C est
le cone maximal Crax de Coneg(q),(9)-

THEOREME 8.1 (Ol'shanskii). — Soit W un céne convexe géné-
rateur de iq invariant par Ad(G(?)) tel que int(W) Np # o, et soit
W = conv(Ad(¢G)(W)), alors

‘G exp(W) = exp(W) G

. 7z z by !
est un semi-groupe fermé dans G¢ homéomorphe a °G x W.
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Démonstration. — (cf. [3], [18] et [24]).
Rappelons que D désigne le domaine borné de V¢,
D=p(Ta)={2€Vc|I-20%Z>0}.

THEOREME 8.2 (Ol'shanskii).
{9 € Gc | g-D C D} =Gexp(—iCmax),
ol Cpax est le cone maximal de I’ensemble des cénes convexes, fermés
générateurs de g(D) invariants par Ad(G).
Démonstration. — (cf. [25]).

Notons = ce semi-groupe, appelé semi-groupe holomorphe
d’Ol’shanskii associé au domaine D,

E:={geGclg-DCD}
et posons

nous avons alors :

THEOREME 8.3.
‘EneG =T.

Démonstration. — D’apres le théoreme 8.2,
E = Gexp(—iCmax),
donc
‘8 = G exp(—i Ad(¢') " Crax)-
Ad(¢) " Crax est le cone maximal de °g(D), invariant par °G, donc
Ad(c) " Crmax = conv(Ad(°G)(iCmax)),
= conv(Ad(¢G)(:C)).

D’ou ) )
¢E = °“Gexp(C).
Par suite
“EN°G = °Gexp(C) N°G,
= G() exp(C),
=T. O
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