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COMPLEXES DE KOSZUL QUANTIQUES
par Marc WAMBST

Introduction.

Les années 1980 ont vu —souvent sous 'impulsion de la physique
théorique — la naissance de nouvelles théories mathématiques qui se rangent
dans le cadre de ce qu’on appelle la «géométrie non commutative». Dans
ce cadre, les objets de base ne sont plus les espaces, mais les algebres
associatives tandis que les algébres de Hopf tiennent lieu de groupes de
symétrie.

Dans cet esprit, A. Connes [Co] a inventé en 1980 ’homologie cyclique
pour servir de généralisation non commutative a la cohomologie de de Rham
des variétés. Les techniques mises ultérieurement au point pour la calculer
s’appliquent aux algebres associatives les plus générales. Or la théorie
des groupes quantiques —apparue également dans la derniére décennie
sous 'influence directe de problemes de physique quantique— fournit une
grande quantité d’algebres associatives qui sont des déformations non
commutatives d’algebres commutatives associées a des objets géométriques
tels que groupes de Lie, espaces homogenes, etc. L’exemple le plus simple de
telles algebres «quantiques» est donné par le plan quantique : c’est ’algebre
engendrée par les deux «coordonnées» z et y et la relation zy = qyzr ou
g est un parametre.

Il est tentant d’imaginer que pour ces algebres «quantiques» qui ne
sont pas loin d’étre commutatives, des techniques issues de 1’algébre com-
mutative vont servir, convenablement adaptées, au calcul de leur homolo-
gie. Or, les complexes de Koszul forment I'un des outils les plus puissants

Mots-clés : Algebres quantiques — Complexes de Koszul — Homologie des algebres de Lie
— Homologie cyclique — Homologie de Hoschschild.
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de 'algebre homologique. On sait qu’ils apparaissent directement dans des
problemes de géométrie algébrique, mais aussi de maniére indirecte dans
les complexes de Chevalley-Eilenberg qui calculent I’homologie des algébres
de Lie. Il parait donc important d’en avoir une version «quantique».

Le but de cet article est précisément de construire des versions
«quantiques» des complexes de Koszul et de les utiliser pour le calcul de
I’homologie de Hochschild et de I’homologie cyclique de certaines algebres
«quantiques».

La situation dans laquelle nous nous plagons est celle, déja considérée
par Gurevich [G], Lyubashenko [L] et Manin [M], ot I'on se donne un espace
vectoriel V' et une symétrie de Hecke c, c’est-a-dire un automorphisme de
V ® V vérifiant ’équation de Yang-Baxter et dont le polynéme minimal
est quadratique. L’automorphisme ¢ est une généralisation de la volte
qui échange les deux composantes de V ® V. A cette donnée on attache
deux algébres S.(V) et A (V) qui jouent le réle d’algébres symétrique
et extérieure respectivement. Gurevich [G] a construit des complexes de
S.(V)-modules analogues aux complexes de Koszul traditionnels et établi
des théorémes d’acyclicité.

Nous donnons une présentation indépendante de ces complexes que
nous utilisons pour définir des résolutions libres de bimodules pour S, (V)
et A (V). Ceci nous permet de construire un «petit» complexe calculant
I’homologie de Hochschild de S;(V'). Nous décrivons un quasi-isomorphisme
entre ce «petit» complexe et le complexe standard de Hochschild. On a ainsi
une version «quantique» du théoréme de Hochschild-Kostant-Rosenberg
qui est central en homologie cyclique pour les algébres commutatives
réguliéres.

Nous appliquons ces résultats au cas de l'espace affine quantique
multiparamétré qui est ’algébre engendrée par des variables zi,...,ZN
et des relations du type :

(L‘,;(Ej = qij.’L‘jilli .

Nous en calculons ’homologie de Hochschild. Lorsque la famille de pa-
rametres (g;;)i; est «générique», on observe un phénomeéne déja noté dans
[FT], & savoir que la dimension homologique (au sens de I'homologie de
Hochschild) de cette algébre —qui vaut 1- est trés inférieure & sa dimen-
sion «géométrique» N définie comme la dimension homologique de I’algebre
commutative K[z;,...,zy] déformée. Dans le cas «générique», nous cal-
culons également ’homologie cyclique de ’espace affine quantique.
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Dans un deuxiéme temps, nous étudions I’homologie des algebres de
Lie «quantiques», définies, & peu de choses prés, comme dans [G]. A chaque
algebre de Lie quantique g, nous associons une algebre enveloppante U.(g)
et diverses versions «quantiques» des complexes de Chevalley-Eilenberg.
L’une d’entre elles donne ’homologie de Hochschild de U.(g). Nous expli-
citons ces constructions sur une version «quantique» de 1’algébre de Weyl.
Son intérét vient de ce qu’elle apparait comme une algebre d’opérateurs
différentiels sur I’espace affine quantique multiparamétré.

Les résultats de cet article ont été partiellement annoncés dans [Wal.
En ce qui concerne les démonstrations, elles sont radicalement différentes
des démonstrations classiques et les éclairent sous un jour nouveau en
permettant de mieux comprendre le «coiit» des relations de commutation
utilisées. Ici, toutes les applications linéaires qui entrent en jeu sont définies
uniquement & partir de la symétrie ¢ et des opérations de composition et
de produit tensoriel, ce qui engendre des formules algébriques complexes et
malaisées & suivre. Aussi, nous avons eu recours dans les démonstrations a
un langage pictural qui facilite leur lecture. Cet appel au dessin est dans le
droit fil de travaux récents [JS] [KT] [RT] utilisant le lien entre le formalisme
des groupes quantiques et la topologie en basse dimension.

Décrivons plus en détail le contenu de chaque paragraphe. Le §1
est consacré a la définition des symétries et & quelques constructions de
base. Au §2, nous introduisons les algebres symétriques et extérieures
quantiques. Nous définissons les complexes de Koszul quantiques au §3.
Nous démontrons des résultats d’acyclicité pour ces complexes au §4.
Au §5, nous explicitons un «petit» complexe calculant I’homologie de
Hochschild de S.(V') et le comparons au complexe de Hochschild standard.
Le §6 est consacré au calcul des homologies de Hochschild et cyclique de
l’espace affine quantique multiparamétré défini plus haut.

Au §7, nous abordons la seconde partie avec les algebres de Lie
quantiques et leurs algébres enveloppantes. Leurs complexes de Chevalley-
Eilenberg sont construits au §8. Au §9, nous étendons la définition des
algeébres enveloppantes & la situation oli, en plus de I’algebre de Lie quanti-
que, on dispose d’un 2-cocycle. Cette extension couvre des exemples comme
lalgeébre d’opérateurs différentiels quantiques mentionnée plus haut qui est
lobjet du §11. Au § 10, nous construisons un «petit» complexe calculant
I’homologie de Hochschild des algebres enveloppantes généralisées. Enfin,
dans un appendice, nous déterminons les algebres de Lie quantiques en
dimension < 3.
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Ce travail a été réalisé sous la direction de M. Christian Kassel et est
empreint de ses innombrables conseils et suggestions.

Notations.

Dans tout ce travail, nous notons N I’ensemble des entiers naturels
et N* ’ensemble des entiers strictement positifs. Nous désignons par k un
anneau commutatif et par V' un module libre de rang fini N sur k. Tous les
produits tensoriels sont pris sur k. Nous notons T'(V') ’algebre tensorielle
de V et, pour tout entier positif n, I, I'opérateur identité sur V®".

Pour tout élément inversible v de k et tout entier n, nous définissons
le scalaire (n), en posant :

|
(0)1/:0, (l)u=1 et (n)u=y 1 =Vn_1+---V+1 Pourn22-
V—_

Lorsque v = 1 on a simplement (n), = n. Nous notons N,, (respectivement
N? ) 'ensemble des éléments (n), quand n parcourt N (resp. N*). De plus,
nous avons pour tous entiers m et n :

(0.1) (m+n), = (m), +v™(n), .

Enfin si A est une k-algébre associative, nous notons .A° I’algébre opposée
et A° = A® A° le produit tensoriel de I’algebre A et de I’algébre opposée.

1. Symétries.

Nous reprenons la notion de symétrie donnée par Gurevich [G] et
Lyubashenko [L].

DEFINITION 1.1. — Soit V' un k-module de rang fini N.

(1) On appelle symétrie un automorphisme ¢ de V ® V qui vérifie
Péquation de Yang-Baxter :

(1.1) €1Cc2€1 = C2€1C2

ol c; =c®idy et ¢ = idy ®c.
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(2) Une symétrie c sur V' est une symétrie de Hecke s’il existe un scalaire
inversible v € k tel que la relation

(1.2) (c+vidvgy)(c—idvgy) =0.

soit vérifiée. Le scalaire v est appelé la marque de la symétrie de Hecke c.

Remarque. — Quitte a se placer dans une extension algébrique de
k, tout automorphisme ¢ dont le polynéme minimal est de degré < 2
vérifie une équation de la forme (1.2) aprés multiplication par un scalaire
convenable.

ExeEMPLEs 1.2.
(1) Une symétrie involutive est une symétrie de Hecke de marque 1.

(2) L’application identité idygy est une symétrie marquée de Hecke
de marque v pour tout v dans k.

(3) La volte T : v; ® vy — v2 ® v; est une symétrie involutive.

(4) Si c est une symétrie de Hecke de marque v, alors —v "¢, ¢! et
—vc! sont des symétries de Hecke de marque v~ !, v~! et v respectivement.
Nous appelons la premiére d’entre elles la conjuguée de la symétrie de Hecke
c et nous posons ¢ = —v~!c. De méme, nous appelons conjugué d’un objet
ou d’une relation définis en fonction d’une symétrie de Hecke ¢, I’'objet ou
la relation dans lesquels on a remplacé ¢ par sa conjuguée.

(5) Nous nous attacherons particulierement & I’exemple suivant. Soit
(@ij)i,j=1..~ une famille d’éléments de k telle que, pour tous ¢ et j on ait
giis = 1 et ¢;jg;i = q ol g est un élément inversible de k. Cette famille
définit une symétrie de Hecke Q de marque ¢ de ’espace vectoriel V' de
base {z1,...,Zn} ou l'on a posé :
ay  (Qmom)-wmes i<

Qz:i®z;) =qgjz; @i+ (1 —q)z; x5 sii>j.

Nous appelons une telle symétrie une symétrie simple de rang N. Elle est
liée & la représentation fondamentale du «groupe quantique » GLg(N) (cf
(K3]).
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(6) Sur le k-module de rang 2 de base {z,y}, les formules suivantes
définissent une symétrie involutive :

c(z®z)= —zQ@«z
(z®y)= y®=z
(y®y)= 2@z +y®y.

On trouvera d’autres exemples dans [L] et [G].

1.3. CONSTRUCTIONS DE BASE. — A partir d’une symétrie de Hecke
¢ de marque v, nous allons construire des endomorphismes de ’algébre
tensorielle du module V. Pour n > 2, nous définissons les automorphismes
€1y .enCnot, 1(c), ..., Oy(c) et y(c), ..., n(c) de VO™ de la maniere
suivante :

ci=Li 1®c®I,_ ;1 sil<i<n-1,
Ii(c)=cy...ck—1 pourk=2,....n
et ﬁk(c)zcn_l...ck pour k=1,...,n—1.

On pose de plus : I;(c) = I.(c) = I,. Définissons de méme les
endomorphismes de V®" :

(14) 4@ =Y (D" (@),  Balo)= Y v MIL(0),
k=1 k=1
(15)  An(e) =D (-DFMI(),  Bale) = 3 vFMI(O).

k=1

>
Il
-

Posons également A;(c) = Ai(c) = Bi(c) = Bi(c) = I, et Ay(c) =
Ag(c) = By(c) = By(c) = 0. Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, nous
écrivons simplement ITj et ITj au lieu de Ik(c) et x(c) et Ay ,Bn, A, et
B, au lieu de A,(c), Bn(c), An(c) et By(c). Remarquons de plus que les
opérateurs A, et B, (resp. A, et B,) sont conjugués I'un de l'autre au
sens de l’exemple 1.2.4.

1.4. REPRESENTATION GRAPHIQUE. — Afin de simplifier les démons-
trations & venir, nous représentons les morphismes de k-modules f de V®P
dans V®? par des diagrammes du type de celui de la figure 1. Nous di-
rons que deux diagrammes sont équivalents, ce que nous noterons “~”, s’ils
représentent le méme morphisme. L’identité I, de V®? sera représentée par
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le diagramme dans lequel on joint les points superposés et la composition
de deux morphismes f et g :

V®1>__L,v®q _g__,VgW

par la concaténation de deux diagrammes comme dans la figure 2. Le
produit tensoriel d’'un morphisme f de V®P dans V®? par un morphisme
g de VO dans V®? se traduit par la juxtaposition des deux diagrammes
correspondant respectivement & f et & g. C’est ce que montre la figure 3.
Il en résulte que la relation

(1.6) f®g=(f®id)(ild®g) = (¢ ®id)(f ®id)

qui est une conséquence de la fonctorialité du produit tensoriel, s’illustre
graphiquement par I’équivalence des diagrammes de la figure 4.

S SR
I:
p r r
Figure 2
p+r 14 r
ree |- s [ & |
q+s q s

Figure 3
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8 J f

T

) q s
Figure 4

Convenons de représenter une symétrie ¢ par le croisement de deux
«brins» d’un diagramme, comme dans la figure 5. L’équation de Yang-
Baxter se traduira alors par ’équivalence de diagrammes de la figure 6.
Les opérateurs ¢;, II; et II; introduits en (1.3) se représentent par les
diagrammes des figures 7 et 8. Rappelons que le groupe des tresses d’Artin
B, est le groupe engendré par des générateurs oy, ...,0,—1 €t les relations

0i0;410; = 04100441 et 0,0 = 050; si |] — Zl >1.
L’équation de Yang-Baxter (1.1) montre qu’une symétrie ¢ induit une
représentation p de B, sur V®" par p(o;) = ¢; pour tout i < n — 1.

Un opérateur provenant de cette représentation peut se représenter par
un diagramme de n «brins» qui s’entrecroisent. Nous appelons tresses les

diagrammes de ce type.
/

Figure 5

1

Figure 6
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1 2 i i+1

. cee / eee n
/N
Figure 7
m;: \/\/\/ e T ( /
/ /7
Figure 8

2. Algebres symétriques et extérieures quantiques.

Construisons des analogues des algébres symétrique et extérieure
d’un k-module V relativement & une symétrie de Hecke c¢. Ce sont les
objets de base de cet article. Ils vérifient des propriétés qui sont les
pendants d’énoncés bien connus pour les algebres symétriques et extérieures
classiques.

DerFINITION 2.1. — L’algébre symétrique S.(V) (respectivement
extérieure A.(V)) du module V relativement & la symétrie de Hecke c de
marque v est le quotient de ’algébre tensorielle T'(V') par I’idéal bilatére
gradué I} (V) (resp. I7 (V') engendré par les éléments v, ® v2 — ¢(v; ®@ vg)
(resp. v1 ® vz + v~ lc(v1 ® v2)) ot vy et ve parcourent V.

Les algebres S.(V) et A.(V) héritent de la graduation naturelle de
algebre tensorielle (V). Nous notons S7(V) et A?(V) les k-modules des
éléments homogeénes de degré n et notons vyvs ... v, (resp. v1Av2. .. AU, )
la classe d’un élément v, ®v;. . .Qu, dans l’algébre symétrique (resp. dans
I’algebre extérieure). Nous appelons pS et p2 les projections de V®™ dans
S(V) et AZ(V) respectivement. De plus, nous notons idg (resp. idp)
I'identité de 1’algébre symétrique (resp. extérieure).

Les algebres symétrique et extérieure d’un module V relativement &
une méme symétrie de Hecke ¢ sont conjuguées I’une de ’autre. Nous avons
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les isomorphismes :

Ss(V) = AL(V) et AxV) S, (V).

Dans les démonstrations, afin d’alléger I’écriture, nous poserons sou-
vent S =S, (V) et A=A (V).

ExXEMPLES 2.2.

(1) Lorsque c est la volte marquée par 1, on retrouve les algebres
symétrique et extérieure usuelles.

(2) Si k est un corps et que c est 'identité de V', on a les isomorphismes
suivants pour tout v différent de 0 et —1 :

S,(V)2T(V) e AV)=kaV

o, dans le second cas, V' est munie de la multiplication nulle.

(3) Soit @ une symétrie simple de rang N et de marque g donnée pour
une famille de scalaires (g;;); j=1..n. Les algebres Sq(V) et Ag(V) sont
isomorphes aux algebres engendrées sur k par z;,...,ZxN et les relations :

TiTj = q;TjxT; pouri < j
pour S,(V) et les relations :
TN = —qj_ilzj/\mi pouri<j et (l+gq)z;Az;=0

pour A (V). L’algebre Sg(V) est appelée espace affine quantique multipa-
rameétré.

La proposition suivante semble bien connue (voir par exemple [BGS]).
Sa démonstration est laissée au lecteur.

ProposITION 2.3. — Soit ¢ (respectivement ¢’) une symétrie involu-
tive du k-module V. Désignons par ¢ & ¢’ la symétrie de V & V' opérant
comme c sur V@V, ¢ sur V'®V' et comme la volte sur (VQV")®(V'®V).
Nous avons alors les isomorphismes d’algébres suivants :

Sceac'(V@V') = SC(V) ®Xal SC’(V')
et Acge(VOV') 2 A(V) ®g Aer (V)

oll ®a1 désigne le produit tensoriel usuel des algébres et ®g le produit
tensoriel des algébres graduées.



COMPLEXES DE KOSZUL QUANTIQUES 1099

3. Complexes de Koszul quantiques.

Dans ce paragraphe, nous allons construire des complexes de modules
sur S,(V) et A, (V) & l'aide des endomorphismes définis en 1.3. Ces
complexes, que nous appellerons complexes de Koszul quantiques, sont des
généralisations des complexes de Koszul usuels tels qu’ils sont définis dans
[B] et [CE].

Etant donnée une symétrie de Hecke ¢ de marque v, on définit les
quatre endomorphismes linéaires de V®™+m)

dr=Im®Ana dlem®Ina 6r=Im®Bn7 et 6€=Bm®1n,
et les deux endomorphismes de V®(n+m+p)

dy=(dr QIp)+ (-1)"(In®de) et & = (6, ®I,) + (—1)"(In ® &) -

LeMME. 3.1. — Les applications d,, dg, 6, et &, (resp. dp et &)
définissent par passage au quotient des applications S,(V')-linéaires (resp.
A (V)-linéaires)

dy: S (V)@ Ve -8, (V)®ver-b

de : Ve @S (V) - Ver-D g (V)
(respectivement

6 A(V)Q VO — A,y (V) @ VO

§0: VO @A(V) = VD @A (V))

et une application S,(V)-S,(V)-linéaire (resp. A.(V)-A.(V)-linéaire)

dy: S (V)®VE" @S, (V) —S(V)@Ver D es,(V)
(respectivement
8 A(V)®VET @A (V) — A (V)@ VErD @ A(V))
telles que I'on ait :
() @ =82 =d2 =82 =0,
(b) (dr ®ids)(ids ®de) = (ids ®dy)(d, ® ids),
(6r ®idp)(ida ®6¢) = (ida ®6¢)(6r ® idA),
(c) 82 =d}=0.
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Démonstration. — Le fait que d, et d; passent au quotient est une
conséquence des inclusions suivantes :

4.(IX(V)®Ve") c (IX(V)eV)eVerD c  [f(V)gVer-
de(VO" @ IF(V)) cVe-D g (VeI (V) c Ver-DgIv).

L’application d, = d, ® ids +(—1)"ids ®d; passe donc également au
quotient. Un raisonnement analogue vaut pour 8, §; et & .

Les applications é,, 6; et 6, sont respectivement les conjuguées des
applications d,, d¢ et dp. Nous ne démontrerons que les identités vérifiées
par ces trois dernieres, celles vérifiées par 6,, 6, et 6, s’en déduisant par
substitution de € a c.

(a) La restriction de d, (resp. de d¢) & S™ ® V®™ (resp. a V&" ® S™)
s’écrit

dr = (prs1 ® In-1)(Im ® An)
(respectivement

dy = (In-l ® P,I}l+1)(fin ® Im)) .

1l est aisé de constater que les restrictions de d? et de d? aux mémes sous-
modules sont données par les formules :

(3.1) d? = (p542® In—2) (Im ® (I1 ® An—1)An)
et
(32) d% = (In—-2 ® p,/:,+2) ((An—l ® Il)An ® Im) .

Etablissons les relations suivantes :

(33) (M®An1)An=(In—c) Y (1) (L )T

1<i<j<n-1
et
(34) (Ano1® ) ® An = (In— cn_1) Y (1) (I @ ) ®T; .
1<i<j<n

D’aprés ’équation de Yang-Baxter (figure 6), on a I’équivalence des tresses
de la figure 9. Il s’agit de la traduction graphique de la formule : (I3 ®
IL)IT; = e1(Jy ® TL;—1)IT; ou les entiers ¢ et j vérifient 1 < j<i<n-—1.
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Ainsion a :

n n-—1

(1 ® An1)An =) Y (-1)M (L ® )L

i=1 j=1

= ) ()@ I

1<i<j<n—1

+ Y (-1)Mey (I @ ;)T

1<j<i<n

=(h—c) Y, (LTI,

1<i<j<n—1

ce qui est la relation (3.3). Par un calcul analogue, on déduit la relation
(3.2) de la formule (ﬁj@[])ﬁi = Cn_l(ﬁi®11)ﬁj+1 pourl <j<i<mn-1.
Cette égalité résulte de I’équivalence des tresses de la figure 10 qui est elle
aussi une conséquence immédiate de I’équation de Yang-Baxter.

Figure 9

i j+1

L (o
vﬁi: . /j/ ~ I J // .‘ﬁ;ll
mern: /S (( ( L1

Figure 10

7 $Cn-1

11 ne reste plus qu’a constater que, d’apres (3.1) et (3.3), on a :

d;‘: = (p13n+2°(Im+2 - Cm+1) ® In——2) (Im ® Z (—1)i+j(I1 ® H,-)l'[i) y
1<i<j<n—1

ce qui est nul car pfn+2o(1m+2 —¢m+1) = 0. De la méme maniere, on déduit
de (3.2) et (3.4) que d7 = 0.
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(b) Ce point résulte de la relation
(3.5) (I ® An-1)An = (A1 ® 1) Ay .

La relation (1.6) implique que pour 1<i<j<mn-1,ona (; ® fI]-)IL- =
(IL;®I1)II;41 et, pour 1 < i < j < n, la formule (Il®l:Ij)Hi = (Hi_1®11)ﬁj
(voir figure 11). Ainsi on a :

(Ih®An_1)A, = Z ()" (L @ 1) 41

1<i<j<n—1
+ ) (—D)MI (L ® D)L
1<j<i<n
n—1 n
=3 (-1 (L @ T
=1 j=1

= (A1 ® L)A,.

N B8

Figure 11

Or, les restrictions des opérateurs (ids ®d;)(d, ®ids) et (d, ®ids)(ids ®dy)
3 S™ ® VO™ @ SP s’écrivent respectivement :

(ldS ®d[)(dr ® ldS) = (,078,,,_‘_1 ® In—2 ® ,Dg+1)(Im ® (Il ® An—l)An ® Ip)
et

(dr ®1ds)(ids ®de) = (ppy1 @ In2® py1) (Im ® (Ap—1 ® 1) An ® 1) .
On en déduit, d’apres (3.5), que (ids ®de)(d, ®idg) = (d, ®ids)(ids ®dp).

(¢) C’est une conséquence de (a) et (b). O
Tout bimodule M, sur une algebre A peut étre considéré comme un
A¢-module & droite (resp. & gauche)) pour Paction décrite par la formule
m-(a ® b) = bma (resp. (a ® b)-m = amb)

ou a,b € A et m € My. Cette observation jointe au lemme 3.1 permet de
poser la
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DEFINITION 3.2. — Soient M,., My, M, respectivement un module
a droite, un module & gauche et un bimodule sur S.(V) et N,., N;, N,
respectivement un module a droite, un module a gauche et un bimodule sur
A.(V). Nous appelons complexes de Koszul non commutatifs les complexes :

T.(S.(V); My) = (M; ®s,(v) (S.(V) @ V&), idm ®d,)
Tu(S.(V); Me) = (V®* ® 5.(V)) ®s_(v) M, d¢ ® id ),
Tu(S.(V); M) = (My ®5_(v)e (S(V) @ VE* @ 8.(V)), idm ®ds)
T.(A(V); Np) = (Nr @4 (v) (A(V) @ V&), idN ®6,),
Tu(A(V); Ne) = (VE* ® Ao(V)) @4 (v) Ne, 8¢ ®idn),
T.(A(V); No) = (No ®a_(vye (A(V) @VE* @ A(V)), idn ®b) -

Des identifications évidentes de k-modules nous donnent les isomor-
phismes de complexes suivants :

T.(S,(V); My) = (M @ V®* , durr) , Tu(S (V) Me) = (VE* @ My, darye),
Tu(So(V); Mp) = (M ® VE* ,dnrp)
et

T.(A(V); Ny) = (Nr QVer , 6N,r) , TWe(A(V);Np) = (V®* ® Ny, 6N,[) ,
Tu(A(V); Ny) = (No @ VE* )

ou dpsr, dumye,. .. sont les différentielles que nous explicitons comme suit.
Si pour tous vy,...,vx € V,on a:

(3.6) cicz ... Ck-1(01®- - -®vk) =Z k@01 Q- - - ®Uk—1

(3.7) Ck—1Ck—2 - - - C1(V1®" - -®Ug) = Z D2®- - - @V ®01 ,

alors pour tout m € M, on a :
(38) du, (MA@ - -®Un) = M1 @ V2@ - -QUy

n
- Z(—l)k Zm"f)k ® 11Q + - ®@Uk—1QVk+1®" * -®Vn
k=2
et

(3.9) dume(n1® @V ®m) = V1® - QUp_1 ® Up'm

n
+ Z Z(—l)”*km@- - ®Uk4 1@V 18" - @y, ® V'
k=2
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ou - désigne ’action de module & gauche (resp. & droite) de T (V') sur M.
La forme de dprp se déduit de ces deux dernieres formules. Les formules
pour 6ps,r, 6a.¢ €t Oar,p se déduisent respectivement de celles de day,-, das,e
et dp,p en remplagant la symétrie ¢ par —v~1c.

Le lemme suivant permettra de définir les complexes de Koszul
quantiques comme quotient des complexes de Koszul non commutatifs.

LeMME 3.3. — Pour toute symétrie de Hecke c de marque v, les applications
dy, dg, 6., 8e, dy et 8, définissent, par passage au quotient, des différentielles

dry 8 : Sc(V) @A (V) — S (V) ®A(V),
de, 6 : A (V)R S (V)= A(V)® S, (V)
De plus,
(a) sur S™(V)®A(V),ona:

v ld,.6; + 6ed, = v ™(m +n),id,

(b) et sur AM(V)®SZX(V),ona:

v deb, + brdg = v (m + n),id .

Démonstration. — Ici encore, nous ne démontrerons que les pro-
priétés vérifiées par dy, d; et dy, celles vérifiées par 6,, 6, et &, s’en déduisant
par conjugaison. Il s’agit en premier lieu de montrer que d,, d; et dy passent
au quotient, c’est-a-dire que ’on a les inclusions suivantes :

(3.10) d (S"®I7(V)) cS™ eI (V)
et
(3.11) de(I;(V)®S™) C I7 (V) ® S™H.

Remarquons que, pour tous les entiers i et k on a Il;cy = cxll; lorsque
1<i<k<n et Ik = ck+1ll; lorsque 0 <k —1<i<n.De plus on
a Ilxcy =IIgxy1 et, comme c est de Hecke, d’apres (1.2), on a :

Igq1cr = chi = (1 — v)gex + vl = (1 — v)gy + vl .
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Nous déduisons de ces relations que, pour tout 1 <k<n-—1,ona:

n
An(vleg) =v! Z(—l)i“ﬂick
=1
k-1 .
=vle, Z(—l)”lni + (=1)*(IIi — Hg41)

i=1

n
+ V—lck+1 Z (—1)”11'[,- .

i=k+2
Par conséquent, on a :
k-1 n )
An(In+v7rer) = (In4v7 ek) Y (1) it (Tt epgn) D (1)L
i=1 i=k+2

et donc :

(3.12) dr(Im ® An(In + v ck))

k-1
= (p541 ® (In-1+ v k1)) (Im ® Z(—l)iﬂnz‘)
=1

+(p7sn+l ® (In—l + V—lck)) (Im ® i (—l)H'll'I,') ,

i=k+2

le premier terme de cette somme n’étant non nul que lorsque £k > 2.
Les éléments homogeénes de degré n de 'idéal I7 (V) sont de la forme
(In + v~ tcx)¢ on k est compris entre 1 et n — 1 et { € V®™. La formule
(3.12) implique donc 'inclusion (3.10). La relation (3.11) se déduit de la
formule

k-1 n
An(Intv7ek) = (In+v ™ exm1) Y (1) It (Tntv " ex) Y (1) 1L
i=1 i=k+2

qui est elle-méme une conséquence des relations de commutation entre IT;
et cx. En effet, on a Il = cx—qII; lorsque 1 <i<k—-1<n-1,
e, = cll; lorsque 1 < k+1 < ¢ < n, Hpiice = I, et
icr = (1- V) + vy .

Nous venons de démontrer que d, et dy passent au quotient ; c’est donc
aussi le cas pour la différentielle dy = d,®ids +(—1)"ids ®de. A présent,
montrons les points (a) et (b). Ils résultent de la formule :
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(3.13)
UV I 1® A1) (Bm®In)+(Brme1®In-1) Im®A,) =v B ® I+ 1, ® A,

que nous établissons maintenant.

Calculons :
n+1
(3.14) (Im-1® An41)(Bn ® ) = Y (-1)' " (I;no1 ® IL)(Bm ® I)
e i=1
=Y (1) Ipo1 ®IL)(Bm ® I)) + B ® I
=2
n+l m
= Z Z(—l)i_lyj_m(lm—l ® Hi)(ﬁj ® In) + Bm ® I,
i=2 j=1
n m
=3 S )T ey @ i) (0 ® 1) + B ® I
i=1 j=1
et :
m+1
(3'15) (Bm+1 ® In—l)(Im ® An) = Z Vj_m-l(ﬁj ® In—l)(Im ® An)
Jj=1

D PTG ® In1)(Im © An) + In ® An

J

1
-

I
M:
NgE

(=)™ YL @ o) I @ TL) + [y ® Ay, -
1

.
Il
A

J
Or, I’équivalence des diagrammes de la figure 12 donne la relation :
(Im—1 @ iy 1) (I ® Iy) = (I ® In—1) (I ® TLy)

pour tous les entiers i et j telsque 1 <i < netl < j < m.En additionnant
(3.14) multiplié par v~ ! et (3.15), nous obtenons (3.13). Si 'on projette
(3.13) sur S™ ® A™ on obtient :

v ld.6p + 6pd, = [V‘m Z viTt 4 Z vi‘l} id = [v™™(m), + (n), ] id.
Jj=1 i=1

D’apres (0.1), on a alors : v~1d,.8; + 8¢d, = v™™(m + n), id, c’est-a-dire
le point (a) du lemme 3.3. Cette derniére relation est la conjuguée de :

vépdy + deby =v™(m+n),-1id,
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ce qui équivaut a :

v ldeb, + 6pdy = v " (m + 1), id

et démontre le point (b). a
m
J
’ /
I ® 1, .
/
1 O T, / / ) T ® 1,
m
Figure 12

De&rFiNiTION 3.4. — Soient M,., My, My, N,., Ng, et Ny des modules
sur S.(V) et A,(V) comme dans la définition 3.2. Nous appelons complexes
de Koszul quantiques les complexes suivants :

K.(S(V); My)r = (Mr ®s,(v) (So(V) @ AL(V)) , idm ®dr)
K.(S.(V); Me)e = ((A5(V) ® S (V) ®s,(v) Mz, de ®idnr)
K. (8.(V); My)s = (My ®3_(vye (So(V) @ AL(V) @ 5,(V)), idy ®ds)
K.(A(V); Ny)r = (Ny ®A (V)( (V) ®S:(V)), idn ®6,),
Ko (A(V); Ne)e = ((S5 A(V)) @ vy Ne, 6 ®idnr)
KL (A(V); Np)o = (N ®A vy (A (V)@ SH(V) @ A(V)), idy ®) .

Comme précédemment, des identifications de k-modules canoniques
induisent les identifications :

( CV)3MT (M ®A er)a
( S.(V); Mg)e = (AL(V) ®Me7 dmye),
(S(V); My)y = (My @ AL(V) ,drp)

(A (V)i Np)yr = (N ®S* )s 6N r) )
K. (A (V);Np)e = (S2(V)® Ne, 6ne)
et K (A (V); Np)p = (Nb ® S:(V), bnp)
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ou les différentielles das,r, dpre,... sont données par les mémes formules
que dans le cas des complexes de Koszul non commutatifs.

EXEMPLES 3.5.

(1) Supposons que chacune des algébres S.(V) et S.(V)® soit munie de
sa structure naturelle de S (V')-bimodule. Les trois complexes de Koszul
quantiques K, (SC(V);SC(V))T, K. (S.(V); SC(V))Z et K, (S.(V); SC(V)e)b
sont isomorphes aux complexes

K* (Sc(V)’ Sc(V))r = (SC(V) ® AZ(V) ) dr) )
Ko (S.(V):5.V)), = (A(V) @ S,(V), di),
K. (8.(V); 5e(V)°), = (Sc(V) ® AL(V) ® S,(V), dy)

ou les différentielles d,., d; et dp sont celles définies dans le lemme 3.2.
Observons que le premier complexe (resp. le deuxiéme, resp. le troisiéme)
est un complexe de S, (V)-modules & droite (resp. module & gauche, resp.
bimodules). Il en résulte que ’on récupeére les complexes de Koszul de la
définition 3.4 par

K*(SC(V), M), = M, ®SC(V) K*(SC(V), Sc(V))r
(3.16) Ki(S:(V), Me)e = Ki(Sc(V), 5(V))e ®s,(v) Me
K (S.(V), Mp)o = My ®s,(vye Ku(Se(V),Sc(V))s -

De plus, nous pouvons identifier le complexe K, (S.(V);S.(V))
plexe

b au com-

ou la différentielle d s'exprime, avec les conventions d’écriture (3.9) et
(3.10), par la formule

n
d(¢) =zv1 ® vaA- - AV, — Z(—l)k Zxﬁk ® A+ “AlVg—1 AUk 1A - *AVp
k=2

n
+ (=1)"vpz @ V1A - -AVUp_1 + Z(—l)”‘k Z TR @ VIA. ..
k=2
A Vg1 ATg—1A. .. A Op,
ol ( =z @ UiA- - -Avp, est un élément homogene de S, (V) ® AZ(V).

(2) Lorsque la symétrie c est la volte T, nous retrouvons les complexes
de Koszul classiques. Par exemple, pour un S(V)-module & droite M,., le
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complexe K,(S(V); M;), est isomorphe & (M, ® A*(V),dp,) muni de la
différentielle définie sur un élément homogeéne par :

n
drtr (MOT;, ®T:, @ - ®;,) = Y _(—1)F'm 2, ®7:, ® - ®7;, ® @,
k=1

ou, pour m € M, et z € S(V), m-z désigne l’action de module & droite
sur M,.

Dans ce cas particulier, pour tout S(V)-bimodule My, le complexe
K.(S(V); Ms), est isomorphe au complexe K. (S(V); My) ot S(V') opere
a droite sur M, par m-z = mz —xmoum € My et x € S(V).

(3) Supposons que k soit un corps et que ¢ = id (cf. 'exemple 2.2.2).
Alors pour tout v différent de 0 et —1, les complexes K, (S,(V); SC(V))T
et K.(A,(V);A.(V)), se réduisent respectivement &

K.(T(V);T(V)), = (T(V)® (k@ V),d;)
avec la différentielle

N N
d, [Z m; ® xi] = Z miz;
=1 i=1
oum; € T(V) et
K.(koVikaV)=((kaV)eV®, §,)
avec 6, = 0. Les quatres autres complexes K, (S,(V),S.(V))e, K«(A (V);

A.(V))e, Ku(S.(V); S.(V))b et Kiu(A(V); A(V))b se déduisent aisément
de ceux-ci.

(4) Soit @ une symétrie simple de rang N et de marque q telle que g+ 1
soit inversible dans k. L’algebre extérieure Ag(V') est alors engendrée par
des éléments homogenes du type ¢ = z;, ATi;A ... AT;, 01 4 < dg < -+ <
in (cf. Pexemple 2.2.3). Les complexes de Koszul quantiques prennent la
forme suivante :

K.(8o(V); Sq(V))r = (Sa(V) ® AL(V), dr)
et

K.(Sq(V); S(V))e = (A4(V) ® So(V), de)

oli les différentielles sont données, pour tout m € Sg(V), par

n k-1
d:(m®¢) = z:(—l)kJrl (H qm-k> MTiy, @ Tig A+ AT A+ AT,
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et

n n
d(¢®@m) =) (1)~ * ( 11 q) Ty A AT A Ay, ® Ti, .

k=1 h=k+1

La différentielle du complexe K(Sq(V); So(V)), est donnée par

k-1 n
(3.17) d=>) (-1)F! (H Gniemai, — || Qikihmikm)

k=1 h=1 h=k+1
®Tiy N+ ATy A+ ATy, .

3

Nous calculerons I’homologie de ce dernier complexe au paragraphe 6.

4. Résolutions.

Dans ce paragraphe, nous montrons que, sous certaines conditions,
certains complexes de Koszul quantiques construits au paragraphe 3 sont
acycliques. Nous en déduisons des résolutions de k et de S, (V).

ProrposiTION 4.1. — Si ¢ est une symétrie de Hecke de marque v et
si tout élément de N}, est inversible dans k, alors :

(a) le complexe K(S,(V);S.(V))r [resp. le complexe K(S.(V);S.(V))¢]
est une résolution de k par des S.(V)-modules & gauche (resp. a droite),

(b) le complexe K(A,(V); A.(V))r [resp. le complexe K (A (V); A.(V))e]
est une résolution de k par des A, (V)-modules & gauche (resp. & droite),

(¢) le complexe K(S.(V);S,(V)®) [resp. le complexe K(A.(V);
A.(V)®)s] est une résolution de S,(V) (resp. de A.(V)) par des S.(V)-
bimodules (resp. des A (V')-bimodules).

Lorsque k est un corps, toutes les résolutions de la proposition 4.1
sont libres par construction.

Démonstration. — Nous allons construire des homotopies explicites
pour démontrer I'acyclicité des complexes en question. Nous considérons
les restrictions suivantes des différentielles d,., dg, 6., et p.

drm: ST@AT - ST AT
" AM®ST— AT e St
& STQAT— ST A,
st AT RS — AT g STt
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Nous posons alors :

v v
hf‘ = @ _____6;"’:" , nr — @ —dzn,n ,
m,n€EN (m + 'I’l),, m,neN (m + n)u
m+n#0 m+n#0
V'n,—l y—m
= D L e om= @ L
m,nGN (m + n)ll m,nGN (m + n),,
m+n#0 m+n#0

Nous prétendons que, sur les éléments de degré > 1 (dans la graduation du
complexe correspondant), nous avons :

hede + dehe =1id, Nebe + bgme = id ,

(4.1) . .
h.d, + d.-h, = id et n.6.+ 6 =id .

Il nous suffit de démontrer les deux formules de gauche, celles de droite
étant leurs conjuguées. La restriction h.d, + d.h, & S™ ® A™ s’écrit :

v" +1,n—1 ! 1,n+1
m+1,n— dm,n+ dm— ,n 6"1:"
(m+n), ¢ " (m+n), 7 ¢
Vm
= m (6edr + V_ldrég) =id

d’apres 'identité du point (a) du lemme 3.3. En utilisant le point (b) de
ce lemme, on montre de méme que hed; + dehy = id. Ce qui démontre les
points (a) et (b) de la proposition.

Afin de construire une homotopie sur le complexe K(S;S¢)p, intro-
duisons 'opérateur j sur S ® A ® S défini par :

(4.2) j =1id —hdp — dph
ou l'on a posé h = (h, ® idg). D’apres les formules (4.1) on a :
j = ~(hr ®ids)(ids ®de) — (ids ® de) (hr ® ids)

ou dy désigne la différentielle dp = @ (—1)"d}®. La restriction j™™?
n,pEN
dejaS™®@A"Q®SP (pour n > 1 et m > 1) s’écrit :

m—1

sm,n,p _ (_1\n+1 myn—1 o - . P

J =(-1) —(m+n—-1),,(6e ®ids)(ids ®d}?)
_1\n Vm_l : n+1,p m,n .

+(=1) . (ids ®dyTP) (67" @ ids) .
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On constate que I’opérateur j envoie un élément de tri-degré (m,n,p) sur
un élément de tri-degré (m — 1,n,p + 1) et qu’il est nul sur un élément
de degré (0,n,p). L’opérateur j est donc nilpotent sur tout élément de
S® A ® S. Par conséquent, ’application J donnée par

J=3% 4"

n>0

est bien définie. Or j commute avec dp, car si I'on applique d;, & droite ou
a gauche de (4.2), on obtient :

dpj = dp + dphdy = jd, .
Pour tout n > 1, on a aussi :
§™ = (id —hdp — dph)j" 1 = 5771 — hj" " dy — dphi™ L.
En sommant ces égalités pour tout n, on obtient :
hJdy + dpyhJ =id .

Ce qui démontre que le complexe K(S;S®), est acyclique en degré n > 1.
Son complexe conjugué K (A; A®), ’est donc également. Pour ce qui est du
degré 1, on a :

dp(a®z®b) = ax — zb
pour tous a,b € Set z € V. D’ou

{ Ho(K(S;8%))= S
H()(K(A; Ae)b) A.

Ce qui démontre (c). O
De la proposition 4.1, on déduit immédiatement le

COROLLAIRE 4.2. — Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur
un corps k et ¢ une symétrie de Hecke sur V. Sous les hypothéses de la
proposition 4.1, on a :

TorssM(k, k) 2 AZ(V),  Tor™")(k,k) = 82 (V),

TorZ" (k, 5.(V)) 2 AL(V), Tord=™" (k,A(V)) = S3(V).
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Démonstration. — Le corps k est muni de la structure de S et de
A-bimodule induite par v-A = 0 pour tous v € V et A € k. D’apreés la
proposition 4.1, K,(S;S), est de k par des S-modules. Comme k est un
corps, cette résolution est libre et on a :

Tor3 (k, k) = H, (k ®s K(S;S)-) -

Les formules (3.8) et (3.9) montrent que la différentielle de k ® g K, (S;5)-
est nulle. Par conséquent,

Tord (k, k) = k ®s K.(S; S)r = A*.
Les autres isomorphismes se démontrent de maniére analogue. 0O

Remarque. — Le corollaire 4.2. implique que S.(V) et A (V) sont
des algebres de Koszul, un fait déja démontré dans [BGS]. Signalons que
pour une algébre de Koszul .4, M. van den Bergh [vdB] vient de construire
une résolution de A par des A-bimodules analogue & la notre.

5. Homologie de Hochschild
des algebres symétriques quantiques.

Rappelons brievement la définition de 1’homologie de Hochschild
d’une algebre associative unitaire A. Nous notons C(A) = (A ® A®* ®
A, V') la résolution standard de Hochschild et C,(A4) = (A ® A®*, b) le
complexe standard de Hochschild ou les différentielles b et b’ sont données
par :

n—1
b(ap®- - ®ay) = Z(—l)iao ® +ai—1Q0a;0i+1 ®A42Q - R an
=0
et
blag® -+ ® an) =b’(a0®---®an)+(—1)"ana0®a1®-'-®an—1

ou ag,...,a, € A. Par définition, I’homologie de Hochschild HH,(A) de
algebre A est ’homologie du complexe Cy(A).

THEOREME 5.1. — Soit k un corps commutatif et V un espace vectoriel
de dimension finie muni d’une symétrie de Hecke ¢ de marque v telle
que les éléments de N} soient inversibles dans k, alors I’homologie de
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Hochschild de Palgébre S,(V) est isomorphe & I’homologie du complexe
K, (SC(V); SC(V))b :

HH,(S,(V)) 2 H,(K(S,(V); S.(V))s) -

Démonstration. — C’est une conséquence directe de la présenta-
tion de I’homologie de Hochschild comme foncteur dérivé. En effet, on
a : HH,(A) = Tor2’ (A, A). Or d’aprés la proposition 4.1, le complexe
K. (S; S°)p est une résolution libre de S par des S®-modules. De plus d’apres
(3.16), on a : K,(S;S)p = S ®ge K.(S,S®)s. Par conséquent :

TorS (S, 8) 2 H.(S ®se K(S,5%)) = Hy(K(S;S)s) -
0

Dans le cas ou A est lalgebre symétrique S(V) d’un k-module
V, lisomorphisme du théoréme 5.1 provient d’un quasi-isomorphisme vy
du complexe de Koszul K, (S(V);S(V)), dans le complexe standard de
Hochschild C,(S(V)). Ce quasi-isomorphisme, dii & Hochschild-Kostant-
Rosenberg [HKR], est donné par la formule

Y@@ UIA-Avn) = Y a®Up()/ + “Alg(n)
o€G,

ou G,, désigne le groupe symétrique d’ordrenet ota € S(V) et vy,...,v, €
V.

Nous allons montrer que cette propriété peut s’étendre au cas ol
lalgebre A est l’algébre symétrique quantique S, (V).

Comme dans [R] et [Wo], & tout élément o du groupe symétrique &,
d’ordre n, nous associons un opérateur c, sur V®" comme suit. Le groupe
S, étant engendré par les transpositions ¢t; = (4,7 + 1) ou ¢ parcourt les
entiers compris entre 1 et n — 1, toute permutation ¢ € &,, se décompose
en un produit du type :

Uztiltiz"'ti .

r

Une telle décomposition est dite réduite quand I’entier r est minimal. Dans
ce cas, nous notons r = (o). La signature de la permutation o est alors
donnée par : Sgn(o) = (—1)7(?). Comme les endomorphismes ¢; vérifient
I’équation des tresses, nous pouvons poser :

Co = C4;Cip ---CI(0) -
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L’automorphisme ¢, ne dépend pas de la décomposition réduite choisie. Si
de plus, pour deux permutations o et ¢/, on a I(oo’) = I(o)+I(c’), alors
Coo’ = CoCor . Par exemple, les opérateurs II; et II; sont obtenus de cette
facon a partir de permutations circulaires. En effet, pour tout i = 1,...,n,
on a IL;(c) = c(1,2,...4) et Ii(c) = C(nn—1,..,3)-

Pour toute symétrie ¢, nous définissons 'antisymétrisation Ant, de
V®" par

Ant, = Z Sgn(o)c,
o€,
Lorsque c est la volte, Ant,, est 'antisymétrisation usuelle.

LEMME 5.2. — Pour toute symétrie de Hecke c, I’antisymétrisation
passe au quotient et définit un morphisme de k-modules de A (V) dans
V®" également noté Ant,.

Démonstration . — Il suffit de montrer que ’idéal I (V) est contenu
dans le noyau de lantisymétrisation Ant,, c’est-a-dire que Ant, o(l, +
v~l¢;) =0 pour tout n > 2 et tout 1 <i<n-—1.

Nous remarquons que pour tout entier 7 = 1,...,n — 1 | il existe
une partie R; (respectivement £;) de &, telle que &, = R;t; UR; (resp.
S, =t:£;,UL; ) et quesi o € R, (resp.si o € £;), alors I(ot;) = I(0)+1
(resp. I(tio) =I(c)+1).

Il ne reste plus qu’a calculer :

Ant,, oc; = Z Sgn(o)csci = E Sgn(o)cs(In — ci)(ci) -
o€G, o€eR;

Comme c est de Hecke, d’apreés (1.2), on a :
In—c)ei=I,— (1 —v)e; —vI, =—v(I, —¢).
Il en résulte que

Ant, oc; = —v Z Sgn(o)co (I, — ¢;) = —v Ant,
Uemi

et donc Ant, o(I, + v~ !¢;) = Ant, — Ant,, = 0. 0
Si l’on pose v/ = ids ® Ant, ®idg, on a le

LEMME 5.3. — L’application S,(V)-S,(V)-linéaire v est un mor-
phisme de complexes au-dessus de l’identité du complexe de Koszul
K. (S, (V); SC(V)e)b dans la résolution standard de Hochschild C.(S.(V)).
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Démonstration. — Il suffit de montrer la commutativité du dia-
gramme suivant :

d,
SA"®S — SRA™I®S
id®Antn®idl 1 id® Ant,_; ®id

S®5%"®S — SSM-Dgs
bl

En degré 1, Papplication Ant,, se réduit a I'identité de S,(V'). Or dans
ce cas, on a bien b’ =d,. Dans le cas ou n > 1, nous calculons :

b’y = b/ (ids ® Ant,, ®idg) = b’ (ids ® Z Sgn(o)cy ® ids) .
c€G,

Désignons par m la multiplication de S et définissons I’application k-linéaire
m; de S®" dans S®("~1) en posant :

m; =id2¢ ) @meidd" Y

pour 1 < i < n — 1. La restriction du bord b’ & S®(+2) s’écrit :

n—1
¥ =meid§"+» (-1)'ids ®m; ®ids +(—1)"id§" ®m.

i=1
Ainsi on a :
bl’)’ =b (ids ® Ant, ® ids)

=1

n—1
=(m® id?("‘”)(ids ® Ant,)) ®ids +ids ® ( Z(—l)" m; Ant, ) ®idg

+(-1)"ids ®((1d2" Y @ m)(Ant,, ®ids)).

Considérons la décomposition &, = t;£; U £; définie dans la démonstra-
tion du lemme précédente. On a :

m; Ant, =m; »_ Sgn(o)c, = Y Sgn(o) mi(c; — In)c, -
g€G, g€eL;

Ce qui est nul car m;(I, — ¢;) = 0. L’expression de b'ov’ se réduit donc &
by = (m®id®" )(ids ® Ant,,)) ® ids
+ ()" ids ®((1[d2" ! ®ids)(Ant, ®ids)).
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Pour tout ¢ = 1,...,n, considérons les permutations m; = (1,2,...,17)

et #; = (n,n —1,...,4). Il est possible de décomposer &,, en une réunion
n

disjointe |J (Sn-1m;) telle quesi o =o'm;, alors I(o) = I(o’) +i— 1.

1=

n
De méme, on aura une décomposition d’ensembles disjoints |J (Sp-17:)
=
telle que si o = o'#;, alors I(0) = I(0’') + n—1i. C’est ce qu’illustrent les
équivalences de tresses des figures 13 et 14. En rappelant que II; = ¢, et
que II; = ¢#,, nous calculons :

(m®id§ " V)(ids ® Ant,) = (m@id3" V) 3 Sgn(o)(ids ®co)
og€EG,

=(m® id?‘"“’) Zn:(-l)i > Sen(o)(id} ®c,)(ids ®I1;)

=1 0€G,_1

= (ids ® Z Sgn(a)q,) (m;(ids ®Ay))

0€GL_1

= (1dS ® Antn—l)dr .

:11®CO"

Figure 14
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n
De méme en considérant la décomposition &,, = |J (Gn_lv'ri), on montre

que =1
(1d2™ Y @ m)(Ant, ®ids) = (Ant,_; ®idg)d, .
D’ou :
by = (ids ® Ant,—1 ®idg)(d, ® ids +(—1)"ids ®dp) = v'dy,
ce qui démontre la commutativité du diagramme. ]

Nous venons de construire un morphisme de complexes au-dessus de
l'identité du complexe de Koszul K, (SC(V);SC(V)e)b dans la résolution
standard de Hochschild C;,(S,(V)).

THEOREME 5.4. — Lorsque V est un espace vectoriel de dimension
finie sur un corps k et muni d’une symétrie de Hecke ¢ de marque v telle
que les éléments de N}, soient inversibles dans k, ’application

v =ids®Ant, : S,(V) ® AM(V) — 5.(V) ® S,(V)®"

est un quasi-isomorphisme entre le complexe de Koszul K,(S,(V);S.(V))s
et le complexe de Hochschild C,(S.(V)).

Démonstration. — Il suffit d’appliquer le foncteur S®ge— au mor-
phisme de complexes

7' Ki(S58%) — Ci(S)
et d’observer que ids ®gey’ = idg ® Ant, . O

Remarque. — Soit R un sous-k-module de V®2. 11 définit ’algébre
quadratique A = T'(V)/(R) ou (R) désigne ’idéal bilatére engendré par R.
Dans [BGS], A. Beilinson, V. Ginzburg et W. Soergel associent & toute
algeébre quadratique A un complexe de A-modules L,(A) = (L., d) défini
comme suit. Les modules L, sont donnés par Lo = A, L1 = AQV et

n .
L, =A® NR; ot R; = Ve~ @ R® V®"~i-1) pour n > 2. La
1=1
différentielle O est la restriction & L, de I’application de A ® V®" dans
A VO™ qui 3 a ® 11 ®. ..Qu, associe av; ® V2. . .QUy.

Dans le cas ou R est linéairement engendré sur k£ par les éléments
v1 ® v2 — ¢(v1 @ v2) ol v et vy parcourent V, Palgebre quadratique définie
par R n’est autre que S.(V). Pour une symétrie de Hecke ¢ de marque
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v telle que les éléments de N} sont inversibles dans k, les applications
1

(n),!
un quasi-isomorphisme de complexes

v=idg® Ant, et p =

ids ®p2 ott (n),! = (1),(2), ... (n), réalisent

Ko (S.(V)i5.(V), 2= (8.(V)® () Ri, 9) = L. (S.(V)) -

P =1

6. Le cas de ’espace affine quantique multiparamétré.

Ce paragraphe est consacré au calcul des groupes d’homologie de
Hochschild de ’espace affine quantique multiparamétré & 1’aide des résul-
tats du paragraphe précédent. Dans le cas «générique», on en déduit les
groupes d’homologie cyclique par la longue suite de Connes et un calcul en
bas degrés.

L’espace affine quantique multiparamétré A est 1’algeébre engendrée
sur le corps k par les N variables x,...,zx et les relations z;z; = g;;x;z;
pour tous 1 < ¢ < j < N et ou {g;j}i<; est une famille d’éléments non
nuls de k. Pour tous 1 < ¢ < j < N, posons ¢j; = q[jl et gi; = 1. La
famille de scalaires {g;;}i j=1..,~ détermine une symétrie simple involutive
Q comme dans Pexemple 1.2.5. L’algebre symétrique Sg(V'), ou V est
I’espace vectoriel de base {z;}i=1,.. n, est naturellement isomorphe a A.
L’algebre Sg(V) admet {27*...23"}a,,...aneNn comme base. De plus
il appert que l'algebre Ag(V) est linéairement engendrée par la famille
{27 ... 23 Yeieto1y -

Nous introduisons de plus les notions suivantes. Considérons I’ensem- -
ble des multi-entiers @ = (;)i=1,..~y de NV muni de ’addition usuelle
donnée par a + B3 = (a; + B:): pour tous o, 3 € NV. La longueur du

N
multi-entier o est 'entier |o| = Y ;. Pour tout o € NV, nous posons
=1
a . 01,02 anN
z* =Py .z

Définissons le sous-ensemble C' de NV en posant :
C:{aeNN | pour tout 1 <i <N, ai=00uxam,~=zix°‘}.
De maniére équivalente C' se décrit comme l’ensemble des multi-entiers

N
a pour lesquels on a : a; = 0 ou [] ¢3¥ = 1 pour tout ¢ = 1,...,N.
k=1
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Observons d’une part que si [i] désigne le multi-entier défini par zl! = z;,
alors [i] € C. D’autre part, si € C, alors na € C pour tout n € N. Donc

N
C contient au moins le sous-ensemble Cgen = |J Ng].
’ i=1

Calculons I'homologie de Hochschild de I'algébre Sg (V).

THEOREME 6.1. — Les groupes d’homologie de Hochschild de I’espace
affine quantique multiparamétré A défini par la famille {g;j}1<i<j<n sur
un corps k de caractéristique nulle sont donnés par :

HH,(A) = @ @ kx® ® «f

Be{0,1}¥ aenNV
|8|]=n a+BeC

pour tout n € N.
On dit que la famille {g;;}1<i<j<n est générique si pour tout entier
i et tout multi-entier o ¢ N[i], il existe un entier j tel que o # 0

N
et J] q;’,f # 1. La symétrie simple associée & une famille générique est
k=1

N
également qualifiée de générique. Dans ce cas, C = Cgen = |J N[i] et le
i=1
théoréme 6.1 implique le
COROLLAIRE 6.2. — Les groupes d’homologie de Hochschild de ’es-

pace affine quantique multiparamétré A défini par la famille générique
{gij }1<i<j<n sur un corps k de caractéristique nulle sont donnés par

( N
HHo(A) = ko PP ka:
i=1 s>1
N
HH(A) = @@kxf@zi
i=1 s>0
| HH,(A) = 0 sin>2.

Démonstration du théoréme 6.1. — D’aprés le théoréme 5.1, les
groupes d’homologie de Hochschild de Sg(V') sont isomorphes aux groupes
d’homologie du complexe K,(S;S), = (S ® A*,d). Pour commencer,
réécrivons la différentielle d qui est donnée par :
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d(z*®z;, A - -Az;,)

n k—1 n
30 (oo T oo
k=1 s=1

s=k+1

®Liy A- - ATy A - AT,

sur un élément homogeéne de S® A et ol Z;, signifie que I’élément z;, a été
retiré du produit. Convenons de noter z# 1’élément homogene z; A - - - Ax;,,
de Ag(V), B étant le multi-entier défini par B;, = 1 pour tout k variant
delanetf; =0sij¢ {ir}k=1,. n Explicitons la différentielle d sur un
élément de la forme z* ® 2° de S ® A.

Pour tous a € NV, g ¢ {O,I}N et i=1,..., N, nous posons :
0 siz*tPg; = z;zotP

0 sif;=0

1 N N
e@.9)(TTa% TI @ - I o
s=1

r=1+1 s=i+1 r=

e, B,4) =

i-1
g ) sinon
1

i—1
> 8s
ou g(B,i) = (—1)s>= . Alors la différentielle se réécrit :

N
(6.1) d(z* ®zP) = Z Qa, B, )zl @ 2P0,
=1
Ensuite, on donne au complexe une NV graduation en posant
deg(z*®z?) = a + (. Pour tout multi-entier v € NV, soit K., le sous
complexe de graduation ~v. Si v € C, alors d’aprés la formule (6.1), la res-
triction de d & K, est nulle. Si v ¢ C, nous allons montrer que K., est
acyclique en exhibant une homotopie. Il en résulte que HH(A) = @ K,,
veC
ce qui démontre le théoréme.
Pour tous a € NV, 3 € {0,1}" telsquea+3¢ Ceti=1,...,N,
considérons le scalaire suivant :
0 siz**Pz; = gzoth
0 si ,31' =1
0 sig;=0
Qa-[1],8+ [i],i)—1 sinon.

w(a, B,1) =

Définissons h par:

N
~ 1 . .
B(2% @ 2P) = B, 1)zl g £+l
(z* ® =) TR ,;'S;l w(a, B,1)z ®T
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ot1, pour v € NV, ||y|| désigne le nombre d’entiers 1 < i < N tels que
;2" # zVz; et y; # 0. C'est bien défini car si y ¢ C, alors ||v|| # 0. On
a ainsi un endomorphisme h de degré 1 de K. Montrons qu’il vérifie la
propriété :
hd + dh =
Pour ce faire, calculons hd + dh sur ’élément homogene z*®zP :

(hd + Jﬁ)(ma ® xﬂ)

ZZQ a, B, )w(e+[i], 8 - [i],j)=z a+(i]-j] g 5B—li+0]

1—1] 1

” "ZZW a,8,7)9(a = [j], B+ [j], §) 2o -U] g gF-lil+U]
j=11i=1

]

” i Z[ o, B, i)w(a + 1], 8 — [i],7)
+w(a, B,0)Qa — [i], B+ [i],i)]x“ ®af

= ”Z[wm B,)a — 3], 8.+ [1),4)

i#j
+ o, By iw(a+ [i], B~ [i],5)] x 2> 7UIHH @ o+

oti 'on a posé a+ 3 =~

Dans un premier temps, montrons que pour tous ¢ et j distincts on a :
(6.2) w(a,B,5)Ua —[j], 8+ [4],1) + Qe B, t)w(a + [1], B - [i],5) = 0.
Posons :

E(%J) = w(a,,B,j)Q(a - [J])ﬁ + []],’L)
et E'(4,5) = Ue, B, d)w(e+ [i], B - [i],4) -

D’apres les définitions de w et Q, soit Z(i,5) = Z'(4,7) = 0, soit ni =(3, j),

ni Z/'(7,7) ne sont nuls. Il faut alors étudier les deux cas : 1 < j et j < 3.
Supposons que i < j. On a :

N N -1
._.(’Lj —E ]]] (Hq H q;-ar_ H qu qu] )

r=j+1 s=j+1 r=1

N
xe(ﬁ+(j],i)(l—[qfi T e - I & q,gnqm )

s=1 r=i+1 s=i+1
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et

7 N N
=(i,5) = (B, 1) (Hqsﬂf I & - 11 < qu )
s=1 r=i+1 s=i+1 r=1
-1

N
xe(+ [i] - [4],9) Hquqﬂ H o= [I & quf"q,z

r=j+1 s=j+1 r=1

Il en résulte que

e(B = 5], )e(B + 3], )Z(, 5) = e(B,9)e(B + 1] — [41], )= (3, ) -

Or un rapide calcul donne :

— 11, 9)e(B + 5], 2) = —&(B,4)e(B + [i] - (51, 7).

On en déduit immédiatement que ’on a =Z(i,j) + E'(¢,j) = 0, c’est-a-dire
la relation (6.2). Un raisonement similaire se fait dans le cas ¢ > j. Il est
de plus aisé de constater que l'on a :

N

> (wle B, 1)2a — [i], B+ i), 1) + e, B, Dw(e+ ], B~ [i],4)) = lla+ 8] .

i=1
Ainsi on a la relation cherchée :

llo+ Bl

2Rz =2*®2°.
llo + Bl

(hd + dh)(z* ® zP) =
0

D’apres le théoréeme précédent, lorsque @ est symétrie simple généri-
que, l’algebre Sg(V') a un comportement homologique proche de celui d’une
algebre libre (’homologie de Hochschild de T'(V') a été calculée dans [LQ)).
Ce phénomene inattendu nous incite & introduire la notion suivante :

DeFINITION 6.3. — On appelle dimension de Hochschild Hdim(.A)
d’une algébre A le plus grand entier n (s’il existe) tel que HH,(A) # 0.

Le corollaire 6.2 nous permet de construire des exemples d’algebres
quantiques dont la dimension de Hochschild a une valeur supérieure & 1
donnée.

THEOREME 6.4. — Soient k un corps de caractéristique nulle, n un
entier < 1 et (V;)1<i<n une famille de k-espace vectoriels de dimension finie,
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chaque espace V; étant muni d’une symétrie simple involutive générique Q;.
On désigne par Q1®- - -®Qy, la symétrie de V1®. . .®V,, construite en itérant
la définition de la symétrie c® ¢’ de V @& V' décrite dans la proposition 1.3.
On a alors

Démonstration. — D’apres la proposition 1.3 on a :
S50-@ca(V1® - @ Vp) XS, (V1) ®--- ®8q,(Va)-

Chaque symétrie involutive Q; vérifie les conditions du théoréme 6.1 et donc
la dimension de Hochschild de chaque algebre Sg,(V;) est 1. La formule de
Kiinneth nous donne immédiatement

Hdim(Sg, (V1) ® -+ ® Sq.(Va)) = D _ Hdim(Sq, (Vi)
=1
et donc,
Hdim(S(;l@“.@cn(‘/l D---P Vn)) =n.
O

Lorsque la famille (g;;)i j=1...~ n’est pas générique, la dimension de
Hochschild de Sg(V') est comprise entre 1 et N. Nous donnons un exemple
ou la famille (g;;) est réduite & un élément g qui est racine de I'unité.

THEOREME 6.5. — Les groupes d’homologie de Hochschild de I’algébre
A engendré sur un corps k par les variables z et y et la relation zy = qyz
ol q est une racine primitive d-iéme de I’'unité sont donnés par :

(HHy(A) =ko P ka™y** o D (k2" & ky")
r,s€EN* reN*
HH1(.A) — @ (kzrd—lysd®x ® k:trdySd_l®y) ® @(kx’@x ® kys®y)
r,sEN* seN
HHy(A) = P ke 'y ' @ zny
r,s€EN*
| HH,(A) =0 sim > 3.

Démonstration. — 1l suffit de constater que dans ce cas I’ensemble C'
est composé des éléments (0,0), (0,7) ou r > 0, (s,0) ot s > 0 et (rd, sd)
our,s>0. O
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Le cas ou tous les scalaires ¢;; sont égaux & une méme constante g a
été traité dans [T].

Nous allons & présent, dans le cas générique, déduire les groupes
d’homologie cyclique de Sg(V) du corollaire 6.2 grace a la longue suite
exacte de Connes. Pour toutes les définitions et propriétés se rapportant a
’homologie cyclique, nous renvoyons le lecteur a [LQ).

THEOREME 6.6. — Les groupes d’homologie cyclique du plan affine
quantique multiparamétré A défini par la famille générique {g;;}1<i<j<n
sur un corps k de caractéristique nulle sont donnés par :

HCy(Se(V)) = HHo(Se(V))

HCy;(Sq(V)) =k sin>1

HCzn.H(SQ(V)) =0 sin>0.
Démonstration. — D’apreés le corollaire 6.2, 'application S de la

longue suite exacte de Connes

e S HHn(Sq(V))—=HCo(So(V)—= HCr—a(So(V))

B
—HHn_1(Se(V))— -

induit des isomorphismes de HCy(Sq(V)) sur HC,_2(Sq(V)) lorsque
n > 3. Par conséquent, on a : HC2,41(Sq(V)) ~ HC1(Sq(V)) et
HC2,(Sq(V)) ~ HC3(Sq(V)) lorsque n > 1. On sait d’autre part que
HCy(Sq(V)) ~ HHy(Sq(V)), groupe que nous venons de calculer. Il ne
reste plus qu’a déterminer les groupes d’homologie cyclique en degré 1 et
2, c’est-a-dire calculer le noyau et le conoyau de I'opérateur de Connes B.
En effet, on a la suite exacte :

0—HC,(Sq(V)) = HHo(Sq(V))—H Hy(Sq(V))— HC1(Sq(V))—0.

Pour ce faire, nous allons construire, en degré 1, un quasi-isomorphisme
de Sq(V)-bimodules entre la résolution de Hochschild C,(Sq(V)) et le
complexe K,(Sq(V); Sqg(V)¢)s. Nous pourrons alors «descendre» B en un
opérateur 3 sur le complexe de Koszul K, (Sq(V);Sq(V))s. Posons Sg =
So (V). Cherchons une application j' qui fasse commuter le diagramme
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suivant :

bl
Se®So®Sqg — So®Sg

7| I

SQ®V®SQ T So ® Sg
b

LEMME 6.7. — Le morphisme de Sg-bimodules j' de Sq ® Sg ® Sg
dans Sq ® V ® Sq défini par :

N ak—1
-/ Qe — 1 —1—7
Fl®z*®1) = E E o @ T @ R T i L 2Ry
k=1 i=0

vérifie dpj' = b'.
C’est le quasi-isomorphisme cherché.

Démonstration du lemme. — Montrons que j’ fait commuter le dia-
gramme. Posons

T Ok _ Ok 1 1 Qg t T("I’.Zk) _ak—l i ap—1—1
(zp") = 2" ®@1-1@z* e m‘_zxk®mk :
i—0

Pour tous a,b, z € Sg, nous identifions 1'élément a®z®b de Sg ® Sq ® Sg
a Pélement (a®b) ® = de S5 ® Sq- Nous pouvons alors écrire 'application
J': 84 ®Sq — S§ ®V sous la forme

-/ al o Ak —1 Q41 a T(-’Czk)
FA®)ez) =Y | (a7 ...2p5 ] ®@apkyt .. af) ® k.

= T(zx)

Avec ces conventions d’écriture, ' ((1®1)®z*) = T(x*). Nous calculons :

- anet g o T(zt*)
v ay _ a k—1 k41 an
doj' (1®1)®x )—; (... 25 @ x “'xN)T(xk) T(xk)
N
=) a2 et Tt oy
k=1
N
—Zx‘f%.w‘,ﬁ}‘@xﬁk...x?\,"’
k=1
=z°®1-10z*=bt((1®1)®z%),
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ce qui démontre le lemme. Montrons qu’il s’agit bien d’un quasi-isomor-
phisme. Soit 7 le plongement de Sg ® V ® Sg dans 583. Considérons
I'application Sg-Sq-linéaire s de SS3 dans SS"* définie par

(1®z°®1)=1971/'(1®2°R1)-191R2°®1
pour tout ¢ = z*'...x*N € Sg. Cette application vérifie la relation
(6.3) id=nj —¥bs.

En effet, le calcul donne :

N C!k—l
b (19m)' (190z°®1)) =75’ (182°®1) =) _ Y 18z ...zi  @ag 17 . 2y

N
+2.
k=1

N
=i’ (182°®1) — Y _ 1@z ... ap*®@zprt’ ... oy
k=1

ar—1
o 7 ag—1 an
1z? ... 2,z ... T

0

i=

N
+ Z 1z ... xif}‘@wz" N 3l
k=1
=mj'(192°®1) — 18z*Q1 + 1Q91®z>
= 1§ (1®z*®1) — 1®z*®1 + b/ (181Qz*R1),
ce qui démontre (6.3).
L’application j’ est la quasi-réciproque du plongement 7 et donc,
elle induit un quasi-isomorphisme j = ids ®s,j’ en degré 1 du complexe

C.(Sq) vers le complexe K,(Sg;Sqg)s. Nous posons § = joB. Un calcul
immédiat nous donne :

N a
-1 k41 N T :
Bz¥) = 1- ((SU‘IM1 Ty ®Tpyy Ty )( T((mxkk)))) o
k=1

ou 1-(a®b) = ba par convention.
Puisque

N

N
HHy(Sq(V)) =ko@P Pk et  HHi(So(V)) = P P ki,

i=1 s>1 i=1 520
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nous avons 3(z$) = szi~! ® z; pour tout z{ € HHy(Sg(V)). Il en résulte
que le noyau est k et que le conoyau est nul et donc que les groupes
d’homologie cyclique de Sg(V') sont nuls en dimension impaire et égaux
a k en dimension paire supérieure a 1. O

Apreés la diffusion d’une premiere version de cet article, j’ai regu
larticle [GG] qui calcule indépendamment I’homologie de Hochschild et
cyclique de Sg(V). Par ailleurs, je remercie M. van den Bergh qui m’a
convaicu que la démonstration du cas générique peut facilement s’étendre
au cas général.

7. Algebres de Lie quantiques.

Nous définissons des analogues quantiques des algebres de Lie relati-
vement & une symétrie de Hecke c.

DeriNITION 7.1. — Une algébre de Lie quantique est la donnée
(g,¢,[.,.]) d’'un k-module g muni d’une symétrie de Hecke ¢ de marque
v et d’une application linéaire |[.,.] : g ® g — g vérifiant :

i) [,]oe=-v[,],

() [ 2 =150 Ji(idges —c2)
(ii.a) [, .1 = [, J2c12
(iii.b) [, Je =], rc2r

(ii.c) ¢[.,.Jic2 =, 21

ou l'on a posé [.,.]1 = [.,.] ®idg et [.,.]2 = idg ®[,, .].

Remarque. — La propriété (i) est ’analogue de l’antisymétrie du
crochet de Lie et le point (ii) I’analogue de I'identité de Jacobi. Via les
propriétés (i), (iii.a) et (iii.b), le point (ii) est équivalent & ’identité :

[l Ja(idges v ere + v eaey) = 0.

Si ¢ est involutive, les trois conditions (iii.a—c) sont équivalentes et la
définition 7.1 est équivalente & celle donnée par Gurevich dans [G].
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EXEMPLES 7.2.

(1) Si c est la volte 7, une algébre de Lie quantique n’est rien d’autre
qu’une algebre de Lie ordinaire.

(2) Soit A une k-algebre dont le k-module sous-jacent est muni d’une
symétrie involutive c et dont la multiplication est notée m. Si I'on a :
cm; =mgcye; oum; =m@idy et mp = id4 ® m, alors I’algebre A peut
étre munie d’une structure d’algebre de Lie quantique relativement a ¢ pour
le crochet [.,.] = m(idaga —¢) -

(3) On peut munir tout module V, pour toute symétrie marquée, de la
structure d’algebre de Lie quantique triviale avec un crochet identiquement
nul.

(4) Dans ’appendice, nous déterminons toutes les structures d’algébres
de Lie quantique pour une symétrie simple @) de rang 2 ou 3 et de marque
qg=1.

7.3. REPRESENTATION GRAPHIQUE. — Comme dans les paragraphes
précédents, nous représenterons les opérateurs sur les puissances tensorielles
de g par des diagrammes. Nous représentons le crochet de Lie par le
diagramme de la figure 15. On trouvera dans la figure 16 la traduction
graphique des points (i), (ii) et (ili.a—c) de la définition 7.1.

Figure 15

Définissons la notion d’algebre enveloppante d’une algebre de Lie
quantique.

DEFINITION 7.4. — On appelle algébre enveloppante de I’algébre de
Lie quantique (g,c,|.,.]) P’algébre quotient U.(g) de ’algébre tensorielle
de g par l'idéal bilatére engendré par les éléments de la forme v, ® va —
c(v1 ® v2) — [v1,v2] ol vy et vy parcourent g.

Nous notons idy 'identité de I’algébre U,(g).
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0) /

(ii) /

Gii.2 J ~ //
b

(iib) 4
% ¢

Gii.c 5 ~ /
4

Figure 16

8. Complexes de Chevaley-Eilenberg quantiques.

Nous allons maintenant construire un analogue du complexe de
Chevalley-Eilenberg pour les algebres de Lie quantiques. Soit (g,¢,|.,.])
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une algebre de Lie quantique. En nous inspirant d’une idée de J.-L. Lo-
day [cf. Cu], nous construisons une famille d’applications (D, : g®" —
g2 1),y qui définit une différentielle sur le k-module T'(g) en posant
pourmn > 2:

Dp= Y (=17, ]Il
1<i<j<n
ou [,],, =1, 1 ® [,] Q In_i—1 et Hi,j = Ci+1.--Cj—1 sit<j—1et
II; 541 = I, . Suivant les conventions graphiques de 7.3, 'opérateur ., .J;II; ;

peut étre représenté par le diagramme de la figure 17. Nous posons de plus
Dy =Dy =0.

Figure 17
LeEMME 8.1. — Pour tout n € N, on a D,,_y o D, =0.

Démonstration . — On a :
DnpaDn= 3 D (UL L] LT
1<r<s<n—11<i<j<n
Nous décomposons I’ensemble d’indices de cette double somme en les neuf
ensembles disjoints suivants :
(a) ={i,j,rys:1<i<j<r<s<n}
by ={i,j,r,s:1<i<r<j<s<n}
c)={i,j,r,s:1<i<r<s<j<n}

a)={ijrs:1<r<s<i<j<n}

C/):{i,j,’l’, :1ST<7:<].<SSTL}
d)={i,jk:1<i<j<k<n}
e)={i,jk:1<i<k<j<n}

(
(
(
) ={i,jyr,s:1<r<i<s<j<n}
(
(
(
(f={i,jk:1<k<l<j<n}.
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Définissons les applications k-linéaires A; j s et M; j x de g™ dans g®("—2)
par

Aijrs = [ Jr—1Tlr—1 5[, Jilli 5 sur (a),
Aijrs = [ Jrrs—1l, Jilli 5 sur (b) et (c),
Aijrs = [ e lr sl Jilli 5 sur (a'), (V') et (c)
et Mk = [ Jilli g-a[., JiILi 5 sur (d),
Mk = [ Jilli k[, Jilli 5 sur (e),
Mk = [ JeTlk sl Jilli 5 sur (f).

Ces applications sont représentées dans les figures 18-23. Nous avons la
décomposition suivante :

Dy 1D, = Z (_1)j+s+lAi,j,r,s+ Z (_1)j+sAi,j,T»8

®.1) (@)(b)(e) (@) (®)(c)
+) (Mg + Y0 ()T M
@ @)

D’apreés les axiomes (iii.a) et (iii.c) de la définition 7.1 (figure 15), on a les
équivalences de diagrammes des figures 18, 19 et 20 qui démontrent que,
sur les ensembles d’indices (a), (b) et (c),on a: A;jrs = Ars:;. Or, les
ensembles (a’), (b') et (¢/) peuvent s’obtenir & partir de (a), (b) et (c) en
intervertissant les indices i et 7 et les indices j et s. On a donc la formule :

82) > (CYTTAGea+ D (1A
(a)(d)(c") (a")(¥")(c)

= ) )Pt Y (1A . =0,
(@)®)(e) (@)(')(e)

LR

Figure 18
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Par ailleurs, considérons les diagrammes des figures 21, 22 et 23. Ces
équivalences montrent que les termes de l'identité de Jacobi peuvent étre
mis en facteur dans les opérateurs M; j x.

5] -

Figure 19

- i 5
e

Figure 20
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Figure 21
. . i k j
1 k /,.I 2l )
S —
s
sur (€) : M j: \D\X} i //
Figure 22
. . k i J
k i J ”
/ y
- s
sur (f) 1 M (iii.b)
Figure 23

Moyennant des changements d’indices, on obtient :

S (1R e+ Y (1M,
(d) (e)(f)

= Z[’ Ji(=[ i + [ Jician + [ Jivr) (Lj—1 @ M jg1) ¢j1 -
(d)

Orona:
[ e[ Bty Jicira+ s Jivt) = Ina®[ J=1 i+ Jica+ J2)@Tn—i—a -
Le terme de droite est nul d’apreés lidentité de Jacobi (7.1.ii). De la

confrontation de ce dernier résultat et de (8.2), il ressort que I’expression
(8.1) est nulle, c’est-a-dire que D,,—1D,, = 0. O
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Nous allons & présent définir une différentielle sur le U.(g)-module
U.(g) ® g®*. Elle est donnée comme la somme d, + dj.,) ot d, et d|. ) sont
des applications linéaires de U,(g) ® g®" dans U,(g) ® g®™~1). La premicre
est définie de méme maniere que ’application d, du lemme 3.1 par

dr = (mY @ I,_1)o(idy ®A4,)

ou mY désigne la multiplication de U,(g). La seconde est, quant a elle,
donnée par

d;, ) =ids®D,.

LemME 8.2. — L’application d, + d. | est de carré nul.
Démonstration. — D’apres le lemme précédent,df’.) =0. On adonc:

(dr +dp))° = d2+d jdr +drd].,

ou encore, en degré n > 1,
(8.3)
(dr +dp.,1)? = (¥ m{ ®I,2)(idv ®P,) = (m” m§ ®I,—)(idy ®F,)

ott nous notons mY = m¥ ®idy, m§ = idy ® mY et avons posé

(84) Pn = (Il®An——1)An+(Il®Dn—1)An+An—1Dn-
Nous allons établir que

(8.5) Po=(In—ci—[,1) », ()™ (L QI

1<i<j<n—1

Posons N; ; = [., .JiIl; ;. Nous avons :

n—1
AniDp =Y D (-1 HFIEN, ;.

k=11<i<j<n

D’apreés les équivalences des diagrammes des figures 24, 25 et 26, nous avons
les relations :
OeN;j = (I ® Ny—1,5-1)1k pour k < 1,
e Nij = (It ® Ny j-1)Ik pour i < k < j,
et IgNij = (11 ® Nij)kr pour j < k.
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15
AN L/
i

Figure 26
Il en résulte que
An_1D, = Z (=1 (I; ® Ni—1,j-1)k + Z (—1)"MILN;
1<k<i<j<n—1 1<i<j<n—1

+ Z (=1)"M(I; ® Ny j—1)Ik
1<i<k<j<n—1

+ Z (=)™ (I ® Nij) k41

1<i<j<k<n-—1
=— Y (-1 (L ®Ny) Z( 1)+,
1<i<j<n~-1
+ Z (-1)"MILN; ;
1<i<j<n—1
— (L ®Dn_1An)+ Y (-1)"MILN; ;.

1<i<j<n—1
D’autre part, ’équivalence des diagrammes de la figure 27 donne

S O(D)HILNg = - > (1), (I @ ;- )IIL.

1<i<j<n 1<i<j<n—1
Nous avons donc

An-1Dn+ (I1 ® Dp—1)Ap = — Z (=)™ [, (@ TL)II;

1<i<j<n~1
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J i ]
/ / \/
/

Figure 27

Si nous additionnons terme & terme cette derniere relation avec la relation
(3.3), nous obtenons la formule (8.5) que nous voulions démontrer.

Par conséquent, d’aprés (8.5), on a :
(dr+d, ) =MmY ®I,—1)(idv@mY (I —c—[.,.]) ® In_2)
olidy® Z (—'1)i+j(11 ® II;)II;
1<i<j<n—1
Ce qui est nul car, par définition de U.(g), mY (I —c—[.,.]) = 0. O

Observons que d, et d| ; sont U.(g)-linéaires. Le lemme 8.2 nous
permet de définir un complexe de U,(g)-modules.

DEriNITION 8.3. — Soit (g,¢,[.,.]) une algébre de Lie quantique et
soit M, un U.(g)-module & droite. Nous appelons complexe de Chevalley-
Eilenberg non commutatif le complexe :

T*(g; MT) = (Mr ®Uc(g) (UC(Q) ® 9®*)a idas ®(dr + d[,])) .

Nous identifions canoniquement T, (g; M) au complexe (MT ® g&*,
d M,r,[.,.]) dont la différentielle s’exprime, avec la convention d’écriture (3.6),
sur un élément homogeéne £ = m ® g:1®- - -®gn € M, ® g®*, par la formule

drtr).,)(6) =meg1 ® g2®- - -®gn

n
+ Y (DY Mg @ 19, Gk 189k41© ... O gn
k=2

n—1
+Y ()M a1®... @ [g: git1]®. .- @ gn
=1

+ Z Z(—l)”lm@gl@...[gi,gj] ® Gi+1®. ..
1<i<j+1<n+1

®Gj-199;+1® ... gn -



COMPLEXES DE KOSZUL QUANTIQUES 1139

Montrons que cette différentielle passe au quotient lorsqu’on la pro-
jette sur M, ® A%(g).

LEMME 8.4. — Pour toute une symétrie de Hecke c, les opérateurs d,
et d|. ) induisent deux applications

par passage au quotient.

Démonstration. — Pour d,, la démonstration est identique a celle
du lemme 3.2. Afin de démontrer la propriété pour d|. ) il nous faut
montrer que (idy ®p2_;)(idy ®D,,) o (idy ®I7 (g)) = 0. L’idéal I (g) est
k-linéairement engendré par les éléments de la forme (id?'1 —v7teg)(¢) ou
¢ € g®" et ol k est compris entre 1 et n — 1. Posons N;; =1, .Jill;. On
a:

j+1
Dpocg = (17" Ny ek .
1<i<j<n

Nous allons décomposer 1’ensemble des indices de cette somme et examiner
lopérateur II; jc, dans chaque cas. Pour ce faire, considérons les ensembles
d’indices suivants :

(a) ={i,j : 1<i<j<k} B ={i,j : 1<i<k<j<n}
(¢)={i,j : kai<j<n}

ou k < j signifie que £+ 1 < j. Ainsi on a :

Dnock = Z (_1)j+1Ni,jCk + Z (—1)j+1(Nk’jCk + Nk+1,jck)
(a),(b),(c) kaj<n

+ (=1 Ni py1ck
+ Z (_1)k+1(Ni,ka — Ni k4+1Ck) -

1<i<k
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Le lecteur se convaincra aisément en tragant les dessins correspondants que
nous avons les relations suivantes :

N; jck = ck-1N;; sur (a),

N; jex = cgN;; sur () et (¢),

Nk,jck = Cka’j d’aprés 7.1.(iii.b) ,

Niy1,jck = cxNi41;  d’apres 7.1.(iii.c),

Nk,k+lck = —I/Nk,k.,.l d’aprés 7.1.(i),

Nikek = Nik+1,

et N;jt1ck = Nixci = (1= v)N; g41 +vN; . d’apres (1.1).

Par conséquent, on a :

Dnocy =cx_1 »_(=1*!Nij+cx Y (1IN,
(a) (b)(c)

+ck Z 1)J+ Nk+1,J + Nka) + (- 1)k+lVNk,k+1
kaj<n

—-v Z (=1)F*Y(N; k= Nigt1) -

1<i<k

Or pour tout entier k compris entre 1 et n — 1, on a plo(—v~1ck) = pA et
donc pAoD,o(—v~tex) = ploD,, ou encore proD, (I, —v~lc;)=0. O

D’apres le lemme précédent, il est possible de passer au quotient dans
les complexes de Chevalley-Eilenberg non commutatifs. On pose la

DeriNiTION 8.5. — Soient (g,c,[.,.]) une algébre de Lie quantique
et M, un U.(g)-module & droite. Nous appelons le complexe de Chevalley-
Eilenberg quantique le complexe

C*(g, Mr) = (Mr ®UC(9) (UC(Q) ® A:(g)): idy ®(dr + d[-a ])) .

En identifiant canoniquement M, ®y, g Uc(g) et M,, nous avons :

C*(g,M"‘) = (MT &® AZ(Q), dM,'r,[.,.]) )

la différentielle dpy [} étant donnée par la méme formule que précédem-
ment.
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Remarques. — Lorsque le crochet de Lie est identiquement nul, le
complexe de Chevalley-Eilenberg quantique s’identifie au complexe de
Koszul quantique K. (S(,.)(8); My)r.

Dans le cas ou c est la volte, le complexe C,(g,U.(g)) est le complexe
de Chevalley-Eilenberg classique V(g) tel qu'il est construit dans [CE].

Un argument de suite spectrale (cf. proposition 10.3) implique le

THEOREME 8.6. — Soient k un corps de caractéristique nulle et g une algébre
de Lie quantique. Si le gradué associé a la filtration canonique de l’algébre
U.(g) est égale a S,(g), le complexe C,(g;Uc(g)) est une résolution libre
de k par des U.(g)-modules & gauche.

DeriniTION 8.7. — Nous appelons homologie de I’'algébre de Lie
quantique (g,c¢,[.,.]) & coefficients dans M, I’homologie H.(g,M,) du
complexe C,(g, M,).

On a immédiatement
Ho(g, M;) = M /M;-g.
Si 'on pose M, = k, le complexe C,(g, k) se réduit au complexe

C.(g,k) = (A%(9), dy.,3)

etona:
Ho(g,k)=k et  Hi(g,k)=g/[g,9]

ol [g, g] est le sous espace vectoriel engendré par les éléments [g1, g2] ou g1
et go parcourent g.

Il est également possible de définir une cohomologie des algébre de
Lie quantiques. Soient M; un U,(g)-module & gauche et Homy (U.(g) ®
A.(g), M;) le k-module des morphismes de U.(g)-modules de U(g) ® A.(g)
dans M,. C’est un U(g)-module & droite, nous notons Homg;(U.(g) ®
A (g), M,) le sous-module de degré n dans la graduation induite par celle
de AZ(g)-

DEriniTION 8.8. — Nous appelons cohomologie de ’algébre quantique
(g,¢,[.,.])) & valeurs dans le U.(g)-module & gauche M, la cohomologie
H*(g, M,) du complexe de cochaines

C*(g, M) = (Homy; (Ue(g) ® Ac(g), Me), )
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ot 0 est la différentielle Homy (d + d|.,1,idn)-

Identifions Homy (U.(g) ® A.(g), M,) & Homg(A_(g), Me). On a :
C*(g, Me) = (Homp (A, (g), My), 9)

ol, pour un élément homogene f € Homp (A (g), M), Of est le morphisme,

élément de Hom} (A (g), M), qui & g1A- - -Agnt1 associe

n
91 (27 - Agn) + Y (=1)F Y Gk F(@A - AGk—1AGk 1A - Agn)
k=2

n—1
+ Z(‘l)if(gl/\' “*A[gi, gita]A- - -Agn)

=1

+ Y Y 1T fgiA - Agi §AGiaa A AGj-1Agj 1A Agn)
1<i<j+1<n+1

ol nous utilisons la convention d’écriture (3.6). Supposons k& muni de la
structure de U.(g)-module trivial. Nous posons la

DEFINITION 8.9. — Soit g une algébre de Lie quantique de symétrie
de Hecke c. Nous appelons cocycles de g les cocycles du complexe C*(g, k).

Le k-module des 0-cocycles de toute algebre de Lie quantique g est
isomorphe & k, celui des 1-cocycles au module des formes linéaires f sur g
vérifiant fo[.,.] = 0 et celui des 2-cocycles au module des formes linéaires
g sur g®? vérifiant

goc = —vg et gO([., .]1 — [., .]102 — [., ]2) =0.

9. Algebres enveloppantes généralisées.

L’algebre enveloppante de Sridharan U (g, f) associée a une algebre de
Lie (g, [.,.]) ordinaire et un 2-cocycle f du complexe de Chevalley-Eilenberg
est le quotient de P’algebre tensorielle T'(g) par I'idéal bilatere engendré par
les éléments vy ® vy — ve ® v1 — [v1,v2] — f(v1,v2) oll v et vy parcourent
g. Dans [Sr] R. Sridharan montre que cette algébre ne dépend que de g et
de la classe de cohomologie de f dans H?(g, k), que U(g, f) est une algebre
presque commutative au sens de [K1] et que, pour toute algébre presque
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commutative .4 dont le gradué associé est une algebre symétrique, il existe
une algebre de Lie g et un 2-cocycle f € Z2(g, k) tel que A= U(g, f).

Dans le cas quantique, nous associons & la donnée d’une algebre de
Lie quantique (g,c,[.,.]) et d’'un 2-cocycle de g au sens de 8.9 une algebre
U.(g, f), analogue de I’algébre enveloppante de Sridharan.

DErINITION 9.1. — Soient g une algébre de Lie quantique relativement
a la symétrie de Hecke ¢ et f un 2-cocycle de g. On appelle algébre
enveloppante généralisée de g relativement a f, I’algébre U.(g, f), quotient
de l’algebre tensorielle sur g par I’idéal bilatere engendré par les éléments
de la forme vy ® vz — c(v1 @ V) — [v1, 2] — f(v1,v2) Ol v1 et vy parcourent
g.

Remarque. — Lorsque f est la forme nulle, 'algebre U.(g, f) est
lalgebre enveloppante U.(g) et lorsque le crochet et la forme sont tous
deux nuls, c’est Palgebre symétrique S.(g).

Nous notons idy 'identité de ’algébre U.(g, f). Dans les démonstra-
tions, nous poserons U = U.(g, f).

A tout 2-cocycle f d’un algebre de Lie quantique (g, ¢, [.,.]), associons
I’application f’ de g®" dans g®("~2) définie par la formule :
(9.1)
=" () @ In-2) (L @ ;)L — (T2 ® £)(IL ® I)IL) .

1<i<j<n

Nous appelons f" la composée de f’ avec la projection de g®(™~2) dans
AZ7%(g)-

Remarque. — La restriction de f & g®2 est nulle. Lorsque la symétrie
c est la volte, la forme f est identiquement nulle sur toute ’algebre T'(g).

10. Homologie de Hochschild des algebres
enveloppantes généralisées.

Nous reprenons les notations du paragraphe 9. Sous certaines condi-
tions, il est possible de construire un complexe du type Chevalley-Eilenberg
(analogue quantique de celui décrit dans [K1]) qui est une résolution de
U.(g, f) par des U.(g, f)-bimodules. Ce paragraphe est consacré & cette
construction.



1144 MARC WAMBST

Définissons 1'opérateur d,. (resp. d¢) de U.(g, f) ® g®™ dans U,(g, f)®
g®=1) (resp. de g®" ® Uc(g, f) dans g®"~V) @ Ue(g, f)) en posant :

dr = (mY ®id®" V) (idy ®A4.) ( resp. d¢ = (iId®" ) @ mY) (4,®idv))

ot mY désigne la multiplication de ’algébre U.(g, f).

LemME 10.1. — Soit f un 2-cocycle sur l’algébre de Lie quantique
(9,¢,[.,.]) tel que f' =0. Alors I'application d de U.(g, f) ®g®"®U.(g, f)
dans U.(g, f) ® g8~V ® U.(g, f) donnée par :

d=d, ®idy +idy ®D, ® idy +(—1)" idy ®d,

est de carré nul.

Démonstration. — Calculons :

d? = [d2 + d,(idy ®Dp) + (idy ®Dp—1)d;| ® idy
+idy ® Dp—1Dyp @ idy +(—1)"((d ® idy)(idy ®de)
— (idy ®de)(d- ® idy))
+ (=1)"idy ® [(=1)""d} — de(Dn ® idy) + (Dn—1 ® idy)de] -
D’apres les lemmes 3.1.b et 8.1, la seconde et la troisiéme lignes de cette
somme sont nulles. Il reste :

(10.1)
@ = [(mY m§ ®L)(idy ®P,)] ®idy — idy ® [(Jn—2 ® mY m¥)(R, ® idy)]

ou P, est défini par (8.4) et ou I'on a posé :
Ry, = (=1)""Y((Dn-1 ® I1)An — Ap_1Dp) + (An—1 ® ) A,
Nous allons établir la formule :
(10.2) Ro=(In—cno1 = [ Jnc1) Y (), © 0T
1<i<j<n

Pour ce faire, calculons :

AniDn= Y (PRGN + ) (1R
1<k<i<j<n 1<i<k<j<n
+ Z (—1)7HRA L NG + Z(_l)j+i+nﬁiNi,j-
1<i<j<k<n 1<i<j<n
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Il s’agit de faire commuter ITj, et NV; ;. Les relations

MpN;; = (Ni—y,j—1® L) sil<k<t,
3 HkNi’j = (Ni,j—l ® Il)Hk sit<k< 7,
et Hk_lNi’j = (Ni,j ® Ih) I sij<k<mn,
peuvent étres obtenues en considérant les diagrammes correspondants.
Nous ne les tracerons pas ici. Finalement :

n—1
An—an = Z(-l)n-‘k Z (_1)j+1 (Ni,j ® Il) l:Ik
k=1

1<i<j<n—-1
+ Z (_1)i+j+n+lﬂiNi,j

1<i<j<n
=(Dn1@L)An+ 3 (-)HHHILNG,
1<i<j<n
ou encore
(=) ((Dn1 ® 1) An — Ap_1Dp) = ) (1) LN ;.
1<i<j<n
o /) Lo by
l } \lw l l W\J) i
~ ~ /
(iiic) ( (iii.2) ( [
SIS S
Figure 28

D’apres les points (iii.a) et (iii.c) de la définition 7.1, nous avons ’équiva-
lence de la figure 28 qui représente la relation : ﬁiNi,j = [, .]n_l(fli ®
), . Dot :

()" N (Dp-1 ®I1)An = Ap_1Dp) = Y (=1, ]y (T @ )T,
1<i<j<n

En retranchant terme & terme cette derniére formule de l'identité (3.4),
nous obtenons (10.2). La formule (10.1) devient :

@= 3 ()" idy ®[(f ® In-2)(h ®TL;_1)TL;
1<i<j<n
— (In—2 ® f)(IL; ® I)11;] ® idy
=idy ®f' ®idy .
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Ce qui est nul par hypothese. O

Nous construisons deux complexes ayant d pour différentielle. Soit
(g,¢,[-,-]) une algebre de Lie quantique munie d’un 2-cocycle f tel que
f' = 0. Nous avons le complexe

T*(Uc(ga f)v Mb) = (Mb Que (Uc(g’ f) ® g®* ® UC(g’ f))’ ldM ®d)

pour tout U.(g, f)-bimodule M,.

L’application d passe au quotient en induisant une différentielle d de
Ud(g, f) ® A7 (g) ® Us(g, f) dans Uq(g, f) ® A2(g) ® Us(g, f). Ainsi pour
tout 2-cocycle f de g vérifiant f' = 0 et tout U.(g, f)-bimodule M, on a
le complexe

C*(UC(gv f)7 Mb) = (Mb Que (UC(Q’ f) ® Az (9) ® Uc(ga f))y ldM ®d) .

ExEmPLES 10.2.

(1) L’algebre U.(g, f)° est un U.(g, f)-bimodule d’une fagon naturelle.
On a 'isomorphisme de complexes

Cu(Uc(g, £), Uc(g, £)°) = (Uc(g, f) @ A2(8) ® Ue(g, f), d) -

(2) L’algebre Uc(g, f) est également un U.(g, f)-bimodule. Nous iden-
tifions le complexe C.(U.(g, f),Uc(g, f)) & (Uc(g,f) ® AX(g), J) ou d est

la différentielle donnée, sur un élément homogene £ =  ® g1A---Ag, €
Uc(g, f) ® AZ(g), par la formule

n
d(€) = 21 ® g Ngn + D _(-D)* 1Y 25k ® GiA - AGr-1Agk+1A- - -An
k=2 (ke

n—1

+ Z(—l)iﬂﬂ ® g1+ A[gi, git1]A - Agn

1=

1
+ Z Z (-1’2 @ giA- - [9i, 85) ® Gir1A- - Gi—1AGj11A - Gn
1<i<j+1<n+1 (j—1i)e

n
+ (=1)"gnz ® g1A. . . Agn-1+ E(—l)k Z kT @ Q1A - Gks1ATk1A- - -
k=2 (k)

suivant les conventions (3.6) et (3.7).
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Enoncons le résultat principal de ce paragraphe.

ProprosiTioN 10.3. — Soient k un corps de caractéristique nulle, g
une algébre de Lie quantique relativement a la symétrie de Hecke c et f est
un 2-cocycle de g tel que f’ = 0. Si de plus, le gradué associé a la filtration
canonique de l’algébre U,(g, f) est égal & S_(g), alors le complexe

Ce(Uc(g, ), Uclg, £)°) = (Uc(g, f) ® A(9) @ Ue(g, f), d)
est une résolution libre de U.(g, f) par des U.(g, f)-bimodules.

Démonstration. — Le complexe est libre par construction. Considé-
rons la filtration canonique de U. Elle induit une filtration sur le complexe
C,(U,U®). Comme gr(U) = S, le terme E° de la suite spectrale est donné
par

(Eo)do) = (S®A* ®S’db) = K*(57 Se)b‘

Ce dernier complexe est acyclique d’apres le point (c) de la proposition 4.1.
Par conséquent, C(U, U*®) est acyclique. O

Appliquons le foncteur U.(g, f)®u,(g,r)c— & cette résolution. Il en
résulte le

CoRrOLLAIRE 10.4. — Sous les hypothéses de la proposition 10.3,
I’homologie de Hochschild de U,(g, f) est donnée par

HH.(Uc(g, f)) = Hi (Cu(Uc(g, f), Uec(g, f))) -

11. Une algébre d’opérateurs différentiels
sur D’espace affine quantique multiparamétré.

Plagons-nous sur un corps k de caractéristique nulle. Soit V un k-
espace vectoriel de dimension N muni d’une symétrie simple ) de marque
q et de rang N. Nous supposons la symétrie () définie par la famille de
scalaires (g;;)i j=1...n. Introduisons une famille (p;);=1...n de scalaires non
nuls. Soit W = V @ V un espace vectoriel de dimension 2N et de base
{z1,..,ZN,01,...,0n}. Les formules suivantes définissent une symétrie
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simple Q' de marque q et de rang 2N sur W.

Q'(zi ® ;) = ijz; ® T pour ¢ < j
Q'(r; @ zj) = ¢ijz; @i + (1 — q)z; @ xj pour i > j
Q'(9; ® 9;) = ;j0; ® 0; pour ¢ < j
Q0 ®9;) =¢i;0; ®; + (1 — q)8; ® 9; pour i > j
Q'(zi®0;) = ¢;i0; ®x; pour i # j
Q' ®x;) = ¢;iz; ® 0 + (1 — 9)9; @ x; pour i # j
Qz:®08;)=p; 0 ®z; pour tout i

Q0;®x;) =qpizi ®9; + (1 — q)z; ® b; pour tout 3.

Nous munissons W du crochet de Lie trivial [.,.] = 0 et de la forme bilinéaire
f nulle sur tout couple d’éléments de la base sauf sur les couples (z;,d;) et
(0s, z;) pour lesquels on a :

f(xivai) = -pz_l et f(aiaxi) =q.

On vérifie aisément que la forme f est un 2-cocycle de I'algebre de Lie quan-
tique (W, Q’,[.,.] = 0). Nous formons alors 1’algebre enveloppante généra-
lisée Ug: (W, f). Cette algebre est isomorphe & une algébre «d’opérateurs
différentiels» sur le plan affine quantique multiparamétré Sq(V') au sens
suivant.

Sur Sg(V), nous définissons la division d’'un monéme z* = z* ... 2N
par la variable z; en posant :

o i—1

_ g aj a;—1 an
?_ qui N P 3%
4 k=1

lorsque a; > 1. Définissons, pour tout ¢ = 1,..., N, une «dérivée partielle»

en posant :
6wi P

oP _ P(:cl,...,pixi,...,wN)—P(:z:l,...,:c,-,...,xN)
Oz; (pi — 1)z

ol P est un élément de Sg(V) vu comme un polynéme en les variables
ordonnées zi,...,2yN. Sur un élément homogeéne z*, on aura donc :

oz i—1
— , (o] aq Qi—1, 0;—1,_ Qit1 anN
oz, = (Pi)as Ilqsis Ty Tl T Tipy - Ty
K s=1
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(07

sia; >1et i = 0 si a; = 0. Si 'on note encore z; la multiplication &
gauche par z;, on a les formules suivantes :
0 0 .
éx_ixi - pimi%—i =1 pour tout ¢
(11.1) —a-xj — qj,'a:j—a— =0 pour tout ¢ # j
oz; oz;
o 0 a 0

— _g—— =0 our tout ¢ < j.
Ox; Ox; qﬂazj Ox; P =7

L’algebre des opérateurs différentiels ainsi définie est engendrée par z;,.. .,

0 0
TNy = ooy ——
N o1 ozn
est isomorphe & Ug/ (W, f) d’une maniére naturelle.

, les relations (11.1) et la relation z;z; = g;jz;z;. Elle

Les relations (11.1) et le lemme suivant nous permettent d’affirmer
que l'algebre graduée associée & Ug/ (W, f) est isomorphe a Sg/(W).

LemME 11.1. — La famille
F={ad .. a0} o penn
est une base de I’algébre Ug: (W, f).

Démonstration. — 1l est clair que la famille F engendre ’algeébre. En
effet, les relations de commutation (11.1) permettent d’écrire un élément
quelconque sous la forme d’une combinaison linéaire d’éléments de F.
Montrons qu’elle est libre.

Pour tout multi-entier v € NV, notons |v| la somme |v| = v1+- - -+vn.
L’algebre Ug: (W, f) étant isomorphe & une algébre d’endomorphismes de
Sq(V') nous pouvons appliquer un élément

2= 2 : Ao g - SN BN
lal<p
18l<q
ol p et ¢ sont deux entiers et Ay g € k, & un élément ¥ = z7* --- .

Posons 9° = Bf‘. . .813\,’”. Si |B] > |v| alors 8%(z¥) = 0 et si
|8 = |v| alors on a 8°(x?) # O si et seulement si B = v. Or la famille
{z7*, -+, 23" }aenn~ est une base de Sg(V), elle est donc libre sur k. Ainsi il
suffit d’appliquer successivement z & tous les monoémes zv tels que |v| = 0,
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|lv] = 1,...,|Jv| = ¢ pour qu'un raisonnement par récurrence nous donne
que, pour tous a et 3, Ao g =0 siz=0. O
On ale

LeEMME 11.2. — Lorsque q = 1, la forme f vérifie la condition f' = 0
sur algébre de Lie (W,Q’,][.,.] =0).

Démonstration. — Nous montrons que f/ = 0 sur les éléments
homogenes de la forme

<=mi1®xiz®"‘®xin®aj1®"'®a'm

Ui <tg < -+ <ipetg <jJo<-- < Jm Comme ces éléments sont
les représentants dans W®(™m+n) d’éléments qui engendrent linéairement
Ag,*' ™(W), cela démontrera le lemme. On a :

J(k)-1

Q)= Z( 1)/ H‘hszk H Qjsir H‘hkzs

ik G]. s:,ék

m n m
I s I @ I] G |20® 0700 08,8 -0,
s=j(k)+1 s=k+1 s;]=_(1k)

3(k)—1

n
=y (~1)j<3)+1(qk‘1—qm‘j(")) H Gii H i
k=1

=1 s=k+1
W CIx

Xxh@...@z’;c@...@é;@)...@a.m

ou j(k) désigne I'entier tel que j;x) = ix. Puisque ¢ = 1, la somme est
nulle et la propriété f' =0 est bien vérifiée. O

Jusqu’a la fin de ce paragraphe, nous nous plagons dans le cas ou
g = 1. D’apres les lemmes 10.1 et 11.2, nous pouvons former le complexe

Cu(Ug (W, f), Ugr (W, ) = (U (W, ) ® Ay (W), d)

dont I’homologie est I'homologie de Hochschild de Ug: (W, f) d’apres le
corollaire 10.3.
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Par exemple, si nous supposons que, pour tous i et j, g;; = 1 et p; = p,
alors la différentielle d s’exprime de la fagon suivante. Pour a € U, on a :

d(a) =0
d(a® 8;) = ad; — dia

dla® z;) = az; — z;0

d(a ® d;Az;) = (ad; — pd;a) ® x; — (paz; — z;a) @ 8; .

Soit u; un élément de Ag/ (W) égal soit & x;, soit a 0;, soit & G;Ax;.
La différentielle d opere comme une dérivation sur ces éléments; on a la
formule :
n
d@a®@ui A Aug,) = Z(—l)lull“L"'lu"k—1 ld(a ® us, ) A, A- - Ui N+ U,
k=1

ou {i¢1 < --- < in} est une partie ordonnée de [1,..., N].

Dans ce cas particulier, I’algebre Ug: (W, f) a également été définie et
la résolution C.(Ug/ (W, f),Ugq/ (W, f)¢) construite dans [K2] pour N =1
et dans [SR] pour N quelconque.

Appendice :

Structure d’algebre de Lie quantique
sur ’espace quantique multiparamétré
de dimension inférieure ou égale a 3.

Soit k un corps de caractéristique nulle. Nous allons déterminer toutes
les structures d’algebre de Lie quantique sur V relativement & une symétrie
simple involutive @) = ¢ lorsque la dimension N de V' vaut 2 ou 3.

Lorsque V est de dimension 3, nous notons {z, y, 2z} une base. L’espace
vectoriel V est une algebre de Lie quantique lorsqu’on le munit de 'un des
trois crochets de Lie définis

(i) par [z,y] =az ou a€k et|z,2]=[y,2z] =0 sicestlasymétrie
involutive définie par
(z®y)=qy ® =
(y®z)= ¢ '2®y
(r®2)= qz ® z,
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(i) par [z,y] =7z, [z,2] =Py, [y,2]=az ou a,B,y€k sicest
la symétrie précédente avec ¢ = —1

(iii) et par [z,y] = oz, [y,2] =7z et [z,2] =0 pour a,B €k sic
est la symétrie involutive donnée par :

c(z®y)=y ® =
c(y®z2)=2 @
(z®2)= qz®«z.

Il est aisé de voir chaque fois que l'identité de Jacobi est réalisée.
Ecrivons-la sous la forme : [.,.][.,.]1(I3 + c1c2 + c2¢1) . On vérifie que dans
les trois cas

[l h@®ye2) =[]l hy®z®z) =, ][, -h(z®x8y) =0.

La permutation circulaire par ¢ n’est autre, & la multiplication par un
scalaire pres, que la permutation circulaire ordinaire. L’identité de Jacobi
est donc vérifiée. La c-antisymétrie est implicitement exprimée dans la
définition des crochets. Nous laissons le lecteur vérifier I'identité : c[.,.]; =
[., .]261 Co.

ProprosiTioN Al. — En dimensions 2 et 3, les seules structures
d’algébre de Lie quantique relativement & une symétrie simple involutive
sont les trois définies ci-dessus, les structures d’algébres de Lie usuelles rela-
tivement a la volte et les structures dont le crochet de Lie est identiquement
nul.

Démonstration. — Nous exclurons de cette démonstration le cas ou
la symétrie est la volte. La classification des algebres de Lie de dimension
inférieure ou égale & 3 est classique (cf. [J]). Comme c est involutive, le
crochet de Lie doit vérifier les trois axiomes suivants :

M) [hle=-L1,
2 LAl de =100 Ji(idges —c2) ,
(3) C[., .]1 = [., .]26162 .

Si nous exprimons les trois axiomes en fonction de constantes de
structure, nous obtenons le
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LEMME A.2. — L’application bilinéaire sur V donnée pour tous i et

N
(@i, ;] = Z Ciixs
s=1

ou C;; € k pour toust, j et s, est un crochet d’une algébre de Lie quantique
relativement a c si et seulement si pour tous les entiers i, j, k et s variant
delaNona:

(1) Ch=-a5C,

N N
@ Y. Cncs =3 (C5Cx — aikCECL)

r=1 r=1

(3) airgikCE = a:Cy; .

A Taide de ce lemme, nous montrons dans un premier temps, qu’il n’y
a pas, en dimension 2, de structure non triviale d’algebre de Lie quantique
relativement a c. Sur la base {z,y}, la symétrie ¢ est donnée par :

cr@zr)=z@z c(z®yY)=qy®@z et (YY) =y®y.
Nous cherchons un crochet qui satisfasse aux conditions :
[z,2] = [ly,5] =0 et [z,y] = Clz+Clay.
La relation (3) impose que, pour k£ =1 ou k = 2, on ait

q1x92kChs = quxCly et qikq2kCh = @2k Cy

et donc que
g2k = 1 pour k =1,2 1k =1 pour k=1,2
ou et ou
0%2 = 0 C]?z = O.

Comme ¢ n’est pas la volte, on a nécessairement q;2 # 1 et donc les
constantes de structure CJ, et CZ, sont toutes deux nulles.

Dans un second temps, nous montrons qu’en dimension 3, les seules
structures possibles sont celle décrites précédemment. Le raisonnement
repose sur le
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LeEMME A.3. — Soient i, j et k trois entiers distincts deux & deux,
(o) si C}; #0, alors pour tout s on a gjs =1,

(B) si CZJ # 0, alors pour tout sona ¢s=1,

qji = Qki
(7) si CE +#0, alors on a { %ij = Qkj
qik = qkj -

Ce lemme se déduit immédiatement de la relation (3). Dans le cas de
la dimension 3, 7, j et k sont pris dans I’ensemble {1, 2, 3}. Or on constate
que si deux au moins des conditions (), (8) et (7) du lemme sont réalisées,
alors tous les scalaires g;; sont égaux & 1 et nous nous trouvons dans le cas
de la volte que nous avions exclu. Nous allons successivement examiner les
trois situations (), (B) et (7). Posons i =1 et j = 2.

() Supposons que C}, # 0 alors pour s = 1,2,3 0n a: ggs = 1, c’est &
dire ¢ est donnée par :

(rRy)=y®z c(y®z)=2Qy et c(z®2)=q32Q<c

ol qi13 = q # 1. D’apres (), (B) et (7), il apparait alors que les
seules constantes de structure non nulles sont Cl,, C3; , C3; et C3, . Nous
avons ainsi obtenu la troisiéme algebre de Lie quantique annoncée dans la
proposition A.1.

(B) Le cas ou CZ, # 0 est le méme que le précédent : il suffit d’échanger
T et y.

(7) Il nous reste & examiner le cas o C3, # 0. On peut supposer que
pour tous ¢ et j, les constantes C’iij et ij sont nulles, faute de quoi, on se
retrouverait dans les situations précédentes.

Supposons que C}; = C% = 0. La condition C3, # 0 impose
@21 =31, qi2=¢G32 €t g3 =¢s2.

Nous sommes dans le cas ou la symétrie et le crochet sont les suivants :

(z®y)=qy®=z [z,y] = CP,2
cy®z2)=q 2@y et ly,2]=0
c(zr®2)=qzQ«x [z,2] =0.

C’est I’exemple (i).
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Supposons maintenant que C3; # 0. La condition () pour C5, et Cl,
impose

@23 =¢q32 et q2=qs, qi2=¢g32, et q3=gs2,

c’est-a-dire tous les scalaires sont égaux a 1 ou —1. Comme la symétrie est

différente de la volte, nous avons ¢;; = —1 quand ¢ et j sont distincts. Nous
sommes dans le cas de I’exemple (ii). a
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