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COMPLEXES DE KOSZUL QUANTIQUES
par Marc WAMBST

Introduction.

Les années 1980 ont vu -souvent sous l'impulsion de la physique
théorique-la naissance de nouvelles théories mathématiques qui se rangent
dans le cadre de ce qu'on appelle la «géométrie non commutative». Dans
ce cadre, les objets de base ne sont plus les espaces, mais les algèbres
associatives tandis que les algèbres de Hopf tiennent lieu de groupes de
symétrie.

Dans cet esprit, A. Connes [Co] a inventé en 1980 Phomologie cyclique
pour servir de généralisation non commutative à la cohomologie de de Rham
des variétés. Les techniques mises ultérieurement au point pour la calculer
s'appliquent aux algèbres associatives les plus générales. Or la théorie
des groupes quantiques -apparue également dans la dernière décennie
sous l'influence directe de problèmes de physique quantique- fournit une
grande quantité d'algèbres associatives qui sont des déformations non
commutatives d'algèbres commutatives associées à des objets géométriques
tels que groupes de Lie, espaces homogènes, etc. L'exemple le plus simple de
telles algèbres «quantiques» est donné par le plan quantique : c'est l'algèbre
engendrée par les deux «coordonnées» x et y et la relation xy = qyx où
q est un paramètre.

Il est tentant d'imaginer que pour ces algèbres «quantiques» qui ne
sont pas loin d'être commutatives, des techniques issues de l'algèbre com-
mutative vont servir, convenablement adaptées, au calcul de leur homolo-
gie. Or, les complexes de Koszul forment l'un des outils les plus puissants
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- Homologie cyclique - Homologie de Hoschschild.
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de l'algèbre homologique. On sait qu'ils apparaissent directement dans des
problèmes de géométrie algébrique, mais aussi de manière indirecte dans
les complexes de Chevalley-Eilenberg qui calculent Phomologie des algèbres
de Lie. Il paraît donc important d'en avoir une version «quantique».

Le but de cet article est précisément de construire des versions
«quantiques» des complexes de Koszul et de les utiliser pour le calcul de
Phomologie de Hochschild et de Phomologie cyclique de certaines algèbres
«quantiques».

La situation dans laquelle nous nous plaçons est celle, déjà considérée
par Gurevich [G], Lyubashenko [L] et Manin [M], où Pon se donne un espace
vectoriel V et une symétrie de Hecke c, c'est-à-dire un automorphisme de
V (8) V vérifiant l'équation de Yang-Baxter et dont le polynôme minimal
est quadratique. L'automorphisme c est une généralisation de la volte
qui échange les deux composantes de V 0 V. A cette donnée on attache
deux algèbres Sc(V) et A.c(V) qui jouent le rôle d'algèbres symétrique
et extérieure respectivement. Gurevich [G] a construit des complexes de
S^(y)-modules analogues aux complexes de Koszul traditionnels et établi
des théorèmes d'acyclicité.

Nous donnons une présentation indépendante de ces complexes que
nous utilisons pour définir des résolutions libres de bimodules pour Sç(V)
et ^c(V)' ^ecl nous permet de construire un «petit» complexe calculant
Phomologie de Hochschild de Sc(V). Nous décrivons un quasi-isomorphisme
entre ce «petit» complexe et le complexe standard de Hochschild. On a ainsi
une version «quantique» du théorème de Hochschild-Kostant-Rosenberg
qui est central en homologie cyclique pour les algèbres commutatives
régulières.

Nous appliquons ces résultats au cas de l'espace affine quantique
multiparamétré qui est l'algèbre engendrée par des variables ;z*i , . . . ,rr^v
et des relations du type :

X i X j = Q i j X j X i .

Nous en calculons Phomologie de Hochschild. Lorsque la famille de pa-
ramètres (qij)ij est «générique», on observe un phénomène déjà noté dans
[FT], à savoir que la dimension homologique (au sens de Phomologie de
Hochschild) de cette algèbre - qui vaut 1 - est très inférieure à sa dimen-
sion «géométrique» N définie comme la dimension homologique de l'algèbre
commutative K[x\^... ̂ XN\ déformée. Dans le cas «générique», nous cal-
culons également Phomologie cyclique de l'espace affine quantique.
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Dans un deuxième temps, nous étudions Phomologie des algèbres de
Lie «quantiques», définies, à peu de choses près, comme dans [G]. A chaque
algèbre de Lie quantique 9, nous associons une algèbre enveloppante Uc(o)
et diverses versions «quantiques» des complexes de Chevalley-Eilenberg.
L'une d'entre elles donne Phomologie de Hochschild de (7c(s). Nous expli-
citons ces constructions sur une version «quantique» de l'algèbre de Weyi.
Son intérêt vient de ce qu'elle apparaît comme une algèbre d'opérateurs
différentiels sur l'espace affine quantique multiparamétré.

Les résultats de cet article ont été partiellement annoncés dans [Wa].
En ce qui concerne les démonstrations, elles sont radicalement différentes
des démonstrations classiques et les éclairent sous un jour nouveau en
permettant de mieux comprendre le «coût» des relations de commutation
utilisées. Ici, toutes les applications linéaires qui entrent en jeu sont définies
uniquement à partir de la symétrie c et des opérations de composition et
de produit tensoriel, ce qui engendre des formules algébriques complexes et
malaisées à suivre. Aussi, nous avons eu recours dans les démonstrations à
un langage pictural qui facilite leur lecture. Cet appel au dessin est dans le
droit fil de travaux récents [JS] [KT] [RT] utilisant le lien entre le formalisme
des groupes quantiques et la topologie en basse dimension.

Décrivons plus en détail le contenu de chaque paragraphe. Le § 1
est consacré à la définition des symétries et à quelques constructions de
base. Au § 2, nous introduisons les algèbres symétriques et extérieures
quantiques. Nous définissons les complexes de Koszul quantiques au §3.
Nous démontrons des résultats d'acyclicité pour ces complexes au §4.
Au § 5, nous explicitons un «petit» complexe calculant Phomologie de
Hochschild de Se (V) et le comparons au complexe de Hochschild standard.
Le §6 est consacré au calcul des homologies de Hochschild et cyclique de
l'espace affine quantique multiparamétré défini plus haut.

Au § 7, nous abordons la seconde partie avec les algèbres de Lie
quantiques et leurs algèbres enveloppantes. Leurs complexes de Chevalley-
Eilenberg sont construits au §8. Au §9, nous étendons la définition des
algèbres enveloppantes à la situation où, en plus de l'algèbre de Lie quanti-
que, on dispose d'un 2-cocycle. Cette extension couvre des exemples comme
l'algèbre d'opérateurs différentiels quantiques mentionnée plus haut qui est
l'objet du §11. Au §10, nous construisons un «petit» complexe calculant
Phomologie de Hochschild des algèbres enveloppantes généralisées. Enfin,
dans un appendice, nous déterminons les algèbres de Lie quantiques en
dimension ^ 3.
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Ce travail a été réalisé sous la direction de M. Christian Kassel et est
empreint de ses innombrables conseils et suggestions.

Notations.

Dans tout ce travail, nous notons N l'ensemble des entiers naturels
et N* l'ensemble des entiers strictement positifs. Nous désignons par k un
anneau commutatif et par V un module libre de rang fini N sur k. Tous les
produits tensoriels sont pris sur k. Nous notons T(V) l'algèbre tensorielle
de V et, pour tout entier positif n, In l'opérateur identité sur V0".

Pour tout élément inversible v de k et tout entier n, nous définissons
le scalaire {n)y en posant :

i/1- 1
| ^ = = 0 , (IL = 1 et {n}y = — — — = ^ n ~ l + . . . ^ / + l p o u r n > 2 .(0) v — 1

Lorsque y = 1 on a simplement {n)y = n. Nous notons N^ (respectivement
N^ ) l'ensemble des éléments (n)^ quand n parcourt N (resp. N*). De plus,
nous avons pour tous entiers m et n :

(0.1) (m -h n)y = (mL + ̂ (n)^ .

Enfin si .4 est une fc-algèbre associative, nous notons A° l'algèbre opposée
et Ae = A<S)A° le produit tensoriel de l'algèbre A et de l'algèbre opposée.

1. Symétries.

Nous reprenons la notion de symétrie donnée par Gurevich [G] et
Lyubashenko [L].

DÉFINITION 1.1. — Soie V un k-module de rang fini N.

(1) On appelle symétrie un automorphisme c de V 0 V qui vérifie
F équation de Yang-Baxter :

(1.1) CiC2Ci = C2CiC2

OÙ Ci = C 0 idy et C2 = idy 0C.
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(2) Une symétrie c sur V est une symétrie de Hecke s^il existe un scalaire
inversible v ç k tel que la relation

(1.2) (c+^idv<g)v)(c-idv0v) =0 .

soie vérifiée. Le scalaire v est appelé la marque de la symétrie de Hecke c.

Remarque. — Quitte à se placer dans une extension algébrique de
fc, tout automorphisme c dont le polynôme minimal est de degré <: 2
vérifie une équation de la forme (1.2) après multiplication par un scalaire
convenable.

EXEMPLES 1.2.

(1) Une symétrie involutive est une symétrie de Hecke de marque 1.

(2) L'application identité idy^y est une symétrie marquée de Hecke
de marque v pour tout v dans k.

(3) La volte r : v\ (g) v^ ^—> v^ 0 v\ est une symétrie involutive.

(4) Si c est une symétrie de Hecke de marque i/, alors —y~lc, c~1 et
—i/c~"1 sont des symétries de Hecke de marque i/~1, ̂ -1 et v respectivement.
Nous appelons la première d'entre elles la conjuguée de la symétrie de Hecke
c et nous posons c = —v~^c. De même, nous appelons conjugué d'un objet
ou d'une relation définis en fonction d'une symétrie de Hecke c, l'objet ou
la relation dans lesquels on a remplacé c par sa conjuguée.

(5) Nous nous attacherons particulièrement à l'exemple suivant. Soit
{<ïij)i,j=i...N une famille d'éléments de k telle que, pour tous i et j on ait
qn = 1 et QijQji = q où q est un élément inversible de k. Cette famille
définit une symétrie de Hecke Q de marque q de l'espace vectoriel V de
base {a ; i , . . . , x^} où l'on a posé :

(1 3) [ ̂ xi 0 x3^ = q i j x j 0 xi si î < j
\ Q(xi (g) X j ) = q i j X j (g) Xi + (1 - q)xi (g) X j si i > j .

Nous appelons une telle symétrie une symétrie simple de rang N. Elle est
liée à la représentation fondamentale du «groupe quantique » GLq(N) (cf
[K3]).



1094 MARC WAMBST

(6) Sur le ^-module de rang 2 de base {rc,î/}, les formules suivantes
définissent une symétrie involutive :

c(x 0 x) = —x 0 x

c(x<S)y)= y<S>x

. c(y 0 y) = x Ç ^ x + y ^ y .

On trouvera d'autres exemples dans [L] et [G].

1.3. CONSTRUCTIONS DE BASE. — A partir d'une symétrie de Hecke
c de marque v^ nous allons construire des endomorphismes de l'algèbre
tensorielle du module V. Pour n > 2, nous définissons les automorphismes
ci, ..., Cn-i, IIi(c), .. . , II^(c) et lÏi(c), ..., fln(c) de V^ de la manière
suivante :

Ci = J^-i 0 c (g) In-i-i s i l < î < n - l ,
nfc(c) =c i . . .C fe - i pour f c = 2 , . . . , n

et ^(c) = Cn-i... Ck pour A; = 1,..., n - 1.

On pose de plus : IIi(c) = IIn(c) = In. Définissons de même les
endomorphismes de V071 :

(1.4) A,(C) = f^-l)1-^) , Bn(c) = ̂  ̂ -^(C) ,
k=l k=l

(1.5) A,(c) = ̂ (-^-^(c) , B,(c) = ̂  ̂ -^.(c).
A;=l k=l

Posons également Ai(c) = Ai(c) = ^i(c) == -Si(c) = II et Ao(c) =
Ao(c) = Bo(c) = Bo(c) == 0. Lorsqu'il n'y a pas de confusion possible, nous
écrivons simplement Tlk et îî-k au lieu de II/c(c) et lÏfc(c) et An ,Bn, An et
Byi au lieu de Ayi(c), Bn(c), An(c) et Bn(c). Remarquons de plus que les
opérateurs An et Bn, (resp. An et En) sont conjugués l'un de l'autre au
sens de l'exemple 1.2.4.

1.4. REPRÉSENTATION GRAPHIQUE. — Afin de simplifier les démons-
trations à venir, nous représentons les morphismes de fc-modules / de V^
dans Y09 par des diagrammes du type de celui de la figure 1. Nous di-
rons que deux diagrammes sont équivalents, ce que nous noterons "~", s'ils
représentent le même morphisme. L'identité Ip de V^ sera représentée par
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le diagramme dans lequel on joint les points superposés et la composition
de deux morphismes / et g :

y<S>P )Y^>Q 9 )Y^>r

par la concaténation de deux diagrammes comme dans la figure 2. Le
produit tensoriel d'un morphisme / de V^ dans Y09 par un morphisme
g de Y071 dans V^8 se traduit par la juxtaposition des deux diagrammes
correspondant respectivement à / et à g. C'est ce que montre la figure 3.
Il en résulte que la relation

(1^) / 0 g = (f 0 id)(id(g^) = (g 0 id)(/ (g) id)

qui est une conséquence de la fonctorialité du produit tensoriel, s'illustre
graphiquement par l'équivalence des diagrammes de la figure 4.

I p :

Figure 2
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p+r

q s

Figure 4

Convenons de représenter une symétrie c par le croisement de deux
«brins» d'un diagramme, comme dans la figure 5. L'équation de Yang-
Baxter se traduira alors par l'équivalence de diagrammes de la figure 6.
Les opérateurs c^, 11̂  et Hi introduits en (1.3) se représentent par les
diagrammes des figures 7 et 8. Rappelons que le groupe des tresses d'Artin
Sn est le groupe engendré par des générateurs o- i , . . . , (7n-i et les relations

(Tiai^o-i = ai^\ai0i^.\ et (TiOj = ajOi si \j - i\ > 1 .

L'équation de Yang-Baxter (1.1) montre qu'une symétrie c induit une
représentation p de ^Bn sur y071 par p(o'z) = Ci pour tout i <: n — 1.
Un opérateur provenant de cette représentation peut se représenter par
un diagramme de n «brins» qui s'entrecroisent. Nous appelons tresses les
diagrammes de ce type.

/
Figure 5

Figure 6
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1 2 i M-l

Figure 7

n;

Figure 8

2. Algèbres symétriques et extérieures quantiques.

Construisons des analogues des algèbres symétrique et extérieure
d'un A-module V relativement à une symétrie de Hecke c. Ce sont les
objets de base de cet article. Ils vérifient des propriétés qui sont les
pendants d'énoncés bien connus pour les algèbres symétriques et extérieures
classiques.

DÉFINITION 2.1. — L'algèbre symétrique Sc(V) (respectivement
extérieure ^c(V)) du module V relativement à la symétrie de Hecke c de
marque v est le quotient de l'algèbre tensorielle T(V) par ridéal bilatère
gradué I^(V) (resp. Ic~(V)) engendré par les éléments v-i 0 v^ - c{v-i 0 v^)
(resp. v\ (g) z?2 + ̂ "^(^i (g) v^)) où v\ et v^ parcourent V.

Les algèbres 5c(V) et A^(V) héritent de la graduation naturelle de
l'algèbre tensorielle T(V). Nous notons S^(V) et A^(V) les fc-modules des
éléments homogènes de degré n et notons v\v^... Vn (resp. v\/\v^.. ./\Vn )
la classe d'un élément v^v'2' ' '^Vn dans l'algèbre symétrique (resp. dans
l'algèbre extérieure). Nous appelons p^ et p^ les projections de V071 dans
S^(V) et A^(V) respectivement. De plus, nous notons ids (resp. idA)
l'identité de l'algèbre symétrique (resp. extérieure).

Les algèbres symétrique et extérieure d'un module V relativement à
une même symétrie de Hecke c sont conjuguées l'une de l'autre. Nous avons
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les isomorphismes :

S^V)^^{V) et W)^S,(V).

Dans les démonstrations, afin d'alléger l'écriture, nous poserons sou-
vent S == S^V) et A = A^(V).

EXEMPLES 2.2.

(1) Lorsque c est la volte marquée par 1, on retrouve les algèbres
symétrique et extérieure usuelles.

(2) Si k est un corps et que c est l'identité de V, on a les isomorphismes
suivants pour tout v différent de 0 et —1 :

S^V)^T(V) et A^V)^k@V

où, dans le second cas, V est munie de la multiplication nulle.

(3) Soit Q une symétrie simple de rang N et de marque q donnée pour
une famille de scalaires (qij)ij=i...N- Les algèbres Sq(V) et Aç(V) sont
isomorphes aux algèbres engendrées sur k par a*i , . . . ,XN et les relations :

XiXj = QijXjXi pour i < j
pour Sc(V) et les relations :

Xi/\Xj = —q^Xj^Xi pour i < j et (1 + q)xi/\Xi = 0

pour A^(V). L'algèbre 5ç(V) est appelée espace affine quantique multipa-
ramétré.

La proposition suivante semble bien connue (voir par exemple [BGS]).
Sa démonstration est laissée au lecteur.

PROPOSITION 2.3. — Soit c (respectivement c ' ) une symétrie involu-
tive du k-module V. Désignons par c (D c' la. symétrie de V © V opérant
comme c sur V^V, d sur V ®V1 et comme la volte sur {V^V^^CV^V).
Nous avons alors les isomorphismes d'algèbres suivants :

Scec^vev^^Sc^^Sc^v')
et Acec/ (V@V1) ̂  A,(Y) 0g, A^ (V')

où 0ai désigne le produit tensoriel usuel des algèbres et 0gr le produit
tensoriel des algèbres graduées.
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3. Complexes de Koszul quantiques.

Dans ce paragraphe, nous allons construire des complexes de modules
sur S^(Y) et A^(V) à l'aide des endomorphismes définis en 1.3. Ces
complexes, que nous appellerons complexes de Koszul quantiques, sont des
généralisations des complexes de Koszul usuels tels qu'ils sont définis dans
[B] et [CE].

Etant donnée une symétrie de Hecke c de marque v, on définit les
quatre endomorphismes linéaires de V^^^

dr == Im (g) An , df, == Àm ̂  In , ^r = Im ̂  B^ , et ^ = È^ 0 In ,

et les deux endomorphismes de y^7^771-^)

db = (dr (g) Ip) + (-^(In ̂  df) et 6b = (6r 0 Jp) + (-l)71^ (g) ̂ ).

LEMME. 3.1. — Les applications dr, d^ 6r et 6^, (resp. db et 6b)
définissent par passage au quotient des applications S ç(V)-linéaires (resp.
A^(V) -linéaires)

dr : s^v) 0 y071 -^ s^v) (S) y0^-1)
^ : V^ (S) S^ÇV) -^ ̂ (n-1) (g) ̂ (V)

(respectivemeiiû

^ : AJV) 0 Y071 -^A^^(Y) ̂  y0(n-i)

(^^y^^A^Y) -.y^-i)^A^(y))

et une application S^ (V) -S^ (V) -linéaire (resp. A^(V)-A^(V)-linéaire)

db : s,(v) ̂  y071 ^ s,(v) -^ s,(v) ̂  y0^-1) ̂  ̂ (Y)
(respectiyejîlent

^ : A,(Y) ̂  Y071 ^ A,(Y) -^ A,(Y) 0 y0(n-l) 0 A,(V))

telles que F on ait :

(a) d2 = 62 = dj = 6] = 0,

(b) (dr (g) id.s)(id5 (g)^) = (id^ ̂ )(dr 0 id^),

(^ (g) idA)(idA 0^) = (idA 0^)(^ (g) idA),

( c ) ^=^=0 .
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Démonstration. — Le fait que dr et de passent au quotient est une
conséquence des inclusions suivantes :

dr(i^(v) (g) y071) c (if(v) (g) v) (g) v^71-1) c i^(v) <g) y^71-1)
^(v071 0 J^Y)) c v^71-1) 0 (v 0 ̂ (Y)) c y^71-1) 0 4+(v).

L'application (fc = dr ^ ïds-^(—l)71 ids ^de passe donc également au
quotient. Un raisonnement analogue vaut pour 6r, 6e et 6^.

Les applications 6n 6 s, et ^ sont respectivement les conjuguées des
applications dr, de et db. Nous ne démontrerons que les identités vérifiées
par ces trois dernières, celles vérifiées par 6r, ^ et 6^ s'en déduisant par
substitution de c à c.

(a) La restriction de dr (resp. de de) à 5^ <g) Y071 (resp. à Y071 (g) fi'771)
s'écrit

dr =(p^^)In-l)(Im^An)

(respectivement
de =(Jn-i0p^i)(A,0^)).

Il est aisé de constater que les restrictions de d^ et de dj aux mêmes sous-
modules sont données par les formules :

(3.1) d^ = (^+2 ̂  ̂ -2) (^m ̂  (II ̂  An-l)An)

et

(3.2) dJ = (J,_2 0 P^+2) ((An-l 0 A)A, 0 Im) .

Etablissons les relations suivantes :

(3.3) (A0A,-i)A,=(^-ci) ^ (-1)^'(A 011,) 011,
Kî<J<^-l

et
(3.4) (A,_i 0 A) 0 A, = (J, - Cn-i) ̂  (-l)^^1^- 0 A) 0 n,.

\<,i<j<,n

D'après l'équation de Yang-Baxter (figure 6), on a l'équivalence des tresses
de la figure 9. Il s'agit de la traduction graphique de la formule : (A 0
IIj)IIî = Ci (Ji 0 II,_i)IIj où les entiers i et j vérifient l < : j < ' t < T l — 1 .
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Ainsi on a :

(A 0A,-i)A, =^^(-I)^'(A 0n,)n,
Z=l J=l

= E (-^(A^n,)!!,
l^î<j<n-l

+ E(-i)^ci(Ji0n,-i)n^
i<j<î<n

=(Jn-ci) E (Ji0n,)n,,
i^^j<^-i

ce qui est la relation (3.3). Par un calcul analogue, on déduit la relation
(3.2) de la formule (FL,(g)Ji)n, = Cn-i(n,0Ji)lÏj+i pour 1 <, j < i < n-1.
Cette égalité résulte de Péquivalence des tresses de la figure 10 qui est elle
aussi une conséquence immédiate de l'équation de Yang-Baxter.

n,:
/i®n,:

:n,

:/i®n-i
:Cl

Figure 9

n,
n^®/i :

Figure 10

II ne reste plus qu'à constater que, d'après (3.1) et (3.3), on a :

4 = (/4+2°(^n+2 - C^+i) ̂  In-2) (im ̂  ^ (-1)̂ 1 ̂  n,)n,) ,
Kî<J'<7l-l

ce qui est nul car p^^o^Im+i — Cm+i) = 0. De la même manière, on déduit
de (3.2) et (3.4) que dj = 0.
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(b) Ce point résulte de la relation

(3-5) (A ^ A,_i)A, = (A,_i 0 Ji)A, .

La relation (1.6) implique que pour 1 < i < j < n - 1, on a (Ji (g) îlj)Tli =
(n,(g)Ji)n^+i et, pour 1 ̂  î < j ̂  n, la formule (Ji (8)1̂ )11, = (n,-i(g)Ji)n^
(voir figure 11). Ainsi on a :

(A 0 A,_i)A, = ^ (-i)n-^z(^ ̂  /^n^,
i<^j'<n-i
+ ^(-l)71-^^.!^^)^

l<,j<i<n

-ÊE^1)""^1^^^^)^
Z=l J=l

= (A^-i(g)Ji)A^.

1 . J ^ 1 i 7 + 1

et

Figure 11

Or, les restrictions des opérateurs (ids ^)de)(dr^ïds) et (dr^ïds)(ids (S)d^)
à 5m (g) Y071 (g) ̂  s'écrivent respectivement :

(ïds ̂ )(dr 0 id^) = (p^ 0 J^_2 ̂  p^i) (J^ ^ (Ji ^ A^_i)A^ 0 Ip)
et

(d, 0 id^)(id5 ̂ d,) = (p^i 0 4,2 0 ̂ +i)(^n 0 (A,_i 0 I,)An 0 ̂ ) .

On en déduit, d'après (3.5), que (ïds 0^)(^ (S)ids) = (dr^ids)(ids ®d^.

(c) C'est une conséquence de (a) et (b). Q

Tout bimodule Mb sur une algèbre A peut être considéré comme un
^-module à droite (resp. à gauche)) pour l'action décrite par la formule

m-(a (g) b) = bma (resp. (a 0 b)-m = amb)

où a, b e A et m <E A^,. Cette observation jointe au lemme 3.1 permet de
poser la
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DÉFINITION 3.2. — Soient Mr, Me, Mb respectivement un module
a droite, un module à gauche et un bimodule sur Sç(Y) et Nr, Ne, Nb
respectivement un module à droite, un module à gauche et un bimodule sur
A^(V). Nous appelons complexes de Koszul non commutatifs les complexes :

r,(5,(V);M,) = (M,^(V) (5,(V)^V^),idM^),
r.(5,(V); M,) = ((V0* 0 S,(V)) 0^(V) Me, de 0 idM),

r.(^(V); Mb) = (Mb 0^(V)e (5,(V) 0 V0* (g) ̂ (V)), idM M ,

T,(A,(V);^) = (A^0^(v) (A,(V)0Y0*), id^0^),

r.(A,(V); ̂ ) = ((Y0* ̂  A,(V)) 0^(v) ̂  , ̂  0 id^),

T,(A,(V); Nfc) = (^ 0^(v)e (A,(V) 0 V0* 0 A,(V)), idN ^6b).

Des identifications évidentes de fc-modules nous donnent les isomor-
phismes de complexes suivants :

r,(5,(V); Mr) = (M, 0 V0* , dM,r) , ̂ (^(V); M,) == (V0* 0 M, , d ,̂,),
T.(5,(V); M^ = (Mfc 0 V0* , dM,b)

et

r,(A,(Y); N,) = (N, 0 V0*, 6^r) , T*(A,(V); Ne) = (V0* 0 N, , ë^e) ,
r,(A,(V);^)=(7V,0^*,^)

où dM.ri dM,e ?• • • sont les différentielles que nous explicitons comme suit.
Si pour tous z? i , . . . , Vk € V, on a :

(3.6) ciC2.. .Cfc_i(î ; i(8)-- ' (gWfc) = y^ î)fc^i^' • '0^-1

(3.7) Ck-iCk-2 ' . • ci(î;i(g)« • •(g)^) = ̂  î;2(8)- • •<8)i)fc^i,

alors pour tout m ç. M, on a :

(3.8) dM,r('^^Vl^' • '0Wn) = ^'^1 (^ ̂ 2^* • -^n
n

- ̂ (-^^ ̂  ̂ '^fc (8) i)l0- • •(g)î)fc-i(8)î;fc-n(g)- • '<^)Vn
fc=2

et

(3.9) ^M^(^I^'-'^I ̂ rn) = î;i(g)- • •0î;n-i ̂ Vn'm
n

+ ̂  ̂ (-l)71"^^!^- • •(8)^+1^-1 '̂ • •^n ̂  Ï k ' m
k=2
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où • désigne l'action de module à gauche (resp. à droite) de T(V) sur M.
La forme de dM,b se déduit de ces deux dernières formules. Les formules
pour 6 M,ri f>M,t et <$M,& se déduisent respectivement de celles de dM,r? dM,e
et dM,b en remplaçant la symétrie c par —^-lc.

Le lemme suivant permettra de définir les complexes de Koszul
quântiques comme quotient des complexes de Koszul non commutatifs.

LEMME 3.3. — Pour toute symétrie de Hecke c de marque i/, les applications
dr, dt, 6r, 6^, db et 6b définissent, par passage au quotient, des différentielles

dri 6e : S^V) 0 A,(V) -> S^V) 0 A,(V),
d^ 6r : A,(V) 0 S^V) -^ A,(V) 0 S^V)

rib, 6b : S,{V) 0 A,(Y) 0 5,(y) -. 5,(y) 0 A,(V) 0 5,(V).

De plus,

(a) sur 5^ (Y) 0 A^(V) , on a :

v~^àr6n -+- ^dy. = ̂ ~m(m + n)v id,

(b) et sur A^V) 0 5^(V) , on a :

^~ldeôr + f>rdt == ^""'(m + n)y id .

Démonstration. — Ici encore, nous ne démontrerons que les pro-
priétés vérifiées par dy, du et d^, celles vérifiées par 6r, 6^ et Sb s'en déduisant
par conjugaison. Il s'agit en premier lieu de montrer que dy., d^ et db passent
au quotient, c'est-à-dire que l'on a les inclusions suivantes :

(3.10) dr{sm 0 4-(v)) c .y7^10 4-(v)
et
(3.11) de(l^(V) 0 5771) C J,-(V) 0 ̂ m+l.

Remarquons que, pour tous les entiers i et k on a 11̂  c^ = c^II^ lorsque
1 < i < k < n et TÎ-iCk = Ck+iTÎ-i lorsque 0 <, k — 1 < i <:n. De plus on
a IIfcCfc = IIjfc+i et, comme c est de Hecke, d'après (1.2), on a :

iifc+icfc = n^cj = (i - ̂ iikck + ^nfc = (i - ̂ n^+i + v^.
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Nous déduisons de ces relations que, pour tout l < f c < n — l , o n a :

A^-1^)^-1^-!)^1^
z=l

k-1

= ̂  ̂ (-i)^1^ + (-1)^(11, - n^i)
z=l

^-^i ^ (-l)1^^.
i=fc+2

Par conséquent, on a :

k-l n

AnÇln+^Ck) = (Jn+^-lCfe)^(-l)^+l^,+(J,+^.-lCfc+l) ̂ (-l)^
î=l î=fc+2

et donc :

(3.12) drÇlm^AnÇln+^Ck))

( k~l \
= (^+1 ̂  (In-1 + ̂ Cfc-l)) Im 0 ̂ (-l)^^,

\ i=l )
/ n \

+(P^+1 ^ (^n-1 + ̂ -1^)) ^ ̂  ̂  (-l)^1^ ,

\ î=fe+2 /

le premier terme de cette somme n'étant non nul que lorsque k > 2.
Les éléments homogènes de degré n de l'idéal I^(V) sont de la forme
(In + ^CfcX où k est compris entre 1 et n - 1 et Ç e V^71. La formule
(3.12) implique donc l'inclusion (3.10). La relation (3.11) se déduit de la
formule

k-l n

Àn{In^Ck) == (^+^-lCfc-l)^(-l)n-^^,+(J,+^-lCfc) ̂ (-l)71-^,
1=1 2=fc+2

qui est elle-même une conséquence des relations de commutation entre Û^
et c/c. En effet, on a îliCk = Cfc-A lorsque \<,i<,k-\<n-\,
ÙiCk = Ckîli lorsque l < k - \ - l < i < n , Ûk+iCk = îî-k et
IlkCk = (1 - ̂ fifc + ̂  .

Nous venons de démontrer que dr et d^ passent au quotient ; c'est donc
aussi le cas pour la différentielle db = dr^id.s+^l^id^îg)^. A présent,
montrons les points (a) et (b). Ils résultent de la formule :
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(3^13)

^~\Im-l^An^)(ÈrnW+(Brn-l^In-l)(Irn^An)=^-lÈrn^In^Irn^An

que nous établissons maintenant.

Calculons :
n-H

(3.14) (I^-i (g) A,+i)(B^ 0 ZJ = ̂ (-l)1-1^.! 0 n,)(^ 0 7,)
î=l

n+1

= Y,W\im-i 0 n,)(̂  0 j,) + B^ 0 j,
z=2
n+1 m

= E E^1)'"1^"^7—! ̂  n,)(n, 0 j,) +^07,
z=2 j=l
n TU

= E E(-l)v~m(z—l ̂  nz+i)(n, 0 z,) + Èm 0 Jn
z=l j=l

et :

m+1

(3.15) (B^+i 0 Zn-i)(^ 0 A,) = ̂  ̂ -m-l(^, 0 Jn-i)(^ 0 A,)
J=l

=^^-m-l(fl^In-l)(Im^An)+I^^An

= E E^-1)1"1^"7'"^^ ̂  In-l)(Im ̂  n,) + 7^ 0 A,
z=l j=l

Or, l'équivalence des diagrammes de la figure 12 donne la relation :

(im-i 0 n,+i)(n, 0 j,) = (n, 0 Jn-i)(4 0 n,)
pour tous les entiers i et j tels que 1 < i < n et 1 < j < m. En additionnant
(3.14) multiplié par v~1 et (3.15), nous obtenons (3.13). Si l'on projette
(3.13) sur S^ 0 An on obtient :

m n 1

u-^drô, 4- <Wr = ^-m E ̂ -1 + E ̂ -1 id = ̂ ~m(^). + M id.
j=i i=l

D'après (0.1), on a alors : v-^d^i + ^d^ = ^-^(m + n)^ id, c'est-à-dire
le point (a) du lemme 3.3. Cette dernière relation est la conjuguée de :

i^ôrde + d^6r = ̂ (m + n)^-i id,
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ce qui équivaut à :

v~lde6r + 6rd( = i/~"'(m + n),/id

et démontre le point (b).

1107

D

n,®/,,:

^_i®n,+i
m n m n

Figure 12

DÉFINITION 3.4. — Soient Mr, Me, Mb, Nr, Ne, et Nb des modules
sur Sç(V) et Aç(V) comme dans la définition 3.2. Nous appelons complexes
de Koszul quantiques les complexes suivants :

K^S,(V);Mr)r

K^(S,(V);Me)e

K,(S,(V);Mb)b

K,(A,(V);Nr)r

K^A,(V);Ne)e

K,(A^V);Nb)b

: (Mr ®s,(v) (S,(V) ® A^V)) , idM ®dr),
. ((A; (Y) ® S,(V)) <Ss,(v) M^ de® id^^),

: (Mb 0sjv)e (Sc(V) 0 A^(V) ® S,(V)) , idM
: (Nr 0A,(V) (A,(V) ® 5: (Y)) , ÏdN ^6r) ,

((S^V) ® A,(V)) ®^(v) ̂  , 6i ® idM),

(Nb ®A,(V)» (A,(V) 0 5; (V) ® A,(V)), id^

Comme précédemment, des identifications de fc-modules canoniques
induisent les identifications :

et

K^(V);Mr)r--
K^S,(V);Me)e--

K^S,(V);Mb)b--

K^(V);Nr)r--
K^A,(V);Ne)e--

K^(V);Nb)b

(Mr 0 A^(Y), dM,r) ,

(A;(V)0M,,dM,<),

:(Mb®A^(V),dM,b),

--(Nr®S^V),6N,r),

--(S*,(V)®Ne,6N,e),

--(NbÇ)S^(V),6N,b)



1108 MARC WAMBST

où les différentielles dM,r, du^,... sont données par les mêmes formules
que dans le cas des complexes de Koszul non commutatifs.

EXEMPLES 3.5.

(1) Supposons que chacune des algèbres S^(V) et S^V)6 soit munie de
sa structure naturelle de -^(IQ-bimodule. Les trois complexes de Koszul
quantiques K^S^S^V))^ K^S^S^V)), et ^(^(V);^)6),
sont isomorphes aux complexes

K. (5,(Y); S^V)}^ = (S^V) 0 A:(V) , dr) ,
^ GW); S,(V)), = {A:(V) 0 S^V), d,) ,
K. (^(V); S^V)6), = (S^V) 0 A,*(V) 0 5,(y), d,)

où les différentielles dr, du et db sont celles définies dans le lemme 3.2.
Observons que le premier complexe (resp. le deuxième, resp. le troisième)
est un complexe de 5jY)-modules à droite (resp. module à gauche, resp.
bimodules). Il en résulte que l'on récupère les complexes de Koszul de la
définition 3.4 par

K^S,(V),Mr)r = Mr 0^(v) ^(5,(Y), 5,(Y)),
(3.16) K^(V),M,)e = K^V^S^V)), 0^ M,

K^(V),Mb)b = M^S^VY ^(^(V),^)^.

De plus, nous pouvons identifier le complexe K^(S^V)',S^V))^ au com-
plexe

^ (^c(n ̂ (v)), = (^(Y) 0 A,*(V) , d)
où la différentielle d s'exprime, avec les conventions d'écriture (3.9) et
(3.10), par la formule

d(C) = l̂ 0 î;2A. • '/\Vn - ̂ (-1)^ ̂  XVk 0 î)lA- • '/\Vk-l/\Vk+l^' • •A^

fc=2
n

+ (-1)^^ 0 ̂ iA.. .A^_i + ̂ (-1)^-^ ̂  ̂  0 ̂ /\...
fc=2

A^+lAî;A;-iA...A-[;n

où C = x 0 î;iA- • -A^n est un élément homogène de S^(V) 0 A^(V).

(2) Lorsque la symétrie c est la volte r, nous retrouvons les complexes
de Koszul classiques. Par exemple, pour un 5'(y)-module à droite Mr le



COMPLEXES DE KOSZUL QUANTIQUES 1109

complexe K^(S(V)',Mr)r est isomorphe à (Mr 0 A* (Y) ,dM,r) muni de la
différentielle définie sur un élément homogène par :

n

dM,r(rn<^Xi^x^^'"^Xi^) = ̂ (-^^m'x^^Xi^' ' •0f^0- • -0a^
fc=i

où, pour m G My. et a; € S'(V'), m • x désigne l'action de module à droite
sur Mr.

Dans ce cas particulier, pour tout 5(y)-bimodule M^, le complexe
K^(S(V)',Mb)^ est isomorphe au complexe K^(S(Y)'^Mb)^ où S(V) opère
à droite sur M^ par m-x = mx — xm où m ç. Mb et x € 5(VQ.

(3) Supposons que k soit un corps et que c = id (cf. l'exemple 2.2.2).
Alors pour tout v différent de 0 et —1, les complexes K^(Sç(V)',Sc(V))
et K^(Aç(V)'^Aç(y)) se réduisent respectivement à

^ (r(Y); T(V))^ = {T(V) 0 (A: e v), dr)
avec la différentielle

r N ~\ N

^ m^ 0 :rJ = ̂  m,.z',^r y^ yyî-î 0 a î = ̂ , î^^
t=l J i=l

où mi e T(V) et

x, (A; e v; fc e v) = ((k e v) 0 v0*, or)
avec ^ == 0. Les quatres autres complexes K^{Sç(V)^ 5^(V))^, K^(Aç(V) ;
A^V))^, JC,(5^y);5^V))b et K^A^V); A^(V))b se déduisent aisément
de ceux-ci.

(4) Soit Q une symétrie simple de rang N et de marque q telle que q 4-1
soit inversible dans k. L'algèbre extérieure Aç(V) est alors engendrée par
des éléments homogènes du type Ç = x^/\x^/\... /\x^ où ï\ < i^ < • • • <
in (cf. l'exemple 2.2.3). Les complexes de Koszul quantiques prennent la
forme suivante :

^(5ç(Y); SQ{V))r = (SQ(V) 0 Aç(Y), dr)

et

K^SQ(V); SQ(V)), = (Aç(V) 0 5ç(y), de)

où les différentielles sont données, pour tout m ç. SQ(V), par

/k-i \ ^
dr(m 0 C) = ̂ (-l)^1 ( II qi^ mx^ ̂  ̂ IÂ • • • A^A . • • ^XiL^/\' ' • /\d.i^/\ • • • f\^i^

k=l \h=l )
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et
_ ( n \ _

de(Ç^m) =^(-l)n-fc ^ JJ ^^ j ^ A - - - A ^ A - - - A ^ 0 ^ m .
fc==l \/i=fc+l )

La différentielle du complexe K{SQ(V)\ SQ(V))b est donnée par
n /fc-1 n \(3.17) j=^(-i)^1 n^^^- n ^A^

A;==l \^=1 /i=A;+l /

0;r^ A • • • /\x^ A • • • Aa;^ .

Nous calculerons Phomologie de ce dernier complexe au paragraphe 6.

4. Résolutions.

Dans ce paragraphe, nous montrons que, sous certaines conditions,
certains complexes de Koszul quantiques construits au paragraphe 3 sont
acycliques. Nous en déduisons des résolutions de k et de S^(V).

PROPOSITION 4.1. — Si c est une symétrie de Hecke de marque v et
si tout élément de N^ est inversible dans k, alors :

(a) Je complexe K(S^V)', S^V))r [resp. le complexe K(S^V); S^{V))e]
est une résolution de k par des S^ (V) -modules à gauche (resp. à droite),

(b) le complexe K(A^V)', A^(Y))r [resp. le complexe K(A^V); A^(Y))^
est une résolution de k par des Açc^(V)-modules à gauche (resp. à droite),

(c) le complexe KÇS^V^S^^b [resp. le complexe K(A^V)',
A^V)6)^ est une résolution de S^(V) (resp. de A^(V)) par des S^{V)-
bîmodules (resp. des Aç(Y)-bimodules).

Lorsque k est un corps, toutes les résolutions de la proposition 4.1
sont libres par construction.

Démonstration. — Nous allons construire des homotopies explicites
pour démontrer Pacyclicité des complexes en question. Nous considérons
les restrictions suivantes des différentielles dr, ̂ , 6r, et 6^.

d^ : ^(^A^^ ^^A71-1,
d^ : A^S^-^ A^^S^,
6^: Srn^An^ ^-^A^1,
^m,n ^ Am^Sn -^ A77^1 0 5rn-l.
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Nous posons alors :

hr- ®« &'"•"• "r- ®,CT^
m+n^O m+n^O

^^ nn—1 n—rn
he= © T-'—r '̂" et ^= (î) r-^—^C'".nSeN (m+n)- nS. (m+7^)•/

m+UTéO m+n^O

Nous prétendons que, sur les éléments de degré > 1 (dans la graduation du
complexe correspondant), nous avons :

huai + dehe = id, 77^ + 6^ = id,
hrdr + drhr = id et rjr6r + ̂ r^r = id .

Il nous suffit de démontrer les deux formules de gauche, celles de droite
étant leurs conjuguées. La restriction hrdr + drhr à S^1 0 A71 s'écrit :

y l̂,n-l ^ ̂  ^^L-^m-l^lcm^

(m+n)^ ' r (m^n)y r £

^m

= 7———^(Mr + ̂ -1^^) = id(m + n)^ v /

d'après l'identité du point (a) du lemme 3.3. En utilisant le point (b) de
ce lemme, on montre de même que h^d^ 4- d^h^ = id. Ce qui démontre les
points (a) et (b) de la proposition.

Afin de construire une homotopie sur le complexe -K'(5; 5®)^, intro-
duisons l'opérateur j sur 5 0 A 0 S défini par :

(4.2) j = id -hdb - d^h

où l'on a posé h = (hr 0 id^). D'après les formules (4.1) on a :

j = -(hr <S) id5')(id5 (g)d^) - (id^ (g) de)(hr 0 ïds)

où de désigne la différentielle de = © (-l)71^. La restriction J^'P
n,pGN

de j à 5^ (g) A" (g) 5^ (pour n > 1 et m ^ 1) s'écrit :
m-lr'"^ = (-i)^1^——-^r""1 ̂ idsKid^dn(m + n — 1)^

m-i
+(-!)- , . (ïds 0^+l'p)(^5n 0 ïds) .

[m-\-n)y
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On constate que l'opérateur j envoie un élément de tri-degré (m,n,p) sur
un élément de tri-degré (m - l,n,p + 1) et qu'il est nul sur un élément
de degré (0,n,p). L'opérateur j est donc niipotent sur tout élément de
S (g) A (g) S. Par conséquent, l'application J donnée par

^-Ei n
1

n>0

est bien définie. Or j commute avec d&, car si l'on applique db à droite ou
à gauche de (4.2), on obtient :

dbj = db + dbhdb = jdb.

Pour tout n > 1, on a aussi :

J71 = (id -hdb - dbh)^-1 = j71-1 - hj^db - d^-1.

En sommant ces égalités pour tout n, on obtient :

hJdb + dbhJ = id .

Ce qui démontre que le complexe K(S', S^b est acyclique en degré n ^ 1.
Son complexe conjugué K(A', A6)^ l'est donc également. Pour ce qui est du
degré 1, on a :

db(a (g) x (g) b) = ax — xb

pour tous a, b ç. S et x e V. D'où

f^o^O?;^)^ S
[HoÇK^A^b)^ A.

Ce qui démontre (c). Q

De la proposition 4.1, on déduit immédiatement le

COROLLAIRE 4.2. — Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur
un corps k et c une symétrie de Hecke sur V. Sous les hypothèses de la
proposition 4.1, on a :

Torf^.fc) ̂  A;(V), Tor^fc.fc) ̂  S^V) ,

Torf^^^y)) ^ A,*(V), Tor^^A^V)) ̂  ̂ *(V).
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Démonstration. — Le corps k est muni de la structure de S et de
A-bimodule induite par v ' X = 0 pour tous v ç. V et X ç. k. D'après la
proposition 4.1, K^(S'^S)r est de k par des 5-modules. Comme k est un
corps, cette résolution est libre et on a :

Torf(fc, k) = H^ (k (^s K(S', S)r) •

Les formules (3.8) et (3.9) montrent que la différentielle de k 0^ K^(S', S)r
est nulle. Par conséquent,

Torf(Â;,Â;) = k^)sK^S)r = A*.

Les autres isomorphismes se démontrent de manière analogue. D

Remarque. — Le corollaire 4.2. implique que S^(V) et Aç(V) sont
des algèbres de Koszul, un fait déjà démontré dans [BGS]. Signalons que
pour une algèbre de Koszul A, M. van den Bergh [vdB] vient de construire
une résolution de A par des ^4-bimodules analogue à la nôtre.

5. Homologie de Hochschild
des algèbres symétriques quantiques.

Rappelons brièvement la définition de Phomologie de Hochschild
d'une algèbre associative unitaire A. Nous notons C^(A) = (A 0 A0* <S>
A, b'} la résolution standard de Hochschild et C^{A) = (A (g) A0*, b) le
complexe standard de Hochschild où les différentielles b et V sont données
par :

n-l

6'(ûo 0 • • • 0 un) = ̂ (-^ao 0 • • • o^-i 0 a^+i (g) 0^+2 0 • • • 0 an
2=0

et

b{ao (g) - - • 0 dn) = b'^dQ 0 • - • 0 un) + (-l^Onûo 0 ai 0 - • • 0 ûn-i

où OQ, . . . ,an 6 A. Par définition, Phomologie de Hochschild HH^(A) de
l'algèbre A est l'homologie du complexe C+(w4).

THÉORÈME 5.1. — Soit k un corps commutâtifet V un espace vectoriel
de dimension finie muni d^une symétrie de Hecke c de marque v telle
que les éléments de N^ soient inversibles dans k, alors Phomologie de
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Hochschild de l'algèbre S^(V) est isomorphe à Phomologie du complexe
^(S^S^V)),:

HH^(V)) - ̂ (m(n-w)),).

Démonstration. — C'est une conséquence directe de la présenta-
tion de Phomologie de Hochschild comme foncteur dérivé. En effet, on
a : HH^(A) = Tor;4 (A, A). Or d'après la proposition 4.1, le complexe
^(5; S^b est une résolution libre de 5 par des ^-modules. De plus d'après
(3.16), on a : ^(5; 5% ̂  S (g^e K,(S, S^b. Par conséquent :

Torf (5, S) ̂  ̂  (S ̂  K(S, S^b) ̂  H^ (^(5; S)b) .

D

Dans le cas où A est l'algèbre symétrique S(V) d'un Â:-module
V, l'isomorphisme du théorème 5.1 provient d'un quasi-isomorphisme 7
du complexe de Koszul K^(S(V)',S(V))^ dans le complexe standard de
Hochschild C^(S(V)). Ce quasi-isomorphisme, dû à Hochschild-Kostant-
Rosenberg [HKR], est donné par la formule

-f(a^v^/\'-'/\Vn) = ̂  a(g)^(i)A—A^)
açôr,

où ©n désigne le groupe symétrique d'ordre n et où a e 5(V) et î;i, . . . , Vn e
V.

Nous allons montrer que cette propriété peut s'étendre au cas où
l'algèbre A est l'algèbre symétrique quantique Sç(V).

Comme dans [R] et [Wo], à tout élément <j du groupe symétrique @n
d'ordre n, nous associons un opérateur c^ sur Y071 comme suit. Le groupe
©n étant engendré par les transpositions tz = (i,i + 1) où i parcourt les
entiers compris entre 1 et n - 1, toute permutation a ç Gn se décompose
en un produit du type :

^ = ^1^2 ' " t i r - •
Une telle décomposition est dite réduite quand l'entier r est minimal. Dans
ce cas, nous notons r = I ( a ) . La signature de la permutation a est alors
donnée par : Sgn(a) = (-l)7^. Comme les endomorphismes ci vérifient
l'équation des tresses, nous pouvons poser :

Ça = Ci^ ...Cj(^) .
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L'automorphisme Ça ne dépend pas de la décomposition réduite choisie. Si
de plus, pour deux permutations a et a ' , on a I ( ( 7 ( T ' ) = IÇa)-^-!^) , alors
Caa' = c^c^ . Par exemple, les opérateurs Hz et fli sont obtenus de cette
façon à partir de permutations circulaires. En effet, pour tout i = 1,. . . , n,
on a n,(c) = C(i,2,...,z) et ÏÏ,(c) = cçn,n-i,...,i)'

Pour toute symétrie c, nous définissons Pantisymétrisation Antn de
V071 par

Antn = ̂  Sgn(a)ca .
a(EGn

Lorsque c est la volte, Antn est Pantisymétrisation usuelle.

LEMME 5.2. — Pour toute symétrie de Hecke c, rântisymétrisâtion
passe au quotient et définit un morphisme de k-modules de A^(V) dans
V^, également noté Ant^.

Démonstration . — II suffit de montrer que l'idéal I ^ ( V ) est contenu
dans le noyau de Pantisymétrisation Antn, c'est-à-dire que Antno(In +
^~lCi) = 0 pour tout n > 2 et tout 1 < i < n — 1.

Nous remarquons que pour tout entier î = l , . . . , n - l , i l existe
une partie ̂  (respectivement £,) de Gn telle que ©n = ̂ itz U 9^ (resp.
©n = ti^U^i ) et que si a e ̂  (resp. si a e ̂  ), alors J(cr^) = ^(cr)+l
(resp. I(tia) = J(a) + 1 ).

Il ne reste plus qu'à calculer :

Ant^oc, = ̂  Sgn(a)caCi = ̂  Sgn(a)c^(^ - c,)(c,).
o-eQn o-e^

Comme c est de Hecke, d'après (1.2), on a :

(In - Ci)a = In - (1 - l^)Ci - Vin = -v{In - C,) .

Il en résulte que

Antn o^ = -v ̂  Sgn(a)c^(J^ - c,) = -z/Anty,
(re^z

et donc Antn o(In + ^"^z) == Antn - Antn =0. D

Si l'on pose 7' = ïds 0 Ant* (g) id^, on a le

LEMME 5.3. — L'application S c(V)-S ç(V)-linéaire 7'est un mor-
phisme de complexes au-dessus de l'identité du complexe de Koszul
K^(S^V)', S^V)6)^ dans la résolution standard de Hochschild C^S^V)).
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Démonstration. — II suffit de montrer la commutativité du dia-
gramme suivant :

S^^^S -^ S^^^^S

id0Antn0id id 0 Antn-i 0 id
•*' 4'

s^s^^s —> s^s^-^^s
b1

En degré 1, l'application Antn se réduit à l'identité de S^(V). Or dans
ce cas, on a bien b' = db. Dans le cas où n > 1, nous calculons :

6y == b^ids (8) Ant^ (g) ids) = 6' ( ids 0 ̂  Sgn(a)c^ 0 ids ] .
V o-€©n 7

Désignons par m la multiplication de S et définissons l'application Â;-linéaire
m, de S^ dans S^-^ en posant :

m^id^-^m^id^71-^

pour 1 ̂  î <, n - 1. La restriction du bord V à 6'<8)(n+2) s'écrit :
n-l

6' = m^idf + ̂ (-l)1 id5 0m, (g)id5 -K-l)71 idj71 (g) m.
î==l

Ainsi on a :
6'7 =(/ (id^ 0 Ant^ (g) ïds)

/ n-l \

= ((m0idj (n~ l ))(id50Antn))0id5+id50 ^(-^m.Ant^ ) ^ids
\i=l )

+ (-1)71 ïds ̂ ((idj^-^ 0 m)(Ant, 0 ïds)) .

Considérons la décomposition Gn = t^i U £^ définie dans la démonstra-
tion du lemme précédente. On a :

m, Ant^ = m, ̂  Sgn(a)c<, = ̂  Sgn(a) m,(c, - In)c^ .
0-€©n (TÇ£.i

Ce qui est nul car m^(7^ - c^) = 0. L'expression de b'o^' se réduit donc à

6'7 = (^id^-^id^Ant,)) 0id5

+ (-1)71 id^ 0((id^(n-l) 0 id5)(Ant, 0 ïds)) .
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Pour tout i = 1,..., n, considérons les permutations TT^ = (1,2,. . . , i)
et iri = (n, n - 1,..., i). Il est possible de décomposer ©n en une réunion

n
disjointe J (©n-i7r,) telle que si a = (T'TT, , alors I(a) = J(a') + î - 1.

î=l

De même, on aura une décomposition d'ensembles disjoints \J (©^_i7r,)

telle que si a = CT'TT, , alors I(a) = J(a') + n - i. C'est ce qu'niustrent les
équivalences de tresses des figures 13 et 14. En rappelant que 11̂  = c^ et
que îli = Cir,, nous calculons :

(^^v;(m0idj(n-l})(id^0Ant,)=(m^idj(n-l)) ̂  Sgn(a)(ïds^)
<7e©n

=(m0idt(n- l))^(-l)^ ^ Sgn(a)(id^)(id^n,)
i=l <T6©n-l

=( id50 ^ Sgn(a)c<,)(mi(id5(g)A^))
V (766^-1 /\ (766^-1 /

= (id5(g)Ant^_i)dr.

:n

:/l®c<,.

Figure 13

^a-^i

Figure 14
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n
De même en considérant la décomposition @n = \J (Qn-i^i), on montre
que i=l

(id^'^m^Ant^id^) = (Ant^_i 0id^ .
D'où:

&V == (id^ 0Ant^_i (g)id^)(^ 0 id^ +(-1)71 ïds 0^) = 7'̂  ,

ce qui démontre la commutativité du diagramme. D

Nous venons de construire un morphisme de complexes au-dessus de
l'identité du complexe de Koszul K^ÇS^V^S^V)^^ dans la résolution
standard de Hochschild C^S^V)).

THÉORÈME 5.4. — Lorsque V est un espace vectoriel de dimension
finie sur un corps k et muni d'une symétrie de Hecke c de marque v telle
que les éléments de N^ soient inversibles dans k, l'application

7 = id^ 0 Antn : S^V) 0 A^(V) -> S^(V) 0 S^V)^

est un quasi-isomorphisme entre le complexe de Koszul JC,(5^(V); S^(V))b
et le complexe de Hochschild C^(Sç(V)).

Démonstration. — II suffit d'appliquer le foncteur S^s6- au mor-
phisme de complexes

y'.K^s^^c^s)
et d'observer que [ds ̂ s^ = id^ 0 Ant^. D

Remarque. — Soit R un sous-A;-module de Y02. Il définit l'algèbre
quadratique A = T(V)/{R) où (R) désigne l'idéal bilatère engendré par R.
Dans [BGS], A. Beilinson, V. Ginzburg et W. Soergel associent à toute
algèbre quadratique A un complexe de A-modules L^(A) = ÇL^,9) défini
comme suit. Les modules Ln sont donnés par LQ = A, Li == A 0 V et
Ln = A (g) n ̂  où Ri = V^-1) 0 R 0 y^-z-i) pour n ^ 2. La

i=l

différentielle 9 est la restriction à L^ de l'application de A (g) Y071 dans
A ® y0^"1) qui à a 0 ̂ i(g).. .0^ associe ûwi 0 î;20.. .0^n.

Dans le cas où R est linéairement engendré sur k par les éléments
vi 0 z>2 - c(z>i 0 ̂ 2) où z>i et î;2 parcourent V, l'algèbre quadratique définie
par R n'est autre que S^V). Pour une symétrie de Hecke c de marque
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v telle que les éléments de N^ sont inversibles dans k, les applications

7 = id.s 0Antn et p = —— ïds 0^ où (n)J = (1)^(2)^ ... (n)^ réalisent
Wi/'

un quasi-isomorphisme de complexes

K.(S^S^V))^ ̂  (S^V) ̂ Ç}R^ 0) = L.(S^V)) .
P 2=1

6. Le cas de l'espace affine quantique multiparamétré.

Ce paragraphe est consacré au calcul des groupes d'homologie de
Hochschild de l'espace affine quantique multiparamétré à l'aide des résul-
tats du paragraphe précédent. Dans le cas «générique», on en déduit les
groupes d'homologie cyclique par la longue suite de Connes et un calcul en
bas degrés.

L'espace affine quantique multiparamétré A est l'algèbre engendrée
sur le corps k par les N variables a; i , . . . , XN et les relations XiXj = qijXjXi
pour tous 1 < i < j < N et où {qij}i<j est une famille d'éléments non
nuls de k. Pour tous 1 < i < j < N , posons q^ = q^~1 et qu = 1. La
famille de scalaires {qij}ij=i..^N détermine une symétrie simple involutive
Q comme dans l'exemple 1.2.5. L'algèbre symétrique SQ(V), où V est
l'espace vectoriel de base {a;î}z=i,...,7v, est naturellement isomorphe à A.
L'algèbre SqÇV) admet {x^ .. .ay}cti,.,Q,veN comme ba^e. De plus
il appert que l'algèbre Aç(V) est linéairement engendrée par la famille
f/v^l ^N \{X-^ ...X^ J-^€{0,1} •

Nous introduisons de plus les notions suivantes. Considérons l'ensem-
ble des multi-entiers a = (0^=^...^ de N^ muni de l'addition usuelle
donnée par a + /? = (a, + /3,), pour tous a,/3 ç N^. La longueur du

N
multi-entier a est l'entier |a| = ^ 0.1. Pour tout a ç N^, nous posons

i=l
/y.» — ^.û!l/y.ûî2 ^OiN
w —— 1 2 • • • « A / AT .

Définissons le sous-ensemble C de N^ en posant :

C = {a e N^ | pour tout 1 :< i <, N, a, = 0 ou a10 ,̂ = xix01-} .

De manière équivalente C se décrit comme l'ensemble des multi-entiers
N

a pour lesquels on a : a, = 0 ou f] Q^ = 1 pour tout i = 1,... ,7V.
fc=i
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Observons d'une part que si [i] désigne le multi-entier défini par x^ = a^,
alors [i] ç. C. D'autre part, si a G (7, alors na ç. C pour tout n ç. N. Donc

N
C contient au moins le sous-ensemble Cgen = U N[2].

2=1

Calculons Phomologie de Hochschild de l'algèbre SQ(V).

THÉORÈME 6.1. — Les groupes d'homologie de Hochschild de l'espace
affine quantique multiparamétré A défini par la famille {Qij}i<,i<j<,N sur
un corps k de caractéristique nulle sont donnés par :

HHn(A)= (]) (D kx-^x0

/^{O,!}^ açN^
|/3|=n a-h3€C

pour tout n ç N.

On dit que la famille {(lij}i<i<j<N est générique si pour tout entier
i et tout multi-entier a ^ N[î], il existe un entier j tel que aj -^ 0

N
et Y[ q^ ^ 1. La symétrie simple associée à une famille générique est

fc=i
N

également qualifiée de générique. Dans ce cas, C = Cgen == U ^Kl e^ ^e

théorème 6.1 implique le
i=l

COROLLAIRE 6.2. — Les groupes d'homologie de Hochschild de l'es-
pace affine quantique multiparamétré A défini par la famille générique
{Çîj}i<î<j<7V sur un corps k de caractéristique nulle sont donnés par

N

HHo(A) = keQ)Q)kx1
i=l s>l

N

HH,(A) = (^Ç^kx^Xi
z=l s>0

[HHn(A) = 0 s i n > 2 .

Démonstration du théorème 6.1. — D'après le théorème 5.1, les
groupes d'homologie de Hochschild de SQ(V) sont isomorphes aux groupes
d'homologie du complexe K^(S-,S)b = (S 0 A*,J). Pour commencer,
réécrivons la différentielle d qui est donnée par :
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J(^^A...A^J

n 1" k-1 n "j

^(-l)^ (n^u)^^-( n^)^0 ^A...Afi>..A^
fc=l

sur un élément homogène de 6' 0 A et où x^ signifie que l'élément x^ a été
retiré du produit. Convenons de noter x^ l'élément homogène x^/\ • • • /\x^
de Aç(V), /3 étant le multi-entier défini par (3^ = 1 pour tout k variant
de 1 à n et /3j: = 0 si j ^ {îfc}fc=i,...,n. Explicitons la différentielle d sur un
élément de la forme x0' (g) x^ de 5 0 A.

Pour tous a e N^, /? ç {0,1}^ et i = 1,..., N , nous posons :

r0 si x^Xi = XiX^
0 si ft = 0

"(^/3^)=^ w)(n^ n ^Qr- n ^ïï^)n^/n^
s==i+l r=l

sinon

Ê^
où e(f3,i) = (-l)^=i . Alors la différentielle se réécrit :

(6.1)
N

dÇx0' 0 x0) = ̂  ̂ (o, /?, î)^-^ 0 ̂ -^ .
z=l

Ensuite, on donne au complexe une N^ graduation en posant :
deg^tg)^) = a + /?. Pour tout multi-entier 7 e N^, soit ̂  le sous
complexe de graduation 7. Si 7 ç C, alors d'après la formule (6.1), la res-
triction de d à K^ est nulle. Si 7 ^ C, nous allons montrer que K^ est
acyclique en exhibant une homotopie. Il en résulte que H H (A) = ® JCy,

76C'
ce qui démontre le théorème.

Pour tous a e N^, /3 e {0,1}^ tels que a + /? ^ C et î = 1,..., N ,
considérons le scalaire suivant :

r0 si x^x, = XiX^
1 0 si ft = 1uj[a,/3,i) =
| 0 si ai = 0
t^(a- [î],/3+ [î],î)~1 sinon.

Définissons h par :
N

h^ 0 x0) = ———. ̂  o;(a, ̂ 3, î)^-^ 0 a l̂
I' ' 1 1 i=l
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où, pour 7 ç N^, ||7|| désigne le nombre d'entiers 1 < i < N tels que
XiX^ ^ x^Xi et 7, ^ 0. C'est bien défini car si 7 ^ C, alors ||7|| ^ 0. On
a ainsi un endomorphisme h de degré 1 de K^. Montrons qu'il vérifie la
propriété :

hd+ dh = id .

Pour ce faire, calculons hd+ dh sur l'élément homogène ^(g)^ :

(hd+dh^^x0)
-, N N

= ^EE^a^^^(a+[^]^-[^J)^+[^]-[Jl^^-[^]+b']
11 / " î=l J=l

-. N N
+ ÏM EE^a^^')"(a - b1^+ [j]^)^^]-^ 0^-M+b-l

11 "1 J=l î=l

1 N

= li^E^^'^^+M^-M^)
u ' N 2=1

+^(a,f3,i)fî(a-[^/3+\i},i)'\xa<Sxl3

+ ̂ [lEK '̂̂ "- b'],/?+ { j ] , i )

+Sî(a,(3,i)u>(a+ [i},f3- [î],j)1 x ^-b'M1! 0^+b'l-M

où l'on a posé a + (3 = 7

Dans un premier temps, montrons que pour tous î et j distincts on a :

(6.2) ^(a,(3,j)Sî(a-\j},/3+[j},i)+Çt(a,f3,i)u}(a+[i\,(3-[i],j)=0.

Posons :

S(î,j) = u,(a,f3,j)SÎ(a - [ j } , / 3+ [ j ] , i )

et E'(i,j) = Çî(a,(3,i)u,(a + [{\,/3- [i}J).

D'après les définitions de uj et Sî, soit Z(i,j) = 'E,'(i,j) = 0, soit ni 2(î,j),
m ^ ' ( i , J ) ne sont nuls. Il faut alors étudier les deux cas : i < j et j < i.
Supposons que i < j. On a :

=(^-)=^-b-],j)fn^ n ̂ - n e'ncV1
\s=l r=j+l s=j+l r==l /

x^+b-]^)(n^ n ^ûr^- n ̂ n^)
\s=l r=î+l s=î+l r=l /
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et

s'(ij)=e{f3,i)(f[^ n c1-- n ^n^)
\s=l r=î+l s=î+l r=l /

-1

x£(/?+[z]-b-],j)(n€;^ n ̂ - n ^ïïe^
\^s=l r==j+l s==7'+l r=l

II en résulte que

^ - b1^W+ bW(^) = ̂ (AW+ [i] - [j]J)S{zJ).
Or un rapide calcul donne :

^ - [j'UW+ b']^) = -^GM^+ [z] - b'],j).
On en déduit immédiatement que l'on a 2(î,j) + S'^j) = 0, c'est-à-dire
la relation (6.2). Un raisonement similaire se fait dans le cas i > j. Il est
de plus aisé de constater que l'on a :

N

^(^(3^Wa-[i}^^[i]^)+fl(a^^)^a+[t}^-[i}^))=\\a+(3\\.
i=l

Ainsi on a la relation cherchée :

(hd+dh^ ^ x^) = Î^^L" ̂  x0 = x^ 0 ̂  .
||a+/3||

D

D'après le théorème précédent, lorsque Q est symétrie simple généri-
que, l'algèbre SQ(V) a un comportement homologique proche de celui d'une
algèbre libre (l'homologie de Hochschild de T(V) a été calculée dans [LQ]).
Ce phénomène inattendu nous incite à introduire la notion suivante :

DÉFINITION 6.3. — On appelle dimension de Hochschild Hdim(A)
d'une algèbre A le plus grand entier n (s'il existe) tel que HHn{A) 7^ 0.

Le corollaire 6.2 nous permet de construire des exemples d'algèbres
quant iques dont la dimension de Hochschild a une valeur supérieure à 1
donnée.

THÉORÈME 6.4. — Soient k un corps de caractéristique nulle, n un
entier < 1 et (Vz)i^<n une famille de k-espace vectoriels de dimension finie,
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chaque espace Vi étant muni d'une symétrie simple involutive générique Qi.
On désigne par QiC- • -OQn la symétrie de ViC.. .CVn construite en itérant
la définition de la symétrie c@c1 deV^V décrite dans la proposition 1.3.
On a alors

Hdim(Sç,e-eQn (^i C • • • C Vn)) = n.

Démonstration. — D'après la proposition 1.3 on a :

^©...©cj^i e • • • e Vn) ̂  SQ,(Y^) 0. • . ̂  So^Vn).
Chaque symétrie involutive Qi vérifie les conditions du théorème 6.1 et donc
la dimension de Hochschild de chaque algèbre SQ^) est 1. La formule de
Kùnneth nous donne immédiatement

n

Hdim(5Q, (Vi) 0 • • • 0 5ç, (Vn)) = ̂  Hdim(5ç, (Y,))^ iVi ;^ vy «^ç^ \ y n ) ) — / ^ J-iuim^Q, ^
î=l

et donc,

Hdim(Sci©...ecJ^i ® • • • e Vn)) = ̂

D

Lorsque la famille ((7^)^=1...TV n'est pas générique, la dimension de
Hochschild de 5ç(V) est comprise entre 1 et N . Nous donnons un exemple
où la famille (ç^) est réduite à un élément q qui est racine de l'unité.

THÉORÈME 6.5. — Les groupes d'homologie de Hochschild de l'algèbre
A engendré sur un corps k par les variables x et y et la relation xy = qyx
où q est une racine primitive d-ième de l'unité sont donnés par :

[ HHo(A) = k C ̂  kx^ © Q) (fc^ C ky^
r,s€N- rçN1-

HH,(A) = Q) (kx^y^x © kx^y^-^y) e ̂ {kx^x 0 fcî/5^)
r,sçN* sçN

HH^A)= ^ Â;^-1^-1^^^
r,seN-

t HHm(A) =0 si m > 3.

Démonstration. — II suffit de constater que dans ce cas l'ensemble C
est composé des éléments (0,0), (0,r) où r > 0, (s,0) où 5 > 0 et (rd.sd)
où r, s > 0. Q
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Le cas où tous les scalaires qij sont égaux à une même constante q a
été traité dans [T].

Nous allons à présent, dans le cas générique, déduire les groupes
d'homologie cyclique de SQ(V) du corollaire 6.2 grâce à la longue suite
exacte de Connes. Pour toutes les définitions et propriétés se rapportant à
Phomologie cyclique, nous renvoyons le lecteur à [LQ].

THÉORÈME 6.6. — Les groupes d'homologie cyclique du plan affine
quantique multiparamétré A défini par la famille générique {qij}i<i<j<N
sur un corps k de caractéristique nulle sont donnés par :

( HCo(SQ(V)) = HHo(SQ(V))
^ HC^nWV)) = k si n > 1
[ HC^iÇSQÇV)) = 0 s i n > 0 .

Démonstration. — D'après le corollaire 6.2, l'application S de la
longue suite exacte de Connes

.. • -^HHnÇSQÇV^-^HCniSQÇV^HCn^SQÇV))

-^HHn^SQÇV))——...

induit des isomorphismes de HCnÇSqÇV)) sur HCn-2(SQ(V)) lorsque
n > 3. Par conséquent, on a : HC^iÇSqÇV)) ^ HC^SQ(V)) et
HC2n{SQ(V)) ^ HC^SQ^V)) lorsque n > 1. On sait d'autre part que
HCoÇSqÇV)) c^. HHQ(SQ(V)) , groupe que nous venons de calculer. Il ne
reste plus qu'à déterminer les groupes d'homologie cyclique en degré 1 et
2, c'est-à-dire calculer le noyau et le conoyau de l'opérateur de Connes B.
En effet, on a la suite exacte :

0——HC^SQ(V)) = HHoÇSQÇV^-^HH^SQÇV))——HC^(SQ(V))——0.

Pour ce faire, nous allons construire, en degré 1, un quasi-isomorphisme
de SQ(V)-bimodules entre la résolution de Hochschild C^(5ç(V)) et le
complexe K^(SQ(V)'^ ^(V)®)^. Nous pourrons alors «descendre» B en un
opérateur (3 sur le complexe de Koszul K^(SQ(V)', 5ç(V))b. Posons SQ =
^Q^Y)' Cherchons une application j ' qui fasse commuter le diagramme
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i f

SQ 0 SQ (g) SQ —> SQ (g) SQ

^ [ II
5ç (g) y (g) 5ç —. SQ^SQ

db

LEMME 6.7. — Le morphisme de SQ-bimodules j ' de SQ (g) SQ (g) 5ç
dans 5ç (g) Y (g) ,SQ déAii par :

N afc-1/(i 0 ̂  01) = ̂  ̂  ̂ ... ̂ 4 0 ̂  0 ̂ fc-l-^<:r... xy
k=l î=0

vérifie dbj' = V.

C'est le quasi-isomorphisme cherché.

Démonstration du lemme. — Montrons que f fait commuter le dia-
gramme. Posons

r(^)=^^i-i0^ et T(^=^14^^-l-
1 { x k ) i=o

Pour tous a,b,x C SQ, nous identifions l'élément a^x^b de SQ (g) Sç (g) 6'ç
à l'élément (a(g)&) (g) a; de SQ (g) SQ . Nous pouvons alors écrire l'application
f : SQ^SQ -^ SQ^V sous la forme

N / \

j\(l^l)^xû)=^ (^•..^^^r--.^)^^)^^
fc=l \ ^A;) /

Avec ces conventions d'écriture, ̂ ((l^l)^^) = TÇx^). Nous calculons :
N / \^o/((i0i)^^)=^ (^•..^^^ri1---^)^^)^^)A;=i \ ^w /
N

— V^ T0'1 TQ:fc 6?) /rQ'fe+l /ra^
"•Z-^l •"^ ^^fc+l • • • ^ N

A;=l

N
——^'^^1 /y.^fc-1 /O /y.O'fc ^QTV

/ .^l • • • ^ f c - l ^^À; " ^ N
k=l

= X a ^ l - l ^ X o i = ^((1 (g) 1) 0 a101) ,
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ce qui démontre le lemme. Montrons qu'il s'agit bien d'un quasi-isomor-
phisme. Soit TT le plongement de SQ 0 V (g) SQ dans S^3. Considérons
l'application 5ç-5ç-linéaire s de S^3 dans 5§4 définie par

5(1 (g) a^ (g) 1) = 1 0 7T/(1 (g) a-0 (g)l) - l (g) l (g) ̂ 01

pour tout a^ = x^.. .x(ÏN e SQ. Cette application vérifie la relation

(6.3) id = Trf - V s .

En effet, le calcul donne :

N Qfc-1

6/(l07^J/(l(g)a;Q(g)l))=7^J/(l0^(g)l)-^ ̂  1^1.. .x^^x^-1-'.. .x^
k=l i=l

N Qfc-1

+EEl^îl•••4^fe-^...^
A;=l î=0

N

= Tr^l^^l) - ̂  10^1 .. .^0^-Ï1 .. .̂
A;=l

N
_1 \~^ 1 (^/y.^l ^o!fc-l(Çï/T•o!fc /r.0'^
' 7 . -'-^l • • • ^fc-1 ̂ k • ' ' XN

k=l

= Trj^l^^^l) - 1(8)̂ 01 + 1010^°
= ̂ "(l^^^l) - l^x^^l + ̂ (l^l^^fg)!),

ce qui démontre (6.3).

L'application j ' est la quasi-réciproque du plongement TT et donc,
elle induit un quasi-isomorphisme j = ids ^ S Q J ' en degré 1 du complexe
C^(5ç) vers le complexe J^(6ç;5ç)b. Nous posons (3 = joB. Un calcul
immédiat nous donne :

7V

/3(^) = ̂ 1. ((^ ...^fc-/ 0<^ ...^^( l̂'-))) ̂
fc=l -L V^fc/

où 1 • (a 0 &) = ba par convention.

Puisque

N N

HHo(SQ{V))=k@Q)Q)kx1 et HH,(SQ(V)) = Ç^Ç^kx^x,,
2=1 S>1 î=l 5^0
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nous avons /3(o;f) = sx3,-1 0^ pour tout x8, ç HHoÇSqÇV)). Il en résulte
que le noyau est k et que le conoyau est nul et donc que les groupes
d'homologie cyclique de SQ(V) sont nuls en dimension impaire et égaux
à k en dimension paire supérieure ai . Q

Après la diffusion d'une première version de cet article, j'ai reçu
l'article [GG] qui calcule indépendamment Phomologie de Hochschild et
cyclique de Sq(V). Par ailleurs, je remercie M. van den Bergh qui m'a
convaicu que la démonstration du cas générique peut facilement s'étendre
au cas général.

7. Algèbres de Lie quantiques.

Nous définissons des analogues quantiques des algèbres de Lie relati-
vement à une symétrie de Hecke c.

DÉFINITION 7.1. — Une algèbre de Lie quantique est la donnée
(flî^, [.,.]) d'un k-module Q muni d'une symétrie de Hecke c de marque
y et d'une application linéaire [.,.] : 9 (g) Q —^ Q vérifiant :

(i) [,.]oc=-^[,.],

(ii) [..][.,.]2=[.,.][.,.]i(id^3-C2)
(iii.a) c[.,.]i = [.,.]2CiC2
(iii.b) c[.,.]2 = [.,.]iC2Ci
(iii.c) c[.,.]iC2= [.,.]2Ci

où Fon a posé [., .]i = [.,.] (g) id^ et [., .}^ = idg 0[.,.].

Remarque. — La propriété (i) est l'analogue de l'antisymétrie du
crochet de Lie et le point (ii) l'analogue de l'identité de Jacobi. Via les
propriétés (i), (iii.a) et (iii.b), le point (ii) est équivalent à l'identité :

[.,.][.,.]i(idg®3 +^/-lClC2 +^ - lC2Cl) = 0.

Si c est involutive, les trois conditions (iii.a-c) sont équivalentes et la
définition 7.1 est équivalente à celle donnée par Gurevich dans [G].
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EXEMPLES 7.2.

(1) Si c est la volte r, une algèbre de Lie quantique n'est rien d'autre
qu'une algèbre de Lie ordinaire.

(2) Soit A une fe-algèbre dont le fc-module sous-jacent est muni d'une
symétrie involutive c et dont la multiplication est notée m. Si l'on a :
cmi = ma C2Ci où mi = m<g)id^4 et m^ = id^ (g) m, alors l'algèbre A peut
être munie d'une structure d'algèbre de Lie quantique relativement à c pour
le crochet [.,.]= m(id^0^ -c).

(3) On peut munir tout module Y, pour toute symétrie marquée, de la
structure d'algèbre de Lie quantique triviale avec un crochet identiquement
nul.

(4) Dans l'appendice, nous déterminons toutes les structures d'algèbres
de Lie quantique pour une symétrie simple Q de rang 2 ou 3 et de marque
ç= l .

7.3. REPRÉSENTATION GRAPHIQUE. — Comme dans les paragraphes
précédents, nous représenterons les opérateurs sur les puissances tensorielles
de Q par des diagrammes. Nous représentons le crochet de Lie par le
diagramme de la figure 15. On trouvera dans la figure 16 la traduction
graphique des points (i), (ii) et (iii.a-c) de la définition 7.1.

^•v
Figure 15

Définissons la notion d'algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie
quantique.

DÉFINITION 7.4. — On appelle algèbre enveloppante de l'algèbre de
Lie quantique (fl,c, [.,.]) l'algèbre quotient Uc(o) de l'algèbre tensorielle
de Q par l'idéal bilatère engendré par les éléments de la forme v\ <S> v^ —
c(v\ 0 Vï) ~ [^i? ^2] où ^i Gt v'z parcourent Q.

Nous notons ïdu l'identité de l'algèbre î7c(fl)-
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--V

(ii)

(iii.a)

(iiï.b)

(iii.c)

Figure 16

8. Complexes de Chevaley-Eilenberg quantiques.

Nous allons maintenant construire un analogue du complexe de
Chevalley-Eilenberg pour les algèbres de Lie quantiques. Soit (g, c, [.,.])
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une algèbre de Lie quantique. En nous inspirant d'une idée de J.-L. Lo-
day [cf. Cu], nous construisons une famille d'applications (Dn : ^n —^
^0(n-i)^^ q^ définit une différentielle sur le ^-module r(g) en posant
pour n >_ 2 :

D^= ^(-l)^.,.]^,
l<i<j<^n

où [.,.], = J,_i (g) [.,.] (g) l^_^ et n,j = c,+i.. . ̂ _i si z < j - 1 et
n^+i = In . Suivant les conventions graphiques de 7.3, l'opérateur [., .],n,
peut être représenté par le diagramme de la figure 17. Nous posons de plus
D^=Do= 0.

Figure 17

LEMME 8.1. — Pour tout n e N, 022 a Dn-i o Dn = 0.

Démonstration . — On a :

Dn-lD^= ^ ^(-1)-

Kr<s<n-l l<^i<j<^n

^+.n ] n f i n) [ - 1 •\r^r,s['T\i^i,j

Nous décomposons l'ensemble d'indices de cette double somme en les neuf
ensembles disjoints suivants :

(a) = {ïJ^.s : l < i < j < r < s ^ n }

W = { i j , r ,s : 1 < i < r < j < s < n}

{c) = {ij^.s : 1 <; i < r < s < j ^ n}

(a/) = {iJ^.s : 1 ̂  r < s < i < j < n}

(&Q = {z, j , r, s : 1 < r < i < s < j < n}

(c/) = [^ ̂  r, : 1 < r < i < j < s < n}

(°0 = {^ k : 1 < i < j < k < n}

(e) = {^ ̂  k : 1 < i < k < j <, n}

(/) = {iJ^ : 1 < k < l < j <n}.



1132 MARC WAMBST

Définissons les applications fe-linéaires A^,^ et M,^ de s071 dans 0(8)(n-2)
par

^,j>,s = [-î •Ir-iIIy—i^-iI., .]iII^ sur (a),
^j,^ = [., .]rII^-i[., .^n^ sur (6) et (c5),
Azj,r,. = [., .]rII^[, .],II^ sur (a'), ((/) et (c)

et Mi^k = [., .]in,,fc_i[., .],n,j sur (d),
^^fc = [., '}i^i,k[^ •l^zj sur (e),
^j,fc=Mfcn^[,.]JI^ sur(/).

Ces applications sont représentées dans les figures 18-23. Nous avons la
décomposition suivante :

(8.1)

Dn-,Dn= ^ (-I)^IA^+ ^ (-l^A,,^

(^(^(c7) (aQÇbOCc)

+^(_I).^IM^+ ̂  (-l)^M^.
W (e)(/)

D'après les axiomes (iii.a) et (iii.c) de la définition 7.1 (figure 15), on a les
équivalences de diagrammes des figures 18, 19 et 20 qui démontrent que,
sur les ensembles d'indices (a), (b) et (c), on a : A^^,s = ^r,s,i,j - Or, les
ensembles (a7), (&') et (c') peuvent s'obtenir à partir de (a), (b) et (c) en
intervertissant les indices i et r et les indices j et s. On a donc la formule :

(8.2) ^ (_I)^+IA^+ ^ (-l^A^,,
(aX&XcO (aQ^Kc)

= E (-1)J+S+1A^+ E (-1)^^=0.
("O^)^) (aWXc7)

Figure 18
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Par ailleurs, considérons les diagrammes des figures 21, 22 et 23. Ces
équivalences montrent que les termes de l'identité de Jacobi peuvent être
mis en facteur dans les opérateurs Mij^k-

sur (b) \^r,s ''

(iii.c)

Figure 19

sur (c) A^,s ''

(iii.a)

Figure 20
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sur (d) : M^k :

sur (e) : M^k :

Figure 22

sur (/) : M,^ (iii.b)

Figure 23

Moyennant des changements d'indices, on obtient :

^(-l)WiM^ + ^(-I)^M^
(d) (e)(/)

= & •h (-[•. ̂  + [. -]z^+i + [, .],+i) (J,_i ^ nfc_,+i)c,-i.
(d)

Or on a :

[, .],(-[, .],+[, .]^C,+i+[, .],+i) =^-i^[, .](-[, .]i+[, .]iC2+[, ̂ In-z-2 .

Le terme de droite est nul d'après l'identité de Jacobi (7.1.ii). De la
confrontation de ce dernier résultat et de (8.2), il ressort que l'expression
(8.1) est nulle, c'est-à-dire que Dn-\Dn =0. D
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Nous allons à présent définir une différentielle sur le L^d^-module
^c(fl) ̂  00*- Elle est donnée comme la somme dr + GÎ[.,.] où dy. et d [ . i sont
des applications linéaires de Uc(Q) ̂ ^n dans ?7c(s) ̂ fl0^"^. La première
est définie de même manière que l'application dr du lemme 3.1 par

dr = (m17 (g) In-i)o(idu <g)Ayj

où m^ désigne la multiplication de Uc(Q). La seconde est, quant à elle,
donnée par

d[.^] == id.s(g)Dn.

LEMME 8.2. — L'application dr + d[.,.] est de carré nui.

Démonstration. — D'après le lemme précédent,^? i = 0. On a donc :

(dr + ûi[.,.]) = rfy. + rf[.,.]C?r + ̂ rri[.,.]

ou encore, en degré n > 1,
(8.3)

(dr + ^.,.])2 == (m^ mf (g)^_2)(id£/ 0P^) == (m^ m^ 0J^_2)(id^/ (g)P^)

où nous notons m^ = m^ (g) id^y, m^ = [du 0 m^ et avons posé

(8.4) Pn = (Ji 0 A^_i)A^ + (A 0 Dn-i)An + A^_iD^ .

Nous allons établir que

(8.5) p,=(^-ci-[,.]i) ^ (-i)^'(Ji^n,)n,.
Kî<J'<^-l

Posons A^j = [., .^n^-. Nous avons :

n-l

A,_iD,=^ ^(-i)^n,Mj.
fc=l Ki<j<n

D'après les équivalences des diagrammes des figures 24, 25 et 26, nous avons
les relations :

î^kNij == (A (g) M-ij-i)nfc pour k < i,
n/cM,j = (A (g) Mj-i)!^ pour % < k < j ,

et n/,Mj = (A (g) Mj)nfc+i pour j < k .
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Figure 24

( ^ '̂

(iii.c)
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k+ 1

(iii.a)

Figure 26
II en résulte que

An-iDn = ^ (-1)^01 ^ M-ij-i)nj, + ^ (-i)^n,Mj
KÂ;<t<j<n-l Ki<j<n-l

+ E (-1)^01^^-1)^
Kz<A;<j<n-l

+ E (-l)1^^®^^^!
KKj<fc<n-l

=- E (-ly+l^®N^)^(-l)k+lTl,
^•<:i<J<:n-l k=l

+ E (-1)̂ 11̂
Kz<j^n-l

= - (A 0 Pn-iAn) + ^ (-i)^n,Mj.
i^î<j<yi-i

D'autre part, l'équivalence des diagrammes de la figure 27 donne

^(-i)^n,Mj=- ^ (-i)^[,.]i(Ji0n,-i)n,.
i^î<j'^^

Nous avons donc

^<:i<J<:n-l

An-iDn + (A 0 D,_i)A, = - ^ (-i)^'[., .]i(A ^ n,)n,.
1<^J'<^-1
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Figure 27

Si nous additionnons terme à terme cette dernière relation avec la relation
(3.3), nous obtenons la formule (8.5) que nous voulions démontrer.

Par conséquent, d'après (8.5), on a :

(dr + d^.])2 = {rnP 0 In-i)(^u ̂ m^ - c - [.,.]) 0 In-2)

o [ i d ^ 0 ^ (-1)^(710^)^
V Kî<J'<n-l

Ce qui est nul car, par définition de Uc{Q)i m^j^ — c — [.,.]) =0. D

Observons que dr et d^.] sont Î7c(fl)-linéaires. Le lemme 8.2 nous
permet de définir un complexe de £/c(s)-modules.

DÉFINITION 8.3. — Soit (g,c, [.,.]) une algèbre de Lie quantique et
soit Mr un Uc(o) -module à droite. Nous appelons complexe de Chevalley-
Eilenberg non commutatif le complexe :

T,(S; Mr) = {Mr 0^(0) (^c(fl) 0 00*), idM ̂ (^ + ^[.,.])) .

Nous identifions canoniquement r^(g;My) au complexe (Mr (8)00*,
^M,r,[.,.]) (^oïlt 1e1 différentielle s'exprime, avec la convention d'écriture (3.6),
sur un élément homogène ^ = m (g) g^- • '®gn ê Mr 0 00*, par la formule

^M,r,[.,](0 = ̂ -Pl ^^20- • •0^n

+ ̂ (-l)^"1 ̂  m'gk 0 ̂ 10. . .^fc-l^fc+1^ . . . 0 ̂ n
/c=2
n-1

+ ̂ (-l)^^^!^...^ [^,^z+l]0...0^n
î=l

+ ^ ^(-l)^^ (g) ̂ 10. . .[^, ̂ •] (g) ̂ +10. . .
Kî<j+l<n+l

(g)^_l(g)^+l(g). . .^,
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Montrons que cette différentielle passe au quotient lorsqu'on la pro-
jette sur Mr <S) A^(g).

LEMME 8.4. — Pour toute une symétrie de Hecke c, les opérateurs dr
et d \ ] induisent deux applications

dr.d^ : Uc(Q) 0A^(s) -. Uc(Q) 0A^-%)

par passage au quotient.

Démonstration. — Pour dr^ la démonstration est identique à celle
du lemme 3.2. Afin de démontrer la propriété pour d[^ j il nous faut
montrer que (id[/(g)p^_i)(id^ (g)Dn) ° (id^/(g)J^(g)) = 0. L'idéal ^T(g) est
^-linéairement engendré par les éléments de la forme (id0^ —^ / - lCfe)(C) où
C e S077^ et où k est compris entre 1 et n — 1. Posons N^j == [., .]iTlij. On
a :

Dnock= ^(-ly^N^c^
l<,i<j<n

Nous allons décomposer l'ensemble des indices de cette somme et examiner
l'opérateur TÎ-zjCk dans chaque cas. Pour ce faire, considérons les ensembles
d'indices suivants :

(a) = {i, j : 1 <i < j < k} (b) = {ij : 1 < i < k < j <, n}

(c )= { i , j : k < i < j < n }

où k < j signifie que k 4-1 < j. Ainsi on a :

D^Ck= Y, (-l^A^c^ ^ (-^(A^+A^c,)
(a),(6),(c) k<j<n

+(-1)^^+1^

+ E (- l)fe+l(7V^C,-^+lCfc).
l^i<k
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Le lecteur se convaincra aisément en traçant les dessins correspondants que
nous avons les relations suivantes :

NijCk = Ck-iNij sur (a),
NijCk = CkNij sur (b) et (c),
NkjCk = CkNkj d'après 7.1.(iii.b),
M;+i,jCfc = CkNk+ij d'après 7.1.(iii.c),
Nk^iCk = -^Vfc,fc4-i d'après 7.1.(i),
N^kCk = Ni^i,

et N^k+iCk = Ni^cî = (1 - ̂ )M,fc+i + yN,^ d'après (1.1).

Par conséquent, on a :

DnOCk = C,-i ̂ (-1)^1^,, + Ck ̂  (-^N^

(a) (b)(c)

+ Cfc ^ (-l)^1^^!,, + N^) + (-l)^^^,^!
fc<j'<n

-^ E (-^(^-AWi).
KKfe

Or pour tout entier k compris entre 1 et n - 1, on a p^-^"1^) = /^ et
donc p^oDnoÇ-^Ck) = p^oDn ou encore p^oDn(In - v-^Ck) = 0. n D

D'après le lemme précédent, il est possible de passer au quotient dans
les complexes de Chevalley-Eilenberg non commutatifs. On pose la

DÉFINITION 8.5. — Soient (5, c, [.,.]) une algèbre de Lie quantique
et Mr un Uc(Q)-module à droite. Nous appelons le complexe de Chevalley-
Eilenberg quantique le complexe

C*(fl, Mr) = (Mr ̂ (,) (Uc{Q) 0 A; (S)), idM ^(dr + d[, .])) .

En identifiant canoniquement Mr 0^(5) ^c(s) et Mr, nous avons :

G*(9,M,)^(M,0A,*(s),dM,.,[.,]),

la différentielle ^M,r,[.,.] étant donnée par la même formule que précédem-
ment.
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Remarques. — Lorsque le crochet de Lie est identiquement nul, le
complexe de Chevalley-Eilenberg quantique s'identifie au complexe de
Koszul quantique K^(S^,v)(o)',Mr)r'

Dans le cas où c est la volte, le complexe G, (g, Uc(o)) est le complexe
de Chevalley-Eilenberg classique V(o) tel qu'il est construit dans [CE].

Un argument de suite spectrale (cf. proposition 10.3) implique le

THÉORÈME 8.6. — Soient k un corps de caractéristique nulle et Q une algèbre
de Lie quantique. Si le gradué associé à la filtration canonique de l'algèbre
Uc(Q) est égale à 6^(g), le complexe C*(g;£/c(s)) est une résolution libre
de k par des Uc(Q)-modules à gauche.

DÉFINITION 8.7. — Nous appelons homologie de l'algèbre de Lie
quantique (9,0, [.,.]) à coefficients dans Mr Phomologie H^(Q,Mr) du
complexe C, (^ Mr).

On a immédiatement

Ho(Q,Mr)=Mr/Mr'Q.

Si l'on pose Mr = k, le complexe C*(0, k) se réduit au complexe

C.(s,AO=(AÎ(0),^.i)
et on a :

Ho(^k)=k et H^k)=Q/[^Q]

où [5,5] est le sous espace vectoriel engendré par les éléments [pi, ^2] où g\
et ^2 parcourent 5.

Il est également possible de définir une cohomologie des algèbre de
Lie quantiques. Soient Mu un Î7c(s)-module à gauche et îî.omu(Uc(o) 0
A^(s), M^) le fc-module des morphismes de [/c(fl)-modules de Uc(o)^A^Q)
dans Mi. C'est un £/c(s)-module à droite, nous notons Hom^(£/c(s) ^
AJfl), Mi) le sous-module de degré n dans la graduation induite par celle
deA^(s).

DÉFINITION 8.8. — Nous appelons cohomologie de l'algèbre quantique
(5, c, [.,.]) à valeurs dans le Uc(o) -module à gauche Mi la cohomologie
H*(Q,M^) du complexe de cochâmes

G*(S,M,) = (Hom^(s) 0A,(s), M,), 9)
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où 9 est la différentielle îîomu(dr + d r i ,10^)-

Identifions îîomu(Uc(o) (̂  A^(^), M )̂ à Hom/.;(A^(0), M^). On a :

C*(s,M,)^(Hom:(A^),M,),o)

où, pour un élément homogène / ç Hom^(A^(g), M^), <9/ est le morphisme,
élément de Hom^^A^g), M^), qui à g\/\- • -A^+i associe

n

gif{92/\' • -Apn) + ̂ (-l)^1 Y^gkfÇgi^' ' -A^-iA^+iA- • -A^)
À;=2

n-1

+ ^(-l)7(^iA- • •A[^, ̂ +i]A.. '/\gn)
i=l

+ ^ ^(-l^'+V^iA- • •A[^]A^4-iA- • •A^-iA^+iA- • -A^)
Kî<j+l<n+l

où nous utilisons la convention d'écriture (3.6). Supposons k muni de la
structure de [/c(fl)-module trivial. Nous posons la

DÉFINITION 8.9. — Soit 0 une algèbre de Lie quantique de symétrie
de Hecke c. Nous appelons cocycles de Q les cocycles du complexe C*(fl, k).

Le /c-module des 0-cocycles de toute algèbre de Lie quantique g est
isomorphe à k, celui des 1-cocycles au module des formes linéaires / sur Q
vérifiant /o[.,.] = 0 et celui des 2-cocycles au module des formes linéaires
g sur g02 vérifiant

goc = -vg et go{[., .]i - [., .]iC2 - [., .]2) = 0 .

9. Algèbres enveloppantes généralisées.

L'algèbre enveloppante de Sridharan l7(g, /) associée à une algèbre de
Lie (g, [.,.]) ordinaire et un 2-cocycle / du complexe de Chevalley-Eilenberg
est le quotient de l'algèbre tensorielle T(g) par l'idéal bilatère engendré par
les éléments v\ 0 v^ — V2 ^> v\ — \y\, v^] — f(vi, v^) où v-^ et v-^ parcourent
g. Dans [Sr] R. Sridharan montre que cette algèbre ne dépend que de Q et
de la classe de cohomologie de / dans H2^, k), que U(Q, f) est une algèbre
presque commutative au sens de [Kl] et que, pour toute algèbre presque
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commutative A dont le gradué associé est une algèbre symétrique, il existe
une algèbre de Lie Q et un 2-cocycle / ç Z2^, k) tel que A ̂  U{^ f) .

Dans le cas quantique, nous associons à la donnée d'une algèbre de
Lie quantique (0,c, [.,.]) et d'un 2-cocycle de g au sens de 8.9 une algèbre
^c(9î/)î analogue de l'algèbre enveloppante de Sridharan.

DÉFINITION 9.1. — Soient Q une algèbre de Lie quantique relativement
à la symétrie de Hecke c et f un 2-cocycle de g. On appelle algèbre
enveloppante généralisée de Q relativement à /, l'algèbre Uc(Q, f), quotient
de l'algèbre tensorielle sur Q par l'idéal bilatère engendré par les éléments
de la forme v\^v'z- c(v^ <S> ^2) - [^1^2] - /(^i, ̂ 2) où v^ et v^ parcourent
0-

Remarque. —Lorsque / est la forme nulle, l'algèbre Uc(Q, f) est
l'algèbre enveloppante Uc{^) et lorsque le crochet et la forme sont tous
deux nuls, c'est l'algèbre symétrique 5c(g).

Nous notons idu l'identité de l'algèbre Uc(Q,f). Dans les démonstra-
tions, nous poserons U == Uc{Q,f).

A tout 2-cocycle / d'un algèbre de Lie quantique (5, c, [.,.]), associons
l'application /' de g071 dans g^71-2) définie par la formule :
(9.1)
f= "E (-1)^+J+1((/ ̂  in-2)(h 0 n,_i)n, - (J,_2 0 /)(n, 0 Ji)n,).

l<:i<j<,n

Nous appelons /' la composée de /' avec la projection de g^-2) dans
Ar'oo-

Remarque. — La restriction de /à g02 est nulle. Lorsque la symétrie
c est la volte, la forme / est identiquement nulle sur toute l'algèbre T(o).

10. Homologie de Hochschild des algèbres
enveloppantes généralisées.

Nous reprenons les notations du paragraphe 9. Sous certaines condi-
tions, il est possible de construire un complexe du type Chevalley-Eilenberg
(analogue quantique de celui décrit dans [Kl]) qui est une résolution de
Uc(Q^f) par des £/c(0,/)-bimodules. Ce paragraphe est consacré à cette
construction.
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Définissons l'opérateur dr (resp. d^) de t/c(fl, /) 0g071 dans E/c(s, /) 0
ô0^-1) (resp. de ̂ n 0 U^f) dans g^-D 0 [/.(g,/)) en posant :

dr = (m^id^-^id^A,) ( resp. de = (id^71-1) ̂ m^A^id^))

où m^ désigne la multiplication de l'algèbre Uc{^f).

LEMME 10.1. — Soit / un 2-cocycle sur l'algèbre de Lie quantique
(fl, c, [.,.]) tel que f = 0. AJors Papplication d de Uc{^ f)^^ (g) E/c(s /)
dans Uc(Q, f) 0 g®(n-l) 0 t/^g, /) donnée par :

d=dr^idu+ ïdu <S>Dn 0 idu +(-l)n idu 0^

est de carré nul.

Démonstration. — Calculons :

d2 = [d^ + dr(ïdu ®Dn) + (idu ^Dn-i)dr] (8) idc/
+ idt/ ̂ Dn-iDn (g) idt/ +(-l)n((^ 0 idt/)(idt/ 0^)
-(id£/0^)(c;^0id[/))
+ (-1)71 idt/ 0 [(-l)71-1^2 - ̂ (D, 0 id^) + (D,_i 0 ïdu)de] .

D'après les lemmes 3.1.b et 8.1, la seconde et la troisième lignes de cette
somme sont nulles. Il reste :
(10.1)
d2 = [(m^ m^ W(idu 0Pn)] ̂ ïdu - ïdu 0 [(In-2 0 m^ mf)(^ 0 id^)]

où Pn est défini par (8.4) et où l'on a posé :

Rn = (-l)71-1 .̂! 0 I,)Àn - À^Dn) + (A,-i 0 A)A, .

Nous allons établir la formule :

(10.2) ^ = (j, - c,-i - [., .],_j ̂  (-i)1^^^ 0 A)n,.
Kî<j<n

Pour ce faire, calculons :

Àn.,Dn= ^ (-l)^+n^,^•+ ^ (-i^^n.M,,
l^A;<z<j^n l^i<k<j^n

+ E (-l)J+fc+n+l^,-lMj+ ^(-i^^n.Mj.
Ki<j<k^n Ki<j<n
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II s'agit de faire commuter fi^ et 7V, j. Les relations

ÛfeMj = (M-i,j-i 0 A) flk si 1 < fc < i,
^ fifcMj = (A^-i (g) A) fifc si î < k < j,

et Ùk-iNij =(M,j^A)nfc- i s i j < Â ; ^ n ,

peuvent êtres obtenues en considérant les diagrammes correspondants.
Nous ne les tracerons pas ici. Finalement :

n-l

A»_^=^(-I)»^ ^ (-i^W^^nfc
k=l Ki<j<,n-l

+ E^1)̂ 71''111 -̂
Kî<J^7l

= (^_i 0 Ji)A, + ^ (-l)^'4-^1^^,
Ï,J

^<i<J<n

ou encore

(-l)71-^^-! 0 h)Àn - Àn-M = ^ (-l)^^1^^,,, .

i<î<j'<yi

(iii.c) (iii.a)

Figure 28

D'après les points (iii.a) et (iii.c) de la définition 7.1, nous avons l'équiva-
lence de la figure 28 qui représente la relation : n,7V,j == [.,.]^_i(Û, (g)
h)îlj. D'où :

(-^((^.^JJA.-A.-iA^ ^(-^^^.In-i^^A)^.
Ki<j<n

En retranchant terme à terme cette dernière formule de l'identité (3.4),
nous obtenons (10.2). La formule (10.1) devient :

^= E W^^U^f^In^Il^îlj-^Ili
l^Kj^n

- (J^_2 (g) /)(n, (g Ji)iy 0 idc/
= id[/ (g)/' 0 id^/ .
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Ce qui est nul par hypothèse. Q

Nous construisons deux complexes ayant d pour différentielle. Soit
(g, c,[.,.]) une algèbre de Lie quantique munie d'un 2-cocycle / tel que
// = 0. Nous avons le complexe

î*(^c(s, A M^ == (Mb ̂  (Uc(Q, f) 0 s0* 0 [/c(fl, /)), idM 0d)

pour tout Î7c(s,/)-bimodule Mb.

L'application d passe au quotient en induisant une différentielle d de
Uc(Q, f) 0 A^(s) 0 Uc(Q, f) dans^(fl, /) 0 A^-^s) (g) ̂ (g, /). Ainsi pour
tout 2-cocycle / de g vérifiant /' = 0 et tout [/c(0,/)-bimodule Mb, on a
le complexe

C.(Uc(Q, /), Mb) = (Mb ̂  (^c(s, /) ̂  A^(g) 0 ̂ (s, /)), idM ̂ d) .

EXEMPLES 10.2.

(1) L'algèbre Uc(^fT est un £/c(s,/)-bimodule d'une façon naturelle.
On a l'isomorphisme de complexes

C.{U^ /), U^ /)') ^ (^(0, /) 0 A,* (s) 0 Uc^ /), d).

(2) L'algèbre Uc(Q, f) est également un Î7c(0,/)-bimodule. Nous iden-
tifions le complexe C.(Uc (s, /),E/c (fl,/)) à (^c(flJ) 0 A^(g), d) où J est
la différentielle donnée, sur un élément homogène ^ = x 0 pi A- • -A^ e
^c(flî /) 0 A^), par la formule

n

^(0 = ̂ i ̂  p2A- • '/\gn + ̂ (-l)^-1 ̂  xgk 0 ̂ iA- • -A^-iA^+iA- • •A^
k=2 (fc),

n-l

+ ̂ (-1)^ ̂  ^ lA- t -A[^, ̂ +i]A- • '/\gn
i=l

+ S Z^ (-l)J+la;^^lA...[^,^•]0^+lA...^•-lA^•+lA...^
l<i<7+l<n+l Q'-î)^

n

+ (-1)^^ 0 ̂ lA.. .A^-i + ̂ (-1)^ ̂  ̂ a; 0 piA.. .^+iA^_iA.. .̂
^=2 Çk)r-

suivant les conventions (3.6) et (3.7).
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Enonçons le résultat principal de ce paragraphe.

PROPOSITION 10.3. — Soient k un corps de caractéristique nulle, Q
une algèbre de Lie quantique relativement à la symétrie de Hecke c et f est
un 2-cocycle de Q tel que f == 0. Si de plus, le gradué associé à la filtration
canonique de Falgèbre Uc(Q, f) est égal à 5c(s), alors le complexe

C.(U^ /), U^ JT) = (U^ f) ̂  A:(g) 0 U^ /), d)

est une résolution libre de Uc{Q^ f) par des Uc{Q^ f)-bimodules.

Démonstration. — Le complexe est libre par construction. Considé-
rons la filtration canonique de U. Elle induit une filtration sur le complexe
C^(U^ U6). Comme gr(î7) = 5, le terme E° de la suite spectrale est donné
par

( E ^ d o ) = ( S ^ ^ ( S ) S , d b ) = K ^ S , S e ) b .

Ce dernier complexe est acyclique d'après le point (c) de la proposition 4.1.
Par conséquent, CÇU, Ve) est acyclique. D

Appliquons le foncteur Uc{Q^ f)®jjc{Q,fY— a G6^ résolution. Il en
résulte le

COROLLAIRE 10.4. — Sous les hypothèses de la proposition 10.3,
Phomologie de Hochschild de Uc(Q^ f) est donnée par

HH^U^ /)) = H. ÇC^Uc^ A Uc^ /))) .

11. Une algèbre d'opérateurs différentiels
sur l'espace affine quantique multiparamétré.

Plaçons-nous sur un corps k de caractéristique nulle. Soit V un k-
espace vectoriel de dimension N muni d'une symétrie simple Q de marque
q et de rang N. Nous supposons la symétrie Q définie par la famille de
scalaires (çzj)î,j=i...Ar- Introduisons une famille (pi)z=i...N de scalaires non
nuls. Soit W = V © V un espace vectoriel de dimension 2N et de base
[x\,..., XN, 9i,..., c^v}. Les formules suivantes définissent une symétrie



1148 MARC WAMBST

simple Q' de marque q et de rang 2N sur W.

Q'(xi 0 Xj) = ç^- (g) a;, pour î < j
Ç'CK, <^Xj) = qijXj (g) ̂  -+- (1 - ç)^ 0 ̂  pour i > j
Q\9i (g) 9j) = ç^- 0 9i pour î < j
Q\9i 0 <^) = ^<9, (g) 9z + (1 - ç)9z 0 <9, pour i > j
Q\Xi 0 9j) = ç^- 0 ̂  pour î 7^ '̂
Ç'^ 0 ̂ -) == ç^- 0 9i + (1 - ç)<9, (g) ̂  pour î 7^ j
Q'(xi (g) ̂ ) = p^Qi 0 ̂  pour tout î
Q^ôz (g) a;î) = qpiXi 0 ôî + (1 - g)a;^ 0 9, pour tout i.

Nous munissons W du crochet de Lie trivial [.,.]= 0 et de la forme bilinéaire
/ nulle sur tout couple d'éléments de la base sauf sur les couples (xi, 9i) et
(9i,Xi) pour lesquels on a :

f(xi, 9i) = -̂ -1 et f(9i, Xi) = q.

On vérifie aisément que la forme / est un 2-cocycle de l'algèbre de Lie quan-
tique (W,Q1\ [.,.] =0). Nous formons alors l'algèbre enveloppante généra-
lisée UQ'(W,f). Cette algèbre est isomorphe à une algèbre «d'opérateurs
différentiels» sur le plan affine quantique multiparamétré SQ(Y) au sens
suivant.

Sur SQ(V), nous définissons la division d'un monôme X0' = x°^ ... x°^
par la variable xi en posant :

a /i-l \
_ — ( TT a^k \ yQi yûi-i QAT
/y. — \ 11 ̂ ki ] ^1 " ^ i " ^ N
xi \k=l )

lorsque ai > 1. Définissons, pour tout i = 1,..., N, une «dérivée partielle»
9

-— en posant :
OXi

9P^ ^ P(a;i,..., pjXj,..., XN) - P(a;i,..., Xj,..., XN)
9xi (pi - l)xi

où P est un élément de SQ(V) vu comme un polynôme en les variables
ordonnées a;i,.. .^XN. Sur un élément homogène x^^ on aura donc :

/i-lQx^
— ( r ) - } 1 TT nas \ Tal ^ai-l^a^-l^ai+ï ^N—WMiMi^sî j ^i •••^- i^ ^+1 ' " X ^Q^ ^^^ \ 11 ̂

<s=l
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Qx^
si ai > 1 et -g^- = 0 si ai = 0. Si l'on note encore Xi la multiplication à

gauche par ^, on a les formules suivantes :

9 9
Q—^i — PiXi-— = 1 pour tout i9xi 9xi
Q r\

(1L1) ^-^ - Î^Q" = ° P01111 tout i 7e J0'3^ (73^

9 9 9 9
9xi9x,~qji9x,9x^o Pour tout z<, .

L'algèbre des opérateurs différentiels ainsi définie est engendrée par a;i,...,
9 9XN, -^—, . . . , ^—, les relations (11.1) et la relation XiXj = qijXjXi. Elle

est isomorphe à UQ'(W,f) d'une manière naturelle.

Les relations (11.1) et le lemme suivant nous permettent d'affirmer
que l'algèbre graduée associée à Uq^W.f) est isomorphe à SQ\W).

LEMME 11.1. — La famille

T — J'/y.^l /y.O'TV.Q/îl ^N\J- — \X^ . . . X^ 0^ . . . C^ }a,^çN^

est une base de l'algèbre UQ'{W, f).

Démonstration. — II est clair que la famille T engendre l'algèbre. En
effet, les relations de commutation (11.1) permettent d'écrire un élément
quelconque sous la forme d'une combinaison linéaire d'éléments de T.
Montrons qu'elle est libre.

Pour tout multi-entier v e N^, notons \v\ la somme \v\ = fi-h • -+î^v.
L'algèbre Uq'(W,f) étant isomorphe à une algèbre d'endomorphismes de
Sq{y) nous pouvons appliquer un élément

y — V^ \ ../y.0! . . ^N 5^\ ^N
z ~ Z^ A^x\ ^N °\ " ' ÔN '

|a|<p
1/3|<9

où p et q sont deux entiers et \^ ç k, à un élément x'° = x^ • • • x^ .

Posons 9^ = 9f1...^. Si \(3\ > \v\ alors 9^) = 0 et si
\/3\ == \v\ alors on a 9f3(xv) ̂  0 si et seulement si /? = v. Or la famille
W î • • • ̂ °^ }^^N est une base de 5ç(V), elle est donc libre sur k. Ainsi il
suffit d'appliquer successivement z à tous les monômes x'° tels que \v\ = 0,
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H = I r - îH = q pour qu'un raisonnement par récurrence nous donne
que, pour tous a et /?, \a^ = 0 si z = 0. D

On a le

LEMME 11.2. — Lorsque q = 1, là forme f vérifie la condition / '= 0
sur l'algèbre de Lie (W, Q', [.,.] = 0).

Démonstration. — Nous montrons que /' = 0 sur les éléments
homogènes de la forme

C = x^ 0 a^ (g) • • • (g) a;̂  (g) (9^ 0 • • • 0 <9^

où îi < î2 < • • • < in et ji < J2 < ' • • < jm' Comme ces éléments sont
les représentants dans TV^77^71) d'éléments qui engendrent linéairement
^^(W), cela démontrera le lemme. On a :

n (k-i jW-i nr(c) = E (-1)J(S)+1 11̂ -. n ̂  n ̂
k=l \ s=l s=l s=l

ikCj^ \ s^k

m n m ^- n g^ n ^s n ^^ ^^•••^^^•••^^^••^^s=j(fc)+i 5=fc+i 5=1 i«^(fc) /
n / n j(fc)-l '= ^(-i)^1^-1-^-^) n ̂  n ̂

fe=l \S=fc+l 5=1
î fc€ j* v y

xrr^ (g) • • • 0 f^ (g)... (g) 9^ (g) • . . 0 Qj^

où j(Â:) désigne l'entier tel que jjç^ = ik. Puisque q = 1, la somme est
nulle et la propriété /' == 0 est bien vérifiée. D

Jusqu'à la fin de ce paragraphe, nous nous plaçons dans le cas où
q = 1. D'après les lemmes 10.1 et 11.2, nous pouvons former le complexe

^(^W/)^Q/W/))=(^W/)0Aç,(W),J)

dont l'homologie est l'homologie de Hochschild de Uq'(W,f) d'après le
corollaire 10.3.
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Par exemple, si nous supposons que, pour tous i et j, qij = 1 et pi = p,
alors la différentielle d s'exprime de la façon suivante. Pour a € U, on a :

d(a) = 0

d(a 0 Qi) = aQi — 9ia

d(a 0 Xi) = axi — xia

d(a (g) 9i/\Xi) = (aQi — pQiO) ̂  Xi — (paxi — Xid) 0 9i.

Soit ni un élément de AQ'(W) égal soit à .2^, soit à 9i, soit à 9i/\Xi.
La différentielle d opère comme une dérivation sur ces éléments; on a la
formule :

n

d(a (g) Ui,/\- ' '/\UiJ = ̂ (-l)lull+•"ln^/c-l \d(a (g) Z^JA^A- • •û^A- • 'u^
k=l

où {21 < • • • < in} est une partie ordonnée de [1,..., 7V].

Dans ce cas particulier, l'algèbre UQ'(W^ f) a également été définie et
la résolution C^UQ^W.^.UQ^W,/)^ construite dans [K2] pour N = 1
et dans [SR] pour 7V quelconque.

Appendice :

Structure d'algèbre de Lie quantique
sur l'espace quantique multiparamétré
de dimension inférieure ou égale à 3.

Soit k un corps de caractéristique nulle. Nous allons déterminer toutes
les structures d'algèbre de Lie quantique sur V relativement à une symétrie
simple involutive Q = c lorsque la dimension N de V vaut 2 ou 3.

Lorsque V est de dimension 3, nous notons {rc, y , z} une base. L'espace
vectoriel V est une algèbre de Lie quantique lorsqu'on le munit de l'un des
trois crochets de Lie définis

(i) par [rc, y] = az où a € k et [rc, z] = [ y , z] == 0 si c est la symétrie
involutive définie par

( c(x^y)== qy 0 x
c(y<S>z)= q^z^y
c(x (g) z)== qz (g) x ^
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(ii) par [x, y} = ^ z , [a;, z] = 0y , [î/, ̂  = aa; où a, /?, 7 ç k si c est
la symétrie précédente avec q = —1

(iii) et par [a;, î/] = ax, b/, 2;] = 72; et [a:, 2;] = 0 pour a, /? e k si c
est la symétrie involutive donnée par :

( c(x^y)= y <S> x
c(y(^z)= z 0 x
c(x(^z)= qz<S>x.

Il est aisé de voir chaque fois que l'identité de Jacobi est réalisée.
Ecrivons-la sous la forme : [.,.][., .]i(/3 + ciC2 + C2Ci). On vérifie que dans
les trois cas

[.,.][., .]i(a: (g) y 0 z) = [.,.][., .]i(î/ (g) z (g) x) = [.,.][., .]i(z 0 a; (g) i/) = 0.

La permutation circulaire par c n'est autre, à la multiplication par un
scalaire près, que la permutation circulaire ordinaire. L'identité de Jacobi
est donc vérifiée. La c-antisymétrie est implicitement exprimée dans la
définition des crochets. Nous laissons le lecteur vérifier l'identité : c[., .]i =
M2C1C2.

PROPOSITION Al. — En dimensions 2 et 3, les seules structures
d'algèbre de Lie quantique relativement à une symétrie simple involutive
sont les trois définies ci-dessus, les structures d'âlgèbres de Lie usuelles rela-
tivement à là volte et les structures dont le crochet de Lie est identiquement
nul.

Démonstration. — Nous exclurons de cette démonstration le cas où
la symétrie est la volte. La classification des algèbres de Lie de dimension
inférieure ou égale à 3 est classique (cf. [J]). Comme c est involutive, le
crochet de Lie doit vérifier les trois axiomes suivants :

(1) [.,.]€=-[,.],

(2) [.,.][.,.]2=[.,.][.,.]i(id^3-C2),
(3) C[, .]l = [, .J2C1C2 .

Si nous exprimons les trois axiomes en fonction de constantes de
structure, nous obtenons le
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LEMME A.2. — L'application bilinéaire sur V donnée pour tous i et

N

[xi,Xj}=^CfjX,
s=l

où Cfj e k pour tous i, j et s, est un crochet d'une algèbre de Lie quantique
relativement à c si et seulement si pour tous les entiers i, j, k et s variant
de 1 à N on a :

(1) q,=-Ç.,q,,

(2) E^%=E(^%-^/^)'
r=l r=l

(3) qzkqjkC^ = qrkC^ .

A l'aide de ce lemme, nous montrons dans un premier temps, qu'il n'y
a pas, en dimension 2, de structure non triviale d'algèbre de Lie quantique
relativement à c. Sur la base {x,y}, la symétrie c est donnée par :

c(x (g) x) = x 0 x c(x (g) y) = qy (g) x et c(y (g) y) = y (g) y .

Nous cherchons un crochet qui satisfasse aux conditions :

[x, x] = [y, y] = 0 et [x, y} = C^x + C^y .

La relation (3) impose que, pour k = 1 ou k = 2, on ait

qikQ2kC^ = qikC^ et qikq2kC^ = q^kC^

et donc que

f q2k = 1 pour k = 1,2 r çifc = 1 pour A; = 1,2
. ou et < ou
[ ^2=0 [ C%=0.

Comme c n'est pas la volte, on a nécessairement 912 -^ 1 et donc les
constantes de structure C\^ et C^ sont toutes deux nulles.

Dans un second temps, nous montrons qu'en dimension 3, les seules
structures possibles sont celle décrites précédemment. Le raisonnement
repose sur le
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LEMME A.3. — Soient i, j et k trois entiers distincts deux à deux,

(a) si C^ ^ 0, alors pour tout s on a qjs = 1,

(/?) si C^ 7^ 0, alors pour tout s on a qis = 1,

( Qji = Qki

(7) si tô. 1=- 0, alors on a Çij = Çfcj
Çife = Çfej •

Ce lemme se déduit immédiatement de la relation (3). Dans le cas de
la dimension 3, î, j et k sont pris dans l'ensemble {1,2,3}. Or on constate
que si deux au moins des conditions (a), (/?) et (7) du lemme sont réalisées,
alors tous les scalaires qij sont égaux à 1 et nous nous trouvons dans le cas
de la volte que nous avions exclu. Nous allons successivement examiner les
trois situations (a), (/?) et (7). Posons i = 1 et j = 2.

(a) Supposons que C\^ -^ 0 alors pour s = 1,2,3 on a : q^s = 1, c'est à
dire c est donnée par :

c{x 0 y) = y (g) x c(y (g) z) = z 0 y et c(x (g) z) = (7132; (g) a;

où gis = g 7^ 1. D'après (a), (/?) et (7), il apparaît alors que les
seules constantes de structure non nulles sont C\^, C^ , C^ et C^ • Nous
avons ainsi obtenu la troisième algèbre de Lie quantique annoncée dans la
proposition A.l.

(/?) Le cas où C^ 7^ 0 est le même que le précédent : il suffit d'échanger
x et y.

(7) II nous reste à examiner le cas où C^ -^ 0. On peut supposer que
pour tous i et j, les constantes C^ et Cf sont nulles, faute de quoi, on se
retrouverait dans les situations précédentes.

Supposons que C\^ = 6^3 = 0. La condition C^ 7^ 0 impose

Ç21 = 931 5 Çl2 = Ç32 ^t Çl3 = 932 •

Nous sommes dans le cas où la symétrie et le crochet sont les suivants :

(c(x (g) y) = qy (g) x ( [x, y] = C^z
c(y 02;)= q~^z <g) y et < [ y , z ] = 0

[cÇx 0 z) = qz 0 a: [ [a;, 2;] = 0.

C'est l'exemple (i).
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Supposons maintenant que C^ 7^ 0. La condition (7) pour C^ et 6^3
impose

923 = 932 et Çi2 = Çl3 5 Çl2 = Ç32 5 et Çi3 = Ç32 ,

c'est-à-dire tous les scalaires sont égaux à 1 ou —1. Comme la symétrie est
différente de la volte, nous avons qij = —1 quand i et j sont distincts. Nous
sommes dans le cas de l'exemple (ii). D
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