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FONCTIONS L p-ADIQUES
D'UNE COURBE ELLIPTIQUE

ET POINTS RATIONNELS

par Bernadette PERRIN-RIOU

Dans [R92], Rubin construit, pour E une courbe elliptique définie
sur Q à multiplication complexe par un corps quadratique imaginaire,
un élément x de Zp 0z ^(Q), d'ordre infini dès que J?(Q) est de rang
> 1. Cet élément est construit à partir des unités elliptiques. Il est connu
depuis longtemps que ces mêmes unités elliptiques permettent de construire
la fonction L p-adique de E^ ou plutôt les fonctions L p-adiques (par
différentes spécialisations de la fonction L p-adique à 2 variables de £').
Rubin établit alors un lien entre les valeurs de ces fonctions L ou de leurs
dérivées et divers invariants de x (de manière rapide, son "logarithme", sa
hauteur p-adique...).

Il est alors naturel de se demander ce qu'il en est pour une courbe
elliptique sans multiplication complexe. Prenons-la définie sur Q et modu-
laire. Dans la situation actuelle, lorsqu'elle est de plus ordinaire en p, une
seule fonction L p-adique est connue. Par contre, lorsque E est supersin-
gulière en p, il est construit deux fonctions L p-adiques ([MTT86], [V76]).
Le but premier de ce texte est d'expliquer comment on pourrait réparer
cette injustice faite aux courbes elliptiques ordinaires et sans multiplica-
tion complexe et donner des formules analogues aux formules de Rubin
dans ce cas-là en utilisant les résultats locaux de [P92c], [Pa].

Mots-clés : Courbe elliptique - Fonctions L - Hauteur p-adique - Théorie d'Iwasawa -
Représentations p-adiques.
Classification A.M.S. : 11G05 - 11G40 - 11R23 - 11R42 - 11S25.
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Ces mêmes résultats locaux permettent de revoir les conjectures
principales classiques et de les généraliser au cas des courbes elliptiques
supersingulières en p. On définit un module sur l'algèbre d'Iwasawa A,
noté H^ g(T) dans le texte, qui joue le rôle de la limite projective £00 des
unités globales le long de la Zp-extension de la théorie classique. A l'aide
des homomorphismes fl,v à la Coleman définis dans [Pa], on associe à tout
élément de H^^(T) un élément C^ de T-^(Goo) ^ D(V) où D(V) est le
module de Dieudonné de E sur Qp et où HiGoo} est une algèbre contenant
A. En tenant compte d'autre part de H2^ ^(T), on peut alors définir une
fonction L p-adique "arithmétique" à une unité près de l'algèbre d'Iwasawa
et énoncer une "conjecture principale".

On espère d'autre part que pour un choix "naturel" de uj (analogue
des unités cyclotomiques), la fonction C^ mérite le nom de "fonction L
p-adique de la courbe elliptique -E" (cf. §3). Des annonces de Kato vont
dans ce sens. La fonction L p-adique de Mazur-Swinnerton-Dyer pourrait
alors s'obtenir comme une projection convenable d'un tel C^.

De telles spéculations permettent d'aboutir à une formule qui a un
sens concret (c'est-à-dire dont les termes sont bien définis) dans le cas où
E est supersingulière en p, formule dans l'esprit de [Ru92], theorem 10.4 :
il s'agit, lorsque £J(Q) est de rang 1, de donner une expression du carré
du logarithme p-adique d'un générateur de £'(Q) en termes des fonctions
L p-adiques de Amice-Vélu-Vishik-Mazur-Swinnerton-Dyer. On peut en
fait placer cette formule dans le cadre général des "conjectures de Birch-
Swinnerton-Dyer pour les fonctions L p-adiques" notées BSD(V). Nous
reprenons ces conjectures qui sont nouvelles dans le cas supersingulier. On
énonce aussi les conjectures p-adiques de Bloch-Kato (en un entier non
critique) notées BK(V^j). Pour la fonction L p-adique arithmétique, on
démontre les conjectures BSD(V) et BK(V,j) pour j ̂  0 à une unité près
sous des hypothèses de non-dégénérescence.

Donnons le plan du texte. Dans le paragraphe 1, on introduit les
modules étudiés et on énonce dans le cas des courbes elliptiques les
théorèmes et conjectures de [Pa] dont on aura besoin. Dans le paragraphe 2,
nous démontrons des formules concernant la fonction C^. Nous sommes
alors amenés à parler de hauteur p-adique. Dans le paragraphe 3.1, nous
définissons la fonction L p-adique analytique Lp^MSD (à valeurs dans
T~t(Goo} 0Qp Dp(V)) à partir des fonctions de Mazur-Swinnerton-Dyer
et aïs. Dans le paragraphe 3.2, nous expliquons succintement le lien
qu'il devrait y avoir entre Lp^MSDi nos C^ et les éléments de Beilinson-
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Kato. Dans le paragraphe 3.3, nous énonçons les conjectures pour les
valeurs en \3 de Lp^MSD pour j ç Z. On obtient dans ce paragraphe la
formule "à la Rubin". Dans le paragraphe 3.4, nous définissons le module
arithmétique des fonctions L p-adiques, nous donnons plusieurs versions
de la conjecture principale et nous montrons l'analogue des conjectures
BSD(V) et BK{V,j) sur la fonction arithmétique à une unité près.

Pour finir, remarquons que les résultats de ce texte auraient pu être
écrits sans grande modification dans le cas de la représentation p-adique
associée à une forme modulaire primitive pour To(N) et de poids k > 2.
On aurait pu aussi introduire dans les formules des caractères de Dirichlet
de conducteur premier à p...

Plan

1. Préliminaires.
2. Quelques formules sur C^.

2.1. Valeur de C^ en un caractère d'ordre fini
2.2. Valeur de C^ en un caractère d'ordre fini
2.3. Hauteurs p-adiques
2.4. Etude de C^ en \3 pour j e Z - {0}

3. Fonctions L p-adiques.
3.1. Fonction L p-adique de Mazur et Swinnerton-Dyer
3.2. Eléments de Beilinson-Kato
3.3. Quelques conséquences hypothétiques, conjectures de Birch
et Swinnerton-Dyer p-adiques, conjectures de Bloch-Kato p-
adiques
3.4. Conjecture principale

1. Préliminaires.

1.1. Donnons quelques notations et définitions, exprimées "à la Bloch-
Kato", c'est-à-dire en termes de la représentation p-adique associée à
E (cf. par exemple [BK90], [FP91], [FP92], [P92a] ; cf. [P92b] pour une
traduction en termes classiques). Nous nous limitons volontairement dans
ce texte au cas des courbes elliptiques sur Q.

Si X est un Qp-espace vectoriel (resp un Zp-module de type fini,
un Zp-module), on pose X* = HomQp(X,Qp) (respX* = Hom^(X,Zp),
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X^ = Homzp(X,Qp/Zp)). Soit Q une clôture algébrique de Q. Si F est
un corps de nombres contenu dans Q, on pose Gp = Gal(Q/F). On
choisit une clôture algébrique Qp de Qp. Si v est une place de F, on note
Gp^ un sous-groupe de décomposition de v. On note Q^ = Q(/^pn-n) où
/^pn+i est le groupe des racines j/^i-ièmes de l'unité, Qoo = UQn la Z^-
extension cyclotomique de Q de groupe de Galois Goo, F = Gal(Qoo/Qo),
G, - Gal(Q,/Q), A = Go = Gal(Qo/Q), A = ZpiGoo], Ap = Zp[r].
On désigne par 7 un générateur topologique de F. Pour tout entier r, on
note Qp(r) le r-ième twist de Tate : si \ : Goo -^ Z^ est le caractère
cyclotomique donnant l'action sur les racines j/Mèmes de l'unité pour tout
n, l'action de GQ sur Qp(r) est donnée par ^r.

Soit E une courbe elliptique définie sur Q. Soit T = Tp(E) la
limite projective des points de Rétorsion Epr. de E(F) et V = Vp(E) =
Qp ̂  Tp(E). On pose

V*(l) = HomQ,(y,Qp(l)) , T*(l) = Homz,(T,Zp(l)) c V*(l).

Le Qp-espace vectoriel V (resp. le Zp-module T) est muni d'une action
linéaire continue de GQ.

Soit S un ensemble fini de places de Q contenant p, oo et les places
de mauvaise réduction de V (ou ce qui revient au même de £'); on note
Sf l'ensemble des places finies de S. Soit Gs,q^ le groupe de Galois sur Qyi
de la plus grande extension galoisienne de Qyi (ou de Q) non ramifiée en
dehors de 5'. Pour i ̂  0, on note H^GS,^, -) les groupes de cohomologie
continue et H^GS,^, -) la limite inductive des H^GS^,-) pour les
applications de restriction. On pose

^(T)=hmir(G^,T).

Si w est une place de Qoo, on note Z^^(T) la limite projective
relative aux applications de corestriction (norme) des ^(Qr^wîT)- On
pose %^(T) = e^(e^Z^jT)), %^(T) = %^(T) si Wp est
l'unique place de Qoo au-dessus de p.

1.2. Notons Dp(V) = (Bcris 0 V)0^ le module de Dieudonné de E
en p. Il est muni d'un endomorphisme de Frobenius (p bijectif et d'une
filtration décroissante FiPDp(y) de Qp-espaces vectoriels :

Dp(V) = Fil-1 Bp(V) D Fil0 Bp(V) D Fil1 Bp(V) = 0

avec Fil°Dp(y) de dimension 1. Si K est une extension finie de Qp, soit
expy = expj^ y : Bp(V) —^ H1^, V) l'application exponentielle de Bloch-
Kato ([BK90], 3.10, [FP91], I). L'image de exp^y est le Qp-espace vectoriel
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H)(K, V) = Qp ̂  \lmE{K)/pnE(K) et H}{K, T) == nmE^Vj/1^)
est l'image réciproque de Hï{K,V) dans ^{K.T).

Posons r . (1 + F) = (1 4- T)^ pour r € Goo. On fait agir A sur
1 + T par prolongement par linéarité (ici, T est une indéterminée). Si
/ € A(g)Dp(V), soit G(T) la solution dans Qp[r] ̂  Dp (Y) de l'équation
(1 — (p) G = f ' (1 + T) où (/? est rendomorphisme Qp-linéaire tel que
(^(a(T) (g) d) = a((l + T)P - 1) 0 <^(d) pour a e Qp[T] et d e Dp(V).
Choisissons £ = ((^) un système compatible de racines j/^-ièmes de
l'unité. On pose

2n,y(/) = 2^y(/) = (1 ̂ ^-^^(^(Cn - 1) € Qn,p 0Q, Dp(V).

Si y(j) = y 0 Qp(j), on définit de même Bp(V(j)), H)(K,V(j)),
l'exponentielle expy^ = exp^y^ : Dp(Y) -^ H^K.V) et 5n,vo-)(/)
pour / e A ^ Dp(y(j)) (rappelons que Dp(VO-)) = Dp(V) ^) Qp[-j]
°ù Qpl"^] admet une base e-j telle que (pe-j = p~3 0 e-j et Qp[—^] =
Fil"-7 Qp[-j] D Fil"-7"1"1 Qp[-j] = 0; on a alors un isomorphisme canonique
^(^O')) -^ ^(^(j + 1)) donné par e ^ e (g) e-i). Notons Tw^y^
l'opérateur de twist Z^(T(j)) ^ Z^,p(TO)) ̂  Zp(l) = Z^^(TO + 1))
donné par x \—> x (g) e.

Soit 7^(r) l'ensemble des h{^ - 1) où h e Qp[X] est un oÇlog^ au
bord du disque unité pour un entier r et H(Goo} = 7<(r) 0z Zp[A]. Notons
Tw : U{Goo) —> ^(Goo) l'opérateur de twist induit par 7 i-> ^(7) -7 -1
(qui respecte A).

1.3. THÉORÈME. — Pour h entier supérieur ou égal à 1, il existe
une unique famille d^homomorphismes injectifs de A-modules pour j ç. Z

^œ,^ '' A ̂  Dp(yo)) ̂  ̂ (Goo) 0A z^,p(T(j))
telle que

i) pour tout entier j > 1 — h, le diagramme suivant est commutatif

^VUM : A ̂ P Dp(y0')) ——^ ^(^oc) ^A ^,p(TO-))

^.VO-) i J,

Qn,p 0Q Dp(y(j)) —— '̂(Qn,^ V(j))

(/i+j-l)!.expQ^^^
où l'application verticale de droite se déduit de la projection naturelle (si
uj e 7<(Goo) (g)A ̂ ^(f). OJ1 note ^n son image dans H1^^ V));

ii) pour tout entier j , on a

Tw{y^ o ̂ (,̂ +, o Tw 0 ei = -^(,+i)^+,+i.
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Le lien entre les ̂  lorsque h varie est : ̂ ^ = 4 . ̂  où
4 = logC^)^ • 7~l)/log^(7) (pour 7 un élément'quelconque d'ordre
infini de G^). Enfin, ̂  se prolonge en un ^(Goc)-homomorphisme
de H(G^) ̂  Dp(V) dans W(Goc) 0A Z^p(T). Ce théorème s'obtient
comme application de [Pa], théorème 3.2.3 a notre cas particulier (voir
aussi [P92c]).

1.4. Plongeons Z^^(T) dans un A-module libre de rang 2 avec un
indice fini, par exemple son bidual 2^p(T)**. Si (d^d^ est une base de
Dp(V) et (^1,2:2) une base de ^p(T)**, ̂  est alors déterminé dans

(l(g)di, l<g)d2) et (2^2) par une matrice [ j à coefficients dans 7ï(G^).
\cdj

Supposons que E a bonne réduction ordinaire en p. Alors, V admet
une filtration Fil1 V C V en tant que G^-module tel que le sous-groupe
d'inertie en p agisse sur V/Fil1 V par l'identité et sur Fil1 V par \. Il est
facile de voir que Z^('Fï\1 T) s'injecte dans Z^ (T) et que le conoyau
de l'application naturelle Z^p(T) -. Z^T/Fn'T) est fini (ce dernier
fait se déduit de ce que Z^p(Fil1 T) est fini). Choisissons alors 2:1 et 2:2 de
manière à ce que 2:1 soit une base de Z^ (Fil1 T)**.

D'autre part, soient D[_^ = Bp(V)^ (respD^ = Bp(V)^) le
sous-espace propre de Dp (Y) de ^ associé à la valeur propre de valuation
-1 (respO) et e[_ij (respe^) une base de D[_^ (respD[o]). Remarquons
que l'on a D(Fil1 V) = D[_^ Choisissons e[_i] e D[_I], e[o] e D^ de
la manière suivante : l'image de Zp6[_i] (respZpe[o]) dans BdR 0 Fil1 T
(respB^(g)T/Fil1 T) est contenue dans Cp^(g)Fil1 T, (respCp(g)T/FU1 T)
où Cp est la complétion p-adique de Qp, BdR le corps des périodes de
Fontaine et t un générateur de Zp(l) dans BdR', on choisit e[_i] (respe[o])
de manière à ce que son image engendre le Oc? -module Oc • t~1 (g) Fil1 T
(resp(9c^ 0 T/Fil1 T) où 0^ est l'anneau des entiers de Cp. La matrice
de f2^i dans les bases (1 (g) e[_i], 1 (g) e^) et (z^z^) est alors de la forme

( a b }V O ^.d' )
où a.d' appartiennent à Ax et où b appartient à H(G^) (et est plus
précisément un O(log)) (cela résulte des travaux de Coleman [Co79], voir
[Pa], § 3.4 et [P92c]).

De manière générale (supersingulière ou ordinaire), on peut montrer
que (^o)~1 • det(^î^) appartient à p^ ' A et on conjecture que (^o)~1 •
det(^i) appartient à pzAX (et même à Ax pour un choix de la base de
Dp(Y) convenable par rapport à T : une base de Bp(V) détermine un
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élément de detQpDp(V), l'accouplement de Weil donne un isomorphisme
de detQp Dp(V)) sur Qp et de detQp V sur Qp(l) ^ Qp, on demande que les
images de la base de Dp(V) donnée et de det^p T dans Qp soient les mêmes ;
dans le cas ordinaire, le choix de (e[_i],e[o]) fait précédemment convient).
La première conjecture est notée 6(V) dans [Pa], 3.4; la conjecture plus
précise est notée 6zp(V). Comme cela a été écrit au paragraphe précédent,
la conjecture ^Zp(^) est démontrée pour V ordinaire en p.

1.5. Conjecture (Leop(V)) : H^^(T) est un A-module de
torsion.

Cette conjecture est équivalente à la conjecture connue sous le nom
de conjecture faible de Leopoldt : H2 (GS,Q^ , V/T) = 0. Leop(V) est aussi
équivalent à ce que H^ g(T) soit un A-module de rang 1.

Rappelons que l'on sait montrer dans certains cas cette conjecture.
Par exemple, Coates et Me Connell ([CM]) ont montré que si ^(Q) est de
rang 1 et si la composante p-primaire du groupe de Shafarevich-Tate est
finie, la conjecture Leop(V) (relativement au caractère trivial de A) est
vraie. La condition dont on a réellement besoin est que l'application de
localisation ff^(Q,V*(l)) —^ f^(Qp,V*(l)) soit injective, ce qui est vrai
sous les conditions précédentes car £'(Q) s'injecte dans E{Qp). Rappelons
rapidement la démonstration.

Il s'agit de montrer que le dual de Pontryagin X^g(T*(l))^ de
H^Gs^^V/T)^ est de torsion. En effet, H1 (Goo, H2 (Gr^, V/T)) =
0, ce qui implique que X^^(T*(1)) n'a pas de torsion. On sait que
rgAr ̂ (T*^^ - rgAp X^CT^I^ = 1 où X^(T*(1)) est le dual
de Pontryagin de ^(Gs^iV/T). On montre facilement la suite exacte
(Goo est de dimension cohomologique 1) :

0 ̂  H^G^ÇV/T)0^) -^ H\Gs^V/T) -> H^Gs^^V/T)000^

II s'agit donc de montrer que ^(G^Q, V) = Qp (g) jFf^G^Q, V/T) est de
dimension 1. Pour cela, on considère la suite exacte de Poitou-Tate ([P92a],
4.1.1, [FP92]), chapitre 2) :

o - H\Gs^ vy - ̂ (Q, y*(i)) -. H^ y*(i))
^ H\GS^ vy -^ ff}(Q, vr -^ o.

L'hypothèse faite implique que H2(Gs^V) = 0. On sait d'autre part
(théorème de Tate sur la caractéristique d'Euler) que

dimQ, H\Gs^ V) - dim^ H^GS^ V) = - dim^ ^°(R, V*(l)) = -1.
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Donc, dimQp H^'ÇGs^V) = 1 et Leop(V) est vraie.

1.6. Soit (j un élément non nul de H^ ^(T). On pose

^ = -^o • W^) = -(^,o)-1^).

Sous la conjecture 6(V) : det(^v^i) € p^ •^o • ̂ x que nous supposons, il est
facile de vérifier que L^ appartient à HÇGoo) 0Qp Dp(V).

Pour tout caractère continu rj de C?oo à valeurs dans Q , rj(L^)
appartient à Cp 0Qp Dp(l^). On obtient ainsi une fonction C^ sur
Homcont(Goo,Qp ) à valeurs dans Cp définie par C^{r]) = ^(L^).

Si rj est un caractère d'ordre fini de Goo? on pose

£,(77)=lim(/:,(77.xs)-^(^)/5
s—^U

(où \ est le composé de \ avec la projection naturelle : Z^ —^ 1+pZp). C'est
la dérivée en 77 de C^ dans la direction \. Nous allons dans le paragraphe
suivant démontrer des formules reliant C^(r] • ̂ J), £^(77) (pour rj caractère
d'ordre fini de Goo et j entier) à des invariants associés à uj.

La fonction C^ est à valeurs dans un Cp-espace vectoriel de dimension
2. Ses coordonnées relativement à une base donnent donc deux fonctions.
Certains choix de bases peuvent paraître plus judicieux que d'autres, par
exemple dans le cas d'une courbe elliptique ordinaire la base (e[_i],e[o]).
Il faut cependant se méfier. Ainsi, lorsque l'on sort du cadre des courbes
elliptiques et que l'on se place dans la catégorie des représentations pseudo-
géométriques, cristallines en p, il est naturel de demander que les choix
faits soient fonctoriels (il s'agit essentiellement de choisir un sous-espace de
Dp (Y) de dimension d^~ = dimQp H°{C/R,V) et un supplémentaire). En
copiant la situation complexe, il est alors tentant de choisir une conjugaison
complexe c, d'étendre les scalaires à Bcns^ d'utiliser l'isomorphisme de
comparaison Bcris ^Qp V ^ Bcns ^Qp ^p(V) et l'image de V^ = V0^.
Ce point de vue est considéré dans [Pb]. Ici, nous restons dans le cadre des
courbes elliptiques, nous ne faisons pas de choix de bases et regardons la
fonction C^ comme à valeurs dans Cp 0 Dp (Y).
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2. Quelques formules sur C^.

2.1. Valeur de C^ en un caractère d'ordre fini.

2.1.1. Donnons quelques définitions. Si K est une extension finie
de Qp, on note ty(K) = K 0Qp Dp(V)/Fil°Dp(y) l'espace tangent de
V sur K; si P e JfJ(JC,y), on note logy P ou logy^P e M^O le

logarithme de P : logy^ est l'application réciproque de l'exponentielle
expv^ : tv(K) —> Hl(K^V). L'application duale de l'exponentielle
expv^-m ,K mduit une application

\v = Ay,x : H\K, V)/H}(K^ V) -^ K ̂  Fil0 Dp(V).

Pour n > 0, on note Rv,n '• H^ sW "̂  ̂ p ̂  Fil0 Dp(^) l'applica-
tion composée de (#G'n)~1 • ^v,Qn avec la projection naturelle

H^sW -^ ^(Qn^T) ̂  ̂ l(Q,,p,T)/I:f}(Q,,p,T).

On a alors TTQ^_^ ^/q^^(Rv,n-{-i(^)) = -Rv,n(^)- Pour tout caractère T] de
Goo d'ordre fini et de conducteur p71"1"1 (c'est-à-dire se factorisant par Gn
et non par Gn-i), on pose

4^= E^r'-^^î
reGn

on pose

Ry = fKQ,(^)/Q, 0^,0 : H^sW - Fil0 Dp(V).

On note 1 = l^oo 1e caractère trivial.

2.1.2. Notons [ , JD (Y) l8' forme bilinéaire naturelle Dp (Y) x
Dp(y*(l)) —> Qp; elle vérifie [y?a, ^&]Dp(V) = P"1^, &]Dp(V)- On l'étend par
linéarité à Qn,p ̂  Dp(V) x Q^,p (g)Qp Dp(y*(l)) ou à H{G^) (g) Dp(V) x
H(Goo) (8) Dp(y*(l)) en gardant la même notation. D'autre part, on note
( , }n l'application de dualité :

^(Qn,?, v) x H\^ y*(i)) ̂  Qp
et < , }oc : ̂ œ,p(T) x ^c,p(T*(l)) -^ A l'application définie par

{x, y)oo = ( E ^T-l *a ;n? 2/n^ *T)
rçGn

que l'on prolonge à H{Goc) par sesquilinéarité (pour l'automorphisme L :
H(Goo) —^ U(Goo) induit par r i-̂  r"1 pour r 6 C?oo).
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On fait la conjecture ([Pa], § 3.6, [P92c]) :

CONJECTURE (Réc(V)). — Si f ç H(G^) ̂  Dp(V) et g ç
Wœ)0QpDp(y*(l)), alors

{^WW^i(9)}oc = [/,^)]D,(y).

En particulier, cela implique que si / = ^ fr ' r modulo (7^ - 1)
reGn

et 9 = S 9r • T modulo (^pn - 1) pour n > 0, si l'image îîto(/)n de
reGn

^o(/) dans ^(Qn^V) est définie, on aurait

{^O^)71'^^!),!^)^ = ̂  [/r^r]Dp(V)
TêG'n

et

( E ̂ "'•^oœn,^^^)^^/),^-1^^^
r€Gn

pour 77 caractère de Gn-

2.1.3. PROPOSITION. — Réc(V) implique 6^ (V). Si V est ordinaire
en p, la conjecture Réc(V) est vraie. Si V est supersingulière en p, la
conjecture <$Zp (V) implique que la conjecture Réc(V) est vraie à un élément
de Ax près, c'est-à-dire qu'il existe h ç. Ax tel que

^o(/)^t-l(l),l^))œ = ̂ ^)]Dp(V).

Démonstration. — Le fait que Réc(V) implique 6(V) est démontrée
dans [Pa], proposition 3.6.7.

On a une application bilinéaire alternée de Y à valeurs dans Qp(l)
(accouplement de Weil) qui induit un isomorphisme de V avec Ve (1) et de
T avec T*(l). On en déduit facilement en procédant comme dans [Pa]
que Réc(V) implique 6zp(V). Faisons la réciproque. L'accouplement de
Weil (et l'identification de Dp(V) avec Dp(V*(l)) et de V avec V*(l))
permet d'obtenir deux applications bilinéaires alternées non nulles (et dont
les composantes selon A sont non nulles) de H(Goo} 0Qp Dp(V) dans
FYac(^(Goo)) : ( f ^ g ) -. {^(g) ̂ Ç\^{g)} oo et (/,p) -^[/^(g)}^^
Elles sont donc proportionnelles avec h ç FracC^Goo^. D'autre part,
l'image de Z^p(T) par < , )oo est A. On peut choisir un réseau M engendré
par une base comme en 1.4 et tel que M ̂  M*(l) et l'image de A (g)z M
par [ , ]Dp(v)) est A. On en déduit que si ^Zp(V) est vraie, h appartient à
A^
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Supposons maintenant que V est ordinaire en p. Pour montrer
Réc(V), il suffit de montrer que (^(A^t^i),!^))^ = LM^)]Dp(v)
pour / e U{Goo) (g)Qp D[O] et ^ e 'K(G'oo) (3)Qp ^[-i]- Avec les notations de
1.4 pour <zi et 2^2, on a

^,o(/) = ^o'1 • ̂  • ^i + 4 • ̂ ^t^i),!^) = ûe-i • ^i.

D'où
(^^(A^t^l),!^))^ = (4 '^2,0^-1 -2;i)oo.

On remarque alors que Vi = V/ Fil1 V c± (Fil1 V)*(l). On peut définir ̂  ,
^y*^\ ([Pa]) et par fonctorialité des ^, on a

« • z^a^-i • ^1)00 == (^^(A^o),!^)^^

en identifiant Dp(Vi) avec jD[o] et Dp(Fili V) avec -D[-I]. La loi de réci-
procité pour Vi (qui est un twist de Qp) est démontrée (cf. [Pa], 3.6.8) et
implique que cela est égal à [/,^)]Dp(Vi) == [/^(^)]Dp(v), ce qui termine
la démonstration.

2.1.4. PROPOSITION. — On suppose Réc(V) vrai. Soit^eH^ ^(T).
Alors, on a la formule

(1 - y,)-l . (1 _ p-l . ̂ -1) . ̂ (1) = R^Y

Si rj est un caractère cTordre fini non trivial de Goo à.e conducteur p^1, on
a

(p • ̂ -(n+l) . C^) = G^-\ C,)-1 • 4^)

avec 0(77-!,^)= E ^)-l•T(Cn).
T€Gn

Remarques. — i) On prolonge ici (p à Qn,p (g)Qp Dp(V) de manière
Qn^p-linéaire. Remarquons que 1 et p~1 ne sont pas valeurs propres de ^p
et donc que 1 — (p et 1 — p~1 • (p~1 sont des endomorphismes bijectifs de
Dp(V).

ii) Les deux formules peuvent s'écrire en une en posant rj((p) = 0
si rj est non trivial et rj (y?) = 1 si T] est le caractère trivial et en posant
G(l,^_i) = 1 : si r] est un caractère de Goo d'ordre fini de conducteur
p71"1"1, on a donc

(1 - rî)(^) . ̂ )-1 . (1 - rîW . p-1. ̂ -1). (p . ̂ -(n+l) . /;,(r7)

=Gf(r^l,Cn)-l•4^).
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iii) En particulier pour le caractère trivial, on a
(i _^)- i . (i -p-i .^-i). c^i) e Fii°Dp(y)

et si J?v(o;) = 0, C^(Ï) = 0.
iv) Si l'on sait uniquement que ^Zp(^) est vrai, la même démonstra-

tion prouve que la formule de la proposition est vraie à une unité près grâce
à la proposition 2.1.3.

2.1.5. Démonstration de la proposition 2.1.4. — Soit rj un caractère
de conducteur p71"^1. Soit eo une base de Fil0 Dp(V). Posons

60 = (1 - ̂  • (1 -p-1 ' ^-1)-1 • eo(resp. e, = (p . <p)^ . 60)
et soit e[ un élément de Dp(V) tel que (e^e'i) soit une base de Dp(V).
Posons

^i^o) = a - ^ i -t-c-^^t^e'i) =6-2 ; i - } - d - Z2

avec a,6,c,d € ^(Goo)- Sous la conjecture (5(V) qui est impliquée par
Réc(V) (prop. 2.1.3), o n a a - d - 6 - c = ^ o ' ^ avec ^ ^ P^ ' ^x ' Un calcul
élémentaire montre que si uj = x^ ' z\ -t- Vuj ' Z2, on a

^ = ̂ "^(^ - d - y ^ - b)eo + (-.Ta/ • c+ ̂  • ̂ e'i).
D'autre part, on a

^A (^,i(eo)o) = expy. ((1 - ̂ )-1 • (1 -p-1 • ̂ -1) • eo) = exp^(eo) = 0
(resp. pour n >_ 0 et 7^ caractère de conducteur p71"*"1,

^^-^T^^eo^)
rçG'n

= E ̂ rl•^xpv((Cn-l)•(P^)-(n+l)•eo)
r€G'n

= E ̂ M"1 • T(exPv((^ - 1) • ^o)) = 0).
rçGn

On en déduit que l(a) = l(c) = 0 (resp. 77(0) = rj{c) = 0). Il est alors clair
que

(1 - ̂ )-1 . (1 - p-1. ̂ -1) • 1(LJ G Fil0 Dp(Y)

(resp. (p^)-(n+l) • r](L^ G Q,,̂  ^Q, Fil0 Dp(V) ).

Calculons maintenant leurs valeurs exactes. Soit yn un élément quel-
conque de Qn,p 0Qp Dp(V*(l)). Choisissons / e A (g) Dp(V*(l)) tel que

^'(i)^^ = î/n ^n est ici fixé^ on a alors

eXPv.(i),Q,^(2/n) = ̂ ^^(^n.



FONCTIONS L R-ADIQUES... 957

On déduit des formules

^A (^i)^/)) = (i - ̂ )-1 • (i - ̂ -1 • ̂ -1) • iœ
et

E 77(r). r(2^^(/)) = (p • ̂ -(n+l) • rj-^f) . G(^ Cn1)
reGn

pour n >_ 0 que

Tr^yo) = (1 - (^)-1 . (1 - p-1 . ̂ -1). !(/)

et

E ^)•^n=(P^)-(n+l)^-l(/)•G(^Cl) Pour n^O.
reGn

On a donc
[(1 _ ^)-i . (i -p-i . ̂ -i). iHLJ^AMiD^y)

= [1(L,), (1 - ̂  • (1 - p-1 . (^-1)-1 . T^A^O^D^V)

= [I(LJ,I(/)]D,(V) = <TYA(^,o(^)o),^l(l),l(/)o)o
(grâce à Réc(V))

= (TrA(^o),expv.(i)(î/o))o
= (TrA(o;o),expv.(i)(TrA(2/o)))-i
= [A^TW^o^^AQ/o)]^^)

(par définition de Ay). On en déduit que

(1 - (^)-1 . (1 - p-1 ' ^-1). 1(LJ = Av^A^o)) = -RvM.

De même, si n > 0, on a

[^-(n+l) . 77(LJ, ̂  77(T) • T(2/n)]D,(V)

rOGn

=[rîÇL^)^p^1' E ^^(^D^V)
T€G'n

=G(^^lM^)^-l{f)}^v)

= G(^C1) • ( E ̂ T)-1 •T^O^^,^!),!^)^
r6G'n

(grâce à (Réc(Y))

^G^Cn1)^ E ^M'^T^n.eXpy^i)^)^
T€Gn

=G(^Çnl)•(#G,)-l.[Av,,( E ̂ T)-1.^), E r7(T)-TÎ/n]^ .

TeGn TêGn p( )
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On en déduit que

^-(n+l) . 77(LJ = G(77,C1) • (#Gn)-1 • \v,n( ̂  77(ï)-1 • r^)
rçGn

^(T^C1).^^).

II ne reste plus qu'à remarquer que 0(77, C^1). G^-1, C^) = p7^1 pour finir
la démonstration de la proposition.

2.2. Valeur de C^ en un caractère d'ordre fini.

2.2.1. Nous allons maintenant calculer la dérivée d'ordre 1 de C^ en
un caractère d'ordre fini 77 de Goo lorsque C^(rf) = 0.

Lorsque Ry(^) = 0 (resp. R^^) = 0 pour n ^ 0, jR^(a;) == 0),
on pose P(uj) = T^o) e ^}(Q,T) (resp. P^(^) = ̂  ç ^(Q^T),
p(î7)(a;) = ^ 77(r)~1 • rPn(uJ) pour 77 caractère de conducteur o^1).

rec'n /

2.2.2. PROPOSITION. — Soient uj ç -^0,5 (T) et 77 un caractère
d'ordre fini de G^ de conducteur p^1 tel que C^(r]) = 0 fou ce qui est
équivalent tel que R^ÇU)) = 0), alors

(1 -p-1 • ̂ -1). (1 - ̂ )-1 . ̂ (l) = \ogv(P(uJ)) modulo Fil°Dp(y)

si 77 est trivial et

(p • ̂ -(n+l) . £L(^) = G^-1, Cn)-1 • logv(P^(o;))
modulo Q^,p (g)Q^ Fil0 Bp(V)

si 77 est non trivial.

Ainsi, avec les conventions de la remarque du 2.1.4,

(1 - 77(^) . p-1 . <p-1) . (1 - 77((^)-1 . (p . ̂ )-(n+l) . ̂ (77)

= G(77-1, Cn)-1 • log^(P^(o;)) modulo Qn,p ^Q, Fil0 Dp(Y).

Démonstration. — Ecrivons 77 = 77A • 77? avec 77A caractère de A et
77r caractère de r. Posons

9 = ̂ ((^n)"1^)) = -^((^n)"1^^!)-1^)) ç Kac(^(r))^Dp(V)

où Un = (7^ - 1)/(771-1 - 1) pour n > 1 (resp. ̂  = z/o = 7 - 1). Sous
l'hypothèse que ̂ (o;) = 0, g appartient à H(Y) ̂  Dp(V). On a alors

r^^£v,l)~l^))=-^n'W~l'g^
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d'où

^ ^T)-1-^) = -m^n-W1)- ^ ^(Tr'-exp^S^)).
TeG'71 r€Gal(Q^/Qo)
Donc, pour n = —1
logy P(o;) = log^(TrA(cc;o))

= log^(7) • (1 -p-1. <^-1). (1 - ̂ )-i . l(^) modulo Fil°Dp(y)
et pour n > 0,

^ rî(6)-^6(\ogvPn^)) = -^(^•(^^^•^•^-^^•^^(Ty-1,^)
<$6Gn

modulo Qn,p (g)Q^ Fil0 Dp(V).
D'autre part, par définition de L^, on a ^(^o/) = Vn ' 9- Donc,

^W = pn . logx(7) • rjr^'1 - l)-1 • 77^) si n ^ 1
et ^W = ïogX^) • ^(^) si n < 0. En remarquant que -rfr^n ' (to)~1) =
Pn'\ogx(^)"q^^pn~l -1)-1 pour n > 0 et que -T/r^o • (^o)~1) = log^),
on en déduit que

(l-p-1.^-1).^-^)-1.^!)^^?^) modulo Fil°Dp(y)
et que si 77 est un caractère non trivial de conducteur p71'4'1, on a
(p . ̂ )-(n+l) . £^) ̂  G(77-1, C,)-1 • log^ P^^)

modulo Qn,p^ Fil0 Dp(V),
d'où la proposition.

2.2.3. Nous allons calculer la projection de C^(rj) sur Fil°Dp(y)
parallèlement à un supplémentaire N de Fil0 Dp (Y). Notons Av la pro-
jection sur Fil0 Dp (Y) parallèlement à N. Pour commencer, supposons
que V est ordinaire en p et que N = D[_^. Définissons une application
6y : kerJîy ^ Fil°Dp(V) (resp. 6^n : kerJ^ ^ Q^,p ̂  Fil°Dp(y),
^) : ker R^ -^ Qn,p0QpFil° Dp(V)) de la manière suivante : si uj ç ker Ry
(resp. ker.Rv^.ker.R^ pour n ̂  0), il existe un élément ^ de Z^ ^(T) tel
que TYA(^)-(7-1)^ (resp. o;-(7^-l)ç, ^ î7(T)-l•T(^-(7p7l-l)0) ap-

T€Gn

partienne à Q^p 0Zp ^oo,/,p(T) avec ^oo,/,p(T) = HmJf}(Q^p, T) ; TTA(O
(resp. ^ ^ 77(r)-1 • r(^)) est déterminé modulo Qp 0^ Zooj,p(T) et

TÇ-Gn

Rv(^) (resp. lîy,n(0, ^^(O) ne dépend que de a; : on le note 6y^(^)
(resp. <^^(a;), ^(a;)). On pose

SV,D[_^) = ^y(^) = log^(7) • ̂ (a;) .etc. .



960 BERNADETTE PERRIN-RIOU

Dans le cas général, soit 7V un supplémentaire de Fil0 Dp (Y) dans
Dp(V). On définit l'application ÔV,N : kerJîy -^ Fil°Dp(V) de la manière
suivante : si a; e kerJîy, on peut écrire

-(7 - l)-1 • êo • T^A^) = îî^(r) + ̂ i(m)

avec
m e W(Goo) (8) (1 - y) • (1 -p-1 • ̂ ~1)-1 • 7v

et
r e W(Goo) ̂  (l - ̂ ). (l - p-i . ̂ -i)-i . Fil0 Dp(Y) ;

alors, ^i(r) est divisible par (7 - 1). Soit $o = ((7 - 1)~1 • log^(7) •
^,l(r)))o• On pose 6y^^) = \v(^o) et 6v,N^) = log^(7) • 6v,N^)'
On définit de manière similaire les applications ^y,^,n,<^^. Elles ne
dépendent pas de 7. Il est facile de vérifier que les deux définitions
coïncident lorsque V est ordinaire et N = A-i].

2.2.4. PROPOSITION. — Supposons Réc(V) vraie. Soient uj e
-^(L,̂ 11) et r] un caractère d'ordre fini de Goo de conducteur p714-1 tel
que C^rj) = 0. Si 77 = 1, la projection de (1 -p~1 • y?-1). (1 - ̂ )-1. £^(1)
sur Fil0 Bp(Y) parallèlement à N est égale à 6v,N(^)' Si T] est non trivial,
laprojection de (p.^)-^1) .^(77) surQ^p^ Fil°Dp(y) parallèlement
à Qn,p 0Qp N est

G^Cn)-1-^^).

Démonstration. — Par paresse, on ne regarde que le cas du caractère
trivial. On écrit comme dans la démonstration de la proposition 2.2.2

lA(^)=(7-l)^

avec g = -lA((7 - 1)~1 • ̂  • (^i)"1^)) ^ ^(F) ̂  Dp(V).

Notons eo une base de Fil°Dp(y) et ei une base de 7V; on pose e\ = (1 -
^•(l-p-^-^-^pourî e {0,1}. Ecrivons l^(L^) = A^'e^B^'e1^.
Alors, (7-1) divise IA(AJ, IA(^) et TrA(^i(eo)) (voir démonstration
de 2.2.2, on pose Tr^^iW) = (7 - 1) • ^(e'o)). En désignant toujours
par {SN la projection de Dp(V) dans Fil°Dp(V) parallèlement à N , on a
d'une part,

Av((l - ̂ -1 • (1 - P~1 • ̂ -1) • ^L(l)) = logx(7) • 1((7 - l)-1 • A,) . eo,
d'autre part,

-^O^A(^) = (7-l)•lA((7-l)~l•A,).^^A(^l(eo))+^•TYA(^,l(e/l)).
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On en déduit que

^o = logx(7) • 1((7 - 1)~1 • A,) • ^(eo)o.
La proposition se déduit alors du lemme suivant (qui admet un analogue
dans le cas d'un caractère 77 quelconque) :

2.2.5. LEMME. — Soit x e H(G^) 0 Bp(V) tel que l(x) e
Fil0 Dp (Y), si Pon pose

x ' = (1 - ̂  • (1 - p-1. ̂ -l)-lx et Tr^y^)) = (7 - 1) • ̂ /),
aJors JM^)) = (log^(7))-1 • l(x).

En particulier, Rv(s^(eo)) = (log^(7))-1 • eo.

Démonstration. — On procède comme en 2.1.5. On remarque que
^A((7 - l)-1 • ̂ ,i(^))o = -(log^(7))-1 • [(£o)-1 • TYA^i^Qlo

= (logx(7))- l>TrA(^o(^))o.
D'où, si ^ e Dp(y*(l)) et / tel que 2o,y*(i)(/) = y ,

[JM^(^))^]D,(V) = (logx(7))~1 • (^A(^,o(^)o,exp^^Q/))_i
=(logx(7))-l•<(^^A(^o(^))o,TrA(^(D(/))o)-l
==(logx(7))- l•[l(^),l(/)]D,(y)
=(logx(7)) - l•[l(^)^]D,(y).

On en déduit le lemme.

2.2.6. Remarques. — i) La démonstration donne aussi la formule
suivante : si

(7-l)- l^o•T^)=-^l(A
posons

lL(/)-(l-^)•(l-j9- l .^- l)- l .ne(l-^).(l-p-l .^-l)-l .FiloDp(y)
avec n ç 7V; on a

^v(a;) = log^(7) . ((1 - ̂ )-1 . (1 - p-1 . (^-1) . l(f) - n).

Notons log^P^) l'élément de A^ dont la classe modulo Fil0 Dp (Y) est
logy P(cj) ; comme log^(7) • n est congru à logy P(o;) modulo Fil0 Dp(V),
on a log^ P(ù;) = log^(7) • n et la formule devient :

<^,7v(^) = logx(7) • (1 - ̂ -1 • (1 - P~1 • ̂ -1) • !(/) - log^ P(o;).

ii) De nouveau, si l'on sait uniquement que 6^ (V) est vraie, on montre
de la même manière que les formules sont vraies à une unité près.
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2.3. Hauteurs p-adiques.

2.3.1. Pour simplifier, on ne regarde désormais que le caractère trivial.
Soit N un supplémentaire de Fil°Dp(y) dans Dp(V) et [SN la projection
sur Fil°Dp(y) parallèlement à N.

LEMME. — Supposons Réc(V) vraie. Si uj ç. kerRy et ù;* €
kerJ?v*(i), on a les formules

i)
[/3^((1 -p-^-1)^ - ̂ -1)-1/:LW), (1 -P-1^-1)^ - ̂ -^WlD^)

= [<$V,N(^),logy.(i)P(^*)]Dp(V) ;

ii)
[(1 - p-1^-1)^ - ̂ -^.(l), (1 - P-^XI - ̂ )-1^ (I)]D,(V)

= [^V,N(^),logv.(i)P(^*)]Dp(V) + [logvP(^)^V-(l),N-L(^*)]Dp(y).

Démonstration. — Posons
^=(l-p-l^-l).(l-^)-l.^(l)^*=(l-p-l^-l).(l-^)-l./:^(ll).
Notons SN : N —> ty(Qp) l^isomorphisme induit par l'inclusion de N dans
Dp(V) et la projection de Dp(V) sur ^y(Qp), ^V-1- l'orthogonal de 7V dans
Dp(V*(l)) et 5^-L : N-L -^ ^v*(i)(Qp). Les propositions 2.2:2 et 2.2.3
signifient que

z = ̂ ^(logy P{^)) + <5y,Ar(^),
^* = 5^(logv.(i) P(^*)) + ^(I),N^(^*)-

En remarquant que Fil°Dp(y) et Fil°Dp(y*(l)) (resp. 7V et N^ sont
orthogonaux, on obtient

[^*]Dp(V)

= ^(lOgyP^)),^^!),^^*)]^^

+ [<5y,N(^),5^(logv.(i) P(a;*))]Dp(y)
= [logvP(o;),^(i)^±(^*)]^^ + [éy^(^),logy.(i)P(o;*)]^^.

De même,

[^(2;),^*]Dp(V) = [^^(ct;)^*]Dp(y) = [^y,^(^)^Ogy.(i)P(a;*)]Dp(V).

2.3.2. On désire réinterpréter les formules du lemme 2.3.1 en termes
de l'accouplement de hauteur p-adique. Rappelons d'abord quelques défi-
nitions.
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Si F est un corps de nombres, on note H^F.V) l'ensemble des
éléments de H1 (F, V) dont l'image dans H1^, V) appartient à H^(Fv, V)
pour toute place v divisant p (remarquons que si H^Fy^V) =
H ^ - Ç G v / I y . V ^ ) , Iy le sous-groupe d'inertie en v pour v ne divisant pas
p, alors H^(Fv, V) = 0 dans la situation où nous sommes). On définit une
forme bilinéaire ( , )y,7V,^

ff}(F,V)xff}(F,V*(l))^Qp

dépendant du choix de N de la manière suivante (cf. par exemple, [N92]).
Soient x € H)(F,V) et y <E ff}(F,V*(l)). Soit Vy l'extension de V par
Qp(l) définie par y. On a alors la suite exacte ([Ne], lemma 2.3 ou [FP92],
II, 2.2.3)

0 - ̂ (F.Qp(l)) ̂  H}(F,Vy) - H)(F,V) -^ 0
et, pour v divisant p, le diagramme commutatif dont les lignes sont exactes
0 ^ ff}(F,,Qp(l)) -^ H}(F^Vy) -^ H)(F,,V) -^ 0

î^ TC± fc^

0 ^ F^ 0Q, Dp(Qp(l)) ^ ^0Q^y,(Qp) -^ Fy^tvWp) -^ 0.

On définit une section de ^(Qp) —^ ^y(Qp) de la manière suivante.

Remarquons d'abord que, 1 n'étant pas valeur propre de ^ sur
Dp(V*(l)), la suite exacte

0 - D^y*(l)) -. Dp(y;(l)) -. D^(Q^) -. 0

admet un scindage respectant l'action de (p donné par D^y^l))^1 ^
Dp(Qp). D'où une section a de Dp(V^) —> Dp(V). Le composé

^(Qp) ^^-D^(V) ^B^Vy)-.tv,W
est une section o-^ de l'application tvy^p) —^ ^v(Qp). Par transport,
on obtient une application Sy^,y '' H^Fv.V) —> H^Fv.Vy). Notons
^ : H^Qp,Qp(l)) -^ Qp l'application composée

^(Qp,Qp(l)) ^ Qp 0z, HmQ^/Q^71 log. (%,.
Si 5giob,i/(^) est un relèvement quelconque de x dans HïÇQ), Vy), on pose

{^,y)v,N,x = ̂ x(sglob,2/(^) - 5p,N,2/(^)).

C'est la hauteur p-adique associée à N.

2.3.3. Remarques. — i) Lorsque V est ordinaire en p, le choix "usuel"
pour N est 7V = ^[-i]- On obtient alors la hauteur p-adique canonique de
E. On note simplement ( , }v,\ = ( ; )v,x^r-ir
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ii) En utilisant le fait que V c± V*{1), on en déduit une forme bilinéaire
que l'on note encore ( , )v,N,x

H)(^V)xH^V)^^.
On vérifie que (x,y)v,N^ = {y^}v,N1-^- En particulier, si V est ordinaire
en p, ( , )v^ est symétrique.

2.3.4. PROPOSITION. — Supposons V ordinaire en p. Soient y e
^(Q, V*(l)) et uj ç. kerJ?y. Alors, on a

{P(^),y)v^ = [6v(^)^ogv.^y]D^v).

Sans restriction sur V, on a :

2.3.4 (bis) PROPOSITION. — Soit N un supplémentaire de Fil°Dp(V)
dans Dp(V). Soient y e ̂ (Q, ̂ *(1)) et uj 6 kerJ^y. Alors, on a

(p(u;)^y}v^N = [^y,N(^),logy.(i)2/]Dp(V).

Si l'on note LoCp = LoCp^y l'application de localisation de H^Q^V)
dans Hï(Q)p^V) (on a donc Locp^y(.z') = Xp avec les notations utilisées
précédemement, P(c^) appartient à l'orthogonal de kerLoc^v*(i).

La démonstration se trouve en 2.3.6 et paragraphes suivants.

2.3.5. La proposition 2.3.4 et le lemme 2.3.1 mis ensemble donnent
les propositions suivantes :

PROPOSITION. — Supposons V ordinaire, soient uj ç ker Ry, ̂  6
kerJ?y*n). On a

[/3D(_„((1-P-1^-1)•(1-^)-1<(1)),(1-P-1^-1)•(1-^)-1<.(11)]^(V)

=(P^),P(^))v,^

[(1 -p-1 • ̂ -1) • (1 - y)-1. £W), (1 -p-1 • y-1) • (1 - y)-1 • r,. (l)]DpM
= (P(^), P^)}v,x + (-P^*), -P(^))v«(i),x = 2(^), -P(^))v,x-

Sans restriction sur V, on a :

PROPOSITION (bis). — Supposons Réc(V) vraie. Soit N un supplé-
mentaire de Fil°Dp(V) dans Dp(V). Soient us ç ker-Ry, uj* € kerRv(i)-
Alors

[^((l-p-1^-1)^!-^-1-/;^!))^!-^1-^1)^!-^"1-^^!^,^
=(P(^),P(a;*))v.^.
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2.3.6. Nous donnons d'abord la démonstration lorsque V est ordinaire
et N = D[I_] (avec le grain de sable que l'on suppose que l'on n'est pas
dans la situation suivante : P(ù;) e kerLoCp, P(uj) ^ 0 et H^^V) ^
kerLoCp et que si P(o;) = 0, Leop(V) est vrai). On utilise alors certains
résultats de [P92a]. Le cas où V est ordinaire et N quelconque s'en
déduit facilement. Nous donnons ensuite une autre démonstration dans
le cas général indépendante de la première qui est plus concise, mais plus
sophistiquée !

Si F est un corps de nombres, on note H1 (F, V/T) le noyau de
l'application

H\F^V/T) ̂  ̂ H\F^V/T)/[Qp/^(S)^H)(F^T)}

(lorsque v ne divise pas p, H^(F^, T) est en fait le sous-module de torsion
de H^F^, T)) et ^}(Qoo, V/T) la limite inductive des ^}(Qn, V/T) pour
les applications de restriction.

Supposons V ordinaire. Pour alléger les notations, identifions V
et V*(l) par l'accouplement de Weil ainsi que T et T*(l). Si on pose
Xooj(T) = Homzp(^}(Qoo,V7T),Qp/Zp), il est montré dans [P92a], §4
qu'il existe un homomorphisme naturel surjectif

À^ : H}(F, V) -^ Qp ̂  X^fÇT)000

tel que le composé de À^ avec l'application

Qp ̂  X^fÇT)000 -^ ̂  ̂  X^f(T)c^ -^ Hom^(^(F,y),Q^)

soit la hauteur p-adique ( , )y^ et tel que A^ = log^(7)-l • À^ rend
commutatif le diagramme suivant :

H^GS^V/T)^ - H}^T) -. H}(^T)
l l ̂  î^

O-^CT)^ -> X^T)0- -. Zoo,/,p(T)^

(ic^ ̂ ^sW = ̂ {Gs^, ̂ /TT ; on utilise [Ne92], proposition 7.11 pour
montrer que la hauteur définie dans [P92a] est bien celle dont la définition
est rappelée précédemment.

2.3.7. LEMME. — Soit x un élément de H^^V) et appartenant
à Pimage de H^^(T). Alors, x appartient à l'orthogonal de kerLoCp
relativement à ( , )v^'

Démonstration. — II suffit de montrer que pour tout entier k, p~k^x
appartient à (7 - 1) • H^GS^^V/T). Or, on a x = Tr^/^Xn) pour
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Xn e Hl(Gs,Fr,,T)• On en déduit que

p~k®x= p-* 0 TrQ^Q(^) = (p - 1) • p-^ ® Xn

moduler - 1) • H\GS,F^, V/T),

et donc en prenant n assez grand que p~k ® x ç (7 - 1) • H1 (Gs F^, , V/T)-

2.3.8. Soit $ G Qp 0Zp ^o,p(T) tel que (7 - 1). ç = TTA(^) - a avec
a e Op^z, ^oo,/,p(T). Soit ffç l'élément de Homzp(ff}(Qoo,^/T),Qp/Zp)
défini par y € ff}(Q^,V/T) i-̂  {$m,LoCp(y))v,p. Comme

<^, (7 - 1) • Locp(y)}v,p = ((7 - 1) • ^n,LoCp(y))v,p == 0,

(en effet,

(TrA(^)m,LoCp(î/))y,p = ̂ (TrA(^)m,y)v,i, = 0
v

et (^m,LoCp(î/))y,p=0),

^ appartient à X^^ÇT)000. Soit Ç(^) un élément de l'image réciproque
de g^ par A^ (on conjecture en fait que À^ est un isomorphisme, mais nous
ne nous en servons pas ici). Il est clair que Q($) appartient à (kerLoCp)-^
D'autre part, remarquons que l'application

QP ̂  (^œ,p(T)/^(T) + Zoo,/,?^))^ -. Q^ 0^ X^T)0-

-^ Qp ^z, ^ooj,p(T)^ ^ ^(Qp, V)
est donnée par

(^ ̂  classe de (7 - 1)^ ̂  LoCp(Tr^o)) = LoCp(P(uj)) ).

En utilisant la commutativité du premier carré de 2.3.6, on en déduit que
l'image de Q($) dans ^}(Qp, V) est LoCp(P(o;)).

Ainsi Ç(^)-P(ù;) appartient à kerLoCp n(kerLoCp)-L. II s'agit mainte-
nant de montrer que Q(^) -P(^) appartient au noyau de la forme bilinéaire
( ? )v,^5 ce ci111 implique en effet que

(P(a;),2/)y^ = (QW^y)v^ = (^yp)v^
Considérons les deux cas suivants :

a) ff}(Q, V) est égal à kerLoCp : il est clair que Q(^)-P(uj) appartient
au noyau de ( , )y^ (remarquons que ce cas est fort improbable à moins
que ^}(Q, V) = 0; en effet, il implique que ^(Q) est fini, car £'(Q) s'injecte
dans E(Q)p) et donc que si ̂ (Q, V) était non nul, la composante p-primaire
du groupe de Shafarevich-Tate serait infinie) ;
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b) f^(Q,y) n'est pas égal à kerLoCp : si P(^) est non nul dans
-H}(Q,VO/kerLoCp, la remarque que (P(u) - Q(^),P(uj)}v^ = 0 (puisque
P(^) - Ç(^) e kerLoCp) implique que Ç($) - P(o;) appartient au noyau
de < , }y^. Si P(o;) est nul dans ^}(Q, V) et si Leop(V) est vraie, on peut
écrire TTA^) = (7 - 1)$ avec ç e Qp (g)^ ̂ ^(T) (on a en effet alors le
diagramme commutatif dont les lignes sont exactes :

0
i

0 - Qp^z,^000 - Qp^Zp^(T)c^ - Qp^z,^(T)^
l l [^

0 - H^Gs^vr - ^(G^,^) - ^(Qp^);

ici, Z est le conoyau de l'application H^ ̂ (T) -^ Z^ ^(T), la première
flèche se déduit de l'injection Z000 -^ X^ sW000 ^ ^(GS^F^V/T)^ et
QP ^Zp ̂ ^WG^ s'injecte dans H^GS^, V) ). Le lemme 2.3.9 qui suit
implique alors que 6y{ijj) = I?y($) = 0. Les deux membres de la formule à
montrer sont donc nuls.

2.3.9. LEMME. — Si ^(Q.V) + kerLoCp, alors ^(G^Q.V) =
Jf}(Q,y). Ainsi, s'iJ existe uj e H^^{T) tel que Ry(u}) ^ 0, alors
^}(Q^) ̂  kerLoCp et si E(Q) est infini, Rv(H^s(T)) est nul.

Ce lemme est vrai sans hypothèse d'ordinarité.

Démonstration. — L'hypothèse ^(Q.V) ^ kerLoCp implique que
l'application H^(^V) -^ H^(Q)p,V) est surjective. On déduit alors de la
suite exacte de Poitou-Tate déjà citée en 1.5

0 -. H^Gs^Vr -> ^(Q,V*(1)) - ̂ (Qp,y*(l)) - H^Gs^Vy
^Jï}(Q,y)*->0

que H1 (G^Q, V) = ATj(Q, V). La dernière assertion se déduit des premières
et du fait que E(Q) s'injecte dans £'(Qp).

2.3.10. Nous venons de montrer la proposition 2.3.4 pour V ordinaire
et N = -D[-I]. Supposons toujours V ordinaire; pour montrer la proposition
pour N quelconque, calculons ( , )v,x,N - ( , )v,x,M et ÔV,N^) - SV,M^)
pour deux supplémentaires N et M de Fil°Dp(V).

Ecrivons

logv(a;) EE log^rr) modulo Fil°Dp(V) avec log^) e N,
\ogy(x) = logM(^) modulo Fu°Dp(V) avec logM(^) e M,
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et posons log^(a-) - \ogM (x) = r e Fil0 Dp(V). Alors, on a

^N^Çx) - Sp^M,y(x) = exp^(a(r)).

Comme a(r) - [r,logy.(i) 2/]Dp(v) • e e Fil°Dp(^) où e est la base de
Dp(Qp(l)) ^ ^}(Qp,Qp(l)) telle que ^(e) = 1, on a

^J"5?,^/^) + ̂ ,M^(^)) = -[r.logy.^ î/]Dp(V)

= [log^) -log^Cz^log^^î/JD^V).

Donc

(x,y)v,x,N - (x,y)v,x,M = [log^) -log^^^logy^^^D^v).

Calculons maintenant ÔV,N^(^) — ^V,M,^(^). On écrit

(7- l ) - l ^o•^=-^l( / )avec/e^(Goo)^Dp(V) ;
on a

(1 -^)-1 • (1 -p-1 .^-1). !(/) ^ log^^) = logM(.zl) modulo Fil°Dp(V).

D'où, en utilisant la remarque 2.2.6,

6v,N(^ = logx(7) • (1 - ̂ -1 • (1 - P~1 • ̂ -1) • l(f) - log^^),
6v,M^) = logx(7) • (1 - ̂ )-1 • (1 - P~1 • ^-1) • !(/) - log^) ;

d'où
^,N(^) - <W^) = logM(^ - log^).

On en déduit que

{P((j),y)v^,N - (P(^),y)v^M = [^V,7v(^),î/]Dp(V) - ^V,M(^),?/]Dp(V).

2.3.11. Faisons maintenant le cas général : V n'est donc plus supposé
ordinaire. Supposons d'abord que JfJ(Q.y) est égal à kerLoCp. Il suffit
alors de montrer que P(cc;) est orthogonal à ker LoCp : on le montre comme
en 2.3.7 en remarquant que l'application y ç kerLoc^v*(n \-> (x ^
(x,y}y^,N) ne dépend pas de 7V et se factorise par

kerLoc^(i) ^^(G^V)* ̂  ^p^ (H^Gs^^/^o^
-.0^0 (H^Gs^^V/T)^^ -> Hom^(^(Q,y),Q^).

On suppose maintenant que kerLoCp est différent de H^^V).
On en déduit par le lemme 2.3.9 que TrA^o) ê ^(Q,Y). Remar-
quons que (uJn,y}v,v est nul dans -^(Qn^Q^l)) pour toute place v
car y e 7:fJ(Q,y*(l)). Donc, le cup-produit de ujn et de y est nul dans
^(Qr^Q^l)). Comme ^(Q^Z^l)) est sans torsion et s'injecte dans
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^(Q^Q^l)), le cup-produit de ujn et de y est nul dans ^(Q^Z^l))
pour tout n. On en déduit qu'il existe ujy e H^ g(Ty) relevant uj.
On peut choisir ujy de manière à ce que Tr^(ujy,o) e -H"i(Q,V^). En
effet, on sait qu'il existe x ç ^(Q, V^) relevant Tï^y^). D'autre
part, comme —p est une norme universelle, l'application H^ ^(Zp(l)) —)•
^(Q.Zp^VTî^Q.Z^l)) est surjective (le deuxième module est libre
de rang 1); on en déduit qu'il existe a e Qp ̂  ^^(Zp(l)) tel que
TrA(^,o) - ̂  - TrA(oîo) e AT}(Q,Qp(l)); ̂  - a convient alors. On peut
donc supposer que TrA(^,o) ê ^}(Q, Vy). Prenons

^lob^TW^o)) = TrA(^)o e ^}(Q, Vy).

D'autre part, écrivons comme en 2.2.5

-(7 - 1)~1 • ^o • T^A(^) - ̂ i(^) + ̂ i(^)

avec d'^l^) e (1 - ̂ ) . (1 - p-1. (^-1)-1 Fil°Dp(V)

et l(^) e (1 - (/?) . (1 - p-1 • ̂ -1)-1 • A^.

On a alors

^^(TrA^o)) = logx(7) • TrA(^i(a(/2)))o

où (7 est la section naturelle de Dp(V) —^ 'Dp(Vy) compatible à (p et

log^))"1-^^)^ = (l-^-'^l-p-'^-^-l^QeFi^D^V).
def

Comme

-(7 - l)-1 • ^o • ̂ A(^) - ̂ A(^,i (^ + ^))) e ^(Goo) 0 ̂ (Z^l^

et que ̂  est nul sur l'image de ̂ (Goo^AZ^^Z^l)) dans ̂ (Qp, Qp(l)),
on obtient

^giob^CrrA^o)) - ̂ 7V,?/(TrA(^o))) ^ logx(7) • ^(exp^(a(d))).

On remarque alors que

a(d) = [d,\ogy.^y}e modulo Fil°Dp(^)

où e est la base de ^(Q,Qp(l)) telle que ^(e) = 1. On en déduit que

(P(uj),y)v,N,x = [^^(^logy^i^D^V),

ce qui termine la démonstration.
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2.4. Etude de C^ en ̂  pour j e Z - {0}.

2.4.1. Si ce; e -^e^C1^ Î^J(^) = a; (g) ̂ ' est un élément de
^o^O')); on Pose P^^e^) = T^A^wJ^o) e ^(G^TO-)) où
rwj(o;)o désigne la projection de TwJ(o;) dans ^(G^Qo.TO')).

Rappelons que si j est un entier strictement positif, pour toute
extension finie de Qp, ^ëvçj) K est un isomorphisme de ^(K.VÇj)) sur
K^B,(V(j)).

PROPOSITION. — Soit j un entier > 0. Alors, on a :

[(1 - ̂ -1 . y-1) . (1 - p-^ . ̂ )-i . C^x~3)} ® e-,

= -r*(-7 + 1). log^.)(P(o; 0 ̂ )
dans Dp(V(j)) avec r*(-j + 1) = (-lp-1 . ((j - l)!)-i.

Démonstration. — Identifions Bp(V{j)) et Dp(V) pour simplifier.
En utilisant la caractérisation des ^î^, on trouve que

Tw-^c^) = (-iy . ̂ . (^^^i)-1^^^)).
Posons / = (^.^.^-^rw^a;)). Alors,

j! . exp^,)((l -p-J . ̂ )-1 . (1 -pi-1. ̂ -i) . 1L(/))

== TYA(^.),^i(/)o) = P(a;0^').

Comme £a;(x~7) = /rw-J(£^)(]l), on en déduit la proposition.

2.4.2. Si j est un entier strictement négatif, Dp(V(j)) est égal à
Fil°Dp(V(^)). Pour toute extension finie K de Qp, l'application Àyj)^
est un isomorphisme de Hi{K, V(j)) sur K (g)Q Dp(V(^')). On note

^œ^^(Tœ)-Dp(y(j))
l'application composée de la projection H^^(T(j)) —^ ^(Qp, VÇj)) et de
^(j)^-

PROPOSITION. — Supposons Réc(V) vraie. Soit j un entier < 0.
Alors, on a

[(i-p7-1^-1)^!-^^)-1-^^)]^-, = -r(-j+i).^,)(^^').

Démonstration. — On a :

^(X-^) = Tw-^' GCJ(I) = (-l)^-1 . 1((^),,)-1(^M)).
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Posons L = (-lp-1 • (1 - p ' - 1 . y-1) . (1 - p-J . y,)-i . £^-J). Si
y € Dp(Y*(l -j)) avec y = Sv-(i-j)fl(f), on a

[L,Tï^y)]^(V) = -[Wvu^r^Tw^^nf)}^^.

Rappelons que Réc(V) implique une "loi de réciprocité" du même type
pour V(j) ([Pa]). On en déduit que

[^TrA(y)]DpM = <^A(r^)oW.(i_^i_,(,/-)o)o
= (Tr^Tw^M, (-?")! expy.^CIÏA^)))-!

=(-j)'[Àvo),Q,(TÏA(TwJ(a;)o)),TrA(2/)]D,M.
D'où

L = -(-j)!Av(,)^(TrA(TwJ(^)o)) = -T(-j + 1 ) . Rv(j)^ 0^').

2.4.3. Des formules de même type sont encore vraies pour la valeur
de C^ en \3 • T] où j e Z - [0] et r? est un caractère d'ordre fini de Goo de
conducteur n + 1 avec n >_ 0. Enonçons-les sans démonstration :

-slj>0,OIlposeP^(u}®£'83)= ^ ^(T^.T^fgi^^ona
TÉG»

(^-^•^^.^(^.^-^^e-,
= -r*(-j + 1). G'(î?-1,^)-1 . log^.) P^\uj ®£^)) ;

- si j < 0, on pose ^%)(^ <8 e^') = E ^(-r)"1 • T~Rv(j),n où
reG'n

Jîy^)^ est le composé de la projection H^^(T(j)) -^ ^((Q^p.VÇj))
et de (^Gn)~1 • ^v{j),^,p '•> si Réc(Y) est vrai, on a

(p-^^r+^^^.^^e-, = -rç-j+i)^^-^^)-1^^^^).

3. Fonctions L p-adiques.

3.1. Fonction L p-adique de Mazur et Swinnerton-Dyer.

3.1.1. Supposons que E soit une courbe elliptique définie sur Q, de
conducteur N', telle qu'il existe un morphisme non nul TT : Xo(N) —> E.
Si UJE est une forme différentielle de Néron de E sur Q, on a donc
^UJE = c'f(z)(2i7r-dz) où / est une forme modulaire pour Fo(A^), fonction
propre des opérateurs de Hecke et normalisée : / = ^a^, ai = 1. Si
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L(f^s) = Y^dn ' n'8 (ou plutôt son prolongement analytique), la fonction
L(V, s) associée à la représentation p-adique V vérifie L(V, s) == L(f, s+1) ;
pour fixer les notations, L(V, s) est définie par

L(V^s)=]^L^s)

avec

L (Vs)=(det(l~FTOb^p~s^~l si ^^
v v ? / Idet^-^.p-^D^V))-1 si v=p.

Rappelons que Fc (5)-L(/, 5) (resp. rc{s-\-l)'L(V,s)), avec Fc(s) = (27^)-s•
F(5), vérifie une équation fonctionnelle lorsqu'on change s ̂  1 - s (resp.
s ̂  —s). Si rj est un caractère de Dirichlet à valeurs dans C de conducteur
m, on pose L(/, 77, s) = ^ r](n) ' dn ' n-8 et L(V, ̂ , s) = L(/, T/, 5 - 1).

(n,m)=l

On identifie comme usuellement les caractères de GQ d'ordre fini avec les
caractères de Dirichlet (en utilisant la normalisation que \{n) = n pour
M-l).

Soit H°(E,^^) le Q-espace vectoriel des formes différentielles
invariantes de E définies sur Q et Lie(E) l'algèbre de Lie de E. On a
une suite exacte

0 - H°(E^ ̂ ) -. H^(E) -. Lïe(E) -. 0,
un accouplement canonique H^(E) x H^(E) -^ Q pour lequel le dual de
Lïe(E) est isomorphe à H°(E, ̂ /o). Notons 'D^E) le Q-espace vectoriel
H^{EY ^ H^ÇE) muni de la filtration Fil°D^(^) = Lie(E)* ^
H°(E^1^,^). On sait définir un isomorphisme de comparaison

Qp^QD^(£;)^Dp(V)

compatible à la filtration ([I90], rappelons que l'on a choisi une clôture
algébrique Qp de Qp), les isomorphismes de dualité HomQ(Lie(£'),Q) ^
H°(E^^^) et MQp)* ^ Fil°Dp(y) étant compatibles. Cet isomor-
phisme nous permet de considérer D^(^) comme contenu dans Dp(V).
Si w est une base du Q-espace vectoriel Fil°Ddjî(£1), on pose ^wl± =

/ w ç C où l'orientation est choisie de manière à ce que ̂ wï± e IR"^
^£;(C)C=±1

ou i ' R^ et où c est la conjugaison complexe.

3.1.2. Rappelons la caractérisation de la fonction L j?-adique de
Mazur et Swinnerton-Dyer. On fixe un plongement de Q dans C, on prend
e = (e2^^1), et on pose G(rj) = G^e2-/^1) pour r] caractère de
conducteur^"^1. Posons

1 - dp • X + p • X2 = (1 - a? ' X) . (1 - f3p . X) ,
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Ws)=(l-a^p-l-s^p-l-2s)-l

où a? est, dans le cas ordinaire, choisi être une unité p-adique.

THÉORÈME ([MSD74], [MTT86], [V76]). — II existe un unique
élément L^ G ^(Goo) (dans A si E est ordinaire en p et o(log) sinon) tel
qu'on ait

l(L^)=(l-a,l)2.[(Çîw'+ri •£(/,!)]

et
ri(L^) = (p/Qp)"^ • G(ri-1)-1 • [(n--6^)-1 • £(/, 7?-1 ,1)]

pour tout caractère rj de Goo d'ordre fini non trivial de conducteur p^1 de
signe e(rj) G {±}.

3.1.3. On peut exprimer la formule-définition du théorème précédent
d'une autre manière. Introduisons la fonction L incomplète

L^ (Y, s - 1) = L^ (/, s) = (1 - dp • p-5 + p1-25) . L(/, ^)
^L^V.^-l)-1.^/,^.

La formule pour le caractère trivial 1 est équivalente à

l(L^)=(l-apl)2•(l-p-l•ap)-l•(l-p-l•^rl•[^w'+rl•Lw(f,l)}

= (1 - cÇ1) • (1 - /3p)-1 • K^)-1 • L^(f, 1)].

Si e est une base de l'espace propre D^ de (p associé à la valeur
propre cÇ1 (si E est supersingulière, cela oblige à étendre les scalaires au
corps K = Qp(ap)), posons ^M5D,e = ^ap • e- En remarquant que (^
agit sur e par ûÇ1, on déduit des formules précédentes que

(1 _ ^)-l . (1 _ p-l . <^-1) . l(L^SD,e) = (("w;+)-1 • W/' 1)) • e ;

(W)-("+1) . ï?(^,MSD,e) = G(rj-1)-1 • [^W)-1. L^(f,r)-1,1)] • e

si r] est un caractère non trivial de Goo de conducteur p77^1.

3.1.4. Lorsque E est supersingulière en p, on peut, si e est n'importe
quel élément de Dp(V) (ou de K<S)q^'Dp(Y))^ définir par linéarité VpMSD e '
Par contre, lorsque E est ordinaire, cela n'est pas encore possible. A la
lumière des constructions locales faites dans [Pa] et exploitées dans ce texte,
il serait intéressant de voir si en utilisant plus de valeurs de !/(/,.§), il ne
serait pas possible de définir L^ g .
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Enfin, lorsque cela est possible (et on espère que cela l'est toujours!),
on pose

Lp^MSD = L^SD,w ^ Woo) ^Q, Dp(V)

où w est une base de Fil0 Dp(V) et

^MSDW = rj(Lp^MSD) pour r] ç. Homcont(Goo,C^).

Il est facile de voir que Lp^so et Cp,MSD sont indépendants de la base
choisie de Fil°D(y); d'après les formules précédentes, on a

(1 - (^)-1 • (1 - p-1 • (^-1) . Cp^MSDW = [(^r1^}^ 1, 1)] • W ,

(W)-^1) • C^MSDW = G(ri-1)-1 • [(^w'^)-1 . L^(/, TÎ-\ 1)] . w.

Peut-être ces formules expliquent-elles un peu le "p-adic multiplier"
de [MTT86].

3.2. Eléments de Beilinson-Kato.

3.2.1. Compte tenu des formules du paragraphe 2, il est naturel de
se demander s'il existe un élément uj de H^ g(T) tel que

^uj = ^p.MSD-

Grâce à la proposition 2.1.4, cela est équivalent à se demander s'il existe
un élément uj <E H^^(T) tel que pour tout caractère 77 d'ordre fini de Goo,

(^^))-i . L^(/, rj-\ 1) . w = J? )̂.

Comme Cp.MSD n'est pas défini dans l'état de nos connaissances
lorsque E est ordinaire en p, provisoirement on se demande plutôt (dans ce
cas) s'il existe un élément uj ç H^^(T) tel que, si TT désigne la projection
de Dp(V) sur D^ parallèlement à -D[-I], on ait

^)=^^W(=^MSD^)'

La construction d'un tel élément uj devrait être naturel et géométri-
que.

3.2.2. Kato construit à l'aide des éléments de Beilinson (qui vivent
dans le K^ de la courbe Xo(AQ) un sous-Zp[[Goo]]-module Coo(T(l)) de
W^ H^(T(l)).Onpose

Coc(T) = qp(-l) ̂  ^(T(l)) c Qp ̂  H^W.



FONCTIONS Lp-ADIQUES... 975

Nous ne donnons pas ici la définition de Coo(T(l)), pour cause
d'incompétence (voir cependant le paragraphe 3.3.11). Il semble (notes
personnelles d'un exposé de Kato en juin 1991) que les résultats très
profonds de Kato devraient pouvoir s'interpréter comme le fait qu'il existe
un élément o^Beil-Kato de Coo(T) tel que

^Beil-Kato == ^P,MSD

ou au moins dans le cas où E est ordinaire en p tel que

^(^BeH-Kato)=^,-^).

Cela redonnerait une autre construction de la fonction L p-adique de Mazur
et Swinnerton-Dyer et une définition de la composante "fantôme" L^
dans le cas où E est ordinaire en p.

3.3. Quelques conséquences hypothétiques, conjectures de
Birch et Swinnerton-Dyer p-adiques, conjectures de Bloch-Kato
p-adiques.

3.3.1. Admettons l'existence (nécessairement unique si Leop(V) est
vrai) d'un élément a;? de Qp 0Zp H^^(T) tel que C^ = Cp.MSD ou dans
le cas ordinaire tel que Tr(C^) = C^ - 7r(w) et notons Coo,?(T) le sous-A-
module de Qp 0Zp H^ ̂ (T) engendré par a;?.

PROPOSITION. — L(/, 1) = 0 si et seulement si Rv{Coo^(T)) = 0,
i.e. si et seulement si TrA((^?)o) ^ H}(Q), V).

(Se déduit de l'égalité £^7 = ^p,MSD, de la proposition 2.1.4, et de la
définition de Cp^MSo)-

3.3.2. Remarquons que si Ry(^) = 0, la dérivée de C^ est nulle si
et seulement si logv(P(o;)) = 0 et 6y^(^) = 0 pour un supplémentaire
N de Fil°Dp(V) ou encore si et seulement si Tr^(uj) = (7 — 1) • ^ avec
$ e Qp 0Zp Z^^T)^ et ^o e H)(Sîp,V). Sous la conjecture Leop(V),
on a nécessairement $ e Qp (g>Zp H^^(T)^ (voir 2.3.8). D'autre part, le
lemme 2.3.9 implique que si E(ff) est infini et si Tr^^) = (7 — 1) • ç avec
ç C H^^(T)^, on a nécessairement $o € ^}(Qp, ̂ )- Ainsi, si Leop(V) est
vrai et si E(Q) est infini, on obtient un point Xr de Qp 0z £'(Q) d'ordre
infini par son logarithme p-adique :

\ogy(xr) = (1 - ̂ )-1 . (1 -p-1 • ̂ -1) • C^sDW module Fil°D^(V)

oùr est le plus petit entier tel que ( l—y?) - l•( l—p~ l-(^ - l)•£v^5^(l) 7^ 0.
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CONJECTURE. — La fonction L(f, s) a un zéro d'ordre > 1 en 1 si
et seulement si TrA((o;?)o) = 0.

3.3.3. Donnons une conséquence hypothétique de la proposition 2.2.2,
de la proposition 2.3 et de l'existence de cj?. Choisissons un élément non nul
w de Fil0 BdR(E) et notons w7 la base de ̂ (Q) = D^pÇE)/ Fil0 D^(£;) =
Lie(E) telle que [w1\w}^^ = 1. Si ^(Q) est de rang 1 et si y est un
générateur de ^(Q)/^(Q)ton la conjecture de Birch et Swinnerton-Syer
pour L^ dit que

(C^y(l)=±(l - a,-1)2 . #m(E) . Tanw(^) . (#I?(Q)^)-2 . (^)^ ;
ici, Tam^(^) est le nombre de Tamagawa de E associé à w' ([FP91]),
remarquons que dans [Ta66], on voit plutôt ce nombre comme dépendant
de w e H°(E,^^), nous écrirons alors Tarn (E, w) : on a Tam^(£;) =
r • Tam^(Ê') et Tam(£\ r.w) = r-1 • Tam(£;, w) pour r e Q, > 0) et ÎI1(E)
est le groupe de Shafarevich-Tate de E. Comme en 3.1.3, cette formule peut
s'écrire

(1 -p-1 . Qp) . (1 - CÇ1)-1^)^) = C^E) . {y,y)y^
avec

C^E) = Lp(V, O)-1 . #m(E) • Ta,m(E, w)/(#^(Q)^)2

(on a Lp(V,0)-1 = (1 -cç1) • (1-/?p-1) =p-1 •^p avec ̂  =p+l -ûp =
#^(Z/pZ)).

Ecrivons logv(a;) = log"'̂ ) • w' avec log^,(a;) e Qp, la proposition
2.2.2 implique que

(1 -p-1 • y-1) . (1 - y,)-1 . £^(1) = log"'' p(^) . w' module Fil°Dp(V).

On déduit alors de la proposition 2.3.4 et de l'égalité de C^ et de £p,MSD
que

C^(E) = log1"' P(o>) . (log'"' y)-2.

Ainsi, on obtient la formule conjecturale suivante :

3.3.4. FORMULE (non démontrée). — Si y est un générateur de
EW/E(^,

(log-' y)2 . w' = ±C^E)-1. (1 - y)-1 • (1 -P-1 • ̂ -1) • C'^SDW
dans tv(<Qp) = Qp ® ̂ (Q) (où w ç Fil0 Dp(V) et [w', w]o,(V) = V-

Cette formule peut aussi s'écrire comme une égalité dans <Qp

(log-'̂  = ±C^E)-1 . [(1 - y)-1 • (1 -P-1 • V-1) • 4,A^(1),WJD,(V)
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avec [w',w]Dp(v) = 1. Elle a un sens (non conjecturale!) dans le cas
supersingulier (mais n'est pas démontrée). Il serait intéressant de la tester
numériquement^. Elle permettrait, comme dans [Ru92], d'avoir un moyen
p-adique de trouver un point z = (# III(^))1/2 • y de E(Q)) par

± (log- z)2 = Lp(y,0) • Tam(^w)-1.

(#^(Q)tor)2 • [(1 - ̂ )-1 • (1 -P-1 • ̂ -1) • ̂ ,M5DW^]D,M.

3.3.5. On peut écrire la formule précédente sous forme de "conjecture
p-adique de Birch-Swinnerton-Dyer relative à Fil°Dp(V)". Rappelons que
w est une base de Fil°D^R(£'), que [W'.WJD^V) = 1.

CONJECTURE. — Supposons que E(ff) est de rang 1 et soit y un
générateur de ^(Q)/E(Q)tor. Alors,

( l_^-i .(l_p-i.^-i) .^^(l)

= W 0)~1 • # HI(^) • Tam(E, w)(#E(Q)tor)-2 • (log" y)2 • w'

module Fil0 Dp (V)

ii) si N est un supplémentaire de Fil0 Dp (V) et si f3^ désigne la
projection de ~Dp(V) sur Fil0 Dp(V) parallèlement à N, on a

M(l - ̂ -1 • (1 - P~1 • ̂ -1) • <M5D(1))

= Lp{V, O)-1 • #m(E) • Tam(£, w)(#E(Q)tor)-2 • (î/, y)v^N • w.

3.3.6. Donnons un début d'explication de ces formules, qui permettra
de comprendre la généralisation au cas où le rang de 2?(Q) est ^ 1. Dans
(ii), lorsque N est un supplémentaire de Fil0 Dp(V), il faut voir la hauteur
comme "associée" à l'application

SN :A^ty(Qp).

Celle-ci est un isomorphisme. Considérons alors la suite

(^y(V)) 0 ̂  ker^y ̂  ^}(Q,Y*(1))* ̂  H)(^V) -^ coker^ -. 0

où la flèche non triviale est induite par la hauteur p-adique ( , )v,^,N
(supposée non dégénérée).

^1) Note ajoutée durant les corrections : voir [BP93].
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Dans (i), prenons N = Fil°Dp(V). Bien sûr, SN n'est plus un
isomorphisme. On considère la suite

(5^(V)) 0 -^ keïSN -^ Iî}(Q,V*(l))* -^ H)(^V) -^ cokersN -^ 0

où l'application ^i(Q, V) —> coker^ est l'application composée

^}(Q, V) -. ̂ (Qp, V) log^ MQp) = coker^,

où l'application kersN —> -H'î(Q,l^*(l))* est l'application

ker^ = Fil°Dp(V) (À^1 ̂ ((^^^/^(Qp^)
^ ^(Qp, V*(l))* -^ ^(Q, V*(l))*

et où l'application If}(Q, V*(l))* -> ^(Q, V) se factorise par l'application

(kerLoc^v*(i))* —^kerLoCp,v

induite par la hauteur p-adique

kerLoCp^^i) x kerLoCp,y —^ Qp

(supposée non dégénérée sur kerLoCp, remarquons que les formes ( , )v,x,N
coïncident toutes sur kerLoCp^(i) x kerLoCp^v, on les note (( , ))v,x)'

Lorsque la suite Sf^(V) est exacte, elle permet avec la suite exacte
tautologique

0 —> kers^v —> N —^ ^v(Qp) -^ cokers^v —> 0

d'obtenir un isomorphisme

LV^N •• Ay^(Y) -^ Qp

où

A^^(V) = (detQ, H}{^ V*(l)))* 0 (detQ, ̂ (Q, V))* ̂  N* ̂  ty(Qp).

Lorsque la suite Sf^(V) n'est pas exacte, on pose (iv,N)~1 = 0.

Notons /SN la projection de Dp(V) sur Fil0 Dp(V) parallèlement à N si
N ^ Fil0 J9p(V) et la projection de Dp(V) dans ty{Qp) si N = Fil0 ^p(V).
Notons enfin /SN l'application suivante :

i) si N = Fil0 Dp (Y)

Àv : Fil0 Dp(V) 0N^ MQp) -^ ^(Qp)

est l'application évidente.

ii) s i7v^Fi l°Dp(V),

^N : Fil0 Dp(V) ̂  7V* ̂  ̂ (Qp) ̂  Fil0 Dp(V)
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est induit par Pisomorphisme detQp Dp(V) ^ Fil0 Dp(V) (g) 7V.

3.3.7. CONJECTURE BSD(V). — A) Supposons que E(Q)) est fini.

i) Alors, le groupe de Shafarevich-Tate îîl(E) est fini;

ii) ^p,MSD w s'annule pas en 1;

iii) pour tout w G Fil°Dp(V), on a
(l-^-i.(l-p-i.^-i)./;^^(l)

= Lp(V, O)-1 • (#^(Q)torr2 . #m(E) • Tam(^, w) . w.

B) Supposons que r = rgJ^(Q) ^ 1.

i) La forme

({ , ))y,^ : kerLoc^y x kerLo^y*(i) ̂  Qp

est non dégénérée. Le groupe de Shafarevich-Tate ÎI1(E) est fini;

ii) ^p.MSD à un zéro en 1 d'ordre r ;

h)' il existe un supplémentaire N de Fil0 Dp(V) tel que ( , )v,^,N soit
non dégénérée;

iii) pour tout sous-espace N de dimension 1 de Dp(V), on a

B5P(V, N) : M(l - (^)-1 . (1 - p-1. ̂ -1). (r!)-1 . 4^(1)) =

Lp(V, O)-1 • #m(£;) • Tam(£;, w) • ^,N((detz ̂ (Q))0-2 ̂  rr)-1 • ̂ (w ̂  .r)

pour tout w e Fil0 Dp (Y) et a; e A^* 0 ty(Qp).

Remarques. — i) Si Y est un générateur du Z-module libre
detz^(Q), Y02 est indépendant de Y.

ii) Les conditions B,(i) et B,(ii)' impliquent que H^'Q.V) -^
kerLoCp^y, que la suite s^-p-^o-^ fy\(V) existe et est exacte et que pour
tout supplémentaire N de Fil0 Dp(V) dans Dp (Y) sauf un, la suite Sf^(V)
existe et est exacte (rappelons que l'orthogonal de kerLoCp v * ( i ) pour n^im-
porte laquelle de ces hauteurs p-adiques contient l'image de H^ ^(T) par
projection, ce qui est indépendant de N et que l'on a

{P^P)V^N - (P.P)V^M = [log^log^P]^).

iii) Remarquons que Leop(V) implique que Qp (g)Zp H^ g(T)c^
s'injecte dans U^G^Q, V). L'image de H^^{T) dans ^(Gs^V) ne
peut donc être nulle ; (i) et le fait que cette image Zp • P est orthogonale
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à kerLoc^y*(i) impliquent que Loc^y(P) est non nul et que l'on ne peut
avoir ( P ^ P ) v ^ N = 0 pour tout N. Ainsi, B,(i) et Leop(V) impliquent
B,(ii)5.

iv) Lorsque E(Q)) est fini, c'est la suite «s^pi^D (V)(V) ci111 ̂ st pas
exacte et toutes les suites Sf^(V) pour 7V supplémentaire de Fil°Dp(y)
sont exactes. Plus généralement, sans supposer III(£')(p) fini, supposons
HÏÇQ)^ V) = kerLoc^y. La suite Sf^o-Q (y\(V) n'est pas exacte. La
conjecture BSD(V,¥i\°Dp(V)) signifierait dans ce cas que l'image de
(l_^)-i.(l-^-i.^-i).(/^^)(^)(l[) dans^y(Qp) est nulle. Les suites
Sf,N{V) sont toutes les mêmes, il n'y aurait donc dans ce cas (d'ailleurs
fort improbable) qu'une seule hauteur p-adique, qu'une seule conjecture
BSD(V^N) pour N supplémentaire de Fil°Dp(V) qui, au moins à une
unité près, dirait que

(1 _ ^)-l . (1 _ ^-1 . ̂ -1) . (C^SD)^W

~ ^(V,0)-1 . (#£;(Q)tor)-2 • #m(T)(p) • disc(( , ))^ • Tam(^,w) . w

où disc(( , ))T,^ désigne le discriminant de (( , ))y,^ sur kerLoCp^r x

kerLoCp^T*(i).

Reprenons la conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer complexe avec cet
éclairage. Je me suis toujours demandée ce qui faisait la différence entre le
cas complexe et le cas p-adique et plus précisément pourquoi il y a plusieurs
hauteurs p-adiques et une seule hauteur complexe. Une réponse est peut-
être la suivante : "2?(Q) est contenu dans le noyau de localisation en
l'infini", alors que £^(Q) n'est jamais contenu dans le noyau de localisation
en p (à moins d'être fini). On est donc dans le cas complexe dans une
situation du type de la remarque (iv). Précisons ce que l'on entend par
"noyau de localisation en l'infini".

On a une application exponentielle ^(C) -^ E(C). Cette applica-
tion n'est pas injective comme dans le cas p-adique. Son noyau est le
Z-module ^(E/C.Z)^1 = H3 (E/R, Z) où c est la conjugaison com-
plexe. L'application logarithme est donc une application log : E(C) —>
^(CV-Zï^Ê'/C^Z)^1. L'involution c se prolonge en une involution C-
linéaire sur C (g) H^E/C, Z) ^ C (g) H^pÇE^ ^ C (g) Hdp(E) et sur ^(C).
Si x est un élément de ÎE [C)/!!3 (E/C^ Z)0^1 et x un relèvement quelcon-
que de x dans ^(C), (1 — c)(x) est bien défini dans ^(C) et ne dépend
que de x. Si l'on note abusivement (1 — (p) • log l'application E{C) —> ^(C)
ainsi définie, il est maintenant clair que £(Q) est contenu dans le noyau de
(l-^). log!
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3.3.8. Reparlons de [Ru92]. Nous ne faisons pas le lien précis avec
les résultats de Rubin, ne travaillant pas avec la même Zp-extension
que lui. Remarquons cependant que les résultats de [P92a] peuvent se
démontrer pour une Zp-extension associée à un groupe formel de Lubin-
Tate de hauteur 1 et que le même formalisme que celui développé ici
peut être utilisé pour une courbe elliptique à multiplication complexe; on
a alors Fil0 Dp (V) = ^[oh ^a projection de notre fonction C^ sur -D[-I]
parallèlement à D^ est divisible par £o et correspond à £o ' Cp(^p^) pour
uj générateur convenable du module des unités elliptiques. Le régulateur
qui intervient dans la conjecture pour N = Fil°Dp(V) = D^ correspond
au terme ^(V.V*) de [Ru92].

3.3.9. Enonçons maintenant les conjectures de Bloch-Kato p-adiques
pour la fonction Cp^MSD' O11 note h^(E)(j) le motif (à coefficients dans Z)
dont les réalisations ^-adiques sont les V^(j') = Q^ 0z^ ^(j)^ mums de leur
Z^-structure T^(j) avec T^ = lim Ej-n pour £ premier, et dont la réalisation
de Rham Ddp(h\(E){j)) est D^pÇE) muni de la filtration

Fil-^' DdR{H,{E){j)) = Fil0 DdR(E).

On définit le Z-module ^(Q, h^(E)(j)) des extensions de Z par
h-i(E)(j) dans une catégorie convenable ([F92], 11.6). On a pour toute
place v de Q et pour tout nombre premier £ une application canonique
H1^ M^)CO) ̂  H^Q^T^j)) et on note ^}(Q, hz(E)(j)) le Z-module
des éléments de ^(Q./ii^Xj)) dont l'image dans ^(Q^T^O')) appar-
tient à H^((Qv,T^(j)) pour tout v et £. Lorsque j = 0 et si III(£1) est fini,
^(Q,/ii(E)) est simplement ^(Q). Lorsque j < 0, ^}(Q, h^(E){j)) de-
vrait être nul; lorsque j > 0, Beilinson a introduit le groupe de cohomologie
motivique H^(E/^ QO- + 1)) - Q (g) K^(E/^^ = Q (g) K^(EJT) qui
devrait s'identifier à Q0z^}(Q, h^(E)(j)). On renvoie à [FP91], [F92] pour
une "définition" et les conjectures "standard" que l'on suppose ici vérifiées.
Par exemple, et c'est essentiellement cela dont nous aurons besoin pour que
les formules que nous donnons aient un sens, on conjecture que

i) pour tout £, l'application Z^ (g)z H].(^h^E)(j)) -^ H^q,T^j))
est un isomorphisme ;

ii) l'application Q^ 0z ^(Q, hi(E){j)) -> H\Gs^Ve(j)) est un
isomorphisme.

On pose
m(/ii(^)0))=©,m(r,0))
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où ÎH(T^(j)) est le conoyau de l'application

Q,/Z, ̂  H)(q^(j)) - H}{^V,(j)/T,{j)).

Pour j ̂  0, on pose

Tam(MW)) = n^^C^o)
^

où WQ est la base canonique de l'espace vectoriel nul Fil0 DdR(h-^(E)(j)) si
j > 0 et la base de D^(/ii(£')(^')) == D^^(£J) dont l'image par l'application
canonique detqDdnÇE) —> detQ^jî(Q(l)) ^ Q est 1. Enfin, on pose

T(MTO)) = (#^(Q,MTO))tor) • (#^(Q^l(^)(-j))tor).

3.3.10. CONJECTURE (BK(Vj)). — i) Si j est un entier stricte-
ment positif, ^((Q), h\{E){j)) est un ^-module de rang 1,
^(Q, hz{E){-j)) est fini et H1^, hi(E){j)) est un Z-module de rang 1 ;

ii) Si j > 0, on a RégaHté dans Dp{V(j))

[(i -^-l^-l).(l-p-^^)-l./:p,M5D(x^)]^-, = ±r*(-j+i).Lp(y, - j ) - 1

r(h,(E)(j))-1 . # m(h,(E)(-j)) . r(h,(E)(-j)) . log^(P)

où P est un générateur du ^-module ^((Q), h\{E){j)) modulo torsion;

ii) si j < 0, on a

[(i-^-i ̂ -i).(i-^.^)-i./;^^(^)]^-, = ±r(-j+i).Lp(y,-j)-1

r(/ii(^)0))-1 . #m(h,(E)(-j)) • Tam(/ii(^)(-j)) . \y^{Q)

où Q est un générateur de ^((Q), h\{E){j)) modulo torsion.

3.3.11. Revenons à c^Beil-Kato- Soit j un entier > 0. Le régulateur de
Beilinson de h]_(E)(j) est dans le cas où nous sommes une application :

Q 0z K ^ ( E I Ï ) ->C 0 H^(EY/C 0 ( H B ( E / C , Q)* 0 (2z7^)JQ)+

^ C 0 D(^)/C 0 (H^E/C, Q) 0 (2z7^)JQ)+

= C (g) D(E)/C 0 H ^ Ç E / C , Q)^1^'.
Notons

log^(£;)(,) : Q 0z K ^ ( E / ^ ) -> C ̂  D(£;)

un relèvement du régulateur de Beilinson. Alors

(1 - (-iy • c) . log^^)(,) : Q 0z ̂ -(^/Z) -^ C 0 D(£;)

est bien défini.
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Posons bj = P(o;Beii-Kato ̂  ë^). L'élément 61 est construit à partir
d'un élément B\ de Q (g)z K^E/J^). Il est probable que bj provienne lui
aussi d'un élément Bj de Q (g)z K^j-^E/Ï) où jE^ est l'un des éléments
définis par Beilinson (avec par exemple \ogyç^ Bj = \ogy^\ bj). A moins
que je ne prenne mes désirs pour des réalités, l'élément Bj vérifie la
propriété suivante (on rappelle que A(V, —j) est la valeur en s = —j de
(27^)-s-l • F(s + 1) • L(V, s) et n'est jamais nul pour j ̂  0)

[(27T)-1 . V • ̂ (-1)J]-1 • A(V, - j ) . (1 - (-l^c)^ . w)

= ±r*(-j + 1) • (1 - (-1)3 • c). log^(,)(B,)
pourw dans Fil0 D(E).

Cette formule est à mettre en parallèle avec la formule suivante qui
se déduit de la proposition 2.4.1 : pour tout entier j > 0, on a
(l-^-^-'Kl-P-^-'-^BeU-Ka.o^)^-, = -P (-J + l).10g^,) (&j.)

dans Dp(V(j)) = Dp(V) 0e-,, c'est-à-dire, avec l'espoir que A*;Beii-Kato =

C-p,MSD

(l-pi.^-'^-P'-'V-^MSDÇx-^^e.^-r^-j+lVlogv^.

Ainsi, si l'on sait que £a;Beu-Kato == ^P,MSD-> les conjectures de Bloch-
Kato complexes [BK90] se déduisent des conjectures de Bloch-Kato p-
adiques "à une unité près" pour ^o/Ben-Kato P0111' ^out nombre premier p
(voir 3.4.7).

3.4. Conjecture principale.

3.4.1. Les conjectures qui suivent sont inspirées des "conjectures
principales" classiques.

Si M est un A-module de type fini, notons detA(M) son déterminant
et detA(M)~1 le dual du A-module libre detA(M). Rappelons que si /C est
l'anneau des fractions total de A et si M est de torsion, on a une application
canonique de detA(M) dans /C (son image est F(M)~1 -A où F(M) est une
série caractéristique de M).

Le A-module H^ g(T) est en fait indépendant de S (contenant p) :
cela se déduit par passage à la limite projective de la suite exacte
O^IÏl(G5,Q^T)^^l(G5^Q,,T)-^e^-^l(Qn,w,T)/I:f)(Q^,T)
(avec S" D S) et du fait que pour w ne divisant pas p, Z^^(T) =
limIï'i(Q^^,T) (voir par exemple [P92a], 2.2.4). On pose donc

H^(T)=H^s(T).
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Notons d'autre part

H^sm=\miH\Gs^^T)

pour S comme précédemment et H^ r .(T) le noyau de

^(T)^e^2^(T)
où -^wW = ^^(Qn^T) (cela est indépendant du choix de 5').
Sous Leop(V), H^^(T) et H^^(T) sont des A-modules de torsion et
Hlo,{p}(T) est un A-module de rang 1. On dispose alors d'une application
A-linéaire canonique : detA^^(T) -^ /C. Si uj est un élément de
Qp ̂  ^MC^ l'injection de A-modules de Coo,^(T) = A • uj dans
Qp ^Zp ^,{p}(T) permet d'obtenir une application

detAC^(T) 0 (detA^^(T))-1 ̂  /C.

On en déduit une application A-linéaire :

CP^V) : detA^(T) 0 (detA^^(T))-1 ̂ detA^^^(T) ̂  /C.

3.4.2. CONJECTURE (CP(Y)). — JJ existe un élément ̂  de Qp0z
Jyœ,{p}(T) tej Q"6 ̂ ? = ^,p,MSD ; Leop(V) est vraie et rimag-e de CP^
est A.

La première partie de cette conjecture a déjà été énoncée en 3.2.1. La
deuxième partie signifie que, si uj est un élément non nul de H1 r i (T),
on a

A^(^{p}(T)) . F(H^(T)/A. a;)-1 ̂  = A . ̂  ,

(ce qui signifie aussi que ^(^^p}(T)) est une série caractéristique de
^^{p}^)/^^ formulation due à Kato) ou encore

A • C^ = A . F(H^(T)) . F(H^(T)/A. c^)-1 . £,.

Il est facile de vérifier que cette conjecture ne dépend pas du choix de
T, c'est-à-dire ne dépend que de la courbe elliptique à isogénie près (voir
[Pb] pour des calculs similaires).

3.4.3. Ainsi, le A-module libre

^rith,{p}(T) = A . F(H^(T)) . F(H^(T)/A • ̂ )-1^

C^(Goo)0Dp(V)

où LJ est un élément non nul de H^^(T) peut être appelé A-module des
fonctions L p-adiques arithmétiques (incomplètes en p) de E. On peut aussi
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le définir de la manière plus intrinsèque suivante : l'application uj ̂  C^ se
prolonge en une application de detA(^^(T)) dans H{G^) (g) Dp(V) et
on a

^arith,{p}(T) = F{H^(T)) . /:(detA(^^(T))).

CONJECTURE (CP\V)). — On à régâlité des deux A-modules

îarith,{p}(T) = A • Cp.MSD-

Cette formulation, bien que très liée à la précédente, présuppose
l'existence de Cp^MSDi mais pas celle de a;?.

Remarque. — De même que 2arith,{p}(T) devrait être lié à la fonc-
tion L incomplète en p (avec facteurs à l'infini), le A-module Zarith ^(T) =
A • F(H^ s(T)) • £(detA(^ g(T)) est lié à la fonction L incomplète en
^

3.4.4. Le lien entre CP(V) et la conjecture classique de Mazur dans le
cas où E est ordinaire en p se déduit de la proposition suivante : rappelons
que TT : Dp(V) -^ D^ désigne la projection sur D[Q] parallèlement à -D[-I].

PROPOSITION. — Supposons Leop(V). Si V est ordinaire en p, on a

7T(2arith(T)) = A . F(X^j(T)) 0 M[Q],T

où M[O],T est le sous-^p -module de D^ dont l'image par Pisomorphisme
de comparaison engendre Ocp ^ T/ Fil1 T.

Le A-module Xooj(T) défini en 2.3.6 est le dual de Pontryagin du
groupe de Selmer classique sur Qoo relatif à p00.

Démonstration. — II est facile de voir (1.4 et formule du début de
2.1.5) que A • 7r(/;(detA(7^(T))) = A • 1 • d^ où 1 engendre l'idéal
caractéristique du conoyau de

^,{p}(T) - Z^(T)/Z^(T).

D'autre part, par passage à la limite projective des suites exactes

ff l((;s,Q„,T)^©^^ff l(Q„^,T)^ff l(Gs,Q„,^(l)/T*(l))A

^ff2(Gs,Q„,T)-.®^e^ff2(Q^,T)^ffo(Gs,Q„,V*(l)/T*(l))A^O
([P92a], 4.1.1) et en remarquant que si v ne divise pas p, Z^^T) et
Z^oj-^(T) sont égaux, on obtient la suite exacte

^o,{p}(T) - Z^(T)/Z^(T) -. X^f(T) ̂  H^(T) -. 0.
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On en déduit que la série caractéristique F(Xooj(T)) de Xooj(T) est le
produit de 1 et de la série caractéristique F(H^ r JT)) de H^ ,(T).
La proposition se déduit alors de ce que 7r(Zarith(T)) est engendré par
^(<<p}(T)).

Remarque. — Supposons que Fil°Dp(V) = jD[o], ce qui se produit
par exemple lorsque E est à multiplication complexe. Supposons d'autre
part Leop(V). Le point P{uj) ne peut être nul. Si le A-module X^j^T)^
n'était pas de torsion, 7v(l^(C^)) est identiquement nul. Par 2.1.4, P(o;) ç
Jf}(Q, T). Par 2.2.2, on a (P(o;), P(uj)}y^N = 0 pour tout supplémentaire
de D[O] , ce qui implique que logy P(uj) = 0. Nous verrons d'autre part au
paragraphe suivant que la non dégénérescence de ( { , }}v,x implique que
Leop(V) est vraie. Cela aboutit à une contradiction si X^j(T)^ n'est pas
de torsion. On a ainsi montré :

Si Fil°Dp(V) = D[O] et si ({ , }}y^ est non dégénérée, X^f{T)^ est
un A-module de torsion.

On obtient comme corollaire :

Si E est à multiplication complexe et ordinaire en p, si E{Q)) est de
rang 1 et si III(E)(p) est fini, X^j(T)^ est un A-module de torsion.

Ce résultat était déjà connu et même sans l'hypothèse de finitude de
ïïl{E)(p) grâce à un résultat de transcendance de D. Bertrand qui a prouvé
que si E est à multiplication complexe et ordinaire en p, si P ç E(Q) n'est
pas de torsion, (P, P}v,x ^ °-

3.4.5. PROPOSITION. — Supposons 6^(V) et CP{V) vraies. Si
r = dimQp ̂ (Q, V), £p,MSD a- un zéro en 1 d'ordre supérieur ou égal à r.
Si de plus {( , ))y^ est non dégénérée, Cp^MSD a- un zéro en 1 d'ordre r.

Remarques. — i) La conjecture CP(V) sert uniquement à transférer
des résultats démontrés pour Jarith = F(H^^(T)) • £(detA(^^(T)) à
^p,MSD-

ii) On montrera aussi que si (( , ))y^ est non dégénérée (sans
autres hypothèses), Leop(V) est vraie et que si H^{Q),V) -^ kerLoCp,y,
Locpv P(c^) est non nul si u est tel que 1(F{H^ g ( T ) / A • a;)) -^ 0.

Démonstration. — On choisit uj tel que 1(F(H^ g ( T ) / A - ce;)) ^=- 0.
Deux cas peuvent se produire :
cas (a) : ^(Q,y)^kerLoCp,y (ce qui est vrai dès que ^(Q) est infini) ;
cas (b) : Jf}(Q, V) = kerLoc^y .
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Dans le cas (a), la fonction C^ s'annule en 1 (le lemme 2.3.9 implique que
TrA(cc;o) ^ ff}(Q,y) et la proposition 2.1.4 permet de conclure). Par des
théorèmes classiques sur les A-modules, on est donc ramené à montrer que
^o^C^G'oo es^ un Zp-module de rang > r — 1 dans le cas (a) et de rang
> r dans le cas (b), c'est-à-dire que dans tous les cas H2^ r i(T)c^ est
un Zp-module de rang > dimkerLoc^y = dimkerLoCp^(i). On a la suite
exacte (déduite des suites exactes de Poitou-Tate classiques)

H^(T) - Z^(T) - X^(T) - H^(T) -. 0.

En prenant la suite de cohomologie pour Goo et en tensorisant par Qp, on
en déduit la suite exacte

Qp ^Zp Z^sWa^ -> Qp ̂  X^s(T)G^ -^ Qp ̂  H^(T)c^ - 0

qui devient en utilisant des résultats de cohomologie galoisienne (voir par
exemple [P92a], 2.1.1, 3.1.3),

H^^V) -. H\Gs^(l)r -. Q, ̂  H^{p}{T)G^ -> 0.

Ainsi Q^H^^ (T)^ est isomorphe à H2(Gs,F^ V) = (kerLoCp^(i))*.
Ce qui démontre la première assertion.

La forme linéaire L : kerLoCp^v —> (kerLoCp^v*(i))* déduite de la
restriction de ( , )v^,N à- kerLoCp^y x kerLoCp^(i) se factorise de la
manière suivante :

kerLoCp.y ^ ^(GS.Q^^I))* - <Qp 0z, ̂ (T)^
^ Qp ®Zp X^sWa^ -^ HomQp(kerLoCp,v.(i),Qp).

On a d'autre part le diagramme commutatif

QP ®Zp X^sW0" -^ Qp ®Zp ^,s(T)G^ ^ (kerLoCp,v.(i))*

i l I I
Qp^p^wC1')000 ^ Qp®Zp^,{p}(T)Goo ^ (kerLoCp,v.(i))*.

On en déduit que la forme linéaire L se factorise de la manière suivante :

kerLoCp,y ̂  Qp ®z, ̂ {^(T)000 ^ Qp 0z, ^,{p}(T)c^
-^ HomQp(kerLoCp,y.(i),Qp).

Supposons que (( , ))v,^ est non dégénérée. Alors, L est un iso-
morphisme, l'application Qp ̂  ^{p^T)000 -» Qp 0Zp ^,{p}(T)c^
est un isomorphisme, ce qui implique (par exemple [P92a], 0.2.3) que
F(H2^ r p}(T)) a un zéro en 1 de multiplicité égale à dimkerLoCp,v. Le
noyau de Qp ®^ ^,s(T)c» ^ Qp 0Zp ^,(p}(T)G» est nul; il en
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est de même de celui de Qp (^ H^WG^ -^ Qp ^z, ̂ (T)(^ =
^(Qp, ̂ ). On en déduit que si P(^)p est nul, on a TrA(o;) = (7 - 1) • ^
avec ^ € Qp (g)Zp ^^(T), ce qui est impossible par définition de uj.
Donc, P(uj)p ^ 0. Dans le cas (a), P(uj) e ^(Q,V) et /^ ne s'an-
nule pas en 1 (proposition 2.2.2). Dans le cas (b), P(uj} (qui appartient
à ^(Gs^V) n'appartient pas à ^(Q.V) et C^(l) est non nul (propo-
sition 2.1.4). Cela termine la démonstration de la proposition. Montrons
maintenant la remarque (ii). Le fait que L est un isomorphisme implique
que H2(Gs^ V*(l))* -^ Qp^X^^ÇT)000 est un isomorphisme. Comme
on a la suite exacte

o - X^WG^ - H\Gs^ V-W/T^I)^ -. x^T)0- -. o,
on en déduit que X^(T)G^ est fini et que X^^(T) étant sans torsion
est nul.

3.4.6. PROPOSITION. — Supposons CP(V) et Réc(V) (ou 6z (V))
vraies. On suppose de plus que ÎÎI(E) est fini et que (( , ))v^ est non
dégénérée. Si N est un sous-espace de dimension 1 de Dp(V), la conjecture
ESD^ÇV) est vraie à une unité près.

Remarques. — i) On peut faire la même remarque qu'en 3.4.3. Ce
que nous montrons réellement est que si Réc(V) (ou S^(V)) est vraie, si
({ ^ ))v,x est non dégénérée, on a, avec Jarith un générateur de 2arith,{p}(T),

M(l - ̂ -1 • (1 - P~1 • ^-1) • (r!)-1 . 1^(1) -

Lp(V, O)-1 . #m(^). Tam(E, w). ̂ ,^((detz ̂ (Q))0-2 0 x)-1. ̂ (w ̂  x)

pour tout N , pour tout w e Fil0 Dp(V) et x e A^* 0^y(Qp) (- signifiant à
un élément de Z^ près).

ii) La suite Sf^ (V) existe et est exacte si et seulement si < , )v^,N
(resp. Locv,p) est non dégénérée pour N -^ Fil°Dp(V) (resp. est non nulle
pour N = Fil0 Dp(V)) (voir 3.3.7) ; cela est vrai pour tout N sauf un. Dans
le cas contraire, les deux termes de la formule sont nuls.

Démonstration. — On choisit uj tel que 1(F(H^ ^(T)/A . c^)) ^ 0.
On a alors

WH^(T)/A . a;)) - #(^(T)c^/Z^)).

Notons LoCp,T : ^}(Q,T) -^ ^(Qp.T) l'application de localisation.
Supposons d'abord que ^i(Q, V) ̂  kerLoCp,v.

On a montré dans le paragraphe précédent que P(uj) e ^(Q.T)
est non nul, de même que LoCp^y P(cj). Comme P(cj) est orthogonal
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à kerLoc^y pour n'importe laquelle des ( , )v,x,N, cet orthogonal est
indépendant de 7V. Soit P une base de l'orthogonal de kerLoCp^r dans
H^(Q), T) modulo torsion; Zp • P(^) est contenu dans Zp • P, l'image de P
dans I^(Q,T)/kerLocT+^}(Q,T)tor en est une base et on a

H} (Q, T) = ker LOCT CZp • P C H} (Q, T)tor

(kerLocT est d'intersection nulle avec le sous-module de torsion
^}(Q,T)tor = ^(Q)torh) de ^)(Q,T)). La suite 5^Fii"D^(v)(^) existe
et est exacte. Soit N tel que Sf^(Y) n'est pas exacte. Le membre de droite
est donc nul. La nullité du membre de gauche se déduit de la proposition
2.3.5, de la proposition 2.2.1 et la non nullité de logy P(ù;) -^ 0. Suppo-
sons donc que Sf^ (Y) est exacte. En utilisant les propositions 2.2.2 et
2.3.5, la conjecture CP{V) implique que, si l'on pose F = F(H2^ r .(T)),
BSD(V, N) à une unité près est équivalente à

(r - l)!-1 . F^W - Lp(V, O)-1 . #UI(F) • Tam(E, w) . (#^(Q)tor)-2-

disc(( , ))T,^ • (log- P)2/^ P(^) . #(H^(T)G^/W^)

où disc(( , ))T,^ désigne le discriminant de (( , ))v,^ sur kerLoCp^T x

kerLoCp^T*(i)- Remarquons que logw P(^)/ logw P est aussi égal à l'indice
de Zp • P(uj) dans Zp • P à une unité près. Rappelons d'autre part que l'on
a une factorisation

Tam(E, w) ~ Tanip(T, w) • JJ Tam^(T)
v^Sf-{p}

(cf. [FP92], 1.4, Tarn y est noté Tarn0).

Si / : M —^ N est une application de Zp-modules à noyau et conoyau
finis, posons h(f) == #coker(/)/#ker(/). Par un théorème classique sur
les A-modules, on a

(r - l)!-1 . F^-^l) ~ /^^(T)000 ̂  H^(T)aJ

= h(f) • h(f')-1 • disc{( , ))T,x

où

/ : H^^T)0- -^ kerLoCp,T et // : H^(T)G^ -^ (kerLoCp,T.(i))*

(on a en effet

disc(( ))T,X = /i(kerLoCp^T —> (kerLoCp^T*(i))* )•

Soit Y le A-module défini par la suite exacte

0 ̂  ff^s(T) -> Z^sW -^ Y -^ 0.
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On a alors la suite exacte

0 ̂  V ̂  X^(T) - ff^(T) ̂  0.
Nous avons vu dans la proposition précédente que Y000 est fini; comme
^(T)000 ^ H^Gs^V^^/T^l)^ = kerLoCp.T n'a pas de Zp-
torsion, Y000 est nul. On a alors le diagramme commutatif dont les lignes
sont exactes

"-^W000-^,^)000 - ̂  -<sWGoo - <{p}WG» -0

^ .1 / l a i <?' i /'
O^kerLoCp^r -^ kerLoCp^ -< (2p • P)*-* ̂ (Q, T*(l))*-« (ker LoCp^.(l))* ^ 0

D'où h(f)/h(f) = h{g)/h(g'). Calculons d'abord h(g'). On a la suite
exacte ([P92a], 3.1.3)

0 - ̂ o,s(T)G^ - H^Gs^V^l)/^^
-^ H\G^, (V•(1)/T*(1))G^)A -^ 0

où le dernier groupe est fini de cardinal

#(^(Q)tor(p)) = #(V*(I)/T*(I))^ = ^(y/T)^.
D'autre part, on a le diagramme commutatif dont les lignes et colonnes
sont exactes :

0
i

(ÊveSfH)(^, T)/Zp • P + £;(Q)tor
i

^l(G's,Q,^(l)/T*(l))A ^ ff)(Q,T*(l))* -^ 0

i I I
0 ^ m(Ê)(p) ^ ff}(Q,V*(l)/T*(l))A ^ ff}(Q,T*(l))* ^ 0

i
0

(rappelons qu'ici, ^(G^Q.T^I)) = ff)(Q,T*(l))). On en déduit que

h(g')-1 ~ #m(£) • (#£;(Q)tor)-2 • m(P)

en posant m(P) = #(®<,e5/^)(Q^,T))/Zp • P). Calculons /i(^). On a le
diagramme commutatif dont les lignes sont exactes

0 - <,5(T)c» - Z^(T)c^ - Yc^ - 0
i i

0 ^ ^,5(T)o^ ^ (BvESfH^q^T)
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où la deuxième flèche verticale est injective. Posons L = H1 ç(T)c
L'application g est obtenue comme composé
VG^ - e^^Q^TVL -. e^SfH\Q^T)/H)(q^T)

^(Qp,T*(l))*-.(Zp.P)*.
Comme le conoyau de ̂ ^(T)^ -^ ©^/^(Q^T) est de cardinal

H ^^(Goo^,^^!)^^!))^-,.)
WÇSf

= n Tam,(T) . ̂ (Q^T^l))^
v65/-{p}

on en déduit que

h(g) ~ m(L)-1 . n{P) . ]"I Tam^(T) • #^(Qp,T*(l))tor
^65y-{p}

où n(P) est l'indice de Zp • P dans ^}(Qp,T*(l))/tor. On remarque que

#7î}(Q^T*(l))tor • n(P) ~ ^p(^O)-1 • Tamp(V,w) • log"7 P
et que

m(P). m(£)-1 ~ log"' P/log1"' P(o;). #(^,s(T)G^/ZpP(^)).
D'où,

^(/)//^(//) ~ Wor1 • 11 Tam^(T).
veSf

#m(E). (#Ê(Q)to,)-2 . (log"' P ) / ^ ' P^) . #(H^WG^/W^).
Ce qui termine la démonstration dans le cas où ffî(Q, V) -^ kerLoCp,v .

Supposons que H^(<Q, V) = kerLoCp^v. Rappelons pour mémoire que
cela est fort improbable, sauf si H1 (Q, V) = 0. On a

r!-1 . F^Çl) ~ hÇH^W^ -. H^(T)G^

=h(f)•h(f')-l.dïsc({)}^
OÙ

/^^MW^-^kerLoc^T
et

/' : H^(T)G^ -> (kerLoc^(i))*.

On a alors le diagramme commutatif dont les lignes sont exactes
o-x^(T)GOO---<{p}WGOO -^ - ^,sWG^ - ̂ M^oo -o

^ ^ f i 9 \ g ' l f '

0-^ kerLoc^T -^ kerLoCp^ ^ Z -^ ̂ 1 (G^Q, T* (1))* -^ (ker Loc^ rp* ̂ p* ^ 0
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si Z est le noyau de ^(G^Q, T*(l))* —^ (kerLoc^r^i))*- On a une flèche
g " : Q)v^SfH^((Qp,T) —^ Z et on montre comme précédemment que

h{g1}-1 - #m(T) . (#^(Q)torr2 • W-1

(on utilise la suite exacte

0 ̂  C^(Q.,T)/^(Q)tor -^ ̂ (G^y^lVT^l^
^(Q^IVT*^-^).

L'application g est obtenue comme "composé"

YG^ -^ e.e^^TVL ̂  e,e^}(Q.,T) ̂  Z

avec L = H^ g{T)G^' On en déduit que

h(g) ~ fa(^) • II Tam,(T). #^(Q^T*(l))ior • n\L)
vçSf-{p}

où ^'(L) est l'indice de L dans ^(Q^TVI^Q^T). On a

#^)(Qp,T*(l))tor • n\L) - Lp(V,0)-1 . Tamp(V,w) . Rw^) . [L : P(o;)]

où ^^(ct;) • w = J?y(ù;). En utilisant la proposition 2.1.4, on en déduit le
dernier cas de la proposition.

Remarque. — On a la suite exacte

0-^,M(T)-^,5(T)^ (®^s/-M ((^(lYT^l))^—)"

-^ ((y^iVT^i))6'000)'''-^
où le dernier terme est fini. La valeur de la série caractéristique de
(®we^-M ((^(IVT^l))^00.^ en 1 vaut

de^l-Frob^T^l)^)^,,^!)^)-1^,,^)-1.

On en déduit que si Jarith,s est un générateur de Iarith,s; on a

/^((l-yr'-O-P-^-^arith.s)^!)-

JJ Lp(V, 0)-l•#m(Ê)•Tam(£;, w)-^,jv((detz £;(Q))®-2 ̂ a;)-1-^^®^).
ves/

3.4.7. Pour tout entier j, on pose

r(T(j)) = (^(VO^/TO-))^) • (#(^(1 -j)/T(l -j))^).

PROPOSITION. — A) Soit j un entier positif non nul. On sup-
pose que Hï(<Q,V(j)) et ./î^G's^V^l — j)) sont de dimension 1, que
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^(Q? ̂ 0)) est d'image non nulle par ïogyçj), alors Jarith ^e s'annule pas
en \~3 et on a

(1 - ̂ -1 • (^-1). (1 - p-3 . ̂ )-1 . Jarith^') ̂  e-, ~ r*(-7 + 1).
W -j)-1 ' T(T(j))-1 . # m(T*(l - j ) ) . Tam(T*(l - j)) . log^(P)

où P est un générateur de Jfî(Q,T(j)) modulo torsion.

B) Supposons Réc(V) vraie. Soit j un entier négatif non nul. On
suppose que ^î(Q, V*(l —J')) et J^:fl(G^Q, V(^)) sont de dimension 1, que
^(G^Q, V(j)) est d'image non nulle par AV(^), alors Jarith "e s'annule pas
en \~3 et on a

(i - ̂ -1. ̂ -1). (i - p - 3 . ̂ )-1. JarithO^) ̂  e-, ~ r*(-j +1).
W -Jr1 ' T(TO))-1 • #m(T*(l - j ) ) . Tam(T*(l - j)) . AV(,)(P)

où P est un générateur de Jf^G^Q, ̂ (j)) modulo torsion.

Remarque. — Si Leop(V) est vraie, pour presque tout entier j (c'est-
à-dire sauf un nombre fini) le Qp-espace vectoriel ^(Gs^VÇj)) est de
dimension 1, le Qp-espace vectoriel H2(Gs,qïV(j)) est nul.

Démonstration. — On choisit ici uj tel que

l(F(^^(TO))/A.a;0^))^0.

La démonstration est semblable à la précédente. Les propositions 2.4.1 et
2.4.2 impliquent que £o/(x~'7) es^ non nlu sous 1e8 hypothèses faites. On
montre de nouveau que Pinjectivité de ^(Gs^^VÇj)) —>• ff l(Qp,y(J))
implique que H'2^ ip\(T(j))G^ est fini (on a aussi

H2{Gs^V(j))=0).

Ce qui démontre la première assertion.

Supposons j > 0 (la démontration pour j < 0 est du même style). On a

Tw-^Jarith) = ̂ (^^^(TO))).?^^^^))^.^^)-1-^-^/;,).

Soit P un générateur de Jï)(Q, T(j)) modulo torsion. On a P{uj (g) e®3) =
m ' P et logy^ j\ P((jj 0 e'0-7) == m • logy/.\ P. On reprend les notations de
3.4.6. On a

F(H^(T(j)))W - ̂ (^^^(TO))^^)/^^,^^^))^)

et le diagramme commutatif dont les lignes sont exactes
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o-^^Crœ)^ -vœ^ -^(T(J))^ -ff^cro-))^ ̂ o
i i 1

0 -> œ^s/ff^Q^.TO^/Zp-P+tor^ff —>m(T*(l- j))^—»0

avec 7î = H^Gs,^ V*(l - j)/T*(l - j)^. On en déduit comme en
3.4.6 que

#(^o,s(TO-))^/Z,,P(a;®^))-1. F(H^(T(j)))(l).

(#m(T*(l -j)))-1 ~ (#y*(l -j)/T*(l -j))^)-1 •Tn-1.

(^CO/TCO)^)-1 . £p(y, -j)-1 • 11 Tam,(T(-,))
vçS

(on remarque que

Tamp(T(-7)) ~ ̂ ^(Qp^^l-^/T^l-j))^ . W-j) ).

La formule pour Jarith^"-7) s'en déduit à l'aide de la proposition 2.4.1.
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