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PREMIERS PAS EN CALCUL ETRANGER

par B. CANDELPERGHER,
J.-C. NOSMAS
et F. PHAM

0. Introduction.

C’est pour comprendre et approfondir ’étude des “développements
semi-classiques exacts” (résurgence de Voros [V]) que nous avons entrepris
il y a six ans d’apprendre la théorie de la résurgence d’Ecalle. Nos efforts
d’apprentissage nous ont conduits & la rédaction d’un livre [CNP], dans
lequel on pourra trouver exposés en détail — et dans le style linéaire
traditionnel en mathématiques — les démontrations que Ecalle ne s’est pas
donné la peine de rédiger en détail, faute de temps et de goiit pour ce genre
d’exercice.

Mais tandis que mirissait notre compréhension, il nous apparaissait
que la richesse de la théorie d’Ecalle, qui requiert un long apprentissage pour
qui veut la maitriser dans tous ses détails, va de pair avec une beauté et une
simplicité qui devraient pouvoir étre perceptibles dés les premiers contacts,
a condition d’adopter une perspective convenable, laissant délibérément
dans 'ombre certains détails et en reléguant d’autres au second plan —
comme aime 4 le faire Ecalle lui-méme.

C’est un tel souci de “mise en perspective” qui inspire la rédaction de
ces “premiers pas...” : premiers pas en calcul étranger et non en théorie
de la résurgence. De méme que la pratique du calcul différentiel usuel ne
requiert pas la maitrise de toutes les finesses de ’analyse infinitésimale,

N

de méme nous pensons qu’on peut apprendre & se débrouiller en calcul

Mots-clés : Sommation de Borel — Phénoméne de Stokes — Méthode du col — Calcul
étranger — Résurgence.
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différentiel étranger en ne connaissant de la théorie de la résurgence que
les grandes lignes directrices. Cet objectif justifie le style informel de notre
exposé, qui reflete 'expérience accumulée dans nos nombreuses “causeries”
devant des publics trés divers.

Si certains énoneés paraissent miraculeux, tant mieux : ils le sont
en effet, dans la mesure ou la technique qui sert & les démontrer peut
étre oubliée par qui veut les utiliser. Cependant le lecteur qu'un souci
de compréhension approfondie aura conduit & étudier notre livre pourra
constater, a la relecture, que le présent exposé contient, sous une forme
dense et précise, I’essentiel des résultats de ce livre. Sous la forme compacte
ou ils sont présentés ici, ces résultats sont les seuls prérequis nécessaires
3 la lecture de [DDP], qui résume notre compréhension de la résurgence
de Voros.

Nous remercions nos auditeurs & Nice, Dijon, Paris, Kyoto, Guana-
juato, dont I'intérét actif a été pour nous une constante source d’encoura-
gement.

Les fonctions résurgentes dont il sera question ici sont ce que dans la
théorie générale d’Ecalle on appelle les fonctions résurgentes simples (81):
elles forment une sous-algebre de C[[z~!]], munie de dérivations appelées
dérivations étrangéres qui sont indexées par w € C*, et notées A,. Pour
comprendre la notion de dérivation étrangere il est commode de sortir
de D'algébre des fonctions résurgentes pour travailler dans l’algebre des
symboles résurgents (§ 2), combinaisons linéaires d’exponentielles e avec
pour coefficients des fonctions résurgentes (w parcourant une partie discréte
de C). L’algébre des symboles résurgents est munie d’automorphismes
appelés automorphismes de passage (§3), définis en comparant les
sommations de Borel latérales dans les différentes directions du plan
complexe. Les logarithmes des automorphismes de passage définissent
les dérivations étrangéres, outils de base du calcul différentiel étranger
(§4). Enfin les §§ 5 et 5’ proposent une lecture résurgente des plhiénoménes
de Stokes, plus proche de l'idée originelle de Stokes que la lecture des
“analystes modernes”.
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1. Fonctions résurgentes simples.

1.0. L’exemple d’Euler.

. . . 1
Pour résoudre l’équation d’Euler ¢’ + ¢ = —» on peut essayer un
développement en puissances inverses de x. Mais la série ainsi obtenue

o0

© ol@) =Y

n=0
est divergente.

Essayons de résoudre I’équation par une intégrale de Laplace :

1) o(z) = /O e () de.

La fonction ¢ (&) devra vérifier I’équation (transformée de Laplace de celle
d’Euler)

(—6 + 1)‘P = 17

d’ol1 Pon tire ¢ = 1/(1 = §).

Remarquons que la série de Taylor de ¢ (£), & savoir 1.+ & + &2+ - -+,
se déduit formellement de (0) par la substitution formelle

1 '3
—

pn+1 ;7,_'

(appelée transformation de Borel).

1.1. L’algébre des fonctions résurgentes simples.
Commencons par énoncer quelques définitions.

(i) Séries de classe Gevrey 1. — On appelle ainsi une série formelle
_ -1 -2 -1
p=ag+ a1z +ax”“+--- € Clz7]
telle que a, /n! soit majorée par une suite géométrique. -

(ii) Mineur d’une série de classe Gevrey 1. — C’est le germe de fonction
analytique ¢ déduit de ¢ par les opérations suivantes :
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p=ap+a1x ! +axxz 2+ €C[z7Y]

I

oubli du terme constant
I

transformation de Borel
I

_ § £
p)= a +G2F +a3§ +--- € C{&}.
(iii) Prolongeabilité sans fin. — Un germe ¢ est dit se prolonger sans

fin sur C si pour tout L > 0, il existe un ensemble fini @, C C tel que ¢
se prolonge analytiquement le long de tout chemin A de longueur < L
qui évite €1, ; intuitivement, cela signifie que les singularités de la fonction
“prolongement analytique multiforme de ¢” sont “isolées” sur sa surface
de Riemann (ce qui ne les empéche pas d’éventuellement s’accumuler en
projection sur C).

Cette définition du prolongement sans fin est un peu plus restrictive
que celle de [CNP], mais elle lui est équivalente dans le cas des singularités
simples (déf. (iv) ci-apres); dans le cas général toutes les démonstrations
de [CNP] restent valides avec cette définition simplifiée. Ecalle, quant a lui,
travaille avec une définition un peu moins restrictive que celle de [CNP],
qu’il appelle prolongeabilité sans coupure.

(iv) Singularités simples. — Un germe & prolongement sans fin est dit
n’avoir que des singularités simples si pour tout chemin A comme ci-dessus
aboutissant & un point singulier w, le prolongement de ¢ au voisinage de w
est localement de la forme

ax

L Log(§ —w)
2mi(€ — w)

(Ap)(€) 9]

+ (€ —w) + fet. hol.,

oll ay est une constante et ¢, un germe de fonction holomorphe.

DEriNITION. — On appelle fonction résurgente simple une série de
classe Gevrey 1 dont le mineur est a prolongement sans fin avec seulement
des singularités simples.

THEOREME. — Les fonctions résurgentes simples forment une sous-
algeébre de C[[z~1]], ici notée R.
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1.2. Petites fonctions résurgentes.

La donnée d’une fonction résurgente simple ¢ équivaut & la donnée
de son mineur ¢ et du coefficient ag, que nous appellerons son coefficient
résiduel. Si le coefficient résiduel est nul nous dirons que ¢ est une petite
fonction résurgente. Une petite fonction résurgente est donc entiérement
déterminée par son mineur ¢, et nous la noterons g, le “bémol” b désignant
ainsi la transformation de Borel inverse.

TuEOREME. — En substituant une petite fonction résurgente " a
lindéterminée u d’une série convergente f € C{u}, on obtient une fonction
résurgente f(’p).

Ainsi par exemple expp, Log(1 + "p), (1 — *p)~* sont des fonctions
résurgentes. Il en résulte notamment que les éléments inversibles de l’algébre
des fonctions résurgentes simples sont ceux dont le coefficient résiduel est # 0
(autrement dit ceux qui sont inversibles dans C[[z™}]]).

1.3. (Pré)sommations de Borel latérales.

Soit o une direction du plan des £. Les (pré)sommations de Borel
latérales de directions a, que nous noterons s+ et s,_, sont définies par
les formules

(5029)(@) = ao + / e (¢) de

Oat

ol ag est le coefficient résiduel et ¢ le mineur de ¢; Oa+ (resp. Oa—)
désigne le chemin sans fin d’origine 0 longeant la demi-droite Oa en
évitant les singularités de ¢ du coté Argé > Arga (resp. Argé < Arga)
(cf. figure 1).

0o+ 0a—

A A A

0 o 0 o
Figure 1.

Si ¢ est & croissance au plus exponentielle & linfini, de type
exponentiel 7 (c’est-3-dire majorée en module par ce™ &l pour tout 7/ > 7)
I'intégrale ci-dessus converge et définit une fonction analytique de z dans
le demi-plan Re(z e*A™8®) > 7. On peut dans ce cas parler de sommation
de Borel latérale, et définir ainsi une algeébre de fonctions résurgentes
sommables, que S, et so— envoient homomorphiquement dans V’algebre



206 B. CANDELPERGHER, J.-C NOSMAS ET F. PHAM

des fonctions de z (analytiques dans des voisinages sectoriels de Pinfini de
la-forme indiquée ci-dessus).

Dans le cas général le membre de droite de la formule ci-dessus
ne peut étre défini (au prix d’une construction nullement évidente)
que modulo les fonctions ezponentiéllément évanescentes, c’est-a-dire les
fonctions de type exponentiel 7 = —oo. Les applications syt et Sq—
définissent ainsi des homomorphismes dits de présommation, de ’algébre
des fonctions résurgentes dans 1’algébre quotient £°(La*)/E~°(La*), ou
(£T(La*))%emu{_oo} désigne algebre (filtrée par le “type exponentiel 7)
des germes a l'infini de fonctions analytiques de type exponentiel dans des
demi-plans Re(z e? A8 %) >> 0. ‘

(Pré)sommation de Borel dans une direction non singuliére. — Dans
le cas ou le mineur ¢ n’a aucune singularité le long de Oa, on écrit
Salf i= Sa+ = Sa—¢ : C’est la (pré)somme de Borel de ¢ dans la direction c.

Exemple. — La série (0) d’Euler est une. petite fonction résurgente,
de mineur @ (¢) = 1/(1 — &). Cette fonction résurgente est évidemment
sommable, mais la singularité du mineur en £ = 1 crée une obstruction a
la sommabilité de Borel dans la direction réelle positive. En notant a = (0)
cette direction, on a d’apres le théoreme des résidus :

5(0)+P — S(0)—p = 2mie ",

2. Symboles résurgents.

2.1. Un symbole résurgent élémentaire est un objet formel, produit
d’une fonction résurgente par une exponentielle :

Y =pe ™ (¢ = fonction résurgente).
Le point w € C est le support du symbole.

On appellera mineur de ¢* le germe en w déduit du mineur de ¢ par
translation :

PU(&) =P —w).

La donnée d’un symbole résurgent élémentaire (simple) équivaut donc & la
donnée de son mineur et du coefficient résiduel ag.
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Convention. — Nous identifierons. désormais les fonctions résurgentes
aux symboles résurgents élémentaires de support 0.

Symboles élémentaires vus comime singularités. — Soit ¢ une fonction
analytique a prolongement sans fin, ou plus exactement une détermination
d’une telle fonction au voisinage d’un point w; le point w pourra étre
singulier, ce qui fait que la notion de détermination au voisinage de w
requiert quelques précautions oratoires : 'de méme qu’un germe en w de
fonction analytique est une fonction analytique dans un disque de centre w
dont on omet de préciser le rayon, on appellera germie sectoriel en w une
fonction analytique dans un voisinage sectoriel de w de direction angulaire
fixée mais dont on omet de préciser la taille (disons, un disque fendu selon
une direction « fixée, le rayon du disque n’étant pas précisé). Par singularité
en w d’un germe sectoriel ¢ nous entendons sa classe modulo C{¢{ — w},
notée sing® ¥. Si P est localement de la forme

Log(§ —w)

+ fct. hol.,
2mi

P& = + pE-w)

(E w)
la donnée de sing” ¢ équivaut évidemment & la donnée de ag (= 27i fois
le résidu en w de la partie polaire de @) et de ¢ (§ —w) = P (§) — P (§)
(différence des prolongements analytiques de @ par la droite et par la
gauche : cf. figure 2). Supposant que @ est & prolongement sans fin, on
peut ainsi convenir d’identifier sing” @ au symbole résurgent élémentaire
de coefficient résiduel ag = res” & et de mineur @ (§) = B (£) — D (§).

Figure 2. Comment un majeur & détermine le mineur @* = &% — $%.

Tout symbole résurgent élémentaire ©“ peut ainsi étre considéré
comme la singularité en w d’un germe sectoriel @, appelé majeur de p¥.
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Cette remarque fournit idée de départ de la notion générale de
fonction résurgente : une fonction résurgente (resp. un symbole résurgent
élémentaire de support w) peut étre défini(e) comme la singularité en 0
(resp. en w) d’un germe sectoriel $ & prolongement sans fin (sans hypothese
sur la nature de la singularité).

Par exemple la fonction ¢(z) = z¥ (avec v € C) pourra étre définie
comme la singularité en £ = 0 du majeur

&, (0) {{“"‘1/27”}1"(—1/) si —v ¢ N*,
Y & 'Log¢&/2mi(n—1)! si —v=n € N*.

Remarquons que 'opération de multiplication par z peut se traduire dans
tous les cas sur les majeurs par I’'opération de dérivation d/d€.

Nous ne développerons pas davantage ici ce point de vue plus général.
(Pré)sommations des symboles résurgents élémentaires. — Elles sont

définies de fagon évidente par :

Tw ) Tw

$ax(pe™) = (sazp)e”

Il est instructif d’en écrire aussi des représentations intégrales

(2.1) (Saxp®)(2) = age™™ +/ e ™ p(€) d¢
wot
! — —z€ .
(2.1) /Cmi e~ P(£)d¢

La premiere formule est une réécriture de celle du § 1. La seconde, plus
générale et plus compacte, fait intervenir un majeur ® de ©* (les chemins
d’intégration C,q+ sont représentés sur la figure 3).

Figure 3.

2.2. Un symbole résurgent est une somme de symboles résurgents

élémentaires
b=
w
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La somme pourra éventuellement étre infinie mais sera toujours discréte,
c’est-a-dire que les w parcourront un ensemble discret Q& C C (le support
de ¢), astreint de plus & étre contenu dans un secteur angulaire (affine)
d’ouverture < 7. Plus précisément, on dira que ¢ est un symbole résurgent
dans la codirection o (ou o désigne une direction de C) si son support Q(¢)
est contenu dans une intersection de demi-plans affines dont les directions
bissectrices parcourent un voisinage A de o (on dira alors, plus précisément,
que ¢ est un symbole résurgent dans la codirection A).

Cette condition garantit que parmi toutes les familles finies

(wi € Q((p)),

seules un nombre fini ont une somme ) w; qui reste dans un compact
de C fixé a l’avance. Le produit de deux symboles résurgents de méme
codirection est ainsi défini de fagon évidente, de sorte que 1’ensemble des
symboles résurgents dans la codirection o (resp. A) forme une algébre que
nous noterons R (resp. R(A)) : nous avons ainsi défini sur le cercle un
faisceau d’algebres R, dont R est la fibre en a.

Exemple : inversion des symboles résurgents & support fini. —
Un symbole résurgent & support fini appartient & R, pour tout a. Posons
nous la question d’inverser un tel symbole, par exemple le symbole 1 — e~“*
(w # 0). Notons ap la direction de w. Dans le demi-cercle lag des
directions a formant un angle aigu avec aq la réponse est donnée par :

(1-e“*) l=14e e 2 4...
Par contre, dans le demi-cercle opposé la réponse est donnée par :
(1—e ) t=—e(1-e**) = —e** (14 "+ ¥ +--.).
Enfin, dans les directions « orthogonales & ag, 1 — e~“* n’est pas inversible.

(Pré)sommations des symboles résurgents. — Soit
=S = e
w w

un symbole résurgent dans la codirection A et soit & € A. Pour z grand,
d’argument Argz € A* (complexe conjugué de A), on définira :

(Saxp)(= Z(saim(x) Z(saww)
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La condition sur Argz assure que les parties réelles des exposants —rw
(pour w € Q(¢)) forment une famille discréte bornée supérieurement. En
fait on peut montrer que cette condition implique la convergence de la série
“modulo les fonctions exponentiellement évanescentes”. Elle impliquera la
convergence tout court sur une sous-algébre convenable de 'R(A) (algebre
de symboles résurgents sommables). ‘

2.3. Fonctions résurgentes étendues.

Cette terminologie, proposée dans [CNP], désigne les fonctions
(ou classes d’évanescence exponentielle) obtenues par présommation de
symboles résurgents (en fait [CNP] en donne une définition directe). Elles
forment un faisceau d’algebres sur le cercle, que nous notons R. Pour tout
a € A (arc de cercle) on a des isomorphismes

Gat i R(A) — R(A) (resp. Ga_ : R(A) — R(A))
(symbole latéral droit (resp. gauche)) inverses des présommations latérales
éa+ et éa—-

Une fonction résurgente étendue est dite pure ¢ droite (resp. ¢ gauche)
“dans la direction « si son symbole latéral droit (resp. gauche) dans la
direction a est un symbole élémentaire.

3. Automorphismes de passages.

Soit A un arc du cercle des directions du plan, et o € A.
3.0. ProprosiTiION. — II existe un unique automorphisme &, de
R(A), appelé automorphisme de passage de la direction «, tel que :
écxr+ 6o = éa—-

Cet automorphisme peut étre défini ainsi, par son action sur un
symbole résurgent élémentaire

@a‘bw = ‘bw + §a+§bw
ol S, ¢® est le symbole dont les composantes élémentaires sont définies
par les singularités, le long de wa, des prolongements par la droite de ¢“.

De méme l'inverse G est défini par
83167 = ¢ Su g

ol S,_p¥ désigne cette fois la somme des singularités des prolongements
analytiques par la gauche de @*“. ‘
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a+

| L

$o—p = §a+(¢w + Satp®)
Figure 4.
Idée de la démonstration. — En utilisant le théoréme de Cauchy,

déformer le contour d’intégration pour le pousser a travers la “coupure” wa
(cf. figure 4), et interpréter les intégrales de contour comme des sommations
latérales en utilisant les formules (2.1), (2.1°).

3.1. Constantes de résurgence.

Une constante de résurgence (dans la direction A) est un symbole
vérifiant 6,9 = ¢ pour tout @ € A (on omet la mention “dans la
direction...” si la propriété est vraie dans toutes les directions). D’aprés
la. définition de &, cela revient 3 dire que les mineurs ¢“ n’ont pas de
singularités dans les directions considérées.

Pour une fonction résurgente simple les propriétés suivantes sont
équivalentes : T

(i) ¢ est une série convergente (i.e. ¢ € C{z7'});

(ii) ¢ est une constante de résurgence sommable.

3.2. Exemple d’équation de résurgence.
Soit ¢ = 14-¢ une fonction résurgente simple, de coefficient résiduel 1,
vérifiant “I’équation de résurgence”

§acp =(1+e ™) (w€]0a).

Un exemple d’une telle fonction sera construit au § 4.4. Pour le moment nous
nous proposons d’expliciter la signification de 1’équation en question. Le
fait que le membre de droite ne contienne qu’une seule exponentielle e™*
signifie que le mineur ¢ de ¢, prolongé analytiquement en longeant O par
la droite, a le point w pour seule singularité. Le fait que le coefficient de
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I’exponentielle soit ¢ signifie que la singularité du mineur en w “reproduit,
a translation pres”, celle donnée par ¢ en 0 : plus précisément, au voisinage
de w,

%@ w)

P = + (€ —w)—=——= + fct. hol

1
2mi(€ — w)
Autrement dit la singularité donnée en 0 par ¢ “resurgit” comme
singularité du mineur en w, et c’est ce type de propriété qui motive la
terminologie “fonctions résurgentes” d’Ecalle. Remarquons qu’elle donne
des informations tres riches sur la structure de la surface de Riemann de ¢ :
de la relation ¥ (£) — ¢“(§) = @(§ —w), et du fait que ¥ se prolonge
analytiquement sans singularités le long de |wa, on déduit (cf. fig. 5)
que @ est singuliére en 2w, et que son prolongement analytique “ | n’a
aucune singularité au dela de 2w; de méme, % _ est singuliére en 3w, et
son prolongement analytique ¢“ _, n’a aucune singularité au deld de 3w;
etc. par récurrence.

0 @

Figure 5.
On remarquera aussi que la formule
& o= (1+e") Ty

permet de retrouver les singularités (en w,2w,3w,...) des prolongements
analytiques par la gauche (¢“, p¥_,...), singularités données par :

§a—‘P — (e—zw _ e—2zw + e—SIw .. ‘)(P-

3.3. Remarque.

Les applications S,+ et So— commutent avec la multiplication par
les exponentielles, et peuvent donc étre décomposées en composantes
homogénes

§a:l: = Z Sw:l: 3 Sw:l: =e " wt)

w€|0a
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ol S"wi est homogéne de degré w, c’est-a-dire transforme un symbole
élémentaire de support w’ en symbole élémentaire de support w’ + w
(Sw+, quant & lui, est donc homogene de degré zéro). Le fait que

Sa =1+ So+ est un homomorphisme se traduit par la propriété suivante
des Sy :

Sur@¥) = > (Sw+9)(Suwrst)

w'tw'’=w

ou la somme porte sur les w’,w” € Oa, 0 compris, avec la convention
So+ =1 (et de méme pour les S,,_).

4. Calcul différentiel étranger.

4.1. Reprenons la définition de I’automorphisme de passage :

Ga=1 +_Sa+-

La dérivation étrangére directionnelle A, est la dérivation de ’algebre R(A)
définie par :

Bo=Logsa=3 TV (5.0
n=1

Commentaire. — Comme S+ est défini comme un opérateur de prise
de singularité du mineur, ses itérés (S,+ )" font apparaitre des singularités
dans des feuillets de plus en plus lointains, appelées singularités entrevues
du mineur de départ.

DEFINITION. — Soit ¢“ un germe en w de fonction & prolongement
sans fin. Il existe un sous-ensemble discret 2 C |wa tel que le prolongement
analytique de p“ soit possible le long de tout chemin longeant wa en évitant
chacun des points de Q par la droite ou par la gauche, indifféremment
(mais sans retour en arriére). Le plus petit de ces ensembles Q est
Iensemble Q,(¢“) des points “singuliers entrevus” (de ¢“) dans la
direction «. Celui de ces points qui est le plus proche de w est appelé
point singulier vu dans la direction a.

LEMME (conséquence évidente du commentaire ci-dessus). — Le
support du symbole (S4+)"¢% est inclus dans Q = Q,(9*), et méme
dans )(n) = ensemble Q2 privé de ses (n — 1) premiers éléments.
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COROLLAIRE. — La somme infinie d’opérateurs (So+)", dans la
formule de déﬁnitioq de A,, a bien un sens, définissant une application
linéaire de I’algébre R(A) dans elle-méme.

Le fait que cette application linéaire soit une dérivation est un sorite
algébrique général (le logarithme d’un automorphisme est une dérivation :
cf. [CNP] pour les détails).

4.2. De méme qu’on a décomposé S,+ en composantes homogenes
(cf. 3.3), on peut décomposer A, :

._A_oz = Z A.wa A.w = e "A,.

w€]0a

Les A, (ou w € C) sont des dérivations de l’algébre R, les dérivations
étrangéres. De la formule de définition de A, on déduit par décomposition
en composantes homogenes :

. (_1)n—1 . .
Ao= Y —(Sus) (Suns):
wi€]0a
w1t twn=w

4.3. Exemple (généralisant 3.2).
Soit ¢ une fonction résurgente vérifiant “I’équation de résurgence”

Sap=(1+ae"™)p, we]laq,

oll a est une constante de résurgence dans la direction « : autrement dit,
Sa+rp=ae™p et Sara=0.

De ces deux équations on tire, compte tenu de la remarque 3.3,

(Sat+)"p = (ae™™)"p,
donc

-1 n—1
Apup = %a"go, n=12...

4.4. Exemple de résolution d’équations de résurgence.
Commencons par résoudre le systéeme d’équations de résurgence

(Aw(p = w)wGCa
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ot (b,)wec est une famille de constantes qui ne different de 0 que pour un
ensemble discret de valeurs de w. La solution générale de ce systéme (dans
lalgebre des fonctions résurgentes simples) est

p=c+’p
ol ¢ est une fonction méromorphe & pdles simples aux points w, avec les b,

comme résidus.

Considérons maintenant un exemple plus intéressant : le coefficient
de Voros de loscillateur harmonique (coefficient ay de [DDP], dans le
cas du polynéme W(q) = g% + 1) est une fonction résurgente sommable
a € C[[z71]], de coefficient résiduel 1, qui vérifie les équations de résur-
gence [DDP], th. 3.1 :

Siot = (14 e *™)aq,
S_icoa=(1+ €™)7la, et
6,a=0 pour a ¢ ioo, —ioo.
Ce sont des équations du type 4.3, dont les deux premieéres peuvent encore
s’écrire
exp(Aico)a = (14 7 )a, exp(—A_ic)a = (1+ e™)a,
ce qui se traduit en termes de dérivées étrangeres par :
-1 n—1 )
Apira = (——)—a, pour n € Z* (entiers positifs ou négatifs),
n
A,a=0 pour w ¢ inZ".

Ces équations différentielles étrangeres (linéaires homogenes) se résolvent
simplement par le changement de fonction inconnue ¢ = Loga (a est de la
forme 1 4 %a et admet donc un logarithme). On trouve ainsi que la (petite)
fonction résurgente ¢ doit vérifier les équations :

-1 n—1
Aniﬂ"P = (_‘—7)1_ si ne€ Z*»
Ay,p=0 si w ¢ inZ*.
Une solution évidente est ¢ =, ol

(_1)n—1 N (_l)n—l 1 1
p&) = Z n(€ — nim) =;§2+n27r2 - %(5_2 B @E)

n#0

A ’ . b
d’ou ’on déduit a = e ®.
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Plus généralement, on pourrait rajouter & ¢ une fonction entiére
de &, ce qui reviendrait & multiplier a par une “constante de résurgence
sommable”, c’est-a-dire un élément de C{z~'}; mais il se trouve que —
dans le probleme de Voros — c’est la solution la plus simple qui est la
bonne : on le vérifie en calculant la somme de Borel de a dans la direction
réelle positive, que ’on sait devoir coincider avec la “fonction de Jost”,
fonction connue explicitement dans le cas de I'oscillateur harmonique. On
a, en désignant par s la sommation de Borel dans la direction réelle positive

b
sa = e° %,

ou

o)) =3 [ (5 - rpg) €6

L’intégrale se calcule explicitement (cf. [V], § 7) et permet de retrouver la
formule
(x/2e)*/2\/2m
(sa)(z) = =770
L((1+2)/2)
qui coincide avec l’expression connue de la fonction de Jost de ’oscillateur
harmonique.

Remarque. — A aucun endroit du calcul (et c’est un trait général
de la théorie d’Ecalle) nous n’avons travaillé explicitement sur les séries
formelles en z~! : les objets sur lesquels on travaille sont les égquations de
résurgence et les mineurs.

Bien entendu, seules des équations de résurgence tres simples peuvent
étre résolues aussi explicitement que celles du présent exemple : la situation
a cet égard est analogue a celle des équations différentielles ordinaires, dont
les solutions doivent en général étre considérés comme des objets implicites.

4.5. Monémes de résurgence.

De méme qu’on résout des équations différentielles ordinaires par
des développements en séries entieres, on peut résoudre les équations
différentielles étrangeres par des développements en séries de mondmes
de résurgence : un mondéme de résurgence de degré n est une fonction
résurgente vérifiant des équations de résurgence de la forme

Aw" ...Awlso: 1
pour une certaine suite finie d’indices wy, . ..,wy, et
Aur, Do =0

si m > n ou si l'un des w! est différent de w;.
1 1
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Par exemple, un mondéme de résurgence de degré zéro est une constante
de résurgence; une fonction résurgente de mineur (1/27)(£ — w) est un
monome de résurgence de degré 1; etc.

Nous n’en dirons pas davantage ici sur ce sujet trés riche, point de
départ du “calcul intégral étranger”.

5. Phénomeénes de Stokes.

5.1. Phénomeénes de Stokes sur le cercle des directions.

Soit ¢ une fonction résurgente dont le mineur n’a qu’un nombre fini de
directions singuliéres (directions dans lesquelles on “voit” des singularités).
Dans toutes les directions non singuliéres ¢ est (pré)sommable de Borel, et
il résulte du théoréme de Cauchy que sa (pré)somme s,¢ ne dépend que
de ’arc de directions non singulieres dans lequel a a été choisie. De plus,
pour toute direction singuliere ap, Sao+9 (resp. Sa,—¢) est égale a la
(pré)somme de Borel s,¢ pour a choisie “un peu aprés” (resp. avant) ag
(pour Porientation usuelle du cercle des directions). Les mémes remarques
s’appliquent évidemment & un symbole ¢ (non nécessairement élémentaire)
n’ayant qu’un nombre fini de directions singuliéres (directions ag pour
lesquelles Go,@ # ©)-

Au lieu de nous donner un symbole, donnons-nous maintenant une
fonction résurgente étendue 1, et supposons que la famille de tous ses
symboles P, = 04+ ait en commun un méme ensemble fini de directions
éventuellement singulieres. Les ¢, se regroupent alors en une famille
finie (¢4), indexée par les arcs A de directions non singulitres, et le fait
que le symbole change quand on passe d’'un arc au suivant constitue le
phénomeéne de Stokes : S,, s’interpréte ainsi comme [’automorphisme de
passage de larc précédant ag a Uarc suivant ag.

5.2. Phénomeénes de Stokes dans un espace de parameétres.

Reprenons la discussion 5.1 dans une situation “relative”, avec des
symboles et fonctions résurgentes étendues dépendant analytiquement de
paramétres w € C™. Soit donc ¥ (z,w) une fonction résurgente étendue
en z, dépendant analytiquement de w. On supposera pour simplifier que
ses symboles ne présentent aucun phénomene de “confluence” (coincidence
accidentelle de points du support pour des valeurs exceptionnelles de w). La
propriété pour une direction « d’étre singuliére ou non dépend alors de w,
ce qui permet d’observer des phénoménes de Stokes en w, d o fixé.
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Choisissons a génériguement non singuliére, c’est-a-dire non singuliére
pour ouvert dense de valeurs de w. Les composantes connexes de cet ouvert
seront appelées régions de Stokes. Notre fonction résurgente étendue 1 sera
codée, dans chaque région de Stokes S, par un symbole & s analytique en w
dans S, tel que $opg = .

La traversée d’une cloison de Stokes (hypersurface analytique réelle
séparant deux régions de Stokes contiglies) peut étre décrite génériquement
de la fagon suivante : quand w franchit transversalement la cloison, une
direction singuliére mobile a(w) vient balayer la direction fixe o avec une
vitesse non nulle; appelons sens direct de traversée de la cloison le sens de
traversée pour lequel a(w) balaye a dans le sens anti-trigonométrique (de
sorte qu’un observateur regardant dans la direction mobile a(w) verra a
balayer ’axe de son regard dans le sens trigonométrique) ; alors la traversée
dans le sens direct fait subir au symbole une “discontinuité de Stokes”
donnée par :

‘be' = @a(wo)‘bS»

(apres) (avant)
ol wy désigne le point de traversée.
5. Exemple : la méthode du col.

L’exemple le plus simple de phénomeéne de Stokes est ’exemple originel
de Stokes étudiant la fonction d’Airy :

AI(W) = o /

—00

+o00
eSds, S= i(%s3+Ws).

Nous allons indiquer ici comment cet exemple s’insére dans le cadre
que nous venons d’esquisser, invitant le lecteur & lire les intéressants
commentaires de M.V. Berry [Be] sur le point de vue originel de Stokes.

La méthode du col consiste & pousser le chemin d’intégration dans C
pour le faire descendre le long des lignes de plus grande pente de la fonction
ReS. La figure 6 (i) représente les chemins d’intégration pour diverses
valeurs de ArgW (& lire en commengant par la droite) : on y voit des
lignes de plus grande pente, orientées dans le sens de la descente; le chemin
d’intégration est en gras, et doit étre orienté de gauche & droite.
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ArgW =nx

6 (i). Le plan des s.

Argz=-3n  Argz=-m Argz=-ir Argz=0

6 (ii). Le plan des (.

Argw = Argw = 27 Argw = im Argw =0

o= o 0= | . ¢
T o o

6 (iii). Le plan des &.

Figure 6. Les chemins d’intégration de la
méthode du col pour l'intégrale d’Airy.

Des changements de variable judicieux vont permettre d’interpréter
ces intégrales le long de lignes de plus grande pente comme des sommations
de Borel de symboles résurgents.

5.1. Des considérations de quasi-homogénéité de S suggerent de poser
z = W3/2, et de changer la variable d’intégration s en t = sz~/3. On trouve
ainsi :

1/3
Ai(z2/3)=22—7r/ Sdt, S:iz(%t3+t).
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Par le changement de variable { = —i(t3 /3+t), cette intégrale s’écrit encore

/
a0 =5 [ e

ot A(¢) = t'(¢) = i/(t(¢)2 + 1) et ou t(¢) désigne la fonction réciproque
de ¢(t) (fonction algébrique ayant deux points de branchement d’ordre 2,
en ¢ = £2/3, images des deux “cols” ¢ = =%i).

Traduite dans le plan complexe de {, la méthode du col consiste a
pousser le chemin d’intégration vers linfini dans la direction des lignes
de plus grande pente de la fonction linéaire Re(—2z(), c’est-a-dire la
direction Z oo, complexe conjugée de celle de z (cf. figure 6 (ii)) : pour
—m < Argz < +m ce chemin d’intégration n’est “accroché” qu’au seul
point de branchement ¢ = +2/3; quand Argz franchit la valeur +m
(ou —7) un phénomene de Stokes se produit, et le chemin d’intégration
reste ensuite accroché, aux deux points de branchement w; = +2/3 et
w_ = —2/3; on remarquera que le phénomeéne de Stokes peut aussi se
lire dans le plan des s (figure 6 (i)) : il se produit lorsqu’une ligne de plus
grande pente descendant d’un col passe par un autre col (cf. figure 6 (i))
pour Arg W = 2/3).

Ainsi réécrite avec ¢ pour variable d’intégration, Ai(z2/3) s’exprime
par une intégrale du type (2.1)’ (ou une somme de deux telles intégrales),
qu’on peut retraduire sous la forme (2.1) & ceci prés que la singularité
de A(¢) en wy n'est pas du type “péle + logarithme” mais du type :

(¢ — wx) Y2 x fet. hol.

Tous calculs faits, on trouve ainsi la décomposition de Ai(2%/3) en symboles
résurgents dans la direction z oo :

o Pour —m < Argz < 47 la fonction Ai(2%/3) est pure dans la
direction Z 0o, ou le symbole est donné par ’exponentielle décroissante

2 Wip(z) e~ 213,
 étant une fonction résurgente simple (sommable) de la variable z.

e Quand z franchit la ligne de Stokes Argz = 7 (resp. Argz = —m)
un phénomeéne de Stokes se produit. Il faut ajouter au symbole précédent,
devenu exponentiellement croissant, la correction exponentiellement petite

iz"l/ﬁw(—z) eZz/B

(resp. —i 2~ 1/6p(—2) e2%/3).
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5!2. Une fagon équivalente, mais peut-étre plus agréable, d’inter-
préter la méthode du col consiste & poser W = 2%/3w, ot z est un “grand”
parametre réel positif qui va servir de variable de résurgence.

Par le changement de variables d’intégration u = sz~1/3 on trouve
Ai(W) = 2713 A(w, z), ot :

1 +oo
A(w,w)=ﬂ/ e””(%us-f-wu) du.

Un raisonnement analogue au précédent conduit au changement de variable
d’intégration ¢ = —i(u3/3 + wu). La figure 6 (iii) représente l'image du
chemin d’intégration dans le plan des £, plan ou I'intégrand est ramifié aux
deux points £2/3w?3/2. On trouve ainsi que A est une fonction résurgente
étendue de x, dépendant analytiquement du parameétre w, et dont le symbole
dans la direction réelle positive est donné :

o dans la région —27/3 < Argw < +2m/3, par
wVAg=1/8pemwe (w _ %w3/2>,
ol @ est la fonction résurgente de z, dépendant analytiquement de w,

déduite de celle du § 5.2 par le changement de variable z = zw?3/2;

e dans la région | Argw| > 27 /3, par la somme des prolongements
analytiques du symbole 0) & travers les lignes de Stokes L et L’ (cf. figure 7).

Nous renvoyons & [Ji] pour les détails et pour une étude plus générale
des fonctions résurgentes “localement du type d’Airy” (cf. aussi [Ph2]).

L

LI
Figure 7.

5!3. Conclusion : Stokes versus “anti-Stokes”.
Dans son interprétation résurgente (qui se généralise aux intégrales
oscillantes en dimension supérieure) la méthode du col ne donne pas
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seulement un développement asymptotique de l'intégrale étudiée, mais un
codage ezact de celle-ci par des symboles.

Selon ce point de vue, en complet accord avec ce qu’écrivait
Stokes [Be], le phénomene de Stokes consiste en l’apparition, caché derriére
le symbole exponentiellement dominant, d’un symbole erponentiellement
récessif, et cette discontinuité du symbole se produit au moment de
“dominance maximale du premier sur le second” (pour reprendre I’heureuse
expression de Dingle [Di].

Au contraire selon le point de vue des “analystes modernes” le
phénomeéne de Stokes consiste en un “échange de dominance” entre
deux exponentielles rivales : c’est que ceux-ci ne comprennent les séries
divergentes que comme des “séries asymptotiques” au sens de Poincaré, et
sont donc incapables de “voir” une petite exponentielle cachée derriére une
grande.
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