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SOLUTIONS POSITIVES ET MESURE HARMONIQUE
POUR DES OPERATEURS PARABOLIQUES
DANS DES OUVERTS “LIPSCHITZIENS”

par Yanick HEURTEAUX

INTRODUCTION

N

Le but initial de ce travail est d’étendre & une classe d’opérateurs
paraboliques le théoréme de J.T. Kemper ([22]) sur la frontiére de Martin
(relativement & Dopérateur de la chaleur) de domaines “lipschitziens”.
La démarche de ce dernier utilise de facon essentielle 'invariance par
translations de 'opérateur de la chaleur. E.B. Fabes, N. Garofalo et S.
Salsa ([12]) ont déja travaillé dans cette direction. Ils ont obtenu un résultat
positif pour une classe d’opérateurs paraboliques sur R"*! s’écrivant sous
forme divergence et a coefficients mesurables. Cependant, ils ne peuvent
conclure que lorsque les coeflicients de l'opérateur sont indépendants du
temps et lorsque le domaine est un cylindre QO x|T, S[ de R**!. L’idée de la
méthode développée ici est de décrire divers principes de Harnack au bord
pour les solutions positives des opérateurs considérés. A. Ancona ([1],[2]
et [3]) a montré dans le cadre elliptique combien cet outil était utile.
Nous parviendrons & décrire ces principes pour une classe d’opérateurs
s’écrivant sous forme divergence et a coefficients lipschitziens relativement
a une métrique adaptée.

Mots-clés : Opérateur parabolique - Principe de llarnack-Moser — Mesure harmonique
- Fonction de Green — Principe de Harnack au bord - Minimale - Frontiére de Martin.
Classification A.M.S. :. 35K10 - 31B25 - 31C05 - 31B10 - 31C35.
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Dans un premier temps, nous établissons un “principe de Harnack
faible au bord”. Ce principe permet de comparer le comportement relatif
de deux solutions positives s’annulant sur une partie lipschitzienne du bord.
Le résultat est & rapprocher du théoréme 1.6 de [12]. Cependant, dans notre
situation, la fonction décrivant localement le bord de I’ouvert considéré peut
dépendre du temps. Nous dénommons ce principe “principe de Harnack
faible au bord” car, contrairement aux résultats démontrés par Ancona
([1]), il fait intervenir deux points de référence.

Nous cherchons alors & établir un deuxiéme principe appelé “principe
de Harnack fort au bord”ne faisant plus intervenir qu’un seul point de
référence (partie 3). Nous rencontrons de réelles difficulés pour y parvenir,
Porigine de ces difficultés provenant essentiellement du caractére “orienté”
des inégalités de Harnack. Nous sommes amenés & développer (partie 2)
une inégalité de Harnack non naturelle pour certaines solutions positives
particulieres. On retrouve une démarche similaire dans [12].

Nous pouvons alors enfin généraliser les résultats de Kemper. C’est
I’objet des parties 4, 5, 6. Nous décrivons tout d’abord la frontiére de Martin
des ouverts considérés. Nous en déduisons un théoreme de représentation
intégrale des solutions positives de certains ouverts. Enfin nous donnons
une interprétation géométrique du théoréme de Fatou abstrait ([28]). Nous
démontrons ’existence de limites “non tangentielles” en presque tout point
d’une partie lipschitzienne de la frontiére (le presque partout étant relatif
4 la mesure harmonique).

Au cours d’une derniére partie, nous exploitons les outils développés
(en particulier ceux de la partie 2) pour donner des estimations de la
mesure harmonique. Nous précisons ainsi des travaux de R. Kaufman et
J.M. Wu ([21] et [30]). Fixant un ouvert 2, nous établissons 1’équivalence
entre la mesure harmonique, la mesure harmonique adjointe et la mesure
de surface sur des portions du bord délimitées par le graphe d’une fonction
lipschitzienne par rapport aux variables d’espace et de classe C<*1/2 (¢ > 0)
par rapport a la variable temporelle. Sous ces hypothéses, les résultats de la
partie 2 nous permettent de montrer que la fonction de Green et la fonction
de Green adjointe ont le méme comportement au bord de notre ouvert.
Nous obtenons ainsi ’équivalence entre la mesure harmonique et la mesure
harmonique adjointe et controlons la norme infinie de la densité de I’une
par rapport a I’autre. Ensuite, pour démontrer I’équivalence entre la mesure
harfnonique et la mesure de surface, nous approchons le graphe par des
graphes plus réguliers sur lesquels on sait établir le résultat. Rappelons que
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Robert Kaufman et Jang Mei Wu avaient démontré que ces trois mesures
peuvent étre deux a deux étrangeres si on fait € = 0.

0. PRELIMINAIRES

Dans tout ce travail, on fixe un entier n» > 1 et on introduit sur
I’espace R"*! la distance suivante qu’on appelle distance parabolique :

V(z,t), (y,8) ER™ =R" xR d((z,1),(y,9)) =llz -yl V|t-s|"/?,
ou || || désigne la norme euclidienne sur R™.

Les n premieres coordonnées d’un point (z,t) de R**! sont appelées
les coordonnées d’espace et la derniére coordonnée de (z,t) est appelée la
coordonnée temporelle. La distance parabolique est adaptée aux probléemes
que nous allons rencontrer et, sauf précision contraire, c’est toujours a cette
distance qu’on se réferera.

Si p est un réel strictement supérieur a 1, on note A(u) la classe des
opérateurs paraboliques sur R"t1 s’écrivant :
0
= — —div(AV
o A = (A;;(z,t));; est une matrice n xn symétrique vérifiant les propriétés
suivantes :

1) A est uniformément elliptique, c’est & dire :

1 .
V¢ € R” ;ll£||25<A§|£>5ull£|P .

2) Les fonctions A;; sont lipschitziennes relativement & la distance
parabolique et vérifient :

V(z,t),(y,s) € Rn+l rAij(za t) - Aij(yas) |S 14 d((.’E, t)s (yas)) .

Si Q est un ouvert de R**! | on note H(Q) I’ensemble des fonctions f
continues sur 2 qui vérifient au sens faible Lf = 0 . Une telle fonction est
appelée une L-solution dans Q. D’aprés des travaux de Moser ([25]), toute
solution faible de ’équation dans Q posséde un représentant dans H(Q).

Une L-sursolution (ou fonction L-surharmonique) dans Q est une
fonction f localement integrable semi-continue inférieurement dans 2
vérifiant :
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i) Lf > 0 au sens faible
ii) VP e Q2 P) =1lim inf ess = lim inf ess .
)  f(P) =lim inf ess f(€) = lim  inf ess £(6)
Une fonction f sur Q est appelée une L-sous solution si —f est une
L-sursolution. Ainsi, toute fonction f qui est a la fois une L-sursolution et
une L-sous solution dans € est une L-solution dans (2.

Nous allons maintenant énoncer les deux résultats fondamentaux qui
sont a la base de ce travail.

0.a. Principe de Harnack-Moser ([25]) .

THEOREME 0.1([ 25]). — Soient p > 1, et L un opérateur de la
classe A(pt). Soient P un point de R"*!, a, o/, B8, B1, B2, B3 et r des réels
vérifiant :

0<ad <a,r>0et0<pB<Ba<B3<p.

On note Q 'ouvert @ = P+ {(z,t) e R" ; ||z ||<aret 0< t < fr?}.
On considére les parties de () suivantes :

Q" =P+ {(z,t) eR"™ ; ||z ||< a'r et Bi7* < t < Bor?}
et QY =P+ {(z,t) eR"™; || z|< dret Bsr® <t < pBri}.

Alors, il existe une constante ¢ = c(a, o', 1, B2, 83, 3) strictement positive
telle que pour toute L-solution positive dans ) on ait :

Max u(z,t) <c¢ Min wu(z,t).
(w,t)EQ- (z,t)EQ+

0.b. Estimations de la solution fondamentale ([5] & [10]) .

On connait 'existence d’une solution fondamentale I" pour I’opérateur
L. Elle est caractérisée par le fait que pour tout point P de R**!, T'p(-)
est 'unique L-sursolution définie sur R"*! tendant vers zéro & l’infini et
vérifiant au sens faible LI'p = §p ol dp est la mesure de Dirac au point P.
Par le principe du minimum, I" p(M) est nécessairement nulle en tout point
M dont la coordonnée temporelle est inférieure a celle de P. Elle vérifie les
estimations suivantes (voir [5] et [10] ) :
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THEOREME 0.2. — Soient u > 1 et L un opérateur de la classe
A(p). NotonsT' la solution fondamentale pour 'opérateur L . Il existe une
constante c strictement positive ne dépendant que de n et de u telle que
pour tous points (z,t) et (y,s) dans R**! vérifiant t > s on ait :
exp(=c |z =y I /(t = 5)) cexp(= o=y |I? fe(t = 8))

ST(ys(
c(t — s)n/2 (t —s)n/2

1) <

Soient 2 un ouvert quelconque de R™*! et P un point de . On
appellera fonction de Green de péle P dans Q la fonction G p dans Q définie
par :

Gp(M) = Tp(M) - /a T (©)

ol pps désigne la L-mesure harmonique dans  au point P. G p est donc une
L-sursolution dans ) qui vérifie au sens faible LGp = §p et qui converge
vers zéro en tout point de régularité de 9,0 : c’est un L-potentiel de .
(Rappelons qu’on appelle frontiere parabolique de 2 et qu’on note 0,2
P’ensemble des points de 9§ adhérents & une courbe v : [0,1[— € le long
de laquelle la coordonnée temporelle décroit strictement : c’est la zone utile
de la frontiere).

On peut alors localiser les estimations de la solution fondamentale de
la fagon suivante :

COROLLAIRE 0.3. — Soient 4 > 1 et L un opérateur de la classe
A(u) . Soient Q un point de R**! et R un réel strictement positif. On note
Q Pouvert :

Q=Q+ {(z,t) eR™ ; ||z |[< Ret |t|<R*}.

Notons G p la fonction de Green de péle P dans l'ouvert S . Il existe une
constante ¢ = c¢(n, ) strictement positive telle que pour tout péle P dans
I'ensemble Q + {(z,t) € R**! ; || z ||< R/2 et — R*/2 <t < 0} et pour
tout point M dans I’ensemble Q + {(z,t) € R"*! ; || z ||[< R/2 et R?/4 <
t < R?/2} on ait : .

Gp(M) > Rl

Démonstration. — Gréace au théoréme 0.2, il existe une constante
¢ = c(n, u) strictement positive telle que :

VM € 9Q Tp(M) < ¢/R" .

Ainsi, on a estimation Hr(‘l,, (M) = [,oTp(&)dun(€) < ¢/R"™ partout.
Fixons alors deux points M = (z,t) et P = (y,s) quelconques dans
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I’ensemble Q et tels que ¢ > s. Il existe un constante ¢ strictement positive
ne dépendant pas des points M et P telle que :

Go(0) = To(1) - HE, (1) > SRELE I LJC= 0N _ ypn

Considérons alors dans un premier temps P = Q + (0,R%/8) et M =
P + (0,6R?) ou § est un réel vérifiant 0 < § < 1/8. Si § est choisi
suffisamment petit, on obtient 1’inégalité :

c
> :
Gp(M) 2 57

Quitte & modifier la constante ¢, cette inégalité s’étend alors grice au
principe de Harnack-Moser a tout point M de l’ensemble :

Q+{(z,t) eR™; ||z ||<R/2et —R*/2<t<0}.
Elle s’étend aussi a tout point M de ’ensemble :

Q+{(z,t) eR™'; ||z ||< R/2 et R?/4 <t < R?/2},

car & M fixé, la fonction G.(M) est une L*-solution et vérifie donc un
principe de Harnack-Moser orienté dans l’autre sens (L* est l’opérateur
adjoint de L).

1. UN PRINCIPE DE HARNACK FAIBLE AU BORD

Au cours de cette premiere partie, on cherche & donner des estimations
locales des L-solutions positives tendant vers zéro sur une partie lipschit-
zienne du bord d’un ouvert. On retrouve ainsi des estimations décrites par

J.T. Kemper ([22]) dans le cadre de I’opérateur de la chaleur C = gf —Ag
Le résultat obtenu est aussi a rapprocher d’une estimation de L. Carleson
([6]) écrite pour I'opérateur A. Citons aussi R.A. Hunt et R.L. Whee-
den ( [19] et [20]) qui ont décrit des inégalités similaires pour les fonctions
harmoniques usuelles ainsi que J.C. Taylor qui a étendu ces inégalités aux
solutions d’opérateurs elliptiques (voir aussi ([1])). On précise ensuite le
comportement relatif de deux L-solutions positives nulles sur une partie
lipschitzienne du bord d’un ouvert. Ce résultat ressemble au principe de
Harnack au bord démontré par A. Ancona pour des opérateurs elliptiques
([1] théoréme 5.1). Cependant, le principe que ’on démontrera fera interye-
nir deux points de référence. Une version parabolique de ce type d’inégalités
a déja été démontrée par Fabes, Garofalo et Salsa ([11] et[12]) .
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1.a. Domaine lipschitzien canonique.

Point frontiere lipschitzien d’un ouvert.

On utilisera les ensembles géométriques suivants :

o Cylindre Tg(r, h) :
Un point de R™*! est noté selon les besoins (z,t) ou (z', z,,, t) (z, désignant
la n-iéme coordonnée d’espace du point (z,t)). On note Tg(r, k) le cylindre
suivant :

To(r,h) = Q +{(z',zn,t) eR™; || 2’ |I< 7, |t|<T?, |za |< R},
ol @ est un point de R®*1, r et h sont deux réels strictement positifs et
| || désigne la norme euclidienne de R™~!.

e Domaine lipschitzien canonique :
Fixons Q = (Y,5) = (Y',Y,,5) e R**l et rg € R}, .
Soit f une fonction numérique définie sur :
B((Y',S),r0) = {(a',t) €R™; || &' =Y"|[< 70, |t =S |< 75}

et vérifiant la condition de Lipschitz :

v(@',t),(y',s) € B((Y",5),m0) | f(',) — f(', ) |< Kd((z',1), (¥, 5))
ou K est une constante strictement positive. Notons qu’ici la distance
utilisée est la distance parabolique décrite dans la partie préliminaire
et que la fonction f est en fait une fonction lipschitzienne par rapport
aux coordonnées d’espace et 1/2-héldérienne par rapport & la coordonnée
temporelle.

Le domaine wy = {(z,t) € Tg(ro,h) ; z» > f(a',t)} est appelé domaine
lipschitzien canonique adapté au cylindre Tg(ro, k) dés que les conditions
Y, = f(Y’,S) et h > 5Kro sont vérifiées.

Si P est un point frontiére de wy situé sur le graphe de f remarquons que
'ensemble P+ {(z,t)eR™t! ; z, < —I||z'||V | t |/?} est une sorte de cone
parabolique extérieur & ’ensemble wy. De méme, on peut trouver £ > 0 tel
que le tronc de céne parabolique P+{(z,t)eR™; K||'||V | t |'/?< z, < €}
soit intérieur & wy .

e Un domaine 2 est dit lipschitzien en @ € 9N si & une isométrie pres des
coordonnées d’espace et pour un certain couple (7o, ho) de réels strictement
positifs @ N Tg(ro, ho) est un domaine lipschitzien canonique adapté au
cylindre Tg(ro, ho)-

Ainsi, au voisinage de @ , la frontiere de 2 est le graphe d’une fonction
lipschitzienne pour la distance parabolique d .
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1.b. Une estimation “de type Carleson”.

THEOREME 1.1. — Soient 1 > 1 et L un opérateur de la classe
A(u) . Soient Q un ouvert de R"*! et Q un point frontiére de Q tel
que Q N T (2rg,2Ar¢) soit un domaine lipschitzien canonique adapté a
Tq(2ro,2Mrp). 1l existe une constante ¢ = c(n, A, u) > 0 telle que pour
toute L-solution positive w dans §} tendant vers 0 en tout point de
N NTg(2ry,2Arg) , on ait :

VM € QNTg(ro,Aro) u(M) < cu(P,)
ot P, = Q + (0, Arg, 273).

Remarque. — Le point P,, peut étre remplacé dans cette estimation
par le point Q + (0, Arg, (1 + a)rZ) ol 0 < a < 1 la constante ¢ dépendant
alors aussi du réel a. Cependant, la constante a ne peut pas étre prise égale
a zéro en raison du caractere orienté des inégalités de Harnack : on exhibe
des contre-exemples simples dans le cas d’un demi-espace {z, > 0} .

Une estimation similaire avait été démontrée dans un cadre elliptique
par L. Carleson ([6]) puis reprise ensuite & de nombreuses occasions ([19],
(20], [1], [22] et [12])

COROLLAIRE 1.2. Soient 4 > 1 , L un opérateur de la classe
A(p) et Q un ouvert borné de R**!. On suppose que Q est lipschitzien en
Q € 00 et que QN Tg(2r,2Arg) est un domaine lipschitzien canonique
adapté a Tg(2ro,2Ar). Il existe ¢ = ¢(n,A,p) > 0 telle que pour toute
L-solution positive u dans @ — Tg(ro/2,Aro/2) tendant vers zéro en tout
point de 0,2 — Tg(ro/2, Ao /2) on ait :

VM € Q — To(ro, Aro) u(M) < cu(M,,) ot My, = Q + (0, Arg,73) .

Remarque. — La démonstration du Théoréme 1.1 et du Corollaire
1.2 ne font intervenir que des estimations de la fonction de Green. Ils sont
donc encore valables lorsque les coefficients de ’opérateur L sont seulement
supposés mesurables.

Montrons tout d’abord que le théoréme 1.1 et le corollaire 1.2 sont
équivalents :
En appliquant le théoréme 1.1 dans les boites Tp(70/10, Arg/10) N 2 ou P
parcourt 0QN 9T (2ro/3,2Ar¢/3) et en utilisant les inégalités de Harnack-
Moser, on trouve ’existence d’une constante ¢ > 0 telle que :

VM € QN 0Tg(2ro/3,2Ar0/3) w(M) < cu(M,,) .
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L’inégalité s’étend alors & 2 — Tg(2ro/3,2Ar/3) grace au principe du
maximum.

Réciproquement, supposons le corollaire 1.2 vrai. Notons G 4(.) la fonction
de Green dans ’ouvert 2 (A désignant le péle) et appelons ¥ ’ensemble
QNTq(4ro/3,4Are/3) . Notons que le point P,, a une coordonnée temporelle
supérieure a celle des points de X. En appliquant le corollaire 1.2 dans les
boites @ N Tp(re/10,Ar/10) ot P € 9NN JXT , on obtient alors griace aux
inégalités de Harnack :
VM € QN Tg(re,Are) Ga(M) < cGa(Py,) ,

pour tout point A € QN IJX proche du bord de 2. Pour les autres points A
de QNIL , Ga(M) est estimé par o " et Ga(Pr,) est minoré par cry ™ (voir
préliminaires). Finalement, quitte & modifier la constante c , on obtient :

VM € QNTg(ro,Are) VAEQNIT |, Ga(M) < cGa(Pr,) -
L’estimation du théoréme 1.1 s’obtient alors en intégrant 'inégalité précé-
dente par rapport & une mesure portée par QNJX. En effet, considérons une
fonction u vérifiant les hypotheses du dit théoréme, et notons RZ la réduite
de u sur I'ensemble ¥ . Par définition, RZ désigne la borne inférieure des
fonctions L-surharmoniques dans  qui dominent u sur X. La fonction u
convergeant vers zéro en tout point de 0 N To(2rg,2Ar,), on remarque
que u est un L-potentiel dans Q , porté par Q N 9X et coincidant avec u
dans I’ensemble 2 N T(rg, Aro) .
Finalement, grice & ce qui précede, il ne nous reste plus qu’a démontrer le
corollaire 1.2 lorsque u est de plus une fonction de Green dont le péle est
situé dans ’ensemble Tg(r¢/2, Aro/2) .
Une derniére réduction s’impose : on se restreint a ne traiter que le cas
d’un pole A4, = Q + (0,Ap,0) avec p €]0,1/2] (pour se ramener & ce
cas, on constate une nouvelle fois que lorsque le pole est situé loin du
bord, ’estimation recherchée découle directement des homogénéités de la
fonction de Green). En utilisant les estimations de la fonction de Green
et les inégalités de Harnack, on obtient dans un premier temps I’existence
d’une meilleure constante c,, > 0 telle que :
(1)
Vp € [27(m+D 27 VM € QN 3To(ro, Aro) Ga,(M) < cnGa,(M,,) .
Pour montrer que la suite ¢, est bornée, on utilise un principe de barriére
uniforme décrit par le lemme suivant :

LEMME 1.3. — Notons encore L un opérateur de la classe A(u) et
O un domaine conique :

O = P+{(z,t) e R™ ;| ' |I<r, | t|< v, =A(| &' || V| t]"?) < @, < M)
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Notons h la L mesure harmonique de OTp(r,Ar) dans O et (Y',Y,,S) le
point P. Il existe une fonction ® : [0,1] — R* continue croissante nulle
en zéro mais ne dépendant ni de L ni de r ni de P , telle que pour tout
point M = (z',z,,t) de '’ensemble O on ait :

1 _ ! _ 1/2 —

T AT

Ce lemme nous apprend donc que h(M) tend vers zéro lorsque M tend
vers P et nous offre un contréle de la vitesse de convergence indépendant
de L et P. En particulier, la fonction h constitue une L-barriére locale au
voisinage du point frontiére lipschitzien P. Le point P est donc L-régulier
(au sens de Perron-Wiener-Brelot).

Démonstration. — Grace a 'invariance par translation de la classe
d’opérateurs A(p), on peut supposer que P est 'origine de R*+1. Notons

alors G la L-fonction de Green du domaine Ty(r, A7) et notons @ le point

7)\7’ —r? :
= (0, — T) . On peut trouver une constante €; = €;(n, A, u) €]0, 1]

telle que Gq(l\l ) > % pour tout point M € Ty(r/2,Ar/2). De plus, en

utilisant la majoration de I'g (L-fonction de Green globale au point Q) ,
on trouve une constante ¢; = c1(n, A, u) telle que :

VM € 0Tq(r/10,Ar/10) Go(M) < To(M) < :—;

Cette inégalité se transmet a tout point de Tg(r, Ar) — T (r/10, Ar/10) par
le principe du maximum. Ainsi, I’inégalité est entre autre vérifiée dans O
n

T . . N ‘e
et Z—GQ constitue une sous-solution au probléeme de Dirichlet dans O avec
1

la donnée frontiere 0 sur dTy(r, Ar) et 1 sur 60 OTo(r, Ar). En d’autres
termes, pour tout point M dans O , on a : —Gq(M) <1-h(M).

Par suite, VM € O NTy(r/2,Ar/2), h(M) < 1—¢c ou € = Z—l est une

1
constante de I'intervalle ]0,1[ qui ne dépend que de n , A et p. Par une
récurrence immédiate, on a alors :

T AT

VE20 VM €ONTo(5 55)

h(M) < (1-¢€)F.

Posons alors ®(z) = 20z ou B = lgg(l;e). Pour tout point M =

log(1/2)
[EAMTIG

(2',zn,t) de O, si k désigne le plus grand entier tel que ; \%
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|zn| 1
—— < — on a alors :
Ar T2k

b < (-0 =2 s @ (Ll LELZ L2 l),

Ce qui prouve le lemme.

Nous pouvons alors terminer la preuve de notre théoréme en démon-
trant que la suite c,, est bornée. En utilisant ’estimation (1) et le principe
du maximum on a entre autre :

Vpe [27m+2) oM YA € Q—Tg(ro/2, Mo /2)G a, (M) < emG a, (Mg /2)-
On obtient donc grace aux inégalités de Harnack :
VM € Q—To(ro/2,Ar0/2) Ga,(M) < cemGa,(M,,) .

Soit P un point de 9Q N 9To(2ro/3,2Are/3) et soit O le domaine

conique :
= S SRR} 12 To
0 = P+{(s,) R™5; o' < 12| ¢ < 22,
A
~A( 2 V) <an < 2}
10

Griace au lemme 1.3, en notant h la L-mesure harmonique de
9T p(ro/10, Aro/10) dans O , on peut trouver € assez petit (ne dépendant ni
de P ni de L) tel que h ne dépasse pas 1/¢’ dans ONTp(ery, Aerp). A laide
du principe du maximum, l'inégalité G4,(M) < c'cnnG 4,(My,) valable en
particulier sur 80 N Q nous donne :

VM € QN Tp(ero, Aero) Ga,(M) < cnGa,(My,) .

Par ailleurs, grace aux inégalités de Harnack, on a lexistence d’une
constante ¢(n, A, u,€) telle que : G4,(M) < éGa,(M,,) pour tout point
M de QN 9Ty(2re/3,2Ar0/3) ne se situant pas dans 'un des Tp(erg, €Arp)
décrit plus haut. En utilisant une nouvelle fois le principe du maximum &
Pextérieur de Tg(2ro/3,2Aro/3) , on conclut finalement ¢p41 < max(é, cm)
et la suite des c,, est uniformément bornée.

1.c. Principe de Harnack faible au bord.

Nous sommes maintenant en mesure de comparer le comportement
relatif de deux L-solutions positives au voisinage d’un point frontiere
lipschitzien. C’est I’objet du théoréme suivant :
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THEOREME 1.4. — Soient o > 1, L un opérateur de la classe A(u)
et 1o < 1. Soit Q un ouvert de R*t! et Q un point frontiére de Q tel
que N Tg(2rg,2Arg) soit un domaine lipschitzien canonique adapté a
Tq(2r9,2A10). 1l existe une constante ¢ = c¢(n, A\, ) > 0 telle que pour tout
couple (u,v) de L-solutions positives dans ) tendant vers zéro en tout point
de 00 N Tg(2rg,2A1g) on ait :

u(M) v(M)
w(Py) = “u(Py)

ou P, = Q + (0,Aro,2r3) et P} = Q + (0, Arg, —213).

VM e Qn TQ(T(), )\’I‘o)

Remarque. — Ce résultat reste encore valable lorsque ’opérateur

est seulement supposé a coefficients mesurables, la démonstration ne
nécessitant que des estimations de la fonction de Green (voir aussi [11]).

Commentaires. — Ce théoréme est un analogue du théoréme 1.5
décrit par A. Ancona dans [1]. Fabes, Garofalo et Salsa ([12]) ont aussi
établi un principe similaire dans le cadre parabolique pour des ouverts
cylindriques en temps (voir aussi [11]). On prend pour convention dans cet
énoncé qu’il devient vide de sens si I'une des valeurs u(Py,) ou v(Fy) est
nulle. Notons & ce sujet que si u(P,,) est nul, la fonction u est identiquement
nulle dans Q N Tg(ro, Arg). Par contre, v(P}) peut étre nul sans que v
ne soit nulle dans tout I’ensemble 2 N Tg(rp, Arp). Plus précisément, la
fonction v peut rester nulle jusqu’a un temps ¢y puis devenir strictement
positive. Pour une telle fonction v, on ne peut espérer estimer la fonction
w & aide de v dans Q2 N Tg(rg, Ar9). Comme dans le théoréme 1.1, on
peut malgré tout remplacer les points de référence P,, et P;; par les points
Q+ (0, Arg, (1+a)r2) et Q + (0, Arg, —(1 + a)r),olt a € ]0,1]; la constante
¢ dépend alors aussi de a.

Sa faiblesse provient évidemment du fait que cette comparaison fait
intervenir deux points de référence (P, et Py ), et il est clair a l'aide
des remarques décrites plus haut, qu’on ne peut espérer sans hypotheses
supplémentaires sur les fonctions u et v contrecarrer ce fait. Cependant,
ce théoreme constituera un outil essentiel lors de la deuxieme partie de
ce travail et on s’efforcera dans la partie 3, d’établir (sous des hypotheéses
différentes) un principe de Harnack au bord ne faisant plus intervenir qu’un

point de référence.

Notons cependant qu’on obtient & I'aide du théoreme 1.4 le résultat
suivant : si w désigne la L-mesure harmonique dans Q N Tgo(2ro, 2Aro)
de 9Tg(2r¢,2Aro) et si u est une L-solution vérifiant les hypothéses du
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théoreme 1.4, et pour laquelle u(P;; ) # 0, on a avec une nouvelle constante
c et pour tout point M de I’ensemble Q N Tg(rg, Arg) :

Su(Py (M) < u(M) < cu(P, Jw(M).

Ainsi la vitesse & laquelle u tend vers zéro au bord est comparable & la
vitesse & laquelle w tend vers 0 en ces points.

Démonstration du théoréme 1.4. — On reprend la démarche d’Alano
Ancona dans [1]. En utilisant linvariance par translation de la classe
d’opérateurs A(u), on peut supposer @ = 0. On peut de plus supposer
Q = QNTy(2rp,2Arp); on note encore G la fonction de Green de cet ouvert.

Considérons une fonction u vérifiant les hypothéses du théoréme. A
une modification élémentaire pres utilisant le principe de Harnack et le
principe du maximum, on peut écrire grace au théoreme 1.1 :

VM € QN To(5r9/4,5Ar0/4) w(M) < cu(Pr)h(M)
ol I désigne la mesure harmonique de 9Ty (579/4, 5Ar9/4) dans :
Q= QN Ty(5r0/4,5Ar0/4) .

On utilise alors le méme remarque qu’Ancona dans [1]. Notons avec une
étoile les quantités faisant référence & 1opérateur L* adjoint de L et
a la théorie duale. I' désignant la L-fonction de Green globale, on a
T.a(M) =T%,(A). Ainsi au sens faible, L*(I'.(M)) = 65 , mesure de Dirac
au point A . Par ailleurs, pour M € Q , prolongeant G’ 41 (L*-fonction de
Green de Q) par zéro hors de 2 et par ses limites supérieures en tout point
frontiere de {2, on sait que G%, = I'%, RQ* (La réduite est prise ici au
sens des L-sursolutions sur R**1.)

Utilisant une propriété de symétrie de la notion de réduite lorsqu’on passe
au faisceau dual, on obtient alors L*(G%;) =~6M — up ou pyy est la L-
mesure harmonique directe au point M dans 2 .

Fixons alors une fonction ¢, C* & support compact dans Tp(4/3,41/3) —
To(6/5,6A/5), valant un au voisinage de 8Ty(5/4,5)/4) et toujours com-
prise entre zéro et un.

Notons ensuite @, (z,t) = p(z/ro, t/r3). Pour tout point M € Ty(ro, Aro) ,
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on a:
h(M) << 12274 l Pro >
=-<L(Gy) | ¢ro >
=— <Gy | L(gn) >

< /E | L(gn () | Gy (€)de
< /E | L(gn, (€)) | Gy ()

ou on a noté ¥ le complémentaire de To(679/5,6A70/5).

En utilisant ’analogue du corollaire 1.2 pour V'opérateur L* ainsi que le
principe de Harnack pour ce méme opérateur, on trouve une constante
¢ > 0 telle que :

M (&) < Gy (By,) pour M € To(ro,Aro) et £ € X,
ol B} =P} +(0,73/4).

Finalement, h(M) < cG’;_L;;O(J\/I).fE | L(pry (£)) | dE.

Par un changement de variable élémentaire ramenant a ro = 1, en utilisant
que les coefficients de 'opérateur L sont tous controlés par u en valeur
absolue, 'intégrale intervenant dans ’estimation est contr6lée par cprf ou
- ¢2 = ca(n, A, p). (Cest ici qu’intervient ’hypothése ry < 1.) Donc avec une
nouvelle constante ¢, on a :

(1) VM € To(ro, Are) , u(M) < cu(Pr, )TgGB:.O (M).

Prenons enfin une autre fonction v vérifiant les conditions du théoréme

et supposons v(P}; ) # 0 (seul cas intéressant). Fixons € = €(n,A,u) > 0

tel que TB:_0 (ero, Aerp) soit inclus dans Q — Ty(ro, Aro) . Imposons de plus
€? < 1/8 . Le principe de Harnack appliqué & v nous assure l’existence

d’une constante ¢ > 0 telle que :

(2) VM € 6TB;0 (ero,€Aro)  v(Pyr) < cu(M).

Majorant en ces mémes points, G By, Par ¢ ro " on obtient alors :
n v(M)

(3) VM € O0Tp; (ero,Aerg) 7§ GB:O(M) < clcv(P;*O) .

Cette inégalité se propage a ’extérieur de TB:o (ero, Aero) par le principe
du maximum, et est donc vraie en particulier pour M € Ty(rg,Arg). La
comparaison de (1) avec (3) nous donne ’estimation du théoréme.



SOLUTIONS POSITIVES ET MESURE HARMONIQUE 615

2. UN PRINCIPE DE HARNACK UNIFORME
POUR CERTAINES L-SOLUTIONS POSITIVES

Comme nous ’avons déja signalé, le théoréme 1.4 voit son exploitation
limitée car il fait intervenir deux points de référence. Nous démontrerons
lors de la partie 3 (sous des hypothéses différentes ) un principe de Harnack
au bord fort ne faisant plus intervenir qu’un seul point de référence. Pour
atteindre ce but nous devons &tablir des estimations de Harnack plus
précises que le principe de Harnack-Moser. Evidemment, on ne peut espérer
les obtenir que pour des L-solutions positives particulieres. C’est 1’'objet du
théoreme qui suit :

THEOREME 2.1. — Soit wy = {(z,t) € To(2,2\);z, > f(z',1)}
un domaine lipschitzien canonique adapté au cylindre Ty(2,2)). Soit L
un opérateur de la classe A(u). La fonction w, L-mesure harmonique de
0Tv(2,2)) dans wy vérifie le principe de Harnack uniforme suivant :
Il existe une constante ¢ = c(n,\,p) > 0 telle que pour toute boule
parabolique B(Mp, 2r) incluse dans wy N Tp(1, A), on ait :

VM, My € B(Mo, 1) w(M;) < cw(My) .

Remarque. — Par souci de simplicité des notations tous les résultats
de cette partie ont été écrits en supposant Q = 0 et rg = 2 . Par ho-
mogénéité, ils peuvent se généraliser aux domaines lipschitziens canoniques
adaptés aux cylindres Tg(rg, Arg) , ot 79 < 2.

Notons que Fabes, Garofalo et Salsa ([12]) ont établi un principe
assez comparable lorsque les coefficients de l'opérateur L et le graphe f
sont indépendants de t.

La démonstration s’articule en quatre parties.

Tout d’abord, on établit le résultat lorsque L est un opérateur a
coefficients constants.

Ensuite, on est naturellement amené & comparer les fonctions w obte-
nues pour deux opérateurs coincidant au point (), un opérateur quelconque
de la classe A(p) coincidant évidemment au point () avec un opérateur &
coefficients constants. Il s’agit alors d’affiner dans ce cadre des résultats
d’A. Ancona ([4]).

L’essentiel de la démarche m’a été suggéré par A. Ancona qui a
envisagé des problémes similaires dans un cadre elliptique : il a démontré
des résultats semblables aux théorémes 2.2 et 2.4 dans un cadre elliptique.
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On commence donc (théoréme 2.2) par comparer les fonctions w
correspondant a des ouverts dont les graphes sont “tangents”en @) lors-
qu’on s’approche “non tangentiellement” du point Q. Il faut dans un pre-
mier temps supposer de plus 'opérateur L a coeflicients constants car on
est amené a utiliser le principe de Harnack uniforme pour la fonction w.
Lorsque ce principe sera acquis pour tous les opérateurs de la classe A(u),
le théoreme 2.2 pourra étre étendu a tous ces opérateurs.

Le théoréme 2.2 permet alors de comparer le comportement des fonc-
tions w au voisinage d’un point frontiere lipschitzien pour deux opérateurs
coincidant en ce point (théoréme 2.4). On adapte & notre situation une tech-
nique d’A. Ancona ([4]). Notons que J. Serrin ([25]) a utilisé antérieurement
une démarche comparable pour résoudre d’autres types de problémes.

On peut alors enfin étendre le principe de Harnack uniforme décrit
dans le théoréme 2.1 & tout opérateur de la classe A(u).

2.a. Démonstration du théoréme 2.1 lorsque L
est un opérateur a coefficients constants.

Fixons B(Mpy, 2r) une boule vérifiant les hypothéses du théoréme 2.1,
et appelons M et M* les points My+(0, 3r*/2), My —(0,3r%/2). L’opérateur
L vérifiant le principe de Harnack-Moser, on est amené a établir ’existence
d’une constante ¢ = ¢(n, A, u) > 0 telle que w(M) < cw(M*). Considérons
alors la translation 7 de vecteur (0, —3LK7r,4r?) ol K est la constante de
Lipschitz associée a la fonction f . Les coeflicients A;; de I'opérateur L
étant constants, wo7r~! reste une L-solution dans 7(wy). En comparant les
ouverts wy et 7(wy), on obtient alors a l'aide du principe du maximum :

VP € wy N7(wy) , w(P) < wor '(P).

En particulier w(M) < wo7~!(M). Le principe de Harnack-Moser permet
ensuite de dire w(r~!(M)) < cw(M*) ce qui donne le résultat.

2.b. Evolution de la fonction w
lorsqu’on effectue de petites perturbations du bord.

THEOREME 2.2. — Soit L € A(p) un opérateur & coefficients
constants. Soient f, et f, deux fonctions lipschitziennes et wy , wy,
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deux domaines lipschitziens canoniques adaptés au cylindre Ty(2,2)). On
suppose que les graphes de f; et f, sont proches, en ce sens qu’il existe
deux constantes € et a strictement positives telles que :

V(a',t) | fi(@'st) = fola', ) S ed((2',1), 00" = e(l| " || v [ £]1/2) e

Alors, w; désignant la L-mesure harmonique de 0Ty(2,2)) dans wy,, il
existe une constante ¢ = c(n, A\, u,€,a) > 0 telle que pour tout point M de
Pensemble To(1,\) N {zn > A(||lZ'|| V |t]*/?)}, on ait :

1
sz(]\/[) <w (M) < cw2(1\/1) .

Démonstration. — Quitte & remplacer f; par f; A fo et fo par fiV fa,
on peut évidemment supposer f; < f> et donc wy, D wy,. Notons [ la
partic de wy, située entre les graphes de f; et fo. Appellons Rfulla réduite
de wysur I, c’est a dire la borne inférieure des fonctions L-surharmoniques
sur wy, qui dominent w; sur I. On a alors we = w; — I%{Ul < wi, ou

R{Ul (M)= Sup gnf R,{Ul (P) est la plus grande minorante s.c.i de Rl .
vev(m)PEV

Comparer w; et wy consiste donc essentiellement & comparer R et w;.
P 1 2 w1

Nous commencons par estimer ’ordre de grandeur de la fonction w;
au voisinage du graphe de f;.

LeEMME 2.3. — Notons p(M) la distance parabolique de M au
graphe de f, . Il existe 8 = B(n,\, ) et ¢ = c(n,X,u) deux constantes
strictement positives telles que pour tout couple de points (M,N) de
I'ensemble wy, N To(1,A) situés sur un méme axe de direction (0,1,0) et
vérifiant M, < N,, , on ait :

wi (M) _ (p(M))ﬁ
wi(N) =\ p(N)
(M, (resp. N,,) désigne la n-iéme coordonnée du point M (resp N)).

Démonstration. — wy(M) étant de ’ordre d’une constante lorsque
M est loin du bord, on peut tout d’abord supposer p(A) < 1/2 . Ensuite, en
utilisant le principe de Harnack uniforme pour la fonction w; on se raméne
a n’étudier que le cas p(N) < 1/2 . Fixons alors P € dwy, N Tp(1,A) et
appelons @ la fonction de la variable réelle p(z) = w1 (P + (0, z,0)).

En utilisant le théoreme 1.1, ainsi que le principe de Harnack uniforme
pour la fonction w;, on peut écrire,

Ve <1/2 VYN € wy, NTp(z,Az) wi(N) < cp(z) .
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Grace au principe du maximum on obtient alors :
VN € wy, NTp(z,Az) wi(N) < cp(z)h(N),
ou h est la L-mesure harmonique de §Tp(x, Ax) dans I'ouvert :
Tp(z,Az) N {zs > =All2’|| V [¢]*/?)} .
Le lemme 1.3 nous permet alors de trouver § = é(n,A,u) > 0 tel que
p(6z) < p(z)/2. Si 0 < y < z et si n est 'unique entier tel que
y/(6") <z < y/(6"*1) on a donc p(y) < ¢(y/6™)/2". Grace au principe

de Harnack uniforme pour la fonction w; on obtient alors quitte & modifier
la constante ¢ : 3 log 2

M <c (2) ou = o8 .

p(x) T log1/é
On termine la démonstration en constatant que si N = P + (0,z,0) , p(N)
et = sont du méme ordre de grandeur.

Ce lemme étant acquis, notons pour p > 0 :
I,=IN(To(277,277)) = Tp (27771, 27771)))
et M), et M les points (0, A277,2.2727) et (0, A277, —2.272P),

Constatons que si X € I, , p(X) est inférieur & c27P(1+2) et que p(M})) est
de ordre de 277 . Grace au lemme 2.3 et en utilisant une nouvelle fois le
principe de Harnack uniforme pour la fonction w;, on peut donc trouver
une nouvelle constante ¢ = ¢(n, A, y, €) > 0 telle que :

9-p(1+a)\ P
VX € Ip 'wl(X) S C <—_§T> wl(l\l;) .

Les constantes étant harmoniques, I'inégalité I%{Jl (X) < 2By (M. ») est
donc vraie en tout point de wy, et en particulier au point Af,.
Par ailleurs, grace au théoréme 1.4 on peut trouver ¢ = ¢(n, A, i, €, a) telle
que pour tout point de wy, vérifiant d(A,I,) > (277)/10 :

R, (M) _ Rt (M,)

wi (M) = “wi (M)

En particulier, ’estimation R,IJ',(]\/[ ) < ¢272@BPy, (M) est vraie en tout

point de To(1,A) N {z, > A(|l z' || V | t |'/?)} . Fixons alors un entier k

tel que CZ 272e¢PP < 1/2 et notons I;, = U I,. Pour tout point M de
p2k p2k

’ensemble Tp(1,A) N {z, > A(|| =’ || vV | t|*/?)} , on peut écrire :

- 1

Ry (M) < gwi (M) .

1
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Ce qui revient a dire : wy (M) — RE,ﬁ(M') > 1/2w;(M). 11 reste alors a
comparer w; a wz = w; — I%E,i w3 étant une L-solution dans wy, tendant
vers z6ro en tout point de dwy, N Tp(27%,A27F), & 'aide du principe de
Harnack faible au bord (théoréme 1.4), on a :

wy(M) _ cﬂla(J\IA:+1) < JWiMtr)
'LDZ(J\’I) - wZ(J\[,:+1) - wz(J\[,fH)
Enfin, les fonctions w; et ws sont toutes deux de 'ordre d’une constante
dans Tp(2,2)) — Tp(2,N). Ainsi grace au principe de principe de Harnack
uniforme pour les fonctions w; et wy le rapport ws/w, est contrélé par une
constante en tout point M de l’ensemble :

To(1,A) N {zy 20 &' |V [ ¢ ]'/2} = To(27(+2) x2-(42)) |
De méme, grace au principe de Harnack uniforme, le rapport wy(Myy1)/
wy (M}, ) est controlé par une constante. Ici, les nouvelles constantes

dépendent aussi de k qui a été définitivement fixé. En conclusion, on obtient
en tous les points du cone qui nous intéressent 1’estimation :

w (M) < 2w3(M) < cwy(M) ,

ce qui constitue la comparaison non triviale entre w, ct w..

VM € wyp, NTo(2~*+2) N2 (k+2))

2.c. Comparaison des fonctions w correspondant a
deux opérateurs coincidant en 0.

THEOREME 2.4. — Fixons wy un domaine lipschitzien canonique
adapté au cylindre Ty(2,2)). Soit L € A(p) et L I'opérateur de A(n) a
coefficients constants coincidant avec L au point 0. Notaut w (resp w) la L
(resp L ) mesure harmonique de 0Ty(2, 2)\) dans wy , il existe une constante
¢ = c(n, A\, u) strictement positive telle que pour tout point M situé dans
le cone parabolique To(1,A) N {x, > A |l 2’ || V| t|'/?}, on ait :

%u‘;(M) < w(M) < ci(M) .

Comme A. Ancona dans [4], nous allons chercher & estimer le signe de
L(g(&)) pour des fonctions g bien choisies. Nous commengons par minorer
" V. " .

LeMME 2.5. — Notons p(M) la distance parabolique de M au bord
de wy. Pour tout point M € wy NTy(1,A) on a:
1w(A)

| Vo (M) ||2] %W) 22200
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Popérateur L étant rappelons le a coefficients constants et ¢ étant une
constante strictement positive ne dépendant que de n, A et p.

Démonstration. — Fixons P € 0wy NTy(3/2,3)/2) et appelons ¢ la
fonction de la variable réelle p(z) = w(P + (0,z,0)). La démonstration du
lemme 2.3 nous a appris I'existence de § €]0, 1] tel que ¢(éz) < %(p(x) pour

tout réel z tel que le point P+ (0, z,0) reste dans ’ensemble T (3/2,3)/2).

Par le théoréme des accroissements finis, il existe donc 6 €], 1] tel que
p(z)

o' (0x) > 50 =605

. . ow
du maximum nous apprend que ¢ est une fonction croissante et —— est

oz,

une L-solution positive. En utilisant les inégalités de Harnack-Moser pour

De plus, L étant & coefficients constants, le principe

0
la fonction 5—1—0—, et en notant M le point P + (0,z,0), on a alors :
Ln

w(M)
p(M) =

(Il faut pour cela constater que p(M) et = sont du méme ordre de grandeur.)

——(M + (0, 21

) -

En particulier, on a :

(M - (0,p°(M)/10)) _
(M = (0, (M)/10)) =
On conclut alors en utilisant le principe de Harnack uniforme pour la
fonction w. Nous pouvons maintenant aborder la preuve du théoreme 2.4.

VM € wy NTy(1,A)

) Majoration de w.

Fixons v >1 et € >0 tels que si f(a',t) = f(z',t) —¢€[|| =’ ||V|t|'/?]",
wy, soit encore adapté au cylindre Ty(2,2X). On recherche, comme A.
Ancona dans [4] une fonction g : [0,1] — [0,1] nulle en 0, valant 1 en
1 de classe C? et telle que g(w;)soit une L-sursolution dans wy N Ty(1, A)
pour tout opérateur L coincidant avec L en 0 (nous avons noté w; la L-
mesure harmonique de 9Ty(2, 2A)dans wy, ).

L, étant nul, on constate que :
L(g(y)) = ¢' (1)L — L)(wy) — g" (1) < AVt | Voiby > .

Grace au lemme 2.5, si p; désigne la distance au bord de wy,, dans
Pensemble wy, N Tp(1,A) on a lestimation :

1w

< AV, | Vg w1>>——2.
CH Py

._.
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Majorons alors | (L — L)(w;) |. Grace aux estimées de Schauder intérieures
pour 'opérateur & coefficients constants L ([14]), et en utilisant le caractére
lipschitzien des A;; ainsi qu’une nouvelle fois le principe de Harnack
uniforme pour la fonction ,;, chaque terme du second ordre dans cette
expression vérifie :

A, (M)— lxmﬂaw‘M)

d(M,0)w, (M)

<c -
pi(M)
Par ailleurs, si on impose maintenant a M de rester aussi dans wy, on peut
trouver une constante c¢ strictement positive telle que d(M, 0) < cp; (M)'/7.
Finalement quitte & modifier la constante ¢, on obtient :
az’lbl(]\[) Cl[)l (]\f)
| A (M) = Ayy(0) | | S <« T
Ox0x; pr(M )21/

Les termes du premier ordre intervenant dans (L — I:)(u")l) sont, grace aux
estimées de Schauder internes et au principe de Harnack uniforme pour w,,

pour M € wy, NTy(1, A).

Ajj

0
aﬂ:k

tous controlés par w;/p;. (Il faut remarquer que les sont presque

partout majorés par u.) Finalement on obtient :
'lf)l (]\[)
21

pi ()

en tout point de wy N Tp(1, A). On recherche alors g croissante et solution

(L= B @)@n)| < e

d’une équation du type g (1) = — ¢ (@), avec a €]0,1[. On a alors :
W

R ey W & ;"
Lg(w,) > g (wl)_?»Th (—c+ 2;_177—> dans wy NTH(1, M) .
P P
Enfin, on s’assure de Pexistence d’un réel ' €]0,1] tel que 1[)1//)‘1” reste
minoré dans wy, N Tp(1,A) (le raisonnement est similaire & celui cffectué
dans le lemme 2.3). Posons alors @ = 1 — 1/8'y. Fixons un nombre réel
strictement positif § tel que L(g(w,)) soit positif, et considérons I'unique
solution de g¢''(w,) = 1%9'(1171) valant 0 en 0 et 1 en 1; g(w;) ost
1

L-surharmonique (pour tout opérateur L coincidant avec L en 0) dans
wy NTH(1,A) et est de l'ordre de @, partout. Par le principe du minimum,
en constatant que w; (et donc g(w;)) est minorée par une constante dans
OTu(1,X) Nwy, on obtient avec une nouvelle constante, w < cg(w,;) dans
To(1,A) Nwy. Enfin, grace au théoreme 2.2, wy, g(w,) et @ sont du méme
ordre de grandeur dans le cone To(1,A) N {x, > A 2’ || v |t ]'/?}.

/3) Minoration de w.
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Les idées de base sont les mémes mais un peu plus difficiles & mettre
cn ocuvre car il s’agit ici de minorer w au voisinage du graphe de f.

LEMME 2.6. — Avec les notations du théoréme 2.4, il existe deux
constantes ¢ = c(n, A\, ) et ' = '(n, A, p) strictement positives telles que :
VM € wrNTo(1,)) w(M) > cp(M)° ,

p(M) désignant toujours la distance au bord.

Il faut ici étre un peu plus vigilant que lors des lemmes équivalents
décrits plus haut, car w ne vérifie pas encore le principe de Harnack
uniforme. (L n’est pas a coefficients constants.)

Fixons P € Ows NTo(1, ) et considérons la parabole située dans le plan
< P,x,,t > d’équation t — t(P) = —A(z,, — z,(P))?/2. Paramétrons cette
parabole par ¢ = z, — z,(P) et notons ¢(z) la restriction de w & cette

parabole. Les inégalités de Harnack-Moser nous disent ¢(2z) < cp(z) et

B8
p(z) >e (E Oﬁﬁ,zlogc.

o(y) log 2

Lorsque y devient grand pour sortir de Tp(1,)) , ¢(y) est de 'ordre d’une
constante, donc ¢(z) > ¢(z)? ou ¢ est une nouvelle constante. Regardant
maintenant le point M ayant méme coordonnée z,, que le point paramétré
par z et situé sur I'axe P+R 1(0, 1, 0), grace au principe de Harnack-Moser,
on a encore w(M) > ¢p(M)? (c a changé). Finalement, M peut étre pris
arbitrairement dans wy N To(1, ).

on obtient alors si x < y

Pour minorer w, on commence par fixer v > 1 puis € > 0 tels que
le cylindre Tp(2,2)) soit adapté au graphe fo(z',t) = f(a',t) + eR(z', )7,
ot R(z',t) =|| ' || V | t |/2. En convenant de noter R(M) la quantité
Il 2’ || V|t |'/? lorsque M s’écrit (a',a,,t), on a w(M) > cR(M)P'7 sur
la portion du graphe de f, située dans Ty(1, ). Par ailleurs, notant f3 un
graphe intermédiaire fs(z',t) = fo(z',t)—e(R(a',t)/10)" ol > yet w3 la
L-mesure harmonique de 8T;(2,2)) dans w 5,00 & grace au lemme 2.3 w3 <
¢RP" sur la portion du graphe de f5 situé dans Tp(1, A). On choisit alors 7’
tel que By’ > ('y, ce qui assure w3 < cw sur Owy, N T(1,A). On construit
par une technique similaire & celle employée dans le a) une fonction g(iws)

(solution d’une équation du type g"(w3) = %g' (w3)) telle que g(iws)

soit L-sousharmonique dans wy, N Tp(1,A). En ?nilisant les inégalités de
Harnack, w est minorée par une constante sur 07y(1, A) Nwy,. Finalement,
grace au principe du maximum, g(w3) < cw dans wy, NTp(1,A) . On conclut
alors & I’aide du théoréme 2.2, les fonctions w3 , w et g(ws) étant du méme
ordre de grandeur dans le cone To(1,A) N {z, > A || 2" || v | t |*/?}.
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2.d. Démonstration du théoréme 2.1.

Reprenons les notations du théoréme 2.1. Grace au théoréme 2.4,
sa conclusion est claire si la boule B(Mj,2r) reste incluse dans le cone
{zn > Xl 2" || V|t |2} (la conclusion étant déja acquise si I’opérateur

est a coeflicients constants).

Pour My = (2',z,,t) quelconque, notons Py = (z', f(z',t),t). On peut
supposer que la boule B(Mpy,2r) reste incluse dans le cone Py + {z, >
Al ' || v |¢t|"?}. On peut aussi supposer B(My,2r) C Tp,(1/2,1/2),
car si non, w est de Pordre d’une constante dans B(My,r). Mais alors,
grace au principe de Harnack faible au bord, la comparaison dans 1’en-
semble Tp (1/2,A/2) entre la fonction w et la L-mesure harmonique de
0Tp,(1,A)dans Tp,(1,A) N wy nous ramene au cas précédent.

2.e. Quelques conséquences du théoréeme 2.1.

COROLLAIRE 2.7. — Le théoréme 2.2 est vrai pour tout L € A(u).

On en déduit alors un résultat de méme nature que celui de Widman
([29] p. 523) pour des opérateurs elliptiques.

COROLLAIRE 2.8. — Soient w; un domaine lipschitzien adapté a
To(2,2)) et a €]0,1[ . On suppose de plus que f est de classe C'® en z' et
(1+a)/2 lipschitzienne en t, et vérifie :

Ve f(z',t) = Vo f(y,t
Vo f lloo + sup LV2f@0) = Vafly,t) |

oyt | ' =y ||

| f(xl’t) - f(CL",S) l

+ sup | t—s |(1+a)/2

z'\t,s

<K.

Alors, il existe une constante strictement positive ¢ = c¢(n, A\, u, o, K) telle
que pour tout opérateur L € A(u) et pour toute L-solution positive dans
I'ouvert wy on ait :

VM € w; NT(L,N) %d(M, By u(M}) < u(M) < cd(M, dw;yu(M;)
oit My = (0,1,2) et My = (0,1,~2).

Démonstration. — Notant p(M) = d(M,Owy) et notant toujours w
la L-mesure harmonique dans wy de 0T5(2,2)), on est ramené a voir en
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utilisant le principe de Harnack faible au bord que %p(N ) < w(N) <
cp(N). Considérant ensuite des portions de wy du type wy NTp(1,A) ou P
est un point de dwy N Tp(1,A) et comparant alors dans wy N Tp(1/2,1/2)
w & la L-mesure harmonique de 8T p(1, A) dans wy NTp(1,A) on se raméne
finalement & montrer l’estimation souhaitée pour des points M situés
sur ’axe R*.(0,1,0). On approche alors le graphe de f par “I’hyperplan
tangent” :
x, = fi(a',t)=2'.@ou @= V. f(0) .

Les graphes f et f) vérifiant les hypotheses du corollaire 2.7, on est ramené
a estimer la fonction wy, L-mesure harmonique de 874(2,2)) dans wy, , sur
laxe R*.(0,1,0).

Ce dernier probléme est facile : on peut rechercher des barriéres sous la
forme s(z,t) = p(r, —2'.@). On a :

L(s) = —¢'(x, —2'.@).div (A (1“‘7)) — ' (an—2'.3) < A (1—&‘) [ (l-a) >

. 04;j A2 . -
Les dérivées ——2 étant toutes controlées par p, | div (A (1 a)) | est

a.’l:k
controlé par une constante ¢ . De méme < A (fd) | (1«5) >> % Si
o(z) = ¢k — 1, L(s) est alors négatif et s est une L-sous solution dans
wy,. On peut alors trouver une constante é telle que 0 < és < 1 dans w,.
Le principe du maximum nous assure §s < w; et w; est minorée par un
multiple de la distance au bord.

—

De méme, ¢(z) = 1 — e~ est telle que la fonction associée ¥(z,, — z'.d
est une L-sursolution. On peut aussi choisir § telle que §¢(z,, — z'.@) soit
supéricur & 1 dans dwy, N {z, = 2A}. Cette fonction va alors constituer
une L-sursolution pour la mesure harmonique de I’hyperplan z, = 2\ dans
wy, qui est grace au principe de Harnack faible au bord du méme ordre de
grandeur que w; dans R*.(0,1,0) N Tp(1,)). On a ainsi majoré w; par un
multiple de la distance au bord, ce qu’il restait a prouver.

3. UN PRINCIPE DE HARNACK FORT AU BORD

Nous établissons ici un principe de Harnack fort au bord pour certains
couples de L-solutions positives. Ce principe ne fait plus intervenir qu’un
point de référence.
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Introduisons les nouveaux ensembles géométriques suivants. A étant un réel
strictement positif, on note C, le “céne parabolique” :

Cr = {(z,t) € R™ 15t > sup(|| 2’ ||2,| 2 |2 /22)}.

THEOREME 3.1. — Soient u > 1, L un opérateur de la classe A(u)
et  un ouvert borné de R**! lipschitzien en Q. Soient o €]0,1[ et A € R}
tels que 2 N Tg(2rg, 2A1y) soit un domaine lipschitzien canonique adapté
au cylindre Tg(2rg, 2Aro). Notons M, le point Q + (0, Ap, p?) . Il existe une
constante ¢ = c(n, A, u) € R} telle que pour tout réel r ne dépassant pas
T0/4 et pour tout couple de L-solutions positives (u,v) dans Q — Tg(r, Ar)
tendant vers zéro en tout point de 0,2 — Tg(r, Ar) on ait :

u(M) < v(M)

VM € [N (Q + Cx) N Tg(ro, Arg)] — To(2r,2Xr) , w05 < C'U(]V[2 )

(la constante c est indépendante de ).

Remarques.

1) Comme nous ’avons déja évoqué lors de la partie 1, on ne peut pas
obtenir (comme dans le cas d’opérateurs elliptiques) la méme estimation
en tout point M de I’ensemble Q — T (2r, 2Ar).

2) On ne peut non plus obtenir la méme inégalité (avec une constante
ne dépendant pas de r) en tout point M de l’ensemble Q N {(z,t) €
R™"*1;t > t(Ms,)}, t(Ma,) désignant la coordonnée temporelle de Ms,. Des
contre-exemples simples peuvent étre écrits dans le cadre du demi-espace

{(z,t) € R"*1;z,, > 0} pour l'opérateur C = 562 - A,

3) L’amélioration par rapport aux résultats de la partie 1 vient du
fait que la comparaison obtenue ne fait plus intervenir qu’un seul point de
normalisation. Cependant, les L-solutions positives dont on sait estimer
le rapport ne sont plus quelconques. Ce principe de Harnack fort au
bord nous permettra lors de la partie 4 de montrer que deux L-solutions
positives minimales de Q tendant vers zéro en tout point de 9,9 — {Q}
sont proportionnelles.

Démonstration. — Fixons une fonction u vérifiant les hypotheses du
théoréme et notons h la L-mesure harmonique de T (9r/8,9Ar/8) dans
Q—To(97/8,9Ar/8). On peut écrire grace au corollaire 1.2 , aux inégalités
de Harnack et au principe du maximum :

VM € Q2 —Tg(97/8,9Ar/8) w(M) < cu(My,)h(M) .
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Par une technique similaire & celle employée au cours du théoréme 1.4 on
obtient alors en notant M, le point @ + (0,Ap,—p?) et G la fonction de
Green de {2 :

(1) VM € Q—Tg(2r,2Ar) u(M) < cr™"u(Ma)G s

3r/2

(M) .
(On utilise en cours de démonstration 1’estimation :

V€ € To(5r/4,5Ar/4) , VM € Q — To(2r,2Ar) , Gy (§) < Gy (Mg, )
qui n’est autre qu’une version du théoréme 1.1 dans le cadre adjoint.)

Le lemme suivant est alors la clé de la démonstration du théoréme 3.1.
Il utilise les résultats de la partie 2 pour la théorie adjointe décrite par
l’opérateur L*. Il consiste a décrire une inégalité de Harnack non naturelle
pour les fonctions G.(M).

LEMME 3.2. — Plagons-nous sous les hypothéses du théoréme 3.1.
Notons G la L-fonction de Green de ). 1l existe une constante ¢ = c¢(n, A, yt)
strictement positive telle que pour tout r < ro/4 on ait :

VM € [QN(Q+C\)NTg(ro, Aro)]—Tq(2r,2)r) GM:';,,/:,(M) < G uy, ,» (M).

Avant dc démontrer le lemme 3.2, voyons comment il permet de
terminer la preuve de théoreme 3.1. Grace & l'inégalité (1) et quitte &
modifier la constante ¢, on obtient :

VYMe [QN(Q+CA)NT o (70, Aro))-Tq(2r, 22r)u(M) < er~"uw(Ma;)G m,, ,(M).

Par ailleurs, si v désigne une deuxiéme fonction vérifiant les hypotheses
du théoréme, les estimées de la fonction de Green globale, le principe de
Harnack-Moser et le corollaire 1.2 nous permettent d’affirmer ’existence
de constantes c et ¢’ strictement positives telles que :

v(§)
U(M2r) .

Notant 7 la coordonnée temporelle du point M3, ; cette inégalité se
propage par le principe du maximum a tout I’ensemble :

@n{t>71} - Tn,,,,(r/10,A7/10) .

V¢ € (9:1"11,[‘,}',/2 (r/10, Ar/10) T-"GMs',/,_,(f) <cd<ec

Le théoréeme 3.1 résulte alors de la comparaison des estimations des
fonctions u et v.

Démonstration du lemme 3.2. — Fixons p < rg et notons w* la L*
mesure harmonique de dTg(2p,2\p) dans ouvert 2 N To(2p, 2Ap).
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L’analogue du théoréme 1.4 pour 'opérateur adjoint L* nous donne

par exemple :
Gm(M,) <ec w* (M)
VM € QNT, A O,y (M) = Tt Manre)
L eln 3p/4,3\p/4 e
Q(30/4,3Xp/4) W) Gu,)
w‘(M;,,/;;) - GMql,/‘r,(Ml')

Remarquons comme on ’a déja fait & plusieurs reprises que les
quantités Gy (M,) et Gu,,,(M,) sont de 'ordre de p=" . Constatons
ensuite en utilisant les résultats du chapitre 2 que les quantités w*(My,s)
et w* (Mg, /5) sont du méme ordre de grandeur. On peut alors trouver une

nouvelle constante c strictement positive telle que :
(1)

) 1 _, w(M) w*(M)
VM e QNTy(3p/4,3\p/4) P —w*(ﬂl4p/5) w—_*(M4p/5)'
Par ailleurs, la fonction w* vérifie le principe de Harnack uniforme décrit
dans le chapitre 2. On peut entre autre trouver une constante ¢ = c¢(n, A, )
strictement positive telle que :

(2) Vr<p/2 w*(Mj,,) < cw*(Ms,2) -
Les estimations (1) et (2) nous permettent alors, quitte & modifier la
constante c, d’écrire :
(3) Vr < 1o/4 Vp € [2r,10] GM;"/:'(]VIP) < Gy, )0 (M) -
Il nous reste a étendre I'inégalité (3) a tout point M de I’ensemble :

[(Q +Cx) N QN Tg(ro, Aro)] — T(2r,2)r) .
Fixons un tel point M et notons p? la différence entre la coordonnée
temporelle de M et celle de Q. t(M) désignant la coordonnée temporelle
de M, appliquons le principe de Harnack faible au bord dans la boite
To(3p/2,3Xp/2) N {t > t(M)}. Il nous permet entre autre d’écrire :

@ Gu: (M) Gu: (M)

3r/2 <ec 3r/2 .
GM3,~/2(M) - GM3'~/2(M7p/8)

Enfin, grace au corollaire 1.2, on peut trouver une nouvelle constante ¢

strictement positive telle que :

(M)

GM:B:-/z (]\/IP) < CGM:;--/z (M7P/8)
Notons que ces inégalités (obtenues par le principe du maximum lors du
corollaire 1.2) constituent aussi des inégalités de Harnack & l’envers. La
comparaison des estimations (4) et (5) permettent alors d’étendre au point
M VP'inégalité (3), ce qui termine la preuve du lemme 3.2.

< Gu(M,) S cp™
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4. ETUDE DES MINIMALES ASSOCIEES

A UN POINT FRONTIERE LIPSCHITZIEN

Nous allons retrouver ici, dans le cadre des opérateurs de la classe A(u)
I’analogue du théoréme 1.7 décrit par J. T. Kemper [22] pour l'opérateur

de la chaleur C = 62 — A;. Notons que Kemper utilise de fagon essentielle

Iinvariance par translations de l'opérateur C pour montrer son résultat.
Ici, le principe de Harnack au bord nous permet de nous passer de cette
hypothese. Citons aussi Fabes Garofalo et Salsa ([12]) qui obtiennent un
résultat similaire lorsque 'opérateur L et la fonction f sont indépendants
du temps. Cependant, au cours de leur travail, les coefficients de la matrice
A sont seulement supposés mesurables.

THEOREME 4.1. — Soit  un ouvert borné de R**!. Soit Q € 99
tel que § soit lipschitzien en Q et soit L € A(u). Supposant que tout point
de la frontiére parabolique 0,2 soit L-régulier (au sens de Perron-Wiener-
Brelot), le céne Cq(Q) des L-solutions positives tendant vers zéro en tout
point de 8,2 autre que Q est une demi-droite engendrée par une L-solution
positive minimale de Q.

Pour montrer que Cg(Q2) # {0} nous utiliserons les résultats de la
partie 1. Nous obtiendrons un élément non nul de Cg(Q2) comme limite
de fonctions de Green normalisées. La démonstration de dimCq(Q2) = 1
utilisera les résultats de la partie 3. On commencera par démontrer que
deux minimales u et v de '’ensemble Cg(?) vérifient I’estimation u < cv
en tout point du cone QN (Q + C») N To(r, Ar) . Ayant ensuite démontré
que ce cone est non effilé par rapport & u et v la comparaison s’étendra a
) tout entier. On pourra alors conclure que u et v sont proportionnelles.

4.a. Co(Q) # {0} .

Fixons 79 < 1 tel que Tg(2ro,2Arg) N Q soit un domaine lipschitzien
canonique. Notons G la L-fonction de Green dans 2. Pour tout point A
dans ’ensemble Q N To(ro/2, Aro/2), notons (M) = G4(M)/Ga(M,,).
Grace au corollaire 1.2, il existe une constante ¢ = ¢(n, \, u) strictement
positive telle que pour tout réel r €]0, o] on ait :

VAe QNTo(r/2,Ar[2) VM € Q—Tqo(r,Ar) , pa(M) < cpa(M;).
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Fixons alors une suite A,, convergeant vers ). Les inégalités précédentes et
le principe de Harnack-Moser nous assurent que les ¢4, sont uniformément
bornées sur @ — To(r,Ar) si n est assez grand ( @a,(M,,) valant un).
La singularité A,, sortant de tout compact de Q, @4, posséde une sous-
suite convergeant uniformément sur tout compact de Q vers une L-solution
positive dans 2. Notons ¢ la limite d’une telle sous-suite et notons h, la
L-mesure harmonique de 0Tg(r, Ar) dans Q — To(r, Ar). Grice au principe
du maximum, si r ne dépasse pas ry et si n est assez grand, on obtient :

VM € Q —To(r,Ar) ¢a, (M) <cpa, (M )h, (M) .

Enfin, en passant & la limite (M) < co(M,)h.(M). Les points de
0,2 — {Q} étant tous réguliers, ¢ converge donc bien vers zéro en tout
point de 9,02 — {Q}. ¢ est un élément non nul de Cg(2) car il vaut un au
point M, .

4.b. dim(Co(Q) =1 .

Notons dans un premier temps que Cg(€2) est un céne convexe & base
compacte. En effet, les inégalités de Harnack et le principe du maximum
nous assurent qu’un élément de Cg(2) nul en M,, est identiquement
nul. Ainsi, ’ensemble des éléments de Cg(f) valant 1 au point M,
est une base de Cg(2). Le corollaire 1.2 et les inégalités de Harnack
nous prouvent que cette base B est bornée dans ’ensemble des fonctions
continues sur . Ainsi, B est compacte. Cg(2) étant & base compacte,
grace au théoréeme de Krein-Milmann, il est engendré par ses génératrices
extrémales qui constituent aussi des génératrices extrémales du cone des
L-solutions positives. Montrer que Cg(?) est une demi-droite revient alors
a montrer que deux éléments minimaux de Cg(f!) sont proportionnels.
Ce dernier point sera une conséquence simple du théoreme 3.1 et de la
proposition suivante :

PROPOSITION 4.2. — On conserve les notations et les hypothéses
de I’énoncé précédent. Si h est une minimale non nulle de Cq(?), alors
Pensemble Q2 N (Q + C)) est non effilé en h. Plus généralement, si Q; est
une suite de points de = QN {t > t(Q)} convergeant vers Q et telle que

d Q
lim inf dQr, oY)
i d(Qr, Q)
centrées en Qy, et de rayons proportionnels a d(Q, Q), alors |J,, By, est non
effilé par rapport & h; (la encore d désigne la distance parabolique).

> 0 et si By, désigne une suite de boules paraboliques
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Remarque. — La suite de points @, converge non tangentiellement
(relativement & d) vers @ dans Q. Notons qu’une famille similaire de boules
situées dans ’ensemble 2 N {t < t(Q)} est par contre effilée par rapport a
h, h étant nulle dans I’ensemble QN {t < t(Q)}.

Rappelons que si h est une L-solution minimale de et E un sous-
ensemble de Q , R,’f est égale a h ou est un potentiel dans Q (la réduite
étant prise au sens de L-sursolutions dans Q). E est dit effilé en h si RP
est un potentiel.

Notons enfin avant de prouver la proposition que celle-ci constitue
dans le cadre des opérateurs de la classe A(y) I'analogue d’un résultat
établi par A. Ancona ([1], page 198) pour des opérateurs elliptiques.

Fixons € > 0 tel que pour tout entier k£ suffisamment grand on ait :
d(Qr, 0) > 4ed(Qx, Q) = dery. .

Quitte a diminuer ¢, on peut supposer de plus que la boule By, contient
la boule B(Qy,ery), et il suffit alors d’établir le résultat pour B, =
B(Qy, ery), boule de centre @y, de rayon ery. Supposons enfin €e < 1 A X de
telle sorte que la boule By, reste incluse dans le cylindre Tg(2rg, 2A7y,).

Pour établir que E = |J, By est non effilé en &, il suffit de montrer que
R,? *(M,,) ne tend pas vers zéro lorsque k tend vers I'infini. Or, le théoréme
3.1 nous assure ’existence d’une constante c; telle que :

R . h(M,,)
RBY (M) > cit RP* (Myy, ). o
h ( 7'0) = 14y, ( 47'L) h(M4rk)
Par ailleurs, on peut trouver une constante de Harnack ¢ = ca(n, )\, p)
strictement positive telle que :

VM € By, h(M) > ch(M.y,) -

L’inégalité Rf"’ > coh(M,,, )RB* est alors vraie dans tout I’ensemble (2.
Ainsi, on obtient :

h(Mer,)
h’(M47‘k) )

Il est alors aisé de constater que le second membre de I’inégalité est minoré
par une constante indépendante de k. La fraction h(M.,,)/h(My,,) est
minorée grace au corollaire 1.2. Enfin, les inégalités de Harnack et le
principe du maximum nous permettent de trouver une constante cz telle
que :

R (My,) 2 crcah(My,).BE* (M, ).

BB (Muyye) > csp(Qu + (0,2(ery)?)
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ou ¢ est la L-mesure harmonique de dB) dans B(Qy,2er;) — By, . Un
raisonnement similaire a celui effectué lors du lemme 1.3 nous prouve
alors que la quantité ¢(Qy + (0,2(er;)?) est minorée par une constante
¢q = cq(n,pn) > 0.

Ainsi on a prouvé que R,? *(My,) ne tend pas vers zéro lorsque k tend vers

Pinfini. |J,, B est donc bien non effilé en h.

Montrons alors que deux minimales du cone Cg(f2) sont toujours
proportionnelles. Fixons h; et hs deux telles minimales non nulles. Grace
au théoréme 3.1, on peut trouver une constante ¢ = ¢(n, A, ) strictement
positive telle que :

Vr<ro/4 VM € [(Q+C\) NN Tg(ro, Aro)] — To(2r,22r) ,
h(M) _  ha(M)
hi(Mzr) = “ha(Mar)

On obtient donc en tout point M de ’ensemble (Q +Cx) N QN Tg(ro, Arg)
Pinégalité :

hi (M) < ho (M)
hl(MT’o) - hz(MTu) ’

Comme ’ensemble (Q + C) N QN Tg(roe, Arg) est non effilé en hy et hy, en
passant aux réduites, la méme inégalité se propage a tout point de 2. Ainsi
il existe une constante a strictement positive telle que h; < ah,. Mais, la
fonction ah, étant une L-solution minimale, h; est donc proportionnelle a
ha. Le cone Cg(f?) possede donc au plus une génératrice extrémale. Etant
non réduit & {0} et engendré par ses génératrices extrémales, c’est une
demi-droite.

5. UN THEOREME DE REPRESENTATION

DES L-SOLUTIONS POSITIVES

Nous démontrons ici un théoréeme de représentation des L-solutions
positives de certains ouverts de R®*!, généralisant ainsi aux opérateurs L
un théoréme de J.T. Kemper ([22], page 254).

THEOREME 5.1. — Soient Ty < T, deux réels. Soit € un ouvert
borné de R™*! inclus dans {(z,t) € R**!; Ty <t < Ty}. On suppose que :

(a) Tout point de 00N {T) <t < T2} est lipschitzien.
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(b) Si Q@ = (Y,Ty) € 99, alors, ou bien @ est un point frontiére
lipschitzien d’un ouvert ' D Q vérifiant Q@ = Q' N {¢t > T}, ou bien
00 C {t =T} au voisinage de Q.

SiLe A(p) et Qo= (X,T) € 00, on a alors :

1. Pour chaque point P de I’ensemble 9QN{t < T} il existe un unique
élément du céne Cp(Y) noté Kp valant 1 au point Q.

2. K, désignant (si P € Q la L-fonction de Green de péle P normalisée
en (Qy, on a:
VP edNN{t<T} VM e lim Kp(M)=Kp,(M).
P—Py,PEQ
3. Pour toute L-solution positive u dans (2, il existe une unique mesure
de radon positive v portée par 90 N {t < T} et telle que :

VM eQn{t<T} w(l)= / Kp(M)dv(P) .

Remarque. — L’ouvert Q peut se lire comme une déformation au
cours du temps d’un domaine lipschitzien de R™. Les domaines lipschitziens
canoniques entrent dans le cadre de ce théoréme.

Démonstration.

1. Par hypothése, on peut trouver un ouvert 2’2 Q tel que €2 coincide
avee la trace de Q' sur le demi-espace {t > T} et ou les points du type
D) s’interprétent soit comme des points frontiere lipschitziens de 2’ (points
coin) soit comme des points intérieurs & 2’(points fond). Grace & la partie
4, sculs les points du type b) sont & analyser.

Si P est un point coin, grace au principe du maximum, ’application
h€ Cp(Y) — hg € Cp(Q) est une bijection, et le résultat est établi.

Enfin si P est un point fond et h € Cp(f), prolongeant h par
0, on obtient clairement un L-potentiel de €' porté par P donc une
fonction proportionnelle & la L-fonction de Green dans §2' de pole P.
Réciproquement, si ¢ est un L-potentiel dans 2, porté par P, ¢)q est
clairement un élément de Cp(Q2) car pjor—g = 0 . Cp(Q) est encore bien
une demi-droite dans ce cas.

Notons que dans tous les cas, les fonctions K p s’obtiennent comme limites
de fonctions de Green normalisées en Q)g.

* 2. Gréce & la continuité des fonctions de Green et & I'identification
précédente, la propriété de continuité est claire aux points fond. De plus, les
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points coins s’assimilant a des points c6té de ’ouvert Q’, il suffit d’établir
ce principe de continuité pour ce dernier type de points.

Soit P un tel point et soit P, une suite de Q convergeant vers P. Par le
corollaire 1.2 on peut trouver une constante ¢ > 0 telle que pour tout entier
n suffisamment grand, pour tout réel r sufisamment petit et pour tout point
M dans ’ensemble Q — Tp(r, Ar) on ait :

Kp (M) <cKp, (M),
ol M, =P+ (0,Ar,7?) .
Le principe du maximum assure alors en ces mémes points ’estimation :
Kp,(M) < cKp, (M, )h (M),

ot h, est la L-mesure harmonique de OTp(r, A7) dans Q — Tp(r, Ar).Gréce
aux inégalités de Harnack, il existe donc une nouvelle constante c, telle
que :

Kp, (M) <c.Kp, (Qo)hy (M) = ¢ h (M) .

Cette estimation étant valable pour tout réel r strictement positif et
suffisamment petit, il est alors clair que toute valeur d’adhérence de la suite
Kp, est dans le cone Cp(f2). La suite Kp, étant localement uniformément
bornée, elle posséde des valeurs d’adhérences. En évaluant au point Q,
on conclut que Kp est I’ unique valeur d’adhérence de la suite Kp, et
finalement, cette suite converge vers Kp.

3. Pour établir le théoréme de représentation, on reprend la technique
de Martin [24]. Rappelons la notion de réduite suivante :

Si A est inclus dans la frontiere de (2, et si u est une L-sursolution positive
dans €, R désigne la borne inférieure des L-sursolutions positives dans
Q majorant u au voisinage de A (pour les propriétés de cette réduite, voir

[9]).
Montrons d’abord 'unicité de la mesure. Elle va résulter du lemme
suivant :

LEMME 5.2. — Si B est un compact inclus dans QN {t < T} et si
P est un point de QN {t < T} alors :
RE =0siP¢BetRl =KpsiPeB.

En effet, si P n’appartient pas a B, et si € est strictement positif, K p
est inférieur a € au voisinage de B donc Rﬁp est inférieur a e partout (e est
une L-solution). Par contre, si P appartient & B et s est une L-sursolution
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positive majorant Kp au voisinage de B, alors lign igf(s({ )—Kp(€))> 0.

Comme par ailleurs Kp tend vers zéro en tout point de 9Q N {t < T»}
différent de P on en déduit par le principe du maximum I’inégalité Kp < s.
On obtient alors Kp < RE » Ce qui constitue I'inégalité non triviale entre
les deux fonctions.

Soit alors ¥ une mesure représentant u. Fixons un compact B inclus
dans 92 N {t < T}. La notion de réduite étant additive, elle commute 4 la
représentation intégrale. Ainsi grace au lemme 5.2, on obtient en évaluant
au point Qg :

RB(Qo) = / R (Qu)dv(P) = / Kp(Qo)du(P) = v(B) .
B

La mesurc v est donc parfaitement déterminée sur les compacts de dQN{t <
T}. Par régularité, elle est donc déterminée sur tous les boréliens.

Pour prouver I’existence, commencons par fixer un compact B inclus
dans 92 N {t < T} puis considérons une suite B, de voisinages ouverts
de B décroissant vers B. Fixons un entier n et un compact o inclus dans
B, NS. RZ étant un potentiel porté par 9o, il existe une mesure positive
v, telle que :

RI(M) = / Kp(M)dv,(P) .

L’évaluation en Qg assure que v,(0) < u(Qo). La famille v, a donc une
valeur d’adhérence (au sens de la convergence vague) lorsque o croit vers
B, N . Notons v, une telle valeur d’adhérence (portée par B, N Q). Par
les propriétés de continuité des noyaux, on a alors :

VM eQ-B,nq RBEM(A) = / Kp(M)dv,(P) .

Toujours en évaluant au point Qg, on obtient [dv, < u(Qo). La suite
v, possede donc elle aussi une sous-suite convergeant vaguement vers une
mesure v2 portée par B et telle que RZ(M) = [ Kp(M)dvB(P) dans Q.
Enfin les mesures v? étant toujours bornées en masse par u(Qo) on obtient
toujours par le méme raisonnement en faisant croitre B vers 92 N {t<T}
P’existence d’une mesure v telle que :

VM e Q, RIMI<TYH(M)= / Kp(M)dv(P) .

On conclut en constatant que ROOM<T} (oincide avec u dans QN {t<T}.



SOLUTIONS POSITIVES ET MESURE HARMONIQUE 635

6. EXISTENCE DE LIMITES NON TANGENTIELLES

A LA FRONTIERE

Nous étendons ici le résultat de J. T. Kemper ([22], théoréme 2.6)
aux opérateurs de la classe A(p). Nous allons donc démontrer que les L-
solutions positives possedent des limites non tangentielles en presque tout
point de la partie lipschitzienne de la frontiere de Q (le presque partout
étant relatif & la mesure harmonique).

Rappelons aussi que R. A. Hunt et R. L. Wheeden ([19] et [20]) ont
démontré un résultat semblable pour les fonctions harmoniques positives
usuelles dans les ouverts lipschitziens de R™. Ce résultat a ensuite été étendu
par A. Ancona ([1]) aux opérateurs elliptiques. Enfin, Fabes, Garofalo et
Salsa ([12]) ont démontré un résultat similaire dans le cadre parabolique
mais pour des ouverts cylindriques en temps et pour des opérateurs
indépendants du temps et a coeflicients uniquement mesurables.

Définissons tout d’abord la notion de convergence non tangentielle :

DEFINITION 6.1. — Soit 2 un ouvert de R"t! et u une fonction
dans Q. Si Q € 90N, on dit que u converge non tangentiellement vers
¢ au point Q si pour toute suite ), de Q tendant vers () et vérifiant
i’r:fd(Q.,,,aQ)/d(Qn,Q) >0,0na:

lim w(Q,)="¢.

n—00

d désigne toujours la distance parabolique).

THEOREME 6.2. — Soit Q un domaine de R™t! tel que Q N
Tq(2r9,2Arg) soit un domaine lipschitzien canonique adapté au cylindre
Tq(2ro,2X70). Soit (X,T) un point de 2 joignable au point Q + (0, Arg, 73)
par une courbe strictement décroissante en temps. Soit L € A(u) et h
une L-solution positive dans (). Alors, si px,T) désigne la L-mesure har-
monique au point (X,T) dans Q, h admet une limite non tangentielle en
W(x,T) presque tout point de A = 9 N Ty (ro, Aro).

La démonstration que nous donnons du théoréeme 6.2 reprend des
idées de Doob ([8]). Elle utilise le théoréme de Fatou abstrait ([28]) ainsi
que la proposition 4.2. Faisons tout d’abord la réduction suivante : notons
T le domaine lipschitzien canonique Q N Tg(2r,2Ary) et m la L-mesure



636 YANICK HEURTEAUX

harmonique dans T au point A = Q + (0, 7o, 2rZ). Pour tout borélien B de
A,ona:
m(B) = pa(B) - R,T;.(B)(A) .

Ainsi, p(x,T) et m sont équivalentes sur A (la nullité de u(x,7)(B) entrai-
nant si B est inclus dans A la nullité de p.(B) dans tout ’ensemble Q ).
On peut donc supposer Q =T et Qo = A.

On se place désormais dans le cadre de cette réduction. On peut ainsi utili-
ser dans {2 le théoréme de représentation de la partie 5. Les minimales K,
sont supposées étre normalisées au point Qo = (X, T) = Q + (0, Arg, 2r3).

LEMME 6.3. — Soit P un point de A. Soit P; une suite de points
convergeant non tangentiellement vers P dans ). Il existe une constante
¢ dépendant de n, A\, p, et de la suite P, (mais ne dépendant pas de la
fonction h) telle que si h converge finement vers £ en Kp, alors :

limsup h(Py) < cf .

k—o0

En effet, sous les hypothéses du lemme, on peut construire une suite
de points @) et une suite de boules By vérifiant les hypotheses de la
proposition 4.2 telles que la distance de P, & By, soit de ’ordre de la distance
de P;, & P. On peut de plus supposer que Py soit antérieur a By de telle
sorte qu’on puisse écrire les inégalités de Harnack :

VM € By, , Vk €N h(P;) < ch(M) ,

ol la constante ¢ ne dépend ni de k ni de h. De plus, si € est strictement
positif, il existe un ensemble F non effilé en Kp tel que :

VM gF h(M)<Cl+e.

Gréce a la proposition 4.2 , le complémentaire de F va rencontrer les boules
By, a partir d’un certain rang. Ainsi, on a :
limsup h(Py) < c(f+€) .
k—o00
Le réel € étant arbitraire, le lemme est ainsi démontré.
La démonstration du théoréme est alors simple en utilisant le théoréeme
de Fatou abstrait ([28]). On constate tout d’abord que la fonction 1 est

représentée par la mesure p(x ). Plus généralement, si K est un compact
de QN {t <T} et M un point de QN{t<T},ona:

pne(K) = RE(M) = /K Kp(M)dpcx1(P) .
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Assimilant grace au théoréme 5.1 les points frontiéres de 82 N {t < T} et
les L-solutions positives minimales de €2 non nulles en (X, T) , le théoréme
de Fatou abstrait nous dit alors que si H est la mesure représentant h, la

fonction h converge finement vers

en u(x,T) presque tout point de
dpx,T)
02N {t < T} . En particulier, si la mesure H est étrangére a p(x,1) , la

conclusion du théoreme 6.2 est acquise grace au lemme 6.3 (la limite non
tangentielle étant nulle en p(x 1) presque tout point de A). Il suffit donc
de traiter le cas ou H est absolument continue par rapport a u(x,r) , c’est
a dire le cas ou dH = fduxT) -

Comme Doob ([8]), on commence par regarder les cas ol f est une fonction
simple. Si f = 1 g, le lemme 6.3 et le théoréme de Fatou nous apprennent
que h converge non tangentiellement vers zéro en p(x ) presque tout
point de A — E. En appliquant le méme raisonnement & la fonction
1 — h, on obtient que h converge non tangentiellement vers 1 en pu(x r)
presque tout point de A N E. Par linéarité , la conclusion du théoréme
reste acquise si f est une fonction étagée. Le cas général se traite par un
argument d’approximation. Ecrivons f comme une limite croissante d’une
suite f, de fonctions étagées et appelons h, la L-solution représentée par
la mesure fydpx,) - On peut trouver un ensemble p(x, ) négligeable N
tel qu’en tout point P de A — N et pour tout entier p, h, converge non
tangentiellement (et finement) en P vers f,(P). Supposons de plus qu’en
P, h converge finement vers f(P) et fixons une suite P, convergeant non
tangentiellement vers P. La croissance de la suite f, nous assure :

VpeN f,(P)< likrgigfh(Pk) .
On a donc : f(P) < 'laﬂgfh(Pk) . Enfin, le lemme 6.3 nous apprend
P’existence d’une constante ¢ indépendante de p telle que :
YN limsup(h(Ps) = hy(Pk)) < e(£(P) = fo(P)) -
On en déduit : . '
limsup h(P;) < ¢(f(P) = fp(P)) + f(P) ,

k—o0
ce qui permet de conclure en faisant tendre p vers l'infini.

7. ESTIMATIONS DE LA MESURE HARMONIQUE

Dans toute cette partie, wy = Tg(2ro,2Ar9) N {z, > f(z',t)} désigne
un domaine lipschitzien canonique adapté au cylindre T(2ro,2Ary). On
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note My (resp. Mg) le point Q+(O, Arg, 2rZ) (resp. @+ (0, Arg, —273)) et A
la partie de la frontiere dws NTg(rg, Arg). On cherche & comparer dans A la
L-mesure harmonique pyy, , la L*-mesure harmonique lﬁu(; et la mesure o,
image de la mesure de Lebesgue par I’application (z',t) — (z/, f(2',t), t).
On va ainsi préciser les résultats obtenus par Jang-Mei Wu dans [30] et par
Robert Kaufman et Jang-Mei Wu dans [21]. Rappelons tout d’abord ces

résultats.

THEOREME A ([30]). — Ici, L = C = o _ Ag. Soit E un

sous ensemble de A négligeable pour la mesure o. Alors il existe une
décomposition de E de la forme E = F U F* vérifiant :

iy (F) =0 et ppa(F*)=0.

THEOREME B ([21]). — Icin est égal & 1. Il existe une fonction f
lipschitzienne (relativement a d) telle que les mesures o, pu, |ao et Whgg la
soient deux 4 deux étrangeéres.

Remarque. — La mesure o sera appelée mesure de surface sur A.
Cependant, cette mesure n’est en général pas équivalente & la mesure de
Hausdorff n-dimensionnelle. La propriété vérifiée par la fonction f nous
permet uniquement d’affirmer que son graphe A a une dimension de
Hausdorff comprise entre n et n + 1/2. En particulier, sur A, la mesure n-
dimensionnelle peut étre identique a ’infini. C’est du reste ce qui se produit
dans le contre-exemple développé par R. Kaufman et J.M. Wu, le graphe
construit étant partout localement de dimension de Hausdorff 3/2 (dans ce
contre-exemple, n = 1). Cependant, on peut aussi considérer la théorie de
la dimension lorsqu’on munit ’espace R**! de la distance parabolique d.
L’espace R™*! est alors un espace métrique de dimension n + 2, la mesure
n + 2-dimensionnelle étant équivalente & la mesure de Lebesgue sur R™*!.
Le graphe A d’une fonction lipschitzienne par rapport & d est un ensemble
de dimension n + 1 et la mesure o est alors équivalente a la mesure n + 1-
dimensionnelle. C’est pour ces raisons que nous appellerons malgré tout o
la “mesure de surface” sur A.

Nous allons obtenir ’équivalence des mesures o, s, |a et Mz la
lorsque la fonction f est un peu plus réguliere. C’est 1’objet des deux
théorémes qui suivent.

THEOREME 7.1. — Soient 19 < 1 et L un opérateur de la classe
A(p). Supposons de plus qu’il existe deux constantes € €]0,1/2] et K €
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10, 00| telles qu’en tous points du domaine de définition de f on ait :
| f(@'8) = f(& s) IS K |2’ =y | V]t —s|FH/% .

Alors, il existe une constante ¢ = c¢(n, A, u, €, K) strictement positive telle
que :

1
E”TMJ |A < KMy |A < CII‘*M(: IA .

Ainsi les mesures pp, |a et p,}‘w‘: |a sont équivalentes, la densité de ’'une
par rapport a l’autre étant de plus dans L.

THEOREME 7.2. — Les mesures fip, et o sont aussi équivalentes
dans A. De plus, la densité de u,y, par rapport & o est dans l'espace L?(o),
sa norme dans L?(o) étant contrélée par une constante ne dépendant que
des constantes géométriques du probléme.

Remarque. — En raison du principe du maximum vérifié par les
opérateurs L et L*, si I’on veut espérer comparer la mesure harmonique
et-la mesure harmonique adjointe dans A, le point My doit étre antérieur
a ’ensemble A et le point M, doit étre postérieur a A.

Rappelons que B. Dahlberg a montré ([7]) dans les domaines lip-
schitziens 1’équivalence entre la mesure harmonique (pour I’opérateur du
laplacien) et la mesure de surface. A. Ancona ([4]) a généralisé ce résultat
a certains opérateurs elliptiques. Du reste pour démontrer le théoréme 4.2,
nous reprendrons certaines idées de [4] et [9]. Enfin, lorsquen =1et L =C,
J. Lewis et J. Silver ([23]) ont décrit une condition (la meilleure qui soit en
termes de module de continuité de f) assurant I’équivalence entre les trois
mesures décrites précédemment.

7.a. Equivalence entre mesure harmonique
et mesure harmonique adjointe.

Nous commengons par donner une comparaison entre la mesure
harmonique et la fonction de Green de 'ouvert wy . C’est ’objet du lemme
7.3. 1l généralise aux opérateurs de la classe A(x) le lemme 2.2, page 175
démontré par J.M. Wu ([30]). Nous allons ’obtenir facilement & I’aide du
principe de Harnack au bord, ce principe nous permettant de nous passer
de toute invariance par translation de ’opérateur L. Ce lemme n’utilise pas
’hypothése de régularité supplémentaire sur f décrite lors des théorémes
Tlet 7.2 ’
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LEMME 7.3. — Pour tout point P = (X', X,,T) de l’ensemble

Owy N To(2rp,2Ar), on note A,(P)(lorsque ¢ca a un sens) la partie du
bord :

Ar(P) ={(z',zn,t) € R*"Y || o' =X ||oo< 7, | t=T |< 7%, 2, = f(2',1)}.
Si G désigne la L-fonction de Green de I'ouvert wy, Il existe une constante

¢ = c¢(n, A, 1) strictement positive telle que pour tout r suffisamment petit
on ait :

) .
VPeA —pumy(Ar(P)) S 1"Gpi(0r0)(Mo) < caty(Ar(P))

cette estimation étant encore valable pour tout borélien compris entre

A (P) et A,(P)

Démonstration. — Fixons un point P dans l’ensemble A, notons
P, le point P + (0,\r,72) et appliquons le principe de Harnack au bord
dans 'ouvert wy NTp(rg, Arg). Comme A, (P) reste inclus dans le cylindre
Tp(r',Ar') ou ' = \/n — 1r, on obtient entre autre si 2r' ne dépasse pas

ro/8 :
1) 1P bnn(AP) e, (A(P)

¢ Gpiar0)(Par) = Gpiy0,ar0)(Pros2) = Gpi(0,ar,0)(Par)
Grace aux inégalités de Harnack et aux estimations de la fonction de Green
données en introduction, G'p4(0,ar,0)(Pir') est de I'ordre de r—™.

On constate ensuite que up, ,(Ar(P)) est de 'ordre d’une constante. En
effet, notons O l'ouvert P + Tp(r/2,Ar/2) N {z, > =X || 2’ || V | t |'/?}
et notons h la L-mesure harmonique de 8Tp(r/2, Ar/2) dans O. Grace au
principe du maximum, on a 'estimation pp(A.(P)) > 1 — h(M) dans
Pouvert O Nwy. En utilisant la technique du lemme 1.3, on montre alors
Pexistence d’une constante ¢ = ¢(n, A, u) strictement positive telle que :

(2) VM € Tp(r/4,Ar/4)Nwy pm(A(P))2c.

Ainsi grace aux inégalités de Harnack, up, ,(Ar(P)) est aussi minorée par
une constante.

Enfin, les inégalités de Harnack et le corollaire 1.2 nous donnent :
2Gp+(0,2r,0)(Mo) < G py(0,3r,0)(Pros2) < €Gpy(0,ar,0)(Mo)
3)
%/"’Pro/z(A'I‘(P)) S II'MO(AT(P)) S C#PTO/Q(AT(P))
Cette succession de comparaisons fournit ’estimation du lemme 7.3.

Nous allons maintenant comparer sous les hypotheses du théoréme 7.1
la mesure harmonique et la mesure harmonique adjointe de 8T (2ro, Aro)
dans wy. C’est le point clé de la démonstration du théoréme.
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LEMME 7.4. — Plagons-nous dans les hypothéses du théoréme 7.1
et notons, (comme lors de la partie 2) w (resp. w* la L-mesure harmonique
(resp. L*-mesure harmonique) de 9Tq(2ro,2Arg) dans wy . Il existe une
constante ¢ = c(n, A, i, €, K) strictement positive telle que :

VM € wy N Tg(ro, Aro) %w*(M) <w(M) < cw*(M).

Démonstration. — Il suffit de I’établir pour des points M = (z', z,,t)
vérifiant de plus | z, — f(z',t) |< 70/2, les fonctions w et w* étant de l’ordre
d’une constante aux autres points considérés.

Introduisons les portions de wy du type ws NTp(rg, ATp) oit P est un point
de dws N Tg(rg,ATo). En utilisant le principe de Harnack faible au bord
pour comparer w (resp. w*) & la L-mesure harmonique (resp. L*-mesure
harmonique) de 8Tp(rg, Arg)dans wy N Tp(rg, ATg), on se rameéne & établir
I’estimation pour les points M situés sur axe @ + R*.(0,1,0). On peut
ensuite par homogénéité supposer Q =0et g =1 .

En utilisant le théoréeme 2.4 (et son homologue pour l'opérateur L*), on
peut geler au point 0 les coefficients de la matrice A qui décrit L et donc
supposer que L est un opérateur a coefficients constants.

Considérons alors le graphe tangent & f décrit par g(z',t) = f(z',0). Il
vérifie vis & vis de f ’approximation :

| 9(a’,t) = (', 1) < K[d[(a',2), O]} ¢ .

Grace au théoréme 2.2, on peut donc aussi supposer que f ne dépend pas
de t.

Plagons-nous alors dans 'ouvert de R" : {z € R";(z,0) € wy}. C’est un
ouvert lipschitzien de R™ et notons ¢(z) la mesure harmonique dans cet
ouvert de {z € R";(z,0) € 0Tg(2ro,2Arg)} pour 'opérateur a coefficients
constants sur R” div(AV ;). f ne dépendant pas de ¢t et L étant & coefficients
constants, la fonction h(z,t) = ¢(z) constitue alors une L-solution (et une
L*-solution!) dans wy nulle sur dwy N T (2rg, 2Arg). Gréce au principe de
Harnack faible au bord, on a la comparaison h/c < w < ch dans ’ensemble
ws N Tg(rg, Arg). Mais, en utilisant la version adjointe du théoréme 1.4,
on a aussi dans ce méme ensemble I’estimation h/c < w* < ch. Ces deux
comparaisons assurent la conclusion du lemme.

La démonstration du théoreme 7.1 est alors trés simple. Avec les
notations du lemme 7.4, et grace au principe de Harnack faible au bord
et au lemme 7.3, on peut trouver une nouvelle constante ¢ = c(n, A, )
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strictement positive telle que pour tout r suffisamment petit on ait :

X n n
VPEA —w'(P+(0,r,0) < i, (Ar(P)) € Tw* (P +(0,Mr,0)) -
0 0

De méme pour la théorie adjointe, on a :
VP e A %w(P +(0,Ar,0)) < s (Ar(P)) < %—w(P +(0,2r,0)) .
0 0

En utilisant le lemme 7.4 on trouve finalement une constante ¢ =
c(n, A, p, €, ) strictement positive telle que pour tout r suffisamment petit
et pour tout point P dans I’ensemble A on ait :

1

343 (Ar(P)) € paaa(Ar(P)) < ctiis (Ar(P))
Cette inégalité est encore vraie pour tous les boréliens compris entre A,.(P)
et A, (P). Tout ouvert de A s’écrivant comme réunion au plus dénombrable
et disjointe de tels boréliens, I'inégalité se propage a tout ouvert de A. Par
régularité des mesures on obtient finalement ’estimation souhaitée pour
tout borélien de A.

7.b. Equivalence entre mesure harmonique et mesure de surface.

Reprenant des idées de [7] et [4] nous allons commencer par démontrer
I’équivalence entre mesure harmonique et mesure de surface lorsque le
graphe est plus régulier. Ensuite nous chercherons a estimer la norme
L? de la densité de la mesure harmonique par rapport 3 la mesure de
surface. Cette estimation nous permettra par un argument d’approximation
d’obtenir le résultat dans le cas général.

Considérons donc dans un premier temps un ouvert lipschitzien
canonique wy vérifiant les hypotheses du théoreme 7.2, la fonction f étant
de plus de classe C? (f de classe C! %¢ en z' et 1/2 + € hélderienne en
t suffirait). Grace au corollaire 2.8 écrit pour I'opérateur L*, il existe une
constante c strictement positive dépendant ici aussi de ’ouvert wy telle que
pour 7 suffisamment petit, on ait :

VPe A, %1‘ <w*(P+(0,Ar,0)) <ecr.

En utilisant le lemme 7.3 ainsi que le principe de Harnack faible au bord,
on trouve alors une nouvelle constante ¢ strictement positive (dépendant
aussi de 7g) telle que :

VPEA, 2™ < (Ar(P)) < ™t
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Comme par définition o(A,(P)) vaut r**1, on obtient en fait :
1
VP €A, “o(AnP)) < mauy(Ar(P)) < co(A(P) .

Cette inégalité est encore valable pour tout borélien compris entre A,.(P) et
A,.(P). Elle s’étend alors aux ouverts de A puis par régularité aux boréliens
de A. En particulier, les mesures o et ups, |ao sont équivalentes, la densité
de 'une par rapport a 'autre étant de plus dans L*. Cependant, la norme
dans L de cette densité dépend de constantes liées & la différentiabilité
de la fonction f. C’est pourquoi, comme dans [7] et [4], nous allons plutot
chercher & contrdler la norme dans L?(c) de la densité de upg |ao par
rapport & o. Pour y parvenir, comme A. Ancona dans [4], nous allons
nous ramener au cas ou ’opérateur L ne dépend pas de la variable x,,. Ceci
sera possible grace au lemme suivant qui est ’analogue du corollaire 6 de
[4] dans notre cadre.

LEMME 7.5. — Soient ro €]0,1] et wy un domaine lipschitzien
adapté au cylindre Tg(2rg,2Mr). On n’impose pas ici de régularité
supplémentaire sur f. Soient L, et L, deux opérateurs de la classe A(u)
dont les matrices A; et Ay coincident sur le graphe de f. Notant u; la L;
la mesure harmonique dans wy au point My = Q + (0, Arg,2r2), il existe
une constante ¢ = c¢(n, A, u) strictement positive telle que :

1
P la <pila Scpzla -

Démonstration. — Notons w; la L] mesure harmonique de dTq(2ro,
2Arg) dans wy. wi et w; vont ‘étre comparables dans wy N Tg(ro, Aro).
C’est une conséquence immédiate du théoreme 2.4 écrit pour la théorie
duale, le principe de Harnack faible au bord pour les opérateurs L} et

L3 nous permettant de n’avoir a effectuer cette comparaison que sur ’axe
Q +R*.(0,1,0).

De plus, grice au lemme 7.3 et au principe de Harnack faible au bord,
on peut trouver une constante c strictement positive telle que pour tout r
suffisamment petit on ait :

p1(Ar(P)) < cEwi(P + (0, Ar,0))
VPeA, )
p2(Ar(P)) > w3 (P + (0, Ar,0))

- cry

Ainsi, quitte & modifier la constante c, on obtient :

11 (A(P)) < cpa(An(P)).
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Cette inégalité est aussi vraie pour les boréliens compris entre A,.(P) et
A,(P) . Comme précédemment, on peut alors conclure que p; |a < cuz|a -
Les mesures p; et po jouant des roles similaires, la deuxiéme inégalité est

aussi vérifiée.

LEMME 7.6. — Soit L € A(p). On se place sous les hypothéses du
théoréme 7.2 et on suppose en plus que f est la restriction d’une fonction
définie sur R™ de classe C? et globalement lipschitzienne par rapport & d.
Notant ¢ la densité de ppg, |a par rapport a o, il existe une constante
¢ = c(n, A, pu, €, K) strictement positive telle que :

2 c

Démonstration. — Comme nous ’avons déja évoqué, en reprenant
une idée de [4], nous pouvons supposer que 1'opérateur L ne dépend pas de
la variable z,. En effet, le lemme 7.5 nous apprend que dans A, g4, est du
méme ordre que la mesure harmonique en ce méme point pour l’opérateur

L, = % —divA4;V; ot Ai(z,t) = A(z, f(z',1),1).

Supposons donc l'opérateur L indépendant de z,,. Notons encore w la L-
mesure harmonique de 0T(2rg,2Arg) dans wy. Grace aux lemmes 7.3,
7.4 et au principe de Harnack faible au bord, il existe une constante ¢ =
c(n, A\, u, €, K) strictement positive telle que pour tout réel r suffisamment
petit, on ait :

n
VPEA uy(Ar(P)) S cow(P +(0,Ar,0))
0
ce qui s’écrit encore :

l‘Mo,(AT(P)) < < w(P + (0, r,0))
o(Ar(P) T g’ T '

Mais, I’opérateur L ne dépendant pas de z,, , le principe du maximum nous

ow . . -
apprend que la fonction . est donc une L-solution positive. En utilisant

le théoreme 6.1, elle admextndonc des limites radiales en g, -presque tout
point de A.

ow
0z,
existent. La mesure o vérifiant I'hypothése o(A2,(P)) < co(Aq(P)), le
quotient ppz, (A, (P)) o(A.(P)) converge vers ¢(P) en o-presque tout point
de A lorsque 7 converge vers 0 (voir Rudin ([26])).

Appelons encore (P) ces limites radiales aux points P de A ou elles
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Ainsi, les mesures do et duyy, |a étant équivalentes, on peut trouver grace
au théoréme des accroissements finis, une nouvelle constante c strictement
positive telle qu’en s, -presque tout point P de A on ait :

c Ow
p(P) < 7‘_3(9:12,1 (P) .
On a alors :
[ ¢ PPy = [ oP)dun(P)
c ow
S E(P)dﬂMo(P)
© < Stimint [ 2P+ (0,1,0))dun, (P) -

Tg 7m0 A OTq
Notons w} P'ouvert wy NTq(2ro, 2Arg — 1) et pjy, la L-mesure harmonique
au point My dans cet ouvert. On peut trouver une nouvelle constante
¢ strictement positive telle que, pour r suffisamment petit, on ait la
comparaison pu, |a < cpjy, |a - Ce résultat s’obtient aisément grace
au lemme 7.3 et au principe de Harnack faible au bord qui permet de
comparer les fonctions de Green adjointes des deux ouverts wy et wj. Ainsi,

on obtient :

/ GA(P)do(P) < < limin / 2w P+ (0,r,0))duy, (P)
A T8 r=0 Ja Ozn °

IN

c. . .,O0w
r—g— llgl_}(l)lf aTn(]\/IO + (0) T, 0))

¢ Ow
= —— (M) .
Ty 3xn( o)
Par ailleurs, appelons M; le point @ + (0,9Are/10,3r3) et M. le point
Q + (0,11)79/10,3r2). On a w(M;) > a(n,A\,p) > 0 et w(Mz) < 1L
Donc grace au théoreme des accroissements finis, il existe une constante

c strictement positive et un point A3 du segment [M;, Ma] tels que
dw

c e i
5—-(1\13) < — . Les inégalités de Harnack nous assurent alors l’existence
L To

. - ow c
d’une nouvelle constante c strictement positive telle que B—(MO) < —.
Tn To
On obtient finalement :
pido < £
A = T61+1

C’est ce qu’il fallait démontrer.

On va maintenant généraliser cette estimation a tout graphe vérifiant
les hypotheéses du théoreme 7.2 mais n’ayant plus nécessairement la
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régularité C?. On retrouve alors dans ce nouveau cadre 1’analogue d’une
estimation de Dahlberg ([7]).

LEMME 7.7. — On se place sous les hypothéses du théoréme 4.2
f n’'a plus nécessairement la régularité C? . Il existe une constante ¢ =
c(n, A\, p, €, K) strictement positive telle que pour tout borélien E inclus

dans A on ait : c

hu, (E) < R o(E) .
0

Démonstration. — f se prolonge & R™ en une fonction lipschitzienne
par rapport a la distance parabolique (avec méme constante de Lipschitz).
A I’aide d’une approximation de 1'unité de classe C2, on peut alors trouver
des fonctions fi, vérifiant les hypothéses du lemme 7.6 et décroissant vers f,
la convergence étant uniforme sur tout compact. Notons u%X, la L-mesure
harmonique au point M dans le cylindre wy, et oy la projection de la
mesure de Lebesgue de R™ sur le graphe z,, = fi.(z',t). Considérons toutes
ces mesures comme des mesures de Radon sur R"*1, Fixons dans un premier
temps un compact K inclus dans A, un ouvert 2 de R**! contenant K et
inclus dans Tg(ro, Arg) et enfin K’ un voisinage compact de K dans R™+!
inclus dans 2. Soit ¢ une fonction continue a support compact vérifiant
g < ¥ < Lg. Grace a inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant le
lemme 7.6, on a pour tout entier k :

. c /
/T/)dﬂ’;vi(, < D2 /1ﬁ2d0k .
0

Appelons Ky, le projeté de K sur le graphe de fi.. En utilisant les barrieres
construites lors du lemme 1.3, il existe une constante a = a(n, A\, u, 70, K')
strictement positive telle que pour tout entier k suffisamment grand et pour
tout point P dans I’ensemble K, on ait :

' 1
[d(M,P) < a et M € Tg(2rg,2Xr0) N{zy, > fir(z',t)}] = /1/1du’jl > 3
Entre autre, si k est assez grand, la propriété est vraie en tout point de K.
Par le principe du maximum, on a alors en tout point M de 'ouvert wy :

[ duan <2 [ wau.
K

Par suite, il existe une nouvelle constante c¢ telle que pour tout entier k

assez grand :
c
iy () <~y //Wm .
To
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La suite f,, convergeant simplement vers f, la suite o, converge vaguement
vers la mesure o, projection de la mesure de Lebesgue sur le graphe de f.
On obtient donc finalement :

c , c/a(Q)
0 0

Par régularité de la mesure o, le résultat du lemme est alors vrai pour tout
compact de A. L’inégalité se propage aux boréliens de A par régularité des
mesures pps, €t o.

On peut alors démontrer le théoreme 7.2. Le lemme 7.7 montre déja
que pp, |a est absolument continue par rapport & o. Pour obtenir ’absolue
continuité de o par rapport & ua, |a , on procéde comme Dahlberg dans
[7]. On raisonne par ’absurde. Supposons qu’il existe un borélien E inclus
dans A qui soit pa,-négligeable mais qui ne soit pas o-négligeable. Plagons
- nous alors en un point de densité de E, c’est & dire en un point P tel que :

im o(ENA.(P))

r—~0  o(A.(P))
Appliquons alors le lemme 7.7 dans les ouverts wy N Tp(2r,2Ar) lorsque r
est petit. Notons uf}, la L-mesure harmonique au point M dans ce nouvel
ouvert et notons P, le point P + (0, Ar, 2r2). Pour tout réel r suffisamment

petit, on a :
c
up (A-(P)-E) < mesyyoAY o(A(P) - E)

<o (1 _o(En A,(P)))‘/2

- o(Ar(P))
On aboutit alors & une contradiction en constatant que E est aussi
négligeable pour la mesure up (cf. partie 6) et en se souvenant que
wp (Ar(P)) est minoré par une constante strictement positive (ce raisonne-
ment a déja été effectué). La mesure o est finalement absolument continue
par rapport & la mesure ppr, |ao . La preuve du théoréme 7.2 est alors
complete.

=1.
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