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SUR LE ROLE
DE LA MONODROMIE ENTIERE
DANS LA TOPOLOGIE
DES SINGULARITES

par F. MICHEL et C. WEBER

1. Introduction.

1.1. Soit f: C*"*! — C une application polynomiale complexe.
Supposons que f(0) =0 et que 0 soit une singularité isolée de f.

Posons V = f~1(0). Soient B2"*? la boule et S2"*! la sphére
de rayon €, centrées en l'origine de C**!. Soit K, =V NS+,

Si € est suffisamment petit, K., est une sous-variété différen-
tiable de S2”*!, de dimension réelle (2n — 1). VN B2"*2 est
orientée par les complexes, ce qui munit K, de l’orientation induite
sur le bord. De plus, la classe d’isotopie ambiante de la sous-variété
K. dans S2"*! ne dépend pas de €. C’est pourquoi nous omettrons
€ dans la suite. Cette classe d’isotopie est, par définition, le type
topologique de la singularité.

Maintenant, soit X le complémentaire d’un petit voisinage
tubulaire ouvert de K dans S?”*!. J. Milnor montre dans [9]
f(z)
)OI

que lapplication de X dans S' définie par : z +—

une fibration localement triviale.

Nous noterons X une fibre de cette fibration. X est une
variété réelle, compacte, connexe, orientée, de dimension 2n.
Comme la singularité de f est isolée en l’origine, la fibration
de X s’%tend en une décomposition de S?”*! en livre ouvert, de
sorte que I’on peut considérer K comme le bord orienté de X .

Mots-clés : Singularités de courbes planes — Fibre de Milnor — Monodromie —
Modules cycliques.
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La fibration sur le cercle est classée topologiquement par un
automorphisme de recollement A4 :%X — X, dont la classe
d’isotopie est bien déterminée. Nous appellerons monodromie
topologique de la singularité n’importe quel représentant de cette
classe d’isotopie.

1.2.On sait que H,(Z; Z) est un groupe abélien libre de rang
4, ou u est le nombre de Milnor de la singularité. s, agit de
fagon bien définie comme automorphisme de H, (Z ;Z), de sorte que
ce dernier groupe est muni d’une structure de ZT =2Z[¢, ¢t ']-
module, ¢ agissant via A, .

Ce module sera noté M(f) et appelé le module de monodromie
entiére de f.

Semblablement, pour n’importe quel corps F, I’espace vectoriel
H, (2 ; F) est muni d’une structure de FT-module, que nous désigne-
rons par Mg(f).

La détermination du module M(f) est au centre de I’étude topo-
logique des singularités. Pensez au “théoréme de la monodromie’,
aux travaux de N. A’Campo (et de beaucoup d’autres...). Les trois
questions suivantes sont bien naturelles et implicites chez plusieurs
auteurs :

1) Est-ce que M(f) est isomorphe 4 une somme directe de
modules cycliques & ZT/a; ou les q; sont des idéaux principaux de
ZT? !

Remarque. — La question revient 4 demander si M(f) posséde
une matrice de présentation diagonale ou si 4, posseéde une forme
de Jordan sur Z.

2) Est-ce que Mq(f) détermine M(f)?

3) Est-ce que M(f) détermine la topologie de la singularité ?

Il est connu que la réponse aux trois questions est oui pour les
singularités de courbes planes (# = 1), n’ayant qu’une branche a
Porigine. Ceci est di 4 W. Burau [3] et O. Zariski [15] pour les

question 2) et 3) et est implicite chez N. A’Campo [1] pour la ques-
tion 1).



MONODROMIE ENTIERE 185

1.3. Dans cet article, nous montrons que la réponse a chacune
des questions est non en général pour les singularités de courbes planes
a plusieurs branches. Plus explicitement :

1) Les singularités
X-YHX-Y"H=0 et X-Y)X®-Y3)=0
ont un module de monodromie entiére qui n’est pas somme directe
de modules cycliques. La monodromie entiére de la premiére singu-
larité est d’ordre fini, tandis que, pour la seconde, cet ordre est infini.

Note. — Dans [10], P. Orlik conjecture que M(f) est somme
directe de modules cycliques dans le cas ou f est quasi-homogéne. De
fait, pour les singularités quasi-homogénes a deux variables, on peut
montrer par une généralisation des méthodes employées au § 3
(revétements cycliques de surfaces planaires 8 un nombre quelconque
de composantes de bord) que la monodromie entiére est somme directe
de modules cycliques et que les facteurs sont ceux souhaités par P.
Orlik. Cependant, la “conjecture d’Orlik” a été parfois étendue a des
singularités plus générales, par exemple a celles de monodromie (homo-
logiquement) finie. Les deux exemples précédents montrent que ces
conjectures plus générales sont fausses.

2)Les deux singularités (X* —Y*' )X —Y¥) =0 et
(X2 —-Y)(X¥ —Y?®)=0 ont des monodromies rationnelles
isomorphes mais des monodromies entieres différentes. Cet exemple
a été utilisé originalement par M.-C. Grima [5] pour montrer que Mg
ne détermine pas la topologie.

3) Les singularités XY(X® —Y?>) =0 et XYX°-Y)=0
ont des modules de monodromie entiére tous deux isomorphes a :
ZT/(@ — 1) ®ZT/(t — 1) et sont pourtant topologiquement
distinctes.

1.4. Pour obtenir ces exemples, nous étudions systématiquement
les singularités a deux branches d’équation : (X% — Y?)(X¢—Y9) =0.
Nous utilisons des théorémes profonds de la topologie des variétés
de dimension trois pour obtenir une présentation maniable du module
M(f). Cette fagon d’aborder la topologie des singularités de courbes
planes est d’ailleurs la clé du travail de D. Eisenbud et W. Neumann

[4].
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Voici quel est, plus précisément, le contenu du présent article :

Au § 2, nous étudions la topologie des singularités
(X® — Y°)(X° — Y9 =0. Dans ce cas, la surface de Jaco-Shalen-
Johannson se compose d’un unique tore essentiel qui sépare le complé-
mentaire X en deux composantes X; et X,. Un théoréme de
R. Roussarie et W. Thurston implique que la fibration de J. Milnor
de X induit des fibrations de X, et X, sur S!. Un théoréme de
F. Waldhausen permet de décrire la monodromie de la fibration
de X;(i=1,2) a partir de la monodromie (!) d’un revétement
cyclique d’un pantalon.

Au § 3, nous étudions la monodromie entiére des revétements
cycliques de pantalons. Des exemples tels que 3) ci-dessus sont une
conséquence facile de ces calculs.

Au § 4, nous obtenons une présentation simple de M(f)
dans le cas ou la monodromie est finie, car il n’y a pas de probléme
de recollement le long du tore essentiel, en ce qui concerne ’homo-
logie.

Une premiére application en est faite au § 5, ot I’on donne des
exemples montrant que Mg (f) ne détermine pas M(f).

L’étude algébrique de la présentation obtenue au § 4 est faite
au § 6. Nous démontrons un théoréme qui dit exactement dans quelles
circonstances un tel module est somme directe de modules cycliques.

Au § 7, nous indiquons comment obtenir facilement des exemples
comme la premiére singularité de ’exemple 1).

Au § 8, nous nous attaquons au cas ou la monodromie est infinie,
pour obtenir la deuxiéme singularité de I’exemple 1).

1.5. Les faits classiques suivants sont utilisés sans autre dans cet
article :

A. Siun facteur direct de M (f) est de la forme ZT/a alors I’idéal
a est nécessairement principal. Cela vient de ce que M(f) est sans
Z-torsion. En effet, les idéaux non principaux I de ZT sont engendrés
par deux éléments m et p(t), mE€Z,p(t) €EZT, p(¢t) non cons-
tant, tels que m ne divise pas p(¢). Dans ces conditions, ZT/I ade
la Z-torsion.

B. Les racines du polynOme caractéristique de h, sont toutes
des racines de I'unité (théoréme de la monodromie). De sorte que,
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dire que la monodromie homologique est finie (i.e. d’ordre fini) est
équivalent a dire que Mq (f) est semi-simple.

1.6. Nous avons largement profité d’un exposé d’A. Durfee aux
Plans-sur-Bex 1982 sur les problémes d’Orlik, ainsi que d’un exposé
de W. Neumann sur les entrelacs toriques itérés.

D’autre part, nous tenons a remercier trés chaleureusement Lé
Dung Trang de nous avoir patiemment expliqué la théorie des singu-
larités et de nous avoir fortement poussés a entreprendre ce travail.

1.7. Une partie des résultats présentés ici a été annoncée dans
une note aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences [8].

1.8. Ce travail a été effectué grace a I'aide du Fonds National
Suisse de la Recherche Scientifique.

2. Topologie des singularités (X* — Y?) (X° — Y?) = 0.

2.1. Soit f(X,Y) = (X% — Y?)(X° — Y?). Nous supposons :
c _a
pged (@, b) =1; pged(c,d) =1 et (7<b_’ de sorte que la singu-

larité est réduite et posséde exactement deux branches a l’origine.
Le type topologique de la singularité est représenté par un entrelacs
orienté a deux composantes dans S>. On peut le décrire ainsi :

Dans S®, choisissons un cercle non noué I';, que nous orien-
tons arbitrairement. Choisissons ensuite trois tores concentriques
d’ame TI',. Sur le plus intérieur des trois, dessinons un noeud du
tore K, de type (b, a), que 'on oriente parallélement a I',. Ici,
a est le coefficient d’enlacement de K, avec I',. (Convention main
gauche). Sur le tore le plus extérieur, dessinons pareillement un noeud
du tore K, de type (d, c). K consiste en la réunion de K, et K,.

Appelons F le tore intermédiaire.

2.2. Soit X le complémentaire dans S® d’un petit voisinage
tubulaire ouvert de K. C’est une variété compacte de dimension
trois, dont le bord consiste en la réunion disjointe de deux tores. Par
le théoréme de J. Milnor, X fibre sur S!. Par conséquent, X est
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feuilletée par des surfaces compactes, orientées, toutes difféomorphes
a la fibre ¥ de la fibration. (Le feuilletage est transverse au bord.)

Le tore F est essentiel dans X, c’est-d-dire incompressible
et non paralléle au bord. Comme il est évident que le feuilletage de
X ne contient pas de composante de G. Reeb, le théoréme de R.
Roussarie et W. Thurston, cf. [11, thm. 1, p. 104], dit que I’on peut
isotoper F pour qu’il soit transverse au feuilletage. Remarquer qu’on
ne peut l'isotoper dans une feuille puisque F n’a pas de bord et que
2 ena.

Appelons X; et X, les deux composantes de X séparées par
F. Le théoréme de stabilité de G. Reeb implique alors que le feuille-
tage induit sur X; provient d’une fibration sur S' (i =1, 2).

Pour fixer les notations, appelons X, la composante qui contient
I"', et appelons X, l'autre. Appelons Z; la fibre de la fibration de
X; sur S'.

2.3. Nous allons maintenant indiquer comment 'on peut donner
des modeéles pour ces fibrations partielles.

Pour cela, observons que chaque variété X; est fibrée de facon
naturelle en cercles, ““a la Seifert”. Les fibres typiques sont des copies
orientées des noeuds du tore K; que nous avons considérés précé-
demment. Dans X,, il n’y a qu'une seule fibre exceptionnelle : le
cercle I'y. Dans X; la seule fibre exceptionnelle est un cercle que
nous appellerons I'; . Il est “dual”a T',.

c a
Note. — Comme E#:b—, les fibrations en cercles ne se recollent

pas le long de F. De la, on déduit que la surface de Jaco-Shalen-
Johannson pour X consiste en exactement le tore F. Il découle
de 13, par un argument classique, cf. par exemple [6], que I'on ne
peut trouver de représentant 42 de la monodromie topologique qui
soit d’ordre fini. Nous utiliserons plus tard au § 8 que les “twists”
partiels de recollement ne sont pas nuls.

2.4. Nous sommes maintenant en position d’utiliser un théoréme
de F. Waldhausen, que nous énongons de fagon détaillée en espérant
étre utiles au lecteur.
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THEOREME (F. Waldhausen). — Soit M une variété de dimen-
sion 3, compacte, éventuellement a bord. On suppose que M est fibrée
en cercles au sens de Seifert et que la fibration est orientable, c’est-a-
dire provient d’une action de S' sur M. On note vy une fibre-type.
Soit w: M —> B la projection sur la base, c’est-a-dire sur l'espace
des orbites. (v est un cercle, B est une surface.)

D'autre part, soit f:M —> S' une fibration (localement
triviale), telle que f(7y) ne soit pas homotope a zéro. Soit T = f~1(1)
une fibre de cette fibration. (X est une surface).

Alors, il existe un homéomorphisme g:X —> X et un
homéomorphisme H:T(g) — M, ou T(g) est le “mapping
torus” de g, c’est-a-dire l'espace Z x [0,1], modulo la relation
d’équivalence qui identifie (x,0) a (g(x), 1), tels que:

(i) H(Z x {0}) = Z' estisotopea f~'(1)
(ii) g est d’ordre fini

(iii) H envoie homéomorphiquement les trajectoires de T(g)
(pour le flot paralléle aux segments [0, 1]) sur les cercles de la fibration
de Seifert.

(iv) Si l'on identifie M a T(g) via H, la projection naturelle
de T(g) sur S' est homotopea f.

(v) Z/(g) s’identifie @ B et la projection naturelle T — Z/(g)
est un revétement cyclique ramifié, dont le générateur du groupe de
Galois correspondant a l'élément 1€ 2/u est précisément g. Ici,
u est le degré en valeur absolue de l'application f|y —> S'.

(vi) g est un représentant de la monodromie topologique de
la fibration f.

Références. — Dans le cas ou la fibration de Seifert n’a pas de
fibres exceptionnelles, ce théoréme fait essentiellement I’objet du
§ 2de[14].

Dans le cas ou la fibration de Seifert a des fibres exceptionnelles,

il faut remplacer le théoréme d’horizontalisation de Waldhausen (Satz
2.8) par le théoréme VI.34, p. 107 de [6].

Remarquer en lisant Waldhausen, que I’hypothése f(y) non
homotope a zéro empéche X d’étre verticalisée. De plus, les cas
exceptionnels dans Waldhausen et dans Jaco s’éliminent soit en utilisant
cette hypothése, soit en utilisant que M fibre sur S!.
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2.5. Programme pour obtenir un modéle de ¥ et de 4 :

(i) On “déramifie” la situation en enlevant de X; un petit
voisinage fibré en cercles de I';. On obtient une variété de dimension
trois )‘éi et une fibre EV,‘,.. La base de la “‘vraie” fibration en cercles
est maintenant un pantalon P. La projection m; Ev,- — P est un
revétement non ramifié. Comme P est planaire, ce revétement cyclique
est entiérement connu quand on le connait sur le bord de P.

(ii) Ayant décrit ce revétement non ramifié, on rajoute la rami-
fication. '

-(iii) 11 reste un probléme de recollement de X, et de Z,, et
surtout de h; etde h,, lelongde F.

Note. — Le méme principe peut étre utilis¢é pour obtenir un
modéle de la fibre et de la monodromie topologique pour tous les
entrelacs toriques itérés qui fibrent sur S', donc en particulier pour
toutes les singularités de courbes planes. Une telle description est
essentiellement I'objet du travail de D. Eisenbud et W. Neumann [4].

3. Revétements cycliques d’un pantalon.

3.1. Par définition, un pantalon P est une surface planaire,
compacte, orientée, avec exactement trois composantes de bord.
Notons x,y et z les trois composantes en question, munies de
Porientation induite sur le bord. Nous noterons par les mémes lettres
les classes qu’elles représentent dans H, (P).

Note. — Dans ce paragraphe, I’homologie est toujours a coeffi-
cients dans Z.

Soit # un entier positif et soit ¢ : H; (P) — Z/u un homo-
morphisme. Soit w: P —> P le revétement galoisien (non nécessai-
rement connexe) de P défini par ¢. Laclassede 1 €Z/u détermine
un automorphisme de revétement g : P —> P, générateur du groupe
de Galois. L’automorphisme g, de H,(P) induit par g munit H, (P)
d’une structure de ZT-module.

D’autre part, considérons ’anneau P, obtenu a partir du pan-
talon P en collant un disque le long de x. Le revétement cylique
m:P — P s%tend en un revétement ramifié =, : P, — P,.
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N

La surface f’x est obtenue a partir de P en collant un disque le
long de chaque composante de bord de P qui se trouve au-dessus
de x. L’automorphisme g s’étend a lsx, de sorte que Hl(f’x)
est aussi muni d’une structure de ZT-module.

3.2. Le but du § 3 est de décrire la structure des ZT-modules
H,(P) et H,(P,). Pour cela, nous aurons besoin de quelques faits
classiques concernant les polyndmes cyclotomiques et les résultants.

Notation. — Soit r un entier positif. Nous noterons ®,(¢)
le polyndme cyclotomique des racines primitives r® de l'unité.

Fait I — Le résultant R(A,(?), A,(¢)) de deux polyndomes
A;(t)E2Z[t] est égala 1 siet seulement si il existe deux polyndmes
v;(t) €EZ[t], telsque

1 = 71(t) A] (1) + 72(’) Az(t)-
Voir [13, § 30, formule (4)].

Fait II. — Soient s, et s, deux entiers positifs, et soit p un
nombre premier. Alors p divise R(d),l,(t), @,2(1)) si et seulement
si 5, =s,p’,j€Z. Voir [2], par exemple.

3.3. LeMME. — Soient r, et r, deux entiers premiers entre
eux. Soit r un entier positif. Considérons les polynémes :

rry rrp

t -1 t ‘-1
et

-1 r—1

Alors il existe des polynomes v,(t) et v,(t) tels que :
1= (t)t"l =Ly (t)—"—z—”——1
T T T TR e

2) v,(t) et (t" — 1) n'ont pas de facteur commun dans Z|[t].

Preuve. — Si  Q,(s), Q,(s) et Q;(s) sont trois polyndmes
de Z[s], on a Iégalité : R(Q;Q,,Q3) = R(Q,,Q;)R(Q;,Q;3).

En utilisant convenablement cette égalité et le fait II, on voit
ry r2

— s
et de

que le résultant de est égalal.
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Par le fait I, il existe des polynomes wu;(s) €Z[s], tels que :

T s’2 -1
P + n,(s)

N

1 =u(s)
s —1

Maintenant, si r, =1, on choisit u,(s) =0 et wu,(s)=1.
Si r,#1, remarquons que 1 =pu,(1)r, +u,(1)r,, ce qui
entraine u,(1) #0. Donc (s — 1) ne divise pas u,(s). Si I'on
pose v;(t) = m;(¢") pour i=1,2, les v,(t) satisfont toutes les
conditions du lemme.

3.4. Revenons aux revétements de pantalons. Soit £ le repré-
sentant modulo u de ¢(x) compris entre 1 et u. De méme, soient
m le représentant de ¢(y) et n celuide ¢(z).

Notations. — d, =pged (u, 2), dy =pgcd (u, m),d, =pged (u, n),
d =pged (d,, d,, d,).

Remarque. — Comme x + y + z est homologue a zéro, on a
e(x) + () + ¢(2) = 0. Ceci entraine plusieurs égalités du genre :
d = pged (d,, d,) = pged (d,,, m) etc.

3.5. ProposITION. — Le  ZT-module H, (P,) est isomorphe a
t — D4 -
ZT/( a) ( 1) .
@ -1

3.6. PrRoPOSITION . — Le  ZT-module H, (P) admet la matrice de
présentation :

@™ - 1) ™~ D)

(¥ — 1)(td - 1)
™ - 1)

0 —

Dans cette matrice, v (t) est un polynéme vérifiant :

P Y —

=y(t + u(t
1 ’Y()tdx_l #()tdx_l

pour un certain u(t) €EZT.

v (t) n’a pas de facteur commun avec ( td" - 1.
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On prend y(¢) =0 si d, =u. Cette situation se présente s’il
n’y a pas de ramification sur le disque de bord x.

3.7. COROLLAIRE. — Si d, =d, alors H, (P) est isomorphe a :
ZT/(t? — 1) & ZT/(¢* - 1).

Preuve du corollaire 3.7. — Si d, = d, alors d, divise m. Par
conséquent, on peut éliminer le terme en haut a droite dans la matrice
de présentation, par une opération sur les colonnes.

3.8. Pour démontrer les deux propositions, nous allons décrire
dans le lemme 3.9 deux cycles de P qui fourniront les générateurs
de H, (P). L’un d’entre eux sera le générateur de H, (f’x).

Auparavant, soit * €P et soit 7 ~!(%) la fibre au-dessus de *.
Considérons la suite exacte d’homologie de la paire P rel. 7~ !(%):

0 — H,(P) — H,(P;7 '(x)) = H,(n!(»)) — Hy(P) — 0.

C’est une suite de ZT-modules.
On identifie 7= '(*) a Z/u de facon que g‘(0) =i mod u.

Notons x la classe dans H1(13 ;71 (%)) durelevé de x qui part
de 0. y et z sont définis de fagon analogue. Il est clair que :

(i) Ho(m~ 1 (#)) = ZT/(+* - 1).

(ii) La paire (f’ , 7~ 1(*)) a méme homologie que la paire formée
d’un complexe de dimension 1 modulo son O-squelette. Le groupe
d’homologie H, (f’ , T (%)) est donc libre sur Z, de base ’ensemble
des cellules de dimension 1. On s’apercoit facilement que ces cellules
peuvent étre énumérées ainsi :

{x,8(x),....8“ ' (x); y,8(3),.... " 'Y
L’action du groupe de Galois munit donc H, (P, 7 !(x)) d’une
structure de ZT/(#* — 1) — module libre de base {x,y}.

(i) 9(x)=(*—1) @)= 1) 03@E)=@u"-1).

Implicitement, le point 0 €7~ (%) a été pris comme base des
O-cycles.

3.9. LEMME. — H, (P) ~ Ker 0 est engendré par :
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v — 1.
X=7x——x
t* —1
et par
tm I _
G = X ————.
t,,_lv()x PR

v (t) est le polynébme choisi dans la proposition 3.6.

3.10. Remarque. — X est homologue a une composante de bord
de f’, qui se trouve au-dessus de x. Plus précisément 7~ !(x) est
constitué de d, composantes, dont les classes d’homologie sont
égales a :

R S ,
t’tvx—_—l pour j=0,1,...,d, — 1.

Iy a desformules analogues pour 7~ *(y) et 77 1(z).

3.11. Le lemme 3.9 implique la proposition 3.5. En effet, par
construction du revétement ramifié on a :

H,(P,) = H, (P)/(~'(x) = 0).

Le lemme 3.9 avec la remarque 3.10 montrent alors que H, (f’x)
est cyclique, de générateur G. Pour trouver I'annulateur de G dans
H, (P, ) on procéde ainsi :

(t“-D@E?-1

Ona:
na (tdx — 1)

G=0"-1)y(@)X car (t* - 1)y =0.

(¥ — 1)(t" -1
@™ — 1)

Comme X est nul dans H,(lsx), on voit que

est contenu dans I'annulateur de G.

Finalement, puisqu’en vertu de 3.8 (i), H,(P;n'(x)) est
2T/(#* —1) — libre de base {%,}, I’annulateur de G est engendré
-1 —-1

(%% — 1)

par
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3.12. Preuve du lemme 3.9.—On vérifie immédiatement en
revenant aux définitions, que X et G appartiennent a Ker. Soit
donc Q €Ker d. Nous allons montrer que Q est égal & une combi-
" naison linéaire de X et G. Comme Q€Kerd, le calcul de 0
effectué précédemment montre que :

Q=A,()x+A4,()y

avec: A ()(t* -1+ A" = 1) =k() (" = 1).

dx

Remarquons que pe divise A, () car:

(td" — 1) divise (t* = 1) et (t* —1). Donc (td" — 1) divise le
produit A (¢) (#™ —1). Comme le pged de (td" — 1) et de
dx

(t™ — 1) est (¢4 — 1), le quotient doit diviser A, (1).

19 —
On vérifie alors, en utilisant cette remarque que 'on a I’égalité
suivante (par calcul direct) :
A ()Y - 1)
Q=[k()y()+ A, (H)u()]X - [—(Hf—"———l)_ G
ou v(z) et u(t) vérifient les conditions de I’énoncé de la proposi-
tion 3.6.

3.13. Preuve de la proposition 3.6. — Le lemme 3.9 fournit les
générateurs de H, (P). Il reste a trouver les relations. Nous affirmons
pour commencer que trois relations suffisent. Or :

1) (td" — 1) engendre I'annulateur de X. C’est évident si 'on
revient aux définitions.

m p—
2) (t* — 1) engendre lannulateur de G, car ] v (1)
%% _
et — n’ont pas de facteur commun.
t -

_(t"—l)(t“"—l) om
3)Ona: (td"—l) G_(t, - Dy()X.
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Nous affirmons que cette relation engendre les relations croisées.
En effet, supposons qu’il existe des polynOmes Ax(t) et Ag(?)
vérifiant la relation A (¢) - X = Ag(#) -+ G. Un retour aux défini-
@ -nDu?-1

™ -1

tions de X et G montre que divise Ag(2), ce

qui implique notre affirmation.

_Nous obtenons donc la matrice de présentation suivante pour
H,(P):

@™ -1 0 (™ — )y
. (t“ -D@E? -1
0 (t* — 1) — (l‘dx D

On s’apercoit alors que la 2° colonne est combinaison linéaire des
deux autres. En la supprimant, on obtient la matrice cherchée.

3.14. Nous allons maintenant donner une premiére application
des calculs précédents a la monodromie des singularités.

PROPOSITION. — Soient o et [ deux entiers positifs, premiers
entre eux. Soit f(X,Y) = XY(XP — Y*) = 0. Alors, la monodromie
entiere de f est isomorphe a :

2T/(t* - 1) ® ZT/(t - 1)

ou :u+l1=@+1E@+1).

3.15. Preuve de la proposition. — Il s’agit d’une application
facile de la proposition 4.6. (Voir début du paragraphe suivant.) En
effet, le complémentaire de I’entrelacs associé 4 f est exactement
la variété N(a,B). Les entiers i, 7 et e sont tous trois égaux a 1,
de sorte que :

u=pf+oft+ta=@+1)E@B+1)-1.

Comme la fibration sur le complémentaire de I’entrelacs
s’étend en une décomposition en livre ouvert de S3,on a
d=d,=d,=d,=1. Le corollaire 3.7 s’applique et donne la
réponse.
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3.16. On peut facilement trouver deux couples (ou plus!) («, 8),
(«',B") avec:

1) pged {a, B) = 1 = pged (', B").

2) (a,B) #(a',B") et (a,B) # (B, ).

N@+DHE+DH=@+1DE@ +1).

Si clest le cas, les singularités XY(X® -Y*) =0 et
XY(X? — Y*) =0 ont méme monodromie entiére et sont topolo-
giquement distinctes. On obtient ainsi des exemples tels que 3) dans
le paragraphe 1.3.

Exemples numériques :

a) (1,5) et (2,3)

b) (1,11), (2,7) et (3,5)

c)(1,23), (2,15), 3, 11) et (5,7).

3.17. LEMME. — Pour tout entier n, on peut trouver n Ssingu-
larités distinctes et ayant méme monodromie entiere.

Preuve. — Soient p, <p2 <...< p, les n premiers nombres
premiers. Soit u + 1 =p p,...p, .
u+1l
On pose(oz’.+l)=p‘. et ({3i+1)= i=1,...,n Alors

\ i
o, et Bi sont premiers entre eux. (Demander a Euclide).
c.q.f.d.

4. Monodromie entiére des singularités (X* —Y?) (X° —Y?)=0
lorsque pged (b,c)=1.

4.1. Soit P un pantalon. (La discussion qui suit serait essentiel-
lement la méme pour n’importe quelle surface planaire compacte).

Soit N=Px S!'. N fibre de plusieurs fagcons sur S'. Soit
f: N— S! une telle fibration et soit X la fibre de f. Nous
voulons décrire cette fibration en utilisant le théoréme de F.
Waldhausen cité en 2.4. Nous sommes particuliérement intéressés
au revétement cyclique de P et au générateur canonique g du groupe
de Galois, qui donnent un modeéle de la monodromie de la fibration.
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Pour étudier cela, soit ¥ : H,(N;Z) — Z I’homomorphisme
induit par f en homologie entiére. Soit y un cercle {p} x S! CN.
Conformément aux notations du § 3, u désigne I’ordre du revétement
cyclique de P.

4.2. LEMME. — Si Y (y) est non nul, alors u = |V (y)|.

Note. — 11 se peut que ¥(y) = 0. En ce cas, nous sommes dans
la variante du théoréme de Waldhausen ou la surface fibre peut étre
rendue verticale. Cette variante n’interviendra pas dans les situations
que nous rencontrerons, ou nous aurons toujours ¥(y) > 0.

Le lemme 4.2 est une conséquence immédiate du théoréme de
F. Waldhausen.

4.3. Soit ¢: H,;(P;2Z) — Z/u T’homomorphisme qui décrit
le revétement cyclique de P.

Soit x le 1l-cycle représenté par I'une des composantes de bord
orientée de P. Nous voulons maintenant décrire I’élément ¢(x) € Z/u.

Pour cela, soit V la composante de bord x x S! C N =P x S'.
Considérons la restriction : W[H,(V;Z) — Z. Cet homomor-
phisme n’est pas nul, car ¥(y) # 0. Soit d, le générateur positif
de Iimage. Alors : Ker {¥ |H,(V;2Z) — d, 2} est engendré par
un cycle qui peut se représenter canoniquement, d isotopie et orienta-
tion prés, par une courbe fermée simple & sur V. Appelons d, - &
P'union disjointe de d, copiesde 6. Alors d, - 6 représente Z NV,

Sur le tore V, considérons le flot {y} dont les trajectoires
sont les cercles {p} x S',p €x. L’homéomorphisme de premier
retour sur d, - 8, pour ce flot {y}, est le générateur canonique du
groupe de Galois pour la partie du revétement cyclique de P qui se
trouve au-dessus de x .

A partir de 13, par les techniques habituelles de la théorie des
revétements, on peut calculer ¢(x).

4.4. Nous allons maintenant déterminer I’homomorphisme ¢
lorsque la fibration de N sur S' est la restriction 3 N de la fibra-
tion du complémentaire d’un entrelacs. Pour cela, nous devons rappeler
comment N =P x S! se plonge dans S3.
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Considérons un tore non noué W dans S®. Soient I et E les
ames des tores pleins complémentaires. Orientons I arbitrairement
et orientons E pour que L(I,E) =+ 1. Ici, L désigne le coeffi-
cient d’enlacement ; pour des représentations graphiques, on utilise
la convention ‘“main gauche”. Sur W, dessinons un noeud du tore T
de type (a,B), avec a>0 et 3#0. a et B sont définis par :

a=L(T,E) B=L(T,D.

Nous obtenons ainsi un entrelacs orienté dans S, a trois
composantes: I, T et E.

Otons de S® un petit voisinage tubulaire ouvert de I’entrelacs.
Nous obtenons une variété N(a, f) de dimension trois, qui est difféo-
morphe & P x S!. Voir la description que donne H. Seifert des fibra-
tions de S3 qui portent son nom : [12]. Les cercles fibres sont des
copiesde T.

Sur chaque composante de bord de N(a«, ), choisissons un
méridien m;, my et mg. Orientons-le de fagon que :

LA, m) =+ 1 LE,mg)=+1  L(T,mp)=+1.

4.5. Soit maintenant L un entrelacs orienté dans S3, fibré
sur S!. Supposons que ’on s’est donné un plongement de N(a, )
dans le complémentaire de L, de fagon que la fibration du complé-
mentaire de L sur S' induise une fibration de N(«,fB) sur S'.
Dans ces conditions, ¥ :H;(N(x,B),Z) — Z est donné par
V(=) =L(-,L).

Posons i = Yy (my), 7 = Y (my), e = Y (mg).

La méthode générale exposée au début de ce paragraphe donne
alors le résultat que voici :

4.6. PROPOSITION. — L’ homomorphisme ¢ :H,(P;Z) — Z/u
est ’homomorphisme suivant :
u =pi+afr + ae
w, =~ [ia + (Br + e)B]
Wp =—7
wg =+ [(@r + )@ + ef]
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ou & et B sont des entiers tels que a&—ﬁﬁ =1 (¢ et B sont
premiers entre eux, puisque T est un noeud (connexe) du tore).

Explications. — Désignons, sans risque grave de confusion, par I,
T et E les trois composantes de bord de N(a, ). Par la projec-
tion N(a,pf) P x 8! —> P, chacune de ces composantes va sur
une composante du bord de P. L’image par ¢ de I’élément de H, (P)
qui correspond a cette composante est notée w; , wy et wg .

Dans la suite de cet article, nous n’utiliserons que la valeur de u
donnée par la proposition. Ce calcul est une conséquence immédiate
du fait que, dans N(«, ), v est homologue apm; + aBmT +amg

Les valeurs w;, wy et wg sont données par souci d’étre
complet. Leur calcul se fait en explicitant les homéomorphismes de
premier retour décrits en 4.3.

4.7. Nous allons maintenant appliquer ce que nous venons de faire
a I’entrelacs orienté associé a la singularité (X° — Y?) (X¢ — Y9) = 0.

Nous avons vu au § 2 que le tore essentiel F découpe le complé-
mentaire X de P’entrelacs en deux partles X et X Il y aun
plongement évident de N(d,c) sur Xl , de fa(,:on que le tore I aille
sur F et le tore T autour de K;. De méme, il y a un plongement
évident de N(b, a) sur )22 , de facon que le tore E aille sur F et
le tore T autourde K, .

La description topologique de I’entrelacs K associé a la singula-
rité permet facilement de calculer les entiers i, 7, et e.

Pour N(d,c) on trouve : i=b,7=1 et e=0. Ceci
donne u, =c(b +d). Comme 7y est homologue & ¢-I';, ona
dg = (b +4d).

Pour N(b,a) ontrouve : i =0, 7 =1 et e =c. Cecidonne
u, =b(a+c). Comme 7 est homologue a b.I,, on trouve
di=(a+c).

4.8. PROPOSITION. — Le module de monodromie entiére sur
H,(Z;, Z) est cycliqgue. Ona:

H,(Z,, 2) estisomorphea ZT/(t — 1) A(t)
H,(Z,, Z) estisomorphea ZT/(t — 1) B(¢).
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Les polynémes A(t) et B(t) sont égaux a :

tc(b+d) _1 tb(a+c) -1
A ="y  BO =T

Preuve. — A partir des calculs effectués en 4.7, on utilise la pro-
position 3.5. On remarquera que, dans X, , la ramification se fait
autour de E, tandis que, dans X, , elle se fait autour de I. C’est
pourquoi nous avons calculé la valeur de dg dans le premier cas et la
valeur de d; dans le deuxiéme cas. Chaque fois, d = 1, ce qui acheve
la démonstration.

1l nous reste i recoller les monodromies le long de F. C’est ici,
pour la premiére fois dans ce paragraphe, que nous allons utiliser
Phypothése pged (b, c) = 1.

4.9. PROPOSITION. — Le nombre de composantes connexes de
2 NF estégala pged (b, c).

Preuve. — Munissons F du méridien m et du paralléle p
évidents. Ona: Yy (m) =b et Y(p) =c.

Donc l’indice de I'image ¢ (H, (F;Z)) est égal au pged (b, c).

Mais l'indice de I'image est, bien sir, égal au nombre de compo-
santes connexes de Z N F. c.q.f.d.

~

Si pged (b, c) =1, nous obtenons donc une présentation de
M (f) en ajoutant a :

ZT/(t — 1) A(t) ® ZT/(t — 1) B(?)

la relation qui identifie les deux composantes de bord. Plus précisé-
ment, il s’agit de la relation qui identifie 1'unique composante de
Z, N F avec l'unique composante de £, N F .

Avant d’expliciter cette relation, remarquons que, puisque le
quotient d’un module de monodromie finie est encore de monodromie
finie, nous avons le :

4.10. COROLLAIRE. — Lorsque pged (b, ¢) = 1, la monodromie
(homologique) de la singularité (X°® — Y?)(X® — Y?9) = 0 est finie.
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Remarque. — Nous verrons au § 8 que la réciproque du corol-
laire est également vraie. Ce type de résultat est connu. Voir, par
exemple [4].

4.11. Introduisons la notation M(a, b;c,d) pour le module
de monodromie de la singularité (X* — Y?) (X° — Y9) = 0.

Pour déterminer M(a,b;c,d) quand pged (b,c) =1, nous
devons expliquer de fagon précise comment les calculs faits au § 3
sont reliés aux modéles N («, ).

Pour le premier modeéle : La composante x est 'image du tore E
par la projection N(d,c¢) =P X S! — P. » est I'image de I
et donc z cellede T. ’

Par le lemme 3.9, H, (15) est engendré par X et G.
-1

t9 -1

tu— m dx

1.
X=7x——1x et G =

1 - t R
() x — y.

t9 —1

La composante du bord de 13x que I’on va recoller est celle qui
se trouve au-dessus de y. Comme d, = 1, cette composante s’écrit :

y. Cf.remarque 3.10.

4.12. AFFIRMATION. — Dans H, (l;x) ona:

e PN Ll
t~1y ta"—l
Preuve. — On a
S WP Gl W b NP et A U
1% P T A P
m_1 u_1.
= _ HX - .
tx_lv() 17

Or X =0 dans H, (P,).
Ceci achéve la preuve de I’affirmation.

Le générateur G pour le premier modéle sera noté G, . La
composante a recoller s’écrit donc :
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t“l _ 1 tc(b+d) _ 1
_tF‘—lG] T r(6+d) _ Gi-

Pour le deuxiéeme modeéle : x est I'image de I, y celle de E
et z cellede T.

Un calcul tout a fait analogue au précédent montre que la compo-
sante a recoller s’écrit :

tb(a+c) -1

- t(a+c)_l G2'

La relation qui identifie les 2 composantes est, en tenant compte des
orientations :
te(p+d) _ 1 tblat+e) _ 1

—JeTa — ] O " ara 7 G2 =0

En d’autres termes: A(#)G, + B(¢z)G, =0

4.13. En prenant G, et G, pour générateurs, on obtient la
matrice de présentation suivante pour M(a,b;c,d) lorsque
pged (b,c) =1:

((r —1DA@) 0 A(t) )
0 (t—1DB() B(p)

Il est immédiat que ’on peut supprimer la 2° colonne de cette matrice
de présentation.

Nous avons donc obtenu le théoréme suivant :

4.14. THEOREME. — M (a, b ;c,d) posséde la matrice de présen-
tation suivante, lorsque pged (b, c) = 1:

((t— 1) A(t) A(t))

0 B(?)
(e(p+d) _ g tblate) _
avec A(t) = Torn ] B(#) =@ _

4.15. Par calcul différentiel libre, on peut obtenir une matrice
de présentation pour M(a,b;c,d) qui est a 4 lignes et 4 colonnes.
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On peut le faire en suivant la méthode générale de M.-C. Grima [5].
Toutefois, il faut prendre garde au fait que la “méthode de Fox”,
si elle est suffisante pour obtenir les idéaux élémentaires sur QT,
doit étre raffinée si on veut une présentation du module sur ZT.
La matrice M de M.-C. Grima, p. 591 de [5] n’est pas une matrice
de présentation du module de monodromie.

5. La monodromie rationnelle ne détermine pas la monodromie entiére

5.1. 11 découle immédiatement du corollaire 4.10 que
Mq (@a,b ;c,d) est un module semi-simple si pged (b,¢c)=1. Par
conséquent, Mg (a,b;c,d) est, dans ce cas, entiérement déterminé
par le polynome caractéristique. Ce dernier n’est rien d’autre que le
déterminant de la matrice carrée de présentation donnée en 4.14
c’est-a-dire :
(t—1)A()B(2).

Ceci étant, il n’est pas trés difficile de trouver des couples de
singularités topologiquement distinctes, avec Mgq semi-simple, et
ayant méme polyndme caractéristique. Voici une fagon particuliére-
ment simple d’en obtenir.

Soient p;, un nombre premier et s un entier, premiera (p; — 1)
et tel que 1 <s<(p, —1). Soient p, et p; deux nombres pre-
miers telsque : p, <p, <p,;.

5.2. PROPOSITION. — Les singularités (i) et (ii) ci-dessous ont
méme monodromie rationnelle et sont topologiquement distinctes :

Singularité (i) :

a=(p, - Dp3;b=sp,;c=p3;d=(p, —5)p,.-
Singularité (ii) :

a=(p, —8)p3;;b=p, ;c=sp3;d=(p;, — Dp,.

Preuve. — Les conditions sur s, p,, p,, p; impliquent que les
deux singularités satisfont :

c _a
pged (a,b) =1; pged(e,d)=1; ; < ; et, finalement,

pged (b, c) =1.
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De plus, elles ont méme polyndome caractéristique. Fin de la
démonstration.

L’exemple suivant est le plus simple qui puisse étre obtenu par la
proposition :
py =5; s=3; p,=T7; p3 =11;
Ce qui donne :
Singularité (i) :a=44; b=21; c=11; d=14.
Singularité (ii) :a =22; b= 7; ¢=33; d=28.

]
]

C’est I’exemple original de M.-C. Grima [5].

5.3. Nous affirmons maintenant que ces deux singularités sont,
en fait, distinguées par leur monodromie enticre.

PrROPOSITION. — M(44,21;11,14) n'est pas isomorphe a
M(22,7;33,28).

COROLLAIRE. — La monodromie rationnelle ne détermine pas la
monodromie entiere.

En fait, on a plus généralement :

5.4. THEOREME. — Les singularités (i) et (ii) construites dans la
proposition 5.2 ont des monodromies entiéres distinctes.

Preuve. — Soit p un facteur premier de s. Nous allons montrer
que MFp distingue les deux singularités, ce qui implique, bien sir, le
théoréme.

Dans ce but, écrivons s =p”".q avec r =1 et q premiera p.
La matrice de présentation 4.14, pour la singularité (i) est la suivante :

(t-'P1P2P3 -1 t'l’lpzpa _1
=D g 7173 g
0 tP1P2P3 _1

17172 _
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Considérons I'image de cette matrice par 1’homomorphisme
de réduction modulo p:ZT — F,T. Cette nouvelle matrice
présente M,:p.

Ona: (£P172P3 _ 1) = (¢7 9P1P2P3 _ 1) = (4917273 _ 1yp" 104 p.

De 13, on déduit facilement que le pgcd des coefficients de la

matrice de présentation de MFp est :
tpl Py p3 —1
P17

Par conséquent, le polynome minimal de MFp est :

(t-'P1P2P3 _ 1)
“oDTem e

D’autre part, la matrice de présentation 4.14 pour la singularité
(ii) est la suivante : '

(tP1P2P3 _ 1) (tP1P2P3 _ l)

(t - 1) (tP1P3 _ 1) (tplpa _ 1)
(#1727 _

° I

Un calcul analogue au précédent montre que le polyndome minimal
pour M,:p est :
(t«TPl Py P3 1
(t—1) ——pp——) .
(t 1P2 l)

Les polyndémes minimaux étant distincts, la monodromie mod p
distingue bien les deux singularités. c.q.f.d.

6. Ou l'on apprend quand la monodromie entiére des singularités
(X* —Y?)(X¢ -~ Y% =0, avec pgecd (b,c)=1 est somme
directe de modules cycliques.

Avertissement. — Ce paragraphe est nettement plus ‘“‘technique”
que les autres. Le lecteur uniquement désireux d’avoir des contre-
exemples peut sauter directement au § 7.
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6.1. Soit M un- ZT-module qui admet une matrice de présen-
tation de la forme :

((t— D A(t) A(e)
0 B(?)

cor __ bes

1
avec A(t)=-ﬁ et B(t)=ﬁ ou c,r,b et s sont

des entiers positifs tels que b est premiera c.
Soit D(¢) le p.g.c.d. de A(z) et B(¢). Soit A(¢) le polyndome
minimal de M, c’est-a-dire :

(t-1)A@)B(2)

A(t) = D)
: A1) .. _B@® . ,
Posons A(t)=m et B(t)=—D(—t). Soit REN le résul-

tant de A'(z) et B'(7).

6.2. ProPOSITION. — Si R =1, M admet une décomposition

en somme directe de modules cycliques. De fait, M est isomorphe
a ZT/A(t) @ ZT/D(¢).

6.3. Preuve. — Comme R vaut 1, il existe vy(¢) et u(2)
dans ZT tels que

1=v()A'(2) + u(t)B'(2).

En multipliant a gauche la matrice de présentation définissant

M par:
( B'(¢) - A'(t’))
v (1) M)

on obtient la matrice de présentation suivante :

( A(t) o)
(t—1DA(@) D(?)
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Comme D(¢) divise A (t), cette matrice est équivalente, par
une opération sur les colonnes, a la matrice :

(A(t) 0
0 D(?)

Ceci termine la preuve de la proposition 6.2.

Tout le reste du paragraphe 6 sera consacré a la preuve de la
réciproque de la proposition: 6.2, que nous énoncons. sous la forme
d’un théoréme :

6.4. THEOREME. —Si R#1, M n'est pas isomorphe d une
somme directe de modules cycliques.

Avant de commencer la preuve proprement dite du théoréme 6.4,
nous énongons et démontrons un lemme.

6.5. LEMME. — Soit E un Z2T-module ayant la matrice de présen-
tation suivante :

((t— DA() )\(r))
0 u(t)

ou (t — 1) ne divise pas (\(t) - u(t)). Soient q un nombre premier
et j un entier positif tels que ®_;(¢) divise (\ () u(t)). Supposons
que E admette une décomposition en somme directe de modules
cycliques :

ZT/v,(2) ® ZT/v, (1) & ...
et que (¢t — 1) divise v, (t). Alors <I>q].(t) divise v, (t).

6.6. Preuve. — Soit S le localisé de 'ZT obtenu en inversant
tous les facteurs irréductibles de A(¢) - u(¢) différents de @ (7).
Par hypothése (z — 1) ne divise pas A(¢)u(z). Donc (?— 1)
n’est pas une unité de S. Le module E ® S admet la matrice sui-
vante pour matrice de présentation :

(t= D@, ;N (@ ;)"

(%) =
0 (@ ()™
q
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Soit m le maximum de n, et n,. Le polyndme minimal de
E®S estégala (¢t — l)(@qi(t))m .

6.7. On calcule le polyndme minimal A, (¢z) de E®S®F,
a partir de la réduction modulo g de la matrice (*) et puisque <I> (t)

est congrud (f — 1)@-D2"' 4n trouve :

- ~1qi-1
A (1) = (t — DHm@-DamT

6.8. Revenons maintenant a la décomposition de E en somme
directe de modules cycliques. Si (¢ — 1) divisait v, (¢) sans que
<I>q j(t) divise v, (¢), alors le localis¢ E ® S de cette décomposition
deviendrait :

S/(t — 1) é S/(<I>q,-(t))ki avec 0<k;<m
i=1

Mais alors E®S ® F, admettrait pour polyndome minimal
(t — 1)* avec 8 <m(q — l)q’ ! ce qui contredirait 6.7. c.q.f.d.

6.9. Soit p un premier divisant R. Par le fait II rappelé en
3.2, il existe un entier n tel que ®,(¢) divise A'(f) et tel que
;(¢) divise B'(¢) pour un certain i dans Z\{0}.

n.p

Comme M admet aussi pour matrice de présentation :
(t—-1)-.B() B(?)
0 A(t)

les roles de A'(f) et B'(f) sont échangeables. On peut donc
supposer que i est positif. La définition de B(¢) implique alors que
p divise b. La définition de A(¢) montre que, ®,(¢) divisant
A(t), il existe un facteur premier ¢ de ¢ et un entier positif j
telsque ¢ divise n et @ ,; (1) divise A(r).

Choisissons un tel q. Observons que p ¥q car p divise b,

q divise ¢ et pged (b,c) = 1. Choisissons maintenant i et j
de la facon suivante :

i est la valuation v, (b.s) de (b.s) en p et j est Uy (pged
(c.r,s)). Les i et j ainsi choisis sont les plus grands entiers tels

que ‘Pq (t) divise A'(z) et <I> il ;(¢) divise B'(#). De plus on
remarque que <I> ;(¢) divise B’ (t)
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6.10. Pour démontrer le théoréme 6.4, nous raisonnons par
I’absurde en supposant que M posséde une décomposition en somme
directe de modules cycliques :

ZT/y, (1) ® 2T/, (1) & . ..

Soit S le localisé de ZT obtenu en inversant les facteurs
irréductibles de A(z) différents de (¢t — 1),4>qj (t),<I>p,(t) et
Qp,qi.(t). Le module M ® S admet la matrice (*) pour matrice
de présentation :

o [T %, (1)
0 ® (1) ® , (1)
14 P q

Observons que M ® S ne peut étre cyclique car I'idéal de S
engendré par les termes de (*) n’est pas S tout entier. Ceci vient
de ce que p divise le résultant des termes de la deuxiéme colonne.

D’autre part, en vertu de I’hypothése absurde, M ® S est
isomorphe a :

(*¥*) Sly, (1) ® Sy, (1) & ...

Sans perte de généralité on peut supposer que (¢ — 1) divise
v, (). Par le lemme 6.7 on obtient que (¢ — 1)<I>q,- (t)<I>p,-(t)
divise 7, (¢#). L’unique possibilit¢é pour la décomposition (**) est
donc :

S/(1 = 1@ ()@ (1) S/P, (1) .

6.11. Considérons M ® S ® Fq . Au moyen de la matrice (*)
on calcule le polynome minimal de M® S ® Fq et on constate qu’il
est égal a la réduction modulo g de:

L MOL MO PGP

Or la réduction modulo g de la décomposition (**) admet
pour polyndome minimal la réduction modulo g de:

=D (-2, ().

Nous avons obtenu la contradiction cherchée.
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7. Quelques exemples numériques .

7.1. Dans ce paragraphe nous indiquons comment trouver sans
peine des singularités avec monodromie entiére non isomorphe a une
somme directe de modules cycliques. Le raisonnement est un cas
particulier des arguments développés au § 6, mais nettement plus
simple.

7.2. THEGREME. — Soient b et c¢ deux premiers distincts. Sup-
posons que a+c¢ =b* et b+d=0b" et que : k<, pged

(@.b)=1, pged (c,d)=1 et §<§. Alors M(a,b;c,d) nlest

pas somme directe de modules cycliques.

7.3. Exemples numériques explicites :
)a=1, b=2, ¢c=3, d=14
(i)a=3, b=2, c=5, d=14
(iii)a=5, b=2, c=3, d=14

etc., etc.

7.4. Preuve du théoréme. — La méthode que nous allons suivre
est la suivante : nous allons calculer le polyndme minimal de Mg, (f)
et de Mg, (f). Nous montrerons ensuite qu’aucune décomposition
de M(f) en somme directe de modules cycliques n’a de polyndmes
minimaux sur F, T etsur F, T égaux a ceux que nous aurons calculés.
La matrice de présentation 4.14 a pour coefficients A(z) et B(z),
lorsque a, b, ¢, d ont les valeurs données dans le théoréme, les poly-
nodmes suivants :

tc(b+d) —1 3 tc.b‘Z —1

t(b+d)—1 tb!l_l
thlate) _ 1. tb.bk —1 tbk"'l_ 1
B(t)= = tbk—l = tbk_l =¢bk+l(t)~

t(a+c) -1
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7.5. Réduisons A(¢) et B(¢) modulo b.

— 1)b 1€ —
A(t)- e =(= ) = (@, (1)

B(z) = <I>bk+l (t) = (@, (1))6- Dok

Dans F, T, ®,(¢) et &, (¢) sont premiers entre eux. Le p.g.c.d.
des coefficients de la matrice de présentation de MFb( f) est donc égal
a 1. Par conséquent Mg, (f) est un module cyclique. Son polyndome
minimal est égal au polyndme caractéristique, c’est-a-dire égal a :

(@, (£)@-D-2k+ 1. (@, (1)p".
7.6. AFFIRMATION. — Si M (f) est somme directe de modules
cycliques, les deux seules possibilités sont :
M' = ZT/(t _ 1)A(¢)B(2)
ou:
M" = ZT/(t — 1) B(¢) ® ZT/A(2).

Preuve. — Ce sont les deux seules sommes directes de modules
cycliques, de polynome caractéristique (¢ — 1) A(¢) B(¢), qui,
quand on les réduit modulo b, donnent un module cyclique sur
F,T.

7.7. Réduisons maintenant modulo ¢. Ona:

(,c.b’l -1 _ (tb’l _ 1)“
@ —1) @t -1)

B(#) = @1 (1).

A(t) = = (¢p% — 1) !

Comme k<2, D, 41 (2) divise (2 — 1D Le p.g.c.d.
des coefficients de la matrice de présentation de Mpc (f) est donc

®,..1(¢). Le polynome minimal de Mg, (f) est donc
@, (1)« (£2% — 1)1,

7.8. Calculons le polyndme minimal de la réduction modulo ¢
des M' et M" donnés dans I’affirmation 7.6.

Pour M’ on trouve &, (z) - D, (1) (tv% — 1)e-1,
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Pour M’ on trouve (£5% — 1)°~ !,

Aucun de ces polyndomes n’est égal au polyndme minimal calculé
en 7.7.

Ceci achéve la démonstration.

8. Les singularités (X° —Y?) (X* —Y?)=0 lorsque pgcd (b,c)#1.

8.1. Posons € = pgcd (b, ¢). Par hypothése, dans ce paragraphe,
nous avons € > 1.

Nous voulons, a nouveau, trouver une présentation du module
de monodromie entiére. Pour cela, nous revenons aux notations et
calculs du § 4. (Jusqu’a 4.8. nous n’avions pas utilis¢ € =1) .

La fibre ¥ se décomposeen £Z =2, UZ, et Z, =2, N Z,
se compose de € cercles disjoints. La suite exacte de Mayer-Vietoris,
en homologie entiére, se réduit a :

0—H,(Z,) —H, (2,) ® H, (Z,) — H, (5) — H, (T,) — 0

C’est une suite de ZT-modules et de ZT-homomorphismes, ¢
agissant via A, . ‘

Les modules H, (Z;) ont été déterminés dans la proposition
4.8, pour i = 1,2. Il est immédiat de voir que :

H, (Z,) ~ ZT/(t¢ — 1)

_ (tc -1
H,(Z,)=Z2T/ — .
0 (B0) ¥ 2T/ "
Considérons alors la suite exacte :
0 — Kerd — H,(2) — H,(Z,) — 0. *)

8.2. LEMME. — Ker @ posséde la présentation, a deux générateurs
et trois relations, suivante :

(t—-—DA()

- DA 0 _
(t YA(D) -D

0 (t — DB(2) (L___]w

(t° =1
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(tc(b.+d) _ 1)
avec : A(r) =

(tb+d__ l)
tb(a+c) —1
B(O =g -

Preuve du lemme. — Nous procédons comme 4a la fin du § 4, a
partir de 4.11. Cette fois d, n’est pas égal 4 1 maisa € danschacun
des 2 modéles. L’analogue de I’affirmation 4.12 est :

Dans Hl(I;x) ona:

e DU L VW UEE)
1) T " DG -

La preuve est essentiellement la méme que celle de 4.12.

On achéve la preuve comme précédemment.

8.3. PROPOSITION. — Une matrice de présentation de Ker 0 est :

0 (t-DAQ)
(=1

(t—1B(®)

(- DEO Ty

Preuve. — On obtient cette matrice de présentation en faisant des
manipulations sur les colonnes de la matrice obtenue en 8.2. Ces opéra-
tions ne changent pas les générateurs de Ker 0.

Dans la suite exacte courte (*), nous avons donc une présentation
des deux modules qui se trouvent aux extrémités. Pour trouver une pré-
sentation de H, (¥), nous utiliserons le lemme évident que voici :

8.4. LeMME. — Soit A un anneau avec unité. Soit
0—E'—>E —>E —0
une suite exacte courte de A-modules. Soit <vy,...,v, ;0,...,7rg>
une présentation de E". Supposons que E' est cyclique, de présentation
<v';¥'>. (Cette hypothése suffit a nos besoins.) On obtient alors
une présentation de E de la facon suivante :

Pour générateurs, on prend les images par i de v,,...,v, et
un relevé quelconque v de v'. Pour relations, on prend les images
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par i des relations r,,...,r, et une derniére relation r obtenue
comme suit :
r' . v est un élément du noyau de 9 .

Par exactitude, il existe un mot (non unique en principe) w en les
vy,...,v, tel que r'v=1i(w). On prend alors r=r'v —i(w).

8.5. Appliquons le lemme a la suite exacte (*) :

2, est une union disjointe de € cercles permutés cycliquement par
la monodromie h. Choisissons un point P, sur 'une de ces courbes.
Soient P,,...,P,_, les images par h,h% ..., h°"' de P,.
Prenons pour générateur v’ de H,(Z,) le O-cycle relatif (P, — P,).

Un relevé v de v’ est une courbe fermée (simple) dans T ayant
la propriété suivante : l'intersection de v avec Z, consiste en les
2 points Py et P, . L’orientation qu’il faut mettre sur v dépend de
la facon dont on définit 'homomorphisme bord 0 dans la suite de

Mayer-Vietoris.
€

On considére alors le cycle v=ov+w+... +5ly

dans ZX. Ce cycle est homologue & une somme 7, +mn, avec
n;, €H, (Z,). mn; est un multiple A;(¢#) € ZT du générateur G;
que nous avons choisi pour H (Z;). Par conséquent, on obtient pour
H, (Z) la matrice de présentation suivante :

8.6. (t-—1)A®)

0 (te——l)_ A, (1)
(t—=1)B(2)

(t—1DB(®) oD A, (1)

0 0 € —1

t—1

8.7. Remarque. — Le probléme de la détermination exacte de A, ()
et A, (¢) peut étre résolu en principe. C’est ici qu’intervient la diffi-
culté du recollement de 2, et Z,, ou plutdt de s, et h,, lelong
de Z,. Cela se fait au moyen de “twists de Dehn partiels”, que ’on
peut calculer explicitement a I’aide de la proposition 4.6. Pour ce qui
nous intéresse dans ce travail, seule la forme de la matrice de présen-
tation compte. C’est pourquoi nous laisserons A, (#) et A, (¢) indé-
terminés.
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8.8. Exercice. — Considérer la singularité d’A’Campo : (X3? — Y?)
(X2 -~ Y3) =0. Déterminer A, () et A,(¢#). Montrer que la
monodromie entiére de cette singularité est somme directe-de modules
cycliques. De fait, M (f) est isomorphe & :

ZT/®,,(1) ® ZT/®, (1) + (D, (1))* - @44 (1) -

8.9. Observation. — C’est le cycle v que nous venons de décrire qui
est responsable de la non-finitude de la monodromie entiére lorsque
€ > 1. En effet soit u, I'ordre de la monodromie pour X, et soit
u, celui de X, . Soit w le p.p.cm. de u; et u,. Alors h® est
I'identité sur ¥ en dehors d’un petit voisinage de X, . Mais sur ce
voisinage A« consiste en des twists de Dehn a une certaine puissance,
et cette puissance est non nulle. cf. 2.3 . De 14, il découle que A% (v),
h%“ (v),...,h"*“ (v), etc. sont des classes d’homologie toutes
distinctes sur £ . Donc %4, ne peut pas étre d’ordre fini.

8.10. PROPOSITION. — La monodromie entiére de la singularité :
(X37 —Y®) (X®° —Y3) =0 n’'est pas somme directe de modules
cycliques.

8.11. Preuve de la proposition. — Utilisons la matrice 8.6 qui
présente M = M(37,6;10,3) en substituant a =37, b =6,
c=10,d =3, et donc € =2. Calculons le polyndbme minimal
A(r).

On obtient :

9.10_1 t6.47_1

t
A(t)=(t—1 . .
(6= ),t"—l tY — 1

Localisons ZT en inversant les facteurs irréductibles de A(#) sauf
(t=1), &; (1), &,(t) et ®,5(¢). Soit S le localisé ainsi obtenu.

On observe alors que la matrice 8.6 posséde en bas a droite un
terme inversible dans S. On en déduit, aprés élimination des unités,
que M ® S posséde la matrice suivante pour matrice de présentation :

0 P, (1) - Py5(2)
(t—1) P, (1) P, (1)
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On affirme que M ® S ne peut étre somme directe de modules
cycliques. En effet :

8.12. Considérons le module M®S ® F; . Son polyndome
minimal est ((# — 1) + &5 (¢))® . Supposons maintenant que M ® S
est somme directe de modules cycliques :

Sl () ®S/y, (1) & ...

Supposons que (¢ — 1) divise v, (f), par exemple. Alors
®, (¢) divise vy, (¢), car (r — 1)® divise le polyndome minimal de
M ®S ®F, . (On peut aussi utiliser 6.5). Pour une raison analogue
®, (¢) divise v, (2).

D’autre part, M ® S ne peut étre cyclique car le résultant des
termes de la deuxiéme colonne de la matrice de présentation est
divisible par 5. La seule décomposition possible en somme directe est
donc :

S/(t — 1)+ @5 (2) - D5 (2) & S/Py5 (1) -

Mais ie polyndme minimal de ce module tensorisé par F; est :
(t-13. (i (t))? . Ceci est en contradiction avec le calcul du
polynéme minimalde M ® S ® F, effectué précédemment.
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