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HOMOTOPIE DE L’ESPACE
DES EQUIVALENCES
D’HOMOTOPIE FIBREES

par Geneviéve DIDIERJEAN

Le probléme du calcul du groupe des classes d’homotopie des
équivalences d’homotopie d’un espace X, noté &(X), se trouve
abordé essentiellement de deux maniéres.

Une premiére méthode introduite par Olum [8] et par Barcus
et Barratt [2] consiste & travailler a4 partir de la décomposition en
cellules de I'espace X. Le groupe &(X) est ainsi calculé, pour un
certain nombre d’espaces particuliers : produit de deux sphéres
(Sawashita [10]), espaces pseudo-projectifs (Olum [8])... Par
cette méme méthode, Schellenberg [11] obtient des résultats pour
des espaces dont le seul groupe d’homotopie non nul en dessous de la
dimension de l’espace est le groupe fondamental. Plus récemment
Oka [7] examine le cas de H-espaces de dimension 7, simplement
connexes et de rang = 2 et Rutter [9] celui d’espaces obtenus par
adjonction de cellules.

Une autre voie, introduite par Shih [12] consiste en la construc-
tion et I’étude de suites spectrales obtenues & partir de la décom-
position en systéme de Postnikov de l’espace X. De cette facon
Shih et plus tard Tsukiyama [14] calculent les groupes d’équivalences
d’homotopie pour des C.W complexes ayant deux groupes d’homotopie
non nuls en dessous de la dimension de 1’espace.

Dans cet article, a I'aide des systémes de Postnikov fibrés [6]
et d’une suite spectrale limitée [4], on obtient de nouveaux calculs
des groupes d’équivalence d’homotopie étendant les résultats
précédents. En particulier on calcule le groupe &(X) pour des
espaces ayant trois groupes d’homotopie non nuls en dessous de la
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dimension de X, ce qui permet le calcul de &(X) pour tous les C.W
complexes de dimension inférieure ou égale a quatre, simplement
connexes dans le cas de la dimension quatre.

Plus précisément, soit X —> B un fibré de Kan dont la fibre
et la base sont connexes et dont la fibre a son groupe fondamental
abélien. On notera Ej(X) le monoide simplicial des équivalences
d’homotopie fibrées au dessus de l'identité de B. Si B est réduit
4 un point on retrouve le groupe wy(Eg(X))=8&(X). Par
ailleurs si X —— B est minimal ce monoide est le groupe des
automorphismes fibrés au-dessus de l'identité de B, noté Auty(X).

On construit une suite spectrale qui converge vers le bigradué
associé a une filtration convenable des groupes d’homotopie du
monoide Eg(X). Lorsque la fibre de la fibration n’a que deux groupes
d’homotopie non nuls, on en déduit une suite exacte de Gysin
nous donnant en particulier le résultat suivant : soit X un C.W
complexe de dimension finie n’ayant que trois groupes d’homotopie
non nuls, m(X), pour i< dim.X et considérons le sous-groupe
de &(X), noté 6#(X), formé des équivalences d’homotopie indui-
sant l'identité sur tous les groupes d’homotopie de X. Supposons
de plus que =,(X)=G,; est un groupe libre et que 7 (X)=G
avec s=k,m et 2<k<m<dim,X alorsona

&*(X)=H"(G, , k,G,,)s, ® H} (G, ,H"'(G, ,k,G,,))

s

ou ¢ en indice indique que I’on prend de la cohomologie a coefficients
et H" (G, ,k,G,, )g, est le sous-groupe de H™ (G, ,k,G,,) laissé
invariant par 'opération de G, .

1. Le monoide des équivalences d’homotopie fibrées.

Les espaces considérés sont des ensembles simpliciaux de Kan.
Les fibrés notés X —> B,. sont des fibrés de Kan dont la fibre
et la base sont connexes et le groupe fondamental de la fibre
abélien.

Soient X; —> B (i = 1,2) deux fibrés. On note Sg (X, ..X;)
I’ensemble simplicial de Kan associé aux applications simpliciales
fibrées de X, dans X, induisant I'identité sur B. Un g-simplexe
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de Sg(X,,X,) est une application simpliciale fibrée du fibré
Aflg]xX, — Alg]xB dans le fibré Alg]xX, — Alg]lxB
au-dessus de I'identité.

Les opérations simpliciales de Sg(X, ,X,) sont induites
par celles de I’ensemble simplicial, noté S(X, ,X,), associé a
toutes les applications simpliciales de X; dans X, .

Si X=X; =X,, I'ensemble simplicial Sg(X, ,X,) sera
noté Sy(X) et I’ensemble simplicial associé aux sections du fibré
X—> B sera not¢ I'y(X). Une homotopie fibrée entre les
applications fibrées f,: X, —> X, (i=0,1) est un Il-simplexe
de Sp(X;,X,) qui induit f;, au-dessus du O-iéme sommet
de A[l] et f, au-dessusdu l-iéme sommetde A[l].

DEFINITION-NOTATION 1.1. — On note Ey(X) le sous ensemble
simplicial de Sg(X) dont les simplexes sont des équivalences
d’homotopie fibrées. On prend pour point-base de ce monoide
l'application identique de X.

Remarques 1.1.1. —Le monoide Ej(X) est une réunion de
composantes connexes de Sy (X).

1.1.2. — Bien que le type d’homotopie du monoide Eg(X) ne
dépende que de celui du fibré X —> B, le monoide n’est pas
“fonctoriel” en X.

1.1.3. — Soit X —> B un fibré, il existe un sous-fibré minimal
X'—> B qui est un rétracte par déformation du fibré X — B
[6]. Le type d’homotopie de Ej(X) est celui du groupe simplicial
Auty (X").

2. Suite spectrale associée au monoide
des équivalences d’homotopie fibrées.

Soient X —> B un fibré de fibre F et n un entier positif
ou nul. On considére X") — B le n-iéme systéme de Postnikov
fibré ; I’espace X est I’ensemble simplicial obtenu en quotientant
X par la relation d’équivalence suivante : deux simplexes de X
sont équivalents s’ils ont méme (n — 1)-iéme squelette et méme
projection sur B. Pour n <0 on a X™) = B. Dans le cas ou le
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fiboré X — B est minimal, il en est de méme pour les fibrations
X" — B et XM — XMy >n, [6).Dans ce cas, les
espaces B,X et F n'ont quun seul sommet, on notera
T(B) , me(X) , 7, (F) les groupes d’homotopie correspondants.

Les fibrés X{"*1) — X sont des fibrés dont la fibre est un
espace d’Eilenberg Mac Lane K(w,(F),n). Soient X —> B et
Y —> B deux fibrés, la projection X —> X induit un isomor-
phisme d’ensembles simpliciaux Sg XM ymy = Sp(X, Y(#))
([2] et [12]). Les monoides E;(X) et Eg (X(")) sont des composantes
connexes de Sy(X) et de Sp(X™)) respectivement. On en déduit :

PROPOSITION 2.1. — L application naturelle :
7:Eg(X) — Ez(X™)

est une fibration de Kan.

DEFINITION 2.2. — Etant donné une application X —> B et des
fibrés Y, —> X (i=1,2) on appellera B-isomorphisme du fibré
Y, — X sur le fibré Y, —> X un couple d’isomorphismes
f, & rendant commutatif le diagramme :

f

_—

1 2

Y Y
k_r

o

Lorsque g = 1y , ondira X-isomorphisme.

Le fibré X®**D — X™ peut étre identifié a un produit
tordu K(m, (F) ,n)Tx X ([6]) ou m, est une fonction tordante de
n

X™ dans le groupe simplicial des automorphismes de K(=,(F),n),
noté D(K(w,(F),n)). Comme ce groupe simplicial est isomorphe,
en tant qu’ensemble simplicial, a Autw, (F)xK(x, (F),n) ([6]),
on a 7, =(¢,,u,). Lapplication 7, induit donc une opération,
notée ¢,, de = (X) (isomorphe a 7r1(X(")) si n=22) sur
7,(F). Lorsque n =1, le groupe fondamental =, (X) opére sur
m, (F) par 'intermédiaire de m,(X) — m,(B).
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Les fibrés de fibre K(m,(F),n) et de base X™  sont
déterminés a un X -isomorphisme prés, par l'opération f,
de w,(X) sur «,(F) et par leur premiere obstruction, g
dans le (n + 1)-iéme groupe de cohomologie de X" 3 valeur
dans le systéeme de coefficients locaux ¢, qui vient d’étre défini
[6]. On note H:’n“(X("),wn(F)) ce groupe. La classe £

est appelée n-iéme invariant de Postnikov du fibré X —> B.

Le groupe w,(X) opérant sur m,(F), on désigne par
Aut 7, (F), (x) le sous-groupe des éléments de Autw,(F) inva-
riants par cette opération. Le groupe Autm,(F), , opére
alors sur Hy*'(X"™, 7, (F)) [4] et on notera Autm,(F), «x, ((n)
le sous-groupe laissant £ invariant.

Soit X —> B un fibré de Kan dont la fibre F et la base
sont connexes et dont le groupe fondamental de la fibre est abélien.

Considérons la filtration décroissante de m,(Eg(X)) définie
par les sous-groupes invariants :

3P m, (Ex (X)) = Ker[m, (Ey (X)) — m,(Ex(XP))].

A cette filtration, on associe le bigradué &?/FP*!; ces groupes
sont commutatifs sauf peut-étre pour n = 0. Ces données permettent
de construire la suite spectrale non abélienne limitée [4] du théoréme
2.3, théoréme dont on donnera les principales étapes de la démons-
tration au paragraphe 4. Les groupes de cohomologie considérés
sont a valeurs dans le systéeme de coefficients locaux t, défini
précédemment :

THEOREME 2.3. — Aux groupes d’homotopie du monoide des
équivalences d’homotopie fibrées de X au-dessus de l'identité de
B, on associe une suite spectrale non abélienne limitée de degré
total p + q < 1 et dont les termes initiaux vérifient :

i)pour p +q<0et2p+q=0:
B¢ = HP " (X, m, (F)
ii) pour p+q=0,p =1, on a la suite exacte :
0 — H, (XP 7, (F) — Ey~" — Autm,(F),, ), () — 1
iii) pour p+q=1:

E? 9 est l'ensemble des classes de X'P) -isomorphismes de
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fibrés de base XP) et de fibre K(m,(F),p), B-isomorphes au
+1) ) P

fibré X — X®) Ces termes sont des ensembles pointés

par la classe du fibré XP*D —s x(P)

En particulier si m,(F) =0 ona:

Epl’ P = H‘t’;l(x(p) s "p(F))/Aut ﬂp(F)"l(B) ’

Lorsque X est de dimension finie ou si les groupes
d’homotopie de la fibre sont nuls a partir d’'un certain rang, cette
suite spectrale converge, pour p +q <0, vers le bigradué
P Eg (X)/ P! m Ep(X).

Dans les termes Ef'~7 interviennent les n-iémes groupes
de cohomologie d’un n-iéme systéme de Postnikov fibré :

NoTATION 2.4. — Soit X un espace topologique et G un
groupe abélien. On note K"(X,G) le noyau du composé
naturel H*"(X, G) — Hom (H,(X),G) —— Hom (r,(X),G),
ou u est la projection naturelle et v est induit par l'application
d’Hurewicz.

PROPOSITION 2.5. — Soit X —> B un fibré de fibre F. Si
X désigne le n-iéme systéeme de Postnikov du fibré et
i*:H'(X,G) — H"(F,G) le morphisme induit par i: F — X
alors H"(X™) ,G) est I'image réciproque, notée K3(F,G), par
i* de K"(X,G).

Démonstration. — On considére la fibration X — X("). La
fibre F, est (n — 1)-connexe et m,(F,) = m,(F). On écrit la suite
exacte de cohomologie associée a la paire (X, F, ). La proposition
est alors une conséquence d’un résultat de Serre ([13, page 483]).

3. Groupes d’homotopie du groupe des B-automorphismes
d’un fibré minimal de fibre K(7 , n) (n > 0).

Nous allons calculer les groupes d’homotopie de Eg(X) dans
le cas ou X—> B est le fibré K(r,n)xB — B;m étant
T

un groupe abélien et 7 une fonction tordante de B dans
D(K(m,n)). On a donc 7=(t,u) avec t:B — Autnm et
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u:B— K(m,n). La fonction tordante 7 est représentée par
une section c:B—> K(m,n)xB et on note § la classe
de cette section dans H} "' (B, 7).

A toute section s de B dans K(1r,n)>t<B on associe un

automorphisme, noté f,, du fibré K(w, n));B —> B. De plus
si g est un automorphisme du fibré K(w,n)xB—— B, I’homo-

T
morphisme obtenu par restriction de g a la fibre est un élément,
noté j(g), de Aut .

ProrosiTION 3.1. — Soit K(1r,n)>T<B un produit tordu avec

T = (t ,u), défini par EGH,"”(B ,M). La suite de groupes simpli-
ciaux :

0— FB(K(w,n);CB) < AutBK(1r,n)3<B L Aut Mo @t 1

est exacte.

Remarque. — Si le produit tordu est principal i.e. t =0 (par
exemple si w,(B)=0), on retrouve la suite exacte [3]:
0 —> S;(B,K(m,n)) — Auty K(ﬂ,n);(B — Autrm, — 1.

Dans la proposition 3.1 linjectivité de i est évidente. Pour
démontrer l’exactitude en (i,j), on utilise un premier lemme
sur la structure des automorphismes fibrés de K(w,n) xB :

T

LEMME 3.2. — Tout automorphisme fibré g de K(w,n)x B— B

au-dessus de l'identité de B est de la forme g(w,b) = (aw + 3(b), b)
ou o =j(g) est un automorphisme de = invariant par l'opération
de m,(B) sur m et B(b) estun élémentde K(m,n).

On déduit ensuite que I'image de j est incluse dans Aut Mo (B), ¢
du lemme 3.2 et de :

LEMME 3.3. — Soit g:K(1r,n)>§B — K(1r,n)>r<B un B-iso-

morphisme défini par g(w,b) = (aw + B(b),b) ou o€ Autmw
et B:B—> K(m,n). L'invariant de Postnikov § associé au
fibré K(m , n)xB —> B est invariant pour l'opération de o sur
H*'B,m).
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Reste la surjectivité de j:soit o un élément de Aut Mo (B) ¢
on note également o« [Iapplication induite sur K(w,n); la
fonction u —ou détermine la classe §— af qui est nulle dans
H;’“(B,n). Par conséquent on a un isomorphisme de fibrés

h :K(ﬂ,n)(t,uﬁau)B — K(7r,n)tXB.

On pose  h(w,b)=(h(w,b),b). Considérons [Iapplication
g :K(m,n)xB — K(m, n)x B, définie par

g'w,b)=(aw +R(w,b)—w,b).
Cette application est simpliciale et j(g') =g

La longue suite exacte dhomotop1e associée a la fibration
de la proposition 3.1 donne :

COROLLAIRE 3.4. — Soit K(m, n)xB-* B un fibré, ou =
est un groupe abélien ; les groupes dhomotopze du groupe
Autg K(7, n)xB sont donnés par :

—si i#0 m(Auty K(r,n)xB)=H; " (B,m)
—si i=0 onalasuite exacte :

0— H'(B,m) — 1r0(AutBK(7r,n)3<B)——> Aut Teome— -

4. Démonstration du théoréme 2.3.

D’aprés la remarque 1.1.3., on peut supposer le fibré
X—— B minimal. De plus si p <gq on a la fibration de Kan
E; X9 — Eg (X??) de fibre é; 7 . Plus généralement on vérifie

PRrROPOSITION 4.1. — Pour p < q <r, on ala fibration de Kan :
r r q
&, — & p T &,

Rappelons que pour construire une suite spectrale non
abélienne, limitée, il faut se donner pour tout entier
n <0 et —o<p<g<+o, des objets H"(p, q) et des
fleches H'(p,q) — H'(p',q") pour p'<p et q'<q. Ces
objets sont des groupes pour n <0 et des ensembles pointés
pour n = 0. Une fléche entre deux groupes est un homomorphisme
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de groupes. Une fléche d’un groupe G dans un ensemble pointé M
est une opération de G sur M. Ces données vérifient en particulier :

DH'(p,q) — H'(p, q) est I’identité
2)pour —e<p<g<r<+o ona une longue suite exacte
limitée a droite
= HY @, H' @, ) — H'(,q)= H'™ ' (q,r)— ...
—H(@,n— Hp,q),
ces données vérifiant des conditions naturelles de transitivité,
Posons : H'(p, q) = ﬂ_n(g‘;) pour <0 —oo<p<g<+oo

H'(p »q) = Il’ensemble des classes de X7 )-isomorphismes
qui sont B-isomorphes au fibré X(?) — X®) |, point-base  de
H'(p, q) estla classe du fibré X(?) —s x(»)

On définit une opération de H(p »q) sur H'(g,r) en
associant a la classe du fibré Y —> X@) dans H'(q,r) etalaclasse
dans H°(p,q) de Iisomorphisme g, la classe dans H!(q,7r)
du fibré image réciproque g*Y — X(@) En prenant I'image du
point-base dans H'(g,r), cette opération induit une application
notée §° de H°(p,q) sur H'(q,r). La suite

0
H'(p,r) — H(p,q) —> Hl(g,r) — Hl(p,»)

est alors exacte. Les groupes H'(p,q) et les ensembles H'(p,q)
vérifient les axiomes nécessaires 2 la construction d’une suite
spectrale limitée commengant par :

EPT =WP"p,p+ 1) sip+qg<1

5
la différentielle d, : E?'9 — Ef"1:% est définie pour p+qg<o0
par 'opérateur 87*9 , associé au triple (p,p+1,p+2).

On va a présent calculer les groupes d’homotopie de Pespace
8,"'. Ona &' =E,  (XP*V).

Le fibré étant minimal, une équivalence d’homotopie est un
automorphisme de fibré [6]. L’espace 6:“ est donc identique
au groupe Autx(p) K(wp(F) ,0) X X®) on T, = (tp s up) est

T

p
une fonction tordante dont la classe est naturellement définie par
le fibré X — B,
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LEMME 4.2. — Ona:
DSil<i<p—1 HyX,m,F)=H, X?, x,(F)
ou t estle composé X —> X®)— Aut 1rp(F).
2)8ii=0,p=1 H X", 7,@)=n(F),, g
ou w,(F), g est le sousgroupe de m,(F) laissé invariant par
I'opérateur de w (B) sur n (F).

Ce lemme s’obtient en remarquant que [Dapplication
C(X) — C,.(X(‘p )) est surjective pour i=p—1 et est un
isomorphisme pour i <p — 1, ou C,(Y) est le complexe singulier
de Y.

Le calcul des termes Ef*? pour p + ¢ < 0 est une conséquence
du corollaire 3.4 et du lemme 4.2,

Il reste a calculer les termes H'(p,p + 1) dans le cas ou
m,(F) =0.

L’ensemble des classes de fibrés de base X®) et de fibre
K(m,(F),p) est isomorphe a [x®), WDK(1r (F),p)]. L’espace
classifiant WDK(1r (F),p) a une structure de fibré en groupes
(41: K@, (F),p + 1) — WDK(1r F),p)— K(Aut7,(F),1). Ce
fibré en groupes induit le fibré :

S(X®”, WDK(m, (F), p)—> S(X®’ ,K(Aut m,(F), 1)).
On en déduit la suite exacte d’homotopie :
Aut m, (F), i — HE'(XP), m (F) — [XP) , WDK(m,(F),p)]
— H'(X®, Aut 7, (F)).
On vérifie ainsi que

H'@,p+ 1) =H "X®?, ,F)Aut,(F)

m1(B)
Convergence de la suite spectrale :

Pour démontrer que la suite spectrale est convergente il suffit de
démontrer que la filtration est réguliére et que le terme EP'? est la
“limite” lorsque r tend vers + o du terme E?*? .

1) Sous les deux hypothéses du théoréme, la filtration est
réguliére :

On considére le cas ou la dimension de X est finie. L’application
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de Eg(X) dans Eg (X??) est la restriction de I'application de
Sg(X) dans Sy (X(p)) D’autre part Sy (X??) est isomorphe a
S (X, X®y. Le n-iéme groupe d’homotople de S;(X, X®)y
est identique a celui de Sg(X) pour p>n+d1mX Par
conséquent si {f } est un élément de 7,E;(X) nuldans m«Eg (X("))
il est nul dans 7, E;(X).

Si X—> B est tel que 7, (F) =0 pour i=>k, alors x®)
est isomorphe a X pour p=>k et&? m,Eg(X) =0 pour p=>k.

2) Le terme EP’? est la “limite” lorsque r tend vers + o du
terme EP'?

Si X est de dimension finie, I’'isomorphisme de
T_(p+a) (8’:) SUl T_ (p+q) (8$+r)

pour r>dimX —(2p +q) permet dans ce cas d’établir la
convergence, en utilisant 1 expression des termes E’? et EZ: 9 donnée
dans [4].

Si m(F)=0 pour i=>k, la différentielle d, est nulle pour
r assez grand.

5. Applications.

Dans ce paragraphe on donne une méthode de calcul des classes
d’équivalence &(X) = myEg(X) pour des espaces X n’ayant que
trois groupes d’homotopie, m,(X), non nuls pour i< dim X.
On obtient en particulier le calcul des classes d’équivalences
d’homotopie pour tous les CW complexes de dimension 4 simplement
connexes.

On étend au cas non simplement connexe un résultat de Shih
[12] et on généralise le résultat de Tsukiyama [14] au cas d’espaces
ayant trois groupes d’homotopie non nuls.

Si X —> B est un fibré dont la fibre F n’a que deux groupes
d’homotopie non nuls, soit m(F) =G, i=k,m et k<m. Si
i =1 on suppose de plus que le groupe G, est abélien. Dans ce cas
la suite spectrale (théoréme 4.1) n’a que deux colonnes non nulles
et on obtient par la méthode classique la suite exacte de Gysin :
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THEOREME 5.1 (Suite exacte de Gysin). — Soit X—— B un
fibré de Kan dont la fibre F et la base sont connexes la fibre n’ayant
que deux groupes d’homotopie non nuls ; soit T(F)=G, i=k,m
k <m. On suppose de plus que si i =1, le groupe G, est abélien.

Sous ces hypothéses, on a une suite exacte de Gysin :
. — m(Ey(X)) — HF'(B,G,) — HI ""'(X,G,,)
— m_(Eg(X) — ... — m,(E;(X)) — H~'(B,G,)
— E7""" — &;(X) — EbF — pmomr!

l'application H{"'(B,G,) — HI' ""!(X,G,) étant I

différentielle d, _, et les termes E7'~™ [E¥~* étant donnés par

les suites exactes de groupes :
0 — H' (X", G,) — E7""" — Aut(G,,), x);;, — O

0— Hf(B,Gk) — E’:'_k - Aut(Gk)"l(B)'El 0.

Remarque. — On a montré (proposition 2.5) que
H™ (X ,G)= K7 (X,G).

En prenant B réduit 4 un point, ce théoréme généralise le
résultat de Shih [12 corollaire 2] au cas non simplement connexe.
En effet dans ce cason a :

COROLLAIRE 5.2. —Si X est un CW complexe tel que
(X)) =G,,7r,X) = G, 1<m, mX)=0 sinon, et G,
étant un groupe abélien, on a la suite exacte :

I — HJ'(G, ,G,) — &X) — Aut(G,), ® Aut(G,)g, ,.

Soit X — B un fibré, on note g,g(X) le sous groupe de
&p(X) formé des équivalences d’homotopie qui induisent 'identité
sur les groupes d’homotopie de X. En appliquant le théoréme 5.1
on retrouve le résultat de Tsukiyama [14 ; théoréme 2.2].

COROLLAIRE 5.3.—Si X est un CW complexe n’ayant que
deun groupes dhomotopie non nuls w(X)=G, i=k,m
k<m ona & (X)=H" (G, ,k,G,,).

De plus, en utilisant le fait que &(X) = 8(X(N“)) sila
dimension de X est N [1 ;lemme 5.1] on démontre :



EQUIVALENCES D’HOMOTOPIE FIBREES 45

PROPOSITION 5.4. — Soit X un CW complexe de dimension
N n'ayant que trois groupes d’homotopie non nuls entre 1 et N:
7rs'(X) =G, s=j,k,mavec j<k<m<N:

i) Si 1 <j<k<m, onalasuite exacte :
H*~'(G,,j,G,) — H"X™,G, ) — & X)
— H*(G,,j,G,) — H"*'(X™,G,,).
i) Si j=1<k<m, legroupe G, opére sur n(X), on note
t cette opération. On a la suite exacte :
H-'(G,,G,) — H'X"™ ,G,)— &*X)— H'G,,G,)
— H "X, G,,).

ProrosiTION 5.5. — Soit X un CW complexe de dimension
N. On suppose que X n'a que trois groupes d’homotopie non nuls
entre 1 et N: wm(X)=G, avec s=1,k,m 1<k<m et
m <N, alors :

s

i) Si G, est un groupe abélien libre de rang n on a :
& X)=Hr X" ,G,,) pour k>n+ 1.

ii) Si G, est un groupe libre non abélienet k> 2 ona:

&*(X)=H"(G, ,k,G, ), ® H;(G, ,H""'(G, ,k,G,)).

Démonstration. — 1)Si G, est libre de rang n, les groupes
HP (G, , G) sont nuls pour p > n [5] soit Hf‘ l(Gl » G¢) = 0 pour
k > n + 1. On applique la proposition (5.4) dans ce cas.

ii) Si G, est libre, non abélien, et k> 2, ona H?(G,,G)=0
pour p > 1 [5] et donc on trouve &*(X) = HY xm | G,,). Dans
ce cas X =K(G,,k)xK(G,, 1) est fibré sur K(G,,1). La
suite spectrale de Serre de ce fibré dégénére et on déduit :

&*(X)=H{(G, ,H" (G, ,k,G,)) & H;(G, ,H" " '(G, ,k,G,)).
Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer que
Hf(G1 ,H" (G, , k,G,,)) =H" (G, k.G, g, -
COROLLAIRE 5.6. — Soit X un CW complexe de dimension 4,

simplement connexe. Posons G, = m(X) pour 2<i<4. Ona
la suite exacte :
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Hom(G, ,G,) — K*(X,G,) — &*(X) — K*(X,G,)
— H' (X, G,)
le groupe K" (X, G) étant le noyau du composé naturel :
H"(X,G) =~ Hom(H,(X),G) = Hom (m,(X), G)
(voir notation (2.4)).
Pour démontrer le corollaire, on applique le théoréme (5.1) au

fibré X6 — x3) = K(G, ,2) et on utilise Iisomorphisme
&(X) ~ &X*?) [1].
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