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GENERALISATION DES ALGEBRES
DE BEURLING

par Philippe TCHAMITCHIAN

Une propriété évidente de lespace L2Z(R") est la traduction
fonctionnelle du pavage de R" par les cubes Q + k, keZ" (Q est le
cube 0 < x; <1). A savoir L2R") = ¢*(Z"L*(Q)).

En fait, cette propriété s’étend aux espaces de Sobolev H*(R"), mais il
faut alors découper plus doucement f € H*(R"). Il existe @ € D(R") telle
‘que la norme de f dans H*(R") soit équivalente a la norme ¢2 de la suite

1f ()@ (x — Kl -

On généralise cette propriété en définissant les puzzles-/%. Pour cela,
on suppose donnés un espace fonctionnel @', au sens de Gel’fand, Shilov
et Vilenkin (voir [4]), et un sous-espace E, muni d’une norme invariante
par translation, dont la topologie est plus fine que celle induite par @'. E
sera toujours un espace de Banach.

DEeFINITION 0.1. — E est un puzzle-£? s'il existe @ e D(R") telle que

(1) VfeE, o(x)f(x)€eE,
(2) il existe une constante C > 1 telle que

é INE< X Ifex—hIE < ClflE.

keZ"

L’intérét de la notion de puzzle-/? réside dans la caractérisation des
multiplicateurs ponctuels qu’on peut en tirer.

ProposITION 0.1. — Soit E un puzzle-¢*. Il y a équivalence entre

(3) m: R* - C est un multiplicateur de E, c’est-a-dire que, si f€E,
alors m(x)f(x)€E, et |Im(x)f(x)lle < Cliflle-
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(4) m: R" - C est un multiplicateur local uniforme de E, c’est-a-dire
que pour tout compact K <= R", d’intérieur non vide, il existe C > 0 tel
que, si feE e SuppfcK, alors x-o>mx—t)f(x)eE et
Im(x—0)f (Xl < Cliflle, quel que soit teR".

On démontrera ce résultat plus loin (§ 2).

Parmi les espaces de Hilbert

A, = {fe V’(R”)/IR" If ®)Pw@) dg< +°0}’

certains sont des algebres lorsque la multiplication est le produit ponctuel
(o étant un poids, c’est-a-dire une fonction de R" dans [0,+ oo
localement intégrable). L’objectif de cet article est alors de savoir quand

ces algébres sont des puzzles-£2 (comme les algébres de Sobolev H*(R"),

n , .
s > —2—)- Le résultat obtenu est le suivant :

THEOREME 0.1. — Soit ® un poids tel que 'espace A, soit une algébre
(pour le produit ponctuel). Alors, les trois propositions suivantes sont
équivalentes .

(5) A, est un puzzle-£?

(6) les multiplicateurs de A, sont exactement les multiplicateurs locaux
uniformes ' :

(1) —°8e0® “’(f’l _eL!(R").

s (4P 2
Les premiers résultats dans cette direction viennent de larticle de
Beurling intitulé « Construction and analysis of some convolution

algebras », paru en 1964 ([1]). Beurling faisait les hypothéses suivantes
sur o:

® seL'RY)

9) 0E+n)'< CoEom)
(10) 1,1 < ¢
® *o S ©

(O]
(11) @) < CA+[EHN, ou N > 0.
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C’est I’hypothése (10), comme on le verra plus loin, qui implique que A,
soit une algeébre, tandis que I’ensemble des hypothéses entraine les
propriétés (5) et (6) (voir [1] et [3]). L’espace A,, lorsque o satisfait aux
conditions (8) a (11), est appelé algébre de Beurling. Les exemples les plus

connus sont les algébres H°(R"), ou s > g On peut aussi prendre
1
o) = (1+EH9 ... 1+EH™ ou a; > 5 pour tout i.

Le théoréme 0.1 est-il une généralisation effective des résultats de
Beurling ? C’est-a-dire, y a-t-il d’autres algebres que celles de Beurling qui
rentrent de maniére significative dans le cadre du théoréme 0.1? La
réponse, positive, est donnée dans le paragraphe qui suit. Nous
démontrerons ensuite le théoréme.

1. Structure d’algébre des espaces A, :
discussion des conditions de Beurling.

On peut alléger les conditions (8) a (11) de Beurling griace a la

ProposITION 1.1. — a) Soit ® un poids tel que A, ait une structure
d’algébre. Alors, o vérifie (8) et (9).
b) Soit ® un poids vérifiant (10). Alors, A, est une algébre.

Pour démontrer (8), on remarque que si A, est une algébre, la forme
multiplicative f — f(0) est continue, de sorte qu’on peut écrire
If O < Cliflla, (voir [7]), c’est-a-dire

1/2
[ 7@ <c(] r@roea)”.

Mettant L2(w(E) dt) et L2< o® 2’;) en dualité, on voit que (12) exprime

(12)

que leLz( ® d&), ce qui veut dire leL‘(R"‘

Pour prouver (9), il suffit, partant de || fgllx, < ClIfllallglla,, de faire

tendre |f]* et |g|> vers les masses de Dirac 8 et o, .
3 n

Enfin, pour pouver b), on considére f,geA,, et h=fg. On
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commence par écrire

h® = f FE—mEm dn,

puis on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz de la fagon suivante:

e <[ty (76wt )
lh®) <<an(§_ m o dn - If E=nIFlIE(M)I*0(E—n)eo(n) dn

On en déduit facilement, a partir de (10), que

_L.. h©)PE) & < CIAI ligll, -
a

Les conditions (8) et (9) n’impliquent pas que A, soit une algébre. Le
contre-exemple est le suivant: en dimension 1, prendre ®(f) = ¥, et

1 B

f@):ml—z);e >

- Alors, si g = f2, il est facile de voir que

ceg  -§

g() ?We )

ce qui prouve que gé¢A,.

(10) est donc plus fort que (8) et (9). Nous ne savons pas si (10) est
équivalente ou non au fait que A, soit une algébre. En revanche, on peut
voir tout de suite que (11) n’est pas nécessaire a cela, grice au critére
suivant.

ProposiTioNn 1.2. — Soit 6(p): [0, +oo[ = [0, + oo wune fonction
croissante de classe C!. Soit ® le poids de R" formé a partir de 0 en
posant (&) = e®® . Alors, I'une des deux conditions suivantes entraine que
o vérifie (10):

(13) %EL‘(R") et pb'(p) est borné
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(14) 0 est concave au voisinage de l'infini, et

+ o
J e—0(9)+90(p)pn—1 dp < + o0.
0

Supposons que o vérifie (13). D’aprés la croissance de 0, on a

LI A ~ (&~ ~6()
m*m(i)—Lne dn

o 5)
—8(n)) -8(g—n) (H
<<£ € dn+‘[ Ee dn)e
i<+ >
< 2“1' l(é).
ol ® \2

Or, en écrivant p8'(p) < C, on a

€] N B C
0(igh — 9(3) = ﬁil O'(p)dp < ,[;5' Edp = CLog2,

2 2
d’ou
1 1

1 1 +1
P ‘*6(5) <2 —" —(8).

o, ®

Si 0 vérifie (14), on commence par se ramener au cas ou 0 est concave
sur [0,+oo[: O'(p) est décroissant. Il faut prouver

j e~ OE=TD=8D+0(8D gy < C.
R'l
Posant |£| = o et |n| = p, on voit qu’il suffit de prouver

+ o0
J‘ e—e(la—pl)—0(9)+0(0)pn—l dp <C.
0

. . 1 ,
Grace a la croissance de 0 et au fait que ae L!(R" (conséquence de
(14)), on réduit l'intervalle d’intégration a [0, o], puis par symétrie a

(o} N ..
[0,5]- A ce moment-la, on écrit

8(c) — 8(c—p) < pd(c—p) < p8'(p),
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puisque 0’ est décroissante. On s’est finalement ramené a prouver

(4]
2
J‘ e—0(9)+p€(o)pn—1 dp < C,
0

quel que soit o, ce qui est exactement (14).
a

Voici quelques exemples de poids o vérifiant (13) ou (14), et donc
munissant A, d’une structure d’algebre :

a) o) = (1+]¢)?*: on retrouve le fait que H*(R") est une algébre si
et seulement si s > g

b) Les poids de Gevrey o(t) =™, ou a>0 et 0<b<1,

montrent que A, peut étre une algébre sans que « vérifie (11).
3]

¢) @, (E) = eloe@+R) et @,(E) = (1 +]E>)". On sait que (7) est
nécessaire pour que A, contienne des fonctions a support compact. ®, et
®, ne vérifiant pas (7), il existe des algébres A, ne contenant aucune
fonction a support compact, et méme (dans le cas de ®,) constituées de
fonctions analytiques.

2. Début de la démonstration du théoréme 0.1: (5) = (6) = (7).

Nous démontrons ici les implications faciles du théoréme. (5) = (6)
est une application directe de la proposition 0.1, que nous prouvons
maintenant. Soit donc E un puzzle-¢/2.

Le théoréme du graphe fermé et I'invariance de la norme de E par
translation montrent aussitot 'implication (3) = (4).

Réciproquement, soit m un multiplicateur local uniforme de E. Soit
¢ e D(R" vérifiant (1) et (2). Si feE, on peut écrire

Im(x)f (x)o(x—k)lle- < CIIf ()(x—k)lle

quel que soit ke Z". Utilisant (2), on a m(x)f(x)eE, et

ImC)fIIE < Cy X |Im(x)f () (x—k)lI

keZ

<G, kZ If e (x—k)IIE < C3lIfIIz-
ez
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Quant a la démonstration de (6) = (7), elle est simplement incluse
dans le fait que, pour qu’il existe des multiplicateurs locaux uniformes de
A,, il faut que A, contienne des fonctions a support compact.

La preuve de (7) = (5) est plus élaborée. Elle repose sur I’existence de
partitions de I'unit¢ dans A,. Cette existence est évidente quand ®
satisfait aux conditions de Beurling, grice a (11), puisqu’alors
DR" < A,. Quand (11) n’est plus vérifiée, il va falloir remplacer D(R")
par des classes non quasi-analytiques appropriées. C’est ce qui motive le
prochain paragraphe. '

3. Rapports entre les algébres A,
et les classes de fonctions de Denjoy-Carleman.

Si (M,),.n est une suite croissante log-convexe, on définit la classe
C,(M,) comme étant l'ensemble des fonctions feC*(R") pour
lesquelles il existe deux constantes A, et B, telles que

(15) VaeN", [|*fll, < ABIM,,.

La classe C,(M,) est non quasi-analytique, c’est-a-dire contient des

. . . . XM,
fonctions 4 support compact, si et seulement si Y, <+ ®©
p=0 Mp+ 1
(théoréme de Denjoy-Carleman). En fait, et c’est ce qui fait son intérét,
une classe C,(M,) non quasi-analytique contient des partitions de ’unité.
Nous donnons ici un lemme technique un petit peu plus précis, mais dont la

démonstration repose sur un principe général de construction.

LemmE 3.1. — Soit C,(M,) une classe non quasi-analytique. Quitte a
+ o 1
remplacer M, par C°M,, ou C > 0, on suppose que Y, M £ =<
p=0 pt1

Alors, il existe @€ C,(M,) telle que

227
(16) Supp ¢ = [— 5’3]

17) ¢ =1 sur [—%’%]
(18) Ya e N*, ||0°¢|l, < CM

19) ¥ o(x—k)=1.

keZ"

ot}
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11 est clair qu’il suffit de démontrer ce lemme en dimension 1. Pour cela,
_on procéde en deux temps.

I étape. Il existe  vérifiant (16), (17), (18). Selon Szolem
Mandelbrojt [5], on pose

sin u/2 ﬁ” sin p,u
b

1
Y(u) =—
T U 2o MU

. M N
ou p, = M P, et Y(x) = ¥(x).

p+1

. 1
Soit, si p > 0, §,(x) = o Lo (), et

+ ©

A=T[ (%8,) =38, %8, * -~ %38 % -

p=0

Alors,

V(x) = 5% * A(x) = L 5%(x—y) A(y) dy.

11
Puisque Supp A. = [— E’E]’ cela prouve (16). D’autre part, si |x| < % et
1 1
yeSuppA, alors |x—y| < 7 Par conséquent, si [|x] < 3’

Y(x) = f A(y)dy = 1, ce qui prouve (17).

Pour prouver (18), on écrit I’égalité de Parseval :

IW©@I3 = 2= J u?™¥ (u)? du

1 [sinu/2\? 1
S 2a -
2n L u 1!:2( ” ) pl:ll (l»lpu)z du

< 2 1 J (sin u/2>2 du
XTI A

V@I, < CM, .

soit
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2° étape. Construction de @. ¢ est définie par

. 21
0x) = ¥(x) si xe[_g,g]
0 =1 —Y(x—1) si xe[gg]

@(x) = 0 ailleurs.

Alors, @ e C*(R), et vérifie (16), (17), (18). De plus, par construction,

ox) + o(x—1) =1 si xe[—%,g], '

ce qui implique immédiatement (19).
O

Pour arriver a inclure dans une algébre A, une partition de I'unité,
donnée par une fonction ¢ vérifiant (19), il faut d’abord exprimer
'appartenance a une classe C,(M,) a l'aide de la transformation de
Fourier.

LeEMME 3.2. — Une fonction f e C,(M,) si et seulement s'il existe une
constante C, > 0 telle que

0) [ ren(E)az< +
R" f
e

ou 1(8) = supW-

peN

Soit f € C,(M,). En utilisant Parseval, on écrit les inégalités (15) sous
la forme, si a = (a,,...,a,) e N*:

J;n |f(§)|2§fu‘ e &iaﬂ d& < A}B;IGIMZ

o} ©
Développant [£[?7 = (82 + --- + E2)?, on en déduit
J I ©)I? €77 dE < AZB3Pn"M?Z,
Rn
d’ou

ey [ e g

B}"—WW d& < A}z—p .
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En sommant ces inégalités, il vient

2 3
(22 j lf (&)I’T(——r df < + oo.
R" an f &
La réciproque se fait en « remontant » le calcul. O

Remarque. — On utilisera plus tard le fait qu’on puisse prendre dans
(20), a partir de (15), C, = /2nB;.

Il ne reste plus maintenant qu’a lier les poids @ et T pour obtenir les
partitions de 'unité voulues dans A, .

LemMME 3.3. — Soit A, une algéebre dont le poids vérifie (7). Alors, il
existe une suite log-convexe (M,),.n telle que

2p
23) o) < Csup oy
peN Mp
+ o0 M l
2% P,
(24) LM, "6

ProposITION 3.1. — Soit A, une algébre dont le poids vérifie (7). Alors, il
existe @ € A, satisfaisant aux conditions (16), (17) et (19).

Pour démontrer le lemme 3.3, on pose ®(§) = sup w(n). Alors:
mi<kl

25) Log ®(8)

n+1

A+E?) 2

Admettons-le pour I'instant. Le lemme 3.3 découle aussitot du résultat
d’Ostrowsky, cité par Mandelbrojt ([5]), que nous présentons maintenant
en le précisant légérement.

e L'(R").

LemME 3.4. — Soit n(p): [0, + o[ — [0, + oo[ une fonction croissante
+
telle que j E%d p < + . Alors, il existe une suite croissante log-
1

convexe (M), telle que

p2?
(26) e"® < C sup

2
peN Mp

27 > M, ]

peNMp+l 6
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Dans la preuve de ce lemme, on peut toujours supposer m(0) =0,
n(e) <2 et = strictement croissante non bornée. On définit
Hi> Mz, ..., W, par les relations m(ep,) = 2p. La suite (u,),.n est
strictement croissante, tendant vers Iinfinii On pose M, =1,
M,=p;,...,1, si p=1. (M), est alors croissante log-convexe.

2

Soit 1(p) = 'sup M’

peN

set p > p, :il existe k tel que p e [p,, pe4+,]. Par

conséquent :

(ep)* F o 2k 24 nleng . p)
Wep) >3 > met 2 et =e ket t)
k Hi

d’ou t(ep) = e 2™, ce qui prouve (26).
+ 0 1

Pour démontrer (27), on écrit Y, =Yy —.
peN Mp+ 1 p=1Hp

+ o0 too ey + 1 1
J:, nézp) Z ‘n(p) >y 2p<__ )

(0] enp p p=1 e“'p el—lp+1

Par un réarrangement du type d’Abel, on obtient
+ 1 +
Z-—SEJ n(p)dp<+oo
pr=1 up 2 eny p

D’autre part, on a de fagon semblable

(1) ep'p eup+ 1

d’ou

\

+ o 1 e +°°1'C() 1
) —>§J Eap——.
p=lpp ey p 231

Quitte a remplacer n(p) par n(p) + A\/B , on voit facilement qu’on

A 1 s 1o, .
peut obtenir ) ll— > 3 Pour avoir I’égalité (27), il suffit de changer p,
p=1
+ 1
en op,, ou 1= 6 Z — (26) sera toujours vrai, puisque o < 1: le
p=1
lemme 3.4 est demontré.
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Il faut maintenant prouver (25). Posons logw(E) = O(E) et
log ®(&) = 8(¢). D’aprés (9), on peut imposer

(28) 8(E+m) < 6(8) + 8(n).

Grace a un argument utilisé par Beurling et Malliavin ([2]), on montre
qu’il existe C > 0 tel que

(29) 8(¢) < Clg|.

En effet, il existe a > 0 tel que ’ensemble F = {§ e R"/06(E)<a} soit de
mesure non nulle. Par conséquent, F — F contient une boule B F,O,%>,
ou keN. Utilisant (28), il vient successivement () < 2a si
&eB(&o,a, 0(E) <2ka si EeB(E,1), 0O(8) <2ka+ 0(%;) si
£ e B(0,1), et enfin (29).

Appelons e; le i-€me vecteur de base de R". Les relations (7), (28) et
(29) prouvent que, pour tout i

+aoe_ A
pdp<+oo et j ( pe')dp<+oo.

o 1+p?

Donc, si on pose A(p) = max {0(pe),8(—pe)}, on a

** AMp)
(30) L 1+p2dp<+oo.

La relation (25) sera démontrée dés qu’on aura prouvé

(31) 8(¢) < x(%) + 0808, ou b<l.

Voyons tout de suite la preuve de (25). Si keN, on appelle I, la
couronne {b*<|E|<b*"'}. Alors, (31) implique

L&) J”"‘"X(pﬁn) \ I B®)
Ll&l"“dgs A N
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Par sommation, il vient, d’aprés (30)

+ 00 6

) e < Z X(P/Zn)

< 4 o,

ce qui prouve (25).

I1 faut maintenant, pour terminer, montrer (31). Soit £ e R", et i, tel

2
que max & = §&2. Alors, & > |_§n|_’ d’ou il est facile de déduire que

I<ign

I&I 2 1y
|§ S| <IE(1-73) si & >0,
et
I€] 1 :
‘a+ <EP(1-57) s & <0
Appliquant alors (28)d & eta n = l—&Ie- oua n = — @e on trouve
2n ‘0 2n ‘o’
1
exactement (31), avec b2 =1 — —- |

4n?

La preuve de la proposition 3.1 est alors immédiate : soit (M,),.n une

suite vérifiant (23) et (24) pour le poids w(,/2n&). Soit alors ¢ € C,(M,)
vérifiant les relations (16) a (19). D’aprés le lemme 3.2, ¢ vérifie

également (20), avec C; = ,/2n (voir la remarque apres le lemme 3.2), ce
qui prouve, d’aprés (23), que @€eA,. O

Griace a cette proposition, nous pouvons maintenant terminer de
démontrer le théoréme (0.1).
4. Fin de la démonstration du théoréeme 0.1: (7) = (5).

Il nous faut trouver une fonction ¢ € D(R") telle que
(D) VfeA,, o(x)f(x)eA,,
(2) il existe C > 0 tel que

—é—||f|lim Z I/ x)e(x—RIZ, < CIAIZ,-
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Nous choisissons la fonction ¢ qui nous est donnée par la proposition 3.1.
Puisque A, est une algebre, (1) est aussitot vrai. Pour prouver (2), nous
utiliserons le lemme suivant, qui est, lui aussi, fondé sur I’égalité de

Parseval.

LeEMME 4.1 (Bourdaud et Meyer, communication orale). — Soit € A, .
Alors il existe C > 0 tel que, pour toute fe€A,,

(32) éllfllim < f IfCW =0l dt < CIIfIf, -

On part de

L N x =l de = f f

Intégrant le membre de droite d’abord par rapport a t, Iégalité de
Parseval permet d’écrire

2
L" e " fE—m(n) dn| o) d& dr.

j NGl de = @y f } j - mFoE) dg dn.

Il ne reste plus qu’a utiliser les deux relations ®(§) < w(§—n)o(n) et

o@E—n)
o) >
~ om)
Les inégalités de ce lemme sont une version continue des inégalités (2)
(dans lesquelles le paramétre est discret). On peut en fait établir
’équivalence des points de vue discret et continu sur la notion de puzzle-
Z%. La démonstration qui suit en découle directement.

pour obtenir (32). O

Soit feA,. Puisque ¢ vérifie(19), on a

f) =% fxo(x—k).

keZ®

On note K = [— %’%] le support de ¢, et on prend Y€ A, telle que

Yy =1 sur K — K (ce qui est possible d’apres le §3). Soit alors

F@©) = 3 If()0Gx—Rlia, Lirx(®)-

keZ
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Il est clair que
(33) J [F()* dt > Z Ifx)e(x— k)llA
k

D’autre part, on a

F@©) = Y If )G —kW(x—1)lla,Lesx ()

keZ"

< liolla, 2 If CONC—D)lla, Lesk @)-

kez®

Si j,keZ", les compacts j+ K et k + K sont disjoints dés que
ii—kil = 2 pour tout i. Par conséquent:

(34) J [F(0)|* dt < CJ IS W=D dt
R" R" ©
(32), (33) et (34) impliquent la premiére inégalité voulue :

2 If o=kl < CIfIL, -

keZ"

En sens inverse, on part de (32), qu’on écrit :

Y fe(x—kW(x— t) dr.

keZ"

(€8)) I3, < Cf

(l)

Si “t est fixe, f(x)o(x—kW(x—t) est non nul é condition que
ket + K — 2K. Ilexiste donc une constante C > 0 telle que, pour tout
teR":

Y f)e(x— k)\l!(x—t)

kez"

<C Zzn If @~k (x =9Iy

(!)

Intégrant cette expression en t, on trouve, avec (32) et (35), la deuxiéme
inégaliteé :

I, < C T I WoG=i,

La démonstration du théoréme (0.1) est ainsi achevée.
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5. Conséquences et applications du théoréme 0.1.

La structure d’algebre de A, dans le théoréme 0.1 permet de récrire la
caractérisation des multiplicateurs de A, en termes de fonction-test.

THEOREME 5.1. — Soit une algébre A, dont le poids verifie (7). Alors,
m: R" = C est un multiplicateur de A, si et seulement s'il existe ¢ € A,
@ =1 sur un voisinage de 0, telle que m(x)(x—t) € A, uniformément
par rapport a teR" (c’est-d-dire qu’il existe C >0 tel que
||m(x)(p(x—t)||Am < C pour tout t).

La condition est nécessaire d’aprés le théoréme du graphe fermé et
I'invariance par translation de la norme de A,. Réciproquement, on
désigne par K un compact voisinage de 0 sur lequel @ = 1. Alors, si
f€E et Supp f =« K, on a, si teR",

m(x—1)f(x) = m(x—1)o(x)f(x),

ce qui prouve que m(x—1)f(x) € A,, avec [m(x—)f (X)lla, < Cllflla,-
m est donc un multiplicateur local uniforme de A,, et il ne reste plus
qu’a appliquer le théoréme 0.1 a A, pour conclure.

Nous indiquons maintenant, sans démonstration, quelques développe-
ments du théoréme 0.1. Les démonstrations se trouvent dans [6].

Moyennant un approfondissement du lien entre les poids ® des
algebres A, etles poids 1 des classes C,(M,), le théoréme 5.1 peut, dans
certains cas, conduire a des caractérisations explicites des multiplicateurs de
A,. Par exemple pour les poids de Gevrey.

PROPOSITION 5.1. — Soit a> 0, belo,l[, et o) = ™. Alors,

m: R" - C est un multiplicateur de A, si et seulement s’il existe une suite
(sa)aeN" € /z(N") telle que

VaeN", sup |[lgq 1) (x) mX)ll; < &L,
teR"

1 1 lod
(et a, N2 (-0 205
ou L“'( lo! ) o abe) -

Le théoréme 0.1 permet aussi d’aller plus loin que les multiplicateurs :
vers les opérateurs pseudo-différentiels classiques. Rappelons comment
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sont définis ces opérateurs: si o(x,£): R* x R" - C est continue et si
feL?(R"), on pose '

o(x,D)f (x) = 2m)~" ,L" ¢ 4o(x,8)f (8) dé.

La continuité sur A, de ces opérateurs est décrite par le

THEOREME 5.2. — Soit ® un poids vérifiant (7) et (9). Soit p un autre
1
poids tel que ;eL‘(R"). On pose Q(x,t) = o(x)p(§). Pour qu’'un

opérateur pseudo-différentiel soit borné sur A, il suffit que son symbole
o(x,E) soit un multiplicateur de l'espace Aq(R"xR").

Par exemple, si, pour tout aoe{0,1}", x — dfo(x,§) est un
multiplicateur de A,, alors o(x,D) est borné sur A,.

Un.tel résultat est en fait une généralisation de résultats de Calderon et
Vaillancourt, prolongés par Coifman et Meyer, sur la continuité L? de ces
opérateurs, bien que L2?(R") ne soit pas une algébre (voir [3]).

Dans le méme ordre d’idées, on peut remarquer que les espaces H*(R"),

n . \
ou s < 7’ qui ne sont pas des algébres, ont une structure de puzzle-£2.
Cela suggére une extension du théoréme 0.1 aux espaces A, qui ne sont
pas des algebres.

Une semblable extension existe. On y remplace le fait que A, soit une
algébre par la condition de régularité suivante: si 6 = log ®,

(36) VteR", 0%(t) = sup |0(x+1t)—0(x)| < + ©.
xeR"
Cette condition est due a Beurling et Malliavin, qui ont montré que (36) et
(7), en dimension n = 1, entrainent que A, contient des fonctions a
support compact ([2]). En renforgant la condition (7), nous avons obtenu :

THEOREME 5.3. — Soit o vérifiant (36). Alors, A, est un puzzle-£?* si et

seulement si
(37 0 gy,
(+1g?) 2
Si (37) est vraie, alors les multiplicateurs de A, sont les multiplicateurs
locaux uniformes, d’aprés la proposition 0.1.
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