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CARACTERISATIONS DES ZEROS
DES FONCTIONS DE CERTAINES CLASSES
DE TYPE NEVANLINNA DANS LE BIDISQUE

par Philippe CHARPENTIER

I. ENONCE DES RESULTATS

Dans les domaines strictement pseudoconvexes et dans certains
domaines faiblement pseudoconvexes de C", on sait qu'une condi-
tion de croissance sur l’aire d’un sous-ensemble analytique du type

fwam(z)“da(z)<+oo, a=>1, ot 8,,(z) est la distance

de z au bord de @ et do la mesure d’aire sur I’ensemble analytique
permet de caractériser les zéros des fonctions de certaines classes
définies par une condition de croissance sur le logarithme du module
des fonctions (cf. H. Skoda [7], G.M. Henkin [5], G.M. Henkin et
S.V. Dautov [4], A. Bonami et Ph. Charpentier [1]).

Dans ce travail nous considérons ce probléme dans le cas du
bidisque D?: si X est un sous-ensemble analytique de dimension
pure 1 de D? et si doy est la mesure d’aire sur X, nous
considérons des conditions de croissance sur X de la forme

A(X,a)=j;)2 892 (2)doy (z) <+ o0, ou 8,52(z) est la

distance de z au bord de D? etou a > 0.

D’autre part, nous introduisons une famille de classes de fonc-
tions holomorphes dans D? définies par des conditions de crois-
sance du logarithme du module des fonctions.

Pour tout u > — 1, soit
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N, (D?*) =

% f holomorphes dans D? t.q. fD ,85p2(2) Log* | f(2)|d\(z2)< +oo§.
La classe limite lorsque u = — 1 est la classe de Nevanlinna du bord
de D*:

N(D?) =

zf holomorphes dans D? t.q. sup f ) Log* !f(rz)ldo(z)<+°°§ .
r<1 vabD

En considérant l’ensemble A = {(z,,z,) ED? t.q.z,| = |z, [}
nous définissons une autre famille de classes en posant pour tout
v>—1,

N,(4) =
f holomorphes dans D? t.q.J; 852 (z) Log® [f(2)do(z) < + oo; ,

ou 042 (z) désigne la distance de z au tore T2. La classe limite
de cette famille lorsque » = — 1 est naturellement la classe de
Nevanlinna usuelle du bidisque.

Les résultats sur les zéros des fonctions de ces différentes classes
que nous obtenons dans cet article sont les suivants.

THEOREME. — Soit a > — 1. Un sous-ensemble analytique X
de D? est l'ensemble des zéros d’une fonction de la classe Na(Dz)
si et seulement si A(X,a + 2) <+ oo,

La condition nécessaire de ce théoréme est une conséquence
immédiate d’un résultat de [2] (prop. 3, p. 41) ou il est dit que
les zéros des fonctions de la classe N(dD?) vérifient la condition
de Blaschke, c’est-da-dire A(X, 1) < + oo,

La condition suffisante pour étre un zéro d’une fonction de
N(8D?) que nous obtenons ici est malheureusement strictement
plus forte que la condition de Blaschke.

PROPOSITION 1. — Soit X un sous-ensemble analytique de D? .
Si il existe <1 tel que A(X,B) <+ o alors X est l’ensemble
des zéros d'une fonction de N(3D?).

Remarque. — On démontre en fait un résultat un peu plus fin :
soit _
=i 0, dz; x dz;

i,j
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le courant d’intégration sur X. Si les deux conditions suivantes sont
satisfaites,

AX, 1) <+ oo, et sz 872 (2) (10,, (z)] + 10,, (2)) < + oo,

alors X est ’ensemble des zéros d’une fonction de N(3D?).
L’existence d'un <1 tel que A(X,pB)<oo entraine les deux
conditions de ci-dessus, la réciproque étant naturellement fausse.

Le principal résultat de [2] montre que si X est I’ensemble
des zéros d’une fonction de N_(A), et si = i20,.1. dz, xdfl.
est le courant d’intégration sur X, alors on a

[ (1= 12,P)** 1 dB,, (z) < + oo
{I1z11<1z21}

et (I =z, *)**1 db,, (z) < + .
{i1zg1<1zy 1}

Les conditions suffisantes pour étre un zéro d’une fonction
de N_(A) que nous obtenons dans cet article sont strictement
plus fortes que la condition nécessaire ci-dessus.

ProrosiTION 2. — Soit a € ]—1,0]. Un sous-ensemble analytique
X de D? est un zéro d’une fonction de N, () s'il vérifie la condition
AX,a+ 1)< + oo,

Pour la classe de Nevanlinna usuelle du bidisque, c’est-a-dire
N(T?) =
%f, holomorphes dans D? t.q.Sup f: Log* | f(rz)|do(z) < + o g ,
r<1 VT

avec les notations précédentes, la condition nécessaire donnée dans [2]
pour que X soit 'ensemble des zéros d’une fonction de N(T?) est

do <+oo et
{lzll<lzzl} ”(Z) ¢ ‘/;I22I<Izll}

La condition suffisante que nous obtenons ici est encore une fois
strictement plus forte.

df,,(z) <+ .

PRrOPOSITION 3. — Soit X un sous-ensemble analytique de D? de
dimension pure 1, et soit doy la mesure d’aire sur X. Alors X est
l’ensemble des zéros d’une fonction de N(T?) s'il est daire finie,

c’est-d-dire si f2 doy(z) <+ o,
D
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Dans ce travail, nous démontrons donc les conditions suffisantes
du théoréme et des Propositions 1, 2 et 3. Nous utilisons pour cela la
méthode utilisée par les auteurs précédemment cités, c’est-a-dire la
méthode de P. Lelong de résolution de I’équation id0 (cf. [6]): si
@ est le courant d’intégration sur Iensemble analytique X, toute
solution u de I’équation id ou = 6 est de la forme u = Log | f| ou
f est holomorphe dans D?. Le probléme se raméne donc a résoudre
I’équation i0 du = 0 avec des estimation convenables.

Pour cela, on résout tout d’abord I’équation idw = 6 puis on
résout I'équation dU = w,; et on remarque que, du fait que 0 est
réel, u = 2 ReU vérifie io ou = 6.

Pour résoudre I’équation d nous utilisons les noyaux minimaux
donnés dans [3]: si f(§) = £,(§) d}_, + £, dfz est une (0,1)-forme
de classe C' dans D?, o-fermée, pour k= (k, k,) €E(R¥)?,
la fonction

(=18, 1P -

Uyt = g | Ao = Er e
(1 — 5,2 )2 =

+/;f2(21’§2) 0-2%5,2,)% (z; — $,) dg, adg,

— 18P\ k1= 15,2 Vke €y —20) 8K, — €2 —2p)

+— f) A 4
f ©n (l—flzl) 1_5'222) |§“2|4 J i
AdSy AdSy

1 2
|

(=15, 12y (=15, 15, —2,
+ — fi : — ¥
4112‘/1;2 (5‘)/\3 2(1 _g-lzl)kl (zy — 1) (l_fzzz)kz llf—zlz

ds,

T O I ¢ e T e TP

__k — —
=52 (g —8) (=82 g -z

de, b ade, adg,,

est la solution de I'équation 0U, =f qui est orthogonale aux
fonctions holomorphes dans

L2((1— 1z, Py 1™ (1 =z, )27 dn(z, , 2,))

Le plan de l'article est le suivant : dans un premier paragraphe,
on donne diverses estimations des noyaux apparaissant dans I’expres-
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sion de la solution minimale de I’équation 0. Dans le deuxiéme
paragraphe, nous donnons des estimations des ccefficients d’un
courant d’intégration vérifiant une condition du type de celles
considérées dans le théoréme et la proposition 1. Le troisiéme para-
graphe est consacré aux démonstrations du théoréme et de la propo-
sition 1. Enfin, la proposition 2 est démontrée au quatriéme paragra-
phe, et la proposition 3 au cinquiéme.

Notations. — Dans toute la suite, nous utilisons les notations
suivantes :

D={z€C tq. |z|<1}.

T={z€C tq. |z|=1} =0D.

D?* = {z=(z,,2,)€EC* tq. |z,1<1 et |z, <1} =D xD.
3D’ =Dx TUT x D.

A= {z=(zl,z.b,)€D2 t.q. lz,1 =1z, 1}.

8,p2(z) = min(1 — [z, >, 1 —|z,1*),z = (2, ,2,) ED?*.
8r2(z) = max(l — |z,*, 1 — |z,1*),z = (2, ,2,) ED?.
T,={z€C tq. |z| =¢t}.

D, = {z€C t.q. |z| <{t}.

Je remercie le referee de m’avoir signalé que les calculs delafin
du Lemme 15 que je donnais dans le manuscrit original n’étaient
pas optimum, ce qui a permis d’améliorer la proposition 3.

II. DEMONSTRATION DES RESULTATS

1. Estimations des noyaux du 9.

Pour simplifier les notations, posons :

(1= 1§12k
(T=5,2)" G, %)

H1(§,2)=H1(§19zi)= d{pi=l,2;
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=18, P, A= 185P , € —2))dE, — €, —2,) dE) .
K(§,z)=(l_§_121) (1 ) o Adg, AdE, ;

—§7
i S L AN L 1
=5z @ =) 1=z He—zp

L(¢,.2)= dS; Adt, Adg,
i,j=1,2,i#j.
Dans les diverses majorations d’intégrales que nous aurons a
faire tout au long de cet article, nous utiliserons constamment le
changement de variables suivant : si (n,§) € D?, posons u = 1—[§?,
1
v=1—In, 6==|Amg %IE[O, 1]. Alors, si d\ est la
4
T
mesure de Lebesgue dans D, on a dA(n) = Edv df, et, pour

Inl+181>6 >0, a des constantes multiplicatives prés (dépen-
dant de §), ona |1 —¢n|l~u+v+0 et |n—&l=~lu—v|+80.

LEMME 1. a) Pour 0 <a<k;, ona
j;) (1 = 1z,)*~ 1H;§;, z)1 dN(z) < C(A —[§,17)*,
ou C ne dépend que de a et k,.
b) [ (5, 2)1do(z) <C, C ne dépendant que de k.

c)Pour k; > 1, et r>1,0na

[ Gl <0 — 5
; »Z; Z;) & —
fai<r} P i (= 1§ + 1=y

ou C ne dépend que de k.
d) Pour 0<a<k;,etr<l1, ona

[ (1= 1z,)* = [H,(§;, 2,1 dN(z;)
{iziy1>r}

< C min((1 — |§*)*, (1 —r*)®),
C ne dépendant que de a et k;.

Les estimations a) et b) de ce lemme sont classiques.

Démontrons c). On peut naturellement supposer que r est
voisin de 1, et par suite, il suffit d’intégrer sur I’ensemble
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{0<8<|zl<r}. Enposantalors u =1 — [§|?, v=1—|z;]* et

1 z
6 = ;r_ Arg?’ > on est ramené a montrer la majoration suivante
i
u*i dv do u*
f Kk <C 24k—1
6<€l0,1) (u+v+0)’(lu—v|+0) (u+l—r)’
ve[1—r2,1)

Enposant v = ux, 6 = uy, cette majoration se raméne a

udxdy u
I= <C .
fye[o,%] A+x+l—xl+y @+1—m"

2
xe[l L ’}—]
u u

2

ki

1—r

Si < 2 on majore en intégrant sur [0,o[?> ce qui donne

u
i
uk — 2

L 1l=r B
w+1—r)f 1 Si » > 2, on majore I par

I<Cu<cC3¥

u dxdy < uki
< —.
ki+1 (u +1 - rz)ki 1

Y yelo,+ = (1 +x+y)

I<C
1—r2
x

e

s+ o©

Pour montrer d), on remarque que, si r est petit, la majoration
résulte du a), et, si r > 6 > 0, le changement de variables précédent
nous rameéne a voir que :

x* 1 dxd
=y f L - 4
se0 28] A+x + ML —x1+)
yElo. =l < Cmin@®, (1 — 2)%).
o1l =r 1 . L, 2
Si = By on majore par Cu® en intégrant sur [0, + oo[*
u
— 2 1
et si < — on majore par
u 2
x*ldxd
y<cus [ 2 cca-ryr.
YEIO, + =l (1+ )%

xe o, 1=r
u
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LEMME 2. — a) Pout 0 < a <min(k,, k,), ona:
fD , 8,02@° 1 IK(E, ) dN2) SCB8_, (),

ou |K(§,z)| désigne le module de l'une quelconque des composantes
de K et C ne dépend que de o, k, et k,.

b) f \ IK(,2)Ido(z) < C, C ne dépendant que de k, et k, .
D

Pour démontrer le a), il suffit de voir que
(1= 1§, 1)1 (1 = [§,12)*2
11—z, 1" 11 =3,2,1%2 1§ — 22
(¢
<C35 L)

Pour cela nous coupons cette intégrale en trois morceaux
IQ)<I, +1, +1;: I, i=1, 2 correspond & l'intégration réduite
a D*n {lz;l <8} (6 >0 petit) et I, a lintégration réduite a
D? N {|z,| > 8} N {lz,| > 8}. Les majorationsde I, et I, sont trés
simples: & étant fixé > 0, pour j# i, ona, i =1, 2,

=/, .00

—_ 2ya—-1 — 20\ kj
L<cU—igmt (1= iz P)*= (A — 1)

p%n {1zj1< 8} 1 _?,.Z,- Iki I$ —Z|3

an(z)

— 1, 12ye—1 _ 21 kj
<C( — |§1)M szi)f‘ (1 a1 )‘ (1 —1§,12)" dr
P o =Tzl 0 + 18—z,

et, en utilisant le Lemme 1, a), il vient,

L<CA— 15" A = I5P)* <C8__, (¢

Majorons maintenant la derniére intégrale

8, 2@ (1 =I5, (1= 15,1
I, =

—J.2 — — dn(z).
DN {izy1>8}n {1z51>6} 1 —§121 |"l 11— §2221k2 It — z|?

Compte-tenu du domaine d’intégration de I;, sionpose y,=1— |§'I,|2 ,
1 z

y=1—|z*, 6,=— IArg -E'— , la majoration cherchée est équiva-
L 1

lente a la majoration suivante :
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[min(, , v,)]* ™ uft ul? dv, db, dv, do,

3
(o, (g +vy +6.)" (uy +v, + 82)"2 [y =yl + 6, +lu, = 0,1 +6,1°

< C min(uy*, u3) .
Compte-tenu de la symétrie, il suffit de considérer le cas u, <u,:

posons alors v, = u;x;, 0, = w,y,, i = 1,2; il vient

(min(u, x,,u,x,)1* ! ufu? dx, dy, dx, dy,

I <
3 )
(o, +=r* (I +x +y,) (1 +x2+y2)k2 [, (11— xy 1 +y1) +u (11 — x50 + )PP
wtl 2 x§~1 dx, dy, dx, dy,
= “1 “2 { <u2 } 2 3
X —X
15,72 A +x, +yl)"l a+x, +y2)"2 [2 u (11 —x,l"‘yg):l
i=1
4yt 2 x5~ dx, dy, dx, dy,
u; Uy uy 3 3
{x2<“—2xl} (1+x, +y1)kl (I +x, +y2)k2 [Z (11 — x| +y1):|
=, +],. i=1

Majorons séparément J, et J,:
u x®Vdx dy, dx

Jl<“‘:—lf 1 1 1 %%2
U; Yo, +w(3

u 2
(1+x, "'yl)kl a+x)2 | 2L —x1+y)+11—x,|
u,

x3~Vdx, dy,

o, +=12 (1+x, +y )1 (11 =x,|+y,)

<uf

roye f xy~ldx, dy, dx,
22} (I+x, +y )P (I +x,)2x, (11 —x, [ +y,)

<Cuf, pour k, >0,0<a<k,.

u
Majorons maintenant J,: en posant x, =— x, ¢, il vient,
u
A u
avecD =u, (|1 —x, |+ y,)+u, (Il ——u—l- x, tl+y2) s
2

I < u*?u, x§t*ldx, dy, dtdy,
2

1,71,72)€l0,+ 3 (1+x, +y)1 D?
t€o,1]
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u 2
— 1
-4 (3)
u,

(x1,Y1)€[0.+°°[2

x§t* Vdx, dy, dt

u u 2
(I+x, +y)r | =2 —x, | +y )+ 11— x 1]
1 1 u u 1
2

tefo,1] 2
x$dx, dy
<Cu® f ]
xp€lz,+=f (I+x, +y )1 (11 —x,|+y,)?
€0, +o
nElo =l x®t* Vdx, dy, dt
+ ub 1\2
' frelo,lm (1+x, +y) (Il—xll+yl +5>
x1€[0,2] ,
YIE[0, + o |
u x{~Vdx, dy, ds
+Cu"‘l-—1 : .

u €l—1,1 u 2
: :le[o,zl] (1+x, +y,)" [ : (Il_xll+yl)+lsq
yElo,+= | e

<Cuf, pour 0<a<k,.

Montrons maintenant la seconde partie du lemme 2. Il faut voir
que

(=18, P (1 =g, 1P)F2
f do(z)<C.

pxT |1=5,z, [F1|1=§, z,1*2 |§ =2
On peut restreindre le domaine d’intégration a
DxTnN {|z,| > 8},

lintégration sur D x TN {|z,| <8} étant majorée grice au
Lemme 1, b). Avec les notations précédentes, on se raméne a
voir que :

f uktu¥2 dv, dg, do, <c

0,18 () +ov, +6,) (uy +0,)° [(lu, —v,1+6,) +(u, +0,)]?
Le méme changement de variable que précédemment nous améne
a montrer la majoration suivante :
u, dx, dy, dy,

<
Uy Ylo+= (1 +x, +y)1 (1 +y,)2D?

ou D=(ll—xll+y, +~:—2(1 +y2),
1
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ce qui s’'obtient immédiatement en intégrant d’abord par rapport
ax, ety,.

LEMME 3. — a) Pour 0 <a<min(k,,k,)— 1, et pour
i=1,2,0ona:

szswz (2)* 7V IL(E,2)1dN(z) < C 8yp2 (D)%,

ou C ne dépend que de o, k, et k,’
b) f IL($,z)Ido(z)<C, C ne dépendant que de
3D2

ky>1et k,>1.
¢) Pour 0 < a <min(k, ,k,) etpour i = 1,2, ona

fAst (2)* N IL(§,2) | < C8ypa (1,

ou A= {(zl,zz)ED2 t.q. [z,1=1z,1} et C ne dépend que
de k,, k, et a.
Montronsle a) pour i = 1:
(=15, BT A =15, 227 g, — 2,12

11 =82, Iz, —§, 111 =5, 2,)2" [§ —2z 2
< Céypa (D).

Comme dans le lemme précédent, on découpe le domaine d’inté-

gration en trois morceaux, D, N{|z,| <8}, D, N{lz,| <38} et

D, N{lz,| > 8} N {lz,|>38}, ou & est fixé assez petit. Les

intégrales sur les deux premiers domaines se majorent facilement

(Lemme 1, a)). Considérons donc !’intégrale sur le troisiéme

domaine. Avec les mémes notations que dans la démonstration
du lemme précédent, il suffit de montrer la majoration suivante :

’

1€) = [ pora ()*" )

[min(v, ,v,)1* " uft uf2="! (lu, —v,| +6,)* dv, d§, dv, do,

0,11 (uy +vy +0,)1 (luy —v, 1 +6,) (u, +v, +6,)2"! i (lu; —v;l +6,)°
i=1

< Cmin(u$ ,u%).
Enposant v; = u;x; et 0, = w;y;, i=1,2,ilvient :

I'< . _
[min(u, x, , 4, %,)1% u ul (11 —x,| +y,)* dx, dy, dx, dy,

i) 2
(0,424 (1 +3; +¥ )V (11 —x, 1+ 3 ) (1 +x, + 3,027 Y w11 — x| +y,)?
i=1
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=u® x3H (11 —x,| + y,)? dx,dy,dx,dy,
{x1<-:—:x2} a +x, +yl)kl (1 "'xli +y1)(l +X2 +y2)k2+l D
-ngﬁ X370 (11 =x,l +3,)? dx,dy dx,dy,

u u
2 {"2<;i"1} a+x, "'yl)k1 (1—x1+y) (1 +x, +y2)k2“ D
u
=J, +1,, Ol:lD=(71‘)2 (1 —xl|+yl)2 + (l1 —x2|+y2)2.
2

Supposons tout d’abord u, <u,: on a immédiatement

5, <us f x§~1 dx, dy, dx,dy,

4= (1 +x, +y)P(1=—x,1+y)+x, +y,)2"!

< Cuf,
pour 0 < a < min(k,, k,) —1; d’autre part, en faisant le changement

u
de variable x, == x,¢ il vient
2
a
I, <us 2 i s
Uy [0,+°°[3 (l+x, +y,) ! (ll_x1|+y|)(l +y2

y<a+t

<Cuf,

pour 0 <a < min(k,,k,) — 1.

. u .
Supposons maintenant u#, < u, : en posant x, =—% x,t, il
Uy

vient :
1< 3 AT s
(vrxi‘éz[z).el[]o#rul (1 +:_:xzt +}’1) l ( 1 _:—:le +y1) A +x+y) 7"
<us x5 t*~! dt dy, dx, dy,
21} 1+ x, + )
4y x5 1>~ dt dx, dy, dy,

2
< u
i<t} (ll——?-xzt +y1) (1 +x, +y,)%"
Uy
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u -1
x3t*! Log |1—=2%x,t| dtdx, dy,
<Cud +ul e
2 2 ky+1
{-sz2<2} ¢ +x, + ;) .
1
u
x3t27! | Log (1 —=2x,t | dtdx, dy,
+ u§ e
u A+ x, + y,)*!
{;}x2>2} 272
x§ (Log x,)?* dx, d
<Cug +Cus s (Qogxs) P dyy ¢y

{x;>2} (I+x, + yz)k2“
pour 0 <a < min(k,, k,) — 1.
U,\2
Enfin, si D = (|1 —x, | +,)? +(—ui) (11 =x,1 +,)?
1
1, = Uy x371( = x,l + y,)? dx, dy, dx,dy,
“UNo =t (L kx )T (11— x 1+ y ) (L +x, +,)27 D

u, x5 = x,l + p,)? dx, dy, dr
<Cuf —=

u o3 U2\
1ol g +x, +yp) 2" [rz + (;'2-) (11 = x,l +y2)2:|
1

x|l —x,] + dx, d
<cu [ 2 (L7 x,l y:) 2 P2 < Ccug,
(0, +=[? 1+ x, +y,)*"!
pour 0 < @ <min(k,,k,) — 1.

Démontrons maintenant le b) pour i = 1:

J.

IL,¢,2)ldoGz) =1, <C, et [ |L,(§,2)do(z) =1, <C.
DxT

TxD

Ona

L= [ (1= 15 P A =157 do2)
D

T 1=z, 8, =2, 11— 82,27 g =z

Pintégrale restreinte au domaine D x T N {|z,| < 8} se majore aisé-
ment (Lemme 1,b), il suffit donc de considérer I'intégrale réduite a
D x TN {|z,| > &} . En faisant les deux changements de variables déja
utilisés dans les calculs précédents, on se raméne & montrer que
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. _u, dx, dy,dy,
== <C
UL (L4x, +y,)f (1 —x 0 +y,) (1 +9,)271D
X u,\ 2
ouv,D=(|l—x1I+yl)2+(u—2) (I +y,)%.
1
Or,
u drdy
<=2 f .
u o [2 U\2
roler=1% g +y2)"2"1[ r+ (—u—z-) a +y2)2]
1
dx, dy,
+C <¢

(enyp—a,0i>1} (L +x, +y ¥t (1 —x,|+y,)?
pour min(k, ,k,) > 1.
D’autre part,

(=15, Y (1= 15,27 5, — 2,
L=/

& k1t1 = +1
TxD Il—glz” 1 |1—§'222|"2 K—'zlz

do(z),

(=15, ¥ (1= (g, 122!
I, < — = do(z),
2 Jrxp 11=F,z, 1P (1 =8, 2, [F2*?

et un calcul trés simple donne aussitdt I, <C pour min(k, ,k,)>1.
Démontrons enfin le ¢) pour i = 1:

- 12, )7 (L= 15, YT (= 18,27 1, — 2,
)

- - do(z)
11 =Tz, 1z, — ¢ 111 = 8,292 g —z)?

<C8yp2 (2)*7!.
Comme dans les calculs précédents, nous coupons le domaine
d’intégration en deux, I<I, +I,, en intégrant tout d’abord
sur AN{|z,|=|z,| <8} puis sur AN{lz,|=[z,|>8} .
La premiére intégrale se majore aisément

— 2\ya—1
L <Cl -5, BF (-5t f U)oy

Dn{lzll<6}b 12y — 4|
<CU— 5 ) =g, )2
<Cop2 (5)* 1, pour 0 < a < min(k, ,k,).
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Majorons enfin I, : en utilisant les mémes changements de
variables qu’auparavant on se raméne i voir la majoration suivante :

. v Y ukr k2= (lu, —v|+6,)2 dvde, dd,
=

2
10133 (u, v +6,)! (luy, —vl+8,) (uy +v+0,)2" Y (lu;—vl +6,)
i=1

< C(min(u, ,u,))*!.

Supposons tout d’abord u, <u,; en faisant le changement de
variables v = u,x, 6, =u, y;, i = 1, 2, il vient :

-1
[ < yo-t (ﬁz_)kz—l x* ldxdy,
2 S Uy »

o[2 u k
O by —x 4 yy(2 +x)?
1

x*~Ydxdy
<ui~!? f p .
(0,+=(2 (1+x+y )"t (Il —x|+y,)

<Cup!
pour 0 < a < min(k, ,k,).
Supposons maintenant 4, <u,: en posant v =u,x,

3

) u 2 .
0, =u,y,, il vient, avec D =(I—l —x| +y1) +(1—xi+y,)?
Uy

1 = ug=i ()" x4~ (11 —x|+,)* dx dy, dy,
o Uy [o,+o[3/ U, k1 |4y Ko+l
._+x+yl) (——x +yl (l+x+y2) D
Uy Uy
<Cug-? x*~!dxdy,
ug- f

{I:—:—xlwl <12} (

u
L —x| +yl) (1 +x)*2
Uz

x* (11 =x|+y,)
+ud! dxdy, dy,

u 2
' {l,:a"‘|*“>"’}( < —x|+y,) @ +x+y)e
2 u,
. dx dy,
<cugmt f —_—
u
= e
{L‘2 xl+yl|<l/2} u, x|+yl

x* ' (11—x|+y,)dxdy, dy,

+auz=t |

w[3 1 2
[0, + 1 (E +J’1) (1 +x+3’2)k2+l
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<Cug~', pour 0 <a<min(k,,k,).

Nous aurons encore besoin d’une autre estimation de ces noyaux.

LEMME 1. — Soit f une fonction continue dans D*. Alors
les intégrates [ FOH,(5,2)aN (&), [ FEIK(E,2)dNE),
f JSEOLE,2DdNE), on K, est la iéme composante
D
de K, i= 1,2, sontdes fonctions continues dans D? .

En effet, montrons par exemple ce lemme pour les noyaux
A(¢,z)=K,(¢,2) ou Li(¢,z). En tout point z,€D?, A({,z)
est continu en z pour presque tout ¢{E€D?. Alors, d’aprés le
théoréme de Vitali (cf. J. Neveu, Théorie des probabilités, Prop.
I1.5.4), il suffit de vérifier que la famille de fonctions { — A({,z),
z €ED?, est équi-intégrable sur D? c’est-d-dire que

lim sip IAGS, 2)ldA(E) = 0.

€20 ,ep2 Y p2n {IA(,2)I> 1€}
Mais ceci est évident car

C C
I§—z? lz; = §,i 18—z 1>

Remarque. — Des calculs plus-précis montrent facilement que
les noyaux K; et L, envoient L~ (D?) dans I’espace de Lipschitz
Ha(Dz) pour o < 1. Naturellement une telle estimation n’est pas
valable pour les noyaux H;. En fait si f est une (0, 1)-forme
9-fermée dans D? qui n’est pas continue dans D?, il n’y a pas
nécessairement de solution de I’équation du = f qui est continue
dans D?. Considérons par exemple la forme f(§) = h(§‘2)d§'—l
ou h(§,) est holomorphe dans D. On a bien 3f =0 dans D?.
Supposons qu’il existe # continue dans D? solution de I’équation
du = f. Comme 5’1 h(§,) est aussi une solution de cette équation,
on peut appliquer la formule de Cauchy en §, a la fonction
holomorphe §, —> u({,,§,) —-fl h($,), ce qui donne pour

1
¢, €D, Efr u(t,.t,)dg, = h(§,). 1l en résulte que k, doit

IK;(§,2)I <

et |L,(§:Z)I <

étre continue dans D, c’est-a-dire que f doit étre continue dans D? .
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2. Estimations des coefficients d’un courant d’intégration
vérifiant une condition de croissance .

Soit ;
0 =i[0,,dz, Adz, +0,,dz, rdz, +0,,dz, ndz, + 0,,dz, Adz,]
un courant positif fermé de bidegré (1, 1) dans D? . Pour tout >0,
posons A(0,a) = j{;2 8, 52(2)% (04,(2) + 0,,(2)) < + oo

LEMME 5. — Soit 0 le courant d’intégration sur un sous-ensemble
analytique de dimension pure 1 de D?.

a) Soit o> 1. Il existe C> 0 ne dépendant que de o, telle
que :

(11— |22|2)a—1 (1= 1z,») (6,,(z) + 16,,N<CA(0,q),
’ {lzll< Izzl}

(1= 12,27 (1= 12,7) (6,,(2) + 16,,(2)) SCA (6, ).
{1za1< 1241}

b) Il existe une constante absolue C > 0 telle que :

(1 —1z,*)0,,(2) + f (1 = 12,09 0,,(z) <SCA(6,1).
{lz11< 1221} {1z21< 1211}

c) Soit B€]0,1[. Il existe C> 0 ne dépendant que de @3,
telle que :

(1= 12,1%) 16, @) +f{ (1= Iz,)10,,)I < C A(0.5).

{Iz11< 1221} 1291< 24
En effet, régularisons tout d’abord 6 en posant

6°@) =0 *x)(1—e)z),

z
ou x.(z) = e x (—) » X étant une fonction radiale positive de
€

classe C~, d’intégrale 1 et a support dans {|z| < 1/2}. Un calcul
fait dans [1] montre que pour ©« > 0 ona

Sup [, 8,20 (05,2 + 05,(:) M) <CA G, w),
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C étant une constante indépendante de €. Soit ¢, une fonction
plurisousharmonique C” dans D? solution de I’équation id 3, = 0° .

On remarque tout d’abord que, d’aprés les résultats de [2], la
finitude de A(0,,1) équivaut a I'existence d’un majorant pour les

intégrales f 2 ¢.(2) d\(z), r < 1. Plus précisément, dans [2] (p. 40
3D

r

et lemme 2) on montre les formules suivantes (pour 1/2 <r < 1):

j;Dz 0.(2) do(z)=2_[l/'2 t dt (j;3 0@ do@) + [ e ()dot)

’ 3D7 2
rd
vaf" S(f, 0@+ a@) . O
12 ¢ D}

r

tdt (‘/;3 ¢ (2) do(z)) = ('rz—z——;-)fz ¢.(2) do(z)

1/2 Ti2

r

t du
+8 ), rar S b ( fD o, 0@ d0G) + fT o, 02® do(2)) .

(2)

Appliquons maintenant la formule de Jensen en une variable tout
d’abord par rapport & z, puis par rapport a z, ; il vient pour

-;—<r<l:

0@ do2) + [ (2)do(2)
(D,\Dllz)xT, T,xD,

= (-’22-—%) [ e@di+ [ e@do@

Ty2xT, Ty/2xD,
r t du
+ do(z,) tdt — | 6:{(2)dn(z,)
[r, 2 ‘/;/2 /;/2 u ‘/1;“ " !

r du R
+ fD ’ dA(z,) fl T fD u 05,(2) dN(z,) ,
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[ e@d@+ | ¢, (z) do(z)

Dr"Tr Tr"(Dr\Dl/z)

-/  ewwor (5-1) [ a@de

DrXTllz TYXT1/2

+f o) [ ' %(/'D 05,(2) dN(z;)

1/2

+fTr do(z,) f’ tdt f' —‘j—:ifD 03,(2) d\(z,) .

1/2 1/2 u

Quitte a rajouter une constante 3 ., on peut supposer que

) ¢ (z)do(z) = 0. Alors les égalités ci-dessus, (1), (2) et la
Ti2
plurisousharmonicité de ¢, entrainent qu’il existe une constante

absolue C telle que pour i— <r<1,ona

¢ —12,)? 05,) do@) + [ | (r — Iz,1) 65,(2) ()
D,xT, D,

+J

(r — 12,1)? 05,(2) do(z) + f , 120 03,(z) d\(2)
T,xD, “ Dy

<cf " ar ( f (65,2) + 05,@) @) .

1/2

Le b) du lemme 5 se déduit aussitot de cette inégalité en faisant
r = 1 puis en faisant tendre € vers zéro.

D’autre part, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne (|z,| < |z,l)

(lzgl - Izl |)

(|22| - Izl I) |0;1(z)| < (11— |22|)B

05,(2) + (1 — Iz,))° 05,(2) ,
il vient donc

— 05 d\
"/;lzll<|22|}ﬁ{—:<|22|<l}(Izzl IZID‘ 21(Z)I (Z)

1 dr 2 ne
< 34 (1 —r)f fDrxTr = la)" 05 () dotz) )

+ (1 =z, 65, (z) dA(2).

{iz11<1z21}
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1
En rerr!arquant que |05, (z2)| < E (09, (z) +6%,(z)) implique

f (1 — 1z, 1) 165, (z)| d\(z)

{lz11<lz41}

1
< ng, 8ap2 (2) (65, (2) + 65, (2)) dA(2),

on voit que le c¢) du lemme 5 résulte aussitot de (3) et (4) en faisant
un passage alalimite lorsque € — 0.

Montrons enfin la premiére inégalité de a) du lemme 5
en multipliant les deux membres de (3) par (1 —r)*~2 et en
intégrant par rapport a4 r entre 3/4 et 1, il vient

1_ o — 2 — 2 ge
‘l{|21|<|22|}ﬂ{%<|22|<1}( lzzl) (lzzl Iz‘l) 0“ (Z)dA(Z)

+ (I =1z, D* 7 Iz, 1 — |z, 1) 6%, (z) d\(2)

‘/;Izll<lzzl} 2 2 191
SCA@M¢,a0) SCA(B, ),

d’ou on déduit :

f (1—=1z,D*"2 (1 — |z, )? 65, (2) d\(2)
{1z11<1z21}
+ L= 1z =1 (] — .
'/{vlzll<lzz|}( lzzl) a 'zll)en (z)d\(z)
<CA@,®). )

De plus I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
(=12, D*7 A =1z, 105, (D) < A —1z,D* 72 (1 — |z, ])? 6%, (2)
+(1—z,)* 05, (2),
d’ou on déduit :
[ (1= 12,071 (1 = 12,1) 105, ()1 dN(2) S CA(6, ).
{Iz1 1<lza1} (6)
Un passage a la limite lorsque € —> 0 donne l’inégalité

cherchée, la seconde inégalit€é du a) se montre de la méme maniére
en échangeant z, et z, .
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3. Démonstrations du théoréme et de la proposition 1.

La démonstration des conditions suffisantes du théoréme et
de la proposition 1 suit pas a pas celle donnée dans [1].
2

Soit 6=i 2, 0, dz, ndz; le courant d’intégration
ij=1

sur un sous-ensemble analytique de Dz, et, comme dans le
paragraphe précédent, pour a > 0, posons

A, o) = [8,02(2) (0, (2) + 0, (2).
Il s’agit de démontrer le lemme suivant.

LEMME 6. —a) Soit a>1. Si A@,a) <+ o, jl existe
une fonction plurisousharmonique u dans D?*, solution de

l’équation i0 du = 0, telle que _/1;2 8,p2 )72 lu(z)| dA(z)< oo .

b) Supposons qu’il existe BE]0,1[ tel que A(0,B) < + oo,
Alors il existe une fonction plurisousharmonique u dans D?
solution de l'équation id ou = 0, telle que

sup [ lu(rz)|do(z) < + oo,
r<i1 aD2

Commengons tout d’abord par régulariser le courant 6 par
convolution en posant 6¢ = (6 x x,.) (1 —€)z), ou

X, (z) = ¢! x(%)

x étant une fonction radiale de classe C”, d’intégrale 1 et a
support dans la boule {|z|<1/2}. Alors O‘GC“’(-D-i), et un
calcul fait dans [1] montre que 6°€ satisfait aux mémes estimations
que 0 :

sup ‘/;2 8,p2(2)* (05,(2) + 05, (2))dN(z) <CA@®,w),

e>0
pour a > 0, C étant une constante indépendante de €.

Le lemme 5 entraine donc les estimations suivantes pour 6°€ :
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Si A@,a) <+ avec > 1, ona:

sup A(0¢,a) < + oo,
e>0

7 1— 2\a-1 1— 2 ¢
™ [ sup f{mmm}( 12, 12)*~ 1 (1= |z, *) (6% (2)
+ 165, () dN(z) < + o,

sup [ (=12, ) (1= [z, ) (6% ()
e>0 " {lz11<iz21}
+ 1605, (2)1) d\(z) < + o0

Sidpe€]0,1[ telque A(B,B) <+ o, ona
sup A(0°,1) <+ oo,

e>0
su 1= 1z, 12) (0¢
@) { oo f{,,l,«m}( 12, 12) (6%, (2)
+ 105, (z) ) dN(z) < + oo,
1— 2y (g¢
S0 f{,,2,<lz”}< 12, ) (85, (2)
+ 109, (z)DdN(z) < + o,

Ensuite nous tronquons 6¢ au voisinage de I'origine : si u est
une solution de iddu = 0¢ dans B = {]z]| < 1/2} et si ¢ est une
fonction C™ 4 support compact dans B et valant 1 au voisinage
de l’origine, nous posons u§ = gu, et 0¢% = g¢ — i00uf . Il est
évident que 0°¢? vérifie les mémes estimations (7) et (8) que 6¢.

On résout maintenant I’équation id 5u§ = 0¢? de la maniére
habituelle ([1], [7]). On résout tout d’abord idw<* = 0¢? par
homotopie, puis, du fait que 0¢? est réel, on remarque que
we? = wg? —ws? , on résout ensuite 9U; =wg? , et on a
us = 2ReUj.

Puisque 6¢? est nul au voisinage de l’origine, pour résoudre
idw®? = 6°? on peut prendre I’homotopie classique de Poincaré
(cf. [1], [7]). Alors wf,fl est continue dans D? et vérifie les
estimations suivantes :
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Si A@,a) <+ o0 avec x> 1, ona:

sup L8502 (@)1 (Uwg2), | + 10052, D dN(z) <+ o0,

9 1=z, P)* "2 (1 —lz,

©) <es;1[; f{m'%'}( 1z, )72 (1 — |z, |?)
(Wl )y 1dN(z) < + =,

1— 2\a—2 1— 2

GSBI()) f{lzz|<|21|}( IZI‘ ) ( lzzl )
[(wg2)), 1 dN(z) < + oo

Si 3€]0,1[ telque A(0,B) <+ o=, ona

Sup j,;2|(W5,21)11 + (W), ldN(z) < + o0,
e>0

10\ sup [ (1= 1z, 2) I(wg?),1dN(z) < + o0,
e>0 DxT

sup [ (1= 12,1) (w2, dN(z) < + .
e>0 TxD

Ces estimations s’obtiennent trés facilement par un calcul
analogue a celui fait par H. Skoda dans le lemme 3.1 du chapitre II
de [7].

On résout ensuite 1'équation 9Uj; = w§? en utilisant les
noyaux donnant les solutions minimales et que nous avons
rappelés dans l’introduction

1
Us(2) = 5— [ w2, (84,20 H, (6,2, a6 ad,
Al )
+ 21_"‘/1‘) (Wg,zl)z (z,,§)H, (8, ,2,)dS, ~dE,

7 b () AR, 2)

1
o L Wi ) A (6D (5,20

=1, +L +1, +1,.

Alors Uj est continue dans ]-)—2 (Lemme 4), et de plus, pour
k, et k, assez grands:
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Si A@,a) <+ o avec x> 1,

sup flﬂa;‘,;z (2) 1U3(2)1dN(z) < + o0, (11

€e>0

Si 3B8€]0,1[ telque A(0,B) <+ oo,

sup 1U5(2)1dN(z) < + oo, (12)
e>0 aD2

En effet, les majorations des intégrales I; et I, résultent
aussitdt des hypothéses (9) et (10) et des lemmes 2 et 3. Les

majorations de I, et I, se déduisent du lemme 1 : lorsque
a>1,ona:

fpt@m@iaa < [ AP el
+ (I =1z, »*7* I (z)| =1} +1}.
{lz11<1z 1}

il <fD(1 —Iz,%)* 7% d\(z,)

Lo miaco] [ spiae]|

(1 — 15,1k
(A= 15,2 +1 =z, !

<C (a- li-’2|2)0‘—2 I(Wg,zl)l 1$1,25)1
D2

dN(§;) AN(zZ,)

<cC (=12, 7 (1 = 15,2 W), (€5 25)1dN(E,) AA(S )
{1511<1z41}

» 1—| |2 a— 1- I |2 —a+

re ( z, ) 2 ( §y )kl 1
{lz21<izy} M1 — 1§, P +1—1z,[? L~ 18P+ 1—z,?

A =15, P71 IwE2)), (8 .22)1dN(E,) dA(z,).

Ce qui, d’aprés (9) donne la majoration cherchée puisque

1 1"!22[2
dans {|z,|<|[§;]} on a =< " 2<1 et
1— ¢ l2 2 l—_l;ll +1—l22|
! < 1. D’autre part,
1_|§1I2+1_,z2|2
1§<j;dx(z2)

00201 G2 el [

1z11>1z9 I}

a- lzllz)a_zmx(fx ’zl)ld)‘(zl)] i

< C [ 802 (515 2)" 7 0w, (8, 2,)1dA(E,) dN(z,),
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ce qui donne finalement la majoration pour I, lorsque a> 1.

L’estimation de (12) est immédiate pour I,; d’aprés le
lemme 1l,0na:

[ m@lde@<C [ =150, € .2p)ldo(zy) dAG,),
DxT DxT

J

IL,(2)1do(2)<C [ (W), (5, ,2;)1dN(E,) dN(z,);
TxD D2

ce qui d’aprés (10) donne le résultat.

Les majorations de I, se font naturellement de maniére
identique.

Finalement u_ = u{ +uj est une fonction plurisoushar-
monique dans D? solution de id du, = 0° telle que:

Si A(@,a)< + o avec a>1,

sup fma‘;,;}(z) lu,(z)| d\(z) < + oo

€e>0
Si B€]0,1[ telque A(0,B) <+ oo,

Sup sup f lu,(rz)ldo(z) <+oo.
e>0 r<1 aD2
On en déduit le lemme 6 par un argument classique de familles
normales (cf. [7], p. 286) en faisant tendre € vers zéro.

Remarque. — La démonstration de la proposition 1 que nous
venons de donner montre qu’un sous-ensemble analytique de D?,
de courant d’intégration 6, est I’ensemble des zéros d’une
fonction de la classe N(3dD?) s’il vérifie les trois conditions
suivantes :

A@,1) <+, f (I—1z,?) (0, (2)+ 10, (z)N<+oo,
{|21|<|22|}
et,

I (1= 12,%) (05 (2) + 10,3 (2)) < + oo,
{1z21<Izy1}

En utilisant le b) du Lemme 5 et en remarquant que 6, =0,,,
on voit que ces conditions sont équivalentes aux deux suivantes :

DAG, )< +oo
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(ii) fz 872 (2) (10,5, (2)1 +10,,(2)) < + oo.
D

Nous avons vu que s’il existe §E€]0, 1[ telque A(6 ,B) <+ oo,
alors ces deux conditions sont satisfaites. En général la finitude
d’'un A(0,B) n’est pas nécessaire pour avoir (i) et (ii). Par exemple
si D’ensemble analytique ne dépend que d’une variable (i.e.
0=6,,dz, ndzy ou 0=80,,dz, rndz,), la condition (ii)
est trivialement satisfaite. Un exemple différent est fourni par
une variété symétrique en z, et z,: si on prend pour ensemble

analytique X = U X; ou
1

X, = {(z,,2,)€ED? tq. z, +2z, =2q,},

avec ¢,€D et lim |g;/=1, on voit aisément que A0, 1) <oo

i—> o
équivaut a Dz6.|.2(z)(6u(z)+()zz(z))<+°° et par suite

la condition (ii) est une conséquence de la condition (i).

4. Démonstration de la proposition 2.

Le principe de la démonstration de la proposition 2 est le méme
que celui des démonstrations du théoréme et de la proposition 1, mais
la technique est un peu plus compliquée car les noyaux du ? ne
peuvent pas se majorer directement.

Avec les notations introduites précédemment, et notamment
A(6, a), nous allons donc montrer le lemme suivant.

2 —
LEMME 7. — Soit a€10,1]. 6 =i Y 0, dz,ndz; étant le
1,j=1
courant d’intégration sur un sous-ensemble analytique complexe de D?,
si A(0, o) < + oo, il existe une fonction plurisousharmonique u dans
D?, solution de l’équation id du = 0 telle que

j; 5:3'(2) lu(z)| do(z) < + oo,

ou A= {(z,,2,) €D? t.q. |z,| = |z,]}.
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Comme dans le paragraphe précédent, nous régularisons le courant

6 par convolution, ce qui nous donne des courants positifs 8¢ € C*(D?)
tels que

supf 2(2)(0 11@) +05,(2)d\(z) SCA@B,a) <+ . (13)
€>0 D

Nous résolvons ensuite I'équation idw = 6¢ dans la boule

1

= < =
§|zl 2

» puis, ¢ étant une fonction C* 4 support compact

dans B et valant 1 au voisinage de ’origine nous posons wl¢ = pw.
Posons 02%¢ = 0° — idw'¢. 0%¢ est fermé, nul au voisinage de I’origine
et vérifie I'estimation (13) satisfaite par 6¢. Nous résolvons alors
I’équation idw?¢ = 6%¢ en utilisant I’homotopie de Poincaré. Alors, si
on pose w¢ = w!'¢ + w2?¢  on a idw® = 0¢ et de plus on a I’esti-
mation suivante

sup [, 825" (@) W@l d\@) < + o, (14)
€e>0

ou |we(z)| désigne le module de I'une quelconque des composantes
de we.

Comme précédemment, w® sécrit w® = wg, — Wo 15 Wg,y est
a- fermée et si 9U® = w§ ,, alors u, = 2ReU® est une solution de
io au = 6. Nous résolvons donc l’équatlon 2 4 laide des noyaux
minimaux, c’est-a-dire que nous posons

. 1 —
U(2) =% fD We )y Gps2) H (8, 2,) A8, A dE,
b [ Wi Gy ) Gy 2 0, £ d
2in Iy, Wo,l)z’zu 2) 1,3(8,, 2, 2 AdS,

+

1
7 ), W) AKG,2)
D

1
—szz W, (§) A (L, 2) — Ly (&, 2)). (15)

L’essentiel de la démonstration du lemme 7 va consister a établir
la majoration suivante.
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LEMME 8. — Sous les hypothéses du lemme 7, et avec les nota-
tions précédentes, en posant u, = U® + U* = 2 ReU*, u,_ est une
fonction plurisousharmonique dans D? solution de id 5ue = 0¢, et
qui vérifie l’estimation suivante :

sup f
€>0 A

Posons Uf(z) = Uj(2) + Uj(z) + U3(z) + Ug(z), ou les Uj(z)
représentent les quatre intégrales apparaissant dans I’expression (15) de
U¢(z).

Remarquons tout de suite que, d’apres (14), le lemme 3 ¢) donne
aussitdt la majoration souhaitée pour Uj :

{1241=12,1} 72 (2) lu (@)l do(z) < + oo.
{zg=12s

sup 72 (2) [U3(2)] do(z) < + oo, (16)

€>0 YA

Majorons maintenant u}(z) = 2 ReUj(z) : puisque le noyau H,
résout I’équation 9 dans le disque unité du plan complexe, on a
aUs _

—L= (w§ ), ; or, de léquation id(w§, —wg,)=06° on tire

0z,
oe 2R ] ( € ) ; t a2u€l pe
= e — (w , par conséquent, on a3 ——— = )
11 2z, 011> P q 3z, 0z, 11

qui montre que u! et par suite u!* = sup(u!, 0) sont des fonctions
continues dans D? et sousharmoniques en z, . Alors

ce

[ 851 @ ul (@) dotz)
A

1
<c [ a-ryrtrarf ul*(re'®1, re'*2) b, db
o [ 2 € > 1 2

0,27]
1
<c [ a—=—rtrar ul*(e1, re'®2)d6, a6
j; /;0,2n]2 ¢ ! 2
1
<cf Q-—=rm"'rdr [US(e'1, re'®2)| do, db
J, Sz 1Y 1 40;

<C [ U= lzP! g, N,

la derniére inégalité résultant du b) du lemme 1. En remarquant que
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a—1€1-1,0] entraine (1 — |z,/*)*7' < 6"‘ (z), pour z€D?,
d’aprés (14), on a

sup fA 835 ' () ul*(2) do(z) < + oo, (17)

De la méme maniére, on montre que
sup fA 8%51(2) u2*(z) do(z) < + oo, (18)
ol u?* = (2ReUS)".

Nous allons maintenant estimer u2(z)=2ReUj(z): on a

12 %, (3'-1 ";1)‘1;—2 "‘(—fz "?2)‘1{:1

1§31 \ky, 1= 185
UG = —
3(2) f wo l(g)/\(l“ﬁﬂ) (1_§2Z2) I —z1*
A d§1 /\d§2
) =15, Pk 118,17
[ Woa() » (1 —) (1 w)
- |1 —Ifllz 1 I—E’ZIZ "2] . (??—?2)dﬁ AdSy AdE,
l_flzl 1“?222 |§—Z|4
L3P ey [1=185Py 5, — 230, — (R, —2) 6,

+\/1;2 wo,1(5) A

1—¢,2,

1—5,2, 1&E—z*

AdE, AdS,
= [ W6 AK€+ w16 AKy(,2) = 05,0+ U 2),

ou on a posé

1€, 12 118,12
,6.0- | () (22

_ ‘1 LU L L ] €1 —z)df; — (5 —2) 4, i, nd,.
1—¢,2, 1-¢,2, 1§ —z1*
et
_ L=183 Pay [t = 1865 e, Gy —2))dE, —(, —2,)dE,
K,,2) = _1 kll _2 ky (8, —2,)dS, (42 2z 1/\d§_l AdE, .
1-¢,2, |1—§222 I§—zl
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U$,(z) se majore facilement.

LEMME 9. — Soit 0 < a <min(k, ,k,)—1, «a€]0,1]. Alors
ona

fa°-‘(z)|K,(§,z)|do(z)< 8552 (%),

ou C ne dépend que de o ,k, et k,, et |K,(§,2) désigne le
module de 'une quelconque des composantes de K, .

En effet,on a
(=18, P (1 =15, 12)*2
=8z, F7 1 1=8, 2,2 15—z
=15 2)Fr (1 =[5, 12)%2

M=%z, F 118,z 2% [§—2z)?

IK,(§,2)I<C

=CK}(5,2) +CK2(¢,2).

Majorons par exemple I’intégrale

1= [ 802G ' Ki (. 2)do(2).

Comme dans les majorations du paragraphe 2, on découpe le domaine
d’intégration en deux morceaux : AN{|z,|<8}, AN{|z,|>8}.

L’intégration sur le premier morceau se majore immédia-
tement, considérons simplement l’intégration sur le second mor-
ceau de la méme maniére que dans le paragraphe 2, en posant

1
Arg

v=1—|z,2=1—|z,1*, 0 Arg— 0,
1 2 1 §1 §2

u; = l—-|§'i|2, i=1,2, 1la majoratlon cherchée pour 1 se
rameéne a4 la majoration suivante :

. f v* 1 ukt uk2 dudd, de,

0413 @y +v+0, Y1 (uy +v+0,)2 (Ju; —vI+6, + |u, —v|+06,)

a—1

< Cmax(uy™!,uy™1).

Enposant v =u,x, 6, =u,y,, ilvient,

u
avec D = |1 —x| +y, + |2 —xl+y,,
u,
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J o ot (H2)e2 x*~Vdxdy, dy,
= (2"
o4=(2 +x+y1)kl+l<& +x+y2)"2 D2
Uy

a—1

f x*~Vaxdy,
o+=12 (1+x+y )1 (|1 —x|+y,)

Le lemme 9 et (14) montrent que, sous les hypothéses du
lemme 8, on a

sup [ 852 @105 (@)1 do(z) < + ==, (19)

k, et k, étant assez grands.

Majorons maintenant Re U3,(z): remarquons tout d’abord
que si on pose

1_|§l|2

1_?121

1165 |, &, adg, +3F, adi,

1§ —z?

ky

w@®,2)=w§ ,(§) A

1_?222

la formule de Stokes appliquée a w(¢,z) dans D? donne
immédiatement :

1= 18,03k, |1 = 18,02k, 48, AL, +dE, A dT

Ue@) = [ awg, ) n |——" | — 2
D 1-§,z, 1—-¢,2, I$—z|

1—1¢, 12 1—18,12 dt, AdT, +dt, AT
“p2 1—-¢,2, 1-§,2, 1§ —zI

En notant alors que 2 Re(i aw;, 1) = 0¢, et que le noyau

1— 1§, 2k [1=18,%|*2 a8, adE, +dE, ad,

— 1z, 1—-%,2, 1§ = zI?
est positif (donc réel), il vient
lu3?(z)| = | 2 Re U‘;(Z)I

1=15P°" @
< 0¢ —2 20
f ! G)II §1 1 ll—§222 1§ —zI? 20

. 1—=18, 2% 1= |5, 1%] %2 d\(§)

+ 2_/;)2 'W0,1(§)| lag “ l_-—‘?—lzl Il _?222 'g__ le )
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ou, lorsque 7 est une forme, |n| désigne le module de I'une quel-
conque de ses composantes.

Posons
l__ 2( k1 1__ 2 (k2 1
Ky, 2) = | L 15, =
1—=¢,z, 1—¢,2, [¢— z|
1 — 2| k1 1 — 21k2 1
ST (1T 1.y [
1—§121 1_§222 lf_zl
Alors

LemMmE 10. — Soit 0 < a <min(k,, k,) — 1, «€]0,1]. Alors,
0 [ 853 @K, 2 dot) < C 8,0,

b) fA 853" @ K3 (5, 2) doz) < C8373(5),

ou C est une constante qui ne dépend que de «, k, et k,.

Montrons tout d’abord le a) : comme dans le lemme 9, on découpe
le domaine d’intégration en deux morceaux ; I'intégration sur le premier
morceau se majore sans difficultés (en utilisant par exemple lemme 1,
a)), et, en utilisant les changements de variables habituels pour I'inté-
grale sur le dernier morceau, on se raméne 4 montrer la majoration
suivante :

I=f pe-1 uf‘ u’zC2 dv do, db,
(011% (uy +v +0) (uy + v+ 6,)°2 (luy— vl +6, + [u, —v| +6,)?

< Cmin(u$, u3).

Compte-tenu de la symétrie, il nous suffit de considérer le cas u; <u,:
en posant alors v = u,x, 6, =u,y;, i =1, 2, ilvient

uy\k2
, I<u‘;‘(——
uy
f x*ldxdy, dy,
3 % 2
0, +oof u 2
[ a +x+y1)k‘(—2+x +y2) (Il —x| +y, 2 x +y2)
u, U
x*1dxd
< uf f 1 <Cuf.

o+=2 (1+x + )M (11 —xI +p)
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Montrons enfin le b) du lemme 10, ona
K3 (5, 2)
kq—1 k k Ky—
< C[ 111 S i S ¢ 11 Ml ¢ Gl Vi } |

=k =k Tk =k
=520 D=5 8 =21 1=z 11—zl 2 1§ — 2

et vérifions par exemple que
(=18, (1= 15,1

=%z, 1" 11 =85,z g — 22

— -1 _
J= fA 5% @) do(z) <C 8°75(%).
Comme dans tous les calculs précédents, la majoration la moins évi-
dente se situe lorsque I’on intégre sur A N {|z,| > 8} , et dans ce cas,

le méme changement de variable que précédemment nous raméne a
voir que

j, = f 3 i vty 1! u’;: dv db, do,
17 (u, +v +60,)"! (u, +v+6,)"% (lu,— v+ 6, + lu, —v|+6,)
< C max(uf™", ug™!
Or, en posant v = u;x, 0, = u,y;, i = 1,2, ilvient,

u
avec D= [l—x|+y, + |2 —x|+y,
U,

J < ua—l(ﬁ)kz x*Vdx dy, dy,
1S Uy

’ u k
“ (l+;x+yl)kl(—2+x+y2>2 D?
u

3
[0, +[

x*~!dx dy,

<u§!
k
o, 4= (1+x+y) ' (l1—x|+y)

<Cuft.

Ainsi, sous les hypothéses du lemme 8, (14), (20) et le lemme 10
montrent que

sup fA 5251 (2) 143 (2)] do(z) < + . Q1)
Alors, (16), (17), (18), (19) et (21) donnent

sup _//; 852" (@) u; (z) do(z) < + oo,

€>0

o u} = max(u,,0). Comptetenu de la plurisousharmonicité de u,
ceci acheve de démontrer le lemme 8.
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Pour achever la démonstration du lemme 7, et donc de la propo-
sition 2 il n’y a plus qu’a faire un passage a la limite faible lorsque
€ — 0 ce qui ne présente aucune difficulté.

5. Démonstration de la proposition 3.

La démonstration est, dans son principe général, la méme que
pour les résultats précédents, mais ici la difficulté n’est pas dans la
majoration des noyaux du 3 mais dans obtention d’une estimation
pour la résolution du d. Pour lever cette difficulté on reprend une
idée de N. Varopoulos [8].

11 s’agit de démontrer le lemme suivant.

2
LEMME 11. — Soit 0 =i 2, 6, dz; Ad_z_,. le courant d’inté-
1,j=1
gration sur un sous-ensemble analy tique complexe de D*. Si

fD L 04, (@) + 0,,(@) <+ o0,

alors il existe une fonction plurisousharmonique u dans D? solution
de l’équation id 0u = 6 telle que

Sup lu(rz)| do(z) < + oo,
0<rl1 vYy2

Les estimations des noyaux du 9 dont nous allons avoir besoin
sont faciles a obtenir.

LEMME 12. — Supposons min(k,, k,) = 1. Avec les notations
du début du paragraphe 1, si A(§, z) désigne le module de l'une quel-
conque des composantes des noyaux K(, z), L,(§,z) et L,(, 2),
ona

fT , A, 2 do) < T

ou C est une constante qui ne dépend quede k, et k, .

En effet, supposons tout d’abord A(§, z) = |[L,(§, 2)I.
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En reprenant les notations que nous avons constamment
utilisées dans ce type de calculs, on est ramené a voir la majoration
suivante:

uk1yk2-14d0, do,

Tro.112 (uy +0,)17 (uy 40,0271 (uy +0, +u, +0,)

C

 —
max(u, ,u,)
ce qui raméne a

dy,dy,
reo[2 (1 4y Y1 (1 4y, 2! 1+y) +u, (1 +y,)?
[0,+={2 ( Y1 ( Y2 (ul( Y1) “2( yz)

C

= .
max (4, ,u,)

I=u,

Ce qui est immédiat, car
dy C
i=f —! < .
0,+ef (1 +y, )17 (u, (1 +y,)+u,) u, tu,

Si A($,z)=1IL,($,z)l, le calcul est naturellement le méme ;
enfin, si A({,z) est le module de 'une des composantes de
K(§,z), ona

(I =15, Py (1 — 1§, 1)k
=5z, [1=F,z, 2 1§ =z
et, en raisonnant comme précédemment, on est ramené a voir que
B uk1 uk2 46, a6,
= f(o,1]2 (u, +0,)%1 (uy +6,)%2 (u, +6, +u, +02)3

A(S,z) <

C

= 3
max(u, ,u,)
ce qui est encore immédiat :

I<

f do, do, 1
0,+=(2 (u, +0, Yu, +60,)*  2(u, +u,) .
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Pour démontrer le lemme 11, nous reprenons maintenant le
début de la démonstration du lemme 6 : on considére les régula-
risées 6¢ de 0, puis, par un calcul semblable & celui fait dans
[1], on voit que

sup sz 0 (z)dN(z) < + o .

e>0
Ensuite, comme au paragraphe 3, on écrit 0¢ = 0¢? +iagu§

1
ou uj est a support compact dans la boule ] |z] <Ei et 6¢?

est réel, d-fermé, C™ dans D? et nul dans un voisinage de I’origine.
Pour fixer les idées, nous supposons uj choisi de sorte que

1
6¢? soit nul dans laboule B=] z €D? t.q. |z] < Z §

Nous résolvons maintenant 1’équation idw¢? = 0%  avec
I’estimation dont nous avons besoin.

LEMME 13. — Pour tout €>0 (e<e€,,€q>0) il existe
une solution we¢? de [I'équation idw®? = 0° qui est continue
dans D? et qui vérifie les estimations suivantes :

(i) sup lwe2(z)] do(z) < + oo
e>0 D2
€2
) sup [ O n2) < + oo,

e>0 VD2 85, (2)

L’estimation (i) ne pose pas de difficultés : I’homotopie
classique de Poincaré la fournit immédiatement. Par contre I’estima-
tion (ii) ne peut pas s’obtenir simplement a ’aide de cette homotopie

car le poids n’est pas intégrable sur les rayons partant

6'|'2 (z)
de T?. La maniére de contourner cette difficulté est empruntée
a N. Varopoulos [8] : elle consiste a considérer plusieurs homo-

topies et a faire ensuite une moyenne des solutions données par ces
homotopies.

Rappelons tout d’abord le lemme de Poincaré-Cartan dans le
cas qui nous intéresse.
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LeMME 14. — Soit F,, 0<t <1 une famille de difféomor-
phismes de C? |, vérifiant les conditions suivantes :

a) F(D?)CD?,
b)F, =id,

1 1
©) pour t < 75, F,(D’)CB=‘ZED2 taq. Izl <—g.

Soit Z,, 0<t<1 une famille de champs de vecteurs tels que
d
I F,(z) = Z,(F,(z)). Alorsla forme différentielle

we=—i [* FiG, 09)dr,

1/10
ot i, 0 est défini par i,(dz; ndz)=Z\dz,—Z)dz;, _est
une solution de l’équation idw® = 0% qui est continue dans D? .

Choisissons maintenant les difféomorphismes et les champs
de vecteurs : pour tout r €[0, 1], posons

Fi(z) = Fi(z,,2,) = (t'""2, , 1z,),

1 z, z
r — r — 1 2
Zt(z) - Zt(zl 922) (1 +r ¢t ’ t )'

Il est clair que pour tout r€[0,1], F, et Z, satisfont aux
hypothéses du lemme 14, et par suite les formes

wt =—i [1 (10 dt

1/10
sont les solutions continues dans D?> de idw¢? = 6°2. Alors la

1 . )
forme we?= f wf2 dr est encore une solution de idw¢? =0¢?
0o

. ~2
continue dans D”.

Nous allons maintenant voir que w¢? vérifie les estimations
(i) et (ii) du lemme 13.

LEMME 15. — Soit g une fonction continue dans D?®. Pour

r€[0, 1], posons

n(z)= [ gFuz)ar,

1/10
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1
et h(z) —'/(: h,(z)adr.
Alors
1) pour tout r f In(2)ldo(z) < C szlg(z)lsz);

oD

)
)f25 h(2)l dx(z)<c_[nzlg(z)|dx(z),

C désignant une constante absolue.

La premiére estimation est une conséquence immeédiate
du théoréme de Fubini :

[ Im@ide@)+ [ Ih(2)ldo)

Dxm nxD

= [l [ 1g(t 2y, 12,)ldo(2)

1/10 Dxm

+f dt [ 1g(*7 2, 12,) 1 do(z)

1/10 7xD

f do, do, § l dt£ lg(tt*r ue®t | tet®2)| udu
[0,27)2 1/10

+ f dtf Ig(tl+' i0 tuelez),udu

1/10

tltr

< 10 do, 6.\ [ ‘tdr lg(ve®1 , tei2)] vy
‘/;0 2m]2 ! 2 ( ‘/(: ‘/(;

3 1 1 i0 0
+ 10 j; udu ./;l+r |g(ve'®1 Juet®2)|vdv
<
\CLZ g(z)|d\(z).

Montrons maintenant la seconde estimation du lemme 15 : d’aprés
le théoréme de Fubini, on a

,(2)] oM lg(F}(2))
sz o d\(z) = f dt sz — "7 a\z)

81'2 (Z)
< 108 f‘

1/10

g
a | ——— d\(2)
¥ %) 8, (F)™! (1))
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dt

=10° [ lg(®)l an ),
L te f:,m 5y2 (F)™1 (£))

ou #,($) = min{r = 1/10 tels que §€F:(D2).}.

Ainsi pour montrer I’estimation voulue, il faut vérifier que

dt
<
t2(® 8z (F)™1(Y))

Majorons tout d’abord les quantités

1($) = j dr

dt

L) =
(0 Spa (F™1 (§)

Tout d’abord, on voit immédiatement que

+r l
41 < 187 = 1,(6) = max | 5,651

; I
Kll/‘gzl r‘t(;‘) maxi_,lglp r‘.

10
I§' I 1§51
Comme 8, ((F)~" (g))—max(l —, 1— —=) il vient,
danslecas [¢,| > [¢,1M", g
tdt 1=18,1
Lo < [ <1+18,] Log ——
Ihll/l'” t— I{z |§1| - Itz'
et,danslecas [§,[<[{, M7,
1 7 dt 10 1—=18,1
L)< ——=< | Log ——————.
’ f:,m £ =15, | 1+7r 15,1177 =18, |
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Majorons maintenant I({): supposons tout d’abord [{,| < [{,|. On
a donc pour tout r €[0,1], [§,I! tr g I$,| et par conséquent

- |§2|

—_—dr
IR A

I¢)<1+ |§2|flLog
0

1 1 —
STHIG) Log ==+ I5,) [ Log —— 1
15, | 0 1 — 15,

1
<2+f’Log2 Tdar<c.
0

,
Supposons maintenant [§,| < l§'2l2 : on a donc, pour tout
re[0,1], 15,1 < 18,1, et par suite

IO <1+ 10151 [ Log F;&F
“0 2 l

— 18,12
S 1+101812 ! Log — 72—
: fo IAREAS

2
<11+ 10[1 Log ar<c,
A 1—r

par un calcul similaire au cas précédent.

Enfin si |§‘2|2 <&, 1 <I§,!, les deux calculs précédents montrent
que 'on a encore I($) < C, ce qui achéve de montrer le lemme 15,
et par la méme occasion le lemme 13 qui est une conséquence des
lemmes 14 et 15.

La fin de la démonstration du lemme 11 est maintenant standard.
Nous résolvons ’équation dU®? = w2 en utilisant les noyaux mini-
maux (avec k, et k, = 2), puis nous posons u, = 2 Re U + uf.
Alors u, est solution de iagu,E = 0°¢ et, d’aprés les lemmes 1b), 4, 12
et 13, et la sous-harmonicité de u,, ona

Sup Sup f lu (rz)| do(z) < + oo,

€e>0 r<l1
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Comme a la fin du § 3, on en déduit le lemme 11 par un argument de
familles normales de fonctions harmoniques (cf. [7], p. 286) en faisant
tendre € vers zéro.

Exemple. — Reprenons l’exemple donné & la fin du § 3:
X =U X;, avec X;= {(z,, 22)€D2 tq. z, +z, =2a;}, a,€D,
1
lim |g|=1.
j—> oo

On montre aisément que pour que X soit I’ensemble des zéros
d’une fonction de N(T?) il faut et il suffit que

V(1= g l)*? < + oo,
1

ce qui signifie exactement que X est d’aire finie.

BIBLIOGRAPHIE

[1] A. Bonami et Ph. CHARPENTIER, Solutions de ’équation ? et zéros
de la classe de Nevanlinna dans certains domaines faiblement
pseudoconvexes, Ann. Inst. Fourier, 32-4 (1982), 53-89.

[2] Ph. CHARPENTIER, Sur la formule de Jensen et les zéros des fonctions
holomorphes dans le polydisque, Math. Ann., 242 (1979), 27-46.

[3] Ph. CHARPENTIER, Formules explicites pour les solutions minimales
de I’équation du = f dans la boule et dans le polydisque de C”,
Ann. Inst. Fourier, 30-4 (1980), 121-154.

[4] S.V. Dautov and G.M. HENKIN, Zeros of holomorphic functions of
finite order and weighted estimates for solutions of the d-equation,
Mat. Sb., 107 (1979), 163-174.

[5] G.M. HenkiIN, H. Lewy’s equation and analysis on a pseudoconvex
manifold, II, Math. USSR Sb., 31 (1977), 63-94.

[6] P. LELONG, Fonctionnelles analytiques et fonctions entiéres (n va-
riables), Montréal, Presses de I'Univ. Montréal (1968).



98 Ph. CHARPENTIER

[7] H. Skopa, Valeurs au bord pour les solutions de I’équation d et
caractérisation des zéros des fonctions de la classe de Nevanlinna,
Bull. Soc. Math. France, (1976), 225-299.

[8] N. VarorouLos, BMO functions and the g-equation, Pacific J. Math.,
71 (1977), 221-273.

Manuscrit regu le 12 janvier 1983.

Philippe CHARPENTIER,
Université de Paris-Sud
Equipe de Recherche associée au CNRS (296)
Analyse Harmonique
Mathématique (Bat. 425)
91405 Orsay Cedex.



