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CARACTÉRISATIONS DES ZÉROS
DES FONCTIONS DE CERTAINES CLASSES

DE TYPE NEVANLINNA DANS LE BIDISQUE

par Philippe CHARPENTIER

I. ENONCE DES RESULTATS

Dans les domaines strictement pseudoconvexes et dans certains
domaines faiblement pseudoconvexes de C", on sait qu'une condi-
tion de croissance sur l'aire d'un sousrensemble analytique du type

f Ô . ^ ^ Ç z ) 0 ' d a ( z ) < -+- oo, a > l , où ô^(z) est la distance

de z au bord de (D et do la mesure d'aire sur l'ensemble analytique
permet de caractériser les zéros des fonctions de certaines classes
définies par une condition de croissance sur le logarithme du module
des fonctions (cf. H. Skoda [7], G.M. Henkin [5], G.M. Henkin et
S.V. Dautov [4], A. Bonami et Ph. Charpentier [1]).

Dans ce travail nous considérons ce problème dans le cas du
bidisque D2 : si X est un sous-ensemble analytique de dimension
pure 1 de D2 et si da^ est la mesure d'aire sur X , nous
considérons des conditions de croissance sur X de la forme

A ( X , a ) = f S ^ ( z ) d a ^ ( z ) < ^ - ^ , où 6^2(2) est la
^D

distance de z au bord de D2 et où a > 0.
D'autre part, nous introduisons une famille de classes de fonc-

tions holomorphes dans D2 définies par des conditions de crois-
sance du logarithme du module des fonctions.

Pour tout IÂ > — 1, soit
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N.CD2)-
/ holomorphes dans D2 t.q. ̂ \ 6^2 (^) Log-" |/(z)| û?X(z)< + oo .

La classe limite lorsque ^ = — 1 est la classe de Nevanlinna du bord
de D 2 :
NOD^

}/ holomorphes dans D2 t.q. sup / Log'1' \f(rz)\ do(z)< -1-(

( r < i ^D2

En considérant l'ensemble A = { ( z ^ , z ^ ) ^ D 2 t.q. jz j = |z^|}
nous définissons une autre famille de classes en posant pour tout
v>-\,
N,(A) =
| / holomorphes dans D2 t.q.f 6^00 Log"" |/(z)| ûfor(z) <-h oo ,

où ôy2 (z) désigne la distance de z au tore T2 . La classe limite
de cette famille lorsque v = — 1 est naturellement la classe de
Nevanlinna usuelle du bidisque.

Les résultats sur les zéros des fonctions de ces différentes classes
que nous obtenons dans cet article sont les suivants.

THEOREME . - Soit a > — 1. Un sous-ensemble analytique X
de D2 est l'ensemble des zéros d'une fonction de la classe N^(D2)
si et seulement si A(X, a + 2) < -h oo .

La condition nécessaire de ce théorème est une conséquence
immédiate d'un résultat de [2] (prop. 3, p. 41) où il est dit que
les zéros des fonctions de la classe N(3D2) vérifient la condition
de Blaschke, c'est-à-dire A(X, 1) < 4- oo.

La condition suffisante pour être un zéro d'une fonction de
N(3D2) que nous obtenons ici est malheureusement strictement
plus forte que la condition de Blaschke.

PROPOSITION 1. — Soit X un sous-ensemble analytique de D2 .
Si il existe j3 < 1 tel que A(X,fî) <-»-<» alors X est l'ensemble
des zéros d'une fonction de N(3D2).

Remarque. — On démontre en fait un résultat un peu plus fin :
soit

6 = i ^ 0,. ûfz, x dz.
i , J
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le courant d'intégration sur X. Si les deux conditions suivantes sont
satisfaites,

A(X, l ) < + o o , et, f^8^(z)(\0^(z)\ + |0i2 (^OIX4-0 0 .

alors X est l'ensemble des zéros d'une fonction de N(3D2).
L'existence d'un j3 < 1 tel que A(X,|3)<oo entraîne les deux
conditions de ci-dessus, la réciproque étant naturellement fausse.

Le principal résultat de [2] montre que si X est l'ensemble
des zéros d'une fonction de N^(A), et si 0 = / 2 6^ dz^ x dz.
est le courant d'intégration sur X , alors on a

f (1 -IzJ2)^1 d6,, ( zX+oo
^{IziKI^I}

et { (l-lzj2)^1^^)^00-
{l^Kl^l.l}'

Les conditions suffisantes pour être un zéro d'une fonction
de N^(A) que nous obtenons dans cet article sont strictement
plus fortes que la condition nécessaire ci-dessus.

PROPOSITION 2. — Soit a G ]—1,0]. Un sous-ensemble analytique
X de D2 est un zéro d'une fonction de N^(A) s'il vérifie la condition
A(X,a + 1) < -h oo.

Pour la classe de Nevanlinna usuelle du bidisque, c'est-à-dire
N(T2) =

/ /» \
/, holomorphes dans D2 t.q. Sup J ^ Log^ \ f(rz) \ da(z) < + oo ,

avec les notations précédentes, la condition nécessaire donnée dans [2]
pour que X soit l'ensemble des zéros d'une fonction de N(T2) est

[ d6^(z) < + oo et /. , d6^(z) < + oo .
J{\z^<\z^\} "{l^Kl^l} 22

La condition suffisante que nous obtenons ici est encore une fois
strictement plus forte.

PROPOSITION 3. — Soit X un sous-ensemble analytique de D2 de
dimension pure 1. et soit do^ la mesure d'aire sur X. Alors X est
l'ensemble des zéros d'une fonction de N(T2) s'il est d'aire finie,
c'est-à-dire si \ da^(z) < + oo .

^D2
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Dans ce travail, nous démontrons donc les conditions suffisantes
du théorème et des Propositions 1, 2 et 3. Nous utilisons pour cela la
méthode utilisée par les auteurs précédemment cités, c'est-à-dire la
méthode de P. Leiong de résolution de l'équation i9 3 (cf. [6]) : si
6 est le courant d'intégration sur l'ensemble analytique X, toute
solution u de l'équation i9 Qu = 6 est de la forme u = Log |/| où
/ est holomorphe dans D2 . Le problème se ramène donc à résoudre
l'équation z3 ïu = 6 avec des estimation convenables.

Pour cela, on résout tout d'abord l'équation id\^ = 6 puis on
résout l'équation 3U = w^ i et on remarque que, du fait que 6 est
réel, u = 2 ReU vérifie iô Ïu = 6 .

Pour résoudre l'équation 3 nous utilisons les noyaux minimaux
donnés dans [3] : si /(^= f^) ûffi + W ̂  est une (0,l)-forme
de classe C1 dans D2 , 3-fermée, pour k = (^ , Â^) ̂  (R*)2 ,
la fonction

"'"••^'-^iX^^-^'d - .̂JC-?.) ̂ '•^
^••^O^'J^f.)^^

^ 1 r <m /l_!?ljlV> /1-IM'V» gi-'i)''fi-82-'i)<^V'» -̂!-̂  VT :̂̂  ——iF^———
A^i AJ^

^ 1 /• ̂  ^ o-irii2)"1 o-i^i2)'2"1^-^!2 ^4- —— / /((•) A { ^<, -——•————————————— ———-———:-,—————— d^
4^2^ ( 2 ( l _ ^ ^ ^ ( ^ _ ^ ) (^^p^^.^

, (i-i?,i2)^ (i-irii2)'1"1!^-^!2 ,,) ., ,,~ k\ —=—r———— ——=—TTÎ———r~ ^i A ^i A ^2 »
( l -?2^) 2 ^2-?2) O-?!^)^ 1?-^12 )

est la solution de l'équation 3U^ = / qui est orthogonale aux
fonctions holomorphes dans

L^O-lzJ2)^"1 (l-|^,|2) fc2~ ldÂ(z^,z,)).

Le plan de l'article est le suivant : dans un premier paragraphe,
on donne diverses estimations des noyaux apparaissant dans l'expres-
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sion de la solution minimale de l'équation 3. Dans le deuxième
paragraphe, nous donnons des estimations des coefficients d'un
courant d'intégration vérifiant une condition du type de celles
considérées dans le théorème et la proposition 1. Le troisième para-
graphe est consacré aux démonstrations du théorème et de la propo-
sition 1. Enfin, la proposition 2 est démontrée au quatrième paragra-
phe, et la proposition 3 au cinquième.

Notations. — Dans toute la suite, nous utilisons les notations
suivantes :
D = [ z C C t.q. |z| < 1}.

T = { z G C t.q. |z| =1} = 3 D.

D2 = { z = (z^ .z^eC 2 t.q. |zJ < 1 et | z 2 l < l } = D x D .
3D2 = D x T U T x D .

A = { z = (Zi ,z^)CD2 t.q. IzJ = I z ^ l } .

Ô 9 D 2 ( z ) = m i n ( l -|zJ2, l-lzj2)^ =(z,,z.,)eD\

ÔT.2(z) ==max(l - |zJ2, 1 -IzJ2)^ = ( z ^ , z ^ ) C D 2 .
T, = { z G C t.q. |z| = r}.

D^ = {zec t.q. |z| <r}.
Je remercie le référée de m'avoir signalé que les calculs de la fin

du Lemme 15 que je donnais dans le manuscrit original n'étaient
pas optimum, ce qui a permis d'améliorer la proposition 3.

II. DEMONSTRATION DES RESULTATS

1. Estimations des noyaux du 3 .

Pour simplifier les notations, posons :

H,«,z)-H,«,,.,).̂ _^^ ,̂,,,-,,,2;
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Krc -> /1 -^'Vi/1 -'^l2^ ̂ i -^1X2 -(f2 -^)^ .
^'z)=^) (l-̂ ) ———F^———^^;

T ^ -._ o-i^ o-i^"1!?,-^2 _
w tz) - o-w^-r,) o-w^.-z,^A^1 Adr2 •

i , 7 = 1,2, / ^ 7 .

Dans les diverses majorations d'intégrales que nous aurons à
faire tout au long de cet article, nous utiliserons constamment le
changement de variables suivant : si (î?,{) GD2 , posons u == 1 —|^ | 2 ,

v = = l - | î ? 1 2 , 0 =- |Arg ^ | G [ 0 , 1] . Alors, si d\ est la
7r ç TTmesure de Lebesgue dans D, on a d\(rî) = — dv d O , et, pour

| 7 ? 1 + I S I > 8 > 0 , à des constantes multiplicatives près (dépen-
dant de 6) , on a |1 —$'7?| ^ ̂  4- v 4- 0 et |î? — Ç| ̂  |^ — v\ + 0 .

LEMME 1. a) Pour 0 <a<kf, on a

^(l-lzj2)^1 IH^.z^l^zXCd-ir,]2)0 ,

ori C ne dépend que de a et k^.

^^r IHÏ^1 ' zi)\do(zi) < c» c ^ dépendant que de k,.

c) Pour kf > 1, et r > 1, on a

r ( i ~ I M 2 ) ^
J IH,(r,, z,) | rfX(z,) < C ——————-J—————?' { I ^ K ^ } ( i - i r j 2 + i-r2)^"1

oîi C yîe dépend que de k^.
d) Pour 0<a<k^ et r < l , on a

4,->.}(l~ lzïl2)a' l lH^?ï?ZI)lûfx(zï)

< C min((l - I^.P^.d -r2)a),
C ne dépendant que de a et k^

Les estimations a) et b) de ce lemme sont classiques.
Démontrons c). On peut naturellement supposer que r est

voisin de 1, et par suite, U suffit d'intégrer sur l'ensemble
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{0 < 6 < |zJ < r} . En posant alors u = 1 — |^|2, i; = 1 — |^.|2 et
A - J- A zîu - Arg— , on est ramené à montrer la majoration suivante71 S/

.. _____u^ dv d6______ u^
J eeio, i] (u +v 4- 0)^ ( IK -i;| + 0) < c (u + 1 -^)^~1 *
^ll-r2.!]

En posant v == ux , 6 = uy , cette majoration se ramène à

i^ f udxdy___<c——i—_
"^[o,!] (1 + ^ +^'(11 -x |+^ )^ (u + 1 -r2)^-11

.J^ll.L u uj

i _ 2
si ——— < 2 on majore en intégrant sur [0,oo[2 ce qui donne

I^CM^CS*'—-j-Y——^-7. Si — — — — > 2 , on majore 1 par

KC f "rfxd>' M*/
• /^[o,+~l (TTTTTT7^^ (y+l - / - 2 )^ - 1 '
.efi-^.+JL M J

Pour montrer d), on remarque que, si r est petit, la majoration
résulte du a), et, si r > 8 > 0, le changement de variables précédent
nous ramène à voir que :

] = u - f . 21 Jca"1^
.e[o,__j (1 +x + y ) k i ( \ l - x \ + y )
^e[o,+~[

^CminO^d -r2)*").

o. 1 ~r2 1sl —,.— > T on majore par CM" en intégrant sur [0, + oo[2 ,
. 1 - r2 1

et si ——— < — on majore par

j<Cu«/ ^^c(l-^.J .veto,+~l (l4.^)fc/+l

^ki-r!1L u J
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LEMME 2. — a) Pou^ 0 <a< min(k^, k^), on a :

A 6^2(z)a~'l IK(?Ï z)l dx(z) < c ̂ n2^5
r\" OLJ OU

OM |K(?,z)| désigne le module de l'une quelconque des composantes
de K et C ne dépend que de (x, k^ et k^.

b) f \K(f;,z)\da(.z) <C, C ne dépendant que de k^ et k^.
9D2

Pour démontrer le a), il suffit de voir que

r . (ï-W'^-W2

^ = L 6^a-l ,,_r^n-^,^-^ -^ |1-^|*1H-^^^-,|3

<CÔ^(?)«.

Pour cela nous coupons cette intégrale en trois morceaux
I(?) < Ii + Ï2 + la : Ip î = 1, 2 correspond à l'intégration réduite
à D2 H {|zJ < 6} (ô > 0 petit) et 13 à l'intégration réduite à
D2 H [\z^ | > 0} H { j z ^ l > S}. Les majorations de I^ et 1̂  sont très
simples : ô étant fixé > 0, pour 7 ¥= i, on a, i = 1, 2,

/* f l — Iz l2^0'""1 f l — 1^ l2^'I,<C(1 -1?,!2/'/, (l 1̂ _) (l 1^1 )
"D^d^Kî} ii-^i^ir-zi3

<c(i-i^/ ^)/1 <l_^pl_M2 .̂
' ^D / ^o |l-^(r+|^.-z,|)2

et, en utilisant le Lemme 1, a), il vient,

I, < C(l - \^)k< (1 - I?.!2)" < C Ô^W •
* ou

Majorons maintenant la dernière intégrale

r s ̂ (zr~l O-l?!!2)^1 -l^l2^2
» _ l du ^________________ .^f\^ \

3 D^^^ndz^ô} |l-^zJ^ ll-^^l^ 1?-^13

Compte-tenu du domaine d'intégration de 13, si on pose ^ = 1 — |?J2 ,
1 z

^ = 1 — |zJ2 , 0. = — Arg— , la majoration cherchée est équiva-7r Si
lente à la majoration suivante :
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, _ /« [min(vi, u,)]0'"1 t^1 u^ dv^ d6^ dv^ d0^

3 10,1l4 («l+«^l+0l)* l(t<2+y2+â2)*2ll l<l- l;ll+fll+l"2- l;2l+e2]3

< C min̂ i", u?.

Compte-tenu de la symétrie, il suffit de considérer le cas u^ < u^ :
posons alors v, = u^x^, 6, = u^y^, i = 1,2; il vient

, /• ______[min(Mj.yi.u^)]°'~1 x^uj dx^ dy^ dx^ dy^_______

-o,+~(4 O+xi+^d +x^+y^k^[Ut(\l-Xl^+yl)+u^\l-x^+y^]3

^ « + i y 2 /' _________x^dx^dy^dx^y^__________

^'^^ (1 +x, +y^ (1 +<, +^)fc2 fZ «<,(11 -<,1 +J',)1 3

+^+iy2 /• _________^-1 ̂ i dy^ dx^ dy^_________

^^^lî (1 +Xi +>'l)tl (1 +x, +^)k2 fS ««,(11 -x,|+^)13

=J,+J,. L'=i J

Majorons séparément J, et J^ :

S^n^-f ^___________xrl^^^____________ul lo>+08[3 ( i^^+^^o+jc^^ai-^i+j /^+i i -x . i l 2

/• je01-1 Ac, d>/,
^M0 J —————-————-——-—————

[O.+o,[2 (1 +^ -^-y^l (|1-^|+^)

+c^ r ^r1^!^^____
1 J ^2>2} (1 +^i +j/i)^ ( l ^ x ^ x ^ W - x ^ + y ^ )

< C u^ , pour ^ > 0, 0 < a < k^ .

u
Majorons maintenant J^ : en posant x^ =— x^ r , il vient,

^2

avecD == u^ ( i 1 -xj + > / i ) + ̂  (l 1 -^1 ^i ^1 + ^2) '

J < f ^^^r^1^^^^^
'Oc i^ i .y2)€=[o ,+oo(3 ( l+^ i +^l)fcl D3

re[o , i ]
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-•"'(y
/. 2 xf^-'^idy^r

iÏ,:;;?0'"12 o..^^[^(ii-.j^).,i-^.^i]2

<c^ f x î d x l c i y l

^le^»! (1 -t-Xi +>'!)*» (ll-Xj+J'i)2

'lelo•+"l ^-'^d^

+M<Ï ^elo.i^ O+^i+^)'c l (il-^i l+>'i+JL)2

•icie[o,2] , /

;»'ie[o,+~[

+C^j^ /• ________xf-'^i^i^________

1 u2 ®:21]' (l+^+^) t l p-(H-^l+^)+N]2

ye (o ,+o° ( ^2 J

< C u^ , pour 0 < a < ̂  .
Montrons maintenant la seconde partie du lemme 2. Il faut voir

que
. ( l - l^ l 2 )^ ( l - l^ l 2 ^ 2

/ ——-——-————=——-—————da(z)<C.
^ D x T 11-^ZJ^ l l -^Z,^ |?-Z|3

On peut restreindre le domaine d'intégration à
D x T n { | z j > ô } ,

l'intégration sur D x T H {|zJ < S} étant majorée grâce au
Lemme 1, b). Avec les notations précédentes, on se ramène à
voir que :

/, u^u^dv^dQ^dB^/..f ———————7——————:——————————————————<C.
[o,i]3 (MI +^ +^)fcl (̂  +6^)k2 [(|Mi -v^^6^+(u^6^)]3

Le même changement de variable que précédemment nous amène
à montrer la majoration suivante :

M, /» dx^ dy^ dy^
— \ —————————————<c,u! •'to,^!3 (i -h^ -^-y^1 (1 -^-y^2 D3

oùD=(ll-^J+^^(i^A
MI /
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ce qui s'obtient immédiatement en intégrant d'abord par rapport
à x^ et y^ .

LEMME 3. - a) Pour 0 < a < min(Â;i , k^ ) — 1, et pour
i = 1, 2, on a :

/^6aD2 W-1 |L,(?,z)| d\(z) < C S^2 (^ ,

oti C ^ dépend que de a, k^ et k^ •

b) J |L , (? ,z ) |da (z )<C, C ^ dépendant que de
8D2

^ > 1 ^ Â;2 > 1 .

c) Pour 0 < a < min(fei , k^) et pour i = 1, 2, on a

f^(zr~1 IW^KCS^W1 ,

où A = { (z^ , z^ )^D 2 t.q. IzJ^z^l} et C ne dépend que
de k^ , k^ et a.

Montrons le a) pour / = 1 :

irn / s ,^-i O-^I^O-I^I2^-1^-^!2 ,^
1(0 ==J..2Ô^D2(Z) ————^———,:————————————=———7————————- d\(z)

Jû2 ll-îl^l^l^-^illl-^2^)2 1 ? - ^ 1 2

< cô^^iï)^
Comme dans le lemme précédent, on découpe le domaine d'inté-
gration en trois morceaux, D^ H { | Z i | < S} , D^ ^{\z^\ < S} et
D 2 n { | z J > ô } n { | z 2 l > ô } , où 5 est fixé assez petit. Les
intégrales sur les deux premiers domaines se majorent facilement
(Lemme 1, a)). Considérons donc l'intégrale sur le troisième
domaine. Avec les mêmes notations que dans la démonstration
du lemme précédent, il suffit de montrer la majoration suivante :
I' =

[mm(v, ̂ ^F"1 u^ u^'1 (1^ ^V2\+ °2)2 dv! ̂ i ̂ 2 ̂ 2
Jl0,ll4(^+^4-^)fcl(^^-^|+^)(^+^+^)^l^ (|^_^|+^2

/=!
^CminO^,^).

En posant i;, = u^x, et 0^ = u ^ y ^ , i = 1, 2, il vient :

I'<
[mm(M î ̂ u^x^f-1 u^u\ (|1 -x^+y^)2 dx^dy^dx^dy^

^ ^——————————————————————————————————————/[0 ,+oo(4( l+Xl+^) f c l ( | l -Xl |+^)( l+JC2+^)Â C2+ l^?( | l_^^^2

1 = 1
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= U ^-1 (11 -x^\ +^)2 dx^dy^dxy,dy^f
{.<i<^^} 0 +^1 -'-•^i)*1 d1 -Xi\+Vi)(ï +x^ +^)k2+I D"i

^-1 (11 -x^+y^)2 dx^dy^dy^+";-/u- </,2 ^i^^ 0 +x^ +y^)kl (11 -xj +^i)(l +^ +;^)*2+l D

==Jl+J, , OÙD=(^ l-)2(tl-^|+^)2+(|l-X2|+^)2.

Supposons tout d'abord u^ < y, : on a immédiatement

x^-1 rfxi dyi dx^ dy^
J ,< " î f

(o,+-(4 (1 ^-x^i)*1 (|l-Xil+^)(l +^ +^)fc2+l

< C u^ ,

pour 0 < a < min(Jki, k^) — 1 ; d'autre part, en faisant le changement
u,

de variable x^ =—x^t il vient

x^ dXt dyi dy^
''""•'ïf..'•î ''lo,+-t3 (1 +Xi +^)"1 (|l-^il+^i)(l +^2)̂ 2+1

<CMÎ ,

pour 0 < a < min(fci, fc, ) — 1.

y
Supposons maintenant u^ < u, : en posant j^ =—•^['2^' 1!

vient :

Ji<«,
x^t^dtdy^dy^

/
^iT^^^t^y^^ -^t ^y^^y^1

u^ \ u^

<y« € x^f^dtdy^dx^dy^
2J{/l>*}^l+l(l+^+^)k2+l

x^^dtdx^dy^dy^
+uïfr{yl<l} ([i-^^l+^o^^,^1
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< C u^ + u^ f
^ f"-1 Log 1-^ruï

dtdx^ dy^

{^,<2} ( l+^+^+ l

+^/

X^f-1 Log i-î^^tuï dtdx^ dy^

( l+^+^) f c 2 + l

x^ (Log .ir;)2 dx^ dy^

{^2}

; C u^ + C u^ (
^ r

<C^ ,
'{^>2} (l+^+^)k2+l

pour 0 < a < min(^, À^) — 1.
Enfin, si D = (|1 -x, | +y^)2 +(-"2-)2(| 1-^|+^)2

v U i /

j =y«^ /* x;-1 (11 - ̂ | + .>> )̂2 ̂ i dy^ dx^ dy^
2 2 U. «/. .4 ,- . . .fc. - .- . . . ,- . . .1'i lo,+~(4 ( l+Xl+^ l ) f c l ( | l -A: l l+^ l ) ( l+JC,+^) k 2 + l D

x^-1 (11 - xy\ + y^ dx^ dy^ dr<cya"i r ______________
2 ul Jlo•+~l3 (1 +., ̂ ^2+1 p + Ç)2 (11 -^1 ,̂)2]

<c^ f ^r1 ( i i -^1+^2) ̂ 2 ̂ 2 <c^,
2 •-'[O.+.l2 ( 1 + ^ +^)t2+l

pour 0 < a < min(^, k^) — 1.
Démontrons maintenant le b) pour i = 1 :

[ |Li(?,z)|do(z)=Ii <C, et f |L,i(r,z)|do(z)=4<C.
^ H w T ^T^t^'TxD"DxT

On a

(l-I^D^d-l?^2)^"1^^)'.-ŷn^'DxT |1 —'F" 7 l^l |>- — 7 | | l — r - i^l-1 |î. _ -|2 î

I1 S i ^ i l IS i ^ i l l l S2Z21 'S zl

l'intégrale restreinte au domaine D x T H {|zJ < 0} se majore aisé-
ment (Lemme l,b), il suffit donc de considérer l'intégrale réduite à
D x T H { | z J > ô } . En faisant les deux changements de variables déjà
utilisés dans les calculs précédents, on se ramène à montrer que
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1'̂  =."1 f ___________^i <»i ^___________

"1 lO.-l^l+^+^^dl-^l+^Xl+^^-lD <c

OÙ D = (|1-;(J+^)2 + p.)2 (1 +^)2

Or,

i\<^ r ____ârd^_____
ul J•o•+~•2 (1+^-4. ̂ (^(l^^l

L ^i J

+C /• ___________rfx! ^1___________
J { l (^l ,> ' l ) - ( l ,0 ) |> l} ( l +^, +.^'^)<cl ( |1-^.J+^^)2 <c'

pour min(À:i , k ^ ) > 1 .
D'autre part,

j ^ /• ( i - i r j^^d-i^i^^- ' i^-z^i2
2 J T X D H-fiZil*1 '1 ll-f^,!^1 |?-z|2 do(z)>

donc,

, . /. (i-irti2)*^!-!^!2)^-1
2 ' j^ ii-r^j^-ii-^^,^. rfo(z>'

et un calcul très simple donne aussitôt 1̂  <C pour min(Â:i ,Â^)> 1.
Démontrons enfin le c) pour / = 1 :

^ ç O-^lT^O-^lV^i-l^l2)^-1^-^^
JA l1-?!^^^-?!!)!-^^)^1!?-^2Ja(z )

< C 631,2 (z)0'-1.

Comme dans les calculs précédents, nous coupons le domaine
d'intégration en deux, 1 < 1^ +1^ , en intégrant tout d'abord
sur A U { | z J = |z^| < S} puis sur A 0 { |zJ = |z^| > g} .
La première intégrale se majore aisément

Ii <C(1-l^i (l-|^2-i f ^"l^"1 jo(z)
Dn{|zi l<6} l^ i -? i l

<C(1-|?J2)^ (1-|^|2)^2-1

^C ôg^C?)01"1 , pour 0<a<min(Â: i ,^2) .
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Majorons enfin 1̂  : en utilisant les mêmes changements de
variables qu'auparavant on se ramène à voir la majoration suivante :

y0^1 u^ u^-1 (|̂  -y|+ ^2>2 dv ^i ^2
^fv r
i2= lo'l}3(u^v+el)kl(\u^-v\+6,)(u^+v+e^'c'i+lj^(\u,-v\+e^)^

i=l

<C(mm(u^,u^)a-l.
Supposons tout d'abord u^<u^•, en faisant le changement de
variables v = u^x , Q^ = y, y , , i = 1, 2, il vient :

I'<u«-i p -̂1 f ______xa"l(fa<»l_______
2 1 vul/ (o.-2 (i^+^(|i-.,^)(^^^

x " " 1 dxdy,
—————————:—————-—————<CM?-1<M?-1 /«/ ilo .+«i2 (1 +x+y^)kl (\l-x\+y^

pour 0 < a < min(À', , ky).
Supposons maintenant u^<u^: en posant v = u^x,

9i=u^Yi, il vient, avec D = (l"-1 -x\ +>'i)2 +(\l-x\ + y^)2 ,
^2

x^^ll-xl+^Ar^i^r'erf,
'2 1 0 + ~ f 3 / t < l \ f c l /u l \ Ir 4.12 l0' l (-L+x+y^) (^-x +yt)(l+x+y^D

(•« I—')

x"-1 dx^i
<c»r' /

{|^-x[^<l/2}(P--X|+^i) (1+^2

JCa-l(|l-X|+^)
d x d y ^ d y ^+t<21-1

/.{P-^>1/2} (p-^ +^,)(1 +^+^+l

» 2 • ^ |̂ '9 1

dx dy^<cur1 f
{^-^l^iKV2}

+4.r- 4

•—.x; +y,

JCa-l(|l-Jc|+.^',)dx^ld>',

t 3 / l
''^ (j+^i)^^^4^)^1
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< C u^~ 1 , pour 0 < a. < min(Â;i , k^).
Nous aurons encore besoin d'une autre estimation de ces noyaux.

LEMME 1. — Soit f une fonction continue dans D2. Alors

les intégrales ^/(?) H,(^,z,) d\ (?,), J^/(?) K,(?,z) û?X(?),

^ / /(?) L,(? ,z)dÀ(î ' ) , où K, est la i-ème composanteJD^
de K , i = 1, 2, sont des fonctions continues dans D2 .

En effet, montrons par exemple ce lemme pour les noyaux
A ( ? , z ) = K,(?,z) ou L,(? ,z) . En tout point Z o G D 2 , A(? ,z )
est continu en z pour presque tout ? G D2 . Alors, d'après le
théorème de Vitali (cf. J. Neveu, Théorie des probabilités, Prop.
11.5.4), il suffit de vérifier que la famille de fonctions ? —> A(?, z ) ,
z € D2 , est équi-intégrable sur D2 c'est-à-dire que

lim sup f | A ( ? , z ) | û ? X ( n = 0 .
6 ^ 0 ZGDÎ "DÎn^AO.z^l/e}

Mais ceci est évident car

IK,«,.)l<i^3-« IW.^KI^I^I..

Remarque. -Des calculs plus-précis montrent facilement que
les noyaux K, et L, envoient L°°(D2) dans l'espace de Lipschitz
H^(D2) pour a< 1. Naturellement une telle estimation n'est pas
valable pour les noyaux H^.. En fait si / est une (0, l)-forme
3-fermée dans D2 qui n'est pas continue dans D2 , il n'y a pas
nécessairement de solution de l'équation Su =f qui est continue
dans D2 . Considérons par exemple la forme / ( ? ) = A ( ^ ) d ^
où h(^) est holomorphe dans D. On a bien 3/= 0 dans D2 .
Supposons qu'il existe u continue dans D2 solution de l'équation
Qu =/. Comme ?i h(^) est aussi une solution de cette équation,
on peut appliquer la formule de Cauchy en ?i à la fonction
holomorphe ^ ——^ ^(?i 9^)~^i h(^), ce qui donne pour

1 ^
? 2 ^ D , ——j^u(^,^)d^=h(^). Il en résulte que A , doit

être continue dans D, c'est-à-dire que / doit être continue dans D2 .
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2. Estimations des coefficients d'un courant d'intégration
vérifiant une condition de croissance.

Soit :

6 = i[6^dz^ Aûb7 + 621dz2 ^dz! + el2dzï Aûfe^ + Q'i2dz2 A ̂  1

un courant positif fermé de bidegré (1,1) dans D2 . Pour tout a > 0,
posons A(0,a) = f S^^zr (0^(z) + 6^(z)) < + oo.

LEMME 5. - Soit 6 le courant d'intégration sur un sous-ensemble
analytique de dimension pure 1 de D2 .

a) Soit a> 1 . Il existe C > 0 ne dépendant que de a, telle
que :

f (l-lz2l2)a~ l(l-|zJ2)(0H(z)+ l^iCOI) < ÇA (0, a),
' { l z i l < l z 2 l }

/ (1 - Izil2)^ (1 - \z^)(6^z) + |^(z)|) < C A ( 0 , a ) .
{ l 2 2 l < l ^ l l }

b) // existe une constante absolue C > 0 ^e//^ ^^e.'

/ (1 - \z^)6^(z) + Y* (l-lz^^^CA^,!).
{l^ l l<1^2 l} { l^2l<l^ l l}

c) Soit j3e]0 , l [ . // ^x^^ C > 0 ne dépendant que de (3,
telle que :

f (1 - Izil^i^l+f ^ (1- Iz^l2) 10i2(^)l < Ç A (0,^).
{l^lKl^l} {l^Kl^ll}

En effet, régularisons tout d'abord 6 en posant

^OO^^XeHI-^z),

où \ç(z) = e"4 X (~~) ' X étant une fonction radiale positive de

classe C°° , d'intégrale 1 et à support dans { |z | < 1/2} . Un calcul
fait dans [ 1 ] montre que pour ^ > 0 on a

Suc y\ ^D200" ̂ n(z) + ̂ (^ ̂ (^ < C A (0, jii),
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C étant une constante indépendante de e. Soit ^ une fonction
plurisousharmonique C00 dans D2 solution de l'équation ib Q^ç == 0e .

On remarque tout d'abord que, d'après les résultats de [2], la
finitude de A(0ç, 1) équivaut à l'existence d'un majorant pour les

intégrales / <Pe(^) d\(z), r < 1. Plus précisément, dans [2] (p. 40
"ÔD;

et lemme 2) on montre les formules suivantes (pour 1/2 < r < 1) :

f ^(z)do(z)=2fr t d t ( f ^(z)do(z))^- f ^(z)da(z)
J^ J^ VJ^ / ^D^

+ 4/r dL (/. ̂ îi^ + (W)^oo) - (i)
1/2 ^ v D7 /

^ ^(^ ^(la^}=^-{)I^^da^

+8r /d/r ^(f 01i(z)do(z)+f ÔWdaÇz)).
•/1/2 ^1/2 u ^xT^ tu^u '

(2)

Appliquons maintenant la formule de Jensen en une variable tout
d'abord par rapport à ^^ puis par rapport à z^ ', il vient pour

^ < / - < 1 :

[ ^(z)da(z)+ f ^(z)da(z)
•'(D^Di^xT^ fr^r

= (r~~^} f ^(z)da(z) + f ^(z)da(z)
2 ° fit^r ^D,

/» /» /' /» ï ûf̂  /•
+ / ^(z,) / t d t \ — 9^(z)d\(z^

"T, ^ -'l/î M "D»

/» f*r (j[n /»
+ J dX(z,)J — J 0^(z)dÂ(Zi),

"Dy -'1/2 M "Dy
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f ^(z)da(z)+ f <p,(z)do(z)
D^xT^ -T^CD^DI/;)

=f ^(z)da(.z)+ (—--) f ^(z)do(z)
DrXTi/2 ^2 8/ ^T.xT^

/» /»r (^U /»

+J <A(zi) j — e^(z)d\(z^)
J^ Jl/2 M J^

/» /» r /» ? ûff^ /»
+ J da(^) J r dt j — j 6^(z) dX(z,).

T^ "l^ "1/2 ^ Dy

Quitte à rajouter une constante à ^ , on peut supposer que
f ^(z)da(z) = 0. Alors les égalités ci-dessus, (1), (2) et la

J T^
^

plurisousharmonicité de <^g entraînent qu'il existe une constante

absolue C telle que pour — < r <s 1, on a

f (r- |zJ)2 6^(z)da(z) + f (r - |zJ) 6^(z) d\(z)
D,xT, D?

+ f (r - Iz^l)2 6W da(z) + f (r - |^1) O^î^) dX(z)
^T.xD, J^

<c f dt (/^ ^^(^ + 0^(z)) d\(z)) . (3)
'1/2 ^D^ /

Le b) du lemme 5 se déduit aussitôt de cette inégalité en faisant
r = 1 puis en faisant tendre e vers zéro.

D'autre part, l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne (|zJ < |z^|)

(1^1 - 1^1) \6l,(z)\ < (^2i'^'J^')2 6W + (1 - Iz,!)" 6^(z) ,

il vient donc

f 3 (1^1- l ^ l I) 1^21 (z)ldX(z)
" { i z i K I Z î l J n { -Oz^Kl}

4

^^^^^^-^l)20^2)^) <4)

+ f (î-\z^ff^(z)d\(z).
"{l^lKl^l}
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En remarquant que \Q^ (z)| < ̂  (0^ (z) 4- É^ (z)) implique

f ^^\^\)\6^(z)\d\(z)
J { l z i l < l z 2 l }

^^^^^(^(eiiC^+e^^))^^),
on voit que le c) du lemme 5 résulte aussitôt de (3) et (4) en faisant
un passage à la limite lorsque 6 —> 0.

Montrons enfin la première inégalité de a) du lemme 5 :
en multipliant les deux membres de (3) par (1 —r^-2 et en
intégrant par rapport à r entre 3/4 et 1 , il vient

^xl<l.,l}n^<„|<^}( l - lz21)a-2<1^2l-IZIl)2^^)^(z)

+ ^K^l}0""200"10221"'210011^^^^

< C A(0e, a) < C A(0 , a),
d'où on déduit :

^<^(ï~^)a~2(l-iz^e^z)ciW

+ ^<^(l~w~l(ï-[z^^^dW
<CA(6,a). (5)

De plus l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

(1 - |z, I)"-1 (1 - |z, |) \6^ (z)| < (1 - Izj)01-2 (1 - |̂  |)2 Q^ (^

+(l-|^, |)a^(^),
d'où on déduit :

^ KI , ( ^ - l z2l)a - l< l- lz l l )10e2l(z)l^(z)<CA(0,a).i12! 1 < ' Z 2 I j
(6)

Un passage à la limite lorsque e —> 0 donne l'inégalité
cherchée, la seconde inégalité du a) se montre de la même manière
en échangeant z^ et z^ .
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3. Démonstrations du théorème et de la proposition 1.

La démonstration des conditions suffisantes du théorème et
de la proposition 1 suit pas à pas celle donnée dans [ 1 ].

2

Soit 6 == i ^ O ^ . d Z f i\dz. le courant d'intégration
<,/ '= i

sur un sous-ensemble analytique de D2 , et, comme dans le
paragraphe précédent, pour a > 0 , posons

A(6 ,a) = f^6^2(zr (O,, ( z ) + 0^ (z)).

Il s'agit de démontrer le lemme suivant.

LEMME 6. - a) Soit a > 1 . Si A(6 , a) < + oo , // existe
une fonction plurisousharmonique u dans D2 , solution de

l'équation i9 9u = 6 , telle que f §^2 (z)a~2 \u(z)\ û?À(z)<oo .
v^)2

b) Supposons qu 'il existe (3 E ] 0, 1 [ ^/ ^6? A(0 , (î) < + oo.
Alors il existe une fonction plurisousharmonique u dans D2

solution de l'équation i9 Su = 6 , ^//^ ̂ ^

sup j \u(rz)\ d a ( z ) < 4- oo .
r< 1 3D2

Commençons tout d'abord par régulariser le courant 0 par
convolution en posant 6e = (Q * Xç)(( l ~ ^ ) z ) , où

X^)^-^),

X étant une fonction radiale de classe C°° , d'intégrale 1 et à
support dans la boule { | z | < l / 2 } . Alors 0e G (^(D2), et un
calcul fait dans [1] montre que 0e satisfait aux mêmes estimations
que 6 :

su? L 5ôD2(^ (^11 (^) + ^22 ̂ ))d\(z) < C A(0 ,a),
e > 0 VD

pour a > 0, C étant une constante indépendante de e .
Le lemme 5 entraîne donc les estimations suivantes pour 0e :
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!Si A(0 , a) < 4- oo avec a > 1, on a :
sup ACe6 , a) < 4- oo ^
e> 0

(7) ^ ^K,.,/1-122'2^10-^12^0^^

+ |01i(z)|)dX(z)<+°o,

^P -^ Kl ,< l - l z *1 2 ) c t - l < l -1 ^ 2l 2 W200e> 0 { l ^ i 1< |Z2 1}
+ |0l2(z)|)rfX(z)<+oo.

S i 3 j 3 G ] 0 , l [ tel que A ( 0 , ^ ) < + o o , on a
sup A(06 , l ) < + o o ,
e> 0

,o, ^P /, (l-l^iD^nO)(8) e > 0 ' / { | Z l l < | z 2 l }
+ l^(2) l)r fX(z)<4-oo,

sup / (l-l^l2)^^)
e>0 "{I^KI^ll}

+ |0Î2^)1)^(Z)<+0 0 .

Ensuite nous tronquons 6e au voisinage de l'origine : si u est
une solution de i9Qu = 6€ dans B = { | z | < 1/2} et si ^ est une
fonction C°° à support compact dans B et valant 1 au voisinage
de l'origine, nous posons u\ = ̂ u, et 0e2 = 6e — i^~àu\ . Il est
évident que 6e2 vérifie les mêmes estimations (7) et (8) que 6 e .

On résout maintenant l'équation iQQu^ = 0e2 de la manière
habituelle ([l], [7]). On résout tout d'abord fdw62 = 0e2 par
homotopie, puis, du fait que 0e2 est réel, on remarque que
w62 = w^ -vi^2! , on résout ensuite OUI = H^\ , et on a
i^l = 2 Re U^ . '

Puisque 0e2 est nul au voisinage de l'origine, pour résoudre
id^2 = 062 on peut prendre l'homotopie classique de Poincaré
(cf. [l], [7]). Alors n^2! est continue dans D2 et vérifie les
estimations suivantes :
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Si A(0 , a) < -h oo avec a > 1 , on a :

^P Li8^^^-1^2,)^ + l(<i)2l)^(^)<+00,
e> 0 ~e>0

(9) / SUp / (1-|Z ̂ f-^(ï-\ z |2)
x e > 0 { l ^ l l < l 2 2 l }

Kvdiû^CO^00,

SUp / ( l - | ^ ] 2 ) a - 2 ( i _ | ^
e > 0 < / { l Z 2 l < l z i l }

l(<l)2l^(^)<+00.

Si 3 IS e]0 , 1 [ tel que A(0 , j3) < + oo , on a

SUP Ll^2!)!!4- IK2l)2l^x^)<+oo,
e>0 De> 0

(10) sup f ( l - IZiDKw^Jd^z^+oo,
e > 0 D x T

sup f (\-\z^)\(^\\\d\(z)<^^.
e> 0 ' T x D

Ces estimations s'obtiennent très facilement par un calcul
analogue à celui fait par H. Skoda dans le lemme 3.1 du chapitre II
de [7].

On résout ensuite l'équation 3U| = w^ en utilisant les
noyaux donnant les solutions minimales et que nous avons
rappelés dans l'introduction

vw = 2^r X ̂ ^i (?! ̂ ni^i ̂ i)^7 Ad?i

+ 2^^ (woe21)2 (zl '^W^ ̂ 2)^ A^,

+ 4^2 j£2<l(?) A K ( ? , Z )

+ 4^ X2<l(?)A(Ll(?^)-L,(?,z))

= I , + I , + Ï 3 + I , .

Alors Ul est continue dans D2 (Lemme 4), et de plus, pour
fei et k^ assez grands :
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Si A(0 , a) < 4- oo avec a > 1 ,
sa? f6^2(z)\V€,(z)\ci\(z)<^oo, (11)
e > 0 JD2

Si 3 j 3 E ] 0 , 1[ tel que A ( 0 , ( 3 ) < + o o ^

sup / | U i ( z ) | r f Â ( z ) < + o o . (12)
e > 0 9D2

En effet, les majorations des intégrales Ig et 1̂  résultent
aussitôt des hypothèses (9) et (10) et des lemmes 2 et 3. Les
majorations de 1^ et 1̂  se déduisent du lemme 1 : lorsque
a > 1, on a :

f^^(z)\ï,(z)\d\(z)^ f (l-lzj2)"-2 |I,(z)|

+ f (l-l^l2)'-2!!^)! =1} +1?.
" { l ^ l K l ^ l l }

I^/O-lz.lT-2^)
»/D

1 [ l(<i)i0i^2)l^(?i)[ f |Hi(^,Zi)|d\Oi)1 j
^ "D [ «/ {iziKlzai} J )

<CL<1-IZ^-2 o-,^^^,^-. '«-^ •^)1

d\(^)d\(z2)

<C r (1 - ̂  l2)0'"^!-!?!!2)!^2!)! Oi,Z,)|dX(^)dX(^)
"{IhKI^I}

+C r / l-l^l2 yq-2 / 1-ir i l2 \fci-q+l

"{I^KI-ÎII} ^1 - iril2 + 1 - IZîl27 M - |?il2 + 1 - IZ^I27

(l-l^ilï-'Kw^i^^.z^ldXO^^z,).
Ce qui, d'après (9) donne la majoration cherchée puisque

dans { | 2 2 l < | ? i l } on a - < — — — — — — — 2 — — — — < 1 eti- i^ |2 2 i - i r j ' + i - i ^ i 2

———————————- < 1. D'autre part,i - i r i i ' + i - i z j 2

'Î<J^2)

^ !(<»)« 0, ,z,)|dXa,)r^^^^^(l -IzJ^-^H.O, ,z^)|dX(z,)] jix
< CJD25^D2(rl ̂ î^"1 ̂ ^l ̂ l ̂ 2)l^(ri)^(Z2)>
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ce qui donne finalement la majoration pour l^ lorsque a > 1.
L'estimation de (12) est immédiate pour I^ ; d'après le

lemme 1, on a :

f |Ii(z)|Ja(z)<C F (l-l?!!2)!^2!)!^,^)!^^)^?!),
J DxT ^ D x T

f \î,(z)\da(z)^cf K^2^ (?i ,^)l^(?i)^(^);
T x D "D2

ce qui d'après (10) donne le résultat.
Les majorations de 1̂  se font naturellement de manière

identique.
Finalement Uç = u\ 4- u\ _ est une fonction plurisoushar-

moniquedans D2 solution de iô9Uç=ô€ telle que:
Si A(0 , a) < + oo avec a > 1,

^P f S^2^) 1^(^)1 ̂ (z)<+°°.
e > 0 "D2

Si (î G] 0, 1 [ tel que A(0 , j3) < + oo ,

Sup sup f \u^(rz)\da(z)< +00 .
e > 0 r< 1 9D2

On en déduit le lemme 6 par un argument classique de familles
normales (cf. [7], p. 286) en faisant tendre e vers zéro.

Remarque. — La démonstration de la proposition 1 que nous
venons de donner montre qu'un sous-ensemble analytique de D2 ,
de courant d'intégration 9 , est l'ensemble des zéros d'une
fonction de la classe N(ôD2) s'il vérifie les trois conditions
suivantes :

A(O , D < + oo r (i - \z p) (0 ^) +10 (^ )D < + oo
^{Iz iKIzzI}

et,

[ (1 - |z,|2) (6^(z) + \9^(z)\)< 4- oo.
J { Iz2 l<|z i l }

En utilisant le b) du Lemme 5 et en remarquant que 6^ = 9^ ,
on voit que ces conditions sont équivalentes aux deux suivantes :

( i ) A ( 0 , l ) < + o o
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(ii) f 8^(z) (\0^ (z) |+ |0^(z)|) < + o o .
»/Q2

Nous avons vu que s'il existe P ^] 0, 1 [ tel que A(6 , fî) < 4- oo,
alors ces deux conditions sont satisfaites. En général la finitude
d'un A(6 ,fS) n'est pas nécessaire pour avoir (i) et (ii). Par exemple
si l'ensemble analytique ne dépend que d'une variable (i.e.
6 = 0^ rfzi Aûfzi ou 6 = 0^ dz^ AÛ?^) , la condition (ii)
est trivialement satisfaite. Un exemple différent est fourni par
une variété symétrique en z^ et z^ : si on prend pour ensemble

analytique X = Û X, où

X ^ = {(z^ , z ^ ) E D 2 t.q. Zi 4-z^ = 2 û , } ,
avec û ,ED et lim |û,| = 1, on voit aisément que A ( 0 , l ) < o o

équivaut à f^8^(z) (0^ (z) + 0,,(z)) < + oo et par suite

la condition (ii) est une conséquence de la condition (i).

4. Démonstration de la proposition 2.

Le principe de la démonstration de la proposition 2 est le même
que celui des démonstrations du théorème et de la proposition 1, mais
la technique est un peu plus compliquée car les noyaux du ~S ne
peuvent pas se majorer directement.

Avec les notations introduites précédemment, et notamment
A(6, a), nous allons donc montrer le lemme suivant.

2 __
LEMME7.-5ozr aG]0, l ] . 6 = i ^ .̂ dz/Adz, étant le

U=i
courant ^intégration sur un sous-ensemble analytique complexe de D2,
si A ( 0 , a ) < + o o , il existe une fonction plurisousharmonique u dans
D2, solution de l'équation iQ ~àu = Q telle que

f^ 5;21^) 1^001 ̂ )<+°°,

où A = {(z^z^)eD2 t.q. |zJ = Izj}.
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Comme dans le paragraphe précédent, nous régularisons le courant
6 par convolution, ce qui nous donne des courants positifs 0e e C°°(D2)
tels que

sup f 8" 2 (z ) (^ (z )+^(z) )dX(z)<CA(0 ,a )<+oo. (13)
e>0 ^D d-

Nous résolvons ensuite l'équation idw = 6e dans la boule
B = j \z\ < — , puis, (^ étant une fonction C°° à support compact

dans B et valant 1 au voisinage de l'origine nous posons w16 = </?w .
Posons 026 = 9e — idw16. 626 est fermé, nul au voisinage de l'origine
et vérifie l'estimation (13) satisfaite par 6 e . Nous résolvons alors
l'équation fdw26 = 026 en utilisant l'homotopie dePoincaré. Alors, si
on pose w6 = w^ 4- w2 6 , on a idw6 = 0e et de plus on a l'esti-
mation suivante

sup /\ 6^1 (^) 1^(^)1 dX(z) < 4- oo, (14)

où Ivi^z)! désigne le module de l'une quelconque des composantes
de w€ .

__ Comme précédemment, w6 s'écrit w6 = w^ — ̂  ^ ; w^ est
ô-fermée et si OU6 = w^ ̂  , alors u^ = 2ReU€_ est une solution de
i9 9u^ = 0e . Nous résolvons donc l'équation 3 à l'aide des noyaux
minimaux, c'est-à-dire que nous posons

^(^^^ (<l)lOl^2)H^,Zi)^ A^

+ ̂ / (<l)2 ^1^2) ̂ 02^2) ̂ 2 A ^2

^i^^ <i(?)AK(?,z)

+-^/^ <i(?)A(L^(?,z)~40,z)) . (15)

L'essentiel de la démonstration du lemme 7 va consister à établir
la majoration suivante.
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LEMME 8. - Sous les hypothèses du lemme 7, et avec les nota-
tions précédentes, en posant u^ = Ve + Ve = 2 ReU6, u est une
fonction plurisousharmonique dans D2 solution de i9^u = 0 e , et
qui vérifie l'estimation suivante :

sllp / r . S^^l^ld^zX+oo.e>0 ^={1^1=^21} T

posons U^z) == U^(z) 4- U|(z) 4- U|(z) + U^z), où les Uf(z)
représentent les quatre intégrales apparaissant dans l'expression (15) de
U^z).

Remarquons tout de suite que, d'après (14), le lemme 3 ç) donne
aussitôt la majoration souhaitée pour Ve :

^ f 6y(z) |U^(z)| da(z) < + oo. (16)

Majorons maintenant u\(z) = 2 ReU^(z) : puisque le noyau H^
résout l'équation 3 dans le disque unité du plan complexe on a
W\ _ ^ __
^j""" (^,1)1 » or» d® l'équation id(\^^ - w^) = 0e on tire

(^1 == 2 Re ^T' ^.i)!' P^ conséquent, on a ——l— = 0e ceozt 3z^ ôz^ 11

qui montre quej^ et par suite u1, + = sup(^^ 0) sont des fonctions
continues dans D2 et sous-harmoniques en z ^ . Alors

/ y(z)u^(z)da(z)

<C^(1-^-^^^ u^^re^dO^O,

<cf\\^r^rdrf u^^re1^) dQ, d6,
0 (0,27r]2

<C/ l(l-r2)a- lr^r |Uf(^i,r^)|rf0 ^
0 •'(0,2wl2 '

<c/o2<l-lz2l2)a-ll<l^)l^(z),

la dernière inégalité résultant du b) du lemme 1. En remarquant que
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a- 1 E ]- 1,0] entraîne (1 - IzJ2)0'"1 < ô0^1 (z), pour z G D2 ,
d'après (14), on a

sup / 5-" ' (z) ̂  ̂ z) da(z) < + oc.
p'> 0 A 'e>0 - A

De la même manière, on montre que

(17)

/ ô^- l(^)"2+(^)^00<+oo, (18)sup
e>0 "A

où u^ = (2ReU? .
Nous allons maintenant estimer u3(z)= 2ReV^(z): on a

^ - l ^ l ^ t / l - l ? 2 l 2 ^2^1 -i'!)^ -(Ï2 -^)^

.1-TlZl / ll-^^^

- /» / A ' ^ l ' X ^ t / 1 1 ̂  2 1 Y^e3(^)=^ <I(OA(————) Y———)
«/D2 \ 1 - ? , Z . / \1 -? ,Z, /

U,(z)=f w ir-zi4
A £?^ A ̂ ,

/• f / l -1?! ! 2 ^/ 1 - !^! 2 ^-f^^\(T-T-r) (ï-î-r)2^2'

i-^ll2^ | 1 - 1?2 I2 1*2 1 (Fi - II) ̂ - (^2 -^2)^2 '2^>1
Aû??i Ad^

1-^l - S - . Z IS--Z)2-21-1

-^^O,!^
î jili2^ h-i^L (^-T^d^-^-^d^
l-Tl2 1?-Z|i-r,z1-1 2-2

Aû??i Ad^

= f ^ < l O ) A K i O , z ) + ^ W ^ i O ) A K 2 0 , z ) = Ù l i ( z ) + U | 2 ( 2 ) ,
•A^ 0 . 1 '

où on a pose

^^(L^)^^^^K
[<l-?lZ^ M-^Z^

i-i?!!2!^ II-Î L l (Vi-^)^-^-^)^
\-^2 i-r,z i?-zr1-1 2-2

et

Ad?i Ad^>

K2(?,z)= t-l^lfclll-l^k ^l-^l)^2-(S•2-z2)^l
ArfS-, Arf^ •

l -? l^ l l 1-?2^ •*2-2 1?-^14
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U^(z) se majore facilement.

LEMME 9. - Soit 0 < a < m i n ( A ; i , k ^ ) - \ , a€]0, 1]. ^tor5
on a

/^-^iK^.^i^zxcs^1^),
où C n<? dépend que de a, ̂  e/ ^, ^ |Ki(?,2)| désigne le
module de l'une quelconque des composantes de K.

En effet, on a

(1 -l?il2)*'1 (1 -I?,!2)*2

|Ki(?,z)|<C ——-——' ' _ I J 2 1 /————i i-^izi^1 '1 n-^zj^ ir-zi2
^ (l-I^D^d-l^l2)*2

l l - f i^ l** ll-^z,!*2^ |^-z|2

^K^^+CKÎ^z).
Majorons par exemple l'intégrale

I=^ÔT2(z)<l!- lKi(?,z)d<7(z).

Comme dans les majorations du paragraphe 2, on découpe le domaine
d'intégration en deux morceaux : A n { | z i | < 6 } , A n { | z |>ô}.

L'intégration sur le premier morceau se majore immédia-
tement, considérons simplement l'intégration sur le second mor-
ceau de la même manière que dans le paragraphe 2, en posant

v=\-\z,\l=\-\z^, 0,=lLrg^|, 0,=lArg-^ ,
s! 1 lr Sî

"i^1"!?;! > < = 1 , 2 , la majoration cherchée pour 1 se
ramène à la majoration suivante :

^ ç __________vot~luk^ uk^dvd9^d9^_____________
v lo,i]3 (u^+v+ 6^1 (u^+v+ 9^ (|u, -v\+0^+ |u, -i,| + ̂ )2

'sïCmaxO^-1,^1-1).
En posant v = u^x, 9^ = u^ y , , il vient,

"2avec D= |l-x|+j/, + |-1 -x|+^,
"i
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x^dxdy^dy^'-"r-B"2/,
l7 '[0.-[3(1^^1(.^.^D2

ot-ï dxdyx
^-i

/ <Cu?- 1 .
1 J^o,+- l2 ( l + x + y ^ ^ 1 (\\-x\ +y^ 1

Le lemme 9 et (14) montrent que, sous les hypothèses du
lemme 8, on a

sup / 6^ ' (z) (U^ (z)| da(z) < + oo ,
a 's» rt —e>0

(19)

Â:^ et k^ étant assez grands.
Majorons maintenant ReU^(z): remarquons tout d'abord

que si on pose

"0,^)=w^i(OA ^'^L l1-!^'2!^ ̂ lA^+d^A^

l-?,zri 1-?2^ 1?-Z|2

la formule de Stokes appliquée à cj(?,z) dans D2 donne
immédiatement :

UM(Z)= r^i(nA
»/I)2

i-irii2!^ li-i^i2!^ </?i AûÇi+dr, Adr,
^^^i i-r2̂''2 ir-zi

^ /• e ^ . f l 1 " 1 ^ 1 2 fc! ^'^l2 kj ^AJFt+^A^
+ ^01 (?) A 9? ———=— ——=—— A ——————————;————— .

>/D2 Ll1-^! 1-^2 J 1?-^12

En notant alors que 2 Re(i 3w^ i ) = 0*, et que le noyau

l-IS-i l2!^ l l - l f a i 2 ! ^ d^ A rffi + d{-2 A ̂
1-?!^ 1-?2Z12-2 ir-zi2

^(D
l?-z|2

est positif (donc réel), il vient
lu^z)^ |2ReU^(2)|

, 2 1 * 1

. f ^(Dl (20)

rfx(r)
1 ? - Z | 2 '

•/-2 i-r^ i-^i-'i 2^2

+2^ '<•- ^ [Î T 2i-l^H
i-?,z'2''2
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où, lorsque T? est une forme, |î7[ désigne le module de l'une quel-
conque de ses composantes.

Posons

l-l?ilT1 | l - l? :K^,z)=
l^i 1- 2̂^2 I?

et
a [IJ—Jil! '1 ^j^l2 '2) __
4|l-^l 1-^2 J l ? -^1 2 '

K,0,z)= ^

Alors

LEMME 10. - Soit 0 <a< min(^, ^) — 1, a G ]0,1 ]. Alors,

a) / S^ l(z)K^O,z)da(z)<C8^(?),

b) f 5a21^)K2(?,z)ûfa(z)<C§a ,210),
^A ' ÔD

ou C est une constante qui ne dépend que de a, k^ et k^ .

Montrons tout d'abord le a) : comme dans le lemme 9, on découpe
le domaine d'intégration en deux morceaux ; l'intégration sur le premier
morceau se majore sans difficultés (en utilisant par exemple lemme 1,
a)), et, en utilisant les changements de variables habituels pour l'inté-
grale sur le dernier morceau, on se ramène à montrer la majoration
suivante :

v"-1^1 t42 dvd6^d6^•=/[o,i]3 (u^+v+6^)kl(u^+v+ e^k^(.\Ut-v\+e^ + \u^-v\+6^2

< C min(t^, u^).

Compte-tenu de la symétrie, il nous suffit de considérer le cas «i < u, :
en posant alors v = u^x, 0; = u ^ y / , i = ï,2, il vient

•<"0"2^2

x^dxdy^dy^/[0,+~(3 fei/Mi \kl / U-j \2(ï+x+y^{—+x+y^ (ll-x|+^+ -^—x+y^)

Xe' 1 dx dy ^
<^f '^i(o,+-(2 ( i + x +>'ir1 ( i i - ^ i + ^ i ) < C u^..
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Montrons enfin le b) du lemme 10, on a

K^z)

< c r ( 1 ~ ̂ i2^1"1 (1 " i^'^2 i ( 1 ~ ̂ fl (1 ~ ^'2)fc2"1 1
Lii-Fiz/1 n-F^ir-zi2 ii-Fizii"1 ii-^i"2 ir-zi2] '

et vérifions par exemple que

,-/ yw "-^.'V-c-i^ ^xc».-;^.
^A T H . fci . fc2 |î. ,2 Ô D 2 ^ 7

l1 Si^i 1 |1 S2Z2 1 IS z!

Comme dans tous les calculs précédents, la majoration la moins évi-
dente se situe lorsque l'on intégre sur A H {|zJ > 6} , et dans ce cas,
le même changement de variable que précédemment nous ramène à
voir que

r _________i^-1^1"1 «22 dv dQ\ ̂ 2

to,ii3 (u^v+e.f1 (u^v+e^2 (\u,-v\^e, +i^-i^l+^)2

< C max(^-1, ^-1).

Or, en posant v = u^x, Q{ = u^y^ i = 1, 2, il vient,

avec D = |1 -x\ + ^^ + |^- -x| +^
^i

. .. 0-1/^2^2 /- ^a-1^^^
J I ^ M I l — — t \ ———————————————————————————

v"' •0•+°0[ (I+,+^Ç+^^D.

<.r1/' ——^A^i——^cur.
[0,+»[2 ( l + X + J / i ) " 1 ( |1-X|+^)

Ainsi, sous les hypothèses du lemme 8, (14), (20) et le lemme 10
montrent que

SUp f 6^(2) |U"(Z)|C?(7(Z) < + °o. (21)
e>0 A •

Alors, (16), (17), (18), (19) et (21) donnent

sup / ^(z) u^(z) do(z) < + oc,

où Uç = max(^, 0). Compte-tenu de la plurisousharmonicité de Uç
ceci achève de démontrer le lemme 8.
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Pour achever la démonstration du lemme 7, et donc de la propo-
sition 2 il n'y a plus qu'à faire un passage à la limite faible lorsque
e —> 0 ce qui ne présente aucune difficulté.

5. Démonstration de la proposition 3.

La démonstration est, dans son principe général, la même que
pour les résultats précédents, mais ici la difficulté n'est pas dans la
majoration des noyaux du 3 mais dans l'obtention d'une estimation
pour la résolution du d. Pour lever cette difficulté on reprend une
idée de N. Varopoulos [8].

Il s'agit de démontrer le lemme suivant.

2

LEMME 11. — Soit 6 = i ^ 6f. dZ{ A dz. le courant d'inté-
/J=i

gration sur un sous-ensemble analytique complexe de D2. Si

f (e^(z)^-6^(z))<^^,
'D2

alors il existe une fonction plurisousharmonique u dans D2 solution
de l'équation i9 9u = 6 telle que

Sup [ \u(rz)\da(z) <-h oo.
<r^\ v-^0<r<l ^T

Les estimations des noyaux du 3 dont nous allons avoir besoin
sont faciles à obtenir.

LEMME 12. —Supposons min(^, k^)> 1. Avec les notations
du début du paragraphe 1, si A({', z) désigne le module de l'une quel-
conque des composantes des noyaux K(^, z), L^C?, z) et L^(?, z),
on a

C
f A(?,z)A7(z)<———,
"T2 ÛT2^)

où C est une constante qui ne dépend que de k^ et k^ .

En effet, supposons tout d'abord A(?, z) = |Li(?, z)|.
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En reprenant les notations que nous avons constamment
utilisées dans ce type de calculs, on est ramené à voir la majoration
suivante :

ç u^ u^-1 d6^ d6^
l0,l]2 (U, -^O,)^^ (^ -^-^) fc2- l (U, ^-6, +^ +0,)2

^ C
max(Mi ,^2)

ce qui ramène à

r _________^i ̂ 2__________
M2 '10 .+-12 (1 +>/l)fcl+l (1 +^2-1 (^(1 +^^) +^(1 +^))2

C
<—————

max(i<^ ,M^)
Ce qui est immédiat, car

i = r ^ <-^_
• ' l0,+~l (1 +.^'l)fcl+l (Mi( l+>' i )+U2) Mi +«2

Si A(S' ,z) = |L;(?,z)|, le calcul est naturellement le même;
enfin, si A(? ,z) est le module de l'une des composantes de
K(? ,z ) , ona

(i-irj^'o-i^i2)"2

^•'^ii-^j^i-^^ir-zi3'
et, en raisonnant comme précédemment, on est ramené à voir que

. ________u\i ity d6^ dQ^_________
J l0,^]2 (MI +01 )^1 (M! +02) t 2(Ml +0i +«2 +0^

<—-£—,
max(M, ,«3) '

ce qui est encore immédiat :

. d6. dQ. 1
J < / —————-——-————=——————.

- [0 ,+~[2 (Mi+0 ,+M,+0; ) 3 2(U^+U.^)
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Pour démontrer le lemme 11, nous reprenons maintenant le
début de la démonstration du lemme 6 : on considère les régula-
risées 6e de 0 , puis, par un calcul semblable à celui fait dans
[l], on voit que

sup f 6 € ( z ) d \ ( z ) < + oo.
e > o J^2

Ensuite, comme au paragraphe 3, on écrit 0e = 6e2 4- iQ9u\

où u\ est à support compact dans la boule ] | z | < — ( et 0e2

est réel, d-fermé, C°° dans D2 et nul dans un voisinage de l'origine.
Pour fixer les idées, nous supposons u\ choisi de sorte que

0e2 soit nul dans la boule B = z G D2 t.q. | z | < — .
( 4 )

Nous résolvons maintenant l'équation idw^ = 0e2 avec
l'estimation dont nous avons besoin.

LEMME 13. -Pour tout e>0 (e < CQ , Oc > 0) il existe
une solution w62 de l'équation idw^ = 0e qui est continue
dans D2 et qui vérifie les estimations suivantes :

(i) sup F \w€2(z)\da(z)<^^
e>0 v ÔD2

r iv^coi(11) sup ————•
e>0 JD2 S^(Z)

d\(z)< +00.

L'estimation (i) ne pose pas de difficultés : l'homotopie
classique de Poincaré la fournit immédiatement. Par contre l'estima-
tion (ii) ne peut pas s'obtenir simplement à l'aide de cette homotopie

car le poids ———— n'est pas intégrable sur les rayons partant
ô-r2 (^)

de T2 . La manière de contourner cette difficulté est empruntée
à N. Varopoulos [8] : elle consiste à considérer plusieurs homo-
topies et à faire ensuite une moyenne des solutions données par ces
homotopies.

Rappelons tout d'abord le lemme de Poincaré-Cartan dans le
cas qui nous intéresse.
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LEMME 14. - Soit Ff, 0 < t < 1 une famille de difféomor-
phismes de C2 , vérifiant les conditions suivantes :

a ) F , ( D 2 ) C D 2 ,
b)Fi = i d ,

c)pour t<^ F , (D 2 )CB = j z G D 2 t.q. lz |<-

Soit Z ^ , 0 < t < 1 une famille de champs de vecteurs tels que
d

— F^ (z ) = Z^ (F^ (z )). Alors la forme différentielledt i
^=-i f1 F^î O e 2 ) d t ,

1/10
où î^ 6 est défini par i^ (rfz, A dz.) = Z\ dz. — î\ d z ^ , est
une solution de l'équation id^2 = 0e2 qui est continue dans D2 .

Choisissons maintenant les difféomorphismes et les champs
de vecteurs : pour tout r Œ[0, 1 ], posons

FÏ(z)=FÎ(z, ,z,)=(^ l +^,^z,) ,

Z;(,)=Z;(^,)=(^,^).

Il est clair que pour tout rç.[0, l ] , F^ et Z^ satisfont aux
hypothèses du lemme 14, et par suite les formes

^ =-i f F ^ ( ^ ^ e e 2 ) d t
"1/10 {

sont les solutions continues dans D2 de id^2 = 0e2 . Alors la

forme w62 =( w62 dr est encore une solution de îrfvv62 ^ô^*2

^o
continue dans D .

Nous allons maintenant voir que w62 vérifie les estimations
(i) et (ii) du lemme 13.

LEMME 15. —Soit g une fonction continue dans D 2 . Pour

rG[0 , l ] , posons

^(z)= f1 g ( ^ ( z ) ) d t ,
"i/io
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et A(z)=/\(z)dr.
^o

^4tor5

Dpourtoutr f \h,(z)\ da(z) < C f l^(z)|rfX(z);
t/ 3D2 JD

^^^^X^'^'

C désignant une constante absolue.

La première estimation est une conséquence immédiate
du théorème de Fubini :

f |^(z)|ûfa(z)+ f \h,(z)\da(z)•'»•'<- ^ 1 *"'- V-" / • I I^tyV
'Dx î r >/ T T X DD X Î T w W Y n

= r dt f Ig^^z^tz^doÇz)
^1/10 ^ D X T T

+ f1 dt S \^^rz^t2^\da(z)
1/10 Î T X D

= f d6,de^ r 1 dt r^^ue^^te^^udu
^[o^nî-i ( ^i/io </o

+ f1 dt f^gd1^ e^^tue^^udu
^I/IO "O

/ f l + r
<105 /• de,d6, \ f t d t f igÇve^^te^^vdv

^lO^îr]2 ( ^0 ^O

+lo3^M^ r î î ̂ ^2)1^^
Jo ^u1^'' )

<C r l^(z)|d\(z).
^D2

Montrons maintenant la seconde estimation du lemme 15 : d'après
le théorème de Fubini, on a

1^(2)1 ,., , /.l ,. 1^(F;(Z))
dX(z) = / ûfr / ——î——d\(z)xD2 6^(2) "I/IO J^ S^(Z)

<- in6 r1 ^ /* ^^^< 106 / dt \ —————.—— d\{z)^i/io ^F^DÎ) ô^aF;)-^?))
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= 106 { \g(S)\ f1 —————————— dW,
J^ ^rW 5^2 ((F;)-'0))

où /,(?) = mm{t> 1/10 tels que ?eF^(D2)}.
Ainsi pour montrer l'estimation voulue, il faut vérifier que

/»! /»l Ht
1(0= f dr f1 ————-————<C.

J» -/r,(» Ô^ ((FÎ)-^?))

Majorons tout d'abord les quantités

C 1 ât

^rW 8^ ((F;)-1 (?)) '

Tout d'abord, on voit immédiatement que

iriio^i1^—- ^(?)=maxj-^, i r , i j ,

iriix^i^—^n-maxj-irj^j.1
; f o '

Comme ô^ ((F;)-1 (?)) = max(l - -^—, 1 - ——) il vient,
dans le cas |?i | > l^l1^, f x + r /

/.i ^^ l - l ?2 l
WX^^^^o.^l^^^j,

et, dans le cas |?i | < l^l1"1"'',

/.i / l+r^ 10 l-l?il
L(?)< / ——————<1+———l? , |Log—————-——.
r ^w/1^-!?,! l + r " 1 ' "l^l^-irj
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Majorons maintenant !(?): supposons tout d'abord |^| < |^|. On
a donc pour tout r£[0,l] , l^l^ < |^| et par conséquent

Krxi+^/Log 1^1 „
0 1 S l 1 1 S 2 1

< > ,̂1 Lo.^. |^-Los ̂ ^

< 2 + f L o g 2 — — ^ d r ^ C .
-o r

Supposons maintenant 1?J < |^|2 : on a donc, pour tout
^[0,1], \^\<\^\l+r, et par suite

K?) < i + 10 irj r1 Log ^"; lrll dr
'O l?2l " ~ l ? i l

< l + 1 0 | ^ | 2 r l Log ———^——dr
^ l?2l -1^1

< 11 + 10 F1 L o g — — — ^ < C ,
'o 1 ''

par un calcul similaire au cas précédent.

Enfin si |^|2 < |?J < |^1, les deux calculs précédents montrent
que l'on a encore I(?) < C, ce qui achève de montrer le lemme 15,
et par la même occasion le lemme 13 qui est une conséquence des
lemmes 14 et 15.

La fin de la démonstration du lemme 11 est maintenant standard.
Nous résolvons l'équation OU62 = w62 en utilisant les noyaux mini-
maux (avec k^ et ^ > 2)^ puis nous posons u, = 2 Re U62 + u{.
Alors u, est solution de i9 9u, = 0e et, d'après les lemmes Ib), 4, 12
et 13, et la sous-harmonicité de Uç, on a

Sup Sup f \u,(rz)\ da(z) < + oo.
e>0 r< 1 y2
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Comme à la fin du § 3, on en déduit le lemme 11 par un argument de
familles normales de fonctions harmoniques (cf. [7], p. 286) en faisant
tendre e vers zéro.

Exemple. - Reprenons l'exemple donné à la fin du § 3 :

X = Û X / , avec X, = { ( z ^ , z^) E D2 t.q. z ^ + z ^ = 2 ^ } , a^D,

lim |ûJ = 1.
f-i-oo

On montre aisément que pour que X soit l'ensemble des zéros
d'une fonction de N(T2) il faut et il suffit que

^(l-lâ,!)372 < + o o ,
1

ce qui signifie exactement que X est d'aire finie.
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