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MAJORATION DE LA TRANSFORMÉE
DE FOURIER

DE CERTAINES MESURES

par N. LOHOUE et J. PEYRIERE

1. Introduction.

Ce travail reprend un article de L. Corwin et F. P. Greenleaf[l].
Introduisons le problème et quelques notations.

Si p est un polynôme réel à m variables et de degré ^ supérieur à 2
on définit une distribution tempérée (ip sur R" x R par la formule

< ^ / > = f f(x,p(x))dx (/^(R-xR)).
JR^

II s'agit d'étudier la transformée de Fourier (ip et, en particulier, de savoir
quand cette distribution est définie par une fonction localement sommable.

L. Corvin et F. P. Greenleaf, dans l'article précité, ont étudié le cas où
le gradient de la partie homogène de plus haut degré de p ne s'annule
qu'en 0. Ici, nous envisageons le cas où ce gradient peut s'annuler. Nous
obtenons en particulier le résultat suivant.

THÉORÈME. — Soit q un polynôme réel homogène de degré ^ à m
variables (3^w<^) tel qu'en chaque point de la sphère unité S^_i où q '
s'annule, la restriction de q" à l'espace tangent à S^-i en ce point soit non
dégénérée. Alors, si p est un polynôme tel que le degré de p — q soit
inférieur ou égal à ^ — 2, {ip est une fonction localement intégrable.

On a la même conclusion dans le cas m = 2, £ ^ 5,
d ° ( p - q ) ^ ^ - 3 .

On décompose le polynôme p en composantes homogènes :

P = <1 + Z Pj
j=o
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(q de degré <f, pj nul ou de degré j). On note £ ' le degré du polynôme
p — q et l'on pose À- = sup(^',l).

Une modification de la technique de L. Corwin et F. P. Greenleaf
permet d'obtenir les résultats suivants dont le théorème énoncé plus haut
est un corollaire.

PROPOSITION 1. — Si l'on a j IVsl'^do^-i < oo, W ^ 2 et
J^m-Ï

/ f ^ <f — - alors la distribution jlp coïncide sur l'ouvert
u

{(u,v) e R*" x R ;i; =^ 0} ûwec une fonction continue.

PROPOSITION 2. — On suppose que l'on a j IVçl""19^^-! < oo et
f IVçl-^-^^l-^^-i < oo. sw-l

Js^-i

1. Si l'on a W > 2, e f l + — ( > l er
\ w/

t ^ x < ^-sup (i7e,i/e\ en +^-)-1 )'
alors il existe C > 0 tel que^ pour tout (u,v) dans R" x (R\{0}), on ait

r / [uix1"^-^ / iMiv"1-1)/^-^ ~i
\{i,(u,v)\ ̂  C 1 +M-^+ ̂  +^j +^ +^ M-^ .

2. Si <on a W ^ 2, 67 ^ 2, O' > —^—(l-e) eî^ — m

ï ^ K ^ ^-sup (1/9,1/9'),

alors il existe C > 0, teî CMC, pour tout (u,v) dans R" x (R\{0}), on ait

r / luiv^w-^ / |M|\('«-I)/^-^) ~iIM )̂I ̂  c i+iri-^+fi+yj H-1 +(i+-) \v\-^ [

2. Démonstration de la proposition 1.

Soit % une fonction indéfiniment difTérentiable de R+ dans [0,1],
valant 0 au voisinage de 0 et 1 sur l'intervalle [l,+oo[. On définit un
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champ de vecteurs w sur R" ainsi :

w(x) = - |xbc(|x|)|v^x')r1 v^)
où l'on a posé x' = x/\x\ et où a est un nombre supérieur ou égal à 1
que l'on choisira plus tard.

On pose y(t,x) = x -h it\v(x) pour (t,x) e R x R"*. On obtient ainsi
une application de R x R" dans C". On a

y*(dzi A^A ... AdzJ = det (I+iW(x)) dx^ A dx^ A ... A dx^
m ^^

+ i dt A ^ !,j(t,x) dx^ A . . . A Ac; A . . . A rfx^.
j= i

Puisque a est supérieur à 1, les coefficients de cette forme sont bornés.

Posons, pour z e C"', u e R"1 et i? e R, ^(z,^,^) = u.z -h yp(z). Nous
allons montrer que pour 8 > 0 assez petit et pour v > 0, l'intégrale

e-1^2^ dit A ... A dz^
Jï(8.R'")

existe et est égale à fi(u,v).

Notons M le plus grand des deux nombres

sup sup II^Oc-HtwOc))!!
X6S^_( 0<«1

et

S sup sup |V^(x+itw(x))|.
l<WxeS^,_i 0<«1

On a, si \x\ ^ 1 et 0 < t ^ 1 ,

MRe - iq(x-{-itw(x)) ̂  tVq(x).w(x) + — W-Xx)!3

6
M< - îixriv^^i^^-^ixriv^Mi301
6

d'où, dans les mêmes conditions,

Re - ip(x+itw(x)) < - tWqix')^1^-^^^2''-1}

+ Mtiovgoor.
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Posons 52 = inf(l,3/M sup |V^(x')|201"1). Alors, pour 0 ^ t ̂  5,
\ xfeS^_^ )

\x\ ^ 1, v > 0 et ueR"1, on a

Re - f(p(x+itw(x),u,y) ^ - ̂ vtWqÇx')^1 + r(|u|+My)|xhV^(x')r.

LEMME. - // existe C > 0 tel que si A > 0, B > 0, œ > 0 et
'k

a ^ .——- on a
€ — À.

p^-B/̂ i,̂  ^ ciï^y^^8-^^"^ + (Bœ1^)-'}

En efïet, ArW - Br^œ01'1'1 est maximum pour {——\^ et vaut
VBœ/

/5l\—Y 3l\ ^ J_ 3l

alors 7 1 1 - - A^B ^-^œ01"7^, donc
\"/ \ € )

f 00 ^ArV-B/œ^ '^ dr ^ 1 ̂ ^^B-V^ - À

Jo r m\B(ùj , ,
f00 - B/œa+l m^+ e 2 r"—»
Jo r

d'où le lemme.
Remarquons que lorsque œ est petit, c'est le second terme qui est

prépondérant. L'inégalité a > .——- entraîne, en effet,
, € — A»m (1 + a)m

7 ^ 1 ^ ^ '

PROPOSITION. — Si l'on a

W > 2, ^ < ^ - 1 ^ f jV^I-^do^-i < oo,
9 Js.-i

alors la fonction P(u,v) = j ^-i<l)(ztutv) rfz^ A . . . A dz^ ^sî continue
Jy(8,R"')

sur l'ouvert {(^,v)eRmxR,v>0}.

Cela résulte des résultats précédents : on peut choisir a tel que l'on ait

les inégalités suivantes : a ^ 1, a ^ ,——- » 1 + a ^ 9<f.
& — À
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PROPOSITION. — Les hypothèses étant les mêmes que pour la proposition
précédente, F et fip coïncident sur l'ouvert {(u,v)eRmxR;v>0}.

Pour démontrer ceci, considérons une fonction /, C°° à support
compact dans {(u,v) e R"1 x R; v>0} . Soit BR la boule de centre 0 et de
rayon R dans R"". On doit montrer que <F,/> - <Ap,/> = 0 . On a

<îV> - <Ap,/>
= lim ( | f(z,p(z)) dz, A . . . A riz,- f /(x,p(x)) dx\

R-»oo \JY(Ô,BR) JB^ /

= lim f /(z,p(z))rfzi A ... A dz,.
R-»oo JY({(f,x);O^^Ô,|x|=R})

Soit K un entier supérieur à m/2, on a

- C
1 /(Ol ^ .. ..p.K ^P max { ^ ' y ^ y ^ support (/)} pour Ç e Rw x R.

On a donc, si z = x + fîw(x),

|/(z,p(z))| ^ ,—^exp(At|xhV^(xT-Br|xnv^(^)|a+l)
\1 î 1-^1 /

où A, B, C dépendent de / mais pas de x.

Par suite

[ /(z,p(z)) dz, A ... A dz,- f /(x,p(x)) dx
JY(S.BR) JBR

CR'" r8 r
^—————,— dt\ ^tRkWx)\ct-BtR^q(x)\a+ï ̂  (^\
^ /l _ i R 2 \ K I | "^w-lV-'1/ '(1+K ) Jo Js,_,

Mais on a sup (ArRV-BîR^1) ^ CrA^'B-0^-0^-^ d'où le
î , , o»0résultat.

3. Démonstration de la proposition 2.

Nous allons majorer {i(u,v) lorsque v est positif. On pose

ROwx') = sup (l, ̂ ^'^^IV^x-)!--) (1. e R-, v^x' e S,_,),
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T étant un nombre à choisir plus tard. On écrit

(i(u,v) = | e-1^^ dx 4- | e-^^dx
JH^I Jl^|x|^R(u,u,x')

4- e-^^dz^ A . . . A dz^
Jy([0^\x{x:\x\=R(u,u,x')})

+ e-^^dz^ A . . . A dz^.
Jy(^{x;\x\>R(u,v,x')})

Désignons par îj(u,v) (j= 1,2,3,4) les quatre intégrales précédentes. Dans
la suite C désigne un nombre indépendant de u et y .

Évaluons 14 : on a

Mu,v)\ ̂  c f e~ 21 ̂ ^(^^^(H^^wxr ̂
J|x|^R(u,u,x')

Si l'on choisit T supérieur ou égal à l/(<f—À,), on a

\^(u,v)\ ^ C f exp f - sv W^qW^1} dx
J\x\^R(u,v,x') \ 4 /

d'où
_ m Ç m(a-H)

|l4(̂ )l ^ Cv~^ ^qÇxÏ^-da^^x').
Js,-i

Estimons maintenant 13. On a

|l3(M,i;)| < C f6 f (exp-^'Àdul+M^IV^MI^1-^)
Jo Js^_i

RCu.u.xnV^MI01-'1 -m dt daÇx').

Deux cas se présentent selon le signe de a -h 1 — ̂ .

Dans le cas a -h 1 > T^ on a

ii^)i ^ c/M±M^y-n r ^^^_^,^,, ̂ _,(x'),
V v / Js^_i

autrement, on a

|l3(u,y)| < C (̂|u|+Mi;)̂  f IV^xT^-^a^M.
^_i



MAJORATION DE LA TRANSFORMÉE DE FOURIER 121

On estime 1̂  de la même manière que dans [l], pp. 693-694. On a

* R(u,v,x')

On pose

alors

d'où

(̂r.-,M -̂i ̂  ̂  CRÇu^xT-
jT(x',p)n[l,R(u,y,.x')]

D'autre part, si ]a,b[ est un intervalle contenu dans

[l,R(u,i;,x')]nCT(x',P)

8 /r"*"^
et sur lequel — ^ —— ^ ne change pas de signe, on a

V ~ôr )

^-Kp(rx',u,r)y.m-l ̂  ^ /j R^^^^

a ^ P
Par suite

f ^-<P(rx',u,^- 1 ̂  ̂  ç R(M,^r"1

JCT(x',P)ntl,R(u^,x'] PJCT(x',P)ntl,R(u^,x'] P

En choisissant P convenablement, on obtient

|l2(^^)l ^ C ^(u^x'r-^vqÇx1)^ daÇx') ^v)\ ̂  C f

d'où

112(^^)1 ^ cf^^^y-^^1 f iv^x')!-^-1^^)!^^^).,,„^c(M±M••)'"»-4
V v ) Js.-,t; / Js....,

On obtient la proposition 2 en collectant toutes ces estimations et en
s'assurant que les hypothèses permettent de choisir a et T
convenablement.
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Le théorème est une conséquence des propositions 1 et 2 (1.): les

conditions d'intégrabilité sont satisfaites dès que l'on a 9 < ——— et
2 m

^-(^TV-

4. Remarques.

Les propositions 1 et 2 sont susceptibles d'autres applications. En voici
deux.

On suppose m = 2 et l'on considère un polynôme q homogène de
degré ^. On note d l'ordre maximum d'annulation du gradient de q sur
Si. On suppose que l'on a d ^ 1 et <f S? 4 d -h 1. Si p est un polynôme
tel que d ° ( p — q ) ^ ^ — 2 d — \ , alors {ip est une fonction localement
intégrable.

On considère le cas m = 3 et q(x,y,z)=(y4'—2x2z2)(x2-{-y2-{-z2)k.
Alors si k ^ 1 et d ° ( p — ^ ) < 2 f e + l , fip est une fonction localement
intégrable. Dans ce cas l'hypothèse de non dégénérescence de q" n'est pas

4
satisfaite et les conditions d'intégrabilité sont 9 < - et

-^)-^--L-V3 Y 2fe+4/
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