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UNE PROPRIETE ASYMPTOTIQUE
DES PUISSANCES SYMBOLIQUES
D’UN IDEAL. APPLICATION A LA THEORIE
DE L’'INTERSECTION
SUR LES SURFACES NORMALES

par Marcelo MORALES

0. Introduction.
Soit R un anneau local noethérien excellent, intégre normal de
dimension de Krull 2, dont le corps résiduel k est algébriquement clos.

Mumford ([6]) définit a I’aide d’une résolution de singularités de Spec R
la multiplicité d’intersection (C,.C,), de 2 sous-schémas fermés,
irréductibles de dimension 1 distincts C, et C, dans SpecR en x
I'unique point fermé de SpecR.

Soit P; lidéal premier de R définissant C;, P{™ ses puissances
symboliques, (C;,x;) le normalisé¢ de C,,

h;:(Cix) - (Cix) = SpecR
le germe de morphisme obtenu par composition. Alors nous montrons que

vi(PY o h)

(C,.C,), = lim ij=12  i#j,

ou v; est la valuation de 'anneau O .

0.1. Diviseurs de Weil et de Cartier ([4], Chap. IL6).

Soit X un schéma noethérien intégre, séparé, régulier en codimension 1.
Par définition, un diviseur de Weil est un élément du groupe libre Div X
engendré par I'ensemble des sous-schémas fermés réduits et irréductibles de
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codimension 1 de X. DeDivX tel que D = ZnY; est dit effectif si
n; = 0 pour tout i.

Si Y est un sous-schéma fermé réduit et irréductible de codimension 1
de X, £ son point générique, I'anneau local Oy, est un anneau de
valuation discréte et définit une valuation vy sur le corps de fractions K
de X, dont le corps résiduel est K(Y) le corps de fractions de Y. Si
feK*, le diviseur div(f) = Zvy(f)Y est appelé diviseur principal.

Les diviseurs de Cartier sur X, sont les diviseurs de Weil localement
principaux. Si D est un diviseur de Cartier on lui associe Ox(D) un Oy
Module inversible. Si en plus X est régulier, alors tout diviseur de Weil est
de Cartier.

Nous utiliserons aussi des diviseurs de Weil et de Cartier a coefficients
rationnels.

0.2. Degré d’un faisceau localement libre sur une courbe C.

e Une courbe est un schéma noethérien de dim 1.
e Une composante d’une courbe est un sous-schéma fermé de C de
dim 1 réduit et irréductible.

Soit k un corps. Si C est propre au-dessus de k, pour tout O
Module cohérent %, h(F)=rg H(C,#) est fini et on pose
X(F) = h(F) — h'(¥F). Si &L est un O-Module inversible on pose
degc(&) = x (&) — x(00).

0.3. Courbes exceptionnelles d’un morphisme propre.

Soit R un anneau noethérien, soit m :X — Spec R un morphisme
propre. Une courbe est dite exceptionnelle (relativement & w) si n(C) est de
dim 0.

Si & est un Ox-Module inversible et C une courbe exceptionnelle, on
pose

Z.C = degd%(¥)

ou ic:C — X est 'immersion fermée canonique. De méme si D est un
diviseur de Cartier sur X. on pose

D.C = 0x(D).C = degc0c(D) ol  O(D) = 0x(D) ® 0.

Ox
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0.4. Soit R un anneau local noethérien régulier de dimension 2, x
l'unique point fermé de SpecR, k le corps résiduel en x, k
algébriquement clos. m:X — Spec R TIéclatement de centre x,
E = n"1(x) = P'(k).

Soit C un diviseur de Cartier effectif sur R, défini par I'idéal P, la
transformée totale n*(C) par = est par définition le diviseur de Cartier
correspondant a l'idéal P.0Oyx et I'ona

1) n*C.E = 0

etsi C, et C, sont deux diviseurs de Cartier effectifs distincts sur Spec R
alors

2 )} (@*Cp.n*Cy), = (C,.Cy),
ol x étant un point fermé d’un schéma régulier V, on a par définition
(C,.Cy), = dim RAS, f5), fi (resp.f,) ¢€tant une équation de C,
(resp. C,) au voisinage de x et R = Oy,.

0.5. Vanishing theorem ([7], p. 46).

Soit f:X —» Y un morphisme birationnel propre d’une surface non
singuliere X sur une surface normale Y. Soit L un diviseur de Cartier
sur X, onnotera L = O(resp.L >> 0) siL.E < O (resp. L.E < 0) pour
toute courbe E exceptionnelle réduite et irréductible de f.

Soit K le diviseur canonique sur X, si K — L 22> 0 alors
Rlf, (0x(L)) = 0.

1. Transformée totale d’'un diviseur de Weil
sur une surface normale
par une résolution de singularités.

Soit R un anneau excellent, intégre normal de dimension 2.
n : X — Spec R une désingularisation, i.e,, m est propre, birationnelle et
X est régulier; E,,E,, ..., E, l'ensemble des courbes exceptionnelles
réduites et irréductibles de =.

THeEorREME (Du Val, Mumford). — La matrice d’intersection (E;.E)) est
définie négative.
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1.1. Si C est une courbe réduite irréductible sur Spec R, x son
unique point fermé, la transformée stricte C est par définition 'adhérence
schématique de n~!(C—{x}) dansX.

DErNITION ([6]). — La transformée totale n*C est le diviseur de Cartier

r
a coefficients rationnels C + Y. rE;, (ry,...,r,) étant lunique solution du
i=1
systéme de Cramer

€+ Y rE)E;=0 V=1, ...
i=1

Si C, et C, sont deux courbes intégres distinctes dans Spec R,
Mumford définit la multiplicité d’intersection (en x)

(C.Cos = Z (n*C,. Cz)x’

X' x

Z (Cl .*Cy)y

X' —=x

I

et il montre ([6]) que cette définition ne dépend pas de la résolution de
singularités.

En général, si P désigne I'idéal de hauteur 1 définissant C, P.0x n’est
pas un Oyx-module inversible. La courbe qu’il définit sur X peut avoir des
points immergés dans n~*(C). Si v; désigne la valuation sur K, le corps
de fractions de R, déterminée par E;, il se peut que r; # vi(P),
nr; # Vi(P®), vi(P®) # nv,(P).

Cependant,
1.2. ProrosITION. — Soit P lidéal premier définissant C une courbe
intégre. Soit P™neN les puissances symboliques de P,
r
n*C =C + ) rE; la transformée totale de C par w, alors la suite

i=1

vi(P™)

converge vers r;, i=1,...,r.

Démonstration.

(P®™
1.2.1. LEMME. — La suite viP™)

converge.
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En effet, P® . P™ < P®"*™ et donc
Vi(P"™) < v,i(P™) + v, (P™)

et on sait que cette propriété implique le lemme.

1.2.2. LEMME. — P® est le germe en x de m,Ox— nC) pour n > 0.

En effet, C étant un diviseur de Cartier effectif sur X, Ox(—nC) est un
faisceau d’idéaux sur Oy, m, étant exact a gauche, n*(wx(—nC)) est un
sous-n,Ox-Module, mais R étant normal (n,0y), = R. Par ailleurs, on
sait que (n,0x(~n0)), = {feRIdiv (f o 1) > nC}. (r,0x(—nC)), est un
idéal primaire contenant P® et coincide avec P™ sur Spec R — {x}, car n
est birationnel. Ces deux idéaux sont donc égaux par définition de P™.

1.2.3. DEFINITION. — Soit S;, ..., s,€ N" on pose

| Sr=11:*<(9<— is,-E,)) ={feRv(f)=s,i=1, ..., r}

i=1 x

et
r
Pg’ll?.‘.,s, =P" n Fsl ..... s — Ty <(9x(“nc‘ Z S:‘Ei>> ’
i=1 x
1.2.3.1. Remarque. — Posons t;,(n) = v;(P™); on a alors
i)Si s;<tm),i=1,...,r, PO =P,
ii) L’inclusion de
Ps';()n),...,tj(n)+l ,,,,, 1,n) dans P%’l'(’,,) ,,,,, gn), ..., tym)
est stricte pour tout j=1, ..., r.

iii) Si l'inclusion de

P{) g+i..s, dans PO

Spseees Sy

est stricte on a s; > t;(n).

1.2.4. Considérons pour tout j = 1, ..., » la suite exacte courte de (-
Modules

0 - (Ox(—Ej)—b(Qx—»(OEjAO
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r
et celle obtenue par tensorisation avec (0x<—nC -y siE,.>

i=1

0- (0x<—nc - sE; — (sj+1)Ej> - (9x<—-nC - Zr: s,-Ei>

i#j i=1

- @Ej<—nC -y s,.Ei) - 0.

i=1

On en déduit une suite exacte longue de R-modules.

- Ho(E,.,(oEj(—nC - Z s,.E,.>)
i=1

*) - R‘n*@x(—nc -y sE — (s,.+1)E,.>

i#j

R‘n*(9x<—nc - i siE,->

i=1

x

X

- H‘(Ej,(OE}(—- nC — i s,-E,)) -0

i=1

n étant une désingularisation d’une surface, si & est un Ox-Module
inversible R (#) =0, i >2 et R'n (&) est concentré a lorigine.

1.2.5. LEMME. — Pour tout n > 0, t,(n) = nr,.
Preuve. — Draprés 1.2.3.1 ii) linclusion de
P‘l’ll()n) ..... )+ 1, tyln) dans Pg'll()n),.,.,t}{n) ,,,,, tn)

est stricte. La suite exacte longue (*) avec s; = t;(n), i = 1, ...,r montre
que

H“(Ej,(ﬁﬁj(—-nc -3 t,.(n)Ei>> #0,
i=1
et par conséquent

degEj<@Ej<—nC - Z t,-(n)Ei>> = —nC.E; - Z t;(WE,.E; > 0,
i=1

i=1 i=
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r
Mais C.E; = — Y rE,.E;, donc
i=1

Z(ti(")_nri)Ei-Ej<0, j=1,...,r.
i=1

Posons Y(n) = (Z (ti(n)—nri)E,.>d, ou d = |det (E;.E)|, Y(n) est un
i=1

diviseur a coefficients entiers tel que Y(n).E; <0, j=1,...,r, etcela
implique ([1], prop. 2) que Y(n) est effectif complétant la démonstration du
lemme. En effet, si Y(n) = A —B ou A et B sont effectifs sans
composantes communes, on aura Y(n).B <0, donc A.B < B.B, or
A.B > 0, par conséquent B.B > 0, mais la matrice d’intersection est
définie négative, donc B = 0.

1.2.6. LeMME. — Pour tout n >0, nedet(E,E)Z on a
r
ti(n) < nr; + bou Z =Y bE, est un diviseur effectif qui ne dépend pas

i=1

de n.

Démonstration. — Soit K le diviseur canonique sur X, remarquons
r
qu’il existe une infinité de diviseurs exceptionnels effectifs Z = ) b.E, tels

i=1

que :
(1) K+Z+E, >0,Vj=1,...,r

1
) Z+—2—(K+E,-) >0,Vi=1,...,r.
Posons L= —nC — Y nrE, —Z, L est donc un,diviseur de
i=1
Cartier sur X a coefficients entiers. Nous avons la suite exacte courte
0 = Ox(L—E)) - Ox(L) —» (OEj(L) -0
qui donne la suite exacte longue
0 - n,O0x(L-E) - n,0x(L) > n*@Ej(L) - Rln*(ox(L—Ej)

mais (1) entraine que K — (L—E;) = 0 donc d’aprés le « vanishing »
Rin, Ox(L—E) = 0.
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Par ailleurs (n*@Ej(L))x = H°(Ej,(95j(L)) et

dim H°(E;,0g (L)) > L.E; + %(Og)
= L.E; — E,(E;+K)2

1
- - (z + 5(E,-+K)).Ej >0 daprés (2).

Il en résulte que pour tout j =1, ..., r, linclusion de (n,Ox(L—E)),
dans (m,Ox(L)), est stricte et la remarque 1.2.3.1,iii) implique
nr; + b; = ti(n).

Nota. — Le lemme est vrai pour tout n > 0. Sa démonstration utilise
un « vanishing theorem » plus fin que celui de 0.5 démontré par Giraud [2].

2. Preuve du résultat énoncé dans l'introduction.

THEOREME. — Soit R un anneau local noéthérien, excellent, intégre
normal de dimension de Krull 2, dont le corps résiduel k est algébriquement
clos. C,, C, deux sous-schémas fermés réduits et irréductibles distincts de
Spec R; P,, P, les idéaux premiers tels que Spec (R/P) =C;, i =1,2,
alors

(C,.C,), = lim

v.(P™ o h.
M’ ia .] = 19 2, l#]
n

ou v; est la valuation du normalisé Oc ;. de Oc,.

Démonstration. — En effet, les hypothéses nous assurent l'existence
d’une résolution de singularités n : X — Spec R telle que les transformées
strictes C, et C, de C, et C, ne se rencontrent pas et que C, (resp. C,)
rencontre une seule composante lisse E; resp. E;) du diviseur exceptionnel
avec C,.E; =1 (resp. C,.E, = 1).

Par conséquent, d’aprés la définition

(C,.Cy), = yZ,x (n*Cl.Cz), =T

r ) v (PP on
ot n*C, =C, + Y rE; et l'on sait que ri = lim —EJ(—L—)
i=1 n= o n

Soit {y} =C, NE; et u (resp. v) une équation locale de E; (resp.C,)
alors (u,v) engendrent I'idéal maximal de I'anneau local Oy, .
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Nous avons le diagramme commutatif

X
H T

- h
(C,,x,)—> Spec R

ou h est la composée de la normalisation de C, et I'injection canonique
de C, dans Spec R. H existe et est unique d’aprés le critére valuatif de
propreté.

Soit k = ij(P‘{" om) cela veut dire que dans Oy,
PP om = (o, (), ..., e u,p)

ou l'un des o;(u,v)¢ (u).

Par ailleurs, on sait que C, ne passe pas par y, donc il existe des
A;(up) € Oy, tels que

=3 Mwoow),
i=1
cela entraine qu’on aura la méme relation dans Oy /(v)
1= i A;(4,0)0,(1,0).
i=1
Mais dans 0(;2,;2 ~ (Oy,/(v) nous aurons
PP o h(u,0) = (@, (w,0), .. ., e, (u,0),

ce qui implique que k = v,(P{" oh,), et finit la preuve du’théoréme.
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