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Ami. Inst. Fourier, Grenoble
31, 1 (1981), 63-82

APPLICATIONS
DES FAISCEAUX ANALYTIQUES SEMI-COHÉRENTS

AUX FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES

par Jean MERRIEN

Dans cet article nous appliquons les résultats obtenus dans
«Faisceaux analytiques semi-cohérents» ([5]) à l'étude des fonctions
différentiables.

Les trois premiers paragraphes conduisent à un théorème de
division par un polynôme distingué P, sur une partie A compa-
tible avec P, d'une fonction de classe C°° sur A et plate sur 3A,
avec des conditions de platitude sur le bord pour le quotient et le
reste (théorème 3.12).

Le paragraphe 4 donne un théorème de division par des fonctions
Nash-analytiques, analogue au théorème de division de B. Malgrange,
mais avec des conditions de platitude sur le bord (théorème 4.10).
Ceci est le résultat principal de l'article.

Le paragraphe 5 introduit le formalisme des faisceaux différen-
tiables de Fréchet, utile pour exprimer les propriétés de fermeture
dans les modules différentiables.

Dans le paragraphe 6 on étudie les faisceaux différentiables en-
gendrés par les faisceaux analytiques semi-cohérents. On donne en
particulier (théorème 6.2) une description du sous-module de 6(Sî)p

engendré par un sous-faisceau analytique (H de ©p , quand ©^/ûî
est semi-cohérent. Cela s'applique, par exemple, à la description des
fonctions de classe C°° nulles sur un ensemble semi-analytique.

Dans le paragraphe 7 on étudie des propriétés des fonctions
différentiables composées par un morphisme analytique propre et
fini. On obtient des résultats analogues, sous des hypothèses diffé-
rentes, à ceux de G. Glaeser [ 1 ].
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1. Préliminaires.

Pour les résultats sur les fonctions différentiables et les théo-
rèmes de Whitney nous renvoyons à [6].

Pour x dans R", &x est l'anneau des germes en x de fonc-
tions réelles de classe C°°. Pour Î2 ouvert de R" , 8(S2) est l'an-
neau des fonctions de classe C°° sur S2.

Si X est une partie de R" , J(X) est l'ensemble des jets d'ordre
infini sur X , ou encore l'ensemble des champs sur X de séries
formelles à coefficients réels et à n variables. Un élément de J(X)
est plat en x £ X si le jet est nul en x .

Si X est localement fermé, W(X) désigne le sous ensemble
de J(X) formé des fonctions de Whitney sur X, i.e. des jets pro-
longeables en une fonction de classe C°° sur un voisinage ouvert
de X. Si X est ouvert, W(X) = &(X).

Si X est compact, et si / = (fk\ç^n appartient à W(X)
on note, pour m E N :

1/1^ = Sup |/*(x)|
w \k\<m

XGX (V X^f\y) - E —^ r\x)
1 1 / 1 1 ^ = 1/1^ + Sup lfc+fil<w

-\k\^ex \\x-yr
x^y

\k\<m

Alors W(X) est un espace de Fréchet pour la famille de normes
II 11̂ , . Les normes I |̂  et II ||̂ , ne sont pas, en général, équi-
valentes. Cependant, si X est convexe, il existe C, dépendant
uniquement de m et n, avec II 11̂ , < C 1 1̂  .

Si X est localement fermé, on note ^(3X,X) l'idéal de W(X)
formé des jets nuls sur 3X.

Avec ces notations on a :

THEOREME^!, l.-^ X une partie s.alf. de R" , /e^T(X)
et ^e^(3X,X). Alors le jet égal à ^f sur X et à 0 sur 3X ap-
partient à W(X).
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Démonstration. — La question étant locale, on se place au voi-
sinage d'un point de 9x . D'après 1.5.1 de [5], on peut supposer que
/ est prolongé en un élément de ̂  (î2), î2 ouvert semi-analytique
contenant X. On peut, puisque C î2 H X C ôX et que X et C î2
sont régulièrement situés, prolonger <p en une fonction de classe
C°° sur R" , plate sur C S I .

Alors, d'après 1.2.1 de [5], la fonction /<p, de classe C°° sur
Î2 , se prolonge en une fonction de classe C00 sur R" nulle sur
C Î2. D'où 1.1.

Pour démontrer 3.1 nous aurons à utiliser un cas très parti-
culier du théorème de préparation différentiable ([3] ou [4]). Nous
redémontrons rapidement ce résultat au paragraphe 2, en suivant
les idées de [1]. Le théorème 3.1 permet d'ailleurs très facilement
de démontrer le théorème de préparation, du moins sous la forme
initiale de Malgrange.

2. Division générique.

<7

Soit Q ( v , 0 = ^ + ̂  v i ^ ~ i le polynôme générique sur
i=l

R^ x R . Soit R'" un espace auxiliaire et II la projection de
R"* x R^ x R sur R"1 x R^ .

a^Q
On pose V = {(y , v , t) G R'" x R^ x R ; —— (y , v , t) = 0 pour

1 E [0, q - 1]} , i.e. l'ensemble des points où Q a une racine d'ordre

q, et V = n(V), homéomorphe à V par II ( t = - v± sur v) .

LEMME 2.1. - Pour tout <p EW(V), il existe ^ G W(V) et
ci

X/eW(V), <e [ l ,<7 ] , avec <p = QV/ + ̂  X^-'.

Démonstration. - Soit o': R^ x W9 ——> R^ x R^ défini par :
ff\y,w^,^^w^)=(y,-a^w),a^(w),..^(-l)qaq(w)), où les
0{ sont les fonctions symétriques élémentaires.

Puis:
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a = or' x IR : R^* x W x R —^ R^^ x R^ x R .
W ^ a ^ C ^ K ^ . w . O ; r = = w , pour < e [ l , ^ ] } , W ' = I I ( W )

Q* = Q o a = ft (r - w,)

a |W est un homéomorphisme de W sur V.
Supposons <^ prolongé en une fonction de classe C00 sur

Rw x R^ x R et soit ^* = ^ o a .
Par division successive par les ( t — w ^ ) , il existe V'* dans

8(Rm x W x R) et x* dans SCR^ x R^ ), symétriques en les w,,

avec: ^==(3*^ 4- ^ X^-'.
< = i

Puisque ^* et x* sont symétriques, il existe ^ dans J(V)
et x/ dans J(\Q avec :

^/* = ^ o a sur W
X* = X, ° 0' sur W .

<ï
D'où y9o a = (Q^ + ^ X^ ^'"0 ° o sur W et donc

1=1

^ = Q ^ + t x^-1

1=1
sur V, car la composition par a est injective.

Il reste à montrer que ^ G W(V) et x, ^ W(V'). Cela se
fait en suivant les idées de [ 1 ], dans un cas très simple.

On remarque d'abord que, pour tout indice de dérivation a,
on a (D01 \1/) o a E W(W) et (D^x,) ° aGW(W'), ce qui implique
en particulier la continuité des composantes de ^ et x/ •

Puis on remarque que, pour tout (a,b) de W 2 , on a
d(a(a),a(b))>d(a,b). Or

t \ t (^ V C^)-^))8 ,g, , _(^(<y(&)) - L ——o.—— ^ (<y(û)))
IfiKw -•

ne diffère de
/ 1 \g

((^ ° o) (b) - S ———— (^ ° ̂  (û))
l^ l<w îc'

que par des termes de degrés supérieurs à m en (b — a) et à coef-
ficients bornés sur tout compact de W.
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Cette quantité est donc un od Iû - f r ID , et donc aussi un
o(||a(û)- aC^ID, sur tout compact de V.

Cela montre que ^ appartient à W(V). De même x/ ap-
partient à W(V').

COROLLAIRE 2.2. - Soit K ^ compact de V , K' = II(K).
^tor^ l'application de W(K) x W(K^ dû^ W(K), qui à

q
( ^ , X / ) /^Y correspondre Q^ + ^ \^tq~i, ^r ^ isomorphisme
d'espaces de Fréchet.

Démonstration. — L'application est évidemment continue. Elle
est surjective d'après 2.1. Elle est injective d'après l'unicité de la di-
vision formelle, puisque, en tout point de V, Q est distingué.

3. Division d'un élément de ^(3A,A).

Nous reprenons les notations des paragraphe 11.1 et 11.2 de [5] :
P(x'.x^) est un polynôme unitaire, A une partie s.a.l.f. de R"
compatible avec P, de degré q , et A' sa projection.

Avec ces notations on a le théorème suivant, analogue C°°
de 11.2.4 de [5].

THEOREME 3.1.- Soit <p G 3(9A, A).
Alors il existe \p dans ^(3A,A) et x, dans WA\ A'),

Q

i^[\,q}, avec: ^ = P^ + ^ X,^1.
/=!

Ces éléments sont uniques.

Démonstration. — L'unicité est claire puisque P est régulier
d'ordre q sur A.

D'après 11.1.1. de [5], on a P = RS, où R et S sont des élé-
ments de J^ (A') [XJ , R distingué de degré q sur A, S ne s'annu-
lant pas sur A.

<y
On écrit : R = x^ + ^ a^ jc^-^, a^ E^(A').

/=! "
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Le théorème de préparation formel implique l'existence d'élé-
q

ments ^ dans J(A) et x/ dans J(A') avec: ^ = R^4- ^ X,^"'
dansJ(A). l= l

On va montrer que l'élément ^ (resp. x,) prolongé par 0
sur ÔA (resp. 3A') appartient à W(A) (resp. W(Â')). Le théo-
rème en résultera puisque, S étant inversible dans J^(A), — ap-
partient à W(ôA , A) d'après 1.1. s

On va montrer successivement :
1) II existe des constantes c, a, c\ a\ c", û^, 7^ , p^ (w G N) ,

positives, telles que :
(1) Si J C G A et H^-jcll^CdOc.aA)0' , alors

d(y , 9A) < 2d(x , 9A).
(2) Si je e A et x' = Tl(x) on a

n(B^ n A) D B^ n A' D n(B^ n A)
où B^ (resp. B^», B^) est la boule fermée de centre x et de rayon
CdQc.ôA)" (resp. de centre x' et de rayon C'd(jc', ÔA')^, resp.
de centre je et de rayon C^dÇx , ÔA)°^) .

(3) ll^^^^ôAr^ où û=(^,...,a,).

2) ^ l B ^ n A ^ W ( B ^ n A ) , xjB^nA^WCB^nA'), V ^ E A et,
pour tout (m , r) E N2 , il existe une constante positive C^ y avec :

H^ll^^c^rf^.aA/
m , V;cGA (4)

llrf <C^^,3AT

Démonstration du 7. — Le (1) est immédiat.
Puisque û/ GJ^A'), il existe un ouvert semi-analytique Î2' 3 A\

tel que û/ se prolonge en un élément de ^r(SÎ').
On peut prendre C' et a9 tels que B .̂ C Sî' pour tout x '

de A\ et que d(y\ ôîî') > 7 ûf(;c\ 312^ , pour tout >»' de B^ ,
avec des constantes 7 et p , positives, indépendantes de x\

On déduit alors de 1.2.1 de [5] l'existence de constantes posi-
tives 7^ et p^ avec: \a\^1 < 7^0c\ BAT^ , w G N . Alors
il existe 7^ positif avec : ||û||̂  < 7m d^^ SA')"^ d'où l'iné-
galité (3).
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Si x G A , on a ^ = - a^- . Donc si x et y appartien-

nent à A et si y ' = îl(y) G B^ , je' = U(x), on a :

1^-^.K ^- ll^-^ll l^<^ ll^-^ii^.aAy^.

On peut alors trouver C' et a' de manière à avoir la première
inclusion de (2) (on utilise les inégalités IL2.2.2 de [5]). La seconde
inclusion de (2) résulte des mêmes inégalités.

Démonstration du 2. - On va utiliser 2.2 en prenant m = n - 1 ,
y = x t , t = x ^

On suppose que <^E^(R") .
Pour chaque x de A , on prend une fonction u^ dans <^(R")

égale à 1 sur B^ et nulle en dehors de B(x , 2Cd(x , ÔA)") , et telle
que | u^ < C^ d(x , ÔA)-^ , avec des constantes C^ .

La platitude de ^ sur 3A, et l'inégalité (1), montre alors que,
pour tout (m , r) de N2 il existe des constantes C^ y avec :

II ̂ C< C^r d(x , 3Ay , Vx E A . (5)

Considérons les applications A (resp. A') définies au voisinage
de A (resp. A') par :

A(x', x^) = (x', a^x),..., ̂  (x') , xj G R"-1 x R^ x R

(resp. AV)= (x\ûl(x'),...,^(Jc'))eR"- lx R^).

Puisque les a, sont bornés, il existe un compact K de V tel
que A(A)CK et A'(A')CK/ (les notations sont celles de 2.2).

On considère u^ comme fonction de (x\ v , x^) indépen-
dante de i;.

D'après 2.2 il existe ^ dans W(K) et \^ dansWK') ,
^[1,^], avec :

^ < P = Q ^ + Z X^^~ 1 dans W(K). (6)
» = i

De plus la continuité de 2.2 montre qu'il existe, pour tout
entier s , des constantes C^ et m y avec :

IÎ IÎ C:!!̂ !̂

llx.Jlf^C:!^^
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De (5) on déduit alors, pour tout ( s , r) G N2 :

II^II^C;^ d(x,S\Y
\ (7)

\W<C^C^d(x,SAY. )
On pose ^ = ^ o A sur A, \^ = ̂  o A' sur A'. - On a
^GW(A) et X^^W(A') .

En composant (6) par A, et puisque Q o A = R, on a :

u^ = R^ + ^ x,^ ^""I sur A.
1=1

Puisque u^ vaut 1 sur B^ on a :

^IB^HA == ^IB^HA e! X/JB^HA' = X/IB^HA'-
^ • il r ^B'xnA ii ..B^nA'On va majorer 11^11^ et llx^V

Pour cela, on remarque que, si F est un compact de R", / un
élément de W^Fy , et g un élément de W(/(F)), il existe des
constantes C^ , ne dépendant que de n, p et du diamètre de F,
telles que : \\go f\\^ < C^ \\g\\^ Sup (H/H^ . Il en résulte que"m -m .."..„, ^ v.,/,^/

^é'^^C^II^II^ SupdIAU^)*
k^w

iix.iiï'^^c^iix.jCsupdiAii^y.
fc^tWt

fc^w

(8)

Alors les inégalités (4) du 2) résultent de (8), (7), (3) et des iné-
galités 11.2.2.2 de [5].

Pour terminer la démonstration du 3.1, il suffît d'appliquer le
le lemme suivant, de démonstration classique :

LEMME 3.2. - Soit F une partie localement fermée de R" ,
^eJ(F) tels que:

1) ^F = 0 , ^ IFEW(F) .

2) // existe C et a positifs et des constantes C^.. avec :
B n F

Vw,Vr ,Vx(=F, H^ll^ <C^d(x,àFY, où

B, = {y <= R" ; ||̂  - x|| < Cd(x , 9F)01}.

Alors ^ G •W(F).
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4. Division par des fonctions Nash-analytiques.

THEOREME 4.1. - Soit X une partie s.a.l.f. de R" , et fj ,
/^[l^L des éléments de ^(XY . Poi/r ro^ élément ^ de
!f(QX,Xy, appartenant ponctuellement sur X au 501̂  module
de ](XY engendré par les ./} , f/ex^é? ^.e5(3X,X), / e [ l , . y ] ,

j
aiw ^ = ^ c .̂ f^ sur X.

/=i
Remarques 4.2.
1) La condition d'appartenance ponctuelle signifie qu'il existe

î
a. dans J(X) avec ^ = ^ a-/- .

/=i
2) Le théorème de division de Malgrange [2], implique, si X

est ouvert, qu'il existe a. dans ê(X) avec <^ == S a)fj -
/=i

3) La condition supplémentaire de platitude sur le bord sera
essentielle par la suite (Théorème 6.2).

4) II résulte de 1.1 que chaque terme a.f^ se prolonge en une
fonction de classe C°° sur R" plate sur 3X.

Démonstration de 4.1. — O n raisonne par récurrence sur n.
Le résultat est évident pour n = 0. On le suppose vrai dans R"~1 .

Il suffit de montrer 4.1 localement, c'est-à-dire de montrer
que pour tout XQ de X il existe un ouvert Î2o 3 XQ et des

a, G 3(SX H SÎQ , X H Î2o) avec ^ == ̂  a, ̂ . sur X H S2^ . En
/=i

effet, le résultat global s'obtient alors par une partition de l'unité.
On va donc raisonner au voisinage de 0. La démonstration

est analogue à celles de 11.4.1 et 11.5.1 de [5].

a) On peut supposer X connexe au voisinage de 0.
En effet supposons X = X^ U X^ , X^ et X^ s.a.l.f. avec

X^ H X^ C 3Xi n ôX^ , ôXi C 3X, ôX^ C ax. Alors, si le théo-
rème est vrai pour X^ et X^ , il l'est pour X^ U X^ :

Si <p = S ajfj sur X^ et (^ = ̂  j3y^ sur X^ avec ĉ .
/^i /^i

dans ^(3Xi ,Xi) et ^ dans J (3X^ ,X^) , il existe 7^ dans
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^(X^UX^) coïncidant avec c .̂ sur X^ et (3, sur X^ (régulière
_ _ j

situation de X^ et X^). On a alors < ^ = ^ 7,/, sur X , avec
7,e^(3X,X). ^=1

On montre ensuite, comme dans les points b), c) et d) de 11.4.1
de [5], qu'il suffît de montrer 4.1, au voisinage de 0, sous l'hypo-
thèse suivante: r < 5 et [/^,. . . ,/,.]= PIy, où P est un poly-
nôme distingué en x^ .

On va montrer, avec cette hypothèse :

LEMME 4.3. — Soit A C X une partie s.a.l.f. compatible avec
P. Alors pour tout élément <p^ de 3(9A,AY, appartenant ponc-
tuellement au sous module engendré par les /, , il existe a^ dans

__ .T

5(3A,A) avec <PA = S ^ffj sur ^•
/=i

Montrons comment 4.3 implique 4.1.
D'après 11.2.3 de [5], il existe une partition de X H V(P), dans

un voisinage de 0, en parties s.a.l.f. A^ , k G [ 1, N], compatibles
avec P, telle que : b\ C ( U Ag) U SX pour À : G [ 1 , N ] .

On va montrer, par récurrence sur fe , que, si ^ vérifie les
hypothèses de 4.1, <^_ est égal modulo 3(9X, X) (/i,...,/,) à
un élément ^ de W(X) plat sur ( U Ag) U 3X.

C'est vrai pour k= 1, puisque ^ est plat sur 3X (<^ = <^).
Admettons le résultat à l'ordre k , et montrons le à l'ordre k + 1 .
On applique 4.3 à ^ sur \ : il existe a^ dans ^(8A^, Aj^) avec

s
^ == S a/^ sur A^ .

/=i
Puisque les deux fermés Aj^ et ( U Ag ) U 3X sont régu-

lièrement situés et que leur intersection est contenue dans 3Aj^,
il existe ^ dans W(X), plat sur ( U A ^ U ô X et égal à a^

x.^.Ksur Afc .

Posons < ^ + i = = < ^ - S <W/ dans ^^O- cet élément est
/=i

plat sur ( U Ag) U 3X par construction, et égal à \p module
y(QX, X) (/i,..., /,). Donc U vérifie la récurrence à l'ordre k 4-1 .
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A l'ordre N + 1 on obtient un élément < .̂̂  plat sur X H V(P).
Puisque [ f^ , . . . , /J = PI,.,_ l'inégalité de i.ojasiewicz montre que
^N+I appartient à ^(3X,X) (/i,...,/,,). Donc ^ appartient à
WX.X) (A,. . . , / ,) , d'où4.1.

Démonstration de 4.3. — C'est exactement celle qui a été faite
en 11.5.1 de [5] aux changements suivants près: remplacer ®(A)
et ©(A') par J(A) et J(A') ; utiliser 3.1 au Heu de 11.2.4 de [5]
pour diviser ^ par P ; utiliser l'hypothèse de récurrence de 4.1 au
lieu de celle de 11.5.1 de [5] ; écrire des identités module P 3(9A,Xy
au lieu de P J^(A)' .

Remarque 4.4. - On peut reprendre les démonstrations précé-
dentes dans le cas de fonctions de classe C^, p fini, en utilisant la
remarque 1.2.4 de [5].

On obtient alors la variante suivante du théorème 4.1 :
Soit X une partie s.a.l.f. relativement compacte de R", et

f / , /^[1 ,5] , des éléments de ^(XY . Il existe des constantes
a et fî telles que, pour tout entier p et tout élément <p de (W^X))''
(fonctions de Whitney de classe Cp sur X), plat sur SX et ap-
partenant ponctuellement sur X au sous module engendré par les

ff, il existe a, E W^^-^X), plat sur 3X, avec < ^ = ^ a .̂ .
/ = i

5. Faisceaux différentiables de Fréchet.

5.7. Notations. — Si S2 est un ouvert de R", on note ê^ ,
ou simplement &, le faisceau des germes de fonctions différen-
tiables réelles sur S2 , de fibre &y en x .

Pour x dans R" , on note m^ l'idéal de &^ formé des
germes plats en x , Sï^ le quotient 8 ^ / m ^ , anneau de séries for-
melles, et T^ : &y —^ ̂  la surjection canonique.

On appelle faisceau différentiable un faisceau de g-modules.
Si g est un faisceau différentiable, on note g (resp. <|(X))

la restriction de ^ à X (resp. le module des sections sur X).

5.2. Topologies canoniques. — Soit § un faisceau différentiable
sur S2.
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5.2.1. Supposons d'abord § engendré sur Î2 par p éléments de
§(SÎ). On a alors une suite exacte : 0 — > ' § — > & ? —> § —> 0.
D'dù la suite exacte : 0 —>'S(SÎ) —> ë^^iy —> §(SÎ) —> 0.

On munit g(î2) de la topologie quotient de êÇ^îy/^Sî),
où la topologie sur &(Î2) est la topologie usuelle. Pour cette topo-
logie, §(S2) est séparé si et seulement si S(î2) est fermé dans
§(12)̂  , et dans ce cas g(î2) est un espace de Fréchet.

La topologie quotient sur §(Î2) est indépendante du système
de générateurs [6].

5.2.2. On supposera désormais § de type fini sur Î2. Alors ce
qui a été fait en 5.2.1 s'applique sur tout ouvert relativement
compact de Î2, et, puisque g(î2) est la limite projective des
g(U), U relativement compact dans Sî, on munit §(î2) de la
topologie limite projective des topologies des g(U). Cette topo-
logie sera dite topologie canonique sur §(Î2).

Si {| est engendré sur Î2 par un nombre fini d'éléments,
la topologie canonique de §(S2) coïncide avec celle définie en 5.2.1.

La topologie canonique de g(î2) peut être définie par une
famille dénombrable de semi-normes. Si elle est séparée, g(î2) est
un espace de Fréchet.

5.3. Soit g' un sous faisceau de ^. On vérifie qu'on peut définir
un sous faisceau ^ de g en posant, pour tout ouvert U de Î2,
§ ' ( V ) = §\V) adhérence de §\V) dans g(U). Le faisceau ^
est l'adhérence de <|' dans g.

DEFINITION 5.4. — Un faisceau différentiable § sur Î2 , de
type fini, est un faisceau de Fréchet si ^(Î2) est séparé (donc est
un espace de Fréchet),

D'après 5.3, ^ est de Fréchet si et seulement si §(U) est un
espace de Fréchet pour tout U assez petit.

DEFINITION 5.5. — Soit § un faisceau différentiable, de type
fini, sur Sî. On appelle faisceau séparé du faisceau (^, le faisceau
de Fréchet (ê., quotient de § par l'adhérence du sous-faisceau nul.
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5.6. Propriétés. -

5.6.1. Le module des relations entre une famille finie de sections
d'un faisceau de Fréchet est fermé.

5.6.2. Si g est de la forme ê^/S , alors § est égal à S f / ^ .
Dans ce cas, il résulte du théorème spectral de Whitney qu'un

élément <p de SÇSiy appartient à ^(Sî) si et seulement si, pour
tout x de Î2, T^GT^ =^ + ̂ W<^ •

6. Faisceaux analytiques et faisceaux différentiables.

6.1. Soit Jïl un faisceau analytique, de type fini, sur Sî. Alors
OTC ®ç S est un faisceau différentiable de type fini.

Supposons qu'on a, sur î2, une suite exacte :
0 —> (H—> QP —> JR —> 0.

Puisque & est plat sur © on a aussi la suite exacte :
6.1.1. 0 —> (RS —^ &P —> JHL ®.S —> 0

G

où <%& est le sous-faisceau de S19 engendré par (R., défibre ûiy&x'
On a aussi les suites exactes :

6.1.2. 0 —^ (fi&(Sî) —^ &(SÎV —*- 3TC ®^ &(SÎ) —> 0

0 —> ÛÎS(SÎ) —> &W —> 3TC ̂  ê(î2) —> 0.

Pour tout x de S2 on a aussi la suite exacte :
6.1.3. 0 —> CH^ ̂  ——> gï; —> JH^ ® ^ —> 0
puisque Si^ est plat sur ©^ .

Soit alors m^, ï € [ l , p ] , les générateurs de Oîl, et w, les
images de m, ̂ ^l^^dans OTC®^ ê(î2).

D'après 5.6.2 on a :
6.1.4. Un élément ^ = (^) de ê^^ appartient à C%ê'(SÎ), i.e.

p ^
vérifie ^ <^ w, = 0, si et seulement si, pour tout x de î2, on

/=i p
a T^E<%^g^ , donc si et seulement si ^ T <p, w,..®. 1 = 0 .

G «- .sr—^ yxi= l
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6.7.5. Exemple. - Soit X une partie semi-analytique de Î2
et 3 le faisceau analytique des germes nuls sur X. Un élément
(^ de S(Î2) appartient à ^ê(î2) si et seulement si, pour tout x de
Î2, T^e^gï^ . On démontre comme dans [4] que ceci est réa-
lisé si et seulement si \p est nulle sur X.

Dans le cas où X est un sous-ensemble analytique fermé de
Î2 , X est cohérent si et seulement si 3& = ÏÏê ([4] et [6]).

THEOREME 6.2. — So it (R un sous faisceau de type semi-fini
de ©^ . Soit : XQ G Î2 ; A, , i G [ 1, q ] , une partition finie d'un voi-
sinage U de XQ en parties s.a.l.f. avec 3 A, C U A, ; U, , f G [1 ,q},
un ouvert semi-analytique contenant A, ; r^ une famille finie
d'éléments de (RW^)C\^(V^ engendrant (fi sur A,.

Alors un élément ^ de &(VY appartient à (3i&(V) si, et
seulement si, il existe des a^ dans ê(U), plats sur C U , , et tels
que: ,p = ̂  ^ a^ r^ .

i = l k

Remarques. —
1) Pour tout XQ de Î2, il existe A, , U, , r^ satisfaisant aux

hypothèses de 6.2. (Théorème 11.6.8 de [5]).
2) D'après 1.1, chaque a^ r^ , prolongé par 0 sur C U, , ap-

partient à &(U).
3) D'après III.7.1, de [5] le résultat s'applique au cas de 6.1.5.

Démonstration de 6.2. - Tout élément de la forme Z S û^ r^ ,
___ i k

avec û^ plat sur C U,, appartient à <Rê(U), d'après le théorème
spectral de Whitney.

Soit, réciproquement, un élément <p de <%g(U). On définit
les éléments a^ par récurrence sur i .

Supposons qu'on ait défini, pour / < i , les o^ , plats sur C U. ,
de telle sorte que <^, = ^ - ̂  ^ a^ r.^ soit plat sur U A, (c'est

j<i k î<i '
vrai pour i = 1, en posant Ag = 0 ).

L'élément < .̂ de (R&(V) est plat sur 3A, et appartient ponc-
tuellement sur A, au sous-module engendré par les (r^\ .
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D'après 4.1 il existe des a,^ dans ^(8A,,A,) avec < .̂ = ̂ ^^
sur A,. ^

D'après la régulière situation de A, et de ( U A , ) U ( C U , ) ,
dont l'intersection est contenue dans 9A^, on peut prolonger les
(o^nç\ en ^es éléments de ê(U), toujours notés a^ , plats sur
( ^A , )U(CU/ ) .

Alors, <p,^ = ̂  - S ^ik ^k = <P - Z S û^ r^ , est plat
fc /<l fc

sur U Ay , ce qui montre la récurrence.

Pour i = q 4- 1 , on obtient 6.2.

THEOREME 6.3. - Sofr <K et Q^ deux sous-faisceaux, de
type semi-fini, de ©^ . Alors on a <%g + û^g = <%g+ <%'§ .

Démonstration. — II est clair que ùîê -h <R '§ C <%g + <% 'ê .
Réciproquement, soit <p une section de (Kê4-<R '& sur un

ouvert U. On raisonne au voisinage d'un XQ de U. Il résulte de
II.6.8 de [5] qu'il existe A, , U, , r^ (resp. r^), satisfaisant aux
hypothèses de 6.2 pour Cfi (resp. <%'). Il suffit en effet d'appliquer
II.6.8 de [5] à chacun des faisceaux, et de raffiner les deux partitions
en une partition convenant simultanément à (R. et <%\

Alors les A, , U, , et la famille union des r^ et rjg , vérifient
les hypothèses de 6.2 relativement au faisceau (fi + 0^ .

Il existe donc des a^ et c^g , plats sur C U, , avec

^ = s (s °^r^+ s °̂  ̂ )= z z °^^+ z z ̂  ̂  •
/ v fc fi ' i k i e

Donc ^ E (<%& + <%'&) (U), d'où 6.3.
Soit OU et Oîl' deux faisceaux analytiques de type fini sur

Sî, et r un morphisme de Oîl' dans îîîZ-. Alors le morphisme
r ® 1 : Jtl' ®^ g —)- JIZ ®ç & , définit par passage au quotient
un morphisme î : OU ' ® ^ § —^ JÏl ® ,̂ &.

Avec ces notations on a :

THEOREME 6.4. - Soit T : JH'——> OU , OU' û?^ 0^ /ïw et
OTC semi-cohérent. Alors coker r ^ isomorphe à coker î. Il en
résulte que Im 7 est un sous-faisceau fermé de JÇi ® ç &.
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Démonstration. — Sur un ouvert U assez petit, on a le dia-
gramme commutatif suivant :

(R.

QP'-

f
\i
0"

3R,'-

T

\/

VR. -

Dans ce diagramme les lignes sont exactes, (Si est de type
semi-fini, et / est défini par p ' éléments de ®(Uy, fi,fi,...,fp'.

On en déduit le diagramme commutatif à lignes exactes :

-* m' ®g 8&"'

/
\ f

•&r

»^
T

0 '(RS ^ JÏl ®^ &

0

Ona: Im7=((/i,...,/^)â+^&)/^S.
Puisque (/i,..., fp.) &(U) est^fermé dans Wf , il résulte

de 6.3 que (/i,... ,/^) 8(U)+ûî&(U) est fermé. Donc Im^U)
est fermé dans <W. ® â(U) et coker 7 est un faisceau de Fréchet.

Le diagramme commutatif suivant, à lignes exactes, montre
alors l'existence d'un isomorphisme de coker r sur coker 7 :

^ ®^ ê -011®^ & -^ coker r ̂ ^ &

JÏl' ®^ g JH ®^ & coker ̂  ->0

7. Fonctions composées différentiables.

THEOREME 7.1. - Soit Sî (resp. î2') un ouvert de R'" (wp.
R"), / une application de classe C00, propre et finie, de Sî dans
S2\ Alors

l) Si <| e^ un faisceau différentiable de type fini sur Î2 , /^(^)
^^ d^ type fini sur S2'.
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2) Si § est un faisceau de Fréchet sur S2, /^(§) est de
Fréchet sur Sî', et les topologies canoniques de &^\module
et de &(Sî)-module sont égales sur f^(§) (î2') = §(SÎ) .

Démonstration. - Le 1) résulte du théorème de préparation
différentiable.

En particulier /^(&n) est de type fini. Donc si U' est un
ouvert relativement compact dans S2, et U = /"^(U'),

/^n)(U')=S(U)
est un S(U')-module de type fini. On en déduit qu'il existe une ap-
plication §(U')-linéaire, surjective, SÇV'y——> S(U). Cette ap-
plication est continue.

Pour montrer le 2) il suffit de montrer que sur f^(§) (V) = §(V),
qui est de type fini sur ê(U') et sur ê(U), les topologies de §(U')-
module et de ê(U)-module sont égales.

Or on a une surjection, continue pour la topologie de S(U)-
module, de &(V)q dans g(U). Par composition on a une surjection
de êCU')^ dans §(V), continue pour la topologie de &(U)-module
sur g(U). Puisque, pour cette topologie, §(V) est un espace de
Fréchet, il en résulte que §(U) est isomorphe, algébriquement et
topologiquement, à un quotient de SOJ')^ par un sous ê(U')-
module fermé. On en déduit le 2).

On suppose désormais que / est un morphisme analytique propre
et fini de Î2 dans Î2\ Si WL est un faisceau analytique de type
fini sur Î2 on a un morphisme naturel

P : f^ ̂ n' -" ̂ C^^) •

^JD^auti^ part /^(OTI) est de type fini sur t2\ D'après 7.1,
/^(^^ &sî) est un faisceau de Fréchet sur S2'.

THEOREME 7.2. - Le morphisme /? de /^(OTZ) (^ &^ dans
/^(OT^®^ &sî), obtenu à partir de p par passage aux séparés, est
un isomorphisme.

Démonstration. - On montre d'abord que p est surjectif.
En effet, soit y E Î2\ et x, , / G [1, q ] , les éléments de f~\y)

(avec éventuellement q = 0). Alors
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(f^)^&n-)y = f^.,\8>y)= f (̂  ®^ (®^ ®^)),

^(OTl ®énê")J' est un q"0^"1 de f^W^n^v = e ̂ y ®e^.) >
et p^, est obtenu en tensorisant par Oîl». le morphisme naturel
de (9^.®^^ dans g ̂ .. Celui-ci est surjectif d'après l'hypothèse
de finitude et le théorème de préparation.

Puisque p est surjectif, il en est de même de ' p .
Pour montrer 7.2 il suffît de raisonner localement sur Î2', donc

on peut supposer que f^(7ïi) est engendré sur S2' par des éléments
m,, i < = [ l , p ] , de 3H(Î2).

On a donc une suite exacte :
0—^ (R. -^ e^ -^ f^ya) —^ o.

D'où le diagramme, où la 1e" ligne est exacte :

0 —> Oî&n' ——> 8,^' ——> f^W^ &a1 ——> 0

J"^L
/»(^^&n).

Soit m, les images dans Jïl®^gn(î2) des éléments w/®e(n)^w

Pour montrer que ? est injectif il suffît de montrer que toute
relation a == (o^)e&(î2y entre les w, appartient à <K'&^(t2'),
c'est-à-dire que, pour tout y de Î2\ T^,a G C% S? .

p
Or ^ (a, o f) m, = 0 implique que, pour tout je de Î2

1=1 '
T^(o'0/) est une relation entre les w,,,® 1 Donc, pour tout

Çx ex
y de Î2 , TyOoT f est une relation entre les m^ ® 1 , où
r l ( y ) = { x ^ j e [ ï , q ] } . r ,^ ^

Puisque Si^ est isomorphe à (9^ ̂  , l'élément

^V^,® (w-\l^ de f^y\^y=,® (^,\^)

s'identifie à l'élément

Â^,^,^^ (ie î ,^^)-
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Donc TyO est une relation entre les m^y ̂  ly . Il en résulte
que TyO appartient à (Hy yiy . y y

THEOREME 7.3. - Soit ^ un faisceau analytique de type fini
sur Î2\ OU un faisceau analytique semi-cohérent sur SI et r un
morphisme de OU' dans Jîl au-dessus de f (i.e. un morphisme
de TVi' dans /^(OTI)). Soit 7:

^ ̂ 8^ —> /^) ̂ ân" = ̂ ^^n)

fe morphisme de faisceaux de Fréchet associé à r.
Alors (Im7)(î2') est fermé dans OTZ<^ &^(Î2).

Démonstration. - /^(3TC) est semi-cohérent d'après 11.7.1 de
[5]. D'après 6.4, Im 7(Î2') est fermé dans ^Oîl)^^"7)- Le
théorème résulte alors de 7.1 et 7.2.

En prenant OU = ®^ et <?n/ = ®^ on obtient :

COROLLAIRE 7.4. - Le sous ê(Sî')-module de SÇSiy engendré
par q éléments de ©(î^ est fermé.

Le cas particulier suivant est analogue à un théorème de G.
Glaeser [1].

COROLLAIRE 7.5. - La sous-algèbre de &(SÎ), formée des fonc-
tions composées a o /, où a G ê(î2'), est fermée.
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