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REPRESENTATIONS DES ENTIERS NATURELS
ET INDEPENDANCE STATISTIQUE 2

par J. COQUET, G. RHIN et Ph. TOFFIN

1. INTRODUCTION

1.1. Rappels.
Dans I'article [2], Coquet et Toffin ont démontré :

THEOREME 1. — Soit q un entier naturel = 2. s(n) désigne
la somme des chiffres de n en base q et a(n) la somme des chiffres
de n en écriture Fibonacci. La suite de terme général x s(n) + y a(n)
est équirépartie modulo 1 si et seulement si l’'un au moins des nombres
x et y estirrationnel.

Nous nous proposons d’établir un résultat plus général faisant
intervenir la a-somme des chiffres définie dans [3] :

Soit a un nombre irrationnel, soit [a,; a,,..., a;,...] son dé-
veloppement en fraction-continue. Les dénominateurs q,,4,,...,qx,...
des réduites successives de o vérifient les relations :

qdo = 1, q, = a et Qr+a = 42954, + q, pour tout kEN.
Tout entier naturel n se développe de maniére unique sous la

forme: n= Y €/(n)q, oulasuite (€ (n))ey vérifie:
k=0

1) eg(n)€{0,1,...,a,—1}
2) ¢(n)€{0,..., a,,,} quelquesoit kK EN* et
3) €y (n) = ay,, = €,(n) = 0 quelquesoit KEN.

Ces conditions se traduisent par :

2 €(n) q, <qg,, pourtout KEN.
k<K
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Le développement précédent est appelé o-développement de
n et g,(n) = Z €,(n) la ccsomme des chiffresde n.
k=0
Dans [3], le résultat suivant est prouvé :

THEOREME 2. — La suite de terme général y o, (n) est équi-
répartie modulo 1 si et seulement si y est irrationnel.

1.2. Résultat principal.

La suite o envisagée au théoréme 1 est la suite o, relative

X 1+4/5 . o ‘
a a= —2—— Le résultat qui suit généralise donc les théorémes

1et?2.

THEOREME 3. — Soient « un irrationnel, q un entier naturel
=2, s(n) la somme des chiffres de n en base q et o,(n) la a-
somme des chiffres de n. La suite de terme général x s(n) + y o,(n)
est équirépartie modulo 1 si (et seulement si) l'un au moins des
nombres x et y est irrationnel.

1.3. Principe de la démonstration.

On suit essentiellement le schéma de démonstration du théo-
réme 1. On pose encore, pour tout u réel, e(u) = e?™ et |lull
désigne la distancede u a Z .

D’aprés le critére de Weyl, il s’agit de prouver que, si I'un au
moins des nombres x et y est irrationnel, la suite de terme général
G(n) =g(n)g'(n) ou g(n) =e(xs(n) et g'(n)=e(yayn)
a une valeur moyenne nulle. ‘

Lorsque x(q — 1)€2Z, la suite g-multiplicative g est pério-
dique ; on montre au paragraphe 2 que G a alors une valeur moyenne
nulle si y est irrationnel.

Au paragraphe 3, on montre que g' posséde une corrélation.

Dans le cas ou x(q —1)&Z, g est pseudo-aléatoire [1]; on

en déduit au paragraphe 4 que G I’est aussi donc a une valeur
moyenne nulle.
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2. CAS OU g EST PERIODIQUE

2.1. Un type de suites arithmétiques [3] .

Lorsque x(q —1)€2Z, g(n) = e(xn) puisque n= s(n) modulo
q—1. La suite G(n) = e(xn + y o,(n)) fait partie d’'une famille
de suites arithmétiques introduite dans [3].

DEFINITIONS. —

1) f: N — C est dite additive relativement a o si

f(n) = i f(ex(n) q;) quelquesoit n€EN.
. k=0

2) f: N— C est dite rmultiplicative relativement a o si

fO)=1 et f(n)= kt:io f(e,(n) q,) quel que soit nE€N.

La suite n = xn+ yo,(n) est additive relativement a3 «
donc G est multiplicative relativement 3 o.

2.2. Condition de moyenne nulle [3].

LEMME 1. — f étant une suite de module <1 multiplica-
tive relativement @ o, on pose u.(f)= L 2 f(n). Alors f

i n<q
a une valeur moyenne nulle sur N si et seulement si ’}gn u (f)=0.

2.3. Relations de récurrence [3] .

Les notations sont celles du lemme 1.

LEMME 2. —
D) @yig Bisa () = Gy iy () Z f(bq4y) + a (N

0<b<a
k+2
f(@y424541)
2) si @y =4y =1,

Ay +2 /“k+2(f) =q (N (1 + f(qk+1)) + Gy #k_l(f) f(qk) .
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2.4. Etudede G.
On suppose y irrationnel et on pose u,(G) = y; .
2.4.1. Premiercas: {KkEN; a, ¥ 1} est fini.
Pour k=K, a,=1. Soit k=K. Le lemme 2. 2) donne:

Qiar | Bl S qp Tl 11+ e(xqpey + )+ gy eyl (1)

L’hypothése faite ici sur la suite (a,) implique que :

/P _1+4/5
>y = .
qk K-> oo 2

(2)

Soit u= kl_i»xg sup |ul. Puisque x€(q—-1)"'Z, |xqu,, + 2
est minoré par la distance de y 4 (¢ —1)™'Z, quiest > 0. Donc
il existe A < 2 tel que, pourtout k€N :

1+ e(xqy ., +Y)I<A 3)

Les relations (1), (2) et (3) donnent : u<u(Aa‘;2 +a5?), de
sorte que u = 0, et d’aprés le lemme 1, G a une moyenne nulle.

2.4.2. Deuxiémecas: {kEN; a, = 2} est infini.

On pose M, = Max {|ml, |pp_,1} pour tout kK € N*. D’apres
le lemme 2.1)

Gons el <M (| 2 eora, + 90| ae +es), @

0<b<ak+l

de sorte que la suite (M,) -est décroissante.
D’autre part, il existe § > 0 tel que:

Y e(b(xq, + y))| < -pfm (5)

0<H<m

pour tout entier k et tout entier m = 2.
Ceci résulte de I'inégalité :

sin(wmz)

1
m(l—sin(T)l ym—2+2 lcos1rzl) pour z¢Z

et du fait que |Ixq, + y|l est minoré par une quantité strictement
positive indépendante de k.

sin(mz)
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Soit alors k tel que a,,, = 2. (4) et (5) donnent :
Qsr 1Byl S (1 = B) a4, 9, + q_ )M,
d’ou il résulte en tenant compte de a;,, q; > % Qrss >

luk*,|<(1—%)mk. ©)

(6) et le lemme 2.1) donnent ensuite :

Qiva | Baa] S My (a"”_q"“ (1 - %ﬁ—) + Qk) 3

puis en remarquant que @, qx.; > _‘12L+1,
_8
a1 < (1 3)Mk. )
De (6) et (7), il vient : p
a,m>2==-*M,,+2<(l—§-)Mk. (8)

L’inégalité (8), la décroissance de la suite (M,) et I’hypothése
faite sur la suite (a;) entrainent finalement : klim M, =0, et
d’aprés le lemme 1, G a une valeur moyenne nulle.

3. EXISTENCE DE LA CORRELATION DE g’

3.1. Existence de densités asymptotiques.

h étant un entier naturel, ¢, désigne I’application de N
dans N définie par ¢,(n) = 2 €(n)q, . Le but de ce para-
ragraphe est de prouver le k<h :

THEOREME 4. — Soit a un entier naturel <gq,,,. L’ensemble
&(h,a)={nEN; y,(n) =a} posséde une densité asymptotique
égale a :

= (qpey + 94 (058443, Bpys,-. )7 si a2q,
=6(1 +1[0; a,,+2,a,,+3, J osi a<lg,.

On commence par évaluer d(N) =Card {(n€ &h,a); n< N}
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3.1.1. Un lemme de dénombrement.

_ 0 si a>2 €, (N) g,
LEMME 3. — On pose 0 = k<h
1 dans le cas contraire.

1) Lorsque a=gq,, d(N)= 2 &(N) w, + 0, (w,) étant

la suite définie pour k 2 h — 1 par :k>'l

Whoy =1, 0, =0, Wy =G4y, w0, +wy_, pour k=h

2) Lorsque a<gq,, dN) =Y MN) w,+0, (w,) étant
la suite définie pour k =2 h — 1 par?>h

' - ' ' - ' ]
Wpoy =1 =@y, 0p =1 et Wiy =gy Wi + Wiy pour k=>h.

Principe de la démonstration. — On pose N, = Y. €,(N) g, .
k>h

Ona: d(N) =d(N,) + 0. Reste a évaluer d(N,).
Par récurrence sur k£ = &, on vérifie d’abord que

s w, si a=q;
d(q,) =
( w, si a<gq,.

Par récurrence sur I’entier A = h, on montre ensuite en supposant
que NE€[q,,q,,,[ , lesrelations

Y &M w, si a>g,
d(N,,)= k>h

2 M w, si a<gq,.
k>h

3.1.2. Comportement des suites (w, . q;") et (w,.q;").

’
w w

LEMME 4. — § = lim — et & = lim —%, & et & étant
Kk—>oo qk Kk—>oo qk

les quantités introduites au théoréme 4.

pn pn—l pn
Démonstration. — On pose M, = ., — étant la
qdy dn_y In

" a, 1 v
ni¥me réduite de a, A, =| , et on désigne par (—2 Mh) ;
1 0 w’l"‘h n=>1
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la suite des réduitesde [a,,,; @psp,...]

wn = Do Ay oo Ay) (Apyy o Agyp)

donc

Pn+h Pntn—1 Py P,_, Unin  VUntn-—1

Qn+n An+n—r 4, 4n— Wpen Wpip—y

1
d’ot =(q nth )
qn+h ( ot n+h)
Il apparait que :
Wy
kl-l.IP. —q— = (@n-y * G (8443 8p4g,.. D7 =8

D’autre part, soit w; = w; — w, pour k=>h—1

"o o_ " — " - " ”
W, =1, wpy; =0 et wpyy =ay,, W + Wy, pour k=>h.

Soit ( neh ) la suite des réduites de [a,,, ; dpi3,---].
n>2

v" U"
n+h n+h—-1

M, in = My
n n
Wi Wpan-1

ce qui entraine :
”n
w,
gﬂ *q— = (qn + Qper [@pey 5 ez D71
k
[0; Qhez s - .1

=8 -38.
qh+l +4q,00;a,,,...]

3.1.3. Finde la preuve du théoréme 4.

On traite par exemple le cas o a = gq,. Il s’agit de prouver

que: & = lim 1 2 €(N) w,. Soit €>0. Daprés le lemme

N—oo N

k>h
4, il existe r > h telque:
VE=r, 8q,(1 —€) < w, <bq, (1 +e). )

D’autre part, il existe K € N* tel que :
<ebdqg.- ‘ (10
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On suppose N =2 g . Alors, '

2 M) w, <Y N g+ Y €N g, 8(1 + €) d’aprds (9)
k>h k<r k>r (ll)

<q,+6(1 +e)N<6(1 +2¢)N d’aprés(10).

D’autre part,
T M) w,>8(1—¢€ X €(N)g, dapres(9)
k>h k>r (12)

>86(1—€) (N—gq,)=8(1 —2¢)N d’aprés (10).
(11) et (12) donnent finalement, pour N = g
8(1 — 2¢) < Ilq Y & (N) w, < 8(1 + 2e).

k>h

3.2. Une partitionde N.

LEMME 5. — Pour tout entier naturel t, il existe une partition
de N en sous-ensemble Q,, kEN, et une suite (\)en telles
que: YKEN, VnEQ,, 0,(n+1t) —a,(n) =X, .

Démonstration. — Soit t € N*. On définit 2EN par
qy_, <t<gq,. Pourtout vEN, on pose :

R, ={nEN; Yo, (M) + 1 <qppyey Ot €gpyy (1) <gypir}.

N= U ®R,: eneffet,si n<gqy,,,, m=21,
vEN

‘p!l-o-m-ﬂ(n) tt=n+t <q$l+m +t <‘12+m+1 et €2+m+2(n) = 0’
de sorteque n€ER ,,,, -
v-—-1
Soit alors 8, = R, et, pour vEN*, 8 =R - kL_JO Ry .
Les ensembles 8,, v EN, forment une partitionde N. Si n€S$, ,

n+t-— 2 €(n) q; = Youp(n) + £ < Ggipsy -
k> v

Il résulte de Il'inégalité précédente et de €y, ,,(n) <ap,,.,, que:
eg(n+t)=¢(n) si k22+v+1. Donc,si n€S,,

g, (n+t) — 0,(n) = 0,(Yg,(n) + ) — 0, (Y., ().
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Lorsque 8, N &(L + v, a) est non vide,
neg, N&L+v,a) =o0,(n+t)—0o,(n)=0,(a+t)— 0,(a).

Il suffit de numéroter les ensembles $ N &(L + v, a) non vides
pour obtenir la partition {Q, ; K €EN}.

Notons que,si 8, N &(2 + v, a) est non vide,
$,NER+v,a) =8 +v,a)N{nEN; €, (1) < agyir}

est réunion finie d’ensembles &(2 + v +1,b) donc, d’aprés le
théoréme 4, les ensembles Q, possédent une densité asymptotique.

3.3. Minoration d’une densité.
Les notations sont celles des paragraphes 3.1 et 3.2.

LEMME 6. — Soit € > 0. Il existe w € N* tel que :
B"’ =N- vgw G{"
ait une densité < e€.

Démonstration. — B, = {(n €N ; Vo S w, Yp,,(n) 2 qg4ps, — ¢
ou €g,p4,(n) = ag+v+2} .Siv=1,

Qororr — 8 2 Qorgsrr — Qo 2 Qgrgry Doty -
Donc
B, C{nEN; Vv<w, €,,(n) =ay,,.; OU €, p..1(7) =ag,.,}.
Onpose w=2r. Si n€B,,,
(€ge i (M) ..., €94y, (M) = (8g4,,0,0a9,4,0,...,0,ay,,,D)

avec b <ag,,,., , Oubien
(gs1(n)5. .., €940, (n) = (0, 85,5,0,..., 80,5, 4,0, ap,,,,,).

Dans le premier cas, puisque nécessairement €,(n) = 0, Yy, (n)
peut prendre au plus ¢, ag,,,,,; valeurs. Dans le deuxiéme cas,
Vo42,(n) peut prendre au plus q,,, valeurs. D’aprés le théoréme 4,
la densité de B,, est majorée par :

(15 @ganpaas- -] @orarsr + Qoar[05 @panpnns - - D7 @ouy + 40 8005040),



10 J. COQUET, G. RHIN ET Ph. TOFFIN

donc par 2((1;3“ + qq a2+2r+l) q;‘l-erd-l ’ enfin par:

9 9o+ + dq )
do+ar+1 Q942

Le lemme est ‘démontré.

3.4. g' posséde une corrélation .

A Taide des lemmes 5 et 6 et du théoréme 4, on démontre exac-
tement comme dans [2] au paragraphe 3.4 que g' posséde une cor-

rélation v, donnée par: 7v,.(f) = 2 dQy) e(y)\,",).
keN

4. CAS OU g EST PSEUDO-ALEATOIRE

4.1. Valeur de la corrélation de G.
Besineau a démontré [1] :

LEMME 7. — 1) Pour tout tE€N, il existe une partition de N
en progressions arithmétiques % j o JEN, et une suite ()\, )/GN telles
que: VjEN, VneR;, s(n+1) —s(n) = )\,. .

2) g posséde une corrélation donnée par :
1 (D=2 d@) e(x\).
JEN

En reprenant les arguments des paragraphes 3.3 et 3.4, on montre
que G = gg' posséde une corrélation donnée par :

75 (D) = % d@; N Q) e(x\;) e(¥\}).
Le lemme 8 qui suit mont're que cette quantité est égale a :
,Zi d(@;) d(Q,) e(xN)) e(¥\,) soit v, (1) 7,(1).
Donc |7G'( N < I'yg(t)l , et si g est pseudo-aléatoire, G I’est aussi

donc a une moyenne nulle, ce qui achéve la démonstration du
théoréme 3.
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4.2. Un résultat d’indépendance statistique.

LEMME 8. — Pour tout k€N, Q, est statistiquement indé-
pendant de toute progression arithmétique.

Il revient au méme de prouver que & (A, a) est statistiquement
indépendant de toute progression arithmétique uN +v, u=2.

On désigne par X - la fonction caractéristique de uN + v et
par X' cellede &(h, a), de sorte que :

1
xmxm=— ¥ e(—Z)xm (=
U o<z<u ( ( )
Il s’agit de prouver que, si 1 <z <u, la suite de terme général
x'(n) e(——,—) a une moyenne nulle.
u

» e(— z'a)e(z'gbh(n))’ q

Puisque X'(n) =

h+1 0<z'<qpy, Qh+1 Qp4y
est équivalent de vérifier que la suite de terme général
' z' Y,(n)
#(n) = e( —h
u qh+1

aune moyenne nullesi 1 <z <u.

I1 est clair que H, ,, est multiplicative relativement 3 « et que,

si k=2h+1 et 0<b S oy

_ (2bq,
H, . (bg,) = e - ).
Le lemme 2 donne, en posant §, = u,(H, ) :
LEMME 2bis. — Ona pour k=2h + 2

zbq
1) Qies Oxaz = Qicsr Oiay < ; e(—-ukﬂ)
0<b<a z
k+2 +4,5, e( ak+z;‘qk+l)

2) Si Gy =, =1,

Qies2 Oksz = 4y 8 (1 +e( qkﬂ» @18y e ZZ")-
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4.3, Fin de la démonstration du lemme 8.

11 reste & prouver que klirg 6, = 0. On distingue plusieurs cas.
Les deux lemmes suivants seront utiles.

LEMME 9. — Soit D, = Max {16 |, |6;4,1}. La suite (D,)
est décroissante.

Démonstration. — Le lemme 9 résulte du lemme 2 bis.
/z z
LEMME 10. — L’égalité 1 = e(—zl‘-) = e(—qT"”') est impossible
si ze{l,...,u—1}.

Démonstration. — L’égalité précédente entrafne, par récurrence

descendante, e(—z:—f-g) =1 donc z=0 modulo u.

4.3.1. Premier cas: {k€Nja,,, =2 et ag,, =2} est infini
D’aprés le lemme 10,

S, = tk)h;a,‘,,2 >2 et e(iqz"—*l) #* I% est infini .
Soit k€S, . D’aprés le lemme 2 bis 1),

Qi+z 10x42] < Di(qy + G4y ) (18)

-y

au paragraphe 2.4.2 qu’il existe > O tel que, pour tout K€ S,

bzqy.
0<b<2¢k+2 e( ukﬂ)

¥ e( szk+l)

0<b<ap,,

Puisque = ll - e(;l—), , on peut affirmer comme

S —-P)ag,, . (19)
" Comme au paragraphe 2.4.2, on obtient
B
kes,————-»o,,+2<(1——5) D, . (20)
A I'aide du lemme 9, on conclut que D, P 0.

4.3.2. Deuxiéme cas: {KEN; ay .y = ay,, = a,,, = 1} est infini
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D’aprés le lemme 10,
S, =k>h;a,,=a,, =1 et e(fql:A) #* lz est infini.

D’aprés le lemme 2 bis 2), si KES,

1+ e(é)l *ay,),

B
18aal < (1= 5) D, . @21
A laide du lemme 2 bis 1), on en déduit :

Qre3 |0pa3l S Dy ((l - g) Axs3qks2 T Qku)

Qisz 1044y | <D (‘Ik

donc,

|sm|<(1—§) D,, 22)
_&
desorteque KES, =D,,, < (1 4)D,‘.

4.3.3. Troisiéme cas :
: Z
‘kGN;ah3>2, Qg = agyy =1 et e(%) #l; infini.

(

Sy =3k>h;a,,22, ayyy =a,, =1 et e(zq—;"i) 9&1}
est infini.
Soit k €S, . D’aprés le lemme 2 bis 1),

Qi3 10psal S Qpag 18540l iy (1 = B) + Gy 184,41

S Diyy Qa3 — B i3 qisa)s
donc

B
1810sl < (1= 5) Dy., . (23)
. . B
En appliquant le lemme 2bis 1), |8, <\1— 4 Disy -
. B
Finalement, k€S, == D,,, < (1 - 4) Dy, -

4.3.4. Quatriéme cas :

Z
KEN; G, =2, @y =gy, = 1 et e(i:il) =1{ infini
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Dans ce cas, S, = §k>h;am2 =a,, =1 et e(qu:”l) #* 1‘

est infini. On conclut comme dans le deuxiéme cas.

4.3.5. Cinquiéme cas : aucune des conditions précédentes n’est réalisée.

Alors il existe KEN tel que, pour tout pEN, ay,,, =2 et
ag.gp+1 = 1. D’autre part, 'égalité

= ) = (205

z2q K+2p+2) =1

est impossible. En effet, elle entraine e(
u

car

Qx+2p+2 = dK+2p+3 — AKe2p+y - Et I'égalité

1= o) = (M)

est impossible d’apres le lemme 10.
L’ensemble
z
&=2k>hn%u>2,@ﬂ=l,@>2 ae(%?9¢1(

est donc infini. Si K E€S,, on ad’aprésle lemme 2bis 1) :

Qrsz 10kl S (1= B) Gpig Qg 854y + @y 184
S Di(Gpsr — Bagsr qiser)

B
dmcmd<mo—5)
On obtient, grice au lemme 2 bis 1) a nouveau :
B
k€S, == D,,, < (1— ) Dy. (24)

Le lemme 8 est prouvé et le théoréme 3 aussi.
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