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FAISCEAUX ANALYTIQUES SEMI-COHERENTS

par Jean MERRIEN

Le but de cet article est d’obtenir en géométrie analytique réelle des
théorémes analogues a ceux connus dans le cas complexe (théoréme de
cohérence d’Oka, cohérence d’un ensemble analytique complexe, théoréme de
I'image directe). Pour cela nous définissons deux notions nouvelles, celle de
fonction Nash-analytique et celle de faisceau analytique semi-cohérent.

La notion de fonction Nash-analytique transporte dans le domaine
analytique la notion de fonction de Nash utilisée en géométrie algébrique
réelle. Une fonction analytique sur une partie localement fermée X de R” est
Nash-analytique si elle est algébrique sur @,, pour tout x du bord de X
(définition L.1.1.).

Un faisceau analytique # sur un ouvert Q de R" est semi-cohérent
si, pour tout x, de Q, il existe un voisinage U de x, et une partition
finie de U en parties semi-analytiques localement fermées, tels que
My = OF/R, ou R est engendré sur chaque A de la partition par un
nombre fini d’éléments Nash-analytiques sur A (définitions I1.6.1 et I1.6.2).

Les principaux résultats sont les suivants :

1° Si f est Nash-analytique sur un ouvert Q, |f(x)| est majorée par une
puissance, négative, de la distance de x au bord de Q (théoréme 1.2.1.).

2° L’image directe, par un morphisme propre et fini, d’un faisceau semi-
cohérent est semi-cohérent (théoréme I1.7.1).

3° Si X est une partie semi-analytique, et £ le faisceau d’idéaux des
germes nuls sur X, O/ est semi-cohérent (théoréme II1.7.1).

Dans un article ultérieur nous appliquerons ces résultats au domaine des
fonctions différentiables.
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Le plan général est le suivant :

CHariTre I. — Le paragraphe 1 définit les fonctions Nash-analytiques. Les
paragraphes 2, 3 et 4 sont consacrés a la démonstration de I'inégalité 1.2.1,
obtenue par un passage au domaine complexe et une intégrale de Cauchy.

Le reste du chapitre comporte une étude un peu fastidieuse des parties
semi-analytiques en suivant les méthodes de JLojasiewicz. Les résultats a noter
sont le théoréme 1.5.1, qui permet de prolonger une fonction Nash-analytique
sur une partie semi-analytique a un ouvert semi-analytique, et le lemme 1.8.1.

CuariTre II. — Les trois premiers paragraphes introduisent les outils
utilisés dans les démonstrations ultérieures. Ces démonstrations se font
souvent par récurrence sur la dimension, en utilisant, pour le passage de
(n — 1) an, un polynéme P distingué en la derniére variable. On stratifie
V(P) suivant la multiplicité des zéros de P (paragraphe 1) et on définit la
notion de partie compatible avec P (IL2.1). Sur une telle partie, on démontre
un théoréme de division par P dans le domaine Nash-analytique (IL.2.4.).

Le paragraphe 4 montre un théoréme sur les relations entre fonctions
Nash-analytiques, analogue au théoréme de cohérence d’Oka (IL4.1), et le
paragraphe 5 contient un théoréme de recollement.

Le paragraphe 6 donne la définition et les propriétés les plus simples des
faisceaux semi-cohérents et le paragraphe 7 contient le théoréme de I'image
directe.

CuaPITRE III. — Le but essentiel du chapitre III est le théoréme de semi-
cohérence IIL.7.1.

Pour y parvenir, on commence (trois premiers paragraphes) par décrire la
décomposition primaire de p,, pour x voisin de 0, p étant un idéal
premier de @, (théoréme II1.3.2).

Les paragraphes 4 et 5 permettent, en utilisant la normalisation, de
recoller ces décompositions par des fonctions Nash-analytiques (théoréme
I11.5.3.). Le paragraphe 6 donne un corollaire de II1.5.3 qui ne sera pas utilisé
au paragraphe suivant.

Le paragraphe 7 contient la démonstration de ITIL7.1. On retrouve en
corollaire un théoréme de M. Galbiati sur la semi-analyticité de I’ensemble
des points de cohérence d’'un ensemble analytique réel.



CHAPITRE PREMIER

FONCTIONS NASH-ANALYTIQUES

1. Fonctions Nash-analytiques.

On note O le faisceau des germes de fonctions analytiques réelles sur R",
0, sa fibre en un point x.

Si X est une partie de R", on note (@(X) I'anneau des fonctions
analytiques sur X, i.e.l’anneau des sectionssur X de 0. Si X, estle germe
de X en x, on note O, (X, l'anneau des germes en x de fonctions
analytiques sur X,. Alors @, est un sous-anneau de 0,(X,).

De la méme maniére on notera @,, @, O(X), 0.X,) les notions
analogues dans le cas analytique complexe.

Pour tout X de R" on note X = X\X le bord de X. Si X est
localement fermé, 0X est fermé.

Nous travaillerons le plus souvent sur des parties semi-analytiques
localement fermées (en abrégé s.a.lf.). L’'ouvrage de référence sera [2].

DerFINITION 1.1. — Une fonction analytique f sur une partie localement
fermée X de R" est Nash-analytique si, pour tout x de 0X, legermede f en

)4
x est algébrique sur O,, i.e. vérifie une équation Y. a,f* =0, oilles a; de
i=0

O, sont non tous nuls.

On notera A" (X) I’ensemble des fonctions Nash-analytiques sur X, et
N (X,) I'ensemble des germesen x de fonctions Nash-analytiques sur X, .

Ilest clair que A" (X) est un anneau, stable par dérivation, et que,si Y est
une partie localement fermée contenue dans X, la restriction 3 Y d’un
élément de A"(X) appartient 3 A(Y).

En général, le composé de deux fonctions Nash-analytiques n’est pas

1 .
Nash-analytique. Par exemple la fonction e* est composée de — qui
x
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appartient & A (X), X = {xeR;x>0}, et de I'exponentielle, et elle
n’appartient pas a A4 (X).

On étudiera cependant un cas particulier dans lequel on pourra composer
(théoréme I1.3.1).

2. Croissance au bord d’une fonction Nash-analytique.

THEOREME 2.1. — Soit Q un ouvert de R" et f un élément de N (Q).
Alors, pour tout compact K de R", il existe des constantes positives C et a
telles que :

VxeQ nK, [f()| < Cd(x,dQ)°.

Le corollaire suivant est analogue a I'inégalité de Lojasiewicz.

COROLLAIRE 2.2. — Sous les hypothéses de 2.1. il existe, pour tout compact
K de R", des constantes positives C et a telles que :

VxeQ nK, [f(x)=Cdx, V() v oQ)y.
Ici V(f) désigne I’ensemble des zéros de f. Le corollaire s’obtient en

1
appliquant le théoréme a la fonction ? sur Q\V(f).

Démonstration de 2.1. — La question étant locale, on va travailler au
voisinage d’un point de 0Q, qu’on supposera étre I'origine de R". On
supposera aussi n > 1, le cas n = 1 étant immédiat.

D’aprés la définition 1.1, il existe des fonctions a;, i € [0,p], analytiques

sur un voisinage U de 0, avec a, # 0 et P(x,f(x)) = 0 sur U n Q, ou
14
P(x,X) = Y aXP7i.
i=0

On peut supposer que P est sans facteur multiple, donc que son
discriminant § est non nul. On peut donc, par le théoréme de préparation de
Weierstrass, trouver un systéme de coordonnées (x, ,. . .,x,) telque a,0 soit
égal, modulo un facteur inversible, a un polynome distinguéen x,, Q(x',x,),
dedegré g (onnote x' = (x,,...,X,_;)). Onsupposera Q définisur U, ce
qui est possible en diminuant U, ce qu’on fera plusieurs fois par la suite. On
supposera aussi Q < U.
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On pose, pour ie[lq]:
V; = {(x'x,) € U; x, est racine de Q d’ordre > i}

0'Q
=<xelU; —(x)=0 pour 0<j<i-—1,.
0x)

On pose aussi: Vo =U, V., = JF et d(x,V,,,) = 1.

La démonstration de 2.1. repose sur le lemme suivant :

LeMME 2.3. — Il existe des constantes o, B, v, positives, telles que, pour
i€[04q] :

VxeQ\V,y, dxV) <dxVi; voQP = |f(x) < yd(x,V;,,) 7P
Les deux paragraphes suivants seront consacrés a la démonstration de 2.3.
Terminons la démonstration de 2.1.

Soit x € Q. Si d(x,V,) < d(x,0Q)* on a |f(x) <y en prenant i = g
dans 2.3.

Sinon, il existe i e [0,g—1] avec:
d(x,V) > d(x,V,; v Q)" pour q=j>i,
et dx,V) <dx V., viQy.

On a alors d’aprés 2.3.: |f(x) < vd(x,V;4,) ? < vd(x,V,,, wdQ)~**.
Si d(x,V;;,00Q) = d(x,0Q), on a |f(x)] < yd(x,00Q) *F.

Sinon on a :
IF 0l < vd(x, Viy5) ™ < ¥d(x,V;, 5 UOQ) P

d’aprés 2.3. En itérant ce raisonnement, on peut majorer |f(x)| par :
y sup d(x,0Q)"*®, ce qui démontre 2.1.

kellg—i]
Remarque 24. — Si © est un indice de dérivation on a
olel

8""'a {: = R,(f), ou R, est un polynéme de degré au plus 2Jo|P, a
X

coefficients analytiques au voisinage de 0.
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La démonstration de 2.3. (faite au paragraphe 4) montre alors qu’il
existe une constante v, telle que :

ool
VxeQ\V,y,, d(x,V) < d(xV;,, vOQ)* = .2—5 ()| < Yod(x, V4 )10k,
x

Il en résulte que le théoréme 2.1. peut étre précisé de la maniére suivante :

Pour tout compact K de R" il existe des constantes positives o et C,,
o e N", telles que :

dolf

VxeQ nK, YoeN",
ox®

(x)] < C, d(x,0Q)~ o=,

3. Un lemme de prolongement.

Pour montrer 2.3. nous allons passer au domaine complexe, en
prolongeant les fonctions a; et le polynbme Q en des fonctions
holomorphes a; et Q sur un voisinage U de 0 dans C". On désignera
par V Tensemble des zéros de Q dans U.

On a alors :
LeMME 3.1. — Il existe des constantes positives a, b, ¢, p, o(p>0),
telles que, pour ie[lq], et (x',x,) = x€(V\V;1,) N Q:
1) 11 existe une fonction holomorphe f, sur un voisinage de
2, ={yeC™; Xyl < adxV;;,)}
X {yn € C; |xn_yn| < b d(x,Vi+l)a} )
égale & f au voisinage de x dans R".

2) Pour tout y = (y',y,) de C", tel que |y'—x'|| < ad(x,V;,,)’ et
|y'l_xn| =b d(x’vi+1)c, ona d(y, v) =c d(xsvi+l)p’

Démonstration de 3.1. — La démonstration est faite pour i < g — 1. Le
cas ou i = g est analogue.

Soit x € (V\V;;+,) n Q. Alors x, est racine d’ordre exactement i de
I’équation Q(x',t) = 0.

Soit &;, 1 <j < g, les racines, réelles ou non, de cette équation avec
Ei=x, pour 1 <j<i.
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Ona: Q) = [_I t=g)=(—x) [] -8

j=i+1

o ‘
xQ'(xl’xn) =il l—[ (xn-&j)'

i
a n j=i+1

Lesracinesde Q étant bornées, il existe une constante C, (indépendante de
x) telle que :

oQ
6_xf, (%)

Inf|x,—&;l > Co
j>i

. i
En appliquant I'inégalité de Lojasiewicz a o on trouve des constantes
X

n

positives C, et p, avec:

Q P1
Infix, — ;| = C, d| xy—=0 .
i>i Ox;,

d' . .
D’aprés la réguliére situation de V; et de { 6? =O}, d’intersection

V.41, on ades constantes C, et p, avec:

I_nf |x,,—§j| = Cz d(x9vi+l)p2 .
j>i

Posons R = C,d(x,V;,,)’>. Pour tout t de C tel que

3R R\¢
Sli—x|<=-ona Q1) > (—)

R
4 4)

On en déduit, par le théoréme des accroissements finis, I’existence de
constantes positives C; et p; = p,q, telles que :

R < |t | < 3R
— S I—X,| & — ,
® 4 4 = Q1) # 0.
Iy =Xl < C3d(x,Visy)™
C C
On pose alors p = p;, 6 = p,, a = _2_3, b= 72

C, C
La condition 3.1.2° est alors vérifiée avec C = Inf (73, Tz>
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Pour montrer 3.1.1°, nous allons utiliser un prolongement de f a4 un
ouvert simplement connexe, et une intégrale de Cauchy.

Puisque f est analytique au voisinage de x, il existe €= (g’sg,),
dépendant de x, et une fonction §, holomorphe sur :

B.={yeC ! ly—xll <&} x {9,€C; |y,—x, <&},

égale 3 f sur B, nR".
On peut supposer ¢ tel que B, ¢ &, et que Q ne s’annule pas sur

3R

{lly =x'll <€} x {8., < |yp—x, < 7}-

Soit alors

~ 3R
(gx = {yec", “.V'—x'” <é¢ et Iyn-xn' < TE
J

R 3R
U {y eC; Iy =¥l < Cyd(xVis)? et 7 < ly—x, < 7}.

On a B, = %, et tout chemin fermé de &, est homotope 4 un chemin
fermé dans B,. Au voisinage de tout y n’annulant pas Q, les solutions du
polynéme P sont p fonctions holomorphes distinctes. D’aprés (1) on peut
donc prolonger §, le long de tout chemin contenu dans &,. D’aprés la
propriété d’homotopie, ce prolongement est indépendant du chemin. Il en
résulte qu’il existe une fonction holomorphe /i, sur %, dont la restriction a
B, est g,.

Soit alors la fonction f, définie au voisinage de &, par:

1 o
j;(ylyy,.) = — X(y at)

- dt.
2in |t—,v:n|=zTR t— Vn

Il est clair que f, est holomorphe. De plus, puisque /. est holomorphe sur

3R
{lly —x'|| <€} x {Iy,,——x,,l < T} ona:

~ 2R
fx = ﬁx sur {”J"—x'” < 8,} X {Iyn_xn' < —3—}

Donc f, =g, sur B, et f, = f sur B, nR".
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4. Démonstration de 2.3.

Le cas i = 0 de 2.3 résulte de la majoration :

ay(x)

If(®)| < 2 Sup

I<i<p

si aq(x) # 0,
et de I'inégalité de Lojasiewicz appliquée a la fonction a,, dont les zéros sont
contenus dans V,.

Soit donc ie[1,g]. Avec les notations de 3.1, on choisit o > Sup (p,1).
Soit y = (y',y,) € Q\V;,,, tel que

dy,V) < d(y,V;4, v 0Q)”
(on remplace x par y dans 2.3).
Soit x eV, avec |[y—x|| = d(),V,).

Puisque o > 1, ona xeQ\V,,,, et on applique 3.1 2 x. Pour U
assez petit on a :

d(x,V;pq 0 0Q) =2 d(y,V; oy VI — |ly—xl|
> Sly—xli¥
Z3 y—x||=.

Soit B, la boule, dans R", de centre x et de rayon 2%d(x,V;,, viQ)*.
Alors y € B, et, pour U assez petit, B, < 2, NR" et B, c Q. Puisque
f. = f au voisinage de x, on a f, = f sur B,.

Donc, d’apres 3.1 :
1 AR
f) = j dt.

2in t=x =bd(xV,, ) £ = Van
Ceci nous permet de majorer |f(x)|.
En effet, puisque P(y, f.(»)) =0 sur &, ona:
a;(y'sp)

ao(y’,t)

1
i

[7:0/1)] < 2 Sup

1<igp

Donc, d’aprés 3.1.2°, il existe des constantes C' et o avec:

IFe0 0l < C A 1,9)% < C C¥d(x,V,4,) 7.
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Drautre part :
t=yul 2 [t=X,| — [Xy,=yul 2 bd(x,Visy)® — (2d(x,Vi4,))

b
> Ed(x,ViH)" pour U assez petit.

Donc : |f(y)] < 2C' C~*d(x,V;4,)7*".
1
Puisque, pour U assez petit, d(x,V,,,) = 3 dy,V;+,), ona:

SO < 2C C¥2%°d(y,V, )",

ce qui montre 2.3.

5. Prolongement d’une fonction Nash-analytique a un ouvert semi-analytique.

Le but des paragraphes 5, 6 et 7 est de démontrer le théoréme de
prolongement suivant.

THEOREME 5.1. — Soit X une partie s.a.lf et f un élément de N (X).
Alors, pour tout x, de 0X, il existe un voisinage U de x,, un ouvert semi-
analytique Q, avec X n'U < Q, et un élément g de N (Q) égal a f au
voisinage de X N U.

Pour montrer 5.1., nous aurons besoin de la description locale des
ensembles semi-analytiques donnée par les partition normales de
Lojasiewicz [2].

Nous allons rappeler rapidement les résultats dont nous aurons besoin.

Soit X unensemble semi-analytique au voisinage de 0 dans R”. Alorsil
existe un systtme de coordonnées (x,,...,X,), un voisinage

U = [] {Ixl < &} de 0, etunepartitionde X nU en v I, I sous-
k=1 i=1
variété de U, tels que :

a) Si dimT; =k < n, il existe, pour je[k+1,n], des polynomes
Pi(xy,. . .,x; x;), distingués par rapporta x;, a coefficients analytiques au
voisinage de TI(U), ou I(x,,...,x,) = (x,...,x), et une fonction H
analytique au voisinage de II(U) tels que :

1° Pour tout je[k+1,n], H appartient a I'idéal engendré par P; et
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5—’. En particulier, en un point ou H est non nul, les racines de P; sont
X .

J

simples.

2° T; est une composante connexe de :
Un{Pk+l=Pk+2="'=P"=0, H#O}.

3° II(T;)) = T} est une composante connexe de II(U) n {H # 0}. Ilen
résulte que I'; et I'; sont des parties s.a.Lf. et qu’il existe des fonctions @;,
analytiques sur I';, avec:

T = {x;=@;(xy,....x), jelk+1n], (x,....5)eT}}.

Onaaussi II(T,) = I}, TI(@T) = oI’} et T, ~ (T xR"™¥) = oT,.

b) Si dimTI; =n, il existe un polyndme distingué en x,, H,
analytique au voisinage de U, tel que I'; soit une composante connexe
de U n{H # 0}.

De plus les T; sonttelsque: oI, nU = (Y T) v dX.
Jj<i

On dira que U est un voisinage normal, et les I'; seront les membres
de la partition normale.

Remarque 5.2. — Si un ouvert semi-analytique € contient une partie
semi-analytique X, il existe, pour tout compact K de R”, des constantes
C et a telles que :

VxeX nK, B(x,Cd(x,0X)) = {y; |x—yll < Cd(x,0X)} = Q.

Cela résulte de la réguliére situation de X et (;Q dont Iintersection est
contenue dans 0X.

Réciproquement on a :
LeMME 5.3. — Soit X une partie s.a.lf, x, € 0X et des constantes C et

a positives. Alors il existe un ouvert semi-analytique Q et un voisinage U
de x, tels que:

X nUcQc | B(x CdxaX)y.

xeX
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Démontration. — Avec les notations ci-dessus il suffit .de faire la
démonstration dans le cas ou X est un membre I'; de dimension k, k < n.
Dans ce cas, on pose f=ZP?, g=f + H? et

Q= {x; |f(x)| < Clgx)I*} n{T;xR""*}, o rationnel.

Alors Q' est un ouvert semi-analytique, et pour C' et o' convenables,la
composante connexe Q de ', contenant I', vérifie la conclusion de 5.3.

6. Membre d’une partition normale et fonctions Nash-analytiques.

Nous montrons quelques lemmes préparatoires a la démonstration de 5.1.

LEMMEG6.1. — Soit I" un membre d’une partition normale. Alors il existe C,
et a,, positifs, tels que, pourtout x de T, ettout r < C, d(x, o)™, il existe
une partie connexe A, avec :

B(xy) nT < A, « B(x,r) nT.

Démonstration. — On peut supposer que dim I = k < n, etonconserve
les notations du paragraphe 5.

En appliquant I'inégalité de Lojasiewicza H sur I', on obtient, puisque

oP;
H est combinaison de P; et —5—1:

Xj

Vx' eI, > K, d(x,{H = 0})°

0P,
a:’. ',0;(x")
> K, d(x,0Ty

ou K, et p sont des constantes positives.

Il en résulte qu’on a une constante K, avec:
1 vx' eI, Vji>k, llojx) <K,d(x,or)".

D’autre part, la réguliére situation de T’ et oI" x R"7*, d’intersection
oI', implique ’existence de C et a avec :

() VxeTl, d(xdl) > d(x,dT") > Cd(x,dD), ou x' = II(x).
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Il résulte de cette derniére inégalité qu’il existe C, et a,, positifs, tels
que, pour tout x de I', tout r < C, d(x,01)! et tout y' € B(x',;r?), ona
d(x',or") < 24d(y,or").

L’inégalité (1) et le théoréme des accroissements finis impliquent alors
'existence de K avec :

(3) Vxel, Vyel' nII7(B(x,r?)),
Ix—=yll < K;lIx"—y|l d(x’,0T")~*.

On pose, pour xeI': A, =T nII"}(B(x'r?).
C’est une partie connexe d’apreés la continuité des ¢;, eton a
A, o B(xr*) nT.

11 résulte facilement de (2) et (3) qu’on peut trouver C, et o, tels que
A, c B(x,r) n T, d’ou 6.1.

Soit maintenant fe A (I'). On peut appliquer a f, sur un
voisinage de I', les résultats des paragraphes 2 et 3. On a donc un
voisinage U de O, une suite V; densembles analytiques dans U,
F=VyycV,c - cV, cVy=U, et des constantes C et o
telles que, pour tout x de I' n (V\V,,,), i€ [04], il existe une fonction
f, analytique sur B(x,Cd(x,V;,,)"), égale & f au voisinage de x
(lemme 3.1.).

LEMME 6.2. — Il existe des constantes positives C,, C;, a,, o3 telles
que :
Vie[04],
Vxe\V,,, vérifiant d(x,V;nT) < C,d(x,V,,, udl)*2,

il existe une fonction g analytique sur B, = B(x,C; d(x,V;,, wal)™), égale
a f au voisinage de B, N T .

Démonstration. — Soit i > 1, et xeI'\V,,,. PrenonsyeV; n T avec
lly—x|| = d(x,V;nI). Pour C, et a, convenables, la condition
lly—x|| < C,d(x,V;,, wdl’? implique yeT N (V\V,,,). Alors il existe
f,» analytique sur B(y,Cd(y,V;;, UdI)"), égale & f au voisinage de y.
D’aprés 6.1 on peut modifier C et a de telle sorte que f, soit égale a f au
voisinage de

B(,V9 C2 d(yavi+1 Uar‘)Zu) N r
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Il est alors facile de prendre C,, C;, a,, a, de sorte que la condition
ly=xll < C;d(x,V;4, LIT)?

implique que la boule
B, = B(x,C; d(x,V,,, wil)™)

soit contenue dans B(y,C2 d(3,V, ., , udl)™), ce qui montre 6.2 dans ce cas.

Le cas i = 0 est analogue.

LEMME 6.3. — Il existe C, et o, positifs tels que, pour tout x de T, il
existe une fonction g, analytique sur B(x,C, d(x,00)™%), égale a f au
voisinage de B(x,C, d(x,0)*) N T.

Démonstration. — Soit xeI'. Avec les notations de 6.2, il existe
ie[0,q] avec:
{d(x,Vj Al > C,d(x,V,;,, vol)?> pour q>j>i
d(x,V;nI) < C,d(x,V,,, uil)*.

D’aprés 6.2., il existe g,, analytique sur
Bx = B(X,C3 d(x’VH-l Uar)"S)

égale & f au voisinage de B, N T.

Le systéme d’inégalités ci-dessus, et la réguliére situation de V; et T,
permettent de minorer d(x,V,,, UdI') par une puissance de d(x,0I') (voir
la démonstration de 2.1. & partir de 2.3.), ce qui prouve 6.3.

COROLLAIRE 6.4. — Il existe un ouvert semi-analytique Q, contenant I", et
une fonction analytique g sur Q, égale d f au voisinage de T .

Le corollaire résulte de 6.3., de 5.3, et du lemme, immédiat, ci-dessous.

LEMME 6.5. — Soit T une partie localement fermée, et bornée,de R", C et
o des constantes positives. Soit, pour tout x de I', unefonction g, analytique
sur B, = B(x, Cd(x,0X)"). Onsuppose que,si yeI' nB,, ona g, = g, au
voisinage de y. Alors il existe C' > 0 et une fonction g, analytique sur
U B(x, C' d(x,0I)%), tels que, pour tout x de T, g = g, auvoisinagede x.

xel
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7. Démonstration de 5.1.

On suppose x, = 0. Ilsuffit de trouver Q ouvert semi-analytique, et un
prolongement g de f dans O(Q). En effet, grace a 5.2.et 5.3,0n pourra
diminuer Q de sorte que g appartienne 3 A°(QQ). D’aprés 6.4 on peut
trouver un voisinage normal U de 0, une partition de X n U en des
membres I';, ie[1,r], et, pour chaque I';, un ouvert semi-analytique
Q; o T; et une fonction g;, analytique sur Q;, égale a f au voisinage
de T;.

On pose X; = JT; et on va montrer, par récurrence sur i, qu’il existe

j<i
un ouvert semi-analytique W; o X; et une fonction h;, analytique sur W;,
égale A f au voisinage de X;. Pouri = r on aura 5.1.

Le résultat est vrai pour i = 1, puisque X, =TI,.
Passagede i d¢ i +1: X,;,, =X, uT,,,.

L’ensemble semi-analytique I';,;, N W, a une famille finie de composan-
tes connexes Z,.

Soit K; = {k; Z,nX; # &}, K, = {k;Z, " X;=0}.

Si keK,, on note V, la composante connexe de W; n Q;,, qui
contient Z,. C'est un ouvert semi-analytique et on vérifie facilement que
gi+, oSt égal & h; sur V,.

On peut trouver un ouvert semi-analytique W; tel que :

X,cW,cW, W, cW, udX

W, nZ, <dX; pour keK,.

On pose alors : W;,; = W} u (Q,-H\V—V_;) u(lU V.

keKy

C’est un ouvert semi-analytique. Il contient X;,,, car tout élément de
I';+1 N W; appartient 3 un Z,, avec kekK;.

Il suffit alors de poser :
{hi+l = hi sur VV;
hivy = giey sur (@\W) v (U V).

keK;
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THEOREME 7.1. — Soit X une partie s.a.lf, et f un élément de N (X).
Alors {xeX; f(x)=0} est semi-analytique.

Démonstration. — D’aprés 5.1, et puisque le probléme est local, on peut
supposer X ouvert. On peut supposer de plus que f est racine d’un
polynéme P, sans facteurs multiples, & coefficients analytiques au voisinage
de X.

Il suffit de montrer que le graphe G de f est semi-analytique dans R™*!.

Soit & lediscriminant,nonnul,de P et Y = {xeX,8(x)#0}. Ilestclair
que G Nn(YxR) est une union de composantes connexes de
V(P) n (Y xR), donc est semi-analytique.

Alors, d’aprés la continuité de f;, G = G n(Y xR) n (X xR), et G est
semi-analytique.

8. Partition en parties simplement connexes.

La démonstration du lemme suivant, utilisé au chapitre 11, est analogue
aux précédentes.

LeMME 8.1. — Soit X une partie semi-analytique, adhérente a 0, dans R".
Alors il existe un voisinage U de 0 et une partition finiede U n X en parties
semi-analytiques simplement connexes.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur n. Le résultat est
évident pour n = 1.

Supposons le vrai en dimension inférieure 3 n, et prenons X dans R".

1¢ cas : La dimensionde X en O est inférieure & n. On prend alors une
partition normale de X au voisinage de 0, et il suffit de montrer 8.1., pour
chaque membre I' de la partition.

Supposons dim I' = k. Avec les notations du paragraphe 5, on applique
’hypothése de récurrence & I = II(I') dans R*. Puisque, par II, T est
homéomorphe & I, le lemme est vrai pour I', donc aussi pour X.

2¢cas :dim X = n.

On prend encore une partition normale de X au voisinagede 0. D’aprés
le 1°r cas le lemme est vrai pour la réunion des membres de dimension
inférieure 3 n. Il suffit donc de le montrer pour un membre I' de
dimension n.
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Un tel T est une composante connexe de U n {H#0}, ou H est un
polynéme en x, de discriminant non nul.

Soit A I’ensemble des zéros du discriminant.
On décompose I' en (I' n(AxR)) U (I’ A(R"~*\A) xR)).

D’aprés le 1 cas, le lemme est vrai pour I' N (A x R) qui est de dimension
inférieure a n.

D’aprés 'hypothése de récurrence, R”~*\A est, au voisinage de 0, union
disjointe de semi-analytiques I';, simplement connexes. Au-dessus de
chaque I’} le polyndme H a des racines simples, et on peut écrire
I' n(I'; xR) sous la forme d’une union finie, disjointe, de parties semi-
analytiques simplement connexes (parties comprises entre deux nappes de
zéros de H).



CHAPITRE 11
FAISCEAUX SEMI-COHERENTS

1. Stratifications des zéros d’'un polynéme.

Soit U’ un compact semi-analytique de R*"!, U = I1"}(U’), ou II
est la projection de R" sur R"™!, P un polyndme unitaire en X, a
coefficients dans O(U’), de degré p.

o'P .

On pose, pour ge[lp+1], V,= er;a—XT(x)=0,0<t<q—l .

En particulier, V; = V(P) est l'ensemble des zéros de P, et V,,;, = .
Nous allons stratifier U’ suivant la somme des multiplicités des racines de
P au-dessus d’un point de U’.

Soit i€ [0,p—1]. On désigne par I'; I’ensemble des x’ de U’ tels que
opP
X,
i. On voit facilement que I’} est défini par I'annulation de certains
déterminants en les coefficients de P. En particulier I'; est I'ensemble des
zéros du discriminant de P.

les polyndmes P(x',X,) et (x',X,) aient un P.G.C.D. de degré au moins

Si x’eI\I'4y, etsi &§;, je[1,r], sont les racines distinctes, complexes,

de P(x'x,) = 0, de multiplicités p;, ona Y (u;—1) =i.

j=1
Soit I" une composante connexe de T'\I';,,.

C’est une partie s.a.1f,, et 1a famille de ces composantes est finie. Au-dessus
de I'', de polyndme P(x',X,) a un nombre constant s de racines réelles,

§1(x) < &(x) < - < &(x),

de multiplicités constantes p,, W,, ..., H,, et les fonctions &;(x) sont
continues sur I".

Il en résulte que V, n I1™!(I") est réunion de s composantes connexes
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distinctes (avec éventuellement s = 0), chacune étant une partie s.a.Lf. dans
R”, homéomorphe par IT & I".

Soit T une composante connexe de V, n I1-1(I").
Il existe ge[1,p] avecT = V\V, ..

On a: II(IN =TI", II(I) = T" car la restriction de II a V, est
propre, et II(0I') = 0I"" car II|. est un homéomorphisme. On remarque
cependant que II|,- n’est pas nécessairement injective. D’autre part, il est
clair que 0I"" < I';,,. On peut donc ordonner les I" en une suite I, telle
que oI, < YT,

i<k

On a ainsi obtenu une stratification de V; n U. Lélément I' sera

appelé strate de degré g de V, n U.

THEOREME 1.1. — Soit I" une strate de degré q de la stratification de
V, nU, et I" =TII(T'). Alorsil existe R et S, polynémes unitaires dans
N () [X,], de degrés respectifs q et (p—q), tels que:

1° P = RS dans & (I"[X,].

i

2° R est distingué sur T, ie. —
X}

(x) =0 pour ie[0,g—1] et xel.

3° S ne s’annule pas sur T.

Démonstration. — Soit xeI'. En x le polynbme P a une racine
d’ordre g. D’apres le théoréme de préparation de Weierstrass, il existe des
polynémes unitaires R, et S, dans 0,[X,], de degrés respectifs g et
(p—q), avec S,(x) #0 et P=R.,S,.

L’unicité de cette décomposition en tout point de I" montre qu’il existe
des polyndmes unitaires R et S dans O(I")[X,], de degrés respectifs g
et (p—q), avec P = RS, R distingué sur I' et S ne s’annulant pas
sur I'.

Il reste seulement a vérifier que les coefficients de R et S sont dans
A (I"). Or I'identit¢t P = RS montre que ces coefficients sont fonctions
symétriques €lémentaires de certaines racines de P dans une extension de
O(I"). Donc ces coefficients sont algébriques sur O(U’).

Remarque 1.2. — Chacun des polynémes R et S appartienta 4°(I), et
S est inversible dans A" (T).
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2. Théoréme de division.

Les notations sont celles du paragraphe 1.

DEFINITION 2.1. — Une partie A de U NV, est compatible avec P, si
elle est contenue dans une strate T" de la stratification de U nV,. On dit
que A est de degré q si T’ est de degré q.

Remarque. — En pratique les parties U’ et U seront rarement précisées,
i.e. une partie sera compatible avec P s’il existe U pour lequel 2.1 est vérifié.

Prenons A une partie semi-analytique compatible avec P. Alors IT(A)
est semi-analytique : en effet A est relativement compact, et, au voisinage de
tout point de A, A peut étre défini par des fonctions polynomiales en X,
(car AcV)).

PrOPRIETES 2.2. — Soit A une partie s.a.lf. compatible avec P,
AN =1I(A) ona:
2.2.1. MA) = A, T@A) = oA’

A’ est s.alf dans R" 1.
2.2.2. Il existe C et a, positifs, tels que :
VxeA, xX' =II(x): d(x,0A) = d(x',0A") = Cd(x,0A)*.

La derniére inégalité résulte de la réguliére situationde A etde A’ x R,
d’intersection 0A .

2.2.3. Si A estdedegré q, il existe C et a positifs avec :
VxeA, d(x,V,yy) = Cd(x,V,,; nA)* > Cd(x,0A).
ProPRIETE 2.3. — Soit X une partie s.alf. dans R". Soit A une
composante connexe de I' N X, ou I' est une stratede V, nU.
Alors A estsalf etona A < oI’ U dX.
Dou, siT" =« T)\I['},, :

0A < (T, xR)nX) v dX.
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11 existe donc une partition de X NV, n U en parties s.a.lf. A, telle
que :

oM = (Y A) U oX.

THEOREME 2.4. — Soit A une partie s.a.lf. compatible avec P, de degré
q, et f un élément de N'(A). Alors il existe g dans N (A) et h; dans
N(N), ie[lq], avec:

q
f=Pg+ Y hXi%.

i=1

Ces éléments sont uniques.

Démonstration. — L’unicité est claire.

Il est clair aussi, par application locale du théoréme de préparation de
Weierstrass et recollement, qu’il existe g dans (O(A) et h; dans O(A'),
ie[lq], avec: :

q
f=Pg+ Y hXi™" dans  O(A).

i=1

Il faut montrer les propriétés d’algébricité au bord de g et des h;. On
remarque que, au voisinage d'un x de JA(Resp. dun x' de O0A’),
A (Resp. A’) aune famille finie de composantes connexes, i.e. de parties dont
les restrictions a une base de voisinages de x (Resp. x’) sont connexes. Il suffit
de montrer que g (Resp. h;), restreint a une telle composante connexe locale,
est algébrique sur O, (Resp. 0,).

On voit facilement que o,, fonction réciproque de II|,, restreint a
une composante connexe locale de A’ en x', a une limite en x'. Il en
résulte que les composantes connexes locales de A’ en x', et les
composantes connexes locales de A en les points x de V,; tels que
II(x) = x’, sont en correspondance bijective par II.

11 suffit alors de démontrer I'algébricité de g sur O, et des h; sur 0,
sous les hypothéses suivantes : II(x) = x’, A est connexe au voisinage de x
et A’ connexe au voisinage de x'.

Dans cette hypothese, écrivons la décomposition en facteurs irréductibles
de P dans 0.[X,]:

P-(fim)i1e)
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oules P; et Q, sont unitaires, P; distinguéen x, Q,(x) # 0. Notons A,
(Resp. Al) le germe de A en x (Resp. A’ en x'). Chaque facteur P; a
sur A, une racine de multiplicité constante g¢; (éventuellement

nulle), avec Z 4; = q. On peut appliquer 2 P;, sur A, au voisinage de
i=1
x, le théoréme 1.1.

D’aprés ce théoréme, il existe R; et S;, polyndmes unitaires dans
N AA)[X,], R; distingué de degré g; sur A,, S; ne s’annulant pas sur
A,, et tels que P; = R;SS; dans A (AY[X,].

Avec ces notations on a :

LEMME2.5. — Pourtout F de A ,(A,), ettout je[1r], ilexiste g; dans
N (A et hy dans N (AY), i€[lg;], avec:

9j 4
F=Ryg,+ Y hX?"  dans A ,(A).
i=1
On appliquera 2.5 successivement pour diviser f par R,, puisle quotient
obtenu par R,, et ainsi jusqu’a j =r.

En regroupant les identités ainsi obtenues on aura :

r q
7= (Mr)o+ 5 mxi
J=1 i=1
avec
GeN (A) et HeN(AL).
D’ou :

feP—

(ns)(fa)

Dans cette derniére identité le facteur de P appartient 3 4", (A,),
puisque S; et Q, sont inversibles dans A (A,).

q
HX2"'=PG, + ) HX? .

1 i=1

M=

L’unicité de la division par P en un point de A implique alors que G,
(Resp. H;) est égal au germede g en x (Resp.au germede h; en x'). Cela
montre 2.4.

Démonstration de 2.5. — Par division par R; aux pointsde A voisins de
x, on voit qu’il existe g; dans O.(A,) et h; dans O,(A}) avec:
9

(1) F=Ry,+ Y hX/" dans 0,(A,).
i=1
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On passe au domaine complexe : il existe un ouvert W (Resp. W’) dans
C" (Resp. C"™'), dontle germe en x (Resp. x') contient A _(Resp. A}), et
des fonctions F, R;, §;, (Resp.f;) holomorphes sur W (Resp. W)
induisant F, R;, g; (Resp.h;;) sur A, (Resp.Al).

On peut supposer W connexe, II(W) = W', et que, pour tout y' de
W', les g; racines de R;()',X,), notées &()'), appartiennent a W.
9j 4
Ona:F =Rg, + ¥ AXJ surW. Dou,pour ke[lg]et y e W :

@) FOaw) = X iy00&0)" .
i=1

Le déterminant de ce systéme, carré d’ordre q;, en les h;(y'), est le
discriminant de ﬁj. Ce discriminant est non nul puisque P; est irréductible
dans 0_.[X,]. Lesystéme (2) est donc de Cramer sur un ouvert partout dense
dans W’.

Il existe un ouvert Q' = W', '3 x’, sur lequel le déterminant de (2) ne
s’annule pas, et tel que les racines &,()y’) définissent, sur Q', g; fonctions
holomorphes.

Alors le théoréme 3.1 du paragraphe suivant implique, puisque F est
algébrique sur O, que F(y,£())), sur Q', estalgébrique sur @x,. Ilen est
de méme du déterminant de (2), puisque les coefficients de R; sont dans
N (AY). Les solutions F;; de(2)sur Q' sont donc algébriques sur 0.. Par
connexité il en est de méme des h; sur W', et donc h;; appartient a
N A(A%). En revenant a (1) on en déduit que g; appartienta A, (A,). La
démonstration de 2.5, et donc de 2.4, sera compléte grace a 3.1.

3. Un théoréme de composition.

THEOREME 3.1. — Soit Q' unouvert de R™(Resp. C™), Q. un ouvert de R"
(Resp. C"), et g une application analytique de Q' dans Q. On suppose que,
pour tout x de 0, les germes en x des composantes de g sont entiers sur
O.. Alors, pour tout f de #'(Q), fog appartienta N ().

Démonstration. — On fait la démonstration dans le cas réel. Le cas
complexe est identique. On raisonne au voisinage d’'un point de Q' qu’on
suppose étre 'origine de R™, etonnote ¢, 'anneau des germes de fonctions
analytiques en ce point.

7e
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Chaque composante de g est solution d’'un polyndme unitaire a
coefficients dans 0,,. En décomposant ces polyndmes en facteurs irréducti-
bles on peut écrire Q' au voisinage de x, comme union finie d’ouverts sur
lesquels chaque composante de g est solution d’un polyndme unitaire
irréductible de 0,,[X]. 1l suffit de faire la démonstration quand Q est égal
a l'un de ces ouverts.

On suppose donc qu’il existe un polynéme distingué¢ P(x,X) dans
0,[X], de degré p, tel que chaque composante de g annule P. En
particulier lirré g(x) =0.

a) Supposons d’abord f analytique au voisinage de 0 dans R". Alors
d’apres le théoréme de préparation :

fO) =Y axyi' ...y mod (P(x,yy) - - ., P(x,y,)

<p
avec des a, appartenant & 0,,.

Dot : f(g(x) = Y ay(x)gi'(x) . .. g."(x). Puisque chaque g; est entier
o <p
sur @,,, f o g est aussientier sur 0O,,.

r

b) Dans le cas général f est solution d’'une équation ) b, f* = 0 oules
k=0
b, sont analytiques au voisinage de 0 dans R", et b, # 0.

dlelb,

i
dérivation, que, pour tout x de Q' assez voisin de 0, il existe un multi-
b,
o

oy

Il existe un multi-indice ® € N" tel que

(0) # 0. On en déduit, par

r
indice o < o telque ) o g(f o g) soitnulau voisinage de x, avecdes
0

0“b,
ay*

o g non tous nuls au voisinage de x.

On peut donc écrire ', au voisinage de 0, comme union finie d’ouverts

Q; sur lesquelsona Y C(x)(f(g(x))f =0, avec des C, analytiques sur
k=0
Q;, entiers sur 0, d’aprésle a), et C, non diviseur de zéro dans O(Q)).

Il en résulte que f og, restreint a Q;, est algébrique sur 0,,, d’ou le
théoréme.
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4. Relations entre fonctions Nash-analytiques.

Le théoréme suivant est analogue au théoréme de cohérence d’Oka.

THEOREME 4.1. — Soit X une partie s.alf. de R" et f;, je[ls], des
élémentsde A (X)". Alors il existe une partition 2, localement finie,de X en
parties s.a.lf, et, pour tout Y de P, une famille finie d’éléments r, de
N (Y) tels que:

1° Les 1, sont des relations entre les f; sur Y.

2° Pour toute partie s.a.lf. A = Y, et toute relation A € A/ (A)° entre les
f;» A est combinaison des r, a coefficients dans N (A).

Démonstration. — Elle se fait en plusieurs étapes que nous allons détailler.
Plusieurs démonstrations ultérieures suivront le méme schéma.

On raisonne par récurrence sur n.

Le résultat est évident pour n = 0. Nous le supposons vrai pour n — 1,
et nous prenons X et f; comme dans I'énoncé.

La question étant locale, nous nous plagons au voisinage de 0, élément
de 0X.

Le but des points a), b), ¢), et d) est d’introduire un systéme de coordonnées
(x4, -+, Xx,) et un polynéme distingué P(x',x,) qui permettra d’utiliser le
théoréme de division 2.4 et ’hypothése de récurrence.

a) On peut supposer X connexe au voisinage de 0. Il suffit pour cela de
considérer les composantes connexes locales de X en 0. En particulier
A(X) sera sans diviseur de O.

Soit alors k < Inf(r,s) le rang de la matrice [f,,...,f,] sur le corps des
fractions de A" (X).

b) 11 suffit de montrer 4.1 dans I’hypothése k = r.

En effet, supposons le déterminant 6 formé par les k premiéres
composantes de f;, ...,f,, non nul. Pour tout f de A'(X), on note
f" (Resp. f”) la projection de f sur A" (X)*(Resp. #°(X)"™¥), en prenant
les k premiéres composantes (Resp. les (r—k) derniéres).
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Il existe une matrice E, de type (r—k,k), a coefficients dans A4 (X)
avec :

8f = Ef] pour je[l,s5].

Puisque & n’est pas diviseur de 0, les relations entre les f; sont les
mémes que les relations entreles f;. D’oule b)enappliquant4.1a f], ..., f;

.
On supposera désormais k = r, et [f,...,f,] de déterminant non nul.

¢) Il suffit de montrer 4.1 dans ’hypothése ou [f},...,f,] =8I, ou I, est
la matrice unité d’ordre r, et 8 un élément non nul de A" (X).

En effet, écrivons [f},...,f,] = [A B] ou A est carrée d’ordre r, de
déterminant & # 0, et B de type (r,s—r).

Soit A telleque AA = AA = 3I,.

On pose g¢g; = /~\fj, jells]. On a [g4,...9,] =96l,. Puisque
Ag; = &f;, les relations entre les f; et les relations entre les g; sont les
mémes. D’ou le ¢) en appliquant 4.1 aux g;.

d) On peut supposer que I’¢lément & du c) appartient a ¢,, et donc
aussi que c’est, dans un systéme de coordonnées convenable, un polynéme
P distingué en x,.

P
En effet, & est solution d’une équation ) a;8' = 0, avec des a; dans
i=0

0,, non tous nuls. On peut supposer a, # 0, puisque & n’est pas
diviseur de O.

P. .
On pose alors g; ={ a,~8'_1>fj, jells].

i=1

Alors [g,,....9,] = — aol,, et les relations entre les f; sont les mémes
que les relations entre les g;. Le d) en resulte.

¢) On va montrer 4.1, au voisinage de 0, dans le cas ou
[fis-- -1 =PI, r<s, P polynéme distingué¢ en O.

Puisque P est inversible dans A" (X\V(P)), les relations entre les f; sur
toute partie s.a.Lf. contenue dans X\V(P) sont engendrées par les relations
G,, r<{<s:

o, = (fipforr- - s foe0s. .., —P0.. )

ou (—P) est au /¥ rang et ou f;, = (fiy)i<i<,-
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Il suffit donc de travailler sur X n V(P).

Draprés 2.3, il existe une partition finie de X n V(P), restreint a un
voisinage de O, en parties s.a.lf. compatibles avec P.

Soit Z un élément, de degré ¢, de cette partition, Z' = II(Z) sa
projection sur R""1!,

D’aprés 1.1, on a P =RS, avec R et S ¢léments unitaires de
N(Z)[X,], R de degré g et S inversible dans A7(Z).

Il en résulte, par récurrence sur k > g, qu’il existe a; dans A'(Z'),
ie[lgq], et b, dans A'(Z) avec :

q
(1) =Y axi'+ P  pour k>=gq.
i=1
D’aprés 2.4, il existe g; dans A(Z)" et h; dans A(Z')" avec :

q
) fi="Pg; + > hxaT pour je[r+1,s].
i=1
Soit N;;, ie[l,q], je[r+1s], des indéterminées.
De (1) on déduit :

3 ¥ ( ¥ N,.jxg—f><i=il hi,xﬁ")

j=r+1 i=1

q s q
=y N,.j< Y Aij,xf,"> + B(N;)P,
i =1
ou A;;, appartient a A(Z), et B(N;) est combinaison des N;; a
coefficients dans A (Z)".

Soit A;;, ie[lq], jel[r+1s], les g(s—r) ¢léments de A(Z)"
définis par : A;; = (Ajj1Aij2- - Al -

Nous allons appliquer I'hypothése de récurrence aux A;; sur Z'.

Il existe donc une partition finie de Z', au voisinage de 0, et, pour
tout ¢lément Y’ de cette partition, une famille finie d’éléments r, = (riz)
de A(Y')%~" formant un systéme de générateurs des relations entre les
A;; dans A(A), pour tout A’ salf contenu dans Y'.
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q s
Pour tout k ona: ) ) riA;=0. Dou:

i=1 j=r+1
@ R ]
Y Y ¥ riphijexn £ =0.
i=1 j=r+1 ¢=1

On pose Y =I1"YY) nZ. Cest une partie s.alf. de R".

On obtient, en faisant varier Z et Y' < Z', une partition finie de
X N V(P) au voisinage de 0. On va montrer que cette partition satisfait

aux conclusions de 4.1.
Nous construisons d’abord, a partir des r;, des éléments r, de A(Y)’,

relations entre les f;.
On pose :
q .
T = Z ripxd~te M(Y), pour je[r+1,s].

i=1

(5
D’apres (2), (5) et (3) :

s s q 4
Y orafi= X ( r'iﬂexﬂ_'><Pg,-+ Zhijx‘,{_'>
j=r+1 \i=1 i=1
S q
Y i ( Y A,.j,xz—‘) mod. PA(Y) .
j=r+1

j=r+1

I
M=

=1

]

i=1

Donc, d’aprés (4) :

Y rafie PA(Y).

j=r+1

Puisque [f},....f,] = PI,, il existe, pour je[l;r], des éléments r;

tels que :
Vk Y rpf;=0.
i=1

On pose r, = (ry) € #/(Y). Ceest une relation entre les f; Nous allons
montrer que les r, et les o,, définis au début de e), engendrent les

relations dans .4 (A) entre les f;, pour tout A s.a.lf contenu dans Y.

Soit A = (A)e #(Ay avec ) A;f;=0.

j=1
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Drapres 2.4, il existe p; dans A'(A) et v; dans A(A'), A" = II(A),
avec :

q
(6) Aj=Pp;+ Y vxi™h, pour  je[r+1s].

i=1

D’apres (6), (2) et (3) :

K s q q
X Mfi= X (PP;' + 2 Vijxﬁ-i><Pgi + hijx?.—i>

j=r+1 j=r+1 i=1 i=1
s q s q
(7) Y AM=Y Y vl X2 A,.j,xg'f> mod. PA(AY.
j=r+1 i=1j=r+1 =1

Comme on a aussi : Z A;f; = O0mod PA'(AY, on a, d’aprés I'unicité
de la division : j=r+1

q s q s
Y VA =0 et Y Y viA,;=0.
i=1j=r+1 i=1j=r+1

Puisque (v;;) est une relation entre les A;; dans A(A’), il existe des o
dans A(A’) avec :

Vie[l,q], Vielr+1,s], Vij = ), O
k

Donc, d’aprées (6) et (5) :

q
A=Pu+ Y Y orixi™t pour  je[r+1s].
i k

La relation A — ) o,r, a donc ses composantes, d’indices supérieurs a

k
r, multiples de P dans A47(A). Elle est donc combinaison dans A4(A)
des relations o,, dou 4.1.

CoroLLAIRE4.2. — Soit X une partie s.a.l.f.de R", f;, ie[1,p], et g;,
jell,q], deux familles finies d’éléments de N'(X). Alors il existe une
partition localement finie de X en parties s.a.l.f., et, pour tout Y de la
partition, une famille finie déléments h, de N (Y), engendrant

)N (A) N (g)AN(A) pour tout A s.al.f. contenu dans Y.

La notation (f).4"(A) désigne le sous-module de A"(A)" engendré par
les f;.
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Démonstration. — On applique 4.1 aux éléments fi,....f,,
~ gi1,---»— g4- 1l existe alors une partition en €éléments Y, et, pour
chaque Y, des relations f = (Fy. . T poSype- - -5S0) € A (Y)PHY
engendrant les relations sur tout A < Y.

On pose

b= Y rafi =Y sing; €(NAY) 0 (9 A(Y).
i=1 j=1

On vérifie immédiatement que les h, engendrent (f)A(A) N (g)A(A),
pour tout A c Y.

Remarque 4.3. — Les résultats 4.1 et 4.2 seront surtout utilisés en
prenant A réduit & un point.

THEOREME 4.4. — Soit X une partie s.a.l.f. de R", f et g;, i€[1,p],
des éléments de N (X)'. Alors lensemble Z des x de X tels que f, €(g)0,
est semi-analytique.

Démonstration. — On applique 4.1 aux éléments f, g,,...,g,. Il existe
une partition localement finie de X en parties s.a.lf. Y, et, pour chaque
Y, une famille finie de relations 7, = (%,By...,Bu) dans A(Y)P"!,
engendrant les relations en tout x de Y. Il suffit de montrer que Z N Y
est semi-analytique.

Or un élément x de Y appartienta Z si, et seulement si, I'idéal de O,

engendré par les o, est impropre, ie. si, et seulement si, ) a(x) # 0.
k
Le théoréme résulte donc de L.7.1.

5. Passage du local au global.

THEOREME 5.1. — Soit X une partie s.al.f. de R" et f;, je[l,s], des
éléments de N (X) . Alors il existe une partition localement finie de X en
parties s.a.l.f. telle que, pour tout élément Y de la partition, et toute partie
salf. A contenue dans Y, on ait :

Tout élément ¢ de N(A), tel que o¢,€(f)0, pour tout x de A,
appartient a (f)AN(A).

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur n, et est analogue a
celle de 4.1.
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Comme dans celle-ci (points a), b), c) et d)) on raisonne au voisinage de
O et on se raméne au cas ou r<s et [f,...,f,] =PI, avec un
polynOéme distingué P.

Ensuite, comme au début du e) dans 4.1, on prend une partition de
X N V(P) en parties s.a.Lf. compatibles avec P. Si Z, de degré g, est
une telle partie, et Z' = I1(Z), on applique I’hypothése de récurrence aux
éléments A;; définis en 4.1 (3). Soit Y’ un élément de la partition de Z'
ainsi obtenue, Y=II"1Y)nZ et AcY, A =TIIA).

Nous allons terminer la démonstration de 5.1. sur un tel A. Nous
utilisons la notation suivante : si F est une partie quelconque de R", on
note O(F) 'ensemble des A = (A,),.r, ou chaque A, appartient & 0,.

Par hypotheése il existe Xje O(A) avec :
(1) o= Y &f;, dans  O(A).
j=1

Par division en tout x de A on a:

M=

Xj=Puj+_

vixat pour jelr+1,s],

]

1

ou fije O(A) et V€ O(A).

D’ou
S q . q . ~
o= 3 (Pﬁj + Y \A/,-jxﬁ">(ng + ) hi,.xﬁ“> mod. PO(A).
j=r+1 i=1 i=1
q S q .
2 p=Y il X A,-j,xﬁ_’> mod. PO(A),
i=1 j=r+1 =1

d’aprés 4.1. (3).

Par ailleurs, d’aprés 2.4, il existe Y dans A"(A)" et y; dans A (A')
avec :

q
3) O =Py + Y i,

i=1

En comparant (2) et (3) on obtient :

M=

Xe =

i

s
N
Y VA
j=r+1

1
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Donc (x;,---,x,) appartient localement, sur A’, au sous-module de
A(A')" engendré par les A;;.
D’aprés la définition de Y’ il existe donc v;; dans A'(A’) avec:
q s
Xe = Z Z Viinjl’ £ e[lgq].
i=1j=r+1
En reportant cette valeur dans (3) on a:

Y. viAxi mod. P A (A)

1j=r+1

™M=

o=

=11

et
s

q q
o= ) (Z v,-sz'i><z hijxﬂ‘i> mod. PA(AY,
1 \i=1 i=1

j=r+
d’apres 4.1 (3).
D’ou :

s q
o= Y <Z v,.jx:‘,_")fj mod. PA (AY.
j=r+1 \i=1
Donc ¢ e(f) A4 (A), puisque [fi,...f,] = PI,, et on a montré 5.1.
Le théoréme suivant, qui ne sera pas utilisé par la suite, se démontre par
des procédés analogues a ceux de 4.1 et 5.1

THEOREME 5.2. — Soit X une partie s.a.lf. de R" et M un sous-module
de N (X). Alors il existe une partition localement finie de X en parties
s.a.lf, telle que, pour tout Y de la partition, M A'Y) soit un A (Y)-module
de type fini.

6. Faisceaux semi-cohérents.

DEFINITION 6.1. — Soit X une partie semi-analytique d’un ouvert Q de
R", R un sous-faisceau analytique de O%. On dit que X est de type semi-
fini s’il existe une partition de X, localement finie dans Q, en parties s.a.lf.,
et, pour tout A de la partition, une famille finie d’éléments r, de N (A)?
engendrant R sur A.

DEFINITION 6.2. — Un faisceau analytique M sur un ouvert Q de R"
est semi-cohérent si M est, localement dans Q, de la forme OF/R, ou R
est de type semi-fini.
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Donc, si .# est semi-cohérent, il existe une partition localement finie de
Q en parties s.a.lf, et, pour tout élément A de la partition, une suite
exacte :
r
05 5 0% > My > 0

ou r, est définie par une matrice a coefficients dans A"(A).

Tout faisceau cohérent est bien entendu semi-cohérent. Par contre, si X
est un ensemble analytique dans Q, et si # est le faisceau d’idéaux des
germes analytiques nuls sur X, £ n’est en général pas de type fini. On
verra au chapitre m qu’il est de type semi-fini et donc, ¢/F est semi-
cohérent.

Exemple 6.3. — Soit n = 1 etsoit # le sous-module de ¢> défini par :
{9? =0 sur A; = {x<0}
R est engendré par I'élément (ex,1) sur A, = {x>0}.
Soit # = O*/R.

Cest un faisceau de type fini, et, pour i=1,2 .#, admet une
présentation finie :

- TA; )
Ox — OR, — My, — 0
avec r, matrice a coefficients dans A"(A)).

Cependant .# n’est pas semi-cohérent. Cela résultera de 6.6. puisque
#,, wadmet pas de sections Nash-analytiques autres que la section nulle
(€' ¢ N(Ay).

THEOREME 6.4. — Soit t: M —— M un morphisme de faisceaux
analytiques. Si M' est de type fini et .# semi-cohérent, coker T est semi-
cohérent.

Démonstration. — On a une suite exacte :
T [
M — M — F — 0, avec F = coker 1.
Soit x, €. Alors, sur un voisinage Q, de x, on a des morphismes
.. y m , oP m N . .
surjectifs, Oq, — Mq, et On — Mo, ou Kerm est de type semi-fini.

Le morphisme pym: Of) — F a, est surjectif. On va montrer que son
noyau est de type semi-fini.
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Il existe, pour , assez petit, un morphisme a : (950 (Qf,o, défini
par p' éléments a; de O(Qy), tel que tom = mya.

Soit A = Q,, s.alf etr,e &/ (AP, ke[l,q], engendrant Ker m sur
A. On a le diagramme commutatif, & lignes et colonnes exactes :

0 0
b
A - "”A ——>./’°A—>O
m’ m pom
, a
P> o
r
U

Il est clair que, sur A, Ker pym est égala Ima + Imr et est donc
engendré par les a; € O0(Q,) et les r,e A (A)P.

Cela montre 6.4. puisque, par hypothése, , admet une partition finie en
de tels A.

THEOREME 6.5. — Soit X une partie s.a.lf., # un sous-faisceau de type
semi-fini de 0% et a;, je[l,q], des éléments de N (X)P. Alors, si a:
0% — O%/R est le morphisme défini par les a;, Kera est de type semi-fini.

La démonstration est immédiate a partir de 4.1.

COROLLAIRE 6.6. — 1° Le module des relations entre un nombre fini de
sections d’un faisceau semi-cohérent est de type semi-fini.

2° Tout sous-faisceau de type fini d’un faisceau semi-cohérent est semi-
cohérent.

3° Soit M' — M un morphisme de faisceaux analytiques. Si M' est de

type fini et M semi-cohérent, Im T est semi-cohérent.

Remarque 6.7. — 1l est clair que le noyau d’un morphisme entre faisceaux
semi-cohérents n’est pas de type fini en général.
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THEOREME 6.8. — Soit # un sous-faisceau de type semi-finide 0%. Alorsil
existe une partition de €, localement finie, en parties s.a.lf., et, pour tout
élément A de la partition, un ouvert semi-analytique U > A et une famille
finie d’éléments r, de R(U) n A (U)? engendrant R sur A.

Démonstration. — La définition 6.1. montre I’existence de la partition en
parties s.a.lf. A etdes r, de A"(A)’ engendrant % sur A.

Le théoréme 1.5.1 montre qu’on peut prolonger les r, en des éléments de
A" (U)P, pour un ouvert semi-analytique U contenant A (en diminuant
éventuellement A, ce qui est possible en raffinant la partition).

On pose U = {xeU; r, eR, pour tout k}.

Il est clair que U’ est un ouvert contenant A, puisque la famille des
indices k est finie. On va montrer que U’ est semi-analytique, ce qui
montrera 6.8.

Pour cela, notons (A;) la famille, finie, des éléments de la partition
rencontrant U. On montre que chaque U’ n A; est semi-analytique.

Il existe une famille finie d’¢léments s, de A"(A)* engendrant # sur A;.
Les éléments r, et s, appartiennenta A (A;NU)?, etun x de A; nU
appartient 3 U’ si, et seulement si, chaque r,, appartient a (s)0,.

La semi-analyticit¢ de U’ n A; résulte donc de 4.4.

7. Le théoréme de 'image directe.

Soit Q (Resp. ') un ouvert de R" (Resp. R™), et f une application
analytique propre et finie de Q' dans Q (f est finie si, pour tout x' de Q',
O, est, par f, un module de type fini sur O,). En général, I'image
directe par f d’un faisceau cohérent sur Q' n’est pas cohérente sur Q, ce
qui est vrai dans le cas complexe. On a cependant :

THEOREME 7.1. — Soit f une application analytique propre et finie d’un
ouvert Q' de R™ dans un ouvert Q de R". Alors 'image directe par f d’un
faisceau semi-cohérent sur Q' est un faisceau semi-cohérent sur Q.

Démonstration. — On désigne par x' = (x4,. . .,X,,) unpointde Q' et par
x = (x4,...,X,) un point de R". L’application f est définiec par les
relations x; = fi(x'), ie[1,n].
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On note IT (Resp. IT") la projection de Q x Q" sur Q (Resp. Q). Soit
M semi-cohérent sur Q'. La propriété de semi-cohérence de f,(.#) est
locale sur Q.

Soit x € Q. On veut montrer que f,(.#) est semi-cohérent au voisinage
de x. L’ensemble f~!(x) est fini, car compact et discret, et il existe un

voisinage ouvert U de x tel que f~'(U)=JUj, ou (U) est une

famille finie d’ouverts disjoints, chaque U; contenant un élément unique de
f7Y(x). La restriction f |u; : U; —» U est propre et on a:

f*(dll)u = @ f*(vﬂug)~

11 suffit de montrer que chaque f,(.#\;) est semi-cohérent au voisinage
de x.

On pourra donc supposer que x = 0 et f~(x) = 0.
Soit i: Q — Q x Q défini par i(x') = (f(x)x), V=iQ) et
M* =i (M). Ona f (M) =T (M*).

Si # est le faisceau d’idéaux des germes nuls sur V, engendré par les
fonctions x; — fi(x'), on a S..#* =0, et, pour tout (x,x') de V,
Oxy)# xx) €St isomorphe & O,.

On montre facilement que .#* est semi-cohérent sur Q x Q'. En effet
M* estnulsur (V. Sides m;, je[1,r], engendrent .# au voisinage de
x', elles engendrent .#* au voisinage de (f(x'),x’). Si des r, engendrent
les relations entre les m; sur A’, les relations entre les m; sur i(A’) sont
engendrées par les r, oI1" et les o;;, dont toutes les composantes sont
nulles, sauf celle d’indice j qui vaut x; — fi(x').

D’aprés I’hypothése de finitude, il existe, pour i€ [1,m], un polyndme
P;(x,x}) distingué en x:, a coefficients analytiques au voisinage de 0 dans
Q, section de £ au voisinage de 0 dans Q x Q. Onadonc P.#* =0
au voisinage de 0.

On peut, sans modifier II (.#*) au voisinage de 0, diminuer . Q et Q'
de sorte que :

P#* =0 sur Q x Q
(1) Q=1 {xl <8}, @=T]{xil<e}
i=1 i=1

xeQ et Pixx)=0= |xj| <cg,.
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11 suffit alors de montrer :

LEMME 7.2. — Soit Q, Q', P, et M* satisfaisant aux conditions (1),
M* étant semi-cohérent au voisinage de 0 dans Q x Q'. Alors Il (M*)
est semi-cohérent au voisinage de 0.

Il suffit de montrer ce résultat pour m = 1, la récurrence étant
immeédiate.

On posera désormais x; =y, P, = P de degré p.
Soit m;, je[l,r], des générateurs de .#* au voisinage de 0.

1° Les éléments yimj, ie[0p—1], je[l,r], engendrent II (#*) au
voisinage de 0.

Soit en effet x, dans Q et y,, ke[l,s], les racines réelles de
P(xyy) = 0 (s éventuellement nul). Soit g, la multiplicité de y,. On pose
z, = (Xo,)i), €lément de Q x Q' par hypothése.

s
Puisque IT,(#*), = "E_}-)l A% il suffit de montrer qu'un élément de
H*(‘//{*)x0 de la forme (s,,0,...,0) est, pour x, assez voisin de O,
combinaison des y'm; a coefficients dans O, (s, € A7)

Dans 0, [y] ona: P = RS, ou R est distingué de degré ¢, en z,,
S(z;) # 0 et R(z) # 0 pour k > 2.

Au voisinage de z; (et pour Xx, assez voisin de 0) on a:

Par division par P en z, :

q -1
o= ) a;y' mod. PO, ;€0

i=0

Xo'

rog-1 )
Dou: S7's, = Y Y o;¥'m;, puisque P..#*=0.

j=1i=0
Puisque le degré de S est p — g, onadans O, [y]:

q1—1

p—1
S Z o)t = Z Biy's Bijewxo'
i=0 i=0
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On a donc, dans H*(.//{*)XO :

r q—]

SZ Zauym = Z Z Buym

ji=1i= j=11i=0
Or cet élément vaut s, en z, etestnulen z, pour k > 2, puisque, en ces
) P
points, S.#* = iu’{* =0.

2° Le faisceau des relations dans g entre les y'm;, ie[0p—1] et
jel[l,r], est de type semi-fini au voisinage de 0 dans Q.

Pour le montrer, on prend d’abord une partition finiec £ de V(P), au
voisinage de 0, en parties s.a.Lf, telle que, pour tout X de £, il existe une
famille finie d’¢léments de .4"(X)" engendrant les relations entre les m; sur
X. On peut, en raffinant la partition, supposer que tout élément de &£ est
compatible avec P.

1l existe alors une partition finie &’ d’un voisinage de 0 dans Q, en
parties s.a.lLf, telle que, pour tout A’ de &', et avec les notations des
paragraphes 1 et 2 : '

a) A’ est contenue dans une composante connexe I dun T'\I['},,.

b) M™Y(A) nV(P) = U A, les A, étant s.alf, disjoints, chaque A,
k=1
est contenu dans un élément de £ et II(A) = A'.
On fixe un A’ de #'. Pour tout x, de A’, on a

n_l(xo) N V(P) = {Zl" . ')Zs}

avec z €Ay, et I (M%), = @./l;"k. Dans II, (#*)(A') on a:
k=1

yimj = Z (O’ "10:(yimj)1\,g 0,"'30)'

Drapres 6.5., il suffit donc, pour montrer le 2°, de montrer que le faisceau
des relations dans @, entre les (y"mj),\l est de type semi-fini
(ie[0,p—1],j € [1,r]).

Soit g, ledegréde A,. Alors, d’aprés 1.1., il existe, pour i€ [q,,p—1],
des éléments a;,, de A(A’) avec :

q -1

8 y'= ) au’ mod PA(A));
£=0
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et donc, puisque P..#* =0:

. a1 -1
) ym; = Y a,y’m; au voisinage de A,.
(=0
D’aprés 6.5. il suffit donc de montrer.

LEMME 7.3. — Il existe une famille finie d’éléments de N (A)"',
engendrant les relations sur O, entre les (y’mj),\l, ¢e[04,—1], je[1,r].

Démonstration de 7.3. — Soit p, = (pz), k€K, un systtme fini
d’éléments de A"(A,) engendrant les relations entre les m; sur A;. Un tel
systéme existe puisque A, est contenu dans un élément de #. D’aprés 2.4.,
on a des 6,3 dans A'(A’) avec:

q1 -1

() pp= ) oy mod. PA(A,), je[lr], keK.
i=0

Alors, d’apres (1), si vy, € A (A') (Resp. vz € 0,):

4) Z (‘“‘ Vikyi><qlz—: Gijkyi)
keK \i=0 i=0

q1—14q1-1

=Y X 2 VaAyy’ mod. PA(A)) (Resp. mod. PO, )

keK j=0 ¢=0

oules A, appartiennent a3 A°(A") (formule analogue a 4.1. (3)). On pose
Ay = (Aijkl)j,{5 ie[0q,—1], keK.

Alors :

a) Les A, sont des relations, dans 0,, entre les (y'm)),, .
En effet, de (4) on déduit :

Vie[0,q,—1], Vke K, Vjie[l,],
K ) q—1

¥y Z o) = Z Ay’ mod. PA(A).
D’ou, sur A, :
q—l r q1—-1
Vi, Vk, Z Y Apym; = Z y<Zo,Jky>

(=0 j=1
q -1 r
Vi, Vk, z Y Apy'm; = Z y'pum;
(=0 j=1 j=

d’apreés (3).
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Cette quantité est nulle par hypothése sur pj,.

b) Soit A = (A,) une relation dans O, entre les (y‘m), :

Z_: Z Aym;=0  dans A%

Alors il existe o, dans O, avec:
. a -1
(5) V_]E[l,r], Z )‘{jy, = Z akpjk
=0 keK

Par division en z,, onades v; dans O, avec:
q -1 .
% = ), viy' mod. PO, .
i=0
D’ou, d’aprés (5) et (3) :
q1-1 q -1 q -1
Vie[lrl, Y Apy'=Y ( vﬁy'>( Y c,ﬁy) mod. PO,
¢=0 keK \i=0 i=0
et d’aprés (4) :
) ' a1 -1 a1 -1q-1
Vie[l,rl, Y Ap'= Y Y Y vaAuy’ mod PO, .
¢=0 keK j=0 /=0

L’unicité de la division par P en z,, implique :

q1—-1

Vie[l,r], V/e[0q,—1], kZK Z VaA i -
q1-1
Soit: A = ), Z ViAg.-
keK j=0

Donc A est combinaison des A, a coefficients dans 0O, . Cela montre
7.3. et donc aussi 7.1.



CHAPITRE 1II

FAISCEAU D’IDEAUX
D’UN ENSEMBLE SEMI-ANALYTIQUE

1. Notations.

Dans les paragraphes 1, 2 et 3 on utilisera les notations suivantes :
0, (Resp. 0,) est I'anneau des germes de fonctions analytiques réelles (Resp.
complexes) au voisinage de 0 dans R" (Resp. C"), p est un idéal premier
de 0,, de hauteur k.

On rappelle [3] :

Il existe un systéme de coordonnées (X,,...,X,) tel que I'application
canonique 0O,_, — 0,/p soit injective et finie. La classe de X,_,.,
(mod. p) est élément primitif du corps des fractions de @,/p sur celui de
0,_,. Le polyndme minimal de X,_,,, (mod. p) a ses coefficients dans
0,_, etnulsen 0. Il est noté P, son degré p, son discriminant &, qui
n’appartient pas a p.

Pour ie[n—k+2,n], onnote P; le polyndme minimal de X;, qui est
distingué dans 0,_,[X;]. Il existe aussi, pour i € [n—k+2,n], un polynd-
me Q; dans O,_,[X,_,+,], de degré inférieur & p et tel que 3X; — Q;
appartient a p.

On prend un voisinage Q de 0 dans C", sur lequel sont holomorphes
un systéme de générateurs f; de p, ainsi que chacun des éléments P, P,,
Q;. Onnote V I'ensemble des zéros des f; dans Q et V=V A R". Les
f; définissent en tout x € Q2 N R", unidéalde ¢, noté p,. On supposera
que O,/p, est réduit, et que & n’est pas diviseur de 0 dans O,/p,, ce qui
est vrai pour (Q assez petit. On veut obtenir une description de la
décomposition primaire de p, dans O, (Th. 3.2).

On notera II: C" = C'F x C* - CtF, qI":
Cr kil x s C ) II': C*x C->C"%, les projections.
Si xeC", on note x'=1II(x) et x" =1II"(x). Soit Q = II(Q),
Q" = I1"(Q).
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On peut choisir Q tel que :

1°V A {8#0} = {x=(x); X¥eQ, 3(x) # 0, P(x")=0,
dx; — Q; =0 pour ie[n—k+2n]}
et cet ensemble est dense dans V.

2°Mjy: V - Q' est propre.

Il en résulte que Mg puq: V N {8#0} - Q N {8#0}, est un
revétement d’ordre p, et que

I|g nseey 0 V 0 {8#0} - Q" A {P=0} N {30}

est un homéomorphisme. L’homéomorphisme réciproque, défini par

Qi

x,.=F pour i > n — k + 2, sera noté o.

2. Facteurs irréductibles de P associés a un point de V.

Soit x” = (x',x""**1) appartenant & Q" n {P=0}.

Dans @.[X,_;.+,] ona P = RS avec R distingué de degré q en x” et
S(x") # 0.

t
Soit R = [] ﬁj la décomposition en facteurs irréductibles de R dans
j=1
0,[X,-x+1], R; unitaires et distincts car R n’a pas de facteurs multiples.
On dira que les Rj sont les facteurs irréductibles de P en x".

Soit U’ un voisinage connexe de x' dans C"7%, sur lequel les
coefficients des polynomes Rj soient holomorphes. On remarque que
U N {8#0} est connexe.

LEMME 2.1. — Soit T; Pensemble des points de (U’ n {8#0}) x C
annulant Rj. Alors les T'; sont les composantes connexes, distinctes, de
(U n{8#0}) x C) n {R=0}.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que I'; est connexe, puisqu’ils sont
disjoints et ouverts dans (U’ n {#0}) x C) n {R=0}.

Or prenons I' une composante connexe contenue dans I';. Il est clair
que IT|r: T —» U N {8#0} estunrevétement,d’ordre g’ au plus égal au
degré de R ;- Soit T le polynome unitaire, de degré ¢q', a coefficients dans
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O(U" n {8#0}), s’annulant exactement aux points de I'. Les coefficients
de T, fonctions symétriques de certaines racines de P sont localement
bornées sur U’. Elles se prolongent donc en des fonctions holomorphes
sur U’. Le polyndéme, encore noté¢ T, obtenu par ce prolongement, divise
R, dans O(U)[X,_,,,], donc dans O,[X,_,+;]. Puisque R, est
irréductible, on a ﬁj =T, dou g =degré de T et ' =T,.

LEMME 2.2. — Pour tout j, o(y") a une limite x quand y" tend vers x"
avec R;(y") =0 et 8(y") # 0 (ie. y'€T)).

Le lemme 2.2. associe donc a chaque facteur irréductible ﬁj de P en x”
un point x de V n (I1")~!(x”). Réciproquement, puisque V n {5#0} est
dense dans V, il existe, pour tout x de V ~ (I1")~!(x”), au moins un
facteur irréductible R ; vérifiant la condition du lemme 2.2.

DEFINITION 2.3. — Soit x € V, x” = I1”(x). Unfacteur irréductible de P
enx”, ﬁj, est dit associé a x, si ﬁj et x vérifient la condition du lemme 2.2.

Démonstrationde2.2. — I1"|¢ : ¥V — Q" estpropreet (I1")~*(x") est fini.
Il en résulte qu’on peut trouver un voisinage U” de x” dans C"**! tel que
(UxC) n{R=0} =« U” et (II")"*(U") nV soit union disjointe
d’ouverts U, de V contenant chacun un point unique de (IT")"!(x") N V
(en diminuant U’ si nécessaire).

Alors. o(T’)) est contenu dansun U,, et © |rj a une valeur d’adhérence
unique en x”. On a alors 2.2. puisque I1": V — Q" est propre.

Revenons maintenant a ’étude dans le domaine réel.

Supposons que x"€Q’ nR"**! et P(x") =0. Dans ce cas les
polyndmes R et S appartiennenta O,[X,_,,,]. Lesfacteurs irréductibles
R, sont, soit réels, soit imaginaires conjugués. Si R; est réel, la composante
T'; est stable par conjugaison et la limite x de o(Y"), _quand y'eT;
tend vers x”, est réelle : elle est en effet égale a son conjugué puisque les
composantes de ¢ sont réelles. Si deux facteurs R et R, sont conjugués les
limites associées sont conjuguées, pour la méme raison. Si elles sont égales, la
limite commune est réelle.

Soit R = n R; la décomposition en facteurs irréductibles, unitaires, de

ji=1
R dans O.[X,_,.,]. Les R; seront les facteurs irréductibles réels de P
en x".
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DEFINITION 2.4. — Soit x € V, x" = I1"(x). Un facteur irréductible réel,
R;, de P en x" est associé a x si R; est un facteur irréductible complexe
qui vérifie 2.3., ou si R; est produit de deux facteurs irréductibles complexes
conjugués vérifiant 2.3.

Exemple 2.5. — Soit, dans 0,, I'idéal p engendré par (X, —X3) et
(X3—X,X,). Ilest premier de hauteur 2. C’est I'idéal d’une variété réguliére
V.

Le systtme de coordonnées (X,,X,,X3,X,) vérifie les conditions du
paragraphe 1 : 0, — O,/p est injectif et fini. Le polyn6me minimal de X,
sur 0, est P = X} — X X2, de discriminant § = X,X3. SixeV, avec

X
8(x;,X,)#0 on a x, = —>
X3

Soit x" = (x,X;,X3) avec x; > 0, x, = x3 = 0. Il y a deux points de
V au-dessus de x”, (x,,0,0,./x,) et (x,,0,0,—./x,). Au premier point est
associ¢ le facteur irréductible (X;—./X;X,), au second le facteur
X;++/X;X,). On a en effet, pour le premier,

. y
lim <.V1Y2,}’3ay~3> = (x,,0,0,i/x,)
2

quand (y,,y,,y3) tend vers (x,0,0) avec y, # 0 et y; = /y,y,. De méme
pour le second.

3. Décomposition primaire de p,.

On sait [3] qu’il existe N tel que, pour tout x de V ettout f de 0,,
NS soit égal, modulo I'idéal engendré dans O, par P etles 8X; — Q;, a
un élément de O,.[X,_,+.], €lément nul si f appartient a p,.

LeEMME3.1. — Soit x € V, etsoit R; unfacteurirréductiblede P associé a
x. Alors :

(Ox’[xn-k+ 1] N (stsxn—k+2_Qn—k+2" . ‘78Xn_Qn)(9x = Rj@x’[xn—k+ 1]'

Démonstration. — Aprés division euclidienne par R;, il suffit de montrer
qu’un polynéme h de I'intersection, de degré inférieur a celui de R;, est nul.
Soit gq; le degré de R;.

Soit h = ale + Z %(8X;—Q), o;€0,.

i=n—k+2
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Soit y’, voisinde x’, avecd(y’) # 0. Le polyndme R;(y',X,_;+,) a g;
racines distinctes, réelles ou non, y4_,.,, £€[1,g;]. Ces racines tendent
vers X,_,+; quand ) tend vers x'.

Puisque R; est associ€ & x, chacun des points y* = o(y',y5_,+,) tend
vers x quand )’ tend vers x'.
Pour )’ assez voisin de x', on a donc :

h(yl’yg—k'fl) = 0 pour ‘e [l’qj]

On en déduit que les coefficientsde h sont nulssur {8 #0} etdoncque h
est nul.

THEOREME 3.2. — Soit x €V, et soit (R));.; les facteurs irréductibles réels
de P associésa x. Alors lesidéaux premiers essentielsde p, dans O, sont les
idéaux :

I; = {feO,; Nfe(R;,0X, 442—Qu_i+2,---,0X,—Q0,}, jeJT.

Démonstration. — 1° Soit Il un idéal premier essentiel de p, dans 0,.
Puisque & n’est pas diviseur de o dans O,/p,, d¢Il.

Puisque IT contient P et les P;, et est de hauteur k, Pinjection
canonique O, — O,/II est injective et finie. Soit T dans O, [X,_,.,] le
polynéme minimal de X,_,.; (mod. IT). C’est un polynéme irréductible,
distingué en x”. Puisque P eIl, T est un des facteurs irréductibles R;de
P en x".

Ce facteur R; est associé a x. En effet, puisque 3 ¢TI, la variété
complexe de IT contient des points y, tendant vers x, avec 8()') # 0. En
ces points on a R;(y”) = 0, d’ou le résultat puisque y = o()").

On a alors I1 = I1;. En effet, soit fell. Il existe un h dans
O.[x,—x+1], de degré inférieur a celui de R;, égal a dNf modulo
(Rp0X, k42— Quogs2s- - -:0X,—Q,)0,. Puisque 8N appartient a II,
h lui appartient aussi. D’aprés la minimalit¢ de T = R;, n est nul et donc
S appartient a II;.

Réciproquement, si f appartienta IT;, 8Nf appartienta II, etdonc
f appartient a II.

2° Chaque idéal II;, jeJ, est premier.

Soit en effet g, et g, dans O, avec g,g,€ll;. Il existe
h;,, i=12, dans O,[X,_,+;] ¢égal a &Yy, modulo
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(Rj,8X, x+2=Qpks2,---,0X,—Q,)0,. Puisque g,g, appartient a II;,
h,h, appartient a (R;,...,86X,—Q,)0,. D’aprés 3.1, h,h, appartient a
R;0.[X, 4 +;1]. Puisque R; est irréductible dans I'anneau factoriel
O0.[X,-x+1], R; divise par exemple h,, et alors g, appartient a II;.

Le théoréme résulte de 1° et 2° puisque, par 3.1., il n’y a pas de relations
d’inclusions entre les I1;, jeJ.

4. Une propriété de continuité
de la décomposition irréductible.

LeEMME 4.1. — Soit # un faisceau analytique cohérent sur un ouvert Q de
C". Alors la fonction x — dimc A /i M, (. idéal maximal de @) est
semi-continue supérieurement, et, pour tout entier i, l'ensemble des x tels que
dime A, /in M, = i est un sous-ensemble analytique de Q.

Démonstration. — On peut supposer qu'on a une suite exacte :

G4 - 0 > M > 0

\

ou r est une matrice a coefficients dans 0(Q).

Pour tout x de Q, on a la suite exacte

. i
(S JRALNY o IR N S )

Alors dim¢ #, /m #, = p — rang (r(x)), d’ou le lemme.

LEMME 4.2. — Soient V et W deux espaces analytiques complexes
réduits, f un morphisme propre et fini de W dans V. Alors, pour tout x,
de V, il existe une partition finie d’'un voisinage de x, en parties semi-
analytiques, telle que, pour tout élément A de la partition, on ait :

Le nombre de points de W au-dessus d’un point x de A est localement
constant, ces points étant, localement, fonctions continues de x.

Démonstration. — La question étant locale sur V, on peut supposer que
V < C" et méme que V est un ouvert de C". On peut aussi supposer que
W < CP. Soit z;, ie[1,p], lesfonctions coordonnées sur C?. D’aprés la
propriété de finitude, et en diminuant V si nécessaire, il existe des polyndmes
unitaires P,(x,z;) dans O(V)[z;] tels que P,(f(z),z) = 0 sur W.
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1l existe une partition finiede V en parties semi-analytiques sur lesquelles
chaque polynéme P; a un nombre localement constant de racines, chacune
étant localement fonction continue de x (on raisonne comme dans IL1).

En appliquant 4.1. 2 f,(Oy), on peut supposer que, sur chaque élément
A de la partition, dim¢ f,(Oy),/M.f,(Oy), est constant. Nous allons voir
que, sur un tel A, on a la conclusion de 4.2. Soit x € A x) = {7},

je[l,q]. Soit U unvoisinagede x telque f~! U Uj, les U; étant
ji=1
des ouverts disjoints de W, z/ e U, et f |U U; —» U étant propre. Alors

1, *(@Ur) est cohérent.

D’aprés 4.1. :

Z dlmC @W,z/ﬁlz(ow,z < dlmC @W,Zj/ﬁlx(gw,zi

zef'(y) nU;

pour tout y de U assez voisin de x.

D’aprés la définition de A on a aussi, pour tout y de A assez voisin de

q
Y dimc Oy /i, Oy, = 3, dimc Oy, /Oy, .

zef () i=1

Il en résulte que, pour tout j e [1,4] ettout y de A assez voisinde x :

Y, dimc Oy /im0y, = dimc (OW im0

x J*
zef ) Ay, w2

En particulier cette quantité est strictement positive, i.e. f~'(y) N U; est
non vide. Si ze f~'(y) nU; ona Py(yz) =0, ie[l,p].

Mais, pour y dans A assez voisin de x, le systéme d’équations
P,(y,z) =0, ie[l,p], a une seule solution voisine de z’/, solution
dépendant continiment de y. Doncchaque U; contient un point unique de
f~1(y) qui dépend continiiment de y.

THEOREME 4.3. — Soit V un espace analytique complexe réduit. Pour tout
Xo de V, il existe une partition finie d’'un voisinage de x,, en parties semi-
analytiques, telle que, pour tout élément A de la partition, on ait :

Si xe A etsi V;, je[l,q], sontles composantesirréductiblesde V en x,



212 JEAN MERRIEN

alors, pour tout y de A assezvoisinde x ettout je[l,4], yeV; et V; est
irréductible en y.

Démonstration. — On applique 4.2. en prenant pour (W,f) le normalisé
de V.

Soient A un élément de la partition de 4.2. et x€e A. En x onala

q
décomposition irréductible V = () V;. Il existe un voisinage U de x tel
i=1

q

que f7'(U)=U U;, ou les U; sont des ouverts disjoints, chaque
ji=1

(U,f1U;) étant le normalisé de V;.

Pour y dans A assez voisinde x, f~}(y) N Uj; est constitué d’un seul
point, qui est donc I'unique point du normalisé de V; au-dessus de y.

Il en résulte que y e V; est irréductible en y.

Remarque 4.4. — Si V < C" est définien x € A parunidéal £, de O,
q
avec ., = [ p;, oulesp; sont les idéaux premiers essentiels de .#, dans
ji=1
@x, alors, pour tout y de A assez voisin de x, p; induiten y un idéal
premier non trivial.

5. Composantes irréductibles et fonctions Nash-analytiques.

LEMME 5.1. — Soit P un polynéme distingué, a coefficients analytiques au
voisinage de 0 dans R"~!. Alors il existe une partition finie d’un voisinage de
0 dans V(P), en parties s.a.Lf. compatibles avec P, telle que, pour tout A de
la partition, on ait :

Il existe une famille finie de polynomes R;e 4 (A')[X,] (ou A’ = TI(A)),
qui sont, en tout x de A, les facteurs irréductibles réels de P, distingués
en x.

Démonstration. — Soient une partition de V(P) en parties s.a.lf
compatibles avec P, et A un élément de la partition.

S
Si xe A, onécrit P =S [] R;, avec S et R; unitaires dans O,[X,],
j=1
S(x) # 0, R; distingué en x et irréductible. En tout y de A, assez voisin
de x, R; est distingué.
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D’aprés 4.3. on peut raffiner la partition de sorte que R; soit aussi
irréductible, dans O, oudans ¢,[X,], pour y dans A assez voisinde x.
(C’est vrai dans le domaine complexe, donc aussi dans le domaine réel).

Draprés 1.8.1. on peut encore raffiner la partition de maniére que ses
¢léments soient simplement connexes. Il en résulte qu’on peut recoller les R;
en des €léments, encore notés R;, de O(A') [X,].

Il reste a voir que les coefficients des R; sont dans .#7(A’). Mais, les R;
divisant P dans O(A')[X,], ces coeflicients sont fonctions symétriques de
certaines racines de P, d’ou le résultat.

Nous reprenons maintenant les notations des paragraphes 1, 2 et 3. Avec
ces notations on a :

LEMME 5.2. — Il existe une partition finie de V, au voisinage de 0, en
parties s.a.lf., telle que, pour tout A de la partition, A’ = II(A) soit s.a.Lf. et
telle que :

11 existe une famille finie de polynomes R; € A (A')[X,_;+,] qui sont, en
tout x de A, les facteurs irréductibles de P associés a x.

Démonstration. — On prend une partition de V en parties s.a.lf.
compatibles avec P et les P;,, ie[n — k + 2,n]. Pour tout A de la
partition, Oy: A - A’ = II(A) est un homéomorphisme, et A’ est s.a.lf.

D’aprés 5.1., on peut raffiner la partition de sorte que, pour chaque A,
on ait des R; dans A"(A")[X,_.4+,] qui soient les facteurs irréductibles
réels de P en tout x” de A” = I1"(A). En supposant A connexe, ce qui
est possible, il suffit alors de montrer que les facteurs R; associés a un x
de A sont aussi ceux associés & y, pour y dans A assez voisin de x.

Or on peut prendre, si x” = I1”(x), un voisinage ouvert U” de x” dans

C"**1 tel que: (M) Y(U)nV =UU, U, ouverts disjoints,
'3

U, nV ={x}. On' peut aussi supposer que, si y”"eU” nA",

(")~ '(y") n U, soit formé d’un point y unique, qui appartient a A.

On conclut alors par 2.1. et 2.2, puisque I'image par ¢ d’une composante

connexe I'; est contenue dans U, ou ne le rencontre pas.

THEOREME 5.3. — Il existe une partition finie d’un voisinage de 0 dans V,
en parties s.a.lf., telle que :

Pour tout élément A de la partition, il existe une famille finie d’éléments f;
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de N (A) tels que, pour tout x de A, lesidéaux I1;,, engendrésdans O, par
les (f),, soient les idéaux premiers essentiels de p, dans 0,.

Démonstration. — Le théoréme résulte de 3.2, 5.2. et de 11.4.1. appliqué
aux relations entre 8, R; etles 0X; — Q;, ie[n—k+2n].

6. Décomposition primaire de p.A",(A,).

Les résultats de ce paragraphe ne seront pas utilisés par la suite. Nous
prenons une partie s.a.Lf. vérifiant les conditions de 5.2., compatible avec P et
les P;, et connexe.

On suppose aussi que si f € 4 o(A,) (germe en 0 de fonction Nash-
analytique sur le germe A,de A), etsi f appartient localementa p, alors
fepAo(Ay). Dapreés 5.2. et IL5.1. il existe une partition finie d’un
voisinage de 0 dans V en de telles parties A.

THEOREME 6.1. — Soient R;, jel, les élémentsde N (N)[X,_x+1] qui
sont associés a x, pourtout x de A. Soit I1; lidéalde N 4(A,) défini par :

nj = {fe‘/‘/O(AO) ; 8N,fe(lz_ﬁsxn—k+2__Qn-k+2:' . ~’8Xn—Qn)‘M0(AO)}‘
Alors :
1° Pour jel, II; est premier et I1; n O, = p.

2° Toutidéal I1 de N o(A,), premier,telque II N O, = p estégalaun
des I1;, jel.

30 n nl = p-/V-o(Ao).
jel

Démonstration. — On remarque d’abord que, pour tout f de A 4(Ay),
SNf est égal a un élément de A (Ap)[X,-k+1], modulo I'idéal

(Pasxn—k+ 27 Qn—k+ 25 e ,an - Qn)'/Vo(Ao) .

11 suffit pour le voir d’utiliser I1.2.4., pour les polynémes P et P,, sur A qui
est compatible avec ces polynOomes.

aIl; n0O,=p, jel.

Soit fell; n0O,:

Nf = oyR; + Z o, (8X;—Qy), o € N o(Ao)-

i=n—k+2
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Il existe des points y de V, tendant vers 0, en lesquels &(y) # 0,
R;(y) = 0 et tels que les o; soient définis au voisinage de y.

Au voisinage d’un tel y, V est défini par I'annulation de R ; et des
8X; — Q,, ie[n—k+2,n]. Donc f estnulsur V au voisinage de y, et
f appartient a p.

b) On montre, comme dans 3.1. que :

#O(Ab)[xn—lu}» 1] ) (Rj96Xn—k+2—Qn—k+2" . "an_Qn)‘MO(AO)
= R;¥ o(AQ) [ Xp-i+1]-

c) IT; est premier.

La démonstration est analogue a celle faite en 3.2, & condition de
remarquer que si h; et h, appartiennent & A o(Ap)[X,_x+1] et
hih, € RV o(AQ)[X,-k+1], alors h; ou h, appartient a
R;A o (Ao)[Xn-x+1]- Ceciest vrai car h; ou h, est multiple de R; dans
0.[X,_x+1] pour tout x' de A’, et A’ est connexe.

d N T; = pAo(Ay).

jel
Soit f e II;. Alors pour tout x de A, assez voisin de 0, on a
jel
f.€p,, d’aprés 3.2. Il en résulte que f € pAo(Ay).
e) Soient IT et IT' deux idéaux premiers de A y(A,), avec IT' = IT et
nno,=M1 n0,. Alors I1 = IT".

q
En effet, soit feIl, et considérons un polynéme Y aX‘, de degré
i=0
minimal, a coefficients dans 0,, tel que :

q
Y afiell.
i=0
Un tel polynOme existe, puisque f € A (A,). Alors a, eIl n @,, donc
agell'.
q .
D’ou < Y afi- ‘> f € IT'. Alors, puisque IT’ est premier et ¢ minimal,
i=1
fell'.

f) 1l résulte de d) et e) que si un idéal premier I1 de A, (A,) vérifie
IT N0, =p ilestégal a undes II;.
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7. Faisceau d’idéaux d’une partie semi-analytique.

THEOREME 7.1. — Soit Q un ouvert de R", et soit .# un faisceau semi-
cohérent sur Q. Alors le support de .# est une partie semi-analytique fermée
de Q. Réciproquement, si X est une partie semi-analytique de Q, et ¥ le
faisceau d’idéaux des germes analytiques nuls sur X, # est de type semi-fini, i.e.
0O/F est semi-cohérent.

Démonstration. — 1° Partie directe. Soit S = Supp .
Puisque .# est de type fini, S est fermé.

Pour montrer que S est semi-analytique, on peut supposer que
M = OP/R, et qu'on a une partition finie de Q, en parties s.a.Lf, telle que,
pour tout A de la partition, %, soit engendré par une famille finie
d’¢léments r, de A(A)P.

Il suffit de montrer que S N A est semi-analytique. Or S N A est
I’ensemble des x de A tels que le rang, sur R, des éléments r,(x) soit
inférieur a p. Donc S N A est défini par ’annulation d’un nombre fini de
déterminants appartenant a A"(A). D’aprés 1.7.1, S n A est semi-
analytique.

2° Réciproque.

Pour toute partic A de Q, et xeQ, onnote £,(A) 'idéalde O, des
germes nuls sur A au voisinage de x, et #(A) le faisceau des £ (A).

La question est locale. On suppose que 0 € X, et on travaille au voisinage
de 0. On va montrer, par récurrence sur la dimension de X en 0, qu’il
existe un voisinage de 0 sur lequel # est de type semi-fini. Cest évident si
cette dimension est nulle. Supposons le vrai en dimension inférieure & k, et
prenons X de dimension k en O.

Prenons une partition normale de X sur un voisinage Q, de 0.

p
On écrit: X nQy =X, U <U Fi>, ou X, est semi-analytique de
i=1
dimension inférieure a k, et chaque I'; est un membre de dimension k dela
partition.

Pour tout x de Q, ona:

I(X) = F.(Xo) N <n J ().

i=1
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D’aprés ’hypothése de récurrence, et 11.4.2., il suffit de montrer que
chacun des faisceaux £(I';) est de type semi-fini au voisinage de 0.

On fixe désormais un indice i, et on pose I'; =T .

On peut supposer €, assez petit pour que I' soit connexe au voisinage
de 0, i.e. en restriction aux éléments d’une base de voisinage de 0.

Par contre I' n’est pas nécessairement connexe au voisinage d’un x # 0.

On pose p = #,(I'). Puisque I' est une variété, connexe au voisinage
de 0, p est un idéal premier. On supposera Q, assez petit pour pouvoir
appliquer a p les résultats du paragraphe S.

a)Ona htp =n — k.

En effet, d’'une part p contient, pour ie[k+1,n], des polynomes
distingués dans O,[X;]. Donc htp > n — k.

D’autre part, en tout x de I', on a htp = htp,, puisque p est
premier. En un tel x on a htp, < n — k, puisque p, s’annule sur la
variété I' de dimension k.

b) Etudions # (') pour xeT,x # 0.

Au voisinage de x, I' est une union finie de variétés I

ix> CONNEXes au
voisinage de x, et £ (I') est l'intersection des £ (I7},).

Pour les mémes raisons qu’en a), chaque £ (I';,) est premier de hauteur
n — k. Puisque £ (I') o p,, il en résulte que chaque £ (I';,) est unidéal
premier essentiel de p, dans 0O,. '

D’aprés 5.3., il existe une partition finie de I', au voisinage de 0, en
parties s.a.lLf, et, pour tout A de la partition, des ¢léments f,, jeJ, de
A(A) engendrant, pour tout x de A, lesidéaux premiers essentiels IT;, de
Prs JET.

Onfixeuntel A etonnote Y; 'ensemble des x de A tels que ITj, soit
idéal premier essentiel de £, (I).
¢) Chacun des Y; est semi-analytique.

On note U; un ouvert semi-analytique contenant A, sur lequel les
€léments f;, se prolongent en des éléments, encore notés f,, de A#°(U;). Un
tel U; existe d’aprés 1.5.1.

On note V; = {x € U;;f,(x)=0 pour tout £}.
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Draprés 1.7.1., V; est semi-analytique.

On a alors: Y; = A n(Cn(I\V)) ce qui montre c).

En effet, prenons d’abord un x dans Y;. Alors IT; est égal a un
J(T). Soit yeTIj,. Au voisinage de y, I' =Tj, et donc les f,

sannulent sur I’ au voisinage de y, ie. ', = (V), ou encore ye ((N\V)).
Puisque ceci est vrai pour des y de I' tendant vers x, on a
xeA n (T AGT\V)).

Réciproquement soit xe A n (FAQIN\V)). Alors il existe des y,

tendant vers x, avec yeI' n ((I"\V;). On peut supposer ces y dans une
méme composante I7;,. Au voisinage de y ona I' = V;, donc chacun des
fir Sannule sur T, au voisinage de y. Par connexité on déduit que les f,
s'annulent sur I, et donc II; < #(I',). Puisque ces idéaux sont
premiers de méme hauteur, on a II;, = £ (T7,), ie. xeY;.

d) #(I') est de type semi-fini sur A.

On en déduira 7.1., puisque les A constituent une partition de I’ au
voisinage de O.

D’aprés c) il existe une partition finiede A en parties s.a.Lf, telle que, pour
tout Z de la partition et tout jeJ, Z<Y; ou ZnY; = J.

Pour tout x de Z, £ (') est l'intersection des IT;, pour les indices j
tels que Z < Y;.

Alors d) résulte de 11.4.2.

THEOREME 7.2. — Soit Q un ouvert de R" et soit .# un faisceau semi-
cohérent sur Q. Alors lensemble W des points de Q en lesquels M n’est
pas cohérent est un sous-ensemble semi-analytique fermé de Q.

Démonstration. — On peut supposer que # = OF/# et qu’on a une
partition finie de Q en parties s.a.lf. A;, sur chacune desquelles # est
engendré par un nombre fini d’¢léments de A"(A;)?. 1l suffit de montrer
que W N A; est semi-analytique.

Prenons i = 1, par exemple. D’aprés I1.6.8. il existe un ouvert semi-
analytique U; o A, et des f;; dans A(A,)’ n %#(U,), en nombre fini,
engendrant &£ sur A,.

Pour i > 2, on désigne par Y; l'ensemble des x de U, nA; en
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lesquels les éléments f;; n’engendrent pas £,. Il est clair que

WA =A, n(UY). 1l suffit donc de montrer que Y; est semi-
i>2
analytique.
Or Z est engendré sur A; par des f; € #/°(A;))’, en nombre fini. Donc

Yi = {X EUI N Ai;akafik¢zf1f(9"}'
j

Alors Y, est semi-analytique d’aprés 11.4.4.

Le théoréme suivant, qui résulte immédiatement de 7.1. et 7.2, est dii a
M. Galbiati [1].

THEOREME 7.3. — Soit X un sous-ensemble analytique fermé d’un ouvert Q
de R". Alors I'ensemble des points en lesquels X n’est pas cohérent est une
partie semi-analytique fermée de Q.
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