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SUR LA PSEUDO-CONVEXITE ET LA CONVEXITE
POLYNOMIALE EN DIMENSION INFINIE

par Philippe NOVERRAZ

Introduction.

On sait qu’un probléme central de la théorie des fonctions ana-
lytiques est, en dimension finie comme en dimension infinie, 1’étude
des relations entre la notion de domaine d’holomorphie et les diverses
convexités (holomorphe, plurisousharmonique ou polynomiale). Le
résultat le plus intéressant que I'on ait actuellement en dimension
infinie est le théoréme de Cartan-Thullen-Oka [4] [9] qui prouve que
dans tout espace de Banach séparable possédant la propriété d’appro-
ximation projective tout ouvert polynomialement convexe est un
ouvert d’holomorphie. De plus Dineen [2] a montré dans les espaces
de Banach a base, mais sa démonstration se généralise, que si U est un
ouvert de Runge (c’est-a-dire que les polynomes sont denses dans H(U)
pour la topologie de la convergence compacte) il existe un ouvert de
E polynomialement convexe U, contenant U tel que toute fonction ana-
lytique sur U se prolonge 4 U, et que I'application de restriction
H(U,) = H(U) est un isomorphisme pour la topologie de la conver-
gence compacte. Aussi dans un elc ou le théoréme de Cartan-Thullen-
Oka est vérifié on est assuré de “rester” dans E c’est-a-dire qu’il ne
s’introduit pas de phénoméne d’espace étalé ; par exemple, on peut af-
firmer que dans un Banach séparable avec P.A.P. tout ouvert de Runge
admet une enveloppe d’holomorphie univalente et polynomialement
convexe. C’est ce qui fait I'intérét des techniques basées sur la convexité
polynomiale et la propriété de Runge que nous étudions ici.
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Ce travail se divise en deux parties. La premiére partie rassemble
divers résultats sur la pseudo-convexité et sur les différentes notions
relatives & la convexité plurisousharmonique. En dimension infinie le
cas des espaces de Banach a été étudié en [1] et [6] dans le cadre le
plus général des espaces étalés. Bien que certains des résultats énoncés
soient encore valides pour des espaces étalés [voir 11], nous nous
occuperons ici d’ouverts d’un espace localement convexe. Les compli-
cations d’écriture inhérentes aux espaces étalés nous font choisir ce
cadre plus simple.

Le premier paragraphe montre que dans le cas normé toutes les
notions que I’on introduit coincident. On retrouve I’équivalence 1-2-5
de [1] par une démonstration plus simple. Le cas non-normé est plus
intéressant. On montre que les ouverts pseudo-convexes possédent des
propriétés qui permettent parfois de se ramener au cas normé et
d’obtenir le théoréme de Cartan-Thullen-Oka. Dans un espace non
séparé tout ouvert pseudo-convexe provient d’un ouvert pseudo-
convexe de I'’espace séparé associé. On étudie aussi ce qui se passe
lorsque I'on affaiblit la topologie ; par exemple l'intérieur, s’il est non
vide, d’'un ouvert pseudo-convexe est encore pseudo-convexe. Pour
terminer on montre que. dans un elc quelconque, tout ouvert pseudo-
convexe est convexe par rapport aux fonctions plurisousharmoniques
(et réciproquement). Par contre on ne sait pas, dans le cas non normé,
si un tel ouvert est_convexe par rapport aux fonctions plurisousharmo-
niques continues.

Dans la deuxiéme partic nous introduisons, pour étudier une
classe d’espace plus générale que celle des espaces de Banach a base,
une propriété d’approximation voisine de celle de Grothendieck ; par
exemple, les espaces nucléaires, les espaces €(K) et les espaces £°(u),
1 < p < + = possédent cette propriété. On peut, dans de tels espaces,
étudier la convexité polynomiale et a partir de résultats connus sur
les sous-espaces de dimension finie “remonter” a I'espace entier.

Dans un espace normé la propriété d’approximation projective
entraine la propriété d’approximation forte. Lorsque la topologie de
E est limite projective de topologies normées avec P.A.F. (ce qui est
le cas de trois exemples de classe & espaces cités plus haut) on montre
qu'un ouvert est polynomialement convexe si et seulement si il est
finiment polynomialement convexe. On montre aussi que toute fonc-
tion analytique au voisinage d’un compact polynomialement convexe
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K s’approche uniformément sur K par des polynomes (Oka-Weil) ;
un corollaire de ce résultat est qu'un ouvert holomorphiquement con-
vexe est de Runge si et seulement si il est polynomialement convexe.
Tous ces résultats sont encore valables pour les applications a valeurs
dans un espace de Banach.

Dans le cadre plus particulier des espaces de Banach a base, les
résultats de la deuxiéme partie ont été exposés au séminaire P. Lelong
et un résumé a paru aux CR. Acad. Sc. t. 272, p. 1564, (1971).

Nous remercions S. Dineen pour les nombreuses discussions épis-
tolaires que nous avons eues pendant I’élaboration de ce travail ; le
lecteur trouvera dans [3] des résultats voisins obtenus par d’autres
méthodes.

PREMIERE PARTIE : ETUDE DE LA PSEUDO-CONVEXITE

1.1. Préliminaires.

Dans cet article nous ne nous intéresserons qu’aux espaces vec-
toriels topologiques localement convexes (elc) non nécessairement sé-
parés, bien que les résultats peuvent encore s’énoncer sans condition
de convexité locale, sous réserve que le dual ne soit pas nul. U dési-
gnera un ouvert d’un elc E ; s’il n’est pas connexe les résultats s’appli-
queront & chaque composante connexe. Un sous-ensemble K de U sera
dit compact dans U (resp. précompact dans U) s’il est compact (resp.
précompact) dans E et s’il existe un voisinage V de l'origine tel que
K+VvVCU.

Si A(U) désigne une famille de fonctions définies sur U a valeurs
complexes, 'enveloppe A(U)-convexe d’un sous-ensemble K de U est
définie par :

Koy ={zEU,If@I<Iflx, VI EAU)}.

On dira qu’un ouvert U est A(U)-convexe si I'enveloppe A (U)-
convexe de tout compact de U est précompact dans U.

Notons que si E' désigne le dual topologique de E, I'enveloppe
(E'® C)-convexe n’est autre que I’enveloppe convexe équilibrée fermée.
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Nous ne considérerons ici que des familles d’applications (analy-
tiques, polynomiales) a valeurs dans C ; les démonstrations et les ré-
sultats sont exactement les mémes si 'on considére des applications a
valeurs dans un espace de Banach.

Comme les fonctions plurisousharmoniques ou analytiques bornées
sur un sous-espace sont constantes sur ce sous-espace, toute fonction

analytique ou plurisousharmonique dans un espace non séparé se fac-
torise & travers I'espace séparé associé.

On notera P(U), [resp. P (U)], la famille des fonctions plurisous-
harmoniques (resp. plurisousharmoniques continues) sur U.

Soit U un ouvert de E, d; désigne la fonction définie sur
U x(E —{0})par dy(z, z') = inf des || tels que z + Az’ ¢ U.

Un ouvert U sera dit pseudo-convexe si la fonction — Log dy; est
plurisousharmonique sur U x E —{0}. Pour tout z’' de E —{0} fixé, la
fonction dy; n’est autre que la fonction distance au complémentaire de
U dans la direction z'.

LEMME 1. — Si E est un elc et UCE, la fonction dy est semi-
continue inférieurement dans U x E — {0} pour toute topologie sur
E telle que U soit un ouvert.

Démonstration. — Soit (z,, 25) €U x E — {0} tel que

d(zg,z) =c<+oo,
Pour tout 0 < ¢’ < ¢ considérons
H={(z,2z)z =25,z =z + Az, IN| < '}

qui est un compact de U x E — {0}. 11 existe donc des voisinages V et
W de O tels que W+ WCVetH+ VxVCUx E —{0}. Pour tout
zdezy,+Wetz dezy,+Wona:

z+ A" =2z —2z,+ (z, + Azp) + N2’ — 2z,) € Ux E — {0}

pour tout |A| < ¢’ ce qui entraine que d(z, z') = ¢’ et prouve la semi-
continuité lorsque ¢ < + oo . Lorsque ¢ = + o0 on fait le méme raison-
nement en remplagant ¢' par M < + oo, Remarquons que dy; se pro-
longe de mani¢re semi-continue a U x E en posantdy; = Osur U x{0}.
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LEMME 2. — Un ouvert U de E est pseudo-convexe si et seulement
si UNF est pseudo-convexe pour tout sous-espace F de dimension
finie de E. De plus U reste pseudo-convexe pour toute topologie (non
nécessairement localement convexe) pour laquelle U est ouvert.

En effet, pour tout sous-espace F de dimension finie, la fonction
dynr définie sur UN[F x F — {0}] n’est autre que la restriction de dy; a
[Ux E—-{0}NF x F et on sait, par le lemme 1, que — Logdy; est
scs. Le lemme 2 est alors, une conséquence du fait qu’une fonction
scs est plurisousharmonique si, et seulement si, ses restrictions aux
sous-espaces de dimension finie sont plurisousharmoniques (ou éven-
tuellement — o),

DEFINITION. — Soit P une propriété, on dira qu'un ensemble U
posséde finiment (“finitely ” en anglais) la propriété P si, pour tout
sous-espace F de dimension finie, U NF posséde la propriété P.

D’aprés le lemme 2, un ouvert U est pseudo-convexe si et seu-
lement si il est finiment pseudo-convexe.

THEOREME 1. — Soient E et E, deux elc et u : E = E, une ap-
plication linéaire continue surjective et ouverte. Alors, si U est un
ouvert connexe et pseudo-convexe de E contenant un ouvert u=*(U,)
non vide, ona :

DU=u'tou)

2) U, = u(U) est pseudo-convexe dans E,

Démonstration. — La fonction — Log dy; est, par hypothése, plu-
risousharmonique dans U x E —{0}, donc plurisousharmonique # — oo
sur Ux E; —{0}, ou Ton a posé E, = u~'(0) Pour tout z' de
E, —{0}et z de V, on a z + Az’ € V C U pour tout A de C, ce qui
montre que — Logd,; est identique & —o0 sur V x E; — {0}, qui est
un ouvert dans U x E; —{0}. La fonction — Logdy est donc iden-
tique & —oo sur Ux E; —{0}, ce qui prouve que, pour tout z de U,
I'ensemble z + E est encore contenu dans I'ouvert U, qui s’écrit alors
U=u1ou().

I1 reste 2 montrer que U; = u(U) est pseudo-convexe dans E ,
C'est-a-dire que — Logdy estpsh dansU, x E, —{0}. Or, pour tout z
de U et z’ de E —{0}, la condition z + Az’ € U équivaut a
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u@z) + AuHEeu)

car U = u~! o u(U), ce qui prouve que dy n’est autre que le composé
de dUl avec (u, u), qui est linéaire continue sur E x E, d’ol1 le résultat.

De ce théoréme il découle immédiatement que tout domaine
pseudo-convexe d’un elc non séparé provient d’un domaine pseudo-
convexe de ’espace séparé associé ; en particulier, tout ouvert pseudo-
convexe d’un espace semi-normé E s’écrit #~! (U) ol U est un domaine
pseudo-convexe de I'espace normé associé et u I'application canonique
de E sur son séparé. De plus, pour étudier un domaine pseudo-convexe,
on peut toujours se ramener au cas oul la topologie de E est définie
par une famille de normes. En effet, si U est un ouvert, il contient
une p-boule de rayon non nul ; 'application u, : E ~ E/p~1(0) est
ouverte et surjective, ce qui entraine que U = u;‘ ° u,(U) et que
u,(U) est pseudo-convexe dans E, , qui est un espace dont la topologie
est définie par une famille de normes.

1.2. Cas d’un elc semi-normé.

Soit p la semi-norme continue sur E. On peut introduire la p-
distance a la frontiére définie pard(z) = inf p(z — y). Cette fonction
y¢U

est continue, strictement positive sur U, nulle sur E — U, et posséde
de plus les deux propriétés suivantes :

a) |d(z) — d(")| <p(z — z") pour tout z et z’ de E
b) d(z) = inf dy(z,?2")
p(z')=1

Un sous-ensemble B de U sera dit U-borné s’il est borné dans E et
si d(B, CU) > 0 oii 'on a noté d(A, B) = inf p(x — y).

| yen

P, (U) (resp. P, .(U)) désignera la famille des fonctions plurisoushar-
moniques (resp. psh et continues) dans U, bornées sur les ensembles U-
bornés.

Les définitions relatives a la pseudo-convexité et aux convexités
par rapport aux diverses classes de fonctions plurisousharmoniques
sont équivalentes dans un espace semi-normé, comme le montre le
théoréme suivant qui prouve, de plus, grice a la condition 7 que ces
notions ne dépendent pas de la semi-norme choisie.
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THEOREME 2. — Si U est un ouvert d’un espace semi-normé E,
les conditions suivantes sont équivalentes :

1) — logd est plurisousharmonique continue dans U.
2) — log dy; est plurisousharmonique dans U x E —{0}.
3) U est finiment pseudo-convexe,

4) Pour tout compact K de U, d(f(,,c(u), Cu>o.

5) Pour tout compact K de U, d(Kpy,, CU) > 0.

6) Pour tout U-borné, B de U, d(By, (yy, CU) > 0.

NU=VU;, U, CU,,, U, ={y, <O0}ou v; est une fonction
plurisousharmonique dans un voisinage de U, .

La démonstration se fait suivant le schéma suivant :

7
!
fi/’
|
5

2 = 1 car —Logd = sup — Logdy(z,z") ; donc, si — Logdy
Iz'll=1

est une fonction psh de z, pour tout z’, il en est de méme du
sup (qui est scs).

2 ¢ 3 par le lemme 2.

1 = 7 il suffit de prendre v, = —Logd — n.

7 = 3 il suffit de considérer, pour tout sous-espace F de dimension
finie, la restriction des v; & F et d’appliquer le résultat connu
en dimension finie.

S = 3 il suffit de considérer des compacts de dimension finie.
4 = 5 car P (U) C P(U), donc KPC(U) D Kpuy -
6 =35 car tout compact de U est bomé et P,(U) CP(U), donc

1 = 4 et 1= 6 sedémontrent exactement de la méme maniére. Par
exemple, pour 1 = 6, soit B un ensemble U-borné, pour tout
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z de pr(u) on a — Logd(z) <sup — Logd car la fonction
— Logd appartient a P, (U), il s’ensuit que d(z) = sup d pour
B

tout z de B, c’est-d-dire que d(B, CU) > d(B, CU) > 0.

Remarque 1. — Lorsque I’espace E est séparé et complet, c’est-a-
dire un espace de Banach, on peut remplacer la condition 4), [resp. 5)],
par : KPC(U) est compact, [resp. Kp(U) est relativement compact],
dans U. En effet ils sont contenus dans I'enveloppe convexe fermée de
K qui est compacte (resp. relativement compacte) dans E.

Remarque 2. — Lorsque I'espace est séparable on peut construire
explicitement une fonction plurisousharmonique continue dans U, non
bornée au voisinage de tout point de dU. On part de la condition 6’
équivalente a 6 on a remplacé P, par P, . Soit (x,) une suitedense
dans U telle que chaque terme apparaisse une infinité de fois. Posons

1
U,={z€U ,d,U)>—, |zl <n} ; les U, forment une suite
n

croissante et exhaustive d’ouverts U-bornés. Pour tout n il existe v,
dans P, (U) et z, dans U tels que :
. 1
z,eu-4,, d(zn,x")<—n--
ii) v,(z,) > sup v, .
U’l
On peut supposer que v,(z,) = n et que sup v, <0.
Un
1
Posons u, = sup (v,, ,—-n—z) et S(z) = Z u,(z). En prenant
n>1
les suites partielles on voit que S est la limite localement uniforme
d’une suite décroissante de fonctions plurisousharmoniques continues.
S#F—occarsur U, ona

1
Siz) = X, U,(D) > = — >,
La fonction S est plurisousharmonique continue dans U et

1
S(z,)=n— Z ;c—2 - + o avecn,

d’ou le résultat.
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1.2. Cas d’un elc non semi-normé,

On se trouve en présence de deux notions a priori distinctes : la
pseudo-convexité et la convexité par rapport aux fonctions plurisous-
harmoniques. Nous allons voir que dans ce cas encore elles coincident,
mais que, par contre nous ne savons pas si les convexités par rapport
aux fonctions plurisousharmoniques et par rapport aux fonctions plu-
risousharmoniques continues sont les mémes.

Si p est une semi-norme continue sur E, on notera par (E, p)
Iespace E muni de la topologie engendrée par la seule semi-norme p
etparE, = (E, p)/p~1(0) I’espace normé associé. Un ouvert de E sera
dit uniformément ouvert (ou p-ouvert) s’il est ouvert dans (E, p).

Avant d’étudier le cas général, montrons qu’on peut se ramener
au cas semi-normé dans une classe d’espaces introduits par Nachbin [8].
Cette classe généralise la notion de produit d’espaces semi-normés.

DEFINITION 2. — On dit qu’un elc posséde la propriété (C) (ou
est un espace N-projectif) si sa topologie est définie par une famille
I" filtrante de semi-normes continues telle que, pour tout p de T,
Iapplication E - E, soit ouverte, ce qui équivaut a dire que la to-
pologie initiale de E et la topologie engendrée par la semi-norme p
induisent des topologies équivalentes sur E/[p~*(0), ceci pour tout p
de I

Exemples de tels espaces :

a) E = [T E, ol les E, sont des espaces semi-normés.
iel

b) E = €(X ; L), espace des applications continues sur X complé-
tement régulier 4 valeurs dans un espace normé L et muni de la to-
pologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de K.

o E=LY (X,u,L), 1 <p <+, espace des applications a
valeurs dans un espace normé L de p-iéme puissance localement u-
intégrables sur X localement compact avec une mesure de Radonu = 0
et munis de la convergence en u-moyenne d’ordre p (avec l'interpré-
tation habituelle pour p = + ),

d) tout elc E muni de la topologie faible o(E , E).
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ProposITION 1. — Si E est un elc possédant la propriété (C),
tout domaine pseudo-convexe de E est uniformément ouvert,

Cette proposition est une conséquence du théoréme 1 car alors
E/p~1(0) ~ Ep . Dans de tels espaces, la proposition permet de se
ramener au cas normé pour étudier la pseudo-convexité et, alors, les
conditions 2), 3), 4), 5) et 7) du théoreme 2. sont équivalentes. En
particulier dans un elc avec propriété (C), la pseudo-convexité équivaut
a la P (U)-convexité. Cette proposition entraine [9], que dans une
limite N-projective d’espaces normés avec P.A.P. et séparable, tout
domaine polynomialement convexe est le domaine d’existence d’une
fonction analytique (théoréme de Cartan-Thullen-Oka).

Remarquons que la proposition 1 ne peut pas se généraliser a
n’importe quel espace. Nachbin [8] donne I’exemple d’une fonction non
uniformément holomorphe sur E espace des fonctions entiéres d’une
variable complexe muni de la topologie de la convergence compacte
[qui est un espace de Fréchet nucléaire ne possédant pas la pro-
priété (C)]. Cette fonction f est définie par f(p) = ¢ ° ¢ (0) pour
tout ¢ de E. Alors si nous considérons 'ouvert U de E défini par
U ={z, f(z) # 0}, il est pseudo-convexe car domaine d’existence de

}- mais il n’est pas uniformément ouvert.

Venons-en au cas général et considérons un elc E dont la topo-
logie est définie par une famille de normes et U un ouvert de E. Pour
toute semi-norme continue p sur E on notera U, Iintérieur de U dans
(E,p).

LEMME 3. — Soit U un ensemble p-ouvert dans un elc E, alors
U est P(U)-convexe si et seulement si il est Pp (U)-convexe.

Rappelons que P,(U) désigne I’ensemble des fonctions plurisous-
harmoniques et p-continues dans U.

Démonstration. — P,(U) C P(U) donc KPP(U) ) KP(U) . Récipro-
quement si U est P(U)-convexe, il est pseudo-convexe et le reste

lorsque I'on considére U comme un ouvert de (E, p). Cest donc un
ouvert P(U)-convexe car on est dans le cas normé.

Soit maintenant p une norme (ou une semi-norme) continue sur
E, on définit la p-distance a un ensemble A par dp (z, A= ini p(—y).
ye
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Cette distance satisfait a ldp(z , A) — dp(z' LA I<p@-12') ; de
plus dp(z ,A) = 0 si et seulement si z est dans I'adhérence de A dans
(E, p).

PROPOSITION 2. — Soit U un ouvert d’un elc E et p une semi-
norme continue telle que l'intérieur Up de U dans (E , p) ne soit pas
vide. Alors :

a) pour tout z de E on a d,(z, CU) =d,(z, CUP).

b) si U est pseudo-convexe il en est de méme de U, .

Démonstration. — a) Comme Up CU il suffit de montrer que
dp(z ,CU) K dp(z , CUP) pour tout z de U, . L’ensemble U — Up est
d’intérieur vide dans (E, p) donc pour tout y' de U — Up et tout
€>0B,0',e)N CU# & od B,()',8) ={x€E,p(x— y') <e}.
Soit donc y dans U— U, et £ >0 il existe y' dans CU avecp(y—y')<e
dou p(x — ') < p(x — y) + € pour tout x de U,.Or y' € CU donc
px —y)=d,(x,CU) et d,(x, CU) <p(x — y) + & Ceci ayant
lieu pour tout € > 0, puis pour tout y de U — Up donc de CUp on
en déduit que d,(x , CU) <d,(x, CU,). Dans CU les deux fonctions
sont identiquement nulles.

b) Par hypothése —logd est plurisousharmonique dans U x E —{ 0}
ou d est définie par d(z, z') = inf | \| tels que z + Az’ & U. Consi-

dérons inf d(z,z"), c’est une fonction qui n’est autre que dp z, CU)
p(z')=1

pour tout z de Up et zéro dans U — Up . Or d’aprés a)
d,z, CU) =d,z,CU,)

et est une fonction p-continue ; la fonction — log dp(z, CUP) est
donc plurisousharmonique dans Up comme fonction p-continue et
borne supérieure d’une famille de fonctions sous-médianes. Ceci prouve
que U, est pseudo-convexe.

THEOREME 3. — Dans un elc tout domaine pseudo-convexe est
convexe par rapport aux fonctions plurisousharmoniques.

COROLLAIRE. — Pour un domaine U d’un elc les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

a) UNF est pseudo-convexe pour tout sev F de dimension finie.
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b) — logdy; est plurisousharmonique dans U x E — {0}.

¢) U est convexe par rapport aux fonctions plurisousharmoniques.

Démonstration. — Soit K un compact de U, il existe une semi-
norme p continue sur E telle que K + B,(0, 1) CU. Le compact K
est donc compact dans U qui est un ouvert pseudo-convexe de (E , p).
De plus d,K, Cu p) = l d’apres la proposmon precédente Posons
K= KP(U) et soit z0 dans K — K ; pour tout z' de E — {0} Ia fonction
z > —logdy(z, z") est plurisousharmonique dans U donc

—logdy(z,, 2") < sup —logdy(z, z)
h zeK
d’oll en prenant le sup des deux membres de I'inégalité sur I’ensemble
des z' tels que p(z') = 1 et en se rappelant que

inf dy(z, z)—d(z CU)—-d(z CU)
p(z')=1

on obtient : d,(z,,CU)>d,(K,CU,) > 1.

Ceci entraine d’abord que z, n’appartient pas a 'adhérence dans (E , p)
de U, cest-a-dire CU,, et que d,(z,, U,) = 1 ; I'inégalité étant vraie
pour tout z, de K on en dedult que K + B (0, 1) est contenu dans
U, . D'ou le résultat puisque K est contenu dans Penveloppe convexe
fermée de K.

Le corollaire du théoréme 3 entraine en regardant les restrictions
aux sous-espaces de dimension finie que la réunion d’une famille fil-
trante croissante d’ouverts P(U)-convexe I'est encore et qu’un ouvert
U est P(U)-convexe si et seulement si il est localement P(U)-convexe.

Par contre on ne sait pas si, en général, la P(U)-convexité et la
P_(U)-convexité sont identiques. On sait seulement que tout ouvert
P(U)-convexe est réunion d’une famille filtrante d’ouverts U, qui sont
Pc(U )convexes.

Remarquons, pour terminer ce chapitre, que les théorémes 2 et
3 ont une généralisation lorsqu’on se place dans le cadre des espaces
étalés. Nous ne donnerons pas ici le détail des démonstrations que le
lecteur trouvera en [11]. On peut montrer, par exemple, que si
(X, u, E) est un espace connexe étalé (surface de Riemann) au-dessus
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d’un elc E séquentiellement complet, les conditions suivantes sont équi-
valentes :

1) — Logd(z, z') est une fonction plurisousharmonique sur
X x E —{0}.

2) X est finiment pseudo-convexe.
3) X satisfait 4 un “Continuititsatz”.

4) Pour tout K compact, il existe une semi-norme continue p
sur E telle que dp(KP(x)) > 0.

Si le domaine est tel que les fibres de u soient finies, on peut
remplacer la derni¢re condition par la condition équivalente suivante :
“Pour tout compact K de X, I'enveloppe Kp‘(x) est relativement com-
pacte dans X”.

Si E est normé on peut ajouter la condition équivalente :
“1") — Logd est une fonction plurisousharmonique continue sur X”.

DEUXIEME PARTIE : ETUDE DE LA CONVEXITE POLYNOMIALE

2.1. Propriété d’approximation forte.

Rappelons quelques définitions : Un ouvert U d’un elcs E est dit
de Runge si I'ensemble my des polyndmes continus sur E est dense
dans H(U) pour la topologie de la convergence uniforme sur les com-
pacts de U.

Un ouvert U d’un elcs E est dit polynomialement convexe si, pour
tout compact K. de U, I'’ensemble K,, ={x€U,|fx)|<|flg pour
tout f de mg} est précompact dans U. L’enveloppe [i,, est toujours
contenue dans I’enveloppe convexe fermée de K.

Un ouvert U sera dite finiment de Runge (resp. finiment poly-
nomialement convexe) si, pour tout sous-espace F de dimension finie
de E, 'ouvert UNF est de Runge (resp. polynomialement convexe).

Nous ne considérons ici que les polyndmes continus.
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DEFINITION. — On dira qu’un elcs E posséde la propriété d’appro-
ximation forte (P.A.F.) s’il existe une famille ¥ de projections con-
tinues de rang fini, (u(E)),. s étant filtrante croissante pour l'inclusion,
qui posséde la propriété suivante :

“Pour tout compact K de E et tout voisinage V de 0, il existe u
dans Fig tel que u(x) — x €V pour tout x de K”.

Cette propriété d’approximation est plus restrictive que celle de
Grothendieck [5] qui ne suppose pas que les éléments de F sont des
projections ni que la famille des images est filtrante.

Donnons quelques exemples d’espaces avec P.A.F. :

1) Les espacesde Banach €(K) des fonctions continues sur un
compact K a valeurs complexes (ou plus généralement dans un espace
normé) muni de la norme sup. Les éléments de & sont alors les appli-

cations ¢ = u(p) = Y, p(§;) &, , pour toute partition finie (¢ , &);
iel

pointée de K (i.e. (®;);.; est une partition finie de K et & un point

fixé de supp a; — U (supp Q). Notons que |« |l < 1 pour tout u
j*i

de .

2) Les espaces LP(X ,u, F), 1 <p < + oo, des classes de fonc-
tion de puissance p-iéme u-intégrables (u mesure de Radon positive
sur un espace X localement compact) & valeurs dans un espace normé
F (avec la convention habituelle pour p = + o). On munit ces espaces
de la convergence en w-moyenne d’ordre p.

Sip=+0o0;L°X,u,F) est alors isomorphe & un €(K). Sup-
posons donc que 1 < p < + oo, Pour toute décomposition

X=X,U...UX,UH

par des ensembles 2 4 2 disjoints, les X; étant relativement compacts
et u(K;) > 0, on considére la famille & des applications

n fftp)du
fouh= B 5y

ou ¢, désigne la fonction caractéristique de X;. Ici encore, on a
<
lhull , <L
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3) Les espaces a base de Schauder.

4) Tout espace E dont la topologie est définie par un systéme
fondamental de semi-normes p telles que Ep = (E, p)/p~1(0) posséde
la PAF. Exemples de tels espaces : -

a) les espaces nucléaires, car alors les espaces Ep étant préhilber-
tiens, on prend pour & la famille des projecteurs de rang fini.

b) tout produit (plus généralement, tout espace muni d’une topo-
logie limite projective) d’espaces normés avec PAF, comme c! ; C(X)
espace des fonctions continues sur X complétement régulier muni de
la convergence uniforme sur les parties compactes de E ; LY (W),
1 < p < + o, espaces des fonctions localement de puissance p-iéme
intégrable sur X localement compact, u mesure de Radon positive et
muni de la topologie de la convergence en moyenne sur les parties
compactes de X ; tout de E muni de sa topologie faible ¢ (E , E').

5) Les espaces normés ayant la propriété d’approx1mat10n pro-
jective étudiée dans [9].

La propriété d’approximation forte nous intéresse pour la raison
suivante : pour tout u de la famille des projections intervenant dans
la définition, on peut associer a u(E) un supplémentaire topologique
bien déterminé, & savoir u~1(0).

2.2. Convexité polynomiale.

Dans un elc avec PAF, on posera pour tout u de g , E, = Imu
et E“ = ker u, ce qui donne une décomposition E = E, ® E (somme
directe topologique) ; I'application identique dans E est adhérente &
% pour la topologie de la convergence compacte. Si A est une famille
de fonctions définies sur un ouvert U de E, on notera A, (UNE,))
Pensemble des fonctions f définies sur (UNE,) ® E¥ par f=fou,
ou f est un élément de A(UN E ) Tout élément f de A(U) induit un
élément f de A,(UNE,) par = Iu(E)) o u, mais la réciproque
n’est pas vraie en général.

On peut alors approcher uniformément sur tout compact les
fonctions continues par des fonctions ne dépendant que d’un sous-
espace de dimension finie. De fagon plus précise :
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PROPOSITION 3. — Si E est un elc avec PA.F. etf: UCE - C
une fonction continue (i.e. f € C(U)), il existe, pour tout compact K
de U et € > 0, un élément u de Fy tel que fo uc € (UNE,) et
|f(x) — fou(x)| <e pour tout x de K. De plus, si f est analytique,
polynomiale ou plurisousharmonique, il en est de méme de fo u.

En effet, f est continue au voisinage de K donc uniformément
continue sur K. Etant donné € > 0, il existe un voisinage V de 0
tel que K+ VCU et x—x'€EV, x et x' dans K + V entraine
[f(x) — f(x")| <€. L’espace E étant avec P.A.F., il existe u dans &
tel que u(x) — x €V pour tout x de K, ce qui entraine

[foukx)—fx)I<e
pour tout x de K.

COROLLAIRE. — a) L’espace U w, est dense dans mg pour la to-
ueg
pologie de la convergence compacte.

b) Pour tout compact. K de U, on a f(,, =N f(,,u , lintersection
étant filtrante décroissante.

Ce corollaire est'la conséquence du fait que m, est 'ensemble des
éléments de la forme ¢ o u, ol ¢ est un polynome sur E, .

LEMME 4. — Soit K un compact de U. Pour tout u de F tel que
u(K)CU, ona:

NN u
Ko uney = 4Kang,) ® E* .
Autrement dit, K A NE,) st de la forme K, @ E¥ et

~ NN

UKy wneyl = 4y wne,) -
Démonstration. — z €u[K Au(umgu)]
+ il existe Z dans K AL(UNE,) tel que u(Z) =z
* VF€EA,(UNE) ona [fDI<I|flgx=Iflux)or

» VfEAWUNE,) ona |f@)I=1f@DI<|Flx

>
® z€uU (K)A(UHE,‘)
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LEMME 5. — Si K est un compact de U, on a, pour toute famille
A(U) de fonctions continues sur U :
K a2 N K

Ucg
u(K)CU

AL(UNE,) *

Soit xq €K,y . I existe f dans A(U) telle que | f(xq) | > | flx ;
posons a = | f(xo)| — | flx et K' = K U{x,}. Par la proposition 3, il

existe u dans % tel que u(K')CU et |fou(x)— f(x)| <§ pour
tout x de K'. On en déduit que :

a 2 a
If o ubed | > 1fGxg)| + 5 = 1F I +—3‘5>|fo ulg + 3

qui montre que x, ¢ KAu(U”Eu)

On peut alors démontrer :

THEOREME 4. — Si U est un ouvert finiment de Runge d’un elc
avec P A F., les conditions suivantes sont équivalentes :

1) U est P (U)-convexe.
2) U est H(U)-convexe.

3) U est m-convexe.

COROLLAIRE 1. — Si U est finiment w-convexe dans un elc avec
PA.F, alors K, = KH(U) =Kp L (u) pour tout compact de U.

COROLLAIRE 2. — Si U est P (U)-convexe dans un elc avec P.A.F.,
les conditions suivantes sont équivalentes :

1) U est finiment de Runge.
2) U est finiment m-convexe.
3) U est m-convexe.

Pour prouver le théoréme, il suffit de montrer que, si U est P_(U)-
convexe, on a K = KPC(U) . Pour tout sous-espace F de dimension finie,
UNF est pseudo-convexe et de Runge, donc polynomialement con-

vexe et le théoréme de Runge en dimension finie entraine que
K =K, .(UNnF) Pour tout compact K de UNF.
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Il s’ensuit, grice aux lemmes 4 et 5, que :

Kp )2 N Kpc‘u(unsu) =Nk, =K,.

u

Exemples d’ouverts finiment de Runge :
1) Tout ouvert équilibré par rapport a 'un de ses points.

2) Tout ouvert de la forme {x €E, v(x) <0} o1 v est une fonction
plurisousharmonique dans E tout entier (plus généralement, dans un
ouvert convexe ou polynomialement convexe). Toute limite d’une
famille filtrante croissante de tels ouverts.

Dans un espace normé avec P.A.F., tout ouvert finiment =-
convexe est pseudo-convexe et donc P (U)-convexe, ce qui entraine
I'équivalence des conditions 2 et 3 du Corollaire 2. Ceci peut se géné-
raliser au cas non normé :

THEOREME 5. — Soit E un elcs possédant un systéme fondamental
de semi-normes p telles que Ep = (E, p)/p~'(0) possédent la P.A.F.
Un ouvert connexe U de E est polynomialement convexe si et seulement
si il est finiment poiynomialement convexe.

Ce théoréme s’applique principalement aux espaces normés avec
P.A.F. ainsi qu’aux espaces nucléaires.

I1 suffit de montrer que si U est finiment m-convexeil est aussi
m-convexe car la réciproque est évidente si I'on remarque que la condi-
tion : “U est finiment m-convexe” équivaut a : ‘“‘pour tout compact
K de dimension finie de U, K, est compact dans U”.

Si U est finiment w-convexe, il est pseudo-convexe ; soit donc p
une semi-norme telle que U contienne une p-boule de rayon non
nul, on considére 'application u,  E - E/p~'(0), qui est surjective
et ouverte. Par le théoréme 1, U sécrit U = u;‘ o u,(U) et il n'est
pas difficile de voir qu’alors up(U) est aussi finiment w-convexe. On
peut donc, dans la démonstration, supposer que la topologie de E est
définie par une famille de normes ; aussi d’aprés la remarque faite
plus haut, n’y-a-t-il que le cas non normé a démontrer. On notera
Up Iintérieur de U dans (E, p). Si K est un compact de dimension
finie de U, il existe une norme p eta > 0 tels que K + B, (0,a)C Up .

Pour tout sous-espace F de dimension finie contenant K, on a :

K +B,0,)NFCU,NFCUNF .
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L’ouvert UNF est, par hypothése, polynomialement convexe et
p induit une norme sur E ; il s’ensuit que : K,, +B,(0,a)NFCUNF
car, en dimension finie, le passage a I’enveloppe polynomiale ne diminue
pas la p-distance a la frontiére. L’inclusion précédente ayant lieu pour
tout sous-espace F de dimension finie contenant K, il s’ensuit que
K+ BP(O ,a) CU donc, aussi, K+ BP(O ,a) C Up, qui prouve que
U,J est finiment w-convexe donc n-convexe dans (E , p), et aussi dans E.

Le théoréme s’en déduit puisque U est réunion filtrante crois-
sante des Up et qu’une réunion filtrante croissante d’ouverts polyno-
mialement convexes est encore polynomialement convexe.

Dans la démonstration nous avons prouvé le résultat suivant :

ProrosITION 4. — Soit E un elc quelconque, T sa topologie et
T' une topologie sur E plus faible que T. Alors Uintérieur pour T' de
tout ensemble T-ouvert et finiment polynomialement convexe est,
s8’il n’est pas vide, finiment polynomialement convexe. De plus, si l’es-
pace E satisfait a I’hypothése du théoréme 5, lintérieur, s’il n’est pas
vide de tout ensemble finiment polynomialement convexe, est poly-
nomialement convexe. ’

2.3. Approximation polynomiale.

Nous allons maintenant prouver des théorémes reliant la convexité
polynomiale 3 la propriété de Runge.

PropPoSITION 5. — (Runge). Un ouvert U holomorphiquement
convexe dans un elcs E avec P.A.F. est polynomialement convexe si
et seulement si il est de Runge.

Si U est de Runge, on a pour tout compact K de U = K,, = KH -
Réciproquement, si U est polynomialement convexe, soient K compact
de U et € > 0 ; il existe un voisinage V de 0, avec K + V C U, tel que

€
x—yEVetx, y€K +Ventrainant|f(x)—-f(y)|<—5. Soit u €5

tel que u(x) — x € V pour tout x de K, u(K) est compact dans U NE,,
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qui est polynomialement convexe et il existe par le théoréme de
Runge en dimension finie, un polynome P sur E_ , tel que pour tout x

€
de K, | f(x) — P(x)| <5 :

Posons P = P o u. On obtient

1f0) = PO <If0) = fou®) | +1foux)—Poux)|
pour tout x de K ; par choix de u, le premier terme est plus petit que

€
-2- et le second, plus petit que s1(1p) | f(¥) — P(»)| qui aussi plus petit
: u(K

>
que — -

2

On aurait aussi pu montrer, en appliquant la proposition 1, que,
dans un espace avec la propriété PAF, la condition “pour tout F de
dimension finie, les polyndomes sur F sont denses dans H(U N F)”
entraine : “les polyndmes sur E sont denses dans H(U) pour la topo-
logie de la convergence compacte ™.

Pour terminer, nous allons démontrer un théoréme appelé théo-
réme d’Oka-Weil, en dimension finie. Le théoréme de Runge en est un
corollaire.

THEOREME 6. — (Oka-Weil). Soit E un elc possédant la PAF et K
un compact polynomialement convexe (K = K,,). Alors, toute fonction
analytique au voisinage de K s’approche uniformément sur K par des
polynbémes.

Démonstration. — Soient fixés K, € > 0, V un voisinage de 0 et
f une fonction analytique dans K + V. Montrons qu’il existe un poly-
nome P tel que |f(x) — P(x) | < € uniformément sur K.

On peut trouver u, €% tel que u,(K)CK + V et
1) = foug) | <e

pour tout x de K. On ne peut pas appliquer le théoréme déja connu
en dimension finie, car il n’y a aucune raison pour que u,(K) soit
polynomialement convexe. On peut alors utiliser le lemme suivant :

LEMME 6. — u, étant fixé, on a u,(K) = N uo[f(,,u].
ues
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Pour simplifier I’écriture, notons f( pour K

Par hypothése, K=n Ku donc, uy(K) C N uo(K ). Rec1proque-
ment, soit x € N u, (K ) Pour tout u de F, il existe X, € K , tel que
x = uy(X,) ; notons u' la projection sur E* parallelement a Eu ,c’est-
a-dire u’ = Idg — u. Pour tout u de &, u'(K) est un compact de E“.
Notons pour tout u > u, : ‘

K. =K, n[ E,eav'(K)]-

uo <v<u
La famille (K,") est une famille filtrante décroissante de compacts
de E dont Pintersection est égale 4 K ; de plus uy(K,) = uo(K;)
pour tout u > u,. Pour tout u de %, il existe un point X, de K, tel
que u4(X,) = x. L’intersection des compacts étant décroissante, on
peut extraire une sous-famille, notée encore (X, ), adhérente 4 un point
X, de K. Comme la fonction u, est continue, il s’ensuit que la famille
uy(X,) est adhérente a uy(X,), ce qui entraine que le point x est
égal a uy(X,) et prouve bien que x appartient a u,(K).

Suite de la démonstration du théoréme. — u, est choisi et fixé
tel que uy(K) CK +V et uo(f(u) est une famille filtrante décrois-
sante de compacts (C’est-d-dire, Vu,, u, € %, il existe u € &, tel que
uy(K,) Cu, (Ku') pour i =1, 2) dont lintersection est égale a

uy (K). Il existe donc un u tel que “g,(ku) C K + V ; u peut toujours
étre supposé tel que Eu0 CE, . Soit f la fonction égale i la restriction
de fou, a E,, cest-a-dire qui coincide -avec f sur E“0 NK + V) et
qui est constante sur les fibres x + (E, — E“o) pour tout x de
Eu0 N (K + V). Elle est définie et analytique au voisinage de

—_

u(f(u) = u(K),

u

qui est un compact polynomialement convexe de E,_ , il existe donc un

~ ~ ~ e
polynome P sur E , tel que |P(x) — f(x)| <-£ pour tout x de

u(f(,,u), ce qui peut s’écrire | P(x) — f(x)l - pour tout x de K ,

ol 'on a posé P = Pou Ce polyndme P est le polyndome cherché,
en effet :
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1f() = PO < |f(x) — Fx) | + | Fx) — Px)|
et pour tout x de K, | f(x) — ?(x)l =|f(x) — fou(x)| <§ et

17— Pyl <sup 1 F0) = POOI < -

Ky
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