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SUR LES SUITES
DE FONCTIONS ANALYTIQUES

par André HIRSCHOWITZ

Ce travail a été suscité par la question suivante, posée par

M. Zerner:

Soit E un espace vectoriel topologique sur C, F un sous
espace de E. Trouver les parties P de G telles que si f
est une application analytique de G dans E telle que f~(F)
contienne P, alors f~'(F) est égal & G. On notera %(E, F)
I’ensemble des parties P ayant cette propriété.

Notons T(E) la plus petite famille de sous espaces stricts
de E qui soit stable par intersection quelconque et par
réunion dénombrable croissante, et qui contienne les hyper-
plans fermés.

Prorosition 1. — St FeT(E), £(E, F) contient toutes les
parties non dénombrables de C.

Cette proposition se démontre trées facilement d’abord
dans le cas oo F est un hyperplan. Ensuwite par induction.

Il convient de remarquer que ce résultat est trés faible
puisque, par exemple, si E est un Fréchet et si F est 'image
continue d’un Fréchet, F n’appartient pas & T(E), en vertu
du théoréme de Baire, dés que F n’est pas fermé. Il serait
toutefois intéressant de savoir si lorsque F est dans T(E)
sans &tre fermé, Z£(E, F) ne contient que les parties non
dénombrables de C.

Dans la suite, nous nous intéresserons surtout au cas ou

#(E, F) = {C}.
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Dérinition 1. — Nous dirons que F est E-percé si
Z(E, F) = {G}. Nous dirons que F est E-intégre dans le cas
contraire.

DeériniTioNn 2. — Notons Jog Uespace des applications
analytiques de G dans E. Nous appellerons petite enveloppe
de F (dans E) Uespace vectoriel

F = {zeE/Ifedos: f(C — {0}) cF, f(0) = z}.

Nous appellerons grande enveloppe de F (dans E) [Dinter-
section F de tous les sous espaces intégres de E contenant
F. 11 est facile de constater que F, qui contient F, est un
sous espace intégre de E.

Par ailleurs, il est clair qu’on peut construire F par induc-
tion de 'opération de petite enveloppe a partir de F.

Avant d’exploiter ces définitions, nous allons démontrer
deux critéres d’analyticité. Rappelons-les

DerinitioN 3. — Soit Q un ouvert de G, F un el.c.
complexe, f une application de Q dans F. On dit que f
est analytique siu pour toute forme linéaire | continue sur F,
lof est analytique.

DériniTion 4. — Sotent E et F deux el.c. complexes,
Q un ouvert de E, f une application de Q dans F. On dit
que [ est analytique su elle est localement bornée et si sa restric-
tion auz droites est analytique.

\

Prorosition 2. — Les applications analytiques a valeurs
dans F sont les mémes pour toutes les topologies localement
convezes compatibles avec la dualité entre F et F'.

Démonstration. — Cela résulte de la définition et du fait
que les parties faiblement bornées d’un e.l.c. sont fortement
bornées. C.q.f.d.

Notations. — Si F est un espace vectoriel, & une topologie
localement convexe sur F, les applications analytiques a
valeurs dans (F, G) seront dites G-analytiques a valeurs dans
F. En outre la topologie bornologique associée & T sera
notée °G.
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Prorosition 3. — Sovent ©, et ©, deux topologies locale-
ment convexes sur F telles que G, et "G, coincident. Alors
les applications & valeurs dans F et G -analytiques sont
©,-analytiques.

Démonstration. — Notons F’' = (F, *G,) et G = (F, G,).
Il est clair que G est un sous espace dense de F’ pour
o(F’, F). 1l nous suffit d’aprés la proposition 2 de montrer
que les applications o(F, G)-analytiques sont ¢(F, F’)-analy-
tiques. Soit donc f une application o(F, G)-analytique a
valeurs dans F. Comme les parties o(F, G)-bornées de F
sont o(F, F’)-bornées, on peut supposer, au vu de la défini-
tion 4, que le domaine de f est un ouvert de C contenant
zéro.

Ecrivons donc f(z) = 3 a,2", la convergence ayant lieu

n
pour |z| < r au sens de o(F, G). Il s’en déduit que la suite
a, tend vers zéro pour o(F, G), donc est o(F, G)-bornée et
par suite, o(F, F')-bornée.
Soit I dans F'; la suite r"l(a,) est bornée, par suite,
dés que |z] < r la série Y l(a,z") est convergente. Y a,z"

converge donc pour o(F, F'). Posons g(z) = Y a,z". Lorsque

A déerit G, A(f — g) décrit un ensemble o(F, G)-borné, donc
borné, ce qui prouve que f= g. C.q.f.d.
Au vu de ce résultat, la définition suivante s’impose :

DetrinitioN 5. — Soit E un el.c.,, Q un ouvert de E, F
un espace disqué (autrement dit, un espace vectoriel muni d’une
bornologie convexe). Une application f de Q dans F sera
dite analytique st f est localement bornée et si sa composée
avec toute forme linéaire bornée sur F est analytique.

Intéressons-nous maintenant au cas ou F est un espace
de fonctions.

Soit X un espace topologique séparé, P(X) (resp. C(X))
I'espace des fonctions numériques (resp. continues) sur
Soit F un sous espace vectoriel de C(X). Notons

F= =3geP(X)‘er F, f2)glz)| < + oog.

z€X

Les espaces F et F* sont mis en dualité (séparant F)
19
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par:
f, &> = 2 flz)gla).
z€X
DEriniTiON 6. — La bornologie définie sur F par oF, F¥)

sera appelée bornologie de la crotssance. F muni de cette borno-
logie sera appelé espace de croissance.

Ezemples. — S1 X est un ouvert de R" les bornologies
usuelles sur €(X), #(X) et R(X), sont les bornologies de la
croissance. Si X = N, les bornologies usuelles sur les espaces
o, 17, IP; s, ' sont les bornologies de la croissance.

ProrositioNn 4. — Pour qu'une application [ a valeurs
dans un espace de croissance F soit analytique, il suffit qu’elle
soit simplement analytique et localement bornée.

Démonstration. — D’apres la définition 4, on peut supposer
que le domaine de f est un ouvert de C contenant zéro.
Il nous suffit de montrer que f est analytique en zéro. Nous
noterons f, 'ilmage de z par f. Supposons donc que pour

|z" s fz(.’B) = 2 z"f,,(x).

n

Nous aurons besoin du

Lemme. — Si ge F*, q,(f) = X |f(x)g(z)| définit une semu-
norme bornée sur F. zex

En effet, g est équivalente pour la dualité & une fonction
de la forme 3 a,x,, et par suite g,(f) = X |a,f(x,)|.
4 P

Soit f, une suite bornée de F, montrons que g, est bornée
sur f,: Soit A = (},) le point courant de [” et posons

L(x) = % Apapfn(,)

l, est une forme linéaire continue sur I® de norme Y |a,f,(z,).
p

Comme la suite f, est bornée, la suite [, est simplement
bornée, donc fortement bornée, d’aprés le théoréme de Banach-
Steinhaus; donc ¢,(f,) est borné.

Ce lemme étant démontré, soit g dans F*. D’aprés la
proposition 3 il nous suffit de démontrer que <{f,, g> est ana-

lytique en z. Mais <f,, 8> = X qa,f.(x,). Mais f. est borné
P
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pour |[z| < r. Donc g¢,f,) est borné d’aprés le lemme.
Y laf.(z,)| < My(r). La fonction <f,, g> est la limite de
)

la suite u,(z) = X qa,f.(x,) et on a |u,(z)] < My(r). On
r<n

conclut que <f,, g> est analytique pour |z| < r. C.q.f.d.

Dans la suite nous considérons des sous espaces de croissance
de P = C(N). Les sous espaces usuels de P sont mums
naturellement de la bornologie de la croissance. On dit d’un
tel sous espace F qu’il est solide s1i zeF et |y,| < |z,
entrainent y e F. Nous dirons que F est strictement solide,
si F est solide et contient un élément x tel que =z, # 0
pour tout n.

TutorimME 1. — St E =P et st F est strictement solide
F=P.
Démonstration. — Soit K, une suite de compacts de Runge

(c’est-a-dire polynomialement convexes) de G, croissante et
telle que l |K,, = C — {0}. 1l est facile de construire une

telle suite. Soit (z,) une suite quelconque de P, et (y,)
une suite de F telle que y, # 0. Soit f, une fonction entiére
telle que f,(0) = 2, et |[filx, < |ya|. Cette suite f, définit
un élément de b, qui permet d’établir que (z,)eF. C.q.f.d.

Dérinition 7. — Nous dirons qu’un espace strictement solide
E est tnaccessible s’il existe une suite décroissant vers zéro de
nombres positifs u, telle que sv (z,) ¢ E, (ux,) € E. Dans le
cas contraire, nous dirons que E est accessible.

TutoriME 2. — St F est accessible et st E est tnaccesstble,
F est E-percé.

Démonstration. — A Vaide des K, précédemment introduits,
on peut construire une suite g, de fonctions analytiques
entiéres telle que
&0) =1 et |glx, < un

Posons M, = sup |g,(z)|. M, tend évidemment vers l'infini
lzj<n

avec n, mais on peut trouver une application i croissante

de N dans N, non bornée et telle que Miyu, =20, et
i(n) < n.
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Comme i(n) tend vers I'infini, on peut trouver (s,) dans

F tel que <s,,> ne soit pas dans F. Comme i(n) est plus

Ui(n)
. L. 8 s
petit que n et comme u, est décroissante —- < —*, ce
Uitn) Un
. s
qui prouve que < "> est dans E. Posons alors
s, Win)
fr =" g
Uity s s
n
On a |filxi <sw fa(0)= et sup |fi(z)| = M —"-
Uitn) I l<i( Uitn)
s & s .
On peut en conclure que el et —">¢F ce qui
Uicn) Uitn)
prouve que F est E-percé. C.q.f.d.

Dans la suite, nous étudions plus en détail le cas ou F est
un espace I, (ou bien C,) et o F est un espace [,(p < q).
Nous commencerons par démontrer quelques lemmes :

Lemme 1. — Pour toute suite ¢, de nombres réels positifs
tendant vers Uinfint, il existe une suite (w,) de nombres positifs
1

dans F tels que (v,w,) ne soit pas dans F et que v, < e

Nous nous contenterons de démontrer ce lemme dans le
cas p=1.

D’autre part, il est loisible de minorer ¢, par une suite
d’entiers (u,) croissante surjective, et telle que

e(p) = card(u~*(p))
majore ¢~}(p — 1) pour tout p, ce qui implique 2p(u,) > n.

Il ne nous reste qu’a poser w, = ————— et a constater
awap " De(uul

que w, est sommable, que uw, ne l'est pas et que
wu < 1 <L |

S 2(u,)  n

Lemme 2. — Soit y, une suite de nombres positifs décrous-
sante appartenant & l, pour tout p strictement supérieur a 1.
Alors ny, log? n est infiniment petit par rapport d toute puts-
sance positive de n.

Il nous faut montrer que n'~%y,log n* tend vers zéro avec

1

—
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La série y2 est une série décroissante sommable.
Donc nyh — 0. Il s’ensuit que x, est infiniment petit par

Par suite n'~%, log? n est infiniment petit

l—s——l-

par rapport a n P log? n. Lorsque p tend vers 1,

rapport a ey

1 —e — — tend vers — ¢, ce qui permet de conclure.

Lemme 3. — Soit ¢ > 0 et u, une suite tendant vers zéro
telle que u, soit infiniment grand par rapport & toute puissance

de % Sotent K et L deux compacts de C, K étant polyno-

mialement convexe et ne contenant pas zéro. Il existe alors une
sutte f, de fonctions entiéres vérifiant :

a) f(0)0=1 b)lflx<u et ¢ —”’::'JL — 0.
Démonstration. — Soit [ une fonction entiére vérifiant
f0O)=1 et m=|f|g < 1. Posons M= |f[. et
p(n) = inf {geNlu, > m?}.

On a done |p(n) + logym u.| < 1.

Posons f, = fr®. f, vérifie évidemment a) et b). Pour
M#®

prouver ¢) nous montrerons que A, = log;,, —— tend vers
— o avec — n. n
An = p(n) ].Ogl/mM -— € IOg]_/mn.
Posons
A, = — (logyntt,) logysM — € logy, n.
Il nous suffit évidemment de montrer que A, tend vers — co.
. £ _\leim M7 et cette quantité tend
Mais — A, = logy, [(u,,n“’"”mm) ] 1
vers I'infini en vertu de I’hypotheése sur u,. C.q.f.d.
LemMMme 4. — Soit ¢ > 0 et u, une suite tendant vers zéro

. . . 1 . .
moins vite que toute puissance de —-. Il existe une suite de
n

compacts K, crowssante, recouvrant C — {0}, une suite de
compacts L, croissante exhaustive dans C, et une suite de
fonctions analytiques entiéres f, tels que
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a) f(()) =1, b) Vplfilk, < u, & partir d'un certain rang et

o) vp s

Ce lemme se déduit du précédent par un procédé diagonal.

Lemme 5. — Soit T' le cercle unité du plan complexe muni
d’une mesure p telle que p(I') = 1. Soit E une partie mesu-
rable de T vérifiant w(E) =¢ < 1. Soit A, une suite de
parties mesurables de T vérifiant p(A,) =2 8 > . Soit u,
une suite de nombres réels positifs telle que f = Z U, SOU

finte hors de E. Alors Z U, < + .

Démonstration. — On peut évidemment trouver un nombre
M et un ensemble E’ vérifiant |flee < M et p(E') < 3
Posons f' = Y u.a,-r et appliquons aux sommes par-

tielles le théor'"éme de Beppo-Levi. On obtient:
S up(A, — E) < M.

Mais on a p(A, — E') > 8 — p(E’) > 0 d’ou le résultat.

DeriniTioN 8. — Soit (u,) une suite tendant vers zéro. Nous
appellerons indicatrice intégrale de (u,) la fonction @ de R+
dans N définie par u(y) = card{n e N||u,| > x}. Nous dirons
d’un sous ensemble F de G, qu’il est intégral si ueF et
¢ < u impliquent veF. Si P est une partie de C,, nous
définirons son enveloppe intégrale par

Pr={veC|IueP:¢ < u}.

LemMe 6. — L’enveloppe intégrale d’un borné de E(l, ou C,)
est un borné de E.

Il suffit pour s’en convaincre de constater que la boule
unité de E est intégrale.

_Lemme 7. — Si F est un sous espace intégral de E(l, ou GC,),
F est intégral.

Démonstration. — En toute généralité, il est évident que si
F est solide, F I'est aussi. Il nous faut donc montrer que si
u=(u)eF et ¢ = (p,) esttel qu’il existe une bijection j
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d’une partie N’ de N sur une partie N” de N telle que
peN = u, =0 qgeN" =9, =0 et ueN = u, = ¢y,
alors ¢ef.

Soit (f,) une application analytique de G dans E telle
que pour z non nul (f(z))eF et f,(0) = u,.

Posons g, = fj—» pour neN” et g, =0 sinon.

On a g,(0) =v, (g(z))eF parce que F est intégral.

Enfin (g,) est une application analytique en vertu du lemme
6 C.q.f.d.

Nous sommes en mesure de démontrer le

TakoriME 3. — Soit F =1, un sous espace de E =1, ou
Co. Alors F =1 = ‘ |lp..
P>p
Démonstration. — Nous ne détaillerons la démonstration que

lors que p=1. Montrons d’abord que F contient ;.
D’apres le lemme 7, 1l nous suffit de montrer que toute suite (z,)
tendant vers zéro en décroissant, et appartenant a [} est dans

F. D’apreés le lemme 2, on peut écrire z, = ————— et u,
p , . <
u,n log® n

P \ . 1
infiniment grand par rapport a toute puissance de — Nous
n

supposerons de plus que u, tend vers zéro, ce qui ne restreint
pas la généralité, vu le lemme 7.

Choisissons maintenant ¢ de fagon que (rn‘z,) soit dans E.
A la suite (u,), le lemme 4 fait correspondre une suite f, de
fonctions analytiques vérifiant :

f20) =1 "fn”lip < U,

\ . . 1
a partir d’un certain rang et U%B — 0 avec -
Posons g, = z,f,. On voit que g, (0) =z,

Si z # 0]g.(z)]|=|zful@) < uz, = soit (g.(z)) e ;.

nlog®n
Enfin pour tout compact L, il existe une constante A telle
que | gl < An‘z, ce qui prouve que (g, est analytique.

Il nous reste & montrer que F clf. Pour cela nous prouve-

rons I+ =1I;. Soit donc f, une suite de fonctions localement
bornée telle que Vz|z| =1, (f,)(z)) elf. Nous allons montrer
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que Ve > O(f,,(O))elHe. On peut supposer sans dommage
que sup |fa(e)] <

Choisissons des ensembles A, vérifiant w(A,) = —;— et tels
que 1nf]f | = sup |fal = ra. 11 S’ensuit que |f,| = r,Xa, ou

encore si 6 > O |f[1+" > rit®%%, . Le lemme 5 nous dit alors

que r,el,y ou encore r, el"' Maintenant on peut écrire

|fal < Xa, + 7X(a, ou encore log Ifal < log (xa, + rax(a,)-
Mais log |f,| est sous harmonique d’ou:

log |£,(0)] < <1 — %> log r,.

0] < P L0 < P03

C.q.f.d.
Remarque 1. — Le lemme 1 a fait une chute en désuétude.
Remarque 2. — Posons [ =l |l,,. Un raisonnement ana-

p
logue au précédent permet de montrer que <(I;, Cy) contient
tous les ensembles de mesure non nulle et méme beaucoup
plus. On peut légitimement habiter la curiosité de caractériser
(5, Co).
Nous terminerons en donnant une application inattendue
des résultats qui précédent:

TatorkME 4. — Soit F un sous espace de C, (resp. l,),
Q un ouvert pseudoconvere de C, (resp. [l,) contenant F.
Alors Q contient F.

Démonstration. — On prouve évidemment que FcQ, le
reste s’en déduit par induction. Soit zeF f = (f,) € op telle

que (f,)(z)eF pour z # 0 et (f,(0)) ==a. Soit I' le cercle
unité de C f(T') est un compact de C, (resp. [,). Sidoncon

pose foy=(f1, -+, fx, 0,0 ...), on a
lfw(z) — f(2)] &2 0,

uniformément sur T.

Définissons d(z) dans Q comme la distance au complé-
mentaire de Q, c’est une fonction plurisurharmonique conti-
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nue. Pour zedI' d(f(z)) > . Donc pour N suffisamment
grand, d(fw(z) > 5
tique et d plurisurharmonique, d(fx(0)) > = pour N

pour zedl'. Comme fn est analy-

2
suffisamment grand. Comme f(0) tend vers f(0) et comme
d est continue, on conclut d(f(0)) > 0. C.q.f.d.

Il en découle sans difficulté des corollaires du genre :

CororrAatre. — Toute application analytique définie au
voistnage de 1, dans C, se prolonge au voisinage de 3.
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