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Introduction.

On sait que les opérateurs intégraux singuliers ont connu ces
dernières années un renouveau d'intérêt à la suite de leur introduction
en topologie, où la démonstration du théorème de l'indice d'Atiyah-
Singer les utilise pour la construction de paramétrix d'opérateurs diffé-
rentiels elliptiques.

Aux opérateurs intégraux singuliers, tels que les ont étudiés
Calderon et Zygmund ([1] et [2]), sont associés des symboles, fonc-
tions f(x, {;) homogènes de degré 0 par rapport à la deuxième va-
riable $, et le calcul symbolique ainsi défini est très simple, mais
néglige tout opérateur opérant continûment de H° dans H1. L'inva-
riance par difféomorphisme des opérateurs intégraux singuliers, dé-
montrée par Seeley ([8]), s'accompagne aussi d'un calcul symbolique
de ces opérateurs sur une variété, où le symbole est défini comme
fonction sur l'espace cotangent à la variété.

L'introduction de fonctions f(x , Ç) d'ordre d'homogénéité m
quelconque (Cartan-Schwartz, [3]) définit des opérateurs pseudo-
différentiels de tous ordres, et l'on obtient facilement un calcul
symbolique module les opérateurs d'ordre m — 1 (c'est-à-dire opérant
continûment, pour tout s, de H5 dans H5"^1), lequel est d'ailleurs
suffisant pour toutes les applications actuellement en vue en
topologie.

Il s'est cependant posé alors le problème de définir un calcul
symbolique plus précis, non plus module les opérateurs d'ordre
inférieur d'une unité, mais module les opérateurs régularisants, c'est-
à-dire possédant un noyau de classe C°°.

On y parvient assez facilement sur R", surtout avec l'abandon,
réalisé dans [3], des intégrales singulières au profit de l'utilisation
de la transformation de Fourier : il suffit de considérer, au lieu de
symboles homogènes d'ordre m, des symboles qui sont sommes de
séries' de symboles homogènes de degrés m. tendant vers — o°, ou,
ce qui revient au même, des opérateurs sommes de séries d'opérateurs
associés à des symboles homogènes de degrés variés : les deux points
de vue ont été traités, indépendamment, par Kohn-Nirenberg ([7]),
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et par nous-mêmes ([11], cet article annonçant également l'invariance
par difféomorphisme) ; nous avons aussi, ce qui élargit assez sensi-
blement la classe d'opérateurs considérée, étudié tous les opérateurs A
définis par la formule

(Ap) (x) = / f(x , Ç) e^^^^dS; ,

où /, au lieu d'être somme de termes homogènes, a simplement des
propriétés de régularité et de croissance à l'infini spécifiées ([12]).

Nous nous bornons ici aux symboles / de classe C°° dont chaque
y y

dérivée —— _ / est majorée, pour |<ç| tendant vers l'infini, par

C l ^ r ^ ' , C dépendant de p, de q et du compact dans lequel on
limite x : Hôrmander a cependant montré, dans [6], que, £ et S étant
donnés vérifiant 1 — £ < S < £ < 1 , on obtient de "bons" opéra-
teurs avec tout symbole / vérifiant

y y
^^f(xfsi) < C \b^m~€^+6\p^

cette classe beaucoup plus générale ayant l'intérêt de fournir des para-
métrix pour un grand nombre d'opérateurs différentiels hypoelliptiques.

Pour la classe que nous étudions, il est facile d'obtenir les
propriétés de continuité des opérateurs souhaitées ainsi que l'évaluation
du symbole du composé de deux opérateurs pseudo-différentiels ou
du symbole du transposé d'un opérateur pseudo-différentiel : c'est
ce que nous faisons dans le chapitre 1 de ce travail ; notons que pour
les classes plus générales de Hôrmander, la démonstration de la conti-
nuité des opérateurs requiert une méthode différente.

Ces classes d'opérateurs sont invariantes par difféomorphisme,
résultat que nous avions annoncé dans [11] après une démonstration
pénible et qui a un peu plus tard, indépendamment, été prouvé par
Hôrmander de façon très élégante. Mais il est plus difficile d'obtenir sur
une variété un calcul symbolique aussi précis que sur R", étant donné
que le symbole d'un opérateur pseudo-différentiel d'ordre m sur R",
considéré comme fonction sur l'espace cotangent de Rf*, ne se trans-
forme comme on le voudrait par difféomorphisme que modulo le
symbole d'un opérateur d'ordre m — 1.

On peut alors définir un calcul symbolique indéfiniment précisé
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(c'est-à-dire tel que le symbole d'un opérateur pseudo-différentiel
caractérise celui-ci à un opérateur régularisant près) en faisant inter-
venir les jets de tous ordres de la variété : c'est ce que nous avons
tenté de faire dans [11], tout au moins au deuxième ordre. Malheu-
reusement les formules obtenues sont d'une complication extrême
et ce calcul est peu maniable.

Nous introduisons ici, dans le chapitre V, un calcul qui consi-
dère à nouveau le symbole d'un opérateur pseudo-différentiel comme
une fonction sur l'espace cotangent, et établit une correspondance
linéaire entre les opérateurs pseudo-différentiels d'une part et une
classe de symboles d'autre part, correspondance qui est essentielle-
ment bijective puisqu'on ne "perd" d'un côté que les opérateurs
régularisants, et de l'autre les symboles qui sont à décroissance ra-
pide sur les fibres de l'espace cotangent.

L'idée de ce calcul est basée sur le fait que la formule (1)
peut aussi s'écrire

(A(^) (x) == / f(x , Ç)dS / e-2^-^^) dy ,

cette dernière formule prenant un sens sur une variété si l'on y
remplace y — x par un vecteur tangent en x à la variété, soit v(x, y),
"infinitésimalement égal" à y — x, et si l'on prend quelques précau-
tions supplémentaires destinées à faire converger l'intégrale et à lui
assurer un sens intrinsèque.

Le matériel géométrique nécessaire à cet effet (à savoir la défi-
nition de ce champ v, que nous avons appelé linéarisation de la
variété X) est introduit dans le chapitre III de ce travail.

La correspondance entre les opérateurs pseudo-différentiels et
les symboles, définie globalement dans les deux sens et étudiée dans
le chapitre V, dépend de la linéarisation v de X, mais les classes de
symboles correspondant aux classes d'opérateurs pseudo-différentiels
d'ordres donnés n'en dépendent pas : ce point est démontré par une
formule de ce chapitre qui montre comment le symbole d'un opé-
rateur pseudo-différentiel sur une variété se transforme lorsqu'on
change de linéarisation : c'est la démonstration de cette formule
qui contient toutes les difficultés de l'extension de la théorie aux
variétés, l'invariance par difféomorphisme des opérateurs pseudo-
différentiels étant dans ce travail évidente eu égard à la formulation
intrinsèque adoptée.
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II est d'ailleurs clair que tout ceci se généraliserait avec des
modifications triviales aux classes plus générales de Hôrmander,
étant admise la démonstration de la continuité des opérateurs, faite
dans [6].

Dans le chapitre IV, nous donnons deux théorèmes qui per-
mettent de sommer des séries de symboles ou d'opérateurs dont les
ordres tendent vers — oo : le premier, relatif aux séries de symboles,
est dû à Hôrmander ([4]) mais est donné ici dans des conditions
légèrement différentes ; le second, plus difficile, n'est pas indis-
pensable pour la suite mais peut être utile étant donné qu'il s'applique
dans des conditions très générales : c'est sur ce dernier théorème que
nous nous étions appuyés dans [11] pour démontrer l'inversibilité
des opérateurs elliptiques modulo les opérateurs régularisants lorsque
nous ne disposions pas encore des symboles non homogènes.

L'extension de la théorie des opérateurs pseudo-différentiels
aux opérateurs opérant des sections d'un fibre vectoriel dans les
sections d'un autre fibre se fait de façon satisfaisante, avec l'intro-
duction d'un élément géométrique supplémentaire : c'est l'objet du
chapitre VI, en même temps que les formules donnant, sur une
variété, le symbole du produit de deux opérateurs pseudo-différentiels
ou le symbole du transposé d'un opérateur pseudo-différentiel ;
malheureusement ces dernières, d'aspect analogue à celles déjà obte-
nues sur R", ne sont valables que sur une variété localement affine ;
en dehors de ce cas, on peut certes écrire des formules mais elles
sont si compliquées que nous attendons d'en avoir une meilleure
interprétation (faisant intervenir vraisemblablement la courbure d'une
connexion définie sur la variété) pour les développer.

Nous terminons ce chapitre par la description des opérateurs
pseudo-différentiels invariants par l'action d'un groupe de Lie compact
opérant sur la variété : la définition globale des opérateurs que nous
avons donnée simplifie et précise notablement cette étude.

Enfin, les chapitres II et VII décrivent les espaces ̂  qui géné-
ralisent les espaces de Sobolev au cas où l'exposant p, au lieu d'être
un nombre réel, est une fonction C°° de x ; associée à ces espaces
est une théorie des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre variable,
que nous avons décrite brièvement, étant donné qu'elle n'a pas
d'applications pour le moment.

Je tiens à exprimer ici ma profonde reconnaissance à Monsieur
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Schwartz qui a guidé avec beaucoup de bienveillance mes débuts
dans la recherche et dont, par la suite, les conseils constants et éclai-
rés m'ont permis de réaliser ce travail ; j'ai retiré par ailleurs le plus
grand bénéfice d'une participation au séminaire Cartan — Schwartz
(1963-64) où des idées qui ont ouvert une nouvelle voie dans la
théorie des opérateurs pseudo-différentiels ont été introduises par
Monsieur Schwartz.

J'adresse également mes plus vifs remerciements à Monsieur
Malliavin : c'est à l'occasion d'un cours qu'il a professé à Orsay en
1963 que j'ai eu mes premiers contacts avec la théorie des opéra-
teurs intégraux singuliers ; Monsieur Malliavin m'avait déjà posé à
cette époque le problème de la définition d'un calcul symbolique
précisé et a bien voulu en outre me proposer maintenant le sujet
de seconde thèse.

Je remercie Monsieur Malgrange, qui a bien voulu s'intéresser
à ce travail et participer au jury, ainsi que Monsieur Trêves, pour
ses nombreux conseils et encouragements.

Enfin, j'ai eu la possibilité d'exposer une partie de ces tra-
vaux dans deux séminaires de topologie dirigés l'un par Monsieur
Shih, l'autre par Monsieur Karoubi : en plus que pour de nombreuses
discussions, je tiens à les remercier pour les encouragements qu'ils
m'ont donnés à développer certains points adaptés à un usage en
topologie, tels que la définition globale des opérateurs pseudo-
différentiels sur une variété ou l'étude des opérateurs invariants
par un groupe de Lie.



CHAPITRE III

LINEARISATION D'UNE VARIETE DIFFERENTIABLE

DEFINITION (III. 1). - Soient X une variété réelle de classe C°°,
paracompacte et T(X) son espace tangent. Soit v une application
de classe C°° de X x X dans T(X) telle que le diagramme

soit commutatif, p^ désignant la première projection du produit
X x X sur X. On dira que v est une linéarisation de X si les condi-
tions i) et ii) sont vérifiées :

i) pour tout x G X, v(x , x) = 0
ii) pour tout x e X, la différentielle de l'application

y\———> v ( x , y ) ,

laquelle est une application linéaire de T (X) dans T^(X), est au
point y = x l'application identique de T^(X).

Signalons dès maintenant que plus que de l'application dyV(x, y)
nous aurons besoin de sa transposée que nous notons l^ : c'est l'appli-
cation linéaire de T^(X) dans T^(X) définie par

f^(S)=dy<v(x,y)^>

pour tout Ç appartenant à Tj*(X), où T*(X) désigne l'espace cotan-
gent de X ; la condition ii) s'exprime bien sûr par le fait que, pour
tout x E X, Ç est l'application identique de T^(X).

PROPOSITION (III. 1). - Soient X et Y deux variétés réelles de
classe C00, paracompactes, et h une immersion Y———> X, c'est-à-
dire une application C00, de rang partout égal à la dimension de Y.

Soit h^ÇTÇX)) le fibre sur Y image réciproque par h de T(X),
à un sous-fibre duquel on peut identifier T(Y) (au moyen de la dif-
férentielle de A), et soit H un fibre supplémentaire de T(Y) dans
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A*(T(X)) (tel, par exemple, qu'on peut le définir par choix d'une
structure riemannienne sur A*(T(X)). Soit q la projection de h*(T(X))
sur T(Y) parallèlement à H.

Alors si v est une linéarisation sur X, on définit une linéarisation
sur Y en posant

(h*v)(y^y^)=q(v(hy^hy^)).

En effet dy^h*v) (y^ , y^) = q o t^ a dh(y^, d'où résulte im-
médiatement la condition ii) puisque /^1 = 1 et que l'application q
est une inverse à gauche de dh.

Notons que h*v est définie canoniquement par la donnée de h
et de v lorsque h est un difféomorphisme local.

COROLLAIRE. — Toute variété admet une linéarisation.
Cela résulte en effet du théorème de Whitney et de la propo-

sition (III. 1).

PROPOSITION (III.2). - Soit v une linéarisation de la variété X.
// existe un voisinage ouvert Sî de A, diagonale de X x X, vérifiant
les propriétés suivantes :

ni) la restriction de v à SI est un difféomorphisme de î2 sur
un voisinage ouvert de la section nulle de T(X).

w)les deux projections sur X de SI sont des applications
propres.

Un tel ouvert Sî sera appelé un domaine de la linéarisation v. En
outre on peut supposer que SI est symétrique et que pour tout
x€X, la coupe Sî^ == {yç.X tels que (x , y ) ESî} est connexe.

En effet, d'après le théorème des fonctions implicites, il existe,
pour tout x G X, un voisinage ouvert ̂  de x tel que la restriction
de v à ̂  x ̂  soit un difféomorphisme. On peut bien sûr, suppo-
ser ̂  relativement compact.

X étant; paracompacte, on sait que l'on peut définir un recou-
vrement ouvert localement fini (\\) de X tel que si \\H V ^ 0
il existe x G X tel que V^ U V^ C U^.

Alors SI9 = U V^ x \\ vérifie déjà les conditions iii) et iv) :

pour la condition iii), il n'y a que l'injectivité à vérifier ; mais si
v(x , Y) = v(x , z), où (x , y ) G V^ x V^ et (x , z) G V^ x \, alors
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V^ U V C ̂  pour un certain t G X, de sorte que ( x , y) et (x. z)
appartiennent tous deux à ^Uy x ^^ d'où ^ = z.

Par ailleurs, si K est une partie compacte de X, ( x , y ) ne peut
appartenir à i2\ ;c appartenant à K, que si y appartient à la réunion
des ouverts relativement compacts V^ qui coupent K, lesquels sont
en nombre fini, d'où iv).

Pour assurer les deux dernières conditions, choisissons pour
tout x € X un voisinage ouvert connexe W^ de x tel que W^ x W^ C S2\
Alors Î2 = U W-. x W-. répond à la question, car Î 2 - U W., estxex x x y ^ ' x ^gw y
connexe, et î2 est, bien sûr, symétrique. Cette démonstration prouve
d'ailleurs que tout voisinage de A contient un domaine de v, symé-
trique et à coupes connexes.

DEFINITION (III.2). — Une linéarisation v de X sera dite locale-
ment affine s'il existe un domaine Î2 de v vérifiant la propriété :

v) pour tout points x^ , x^, x^ G X tels que ( x ^ , x^)G. S2 et
(x^ , ^3) G S2 on a

f3 = f3 f1^ x^ x^

Notons que si h : Y———> X est un difféomorphisme local
et que v est une linéarisation localement affine de X, alors h*v
est une linéarisation localement affine de Y, car dans ce cas

(A*/)^=^(^)%^(^i)-1

^-iet la relation souhaitée est réalisée si (y^ , y^) G (h, h) (Î2) ainsi
que (^ , y^).

Les linéarisations de ce type seront utilisées essentiellement
dans le chapitre sur la composition et la transposition des opéra-
teurs pseudo-différentiels. En ce qui concerne l'existence de telles
linéarisations, on a la proposition :

PROPOSITION (III.3). — Pour qu'une variété X admette une linéari-
sation localement affine, il faut et il suffît que X soit une variété
localement affine, c'est-à-dire admette un système distingué de cartes
locales tel que les changements de cartes soient des isomorphismes
affines entre ouverts de R"".
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En effet, si v est une linéarisation localement affine de X,
choisissons un domaine Î2 de v à coupes connexes vérifiant (v),
puis, par la méthode utilisée dans la proposition (III.2), un do-
maine Sî' de v symétrique tel que î2'2 C S2.

Soit alors, pour tout XQ € X, a^ le difféomorphisme de Sî'y
sur un ouvert de Ty (X) défini par

o^(x) = V ( X Q , X ) .

On définit ainsi un système de cartes locales sur X (à valeurs
dans un espace vectoriel de dimension n dépendant de la carte,
ce qui n'est évidemment pas gênant) : on va montrer que les chan-
gements de cartes sont des applications affines.

Remarquons d'abord que si ^ G T^ (X) et x G Î2^ , la fonction

< V(XQ - Y). So > - < ̂  . Y), /^o) >

a pour différentielle par rapport à y la différence

^(So) - ^ /^o)

expression qui est nulle par hypothèse si y E S2^ ; comme cet ouvert
est connexe, on a

< ̂ o ̂ )^o > - < ̂  » ̂  ̂ (So) > = < ̂ o ^)^o >

pour tout y appartenant à î2^, autrement dit

V(.^Q . y ) -V(XQ ,x) = t!^ v(x , y) .

Cela étant, si (XQ , x) G Î2' ainsi que (XQ , >Q, (^i , x) et (Xi , y),
on voit que (x , y) G S2 et que (x^ , Xo) G Î2, d'où

^oO^-^O^^o1^^
et

^ W - ̂  (^) = ̂  ̂  - ^) = ̂ ; (^o(^) - ̂ o^^ '

ce qui prouve que X est localement affine.
Réciproquement, si X est une variété localement affine, choi-

sissons un recouvrement (U^) de X par des ouverts domaines de
cartes distinguées c^ : "il^———> R", puis une fonction j3 réelle
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de classe C00 sur X x X, égale à 1 dans un voisinage de A, à support
contenu dans l'ouvert U 'U^ x^^- Posons

v ( x , y ) = 0 si C^ jQ^U^x^

et
^-iv(x , 3.) = ̂ (x , y) (da^(x))~1 (a^(y) - a^x))

si x et ^ appartiennent à <Vi^.
Si x et y appartiennent aussi à ̂ , on peut écrire

^ = P^ ° ̂
où p^ est une application affine dont on note dp^ l'application
linéaire tangente. On a alors

^(y) - o^OO = P^C0^)) - Px^xW)

=dp^(a^(y)-a^(x)) ,
etet

d'où
da^(x) = dp^(x) o da^(x)

(da^x))-1 (a^(y) - a^(x)) = (da^(x))~1 (^(y) - a^x)) ,

ce qui prouve que la définition de v ( x , 3^) ne dépend pas du choix
de X.

Le fait que v est une linéarisation localement affine résulte
alors de ce que cette propriété est locale (pour une application v
déjà construite), et de la remarque qui suit la définition (III.2).



CHAPITRE IV

ESPACES DE SYMBOLES ET D'OPERATEURS

Dans tout ce qui suit, X est une variété réelle de classe C°° et
de dimension n, que l'on suppose, pour simplifier, dénombrable
à l'infini.

DEFINITION (IV. 1). - Soit m un nombre réel.
C^CT^X) ; m) est l'espace des fonctions F de classe C°° sur

T*(X), à valeurs complexes, telles que pour tout compact K de X
contenu dans un domaine de coordonnées, pour tout choix d'un
système de coordonnées dans un voisinage de K, et quels que soient
les multi-indices p et q, il existe une constante C telle que :

}P^ ̂  FOc, Ç)| < CISr-^ pour x C K et HG T^(X), |$| > 1 .

Remarque. — On pose

D^ = l 31PI , .p ^x (2^1 a^... ̂ n ï a^...a^ î

il y aura lieu d'introduire également des dérivations par rapport aux
coordonnées de l'espace tangent sous la forme

1 Ô'PI
D ^ =Tî (2nr)^ 8^1 .. . 3^

Ces dérivations ne prennent bien sûr un sens que moyennant la don-
née d'un système de coordonnées locales ou celle d'une base en un
point donné de l'espace tangent ou cotangent ; mais toutes les for-
mules globales de ce travail qui font intervenir de telles dérivations
(propositions (V.3), (VI.2), (VI.3), (VI.4)) ont un sens intrinsèque,
étant entendu que les dérivations par rapport aux coordonnées de
l'espace tangent et cotangent sont toujours écrites par rapport à
des bases duales de ces deux espaces.

Par ailleurs, on voit facilement qu'il suffit que l'inégalité souhaitée
soit remplie localement pour un certain système de coordonnées
pour qu'elle le soit pour tout système de coordonnées.
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DEFINITION (IV) bis. - Soit m un nombre réel.
J?(X ; m) est l'espace des opérateurs linéaires continus A de

û)(X) dans û)(X), qui se prolongent continûment de û)'(X) dans
â/(X), et pour tout s réel, de H^p(X) dans H^p(X), et qui,
en outre, sont très réguliers, c'est-à-dire vérifient la condition
suivante : si T est une distribution sur X de classe C00 dans un ouvert
î2 de X, alors la distribution AT est de classe C°° dans î2.

Remarque. — Tous les espaces de distributions considérés ici
sont des sous-espaces de ^(X), espace des courants pairs de degré 0.
ûE)(X) est l'espace des fonctions (à valeurs complexes) de classe C00

sur X et à support compact, 8(X) l'espace des fonctions de classe
C°° et &'(X) l'espace des courants à support compact : chacun de ces
espaces est muni de sa topologie forte.

Hioc(X) est l'espace de Fréchet des distributions qui sont
localement dans H5 (notion invariante par changement de coordon-
nées) et H^ (X) est l'intersection de ce dernier espace avec S'(X) :
il est muni de la topologie limite inductive des H^ (X) espace des
distributions dans H^(X) à support dans un compact donné K deX.

Il résulte facilement de la définition que si A G ff(X , m),
alors A opère de S'(X) dans S'(X), de H^(X) dans H^X) et
de â(X) dans &(X) : en effet toute partie bornée de &'(X) est une
partie bornée de H^ompW P0111' s convenable, et â'(X) est bornolo-
gique, ce qui montre le premier point ; par ailleurs, si T G H^ç(X)
et si (^e®(X), soit V/ eû&(X) égale à 1 dans un voisinage du sup-
port de (^ : alors

< p A T = < p A ( V / T ) + ^ A ( l - î//)T,

^A(^T) G H^p(X) et <^A(1 - ^)T Gâ (X) ;

ceci montre que A opère de H^ç(X) dans H^ç^X), la continuité
de cette application résultant du théorème du graphe fermé ; le troi-
sième point résulte alors de ce que 8(X) = H H^ç(X).

Il convient de remarquer, pour un usage ultérieur, que dans la
définition (IV. 1) bis, on peut supprimer l'hypothèse que A opère
de <3)'(X) dans ÛE)'(X) (la dernière condition étant alors remplacée
par la condition : T E â'(X) et T est C°° dans Î2 entraînent AT est
C°° dans Î2) si pour tout compact K de X on peut trouver un com-
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pact L de X tel que T eû)(X) et T = 0 sur L entraînent AT = 0
surK.

0

En effet, moyennant cette condition, AT n'annulera sur K
si T € â'(X) et s'annule dans un voisinage de L, puisque la régu-
larisation n'augmente pas trop le support ; cela étant, soit (<^.)
une partition C00 de l'unité sur X, dénombrable et localement finie ;
alors si T€(î)'(X) la famille (A(<^,T)) est une famille de distribu-
tions localement finie (le support de A(^.T) ne pouvant couper
un compact K si le support de <p, ne coupe pas le compact L associé)
et en définissant AT ==S A(<^.T) on obtient le prolongement voulu

/
de A à (3 '(X) ; l'inclusion supp.sing. AT C supp.sing.T pour toute
TGû)'(X) est évidente.

Enfin, signalons que ff(X ; - oo) = H^(X ; m) n'est autre
M

que l'espace des opérateurs linéaires continus de ê'(X) dans 00 (X)
et de <î/(X) dans S(X) ; nous désignerons ces opérateurs sous le
nom d'opérateurs régularisants.

PROPOSITION (IV. 1). — C^Cr^X) ; m) est complet pour sa struc-
ture de groupe topologique (non séparé) pour laquelle un système
fondamental de voisinages de 0 est constitué par les sous-espaces
C°°(T*(X) \k) (kréeKm).

Cette proposition, et la suivante, permettent de sommer des séries
de symboles ou d'opérateurs dont les ordres tendent vers — oo. Elles
ont été données en même temps, la première par Hôrmander ([4]),
et la deuxième par nous-mêmes ([11]).

Rappelons cependant la démonstration de cette première pro-
position donnée par Hôrmander étant donné que les conditions
(et l'énoncé) sont légèrement différents ; il s'agit de montrer que
si (w.) est une suite de nombres réels décroissante tendant vers —oo,
et si (F.) est une suite de fonctions sur T*(X),R appartenant à
C^CT^X) ; w,), iï existe une fonction FeC°°(T*(X) ; m^) telle
que, quel que soit k, F — ^ F. appartienne à C°°(T* (X) ; w^).

0</<fc-l

On peut, par partition de l'unité sur X, se ramener au cas
où la projection sur X du support de F. est contenu dans un ouvert
relativement compact Sî de X, domaine de coordonnées, indépen-
dant de /. On choisit des coordonnées sur S2.
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Soit alors <p une fonction C00 sur T*(Î2) à valeurs réelles, égale
à 0 pour |{| < 1/2 et à 1 pour |^| > 1 : on peut choisir une suite
(L) de nombres réels tendant en croissant vers 4- oo telle que,
VOc^^T^n),

1̂  a? (^ ^) ̂  ̂ )) 1 < 2-7 |{P-1 -ld pour \p\ + |9| </ ,

et la fonction

F(^S)==I ^(x , s) F,(x , ^)
/>o v ^/ /

répond à la question.

Notons que la somme de la série S E (qui est convergente
/ ^ o

pour la topologie donnée dans la proposition (IV.l)) n'est définie
qu'à un élément de (^(T^X) ; - oo) = n C°°(T*(X) ; m) près.m
On écrira F ^ ^ F..

/ > o

PROPOSITION (IV.l) bis. — J?(X ; m) est complet pour sa struc-
ture de groupe topologique pour laquelle un système fondamental
de voisinages de 0 est constitué par les sous-espaces

Ê(X \k) (k réeKm) .

Le groupe séparé associé est, bien sûr, le quotient par le sous-groupe
des opérateurs régularisants.

La démonstration repose ici sur le théorème de Mittag-Leffler
(cf. Bourbaki, Topologie générale, chapitre 2). Les lemmes (IV.l)
et (IV.2) sont des intermédiaires à cette démonstration.

Nous commençons par définir, pour tout compact K de X
et tout nombre réel m, l'espace ^^(X ; m) suivant : c'est l'espace
des opérateurs A de 6D(X) dans ÛE/(X) qui vérifient les deux condi-
tions suivantes :

VT E û)(X), supp(T) C C K ==> AT = 0 . (1)

V.<?, t G R, t> m, A opère de îf^(X) dans H^~/(X). (2)

Notons qu'en vertu de l'inégalité stricte imposée à t, il suffit que
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cette dernière condition soit réalisée lorsque s et t sont rationnels.
Par ailleurs, un tel opérateur A opère évidemment de 6D(X) dans S(X)
et ®'(X) dans ^(X). On peut mettre sur ̂ (X ; m) une structure
d'espace de Fréchet de la façon suivante : soit K' un compact de
X, K C K' ; quels que soieni s et r, l'espace d'applications linéaires
continues ^(H^(X), H^~/(X)) est un espace de Fréchet pour la
topologie de la convergence uniforme sur les parties bornées de
H^(X).

Pour s et t rationnels, t > m, l'application naturelle (de restric-
tion) de OT^X ;w) dans/?(H^(X), H^'(X)) est injective.

On met sur îW^ (x ;m) la topologie borne supérieure des topo-
logies induites par ces espaces, lorsque s et t parcourent Q, avec
t > m. Il est clair que ^^(X ; m) devient ainsi un espace vectoriel
topologique localement convexe métrisable ; de plus si (A^) est
une suite de Cauchy dans OTC^(X ;w), soit A sa limite dans

A ^("^(X), ïC/(X)) ,

et soit ^ une fonction de ®(X) égale à 1 dans un voisinage de K •
alors si T G H^(X), ^T € H^(X) et

AT == lim . (A^T) = lim . (A^T) G H^(X) ;

la condition (1) se vérifie non moins facilement, et W^CX » m)
est donc un espace de Fréchet, dont la structure ne dépend d'ailleurs
pas du choix de K', d'après le théorème du graphe fermé.

Enfin, remarquons que pour qu'une suite (A^), A^ G 3TC ^(X; m)
converge vers A dans Vït^(X ; m), il suffit que pour tout s E Q et
tout teq, t>m, et toute T G H^(X), A^T converge vers AT
dans ^oc^)- En effet, si tel est le cas, et si s et / sont rationnels,
t > m, choisissons s ' et t ' rationnels tels que s + m - t < s ' < s
et m < t ' < t -h s ' - 5. Alors si W est une partie bornée de H^, (X)
W est précompacte (lemme de Rellich) dans H^(X) et d'après le
théorème de Banach-Steinhaus, A^ converge vers A sur W, unifor-
mément à valeurs dans H^^(X), et a fortiori à valeurs dans H^f(X).

On peut alors démontrer le

LEMME (IV.l). - Si t < m, OTC K(X , t) est dense dans

^ic(X ; m) .



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS 141

D'après la remarque qui précède, il suffit de construire une
suite (R^) d'opérateurs opérant pour tout s de H^(X) dansH^'^X)
et convergeant simplement vers l'opérateur identique de H^ç(X),
car si A e <W^(X ; m) la suite (dans ^i^(X , t)) de terme général
R^A convergera alors vers A. Il suffit en fait de construire, pour
tout compact K^, une suite d'opérateurs de H^ (X) dans 8(X) conver-
geant simplement vers l'opérateur identique de H^ (X) (et indé-
pendants de s), puisque la suite des opérateurs de multiplication
par une suite de fonctions de û)(X) égales à 1 sur des compacts
de X finissant par contenir tout compact donné à l'avance est une
suite d'opérateurs de H^ç(X) dans H^mp(X) convergeant vers
l'identité.

Par choix d'un système fini de cartes, on se ramène alors au
problème suivant :

0

Soient 1̂  et L^ deux compacts de R , L^ C L^ ; montrer
qu'il existe une suite d'opérateurs sur R" convergeant simplement
pour tout s vers l'application identique de H^ (R") dans H^ (R")
dans ®L (R")-

Or, si (o^) est la suite standard de fonctions de û)(R") conver-
geant vers la distribution de Dirac ô, la suite des opérateurs de
convolution associés répond à la question, car

llc^T - T||̂  = ||(1 + ISI2)^2 T(0 [^(S) - l]||^o

tend vers 0, puisque ô^ — 1 est uniformément bornée et tend vers 0
sur tout compact. (Rappelons qu'on peut supposer

d'où
o^Oc) = A:" ^(kx) ,

^ (S) = ^o (1)- avec &o(0) == / a^(x)dx == 1)

LEMME(IV.2). - Soient K et K' deux compacts de X, K C K\ (m?y >o
une suite strictement décroissante de nombres réels tendant vers — °°,
et pour tout /', un opérateur A^ç. ^(X ; Wy) à bisupport compact
dans K, c'est-à-dire tel que :
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VT E® (X) , supp.(A/T) C K ,
et :

VT G® (X) , supp.(T) C (; K ======> A/T = 0 .

// existe alors A G ̂ (X ; w^), û bîsupport compact dans K\ tel que,
quel que soit k, A - I, A. appartienne à ff(X ;w,).

/<^- i / '
En effet, soit, pour tout k

W^= S A,-hOT^(X;m,,),
/ ̂  k—l

variété linéaire affine dans l'espace des opérateurs deû)(X) dans â(X),
que l'on munit de la métrique de OTC^X ;m^) transportée par trans-
lation. Les espaces W^ constituent une suite décroissante d'espaces
métriques complets, et d'après le lemme (IV. 1) chacun est dense
dans le précédent : d'après le théorème de Mittag-Leffler, il existe
B e n W..

k k

Soit <p une fonction de (D^.(X) égale à 1 dans un voisinage
de K, nous allons montrer que A = (<p)B répond à la question.
(((^) est ici l'opérateur multiplication par <^).

La décomposition :

A - Z A, = (̂ p) B - S A, [ + (<^ 4- (^- 1) S A,
j ^ k - l [̂  j ^ k J f^k-1 '

montre bien que cet opérateur opère, pour tout s, de H^(X) dans
^o^W (pour le dernier terme, cela résulte du fait que les A, sont
très réguliers et à bisupport dans K).

Le seul point non évident qu'il reste à établir est le fait
que A est très régulier : soit alors Te<3)'(X), de classe C00 dans
un ouvert Î2. On peut écrire AT = A(<pT), et <^T est une distribu-
tion à support compact qui appartient donc à H^p(X) pour ^
convenable.

Alors, pour tout s, AT est de classe H^ dans Î2 puisque si l'on
choisit k tel que SQ - m^> s, alors AT - S AT appartient

i<k-i '
à ^ocC^O et ^ A.T est de classe C°° dans Î2, puisque les A.f^k-i ' ' ^ -i ,
sont très réguliers.
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Démonstration de la proposition (IV. 1) bis. - II s'agit de prou-
ver qu'étant donnée une suite (A?^, A, G ^(X ; m?, où m,-oo,
il existe A G ff(X ; w) tel que, quel que soit k, A - S A.

/^fc- i 7

appartienne à J?(X ; w^).
Soit alors (<^\\eN une partition C00 de l'unité, dénombrable

et localement finie, et soit, d'après le lemme (IV.2), pour tout
couple ( X , ^ i ) G N x N un opérateur A^ à bisupport compact tel
que, pour tout k, A^ - Z (<^)A,(^) appartienne à ^(X ;wJ.

/^-i /

Puisque les opérateurs A .̂ sont très réguliers, on peut supposer
A = 0 si les supports de <p^ et de <p ne se coupent pas, et par
suite, par un argument sur les recouvrements d'un espace paracompact
analogue à celui figurant dans la démonstration de la proposition
(III.2), on peut supposer que la famille des "bisupports" des opé-
rateurs A^ est localement finie.

Alors A = S A^ est un opérateur bien défini de û)(X)
^ » M

dans û)(X), et l'on vérifie facilement qu'il répond à la question.

Remarque. — En anticipant sur le chapitre suivant, notons que
si A est un opérateur tel que, pour tout m > 0, il existe un opéra-
teur pseudo-différentiel B^ tel que A - B^ appartienne à ë(X ; - w),
alors l'opérateur A est un opérateur pseudo-différentiel : ce résultat
s'obtient par une légère modification des démonstrations des pro-
positions (IV.l) et (V.4).

Ceci prouve que si (A? est une série d'opérateurs pseudo-
différentiels convergente au sens de la proposition (IV.l) bis, "sa"
somme A est aussi un opérateur pseudo-différentiel.



CHAPITRE V

OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS SUR UNE
VARIETE DIFFERENTIABLE

Soient v une linéarisation de X et î2 un domaine de v (nous
renvoyons pour les définitions et les notations au chapitre III).

Quels que soient x et y appartenant à X, l'application linéaire

/^ : T^(X) ———> T;(X)

définit, en passant à la puissance extérieure n-ième, une application
linéaire

A" ^ : A" T^(X) ———> A" T;(X)

que l'on peut aussi interpréter comme un élément de

A"T^(X)®A"T;(X) ,

et une section A" / de classe C°° du fibre A" T(X) ® A" T*(X) au-
dessus de X x X (il s'agit bien sûr ici du produit tensoriel externe).

Au-dessus de Î2, il y a également une section canonique (rela-
tivement à v) du fibre A^ T(X) ® A^ T*(X), où A? T(X) (rcsp. A", ̂ (X))
est l'espace des w-vecteurs tordus (resp. w-covecteurs tordus), section
qui se déduit de la précédente puisqu'une orientation de Sîy est
définie canoniquement par la donnée d'une orientation de X au point x
(en effet, y i——> v ( x , y) définit un difféomorphisme de î2^ sur
un ouvert de T^(X)).

On désignera la valeur de cette dernière section au point ( x , y)
par la notation

^^Ad^dy.
ïy

C'est du reste son expression en coordonnées locales, lorsque des
coordonnées locales sont choisies dans des voisinages de x et de y de
façon compatible quant à l'orientation définie par la carte

îî,———>T,(X)

et par n'importe laquelle des deux orientations possibles de T^(X).
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Si / est une fonction localement sommable sur X, à support
dans S2^, on désignera par

^f fW dé. n^-dy
-a, Hy

îïv(x v)l'intégrale sur Sîy de f(y) dét ———f-— d^ ® dy, qui est une formeôy
impaire de degré n sur i2^, à valeurs dans l'espace des n-vecteurs
tordus en x : cette intégrale est un ^-vecteur tordu en x, qui peut
donc servir de mesure sur T^(X).

DEFINITION (V.l). - Soient Î2 un domaine d'une linéarisation
v de X, et a. une fonction C°° sur X x X, à support contenu dans Î2,
et égale à 1 dans un voisinage de la diagonale A de X x X.

Si F G C°°(T*(X) ; m), m étant un nombre réel quelconque,
A = © [F ; v , a] est l'opérateur défini sur û&(X) par

(A^)(x)=f^ F(;c,ê)d{ / a(x^y)^y)e-lin<v(xly)tii>

T;(X) n^
^ 9v(x,y) ^dét ——,—— dy .Qy

Notons que la deuxième intégrale joue ici le rôle d'une trans-
formée de Fourier ; elle est définie (au moins) pour toute fonction
localement sommable et est une application continue de T*(X)
dans A^ T(X), fîbrée au-dessus de X : on notera sa valeur en ( x , î)
par (§np) ( x , î), la notation (p étant réservée aux véritables trans-
formées de Fourier sur R" ; la ^fausse" transformation de Fourier
ainsi définie dépend évidemment de v et de a.

On notera v^ le difféomorphisme de î2^ sur un ouvert de T^(X)
défini par v ^ ( y ) = v ( x , y ) et v^ le difféomorphisme réciproque ;
î!(x , 17) sera la fonction définie sur T(X) para(x , î?) = a(x, w^ (17))
si ( x , 17) G v(S2) et nulle en dehors de v(Sî).

On peut alors écrire aussi

(§^)Oc^)=dS f a^,^)^^^))^21^^^^.
^T^X)

PROPOSITION (V.l). - Avec les notations de la définition (V.l),
A opère de OE>(X) dans <5D(X) et de â(X) dans S(X).
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On va montrer que si s et t sont deux entiers tels que

s-m-n>t>0,s>0,

A opère de H^^p(X) dans C^p(X), espace des fonctions de classe
C^ à support compact, ce qui montrera le premier point.

Il est tout d'abord clair que si <^ est à support compact, la pro-
jection sur X du support de^<pest relativement compacte, puisque
lorsque y varie dans un compact, a(x , y) ne peut être non nul que
si x reste dans un compact fixe.

Définissons alors une structure riemannienne sur X par le choix
d'un produit scalaire (.1.) sur T*(X), prolongé de façon C-bilinéaire
sur le complexifié de T*(X). On a, pour Ç ¥= 0 :

-2in<v(x,y)^ > ̂  __ __J___ /^/i^y-l ^ -2in< v(x,y) ̂  >\

2^1^^" y h

d'où, après une intégration par parties (effectuée sur l'espace tangent) :

(^)OC^)=^^ ^ ,-2,.<(^),,>

(Sl(^)~1 dyW2 a(x , y) ^>(y))) dét 9v(xfy) dy ,

ce qui donne, en itérant s fois le procédé,

1(̂ ) (x , S;)\ < C W IMI^ pour Ç^ 0 ,

et comme on a

l(^)(x,$) |<CIMU pour ISK1 ,
H

|(A<p)Oc)l< C H^ll^ + C ^^JF(x , S)l 1er M^ ̂  < C, Ml̂

puisque 5 - m - n > 0 ; enfin, en appliquant un opérateur différen-
tiel P d'ordre < t à A<p écrite sous sa forme initiale, on voit que l'on
a encore

|(PA<p)(x)|<ciMl^.
Le procédé d'extension de A à l'espace ê(X) a été indiqué dans

une remarque suivant la définition (IV.l) bis.
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PROPOSITION (V.2). - Soit A l'opérateur défini dans la défini-
tion (V.l), et soit h : Y———> un difféomorphisme.

Si h *A est l'opérateur défini sur û)(Y) par (A*A)^) = A («̂  o h~l ) ̂ h,
on a h*A = Q[A*F ; h*v ; h*a], avec

(h*a) ( x . y ) = a(hx , hy), (h*v) (x , y) = dh(x)~1 v(hx , hy) ,
et

(h*F) (x . 0 = F(hx . 'dhÇx)-1 $) .

En effet,

[(h*A)<p](x) = f P(x,0^ f aÇhx.z)^-^)
'•hx^f X

,-2»r<v(^zU>^ M^,Z) ^

3z

expression qui devient, après le changement de variables z = hy
î == ^(x)-1 ? :

f F (hx , ̂ A (.c)-1 ?) rf? f a(fcc, A>/) ^p(y)
TJÎ (X) ^Y

.-^'^"^"^^•^^dét^Cxr^dét ^^^^ dy
Qy

DEFINITION (V.2). - Soit A un opérateur linéaire continu de
û)(X) dans S(X). Soient v une linéarisation de X et a une fonction
C°° sur X x X, a support dans un domaine de v, égale à 1 dans un
voisinage de A. Le symbole de A par rapport à (v, a) est la fonc-
tion (de classe C°°) sur T*(X) définie par

a(A ; v ; a) (x ,$) = (x, Ç) = A^(a(;c . ̂ ) ̂ ^^^Hjc),

la notation Ay signifiant que l'opérateur A agit sur la fonction qui
suit considérée comme fonction de y , les autres variables étant
fixées.

PROPOSITION (V.3). - Soient F G C°°(T*(X) ; m), v et v^ deux
linéarisations de X, a et c^ deux fonctions C°° sur X x X, à support
dans des domaines respectifs de v et v^ égales à 1 dans un voisi-
nage de A, et A = ©[F ; v ; a]. Alors a (A ; ̂  ; c^) appartient à
C°°(T*(X) ; m) ^ ne dépend pas de a m de c^ à un élément de



148 JULIANE BOKOBZA-HAGGIAG

C^Cr^X) ; - oo) près. En fait, si ^ est la fonction définie sur
v^(Sî) C T^(X) qui fait passer de v(x , y ) à v^ (x, y), on a

a(A;^ ;a, )Oc,Ç)- I l^rçF(x,OD^{^ I Î r<^<TÎ)- î î^>}

(r? = 0) ,

^ en particulier a (A ; v ; a) QC , Ç) ~ F Oc, Ç).
Avant de démontrer cette proposition, remarquons que la

somme

S ^ a^FOc,^ {^^^-^(r^O)

est bien définie indépendamment du système de coordonnées choisi
et appartient à

C^T^TOîm-Kfc+l)^])

[(k + 1)/2] désignant la partie entière de (k + 1)/2 ; en effet

D^{e2i7f<^(rï)-rî^>}(rî=0)

est un polynôme en Ç de degré < [kl/2] dont les coefficients sont
des fonctions C°° de x, comme il résulte du fait que ^(17) — i? s'annule
ainsi que ses dérivées du premier ordre en 17 = 0.

La série est alors convergente au sens de la proposition (IV. 1).
Posons alors c^ (x , y) = a(x , y) a^ (x , y), fonction dont le

support est contenu dans Î2 H Î2^, intersection de domaines de v et
PI respectivement.

On a :

a(A;^ ,a,)(x^)= [ F0c,?)rf? [ (^(x,y)
"T^X) J^

^-2in<v(x.y)^>+2in<v^(x,y)^>^ Q^ , y)

9y

Choisissons une structure riemannienne sur X, et une fonction j3 de
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classe C00 sur T(X), égale à 1 pour |ry| < - et à 0 pour |T?| > 1,

et posons
70:,^)=j30c, ISI174 v ( x , y ) ) .

On écrit alors a (A ; i^ ; c^) = Gi +62, avec :

G i ( x , { ) = f F(^,?)û?? f ^0^>Q70c,^)
'W) ^

^-2i7r<v(x,y)^>^2i^<v^(x.y)^>^ 9v(X.y)

9y

G^ s'obtenant en remplaçant dans cette expression 7 par 1 — 7.
Commençons par montrer que G^ G C^CT^CX) ; — oo).

Puisque 1 — ( S ( x , 17) = 0 pour |r?| < — » on peut écrire, aussi

grand que soit l'entier N,

1 - p ( x ^ ) = M^x^r?) ,

où x est une fonction C°° sur T(X), d'où

1 - 70c . y ^) = ISI" KJC , ̂ )|4N x(^, ISI174 y(jc, ^)) ,

et après une intégration par parties :

G^S)-!^ S c, [ 3^F(x,?)rf? f c^(^^)
|^ |=4N ^(X) J^

,-2,.ï<v(...)^>-<v, (.,.).,>] ^(^ |ç|i/4 ̂  ))dét31^ dy ,
9^

les c^ étant des coefficients complexes.
Lorsque (x , y) appartient au support de c^, le transport de

covecteurs (/^ qui dérive de la linéarisation v^ est inversible. Pour
^ =^ 0, on a alors

^<v^,.u>^^ aïK^]-1^2^0^-^)),

et après une intégration par parties effectuée au moyen de la carte
définie par le difféomorphisme (v^)y, l'intégrale de droite s'écrit :
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-———/ e2^'^^^-^2(w "(v^si^na^) v rl v ICI2

^«^O,),̂ ^ ^1/4 ^-1^ ̂ ^1 ̂  ̂

avec a^ Oc, 17) = a; (x , w^ . ̂ '(î?)), et se majore par

c(i + in2)172 ici-374.
En itérant 2N fois ce procédé, l'intégrale se majore par

3N

C(l + l?!̂  ISI 2 .

Par ailleurs, lorsque x varie dans un compact, on a :

^-2N

13^ F(x , ?)| < C(l + |?|2)2 pour M = 4N ,
d'où

m 3N
— — - 2 N -——

IG,(X , $)i < W /(i + iîi2)2 (i + inV i$i 2 d?
et

N

IG^OKC ICI 2 pour |$|=^0 et m - 2 N < - w .

On voit de même que

-^'^|D^ 9^ G^x , ^)| < CISI 2 si m - \q\ + |p| - 2N < - n ,

ce qui termine l'étude de G^.
G^ s'écrit, après les changements de variables

? — — > î + ? et r ?=v (x , ^ ) ,

Gi(x,Ç)= / F(^^+?)dr f ^Oc^XîCU^î?)
T^(X) ^^(^

g-2fw<îî,r> ^2iw<V/^(Tî)-Tî,ç> ^^

soit en développant F(x, { + ?) par la formule de Taylor et en
remarquant que o^Oc, 17) (ÎÇx , lîl174 T?) = 1 dans un voisinage de
r ? = 0 ,
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G^0c^)= 1 1 ô.FOc^D' {^^^-^K^O) +
|r|^2fc-l r\ -

+ R ^ , S ) ,
où

R . ^ ^ ) = / [ F ( x , s + r ) - ^ _^Foc^)nd?
| r |<2fc-l r! ç

f^(x , 77) ^Oc , l̂ r 77) e-21^^ ̂ <w-^> ̂

II s'agit de prouver que quels que soient p et q, D^ 3^ R^(;c,Ç)est
majoré, x restant dans un compact, par telle puissance de ç que
l'on veut, pourvu que k soit assez grand. Mais d'après la formule
de Leibniz, une dérivée de R^ est somme d'expressions analogues
à celle de R^, mais où F est remplacée par une dérivée de F et a ̂  (x, 17)
par un polynôme en $ et ICI174 dont les coefficients sont des fonctions
C°° de (x ,17). Il suffit donc d'obtenir une estimation de R^.

On sépare R^ en deux :

•̂ •̂ .KJIL e' •^•«'-L^

Pour simplifier les notations, posons

^, î , n) = a,(x, -n) fS(x. ici174 T?) <,2"r<<^-^> ,
<P(^, S ? ?) désignant sa transformée de Fourier par rapport à 17,
calculée au point Ç. Dans le support de fS(x, ICI174 77), on a

Mosr174,
et» V^O?) — ^ s'annulant ainsi que ses dérivées premières en 77 = 0,
une dérivée d'ordre / (par rapport à î7) de ^ p ( x , Ç , 77) est majorée
par Cl^l3774, où C est une constante indépendante de ^ et de x lorsque
ce dernier parcourt un compact.

Ceci prouve que quel que soit v entier positif,

\^P(X , S , ?)| < Cl?!-2' ISI3'72 pour ? ̂  0 .

Pour |?| > M , on a

^ -JL ^T7rY t\ ^1 ^P |^i2fc+sup(m,0)
|r|<,2fc-l

F(x , î -h ?) - 1 — a^FQc ,$) f| < C |?|
l r l< .2 fc - l r\ ç
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et
v Jv

irr^cirr4^""'"
d'où

v
2k+sup(m ,0)— —-î ~ 7 /» 2Ar+sup(w,0)— —IR 'OC.^KCI?! 4/ ^ |?| ^.

ltl>-!-1.

Pour évaluer R^, on écrit, pour |?| < -^i- :

^r r?/.^ >\ (•''
^•^^-H.L.TT^^^)^

< 2 S — la't F(X , $ + (?r)i i?i21 < c isr -2 fc i?i2 k
|rh2t ' •

d'où

iR^^.^Kcir-2'/ „ iri2'^^,?)!^.
lî-i^- 's 'i?i<^.

En utilisant l'inégalité de Schwarz, l'intégrale se majore par

k^ * + " + 3 t -
Clîl ll^^,.)llH*<C|îi 2 4 ,

d'où
n k

m+ -- -
IR^S)!<C|{| 2 4

ce qui achève la démonstration de la proposition (V.3).

PROPOSITION (V.4). - Soient A un opérateur régularisant (c'est-
à-dire opérant de &'(X) dans (D(X) et de (D\X) dans &(X)), v une li-
néarisation de X et a une fonction C°° sur X x X, à support dans un
domaine de v, égale à 1 dans un voisinage de A. Alors

aCA^îcOeCTr^X) ;-oo) .

Rappelons que

a(A ,v ;a) (je, S) = Ay {a(x , y) e2^^^^ >} (x) .

Les estimations qu'il faut prouver étant de nature locale en x, et étant
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donné que, lorsque x reste dans un compact, a(x, y) ne peut être
non nul que si y reste dans un compact, on peut, après partition
finie de l'unité, supposer que X = R^. Remarquons aussi que,
puisque

3^ o(A ; v ; a) (x , $) = 2 ITTA^ {a(jc, y) v,(x , y) g2"^"^^ >} (x)

et que

D^ o(A ;v ;a) Oc, f) = [(D^ A)y {aQc, jQ ^<''(^).t>}] ̂ ) +

A^ {D^ a^ , y) ̂ ^^.S >} (^) +

I^A^,,)31^!^^^-^)
fc /

on peut se borner à montrer que, quel que soit l'entier N,

l^aCA^îaKx^)

reste borné indépendamment de ^ lorsque x parcourt un compact.
Puisque A est régularisant, il suffit de montrer que, dans les condi-
tions données 1$^ a(x, ^) ^2IÎ^<v( 'c 'y)^> reste borné dans CDy(X),
autrement dit que si <^ reste dans une partie bornée de 6&(X), l'intégrale

\^fa(x.y)e2iv<v(x•y)•^y(y)dy

reste bornée. En remarquant que

S (^œ), D^ (^î^<v<^^ >) = ̂ <v(.,^> ̂ ,2 ^
y

on peut écrire cette intégrale, après intégration par parties, sous
la forme

N F 2nr<v(.^> y p(/) f^X , y) ̂ (y)^(f;))^w J e 7D y \ i g œ i ^ i î

et il suffit de répéter l'opération N fois pour obtenir le résultat.

PROPOSITION (V.5). — Soit A un opérateur linéaire continu de
û)(X) dans &(X), et soient v et a une linéarisation de X et une fonc-
tion C°° sur X x X, à support dans un domaine de v, égale à 1 dans
un voisinage de A. Alors, quelle que soit <p G <Î)(X) :
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A,[(a(x , z))2 ^(z)] (x) = ̂  a(A ; v ; a) (;c, ç) ̂
T;(X)

f aOc, ̂ ) ̂ ) .-2"r<^^ > dét 9V^ dy .
J^ 3^

Remarquons tout de suite que si A se prolonge de 6E/(X) dans
63'(X), de g'(X) dans ê^(X), de ê (X) dans S (X) et est très régulier,
alors l'opérateur B défini par

(B^p) (x) = A,[(a(x ^ y))\(z)] (x)

diffère de A par un opérateur régularisant.
Démontrons maintenant la proposition (V.5) ; la transformée

de Fourier de la fonction

171——> a(x , H^(T?)) <^0^0?))

où w^ = iÇ1, est égale à

^ ( a(x , y) ̂ -^<^).t> dét ̂ -^ dy .
k ^

On peut donc écrire

a0c . w,(î?)) ^(w,(î?)) = / e2'^1'-^ ̂  f a(x , y ) y(y)

,-2<.<.(X.,).Î>^M^) ^

9^
et

(a^ . z))2 ^(z) = f <x(x. z) e2^^'^^ > dïi f <x(x . y) y(y)

,-w(^)^>^t b v ( x l y ) d y .
9y

Pour x fixé, la fonction

S •——> a(x , z) ̂ ^"^•t > dï. f a(x . y) y(y)

^<^y)^>^9v(x,y)
9y
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définie sur T^(X) et à valeurs dans 0)^ ®A^T^(X) est sommable,
ce qui permet d'appliquer l'opérateur A^ à l'intérieur du premier
signe d'intégration et d'obtenir la formule indiquée.

PROPOSITION (V.6). - Soit X une variété réelle de classe C°°
dénombrable à l'infini. Alors, si F G (^(T^X) ;m),

0 [F ;y ; a ] e j ? (X ;m) .

Il suffît de prouver qu'il en est ainsi pour un opérateur

A = ( ^ ) 6 [ F ; y ; a ] ( ^ ) ,

où la réunion des supports compacts de y^ et ^ admet un voisi-
nage ouvert Y (non nécessairement connexe) domaine d'un système
de coordonnées. L'opérateur A, qui est à bisupport compact dans Y,
admet une restriction Ay et il s'agit de montrer que Ay € K (X ; m).

La restriction v^ de v à Y est bien sûr une linéarisation de Y :
soit fty un domaine de v y, que l'on peut supposer contenu dans
S2 H (Y x Y), et soit j3 une fonction C°° sur Y x Y, à support dans
Siy? égale à 1 sur Ay. Puis soient K un voisinage compact (contenu
dans Y) de la réunion des supports de ^i et y/^ L un voisinage
compact de K, et enfin X et p. deux fonctions C°° sur Y x Y, à sup-
ports contenus respectivement dans L x L, et Y x Y — K x K, telles
que X + il = 1. Alors la fonction (sur Y x Y) :

o î (x , y) = \(x , y) a(x , y) + ^(x , y) fî(x , y)

est égale à 1 dans un voisinage de Ay, a son support contenu dans
(î2 H (L x L)) U Î2y, qui est un domaine de Vy? et coïncide avec
a sur supp(V/i) x supp(^)? et l'on peut écrire

A Y = ( ^ ) e [ F Y ; V Y ;aJ(^).

On peut alors, par la proposition (V.2), se ramener au cas où Y est
un ouvert de R".

Soit alors c^ une fonction C°° sur Y x Y, égale à 1 sur un
voisinage de (supp(^) x supp(V^)) u Ay, à support dans un do-
maine de la linéarisation euclidienne VQ de Y (on vient de voir com-
ment construire une telle fonction).

Soit B l'opérateur 0 [Fy ;Vy ^il-
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D'après la proposition (V.3), le symbole o(B ; Vy ; a,) appartient à
C"(T*(Y) ; m), et d'après la proposition (V.5) l'opérateur

@[(f(B;VQ;a^);Vo;a^]

n'est autre que l'opérateur C défini par

(Cy) (x) = By((<x^(x , y))2 ^(y)) (x) .

D'autre part, d'après les propriétés du support de a,, on a

A y = ( ^ ) B ( ^ ) = (^,)C(^).

Si l'on pose G(x , î) = ^(.x) o(B ; v^ ; a^) (x , {:) et si l'on
définit l'opérateur D par

(D^) (x) = f G(x . î) dH f ^(y) e-2"^--^ ^ ( y ) dy ,

on peut écrire

t(^i) C((^)] (y) (x) = Dy [a^(x . y) ^(y)] (x)

et il reste alors à prouver que D opère, pour tout s réel, de H1 (Y)
dans ïC;"p(Y) et est très régulier. conlp

Or

D$ (S) = / Ô'O - î? ,îî) ^Ç>(Tî) di? ,

G désignant la transformée de Fourier partielle de G par rapport
à x.

Pour tout polynôme P, il existe 00 telle que

IP(D^) G(x , j:)\ < C(l + l^l2)"'72

d'où
TOG^.^KCd + W2)""2 .

Par ailleurs
s—m

IID -̂̂  - 1 1 ( 1 + Ifl2) 2 / G1 (Ç - T, ,iî)1^>W ̂ || ,

et en utilisant la majoration triviale
s~m s-m \s-m\

(i + lîl2) 2 < C(i + |îîi2) 2 (i + iç - ni2)"^"
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on obtient, avec k arbitrairement grand
s-m s

(i + 1^1 2 / ô1^ - n ,n) '^p^dn < c f (i + iiîi2)"
|j-m( m

(1 + lî - î?12) 2 (1 + 11?!2)2 l0(î?) dr) ,
d'où

\s—m\

^^<C||(1 +|Ç|2) 2 ~\^ H l̂l̂lio^-m^ciid +içi2) 2 11^ iiv^n^
d'après l'inégalité d'Young.

Ceci prouve que D opère pour tout s de H^p(Y)dans H^(Y).
Le fait que D est très régulier résulte alors de ce que le noyau de
D est la distribution ( ^ ( x . y - x) ^O), laquelle est une fonction
C00 en dehors de la diagonale de Y x Y : en effet, quels que soient
k et p, \z\ D^ G (x,z) est (à un coefficient près) la transformée
de Fourier de à" (^0(^,0), où A est le laplacien, et est donc
continue pour k assez grand, p étant donné.

On peut résumer les résultats obtenus dans le théorème suivant
où (y , a) désigne toujours le couple constitué par une linéarisation v
de X et une fonction a de classe C°° sur X x X, à support dans un do-
maine de v, égale à 1 dans un voisinage de A, et où l'on entend
par opérateur très régulier un opérateur se prolongeant de Q)'(X)
dans û)'(X), deê'(X) dans &'(X), de &(X) dans g(X), et n'augmen-
tant pas le support singulier.

THEOREME (V.7).

1) Soit A un opérateur linéaire continu de(Q(X) dans ®(X).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) il existe (v , a) tel que a(A ; v ; a) E C°°(T*(X) ; m) et A est
très régulier.

b) quel que soit (v,a), a(A \v ;a) G C^CT^X) ;m), et A est
très régulier.

c) il existe (v , a) et F G C°°(T*(X) ; m) tels que A - 0 [F ; v ; a]
soit un opérateur régularisant.

d) quel que soit (y , a), il existe F G C°°(T*(X) ;w) tel que
A — 0 [F ; v ; a] soit un opérateur régularisant.
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On désignera par PSD(X ; m) l'espace des opérateurs A vérifiant
ces conditions équivalentes, et ces opérateurs seront appelés opéra-
teurs pseudo-différentiels d'ordre m.

2) PSD(X;m) C^(X;m).

3)0, a) étant donné, 0[.;v;a] et a(.;y;a) définissent par
passage aux quotients deux isomorphismes réciproques l'un de l'autre
entre

C°°(T*(X) ; m)/C°°(T*(X) ; - oo) et PSD(X ; m)/AX ; - oo),

et ces isomorphismes ne dépendent pas de a.
Montrons que

.d)

d) > c) et b) > a) sont triviales.
c) > b) résulte des propositions (V.3), (V.4) et (V.6).
b) > d) et a) > c) résultent de la proposition (V.5) et de
la remarque qui en précède la démonstration.

2) résulte de la définition c) et de la proposition (V.6).
Enfin démontrons 3) :
— l e fait que 0[ . ;y;a] et a ( . ; v ' , a ) passent aux quotients

résulte respectivement de la proposition (V.6) et de la proposition
(V.4) ; notons, pour un usage immédiat, a ( . ' , v , a ) et 0[.;v;a]
les applications ainsi obtenues après passage aux quotients.

— l e fait que ô(. ; v ,a) o 0[. ; v -,a] est l'identité résulte de
la proposition (V.3).

— le fait que ©[. ; v ;a] o &(. ;v ;a) est l'identité résulte de la
proposition (V.5) et du fait que les opérateurs pseudo-différentiels
sont très réguliers.

— le fait que 0[. \v ;a] ne dépend pas de a résulte de ce que
les opérateurs considérés sont très réguliers et de la remarque qui
précède la démonstration de la proposition (V.5).

— le fait que &(. ,v ;a) ne dépend pas de a résulte des pro-
positions (V.3) et (V.4).
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Remarque. — La dépendance du symbole d'un opérateur pseudo-
différentiel à l'égard de la linéarisation à laquelle ce symbole est
exprimé est donnée par la proposition (V.3).

Par ailleurs, notons qu'un opérateur pseudo-différentiel qui
appartient à ff(X ; m) n'est pas nécessairement un opérateur pseudo-
différentiel d'ordre m (lesquels seraient donc mieux désignés sous
le nom d'opérateurs pseudo-différentiels-d'ordre m) ; en revanche,
pour les opérateurs pseudo-différentiels dont les symboles sont sommes
de séries de symboles homogènes de degrés indépendants de x,
les deux définitions de l'ordre coïncident.



CHAPITRE VI

EXTENSION AUX FIBRES. COMPOSITION. TRANSPOSITION

PROPOSITION (VI. 1). - Soient E un fibre vectoriel (réel ou com-
plexe) sur X, TT la projection canonique E———> X. // existe une
application r de classe C°° : X x E ———> E, telle que le diagramme

soit commutatif, et vérifiant en outre les conditions suivantes :
i) quels que soient x et y E X, l'application r^ : Ey———>E

définie par T^(e) = r(y , e) est linéaire.
iï) quel que soit x E X, T^ est l'application identique de E^.

On appellera une telle application r un transport local de E. Si r est
un transport local de E, il existe un voisinage ouvert î2 de A, dia-
gonale de X x X, tel que r^ soit inversible pour tout ( x , y ) € î2 :
on dira dans ces conditions que S2 est un domaine de r.

Il existe une famille (<^) de fonctions C°° à support compact
subordonnée à un recouvrement ouvert localement fini (UJ de XM "
telle que 2^ = 1 et que E soit trivial au-dessus de chaque ^U^.
On a de façon évidente un transport (global) r^ de E|^ . On définit
alors r par

T^(e) = ̂ (x)^(y) (r^OO pour e G E^ ,

la somme étant étendue à l'ensemble des indices k tels que (x , y)
appartienne à ̂  x ^U^.

Il est clair que r, ainsi définie, est bien un transport local de E.
En vertu de la condition ii), il existe pour tout x € X un voisinage
ouvert Vy de x tel que r2 soit inversible pour tout (y , z) € V^ x V^ :
alors la réunion des V^ x V^ est un domaine de T.

Si E est un fibre vectoriel complexe sur X, on définit sans peine
les espaces de sections û)(X ;E), ê'(X ;E), g'(X ; E), û/(H ; E),
H:^(X;E) et H^(X;E).
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D'où une définition évidente, si E1 et E2 sont deux fibres vec-
toriels complexes sur X, de l'espace ^(X;E1 ;E2 ;m) des opéra-
teurs de ®(X;E1) dans û)(X;E2) possédant des propriétés ana-
logues à celles de la définition (IV. 1) bis.

Soit J?(E ,E ' ) le fibre des applications linéaires des fibres
de E dans les fibres de E2. Si F est une application C°° de T*(X)
dans J?(E1 , E2) fibrée au-dessus de X, F s'écrit localement, moyen-
nant une trivialisation locale de ^?(E1 , E2), comme un système
de fonctions numériques sur T*(X) ; on dira que

FGC^(T*(X) ;j?(E1 ,E2) ;m)

si toutes les composantes de F ainsi définies appartiennent à
C°°(T*(X);m) : cette définition ne dépend pas des trivialisations
locales de J5(E1 , E2) choisies, et est équivalente au fait que pour
toute section (e\) de E1 et toute section Q?2)* du dual de E2, la
fonction

< (^ )* ,F (x ,S )^>
appartient à C°°(T*(X) ;m).

Les propositions (IV.l) et (IV. 1) bis s'étendent avec des mo-
difications triviales, aussi bien dans les énoncés que dans les
démonstrations.

Si v est une linéarisation de X, r un transport local de E1,
î2 un domaine commun de v et de r, a une fonction C°° sur X x X,
à support dans Î2, égale à 1 dans un voisinage de A, et enfin F un
élément de (^(T^X) ; J?(E1 , E2) ;m), on définit un opérateur A de
®(X;E1) dans û)(X;E2), noté A = 6[F ; v \r ;a], en posant

A(<^) (x) = f^ F(x , Ç) rfÇ / a(x , y) (r^)-1 ^p(y)
Tjc (X) Sï^

e-^^^^dét ï v ( x ï y ) dy
Sy

Par ailleurs, v, T et a vérifiant les mêmes conditions, on définit
le symbole a (A \v ;r ;a) d'un opérateur A de 6D(X ;E1) dans

S (X ; E2) ,

qui est une application C°° de T*(X) dans ë(E1 , E2), fibrée au-dessus
de X, en posant, pour e\ appartenant à E1 :
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a(A ; v ;r ;a) (x ^) (^) = Ay {a(x , y) (r? (^) ̂ "^<V(JC^>} ^)

On a la proposition suivante, qui est pour les changements
de transports locaux de E1, l'analogue de ce qu'était la proposition
(V.3) pour les changements de linéarisation :

PROPOSITION (VI.2). - Soient F E C^(T*(X) ; AE1 , E2) ;p), i^
une linéarisation de X, r et r^ deux transports locaux de E1, aeta^
deux fonctions C00 sur X x X, à supports contenus dans des domaines
SI et Sî^ de T et r^ respectivement, mais tous deux dans un domaine
de v, et A = 0[F \v ; a]. Alors

a(A ; v ; TI ; ai) G C^CPCX) ; ë(E1 , E2) ; m) .

5Ï /'OM d(?/?m7, pour (x , ̂ ) G Sî 0 S2^ :

X^^-X^Oc^))^)'1 (Ti)L

automorphisme de E^, ow p^^ ^crfre ;

a (A ;y ; r ^ ;ai)(.c,Ç)- 1 ^^F(x , $) D^ (^(r?)) (r? = 0) .
|r|>0 r-

En effet, en posant a^(x , ;/) = a(x , y) c^ (;c, y) et après fe chan-
gement de variable ?i——> Ç + ?, a (A ; v ; p-i ; c^) (^ , $) (^) s'écrit :

f FOc^ 4- ?) d? F a,(x,^) x(^^) (^) ̂ 2lî^<v^^^>
^T^X) t/

dét 9 v ( x ï y ) dy =f F(x , $ + ?) ̂  r a,(x ,r?) x.(î?)(4)
;; T^(X) T^(X)

^-2nr<^> ^

En posant <p(x , r?) = 2^(^ , 17) X^O?) (^) et en appelant (p(x , ?)
la transformée de Fourier de <p par rapport à 17, calculée au point {",
on peut écrire, en tenant compte du fait que o^ ( x , 17) = 1 pour 17
voisin de 0 :

a(A ; y ;Ti ;0i) (x, Ç) (^) =

S 1 3^ F(x, ̂  D^(r?)^}(îî = 0) + R^(x, ^) (^)
|r| ^0 r/
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1 ,R t 0 c . ^ ) ( 4 ) = f t F ( ^ , s + ? ) - S — 9^ F(X , s) r'i
TJ;(X) HSïO ' •

^,0^.
On sépare alors l'intégrale en deux

R^,S)(^)=/ |s| et R^, î ) (^)=/ ^j ,

et les estimations sont alors analogues à celles qui terminent la
démonstration de la proposition (V.3) (quoique beaucoup plus simples,
( p ( x , 17) restant bornée ainsi que toutes ses dérivées par rapport
à 17 lorsque x parcourt un compact et que (e^) est une section
C00 de E1).

La proposition (V.4) s'étend ; par ailleurs, si A est un opérateur
de û&(X ; E1) dans S(X ; E2) dont le symbole F = a(A ; v ; r ; a)
appartient à C^(T*(X) ; J?(E1 ,E2) ; m), on peut encore écrire :

A^ {a(x , y )2 ^00} (x) = 0[F ;P ;r ; a] ,

par une démonstration identique à celle de la proposition (V.5).
D'autre part, si E1 et E2 sont deux fibres triviaux sur X, si

co1 : E1 ———> X x C" et û;2 : E2 ———> X x C1

sont deux trivialisations de E1 et E2 respectivement, si pour tout
x G X, o^ : E^ ———> Ck est l'application linéaire définie par

Oc,<^))==a;1^),

si l'on a une définition analogue pour a;2, et si enfin r est le trans-
port local de E1 défini par

rî = (c.;)-1 o ̂  ,

alors, avec les notations usuelles,

A = 0[F ; v ; T ; a] GJ? (X ; E1 ; E2 ; m) .

En effet, à l'opérateur A est associé l'opérateur

A :û) (X ; C^) ——> ®(X ; d)

au moyen de la définition
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(A^) Oc) = (^ Ay{(^)-1 ^>(y)} (x) ,
/^

et on voit immédiatement que A n'est autre que l'opérateur

©[F(x,S) ; ^ ; T o ;^1 ,

TO étant le transport canonique du fibre trivial Ck, avec

F(JC,S)=^F^ ,S) (^ ) - 1 .

Il en résulte que A appartient à PSD(X ; m) ® ^(C^ ; C7).
Dans le cas général (E1 et E2 n'étant plus supposés triviaux), on peut
toujours, par la méthode de la proposition (V.6), écrire un opéra-
teur A = 0 [F ; v ; T ; a] comme somme d'opérateurs (V^) B(^),
où B est un opérateur du même type sur un ouvert Y au-dessus

1 2duquel E et E sont triviaux, et lorsque Fy décrit

q?(T*(Y) ;AE1 ,E2) ;m)

y et T étant donnés, B peut être (à un opérateur régularisant près)
n'importe quel opérateur de PSD (Y ; m) ® AC^ ; C1).

D'où un analogue du théorème (V.7), que nous n'énoncerons
pas, et une définition, également évidente de l'espace

PSD(X ;E1 ;E2 ,m) .

THEOREME (VII.3). — Soient v une linéarisation localement affine
de X, E1, E2 et E3 trois fibres vectoriels complexes sur X, T1 et r2

deux transports locaux de E1 et E2 respectivement, a une fonction
C°° sur X x X, a support dans un domaine de v, de r1 et de T2, égale
à 1 dans un voisinage de A, et enfin F^ E C^(T*(X) ; ff(E1 , E2) m^)
et F, G C^(T*(X) ; J?(E2 , E3) ; m^).

Posons

Ai = 6 [Fi ; v ; r1 ; a] et A^ = 0 [F^ ; v ; r2 ; a] .

Alors, si l'on suppose que r1 est tel qu'il existe un voisinage Î2 de A
^/ q^ ^ 0:i , x^) et (x^ ,^3) appartiennent à SI on a

(T1):^^):,3^):;,

A^ A, appartient à PSD(X ; E1 ; E3 ; w, + m^) et



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS 165

o(Â2Ai ,v ;T1 ;a)(x,î)~ S —^F2(x, î )
|r| ̂  0 ^* '

D^ [(T2)?0']-1 ° F,(H )̂, C^ î) ° (r1):̂  (n=0)

Pour alléger les notations, nous ne ferons la démonstration que
dans le cas où E^ = E^ = E^ = C (les transports T1 et r2 étant
l'identité).

A ^ , A^ et A^ A^ sont très réguliers. On ne modifie pas A^ à un
opérateur régularisant près, en le remplaçant par

A\ =0[F^ ;v ;aJ ,

où l'on peut supposer que le support de c^ est contenu dans un
domaine î2 de v symétrique, à coupes connexes et tel que (x^ , x^) € î2
et (x^ , JC3) G Î2 entraînant l^3 = /^3 /^2. Puis l'on peut remplacer A^
par

A; =Q[F2 ;y ;aJ,

où le support de a^ est tel que les conditions

^(x,y) ̂  0 et c^0c,z)=^ 0

entraînent c^ 0, z) = 1 (d'où il résulte que

o^(x , y ) c^ (x , z) ̂  (y , z) = o^ (x , y) o^ (x , z) ) .

Enfin, A^ A'i est équivalent à B, défini, pour (^eû&(X), par

(B^p) (x) = (A; A\\ {oc, (x , z) <^(z)} (Je) ,

soit :

(B^) W = F F,(̂  , 0 rf? f o,(x , ̂ ) e-21^^^
J^(X) </

9v(x,^) . / • c / \ \ ^ r / \ -2/w<v(y,z).\ >dét —-—— dy j Fi (y , X) rfX / o^(x , z) ^
3^ ^(x) J

3v(y. z)
< )̂ dét ————— dz .

dz

On pose X = l^ {, f parcourant T^ (X). Dans le domaine d'inté-
gration, on a

<v(y , z), X> = <v0c, z), Ç> - <v(x , y), Ç>
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et

déi^)cl^dét9}^cIz=déi9^^
oz 3z

d'après les propriétés de la linéarisation v.
D'où

(B^) (x) = f F, (x , ?) d? f ^ (x , T?) (;-""<" ?> A,
"T^X) •/ T^(X)

F^O?),/;^ S)^'^"-^^ f ^(x.z)^2'^''^'^/
TJÎ(X) J

,̂) dét ̂ ^ rfz .
3z

Posons

<^(x ̂ ) df = dî / a,^ , z) e-2'1'^11^ ^(z) dét ̂ l^) dz .v ôz

(B(^) (x) s'écrit alors

/ ^(x^)df f a,0c, ̂ e-^^^drî
Tîm TJc(x)

/ ^^l^^H^^e^^d^
"T^X)

Démontrons que l'on peut changer l'ordre d'intégration : quel que
soit M réel positif, il existe une constante C indépendante de {
et de ? telle que

IV/(X,S)KC(I + isir^
et

f a,(x , ry) F,(H,W, ̂ xw S) e21^-^ ̂
T^(X) cd + is - ̂  (i + i^ i r 1 ,

et par suite grâce à l'inégalité

(i + is - nr'1 < c(i + i^i)^ (i + |?|)-M,
^ - ?)11^^ - S)l if 1 ^(^ . î?) Fi(w^(r?), /^(TÎ) S)

^T^(X)

' ï f i r ^ ' n t t ' ' ^ fH'y — M /yii — M
^'^"•^^dîîKCd + in) 2 (1 + 1^1) 1
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En choisissant M assez grand, on voit que cette dernière fonction
de x, ? et î est sommable ; d'après Fubini, on peut donc écrire

(B<^)(x)= [ ( [ F , 0 c ^ + ? ) d ? f S,0c,r?)
"T^X) " TJ;(X) T^(X)

FiWî?), ̂ xw ̂  e-^^-^drî) ^(x , ç) ̂  .

Pour démontrer le théorème, il suffît alors de montrer que

G(x^)= f F ,0c,^+r)d?f a,0c,r0
T^(X) T^)

Fx(^^).C'(TÎ)S)^2^<Tîïr> ^

appartient à C^CT^CX) ; j?(E1 , E3) ; Wi + m^) et admet le dévelop-
pement indiqué.

Compte tenu du fait que o^ (x , î?) est égale à 1 pour 17 voisin
de 0, on peut écrire :

V 1 w (rî)
G(x . $) = L —— ô^ F, (x . î) Dî, {Fi (w,(î»), ̂  x $)} (î? = 0) +

|r j^ fc — 1 • •

Rfc (^ ,S ) ,
avec

^.^f F,(^,^+?)- 1 -1 Ô^CC.ÎK' ^
T;(X)L l'-l«;-l r! J

/ ^(x , r)) F^(îï), C^ S) ̂ -2"r<l'•î>^ ."T^X) i x x

L'estimation de R^ se fait par la méthode usuelle, ici très facile,
Wjç Ol)puisque pour |$| ̂  0 toute dérivée par rapport à 17 de F^ 0^(17), l^ Ç)

w^
se majore par C|Ç| , C étant une constante indépendante de ç,
de x parcourt un compact.

Etudions maintenant le transposé d'un opérateur

A = 0 [F ; v ; T1 ; a] E PSD (X ; E1 ; E2 ; m) ,

v étant une linéarisation localement affine de X et r1 un transport
local de E1.

^A est bien défini comme élément de
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^(X ; E2' ® A^ T*(X) ; E1' ® A? T^X) ; w) ,

E1* étant le fibre dual de E', puisque les duaux de H^(X ; E1)
^"œmpCX ; E1) sont canoniquement H^p(X ; E1* ® A; T^X)) et
H^(X ; E' ®A^T*(X)) respectivement, et que le transposé d'un
opérateur très régulier est très régulier.

On peut supposer que a est à support dans un domaine î2 véri-
fiant les mêmes conditions que dans la démonstration du théorème
(VI.3). Cela étant, on construit un transport local T1* de

E^A^T^X) ,
en posant :

(^^(^(dét3^^^),
où ^r1)^ : E^"———> E^* est le transposé de (r1)^ (on rappelle

ôvOc v^
que ^ = dét ——— dj; ® dy définit un transport local p. duôy
fibre A^T*(X)).

Par ailleurs, F appartenant à C^(T*(X) ; j?(E1 , E2) ; m), on en
déduit canoniquement un élément, noté ̂  de

C^T^X);^2*,^);^)

et un élément ^F <» 1 de

C^Cr^X) ;J?(E2' ® A^ T*(X), E1* ® A^ T*(X)) ; m) ,

1̂  étant l'application identique de A"̂  T*(X). On posera

F O , n = F O , - ? ) .

Soit enfin T2 un transport local de E2, et supposant a à support
dans un domaine de v, de r1 et de r2 (donc aussi de r1 * et de r2*).

On peut énoncer :

THEOREME (VI.4). — On suppose que v est une linéarisation
localement affine de X. Avec les notations précédentes, posons :

G(x.y^)= [(r1^]-1 o [^(y , /^) ® îy] o [(r2')^] .

Alors
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'A G PSD(X ; E2' ® A; T*(X) ; E1' ® A^ T*(X) ; w)
^

aC'A^r2' ;a)(x,$)- Z — ̂  D^ {G(x, w,(î0, {)} (ry = 0).
H>o f •

^A est défini par l'identité

/ (A^)0)^00 = f ^(x) . ('A^) (x)

valable quelles que soient

<p G® (X ; E2' ® A; T*(X)) et ^ E û)(X ; E1)

(les indices y et x sous le signe d'intégration indiquent la variable
d'intégration, en l'absence d'un facteur dy ou dx apparent).

Pour tout entier positif p, on considère la fonction \ définie
j^i2

sur T*(X) par \^(x, î) = exp (-——) où |̂ |2 est la forme quadra-

tique définie par une structure riemannienne sur X. On peut alors
écrire

(A^) (y) = lim f F(y , ?) ̂  (y , ?) d? F a(x , y) [(r1)']-1

P^00 ^(X) ^ J ^

^),-2^<^)^>^^0^)^

9x

formule qui a l'avantage de permettre l'échange des intégrations
et le changement de variable ? = l^ Ç, ç G TJ*(X).

En notant que

<y0^),?>= -<v(^ ,AS>
et que

dét(Orf^dét^l^-^^=I,9x

puisque la linéarisation v est localement affine, on a alors

f (AVO (>Q . rf>(y) = lim f (p(^) . f a(y . x) [ ^(y. /y ^)
y ?-»•" "y " x "^m p

F(y,^ {) [(T1)^]-1 ^W ̂ "^"(^^.O.
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Après quelques calculs triviaux et moyennant l'identification cano-
nique de E^* ® A^ T^X) avec

E^* ® A^ TJ»(X) ® A^ T,(X) ® A", T^(X) ,

on obtient l'égalité

^(y) . F(y , ̂  ^) [(T1)^]-1 ^Oc) = {[(T1^]-1 [^(y. /^) ® !„] y^)}

«(dét ^^^^«^.^(x) .
D'où

f y(y) . (AVO (y) = lim /' ^(x) F d^ ( a(y , x) x-(j/, ̂  ^)
y P^'~ x "teT;;(X) '•

t(T1^]-1 [^.^^«I^l^^e-^'^^-^dét '̂̂ -2° ̂ .
^

Quand p ———> oo, l'intégrale double de droite tend vers

f ^ fa(y , x) [(r1*)^]-1 ['F^ , /^) ® ly] ̂ (^)
T^(X)

^-2,,<v(x,y),t > ̂  ̂ ^ . Y) ^

9y

en restant bornée sur le support de ^f/. Cette dernière intégrale
double est donc ('À^») (x). D'où, si a est définie par

a(x , y) = Oi(y, x)

et si e^* G E^*®AÎ'T^(X) :

a('A ; v ; r2* ; a) (x , Q (e,2*) = f df f (a(x , y))2 [r1*)^]-1

•'Tj;(X)

['FO. .1^)» I,] [(r2^] e2* ,;2"<•'('.^•?-î > dét ̂ l^) ̂  =

/ ^ / (S(rï ^))2 [(r1*):^^]-1 [̂ (r,), J:̂ ^ a+D ^
-T;(X) T^(X)

^^[(T2*):'^]^^-21^1'^^

et il suffit de développer l'élément de
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J?(E^ ® A^? T^X), E^ ® A^ T^(X))

qui figure dans l'intégrale par la formule de Taylor au voisinage
de ? = 0, les estimations du reste se faisant par la méthode usuelle.

Si X est une variété non localement affine, il n'y a pas en
général de formules "simples" pour écrire le composé de deux
opérateurs pseudo-différentiels ou le transposé d'un opérateur pseudo-
différentiel.

Cependant, il reste vrai que si A^ G PSD(X ; E1 ; E2 ; m^) et
A^ E PSD(X,E2 ;E3;.^) alors A^ A^e PSD(X ; E1 ; E3 ; m^ + m^) et
\ E PSD(X ; E2 '® A? T^X) ; E1' ® A; T*(X) ; m,).

Montrons-le pour le composé :
Soient CLI^) un recouvrement ouvert localement fini de X,

chaque ̂  étant domaine de coordonnées et de trivialisation de E1

(V^) un recouvrement ouvert localement fini de X tel que

V^ H V^ 0 ———> 3a tel que V^ U V^ CU^ ,

(Wy) un recouvrement ouvert localement fini de X tel qu^

w/ n w^ ^ 0———>3oc tel que Wy U W^ C V^ ,

et enfin ((pp une partition C°° de l'unité subordonnée au recou-
vrement (W.).

On peut écrire, puisque A, (i = 1,2) est très régulier :

A,-A;=2(<p,)A,((^)

où l'on ne retient que les couples d'indices (/, k) pour lesquels
les supports de <p. et de ^ se coupent. Alors

A^AI - S(<p? A^) (^) A^ (̂ ) ,

où l'on ne retient que les quadruples d'indices pour lesquels les
supports de <py, de <p^, de ^ et de ̂  se coupent deux à deux.

Chaque opérateur (<^) A^O^) (<^) A/(<p^) est alors un opérateur
pseudo-différentiel, et la famille des bisupports (compacts) de ces
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opérateurs est localement fini : il résulte que A^A^ est un opérateur
pseudo-différentiel.

Les propositions (V.3) et (VI.2) montrent que le symbole
d'un opérateur AePSD(X ;^(E1 , E2) ; w) est indépendant de la
linéarisation de X et du transport local de E1 choisis pour le définir,
à un élément de C^(T*(X) ; J?(E1 , E2) ; m - 1) près ; il en résulte
que si A/0'= 1,2)GPSD(X ; ̂ (E', E1'1'1) ;m/) a pour symbole F,
relativement à une linéarisation v, quelconque de X et à un transport
local T^ quelconque de E , on obtient facilement, comme il est bien
connu d'ailleurs, la "partie principale" du symbole de A^A^ :

Ce symbole relativement à une linéarisation quelconque de X
et à un transport local quelconque de E1 est égal à F^ o F^ à un
élément de C^ÇT*(X) ;^?(E1 ,E3) \m^ + m^ - 1) près.

t t^De même le symbole de A^ est égal à F^ » 1 à un élément de
C^Cr^X) ; /?(E2' ® A^ T^X), E1' ® A? T*(X) ; m^ - 1) près.

Le "calcul symbolique approché" ainsi défini est comme on
sait suffisant dans un grand nombre d'applications.

On peut cependant penser que le calcul symbolique complet,
qui est l'objet essentiel de ce travail, se révélera utile pour d'autres
problèmes, en particulier des problèmes non elliptiques.

De toute manière, on obtient par ce calcul des résultats plus
précis : il permet par exemple d'inverser un opérateur elliptique
modulo la classe des opérateurs régularisants (cf. [11]).

Une application : opérateurs pseudo-différentiels invariants
par un groupe de Lie opérant sur X .

Soit F un groupe de Lie compact opérant sur la variété diffé-
rentiable X, et, de façon compatible avec son action sur X, opérant
aussi sur deux fibres vectoriels E1 et E2 de base X.

Si g e F et x G X, nous notons gx le transformé de x par
g . E^(resp. E^) désignant la fibre de E^resp.E2) au-dessus de x,
nous notons g^ (resp. g^) l'application linéaire de E^ dans E^(resp.
de E^ dans E2^) (définie par l'action de F sur E2).
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Notre propos est de caractériser, parmi les opérateurs pseudo-
différentiels définis dans le début de ce chapitre, ceux qui sont
invariants par F ; il convient auparavant de définir les notions de
linéarisation F-invariante, de fonction a(x, y) F-invariante et enfin
de transport local F-invariant.

L'exigence de la validité, quel que soit g appartenant à F et
quels que soient x et y appartenant à Î2, des formules

v(gx , gy) = dg(x) v(x , y)

a(sx , gy) = a(x , y)

g ^ = T^ goy ' X ' gX ox

remplit ce rôle.
L'existence de tels éléments F-invariants s'établit en se servant

d'une mesure de Haar d^ sur F de masse totale égale à 1 comme
suit : si VQ est une linéarisation quelconque sur X, on définit une
linéarisation v sur X en posant

v(x , y) = f dg(g~~1 x) VQ (g~1 x , g~1 y) djn (g) .
""G

En effet, seule la condition ii) de la définition (III. 1) nécessite
une vérification : or

dy v(x , y) =f [dg(g-1 x) ® {d, v^g-' x , z)}(z = ̂  y) o dg~1 (y)]

d^(g)
d'où

{dy v(x , y)} (y = x) = / [(dg(g~1 x) o dg-1 (x)] d^(g)
G

est l'application identique de T^(X).
Si d^i est invariante à gauche, v est alors F-invariante comme on

le voit en posant g == jh dans l'égalité

v(jx . yy) =f dfJi(g~1 7x) v^g'1 yx , g~1 j y ) dfJi(g) .
G

On construit de même un transport local r, F-invariant, du
fibre E1 à partir d'un transport local TQ quelconque de E1 en posant
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< =f 8^, ° (ïo)^ ° (g-\dn(g) .

Enfin, à partir d'une fonction c^ de classe C00 sur X x X, à valeurs
réelles, égale à 1 dans un voisinage de A, à support dans un domaine
commun à v et à r, on construit une fonction a du même type et
en outre r-invariante en posant

a(x , y) = f o^~1 x , g~1 y) dfJi(g) ;
'G

la condition sur le support est assurée si le domaine commun à v
et à r est choisi F-invariant en un sens évident, ce qui ne présente
pas de difficulté.

On a fait ici un usage essentiel du fait que F était compact :
un exemple contradictoire en l'absence de cette hypothèse est
fourni par la sphère de Riemann sur laquelle il n'existe pas de linéari-
sation invariante par le groupe des automorphismes de la structure
analytique complexe.

Nous supposons désormais tous les éléments décrits dans ce
qui précède F-invariants (notons qu'il n'est pas besoin d'un transport
local de E2) et supprimons les indices v, r, a dans l'écriture des
opérateurs 0 et a.

PROPOSITION (VI.5). - Si F E C^Cr^X) ; j?(E1 ,E2) ;m), si A
est un opérateur de ®(X ; E1) dans ê(X ; E2) et si g G F, alors

0[^F]=^e[F]

a(g*A)=g*o(A)

Par g*F on entend ici la fonction définie par

0?*F) (x , {;) = (g-1)^ o F(gx , ̂ (jc)-1 H) o ̂  .

Pour définir g*A, notons que si ^ est une section de E1, alors

z<———> g~lt ^P(g~1 z)g z
est aussi une section de E1 et g*A est alors défini sur û)(X;E1),
à valeurs dans ê(X ; E ), par

[(^A)^] (x) = (g-1)^ [\(81-!, <PÙT1 z)] (gx)
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définition qui coïncide avec celle donnée dans la proposition (V.2)
lorsque E1 et E2 sont les fibres triviaux de rang 1 sur X et quei t.l'action de F sur E et E résulte, par une extension triviale, d'une
action de F sur X.

La première partie de la proposition (VI .5) se démontre alors
exactement comme la proposition (V.2), en utilisant en outre
l'égalité :

(^r1^-^)-1.
fournie par la F-invariance de T.

La deuxième partie s'obtient aussi sans difficulté : en effet

a(g*A) (x , S:) (e\) = (g-1)2^ {\(g1.^ a(x , g-'z)^1' (e^)
^,,,<v(^-*,),t>^^

soit, en utilisant la r-invariance de v, de T et de a

a(8*A) (x . 0 (^) = (g-1)2^ {A,(a(gx . z) ̂  ̂  (^)

^"^<•'^•z)'^)-l '>)} (8X) = (g-Ï a(A) (gx, ̂ g-1 (g) f,) (^ ^).

COROLLAIRE. — Un opérateur pseudo-différentiel des sections de
E1 dans les sections de E2 est Y-invariant à un opérateur régularisant
près si et seulement si son symbole relativement à un v et un T
r-invariants (qui est bien défini à un élément de

Cx'CT^X) ; ^(E1 , E2) ; - co) près)

est Y-invariant à un élément de C^(T*(X) ; G(E1 , E2) ; - oo) près.

Naturellement, dans cet énoncé, un opérateur est dit F-invariant
à un opérateur régularisant près si et seulement si, pour tout g
appartenant à F, l'opérateur g*A — A est régularisant, et l'on a une
définition analogue pour les symboles.
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