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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
11 (1961), 137-178.

PROBLÈMES AUX LIMITES NON HOMOGÈNES (II)
par J.L. Lions (Nancy) et E. Magenes (Pavia).

INTRODUCTION

Cet article fait suite à l'article [16], mais nous avons divisé
nos résultats de façon que ces deux articles puissent être lus
indépendamment. D'autres articles suivront, conformément
au programme indiqué dans l'introduction de [16].

Si A(rc, — ) == A désigne un opérateur elliptique d'ordre 2m
\ ^x]

dans un ouvert Q de R" (dans des articles ultérieurs de cette
série, nous étudierons les problèmes analogues relatifs à des
opérateurs non elliptiques) on appelle problème aux limites
non homogène la recherche de u, situé dans un espace fonction-
nel 3e, vérifiant (*) Au == /*, f donné dans un autre espace
fonctionnel 6, avec les conditions aux limites (**) ByU == ^,
/ = = 0 , . . . , m—1, les By étant des opérateurs différentiels
(convenables) sur la frontière F de Q; les <py doivent être pris
dans des espaces fonctionnels convenables, 6y.

Voici grosso modo la méthode suivie :
1) Si l'on prend Ç = Ço == L^Q) (fonctions de carré

sommable sur Q) la méthode de prolongement des opérateurs
non bornés (ou la méthode des projections) conduit naturel-
lement à la résolution de problèmes du type (*), (**), avec
y^ == 0 (cas homogène), et u étant dans 3^? dont les éléments
vérifient en particulier la condition D^ e L^Q) pour tout
|p| ̂  m. On passe ensuite au cas non homogène à l'aide de
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théorèmes de trace. Puis l'on peut trouver d'autres classes
|3», Ç, S^ à l'aide de théorèmes de régularité;

2) par transposition, on peut déduire de 1) de nouvelles
classes |3^, Ci, S^j où le problème (*), (**) est bien posé;

3) par utilisation de la théorie de l'interpolation, on en
déduit des classes «intermédiaires» Î^Q, ÇQ, t^ ,\ où le pro-
blème (*), (**) est également bien posé.

Dans les étapes 1), 2) les espaces %o. ®/,i,y tout intervenir
des dérivées fractionnaires; si donc, comme il est raisonnable,
on veut considérer les problèmes (*), (**), avec des Çy donnés
dans des classes définies à l'aide des dérivations usuelles, il
est utile (si l'on veut obtenir les meilleurs résultats possibles)
de considérer l'étape 3), qui fournit (entre autres) des classes
Î)QJ définies par des propriétés portant sur les dérivées
usuelles des yy (les classes ^9 et Ce faisant alors intervenir des
dérivations fractionnaires).

Ainsi, à tout résultat du type 1) correspond une théorie
assez générale des problèmes non homogènes; on part ici
des résultats de régularité dans les problèmes aux limites
elliptiques faisant intervenir toutes les dérivées (alors que dans
l'article (I) (cf. [16]) nous partions de résultats de régularité
« partielle », par rapport à certaines variables privilégiées).
L'étape 2) nécessite la mise au point de théorèmes de traces
(N08 2 à 5), les applications étant faites aux N08 6 à 8; l'étape 3)
occupe les N08 9 à 11. Le N° 12 considère d'autres problèmes
aux limites et le N° 13 donne une première application à des
problèmes non elliptiques. [Cf. aussi [16 bis].]

L'article (III) de cette série paraîtra aux Annali délia Scuola
Norm. Sup. di Pisa.
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PRÉLIMINAIRES

On désigne par û un ouvert de R71, de point générique
x== {x^ .. ., x^). On supposera que Q est borné, de frontière F
une variété indéfiniment différentiable de dimension n — 1
(il suffirait pour toute la suite que F soit « assez » différentiable),
Q étant d'un seul côté de F.

On utilisera les espaces suivants (pour détails on pourra
consulter: [24] et [4], [11], [15], [16], [18]). L'espace des fonc-
tions de carré sommable sur Q (pour dx == dx^ . .. dxn) étant
désigné par L^Q), on désigne par H^Q), m entier > 0,
l'espace des (classes de) fonctions u e L^Q) telles que D^ e 1^(0)
pour [p[ ̂  m, les dérivées étant prises au sens des distributions
sur l'ouvert Q (cf. [21]). Muni de la norme

IH|H"(Û)==( s iiD^ih172, où mi^fûi/w^p
\|p|^"1 / *"

?(0) est un espace de Hilbert. Notons que H°(Q) == L^Q).
On désigne par H^(Q) l'adhérence dans H^Q) du sous-espace

3)(Q) des fonctions indéfiniment différentiables à support
compact dans Q. On peut caractériser Hy(Q) comme le sous-
espace de I-T^Q) formé des fonctions « nulles » sur F ainsi
que leurs dérivées d'ordre ^ m — 1 [pour un énoncé précis,
cf. Proposition 1. 2, (ii)].

A l'aide de systèmes de cartes locales, il n'y a pas de diffi-
culté à définir de façon analogue les espaces ÎP^F) (cf. [19]);
si par exemple Q est l'ouvert |^>0|, alors F== ^==0| c^R71"1

et IP^F) r^ H^R"""1); on se ramène, dans le cas général, au
cas précédent; lorsque F est bornée, il n'y a pas de difficulté.
Comme F est « sans bord », l'espace 3)(F) des fonctions indé-
finiment différentiables à support compact dans F est dense
dans H^F); donc Ho^F) = H^F).
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Toujours pour m entier > 0, on définit H^Q) [resp.
H-^F)] comme le dual fort de Ho^Q) [resp. de H^F)]; c'est
un espace de distributions sur Q (resp. F) (ces espaces ont été
introduits dans [22]).

On a donc déjà défini ?(0) et H^(F) pour s entier de signe
quelconque. On aura besoin dans la suite de ces espaces pour
s réel quelconque. On va en donner brièvement une définition
utilisant l'interpolation des espaces de Hilbert [15 bis]. Si E
et F sont deux espaces de Hilbert, F c E, F étant dense
dans E, l'injection de F dans E étant continue, alors F est le
domaine d'un opérateur auto-adjoint (non borné et non unique)
strictement positif, soit B (B == \112 dans les notations de
[16]); on définit alors F'-^E6 comme le domaine de B^6,
0 < 6 < 1. Donc

F^E^ D(B1-6),
avec le produit scalaire (B1-6^, B1-6^, ce qui fait de F1-^6

un espace de Hilbert; pour 6 = 0 (resp. 1) on retrouve F
(resp. E). Ces espaces ont la propriété d'interpolation que
voici: soit (Fi, Eij un deuxième couple d'espaces de Hilbert
ayant des propriétés analogues à celles du couple | F, E |. Soit
M un opérateur linéaire continu de E dans Ei (soit ̂  sa norme)
et également de F dans Fi (soit uiç sa norme) ; alors M est un
opérateur linéaire continu de F^E8 dans FÎ-^E? (sa norme ̂
étant alors < ̂ ~V?), pour chaque ô e ]0,1[. Cf. [15 bis], et aussi
[2], [7], [10] ; d'autres espaces (et dans un certain sens « tous »)
ayant la propriété précédente, ont été déterminés dans [6].

On pose maintenant la

DÉFINITION 1. 1. —Pour m entier > 0 (et Q ouvert borné
de frontière F indéfiniment différentiable de dimension n — 1)
on pose

(1. 1) HO-^Q) = (H^COy-WQ))6,
ce qui définit ?(0) pour s réel ;> 0 (1).

Cette définition a besoin d'être justifiée pour (au moins)
deux raisons : a) pour (1 — 0)m = q entier e [0, m], il faut que
(1. 1) redonne l'espace ?(0) introduit précédemment; b) si
Q = R" on définit naturellement H^(R71), pour tout s réel,

(1) Une autre définition équivalente a été donnée par Aronszajn [2], [2 bis].
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comme l'espace des distributions u tempérées [21] dont la
transformée de Fourier û vérifie

(1.2) (l+l^ûeL^R");

alors, dans le cas û = R", (1. 1) doit redonner la définition
précédente avec s == (1 — 0)m.

La justification est fournie par la

PROPOSITION 1. 1. — Uouvert Q étant borné de frontière F
indéfiniment différentiable^ W1""0)^^) coïncide avec l'espace des
restrictions à Q des éléments de HC1"9)"^") [défini par (1. 2)
avec s=(l—9) m].

Démonstration. — 1) Dans le cas Q = R" on vérifie la
coïncidence de la définition (1. 1) avec (1. 2), s == (1 — 0)m,
en remontant à la définition de F1"^9. (Cf. [16], Proposition
9.1).

2) Soit r l'opérateur (restriction) qui à une distribution u
sur R" fait correspondre sa restriction ru à Q. Alors r est un
opérateur linéaire continu de H^R") dans H°(Q) et de H^R")
dans ?"(0) donc d'après le théorème d'interpolation (avec
M = r), d'après 1), et d'après la définition 1. 1, r est un opéra-
teur linéaire continu de I-K1-9)^11) dans HC1-6)"1^). Donc
HC1"6)"1^) çg^ toujours (i.e. quel que soit Q) contenu dans
l'espace des restrictions à Q des éléments de H^^^R"),

3) Montrons maintenant l'inclusion inverse. Sous les hypo-
thèses de la Proposition, il existe [3 ter] un opérateur linéaire
P (prolongement) continu de ?(0) dans H^R"), q entier e [0, m],
tel que Pu = u p.p. sur Q pour ueH^Q). Appliquant le
théorème d'interpolation à M == P, on voit que P est un opé-
rateur linéaire continu de HC1-6)^) dans W1-0)7^) d'où
l'inclusion inverse.

Remarque 1. 1. — La démonstration précédente montre
que la Proposition 1. 1 est vraie si Q a la propriété de m-pro-
longement, i. e. : il existe un opérateur P ayant la propriété
utilisée dans 3). Le résultat de la Proposition 1. 1 est inexact
sans aucune hypothèse sur Q : soit en effet Q un ouvert de R",
borné, tel que l'injection de H^Q) dans H°(Q) soit compacte,
l'injection de ?(0) dans H°(Q) n'étant pas compacte (de tels
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ouverts existent; Gagliardo, non publié). Or, de façon générale
si l'injection de F dans E est compacte, il en est de même de
l'injection de F^E0 dans E, pour 9 < 1. Donc l'injection de
(H^Q))1^^))^ dans HO(Q) est compacte, de sorte que cet
espace est strictement contenu dans H1 (û).

On a donc, sous les hypothèses de la Proposition 1. 1,
défini ?(0) pour s réel > 0. On définit ensuite H^(Q) comme
l'adhérence dans ?(0) de ®(Q), et enfin H-^Q) = (HS(Q))'
dual fort de HS(Q).

On montre alors la propriété générale que voici :

^ 3 ^(HW-WQ))^ = ly-^Q), pour a et ?
( réels quelconques (;> 0 ou <^ 0).

Même chose pour H^(F), s réel quelconque. Ceci permet
d'énoncer le résultat suivant, fondamental pour la suite
(ce résultat a été trouvé par un grand nombre d'auteurs (2);
c'est un cas particulier d'un résultat de [23], lui-même cas
particulier de [13]). Avant d'énoncer le résultat, rappelons
encore que 3)(Q) (espace des fonctions indéfiniment différen-
tiables dans Q = Q u F) est dense dans H^Q). Alors

PROPOSITION 1. 2 .—Soi t m entier >0. Pour ue3)(H),

posons ^ju = —-^ u (dérivée normale sur F d'ordre /, n désignant

le vecteur unitaire normal à F et dirigé vers l'intérieur), et
yu== |Yo^--. ,Tm-i^. _

^application u —> yu définie sur 3)(Q) se prolonge par
continuité en une application linéaire continue, encore notée

j=m—l

u->yu, de ?"(0) dans U H^-^r). En outre
j=o

(i) Inapplication u—>^u est surjective9,
(il) le noyau de y est H^(Q) (3).

(2) Cf. [2 bis], [3 quarto], [11], [19 bis].
(3) Par interpolation on en déduit que f est une application linéaire continue de

m— 1

H*(û) dans ([ H*—-/—1/2^), pour s ̂ >w. Cette démonstration est correcte si l'on
J=0

démontre le théorème d'interpolation à l'aide des méthodes de fonctions de variable
complexe; c'est illusoire si l'on utilise la démonstration de [15 bis] qui repose sur un
théorème de traces plus général.
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Introduisons maintenant les opérateurs différentiels que
nous utiliserons dans la suite. Pour M, v e H^Q) on pose

(1. 4) a(u, ^)= S f^{x)WuD^dx,
IPl.H^m1^

où l'on suppose que dpq est indéfiniment différentiable dans H
(là aussi on pourrait raffiner !). On définit ainsi une forme
sesquilinéaire continue sur ?"(0). Comme dans [16] nous
supposerons que

(1. 5) a(u, u)| > c||u[|H^), c > 0 , u e Ho^Q) (4)

La forme a(u, ^) définit l'opérateur différentiel

(1. 6) A = A(^ ô ^ = S (— 1)1 (̂0 )̂ D^).
V oa;/ IPl.lîKw

La forme adjointe a*(u, ^) est définie par

(1. 7) a*(u, ^ = a{^ u),

l'opérateur A* correspondant étant

(1. 8) A* = A^, ̂ -\= S (- i)'^^).
\ ô^/ IPl.l^Km

Nous utiliserons les formules de Green que voici : de façon
générale, on pose :

^ g}=fjWg^)dx.
Alors, pour u, v e ®(Q),

(1. 9) (Au, ̂  = a(u, (.) + ~| 'Ji.S.u^da,

(1. 10) (A*u, P) = a*(u, P) +'"5; 'fr^u^d^
J=0

où les Sj et Ty sont des opérateurs différentiels d'ordre 2m—j_ 1,
à coefficients indéfiniment différentiables (et d<j désignant
l'élément d'aire sur F). Plus précisément ([3], [20 bis]) :

fc==2m—y
(1.11) S,=^_,_,+ ^ S^_,_»,

(4) Pour d'autres hypothèses, cf. plus bas, la Remarque 10. 5.



PROBLEMES AUX LIMITES NON HOMOGÈNES 145

où bj et ifbj sont dans 3)(r), les S^ étant des opérateurs
tangentiels à F [15], d'ordre <;/c—1.

Même résultat pour Ty(5).
On peut maintenant énoncer le (cf. aussi [20 bis]) :

LEMME 1. 1. — Soit y== | îo , ..., î.-^, avec 9^6 H^ F),
^ ^==^0, . . . , ^m-iL û^c ^eH2"1-'-172^). ^ ^15^ alors
w = w(9, ^) e H^R"), ^ çue

(1.12) ï /v=^ 7 = 0 , .., m-1,
(1.13) S^=ç,, / = 0 , .., m-1,

Inapplication |ç, ̂  ew ^an^ continue de
m—l m—l

1] H^^^r) x n H^^-^^r) da^ H^R").
y=o y=o

Résultat analogue en remplaçant Sj par Tj.

Démonstration. — 1) Supposons que w vérifie (1. 12), et
prenons (1. 13) avec / = m — 1; utilisant (1. 11), cette
équation s'écrit

fcm-lïmW==y^_i—— S SS.-lïm+1-fcW;
fc>2

comme Ym.l-fcW=^,^_fceHm- l" f c- l / 2(^) , et comme SS,_i est
tangentiel, d'ordre </c—l, S^Y^.fcWeIP1-1^), donc
Péquation (1. 13), pour / = = = m — 1 , équivaut à

ïmW = ̂ , ̂  donné dans H7"-17^?)

(car l/&^_i est dans ®(F)). On vérifie alors facilement par
récurrence que (1. 12) (1. 13) équivaut à (1. 12) et

(1. 14) ^w = ̂ ^e H^-C-^-^D./^O, . . . , m—1.

2) Posant 2m = pi, on est donc ramené à la construction de
w dans H^R") avec

(1. 15) y^ = f, e H^-^(F), / = 0,1, . . . , pL - 1,

w dépendant continûment de fj (la parité de (A n'intervient

(5) On montre que (1. 5) entraîne Fellipticité de j^(x, -ô-^ dans û (et même la
/ ô \ v 'forte ellipticité de exp (i9) A (a;, — ) pour 6 convenable) de sorte que les systèmes
\ ^1

\ f, Sj j et j y, Tj j sont normaux et des systèmes de Dirichlet, au sens de [3].
10
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pas dans ce qui suit !). On utilise la Proposition 1. 2 : w —> yw

est un isomorphisme de H^(Q)/Hr(Q) sur ]J H^-172^) ;
mais j == °

H^(Q) = Ho^(Q)e^(Q),
avec

ueS^Û) si et seulement si S (—l^'D^i^O.
c . A 1 P I < I A
boit donc
(i.i6) u=r-m /•= ^o, . . . , / ,_^;

si P est un opérateur linéaire continu de H^(Q) dans H^R")
tel que Pu == u p.p. sur Q (cf. Proposition 1. 1,3)), on peut
prendre w = Pu; les équations (1. 15) sont alors vérifiées.

Remarque 1. 2. — On peut opérer un peu différemment dans
le choix (1. 16) de u. Dans le cas où Q = ̂  > O j , la démons-
tration de la Proposition 1. 2 fournit explicitement un élément
u de H^(Q) dépendant linéairement et continûment de /, avec
YU == /*. Par des cartes locales, on en déduit une construction
de u, différente de (1. 16). Cette remarque est utile au N° 3.

2. OPÉRATEUR y SUR 561(Q).

DÉFINITION 2. 1. — On désigne par 96^(96) (resp. DI(Q),
resp. Z1(Q)) l'espace des éléments u de H°(Q) tels que

Au e H-^û) (resp. Au e H°(Q), resp. Au == 0).
Pour u, ^ e 3^(0), on pose

(u? ^)Wû) == (^ ^) + (A^ A^H-^Q);

pour u, ^eDl(Q), on pose
(^? ^D^Q) = (^, ^) + (AU, AÇ/) ;

munis de ces produits scalaires les espaces 361(Q) et D1(Q)
sont des espaces de Hilbert.

Notons que Z1(Q) est un sous-espace vectoriel fermé de
H°(Q).

LEMME 2. 1. — Sous Vhypothèse (1. 5) Vespace 3ël(Q) est
somme directe topologique de et H^(Q) et de Z^(Q) :

(2.1) ^l(Q) = Ho^Q) 0 ZKQ).
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Démonstration. — En effet sous l'hypothèse (1. 5), A est
un isomorphisme de H?(Q) sur H^Q) (cf. [22]). Pour u
donné dans ?61(Q) soit alors UQ la solution dans H^(Q) de
Auo = Au; la décomposition u = UQ + (u — Uo) fournit le
résultat.

LEMME 2. 2. — L'espace 3)(Ii) est rfense dans 3i@l(Q).

Démonstration. — En vertu du Lemme 2. 1, et 3)(Q) étant
dense dans H^(Q), il suffit de montrer que 2)(Q) est dense dans
Z°A(Q). Or d'après [9], 2)(Q) est dense dans D1(Q) d'où le
résultat (6).

On va maintenant démontrer le

THÉORÈME 2. 1. — On suppose que Q est un ouvert borné de
frontière F indéfiniment différentiable, d'un même coté de F.
On suppose que (1. 5) a lieu. Dans ces conditions, l'application
u->yu== lyo^ ••• ) ïm-i1^? définie dans 3)(Q), se prolonge
par continuité en une application linéaire continue, encore notée

u->^u, de 3^1(0) dans J f[ H-^-^r).
J'=Q

Démonstration.—1) Soit ç = |yo? • • • ? îm-i j donné dans
m—l

II H^^r). Considérons (cf. Lemme 1. 1) ^(y), élément de
7=0

H'^R"), avec
(2.2) ï^(î)==0, T^(9)=y^, / = 0,..., m — 1,

^(y) dépendant continûment de y.

(6) Dans le cas actuel la démonstration du résultat de [9] est spécialement simple.
Considérons A comme opérateur non borné dans H°(Q) == L^Q), de domaine D^(û)
et soit Ag la fermeture de A (a;, — ) défini sur 3)(û). Il faut montrer que Ag = A;

\ ^x!
comme évidemment AgcA, il suffit de montrer l'inclusion inverse, i.e. en passant aux
adjoints : A^ c A*. Soit donc u dans le domaine de A§ ; si A§M = /, on a (u, A<p) == (/, 9)
pour tout flpe3)(û), d'où (*) Jlo*u ==/ (cf. page 148 pour Jïo et pour / et u) ; on
peut toujours s'arranger pour que .A)* soit elliptique, au voisinage de Q, donc (*)
entraîne que MeH^IR"), et comme u est à support dans û, MeH^O) (appliquer
la Proposition 1. 2). Comme on voit facilement que H^^û) est contenu dans le
domaine de A* (en fait c'est exactement ce domaine), on obtient l'inclusion
désirée.
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Soit par ailleurs A = Jt/a;, -ô-^ défini par
\ îa;/

(2. 3) ^ = S (— l)IPID/•(Ap,(a;)Dî),
|p|,|î|<m

où les fonctions Jfcp, sont indéfiniment différentiables dans R",
bornées ainsi que chacune de leurs dérivées, avec ̂ p, = cty, sur û!
On dit que Jfc est un prolongement indéfiniment différentiable
de A. Soit de même A* un prolongement indéfiniment diffé-
rentiable de A*. Les opérateurs A) et A* ne sont plus néces-
sairement elliptiques dans tout l'espace, et .A»* n'est pas
nécessairement l'adjoint formel de A.

Encore deux notations : si f est dans H°(Q), f désigne le
prolongement de f à R» par 0 hors de û; si T est une distri-
bution dans R", TQ désigne sa restriction à û.

Tout ceci posé, et u étant donné dans 3ël(û), définissons Xy par

(2.4) Xy==(A,û, p(9)>—<Au, p(9)û);
l'expression (2. 4) a un sens, d'après les remarques suivantes :

1) Comme û est dans H^R»), et grâce aux hypothèses faites
sur les Jkpy, Jb étant un opérateur linéaire continu de H^R»)
dans H'-a^R») le premier crochet dans (2. 4) désigne la dualité
entre H-^R'') et H^R");

2) comme y/^) = Opour/= 0, ..., w—1, etd'aprèsia Propo-
sition 1. 2, (u), p(ç)û est dans H?'(û), de sorte que le deuxième
crochet dans (2. 4) désigne la dualité entre H-'"(Q) et H;"(û).

Naturellement ?(y) n'est pas unique dans EP^R") à vérifier
(2. 2) ; mais Xç est indépendant du choix de ?(y) ; soit en effet
v et ^ deux choix, vérifiant tous deux les relations (2. 2) ;
alors (P—Pi)û est dans H^(Q), de sorte que
<Au, (P—Pi)û> = (u, A*(p—pi)a) _____ ___

= <M, J(^(p——^)) = ̂ u, P——Pi),

donc X!p = X!p1, d'où notre assertion. On écrira : Xip = Xç.
Comme on a choisi (^(9) dépendant continûment de 9, on

vérifie facilement que la forme semi-linéaire <s->X est
j=m-l ' T

continue sur ]J H^^r), donc de la forme
J=o

(2. 5) Xy = J~'^~ ' <^u, 9 ,̂ ^u s H-̂ r),
J=Q
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les applications u->0yu étant continues de 36^(Q) dans
H-^i/2(r).

2) Pour achever la démonstration du Théorème il reste
seulement (compte tenu du Lemme 2. 2) à vérifier que, pour
u dans ®(Q), (T/U == y^-u.

Prenons 9^ dans 3)(F). On peut alors choisir ^(9) dans ^(R/1);
posant ^(9)0 == ^, il vient

X, = (u, A^) - (Au, ^),

où comme d'ordinaire, (/*, g) désigne le produit scalaire dans
H°(Q). Utilisant les formules de Green (1. 9) et (1. 10), on
obtient, puisque y^ == 0, j' = 0, ..., m — 1 ;

Xy==S(y,U, 9,),

donc (yyu, fy)==(^, ^) pour tout 9^ dans 3)(r),
donc T^U == Yy u ce qui achève la démonstration du théorème.

3. — ^OPÉRATEUR y? SUR ?êl(Q).

On introduit une famille Fp de variétés de dimension n — 1,
contenues dans Q, 0 ̂  p ̂  po <; 1, ces variétés tendant
vers F lorsque p -> 0. De façon précise nous ferons l'hypothèse
suivante (7) :

II existe une famille finie d'ouverts 0^ ..., Oy, dans
R", tels que Fp, F c \\0^ ; pour chaque 0^ on suppose
qu'il existe un isomorphisme g; de 0i sur

[ Q = [- 1, + 1]",

^ (S == |^i? • • • • , Sn j est 1e point générique de Q),
(3. 1) tel que

1 ^ rnO,)=Qn^=OL
^(r ,nOO===Qn|^=p; : ;

on suppose que les composantes de g; et g7"1 sont
2m fois continûment différentiables dans 0» et Q.
On fait l'hypothèse habituelle de compatibilités
gi et gj coïncident sur 0^ n 0,.

(7) On suppose dans ce n° que F est seulement 2m fois continûment différentiable.
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On posera g,(x) = | g^x), ..., g^)}.

A l'aide du système {0,, g,} on définit un isomorphisme Oo
de Fo sur F par

(3. 2) ^x=gr\g^x), ..., g^_^), 0) pour x^ F? n 0.
(donc g (̂o;) = p).

Grâce à (3. 1), on a

9p et 6p'1 sont 2m fois continûment différentiables
(3. 3) ^e ^° sur ^ (et ^ sur fp)? ï611118 dérivées d'ordre

^ 2m étant bornées par des constantes indépen-
dantes de p.

Soit Qp l'ouvert contenu dans Q de frontières Fo (8). Pour u
dans 3ël(Q), on sait (Friedrichs; cf. [18]) que u est localement
dans H"1, donc

ueH^);

on peut par conséquent définir

T/. p^ = .7 u, (np normale intérieure à Fp)

élément de îl^-^^o) en vertu de la Proposition 1. 2 (9).
Désignons par â)27^^) l'espace des fonctions 2m fois conti-

nûment différentiables sur r?. On a le

LEMME 3. 1. — Pour ç dans 3)^(1^) on d!e/mK 9^ par
(3. 4) e^y^) = y(9ir1^));

afor5 6^9 ^( dans ©^(F) e^ l'application y->0^y 5e prolonge par
continuité en une application linéaire continue u->^u de H^Pp)
dans H^r"), pour 0 < a < 2w; 9^ e5< un isomorphisme, dont
l'inverse est le prolongement de (O^)-1 défini par

(3. 5) W)-W = ̂ ).
£n outre, (Ï(E; F) désignant l'espace des applications liné-

aires continues de E dans F) :

(3- 6) ll°^kH<rp;H<<r))< ̂ ,
(3- 7) ll(9^~'llkH«(^);H<<^ç))< c^

les Ci étant des constantes indépendantes de p.
(8) Tout ceci vaut lorsque F est composé de plusieurs variétés distinctes.
(9) Qui est valable si F est seulement m fois continûment différentiable.
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Démonstration. — 1) II suffit de montrer le résultat pour
a = 0 et a = 2m, le cas 0 < a < 2m s'en déduisant ensuite
par interpolation.

2) Pour a = 2m, on note, en utilisant des cartes locales et
(3. 3), que

MH^D< c, llyl^iy, pour 9 e ̂ (Fo),
GI étant indépendante de p. L'inégalité analogue étant valable
pour (O^)"1, et ces inégalités étant immédiates dans le cas
a = 0, on en déduit le Lemme.

Grâce au Lemme précédent, on peut introduire, pour
Ue^(Q),

(3.8) Ïy.p^= .̂pu;
posons

(3.9) ^u= iTo.^n^^-^Ym-i.p^;
alors

(3. 10) y, e ïf^(Q) ; U H^-^rA
\ y=o /

On va maintenant démontrer le

THÉORÈME 3. 1. — L'hypothèse (3. 1) ayant lieu ainsi que

(1. 5), quel que soit u dans 3^(0), y.u-^yu dans ]J H-7-172 (F)
lorsque p->0. J'=°

Démonstration. — 1) On va d'abord démontrer que ̂  demeure
/ m—l k \

dans un ensemble borné de l'espace ^l3ël(Q); JJ H-^-^r) ),
lorsque 0 < p < po. Posant v • /==0 /

a,{u, ^) = S ^Q ^(^D^D^da;,
p,<7 - -z?

on a
y — y = m — i ^ _

(3. 11) IQ Au^^ = ap(u, v) + ^ | S^uy^c((T,
*" - y = o l/ v

les fonctions u et v étant, par exemple, 2m fois continûment
différentiables dans Qp, les Sj ̂  ayant des propriétés analogues
aux Sj introduits au N° 1. On introduit de même Ty^.
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Notons maintenant ceci : soit

?=t?o,....î.-.^'nH^2^);
on peut choisir Pc(ip) s H^R") avec

(3.12) ^p(9)=0, T,^(9)=y,, ,=0, . . . , m-l,

de façon que

(3.13) ll^(î)l|H^Kn)<C,i||9|||p,

où

II?
En effet, d'après la démonstration du Lemme 1. 1, on se

ramène à construire ^p e H^(R") avec y/y? == /y, / == 0, . . .,
a—1, pour fj donnée dans H^^'^^rp), la norme de l'ap-
plication 1 /y j -^^p étant bornée par une constante indé-
pendante de p. Pour cela on utilise la Remarque 1.2; à l'aide
de cartes locales (qui dépendent de p, mais où les dérivées
qui interviennent sont majorées par des constantes indépen-
dantes de p), on se ramène au cas du demi-espace et le résultat
suit.

Ceci étant posé, on peut écrire diaprés (2. 5) (et en posant
^ == ^o)

7==m-l

(3. 14) (A,^, ^(9)) — <A^, ^(9)a> = 5 {W. ?/>;
y==o

le premier crochet dans (3. 14) désigne la dualité entre ^["^(R^)
et H^R71) ; comme ù^ demeure dans un ensemble borné de
H^R") Aûo demeure dans un ensemble borné de H"2"^");
d'après (3. 13) ce premier crochet est donc majoré par ^ [ I j ç l l j o ,
c, indépendante de p ; le deuxième crochet dans (3. 14) désigne
la dualité entre H-^Qp) (et la norme Au? dans H'^Qp)
est bornée par une constante indépendante de p, puisque
AueH-^Q)) et H^(Qp); d'après (3. 13), ce deuxième crochet
est majoré par ^ I H ^ H I o , c; étant une constante indépendante
de p. On déduit donc de (3. 14) que

'• 15) SI!T/,c^|TH-j->^(i\)<C6, pour 0<p<po .(3
./' '
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Mais Ty,o==^ï^

d'où notre assertion en vertu de (3. 6).
2) Le Théorème est alors conséquence de 1) et de la remarque

suivante (jointe à la densité de 3)(û) dans 5ê^(Q)) :

si u e ®(Q), ^j,^-->^jU dans l'espace des fonctions
2m fois continûment différentiables dans F
(pour la topologie de la convergence uniforme
des fonctions et de chacune de leurs dérivées).

(3. 16)

4. — OPÉRATEUR S SUR DI(Q).

Pour u e 2)(Û), on pose

(4.1) Su==|SoM, S,u, . . . , S^uj,

où les Sy sont définis comme dans (1. 8).

THÉORÈME 4. 1. — Sous les hypothèses du théorème 2. 1,
l'application u -> Su définie dans 2)(Q) se prolonge par
continuité en une application linéaire continue, encore notée

u->Su, de D1(Q) dans "^îî-^-^11^).

Démonstration. — Le principe de la démonstration est
analogue à celui de la démonstration du théorème 2. 1.
Soit ^= ^o,..., ^n-iL avec ^,e H^'-^r). Considérons
(cf. Lemme 1. 1) w(^) e H^R") avec

(4. 2) y^(^) - ̂ ,, T,̂ ) =0, / == 0, . . , m - 1,

et w(40 dépendant continûment de ^.
Pour u dans DI(Q) on pose

(4. 3) Y^; == (Au, ï^)> - (Au, )̂û>,

le premier crochet désignant la dualité entre H'^R/1) et
H^R^, et le deuxième le produit scalaire dans H°(Q).

Vérifions maintenant que Yî est indépendant du choix de
q^) = w avec (4. 2) ; soient en effet w et w^ deux éléments dç
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H^R") vérifiant (4. 2); alors (w—Wi)^ est dans H^(Q), donc

(JkÛ, W —W^) == <Û, (A)*(W —— Wi)> == <M, A*(W —— ^JQ>

==<Au, ^—^)û)(10),
d'où Y^ == Y;p, et notre assertion. On écrit désormais Y^; == Y<i.

La forme semi-linéaire ^ -> Yj, est continue sur

n H^-^r)
^•=0

donc

Y^ == ̂  <T,U, ^>, T,U e H^-^^r),
y=o

l'application u->^u étant continue de D1(Q) dans H-<2m-/~l/2)(^).
Comme 3)(Q) est dense dans D^(Q), il reste seulement à

démontrer que, pour u dans 3)(Q), TyU == SyU, ce qui se voit par
utilisation des formules de Green.

Remarque 4. 1. — . — On reprend ici, en la précisant, une
remarque de [15].

Désignons par DÏ(Q) l'espace des u e H^Q), tels que
AueH°(Q). Muni du produit scalaire

{u, ^)DKQ) = (^ ^H-CQ) + (Au, AP),
c'est un espace de Hilbert.

Pour 9= J9o, ...Çm-i^n'H^-^r), soit ^(9) e ?(0),
j=0

avec Yj^(ç) == ç^, / == 0, ..., m — 1, et (^(ç) dépendant conti-
nûment de <p. Pour M donné dans DÏ(Q), posons

Zy=(Au,^(9))—a(u,^(ç));
on vérifie que Zy est indépendant du choix de (^(9) == v (car
si ^ et (^i sont deux choix possibles alors v—^ e H^(û)).

On écrira Zy == Z<p. On note que la forme y -> Zy est
m—l

continue sur ]J ^^"^'(r), donc
j=0

(Au, ^(9))-a(u, ^))=Ï<v,u,9,>, v,u e H——^^r).
j=0

(10) (A))*, adjoint de A», ne coïncide pas nécessairement avec A)*; on peut aussi
choisir Jo* = (Jl)*.
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Pour u dans 3)(îî), on vérifie que v;u == SjU. Sous réserve
de la vérification du

LEMME 4. 1. — Sous les hypothèses du théorème 2. 1, V espace
3)(Q) est dense dans DÎ(Q),

on a alors le

THÉORÈME 4. 2. — Sous les hypothèses du théorème 2. 1,
Inapplication u —> Su définie dans 3)(Q) 5e prolonge par conti-
nuité en une application linéaire continue {encore notée u -> Su)

de Dï(Q) dans H H-^-^r).
j=0

Démonstration du Lemme 4. 1. — Soit u dans DÏ(Q) ;
comme A est un isomorphisme de H^(Q) sur H'^Q), il existe
w unique dans H^(Q) avec Kw = Au; alors w est dans DÎ(Q)
et |H|Dyû)^Ci||Au||Ho(Q); soit v = u — w\ on a : y^ = yu,
A(/ = 0 et comme ^—> ^A(^, y^j est un isomorphisme de
H^Q) sur

H-^Q) X^lHm~^l/2(^), on a |H|H'»(û)<^mSlllï l̂|H^-<W).
^•==0 7=0

Considérons alors 9^ e ®(Q), ^.^^(l')? avec Tn—^Au dans
H°(Q) et ^n.y->Y^ dans H^-^^F). Soit ^ (resp. ^)
solution de Aw^=y^ avec w^ e H?(Q) (resp. A^==0, ̂ fn= 4'/.")-
D'après les majorations précédentes, w^—>w et ^n^^ dans
D?(Q) donc ^+^->^dans DÏ(Q). Mais d'après la régu-
larité de la solution du problème de Dirichlet [18 bis], w^
et (\ sont dans 3)(Q), d'où le lemme.

COROLLAIRE 4. 1. — Sous les hypothèses du théorème 4. 2,
si u est dans DÏ(Q) et v dans ?(0), on a:

m—l

(Au, ̂ ) —a(u, ̂ ) == S (S/u, 7^>,
S,U e H-C^-1^?), ^ e H—^-^^r).

Remarque 4. 2. — De (1. 9) et (1. 10) on déduit, pour u, v
dans 3)(Q):

(4. 4) (u, A*p) - (Au, ̂  = "î <W T7) -mil <S,u, ^>.
y=o j=o
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Cette formule est valable, entre autres, dans les conditions
suivantes :

THÉORÈME 4.3.—Hypothèses du théorème 2. 1. Si Vune
des hypothèses suivantes a lieu:

(i) ue3ël(Q), ^eH^nHo^Q);
(ii) ueDKQ), ^eH^Û);

alors (4. 4) est vraie. Dans le cas (i) la formule s'écrit:

(4. 5) (u, A^) -(Au, ï.> =Ï(w T».
y=o

Démonstration. — II suffit de vérifier que les diverses
expressions écrites ont un sens. Le résultat suit par prolon-
gement par continuité. Dans le cas (i), (Au, ~v) désigne la
dualité entre H-^Q) et H?(Q). Puis y^u est dans H-^^^F)
(Théorème 2. 1) et T^ e îV^112^) de sorte que (y^u, Ty^) a
un sens.

Dans le cas (u), (y^u, T^) a la même signification, et
S^eH-C2^--172)^ (Théorème 4. 1) et ^ e H^^-^^r),
de sorte que (SyU, y^) a un sens, d'où le théorème.

5. — OPÉRATEUR Sp SUR D^(û).

On se place dans le cadre du n° 3.
Soit u donné dans Dl(û); alors d'après le théorème de

régularité locale de Friedrichs, u est dans H^Qc), p > 0.
Par conséquent, (et avec les notations du n° 3) :

(5.1) S^UpeH^F).

On introduit ensuite

(5. 2) Sy^ pu == 6^S^ c^c ;

on définit ainsi un opérateur linéaire continu de D°L(Q) dans
H^F). Si l'on pose

(°* °) bp == ^ bo, p, b^ F, ..., b^_^^,
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alors

(5. 4) Spea(Dl(Q);^ lH^ l /2(^)\
\ y=o /

THÉORÈME 5. 1. — Hypothèses du théorème 3. 1. Alors,
m— 1

pour u dans D^Q), SaU-^Sudans n H-(2m-/-l/2)(^)for^uep-^0.
J-O

La démonstration, parallèle à celle du théorème 3. 1, n'est
pas détaillée ici.

6. — RAPPELS SUR LES PROBLÈMES DE VISIK-SOBOLEV

Pour ce n° on pourra également consulter [26], [14], [il], [18].
De façon générale soit V un sous-espace vectoriel fermé de

?"(0) avec

(6. 1) HoWcVcH^Q).

On supposera que

(6. 2) [a(^, v}\ ;> clHlH^Q), c >0, pour tout v e V.

On désigne par N(V) (resp. N^V)) l'espace des u e = V tels
que Au e H°(Q), (resp. A^u e H°(Q)), avec

(6. 3) (Au, v) = a(u, v) pour tout v e V.

(resp.

(6. 4) (A*u, v) = a*(u, v) pour tout ç^eV) .

Muni du produit scalaire

(U, ^)N(V)== (U, ^)Hm(Q)+ (AU, A^)

(resp. (u, ^)N*(V) == (1^5 ^H^Q) + (A*u, A*^)), c'est un espace
de Hilbert.

Sous l'hypothèse (6. 2), A (resp. A*) est un isomorphisme
de N(V) (resp. N*(V)) sur H°(Q) (cf. par ex. [Il], [18]).

Par transposition on en déduit ceci :
sous V hypothèse (6. 2), si v —> L(^) est une forme semi linéaire
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continue sur N*(V), il existe un élément u de H°(Q) et un seul
tel que

(6. 5) (u, A*^) = L(^) pour to^ v e N*(V),
Inapplication L -> u e^an( continue, au sens suivant:

|H|no(û) < c,!||L|||, oà |!|L||[ = sup. |L(P)|/|H|.<V) (u).

7. — APPLICATION AU PROBLÈME DE DIRICHLET

On va appliquer les remarques du n° 6 avec V == H^Q),
et sous les hypothèses du théorème 2.1. Alors

N(V) == N*(V) == H?(Q) n H27"^).
En effet d'après [18 bis], on sait que dans ces conditions

N*(V) c H^Q) (et également N(V) c H^û))
inclusion algébrique et topologique.

Soit alors f donné dans H'^Q) et gj dans H-^^^r), pour
j == 0, . . ., m — 1. Pour v e N*(V), posons

j == m — 1 ___
(7.1) L(P)=<^>+ 2 <^T,P>;

J=0

ceci a un sens : le premier crochet désigne la dualité entre
H-^Q) et H?(Q) (car V = H?(Q) et donc N*(V) c H?(M));
comm^ N*(V) c H277^) !> est dans H^+^^F), de sorte que
<gp W désigne la dualité entre H-^+^r) et H^^F).
Par conséquent (7. 1) définit une forme semi-linéaire continue
sur N*(V).

Par conséquent, d'après (6. 5), il existe un élément ude H°(Q)
unique, vérifiant

/ j == m — 1 ___
(u, A*P) = (f, ̂  + S <&» T,p>,

[ ' • 2'} \ y=o
( pour tout v s H21»^) n H?(Q).

On en déduit (en prenant v dans 3)(û)) :
(7. 3) Au = /•,

donc u e 3Sêl(Q).
(n) Sous des hypothèses convenables, on peut transformer (6. 5) en une équation

où n'interviennent que des distributions sur R" (cf. [Il], [14], [18]). Mais ceci n'est
pas indispensable pour la suite.
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L'équation (7. 2) peut maintenant s'écrire :

(^^^-(A^^^'T^^T».
J==0

D'après (4. 5) on en déduit :

(7.4) ï^==g/, /=0, ..., m—l

et l'on peut énoncer le

THÉORÈME 7. 1. — Sous les hypothèses du théorème 2. 1,
il existe u dans 3êl(Q) unique, vérifiant (7. 3) et (7. 4).

Ou encore :
L'opérateur |A, y ^ est un isomorphisme de ^(Q) sur l'espace

H-^Q) x TilH-y+^r)^2).
y=o

D'après le théorème 3. 1 les conditions aux limites (7. 4)
ont lieu au sens suivant (sous les hypothèses du théorème 3. 1) :

(7.5) y,.pu->g, dans H-^+^r) lorsque p^O.

Le problème (7. 3) (7. 4) est un problème de Dirichlet non
homogène.

Remarque 7. i. — II résulte du théorème 7. 1 que l'on
peut apporter le complément suivant au théorème 2. 1 :

m—l

l'application y de 3ël(û) dans IJ H-^+^Q) est surjective.
7=0 m—t

Ceci montre que dans le théorème 2.1 l'espace JJ H'y"1"172)^)
est le -meilleur {i.e. le plus petit) possible. •/=0

Notons encore que le noyau de y dans 3ël(Q) est H?(Q).
En effet soit u dans ^(Q) avec yu = 0. Soit u* la solution
dans Ho"(Q) de Au* = Au. Alors u — u* est dans 3ël(Q),
et vérifie A(u — u*) = 0 et y(u — u*) == 0, donc d'après le
théorème 7. 1, u — u* == 0, d'où le résultat.

Remarque 7. 2. — Soit u une distribution sur Q vérifiant

(7.6) AueH-^û),
(7. 7) y^ ^u est borné dans H'f-'+^^r) lorsque p->0, pour

/ = 0 , . . . , m — l .

(12) On peut vérifier directement que u vérifiant (7. 3) et (7. 4) dépend continûment
de / et gj, ou bien appliquer le théorème de Banach sur les isomorphismes.
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(Cette condition a un sens, car d'après le théorème de régu-
larité locale, la seule condition (7. 6) implique que u e H^Qp)
pour tout p > 0.)

On va montrer que (7. 7) et (7. 7) entraînent (sous les hypo-
thèses des théorèmes 2. 1 et 3. 1) que

(7. 8) u e H°(Q) ((et donc u e 3êl(Q)).

En effet (7. 7) entraîne :
y^pUp = fj,ç est borné en norme dans H^04"172^?) par une

constante indépendante de p.
Par conséquent u? (restriction de u à ûp) est la solution du

problème de Dirichlet (au sens du théorème 7. 1) :

Au? == (Au)Q^, y^pUp = ̂ p.

On en déduit :

IKcllno(a) < ̂ (IIA-^IHO(Û) + Sllfy.FllH^-i/^r^) < c,.
où 6*1 est indépendante de p. Pour cela, il suffit de vérifier que
q est indépendante de p. Or tout reposant sur le théorème de
régularité de Nirenberg (N*(V) c EP^Û)) et la transposition,
il suffit de vérifier ceci :

soit f c= H°(Qp) et v la solution dans Ho"(Qp) de Ap == f. Alors,
P est dans H^Qp) et

IHlH^û,) < ̂ ll/lka),
€3 étant indépendante de p; ceci résulte de la démonstration
du théorème de Nirenberg et des hypothèses du théorème 3. 1.

Comme |H]H<ûç) est borné et fonction croissante de p, u est
dans H°(Q), d'où notre assertion.

Remarque 7. 3. — Pour arriver au théorème 7. 1 on a pris
la forme semi-linéaire particulière (7. 1). Étudions le cas le
plus général. On montre (cf. [14], [11], [18]) que la forme semi-
linéaire continue la plus générale sur N*(V) == H27^) n H^(Q)
est de la forme suivante :

(7. 9) L(^) = </•, p) + <g, P^>,

où /*e lï^Q) (le premier crochet désignant la dualité entre
H-^Q) et H?(Q)), et où g e HO^R"), P désignant un opérateur
linéaire continu de H^û) dans H^R") tel que Pp == v p.p.
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sur Q; alors (g, P^) désigne le produit scalaire entre H^^R")
et H^R"), et le résultat est indépendant du choix de P.

Alors, il existe u dans H°(Q) unique, avec

(7. 10) (u.A^^^^+^P"^
pour tout v e H^Q) n Ho^Q).

Interprétons le problème ainsi résolu; soit gQ la restriction
de g à Q : goe H-^Q); on déduit de (7. 10) :

(7. 11) Au=/+^ .

Considérons maintenant sur H^(Û) le produit scalaire
(A*u, A*^); grâce au fait que ||A*u|] ̂  ^IMIH^Û) pour
u e H^(Q), on définit ainsi un produit scalaire équivalent
à (u, ^)n2'»(Q)- Par conséquent il existe UQ unique dans H^(Q)
vérifiant (A*UO, A*^) == (gQ, ^) pour tout ^eH^(Q), i. e.

(7. 12) AA*Uo = go.

Alors Mo désignant le prolongement de UQ à R" par 0 hors de iî
(ûo e H^R")), on voit que

,U*ûo ^ H-^R71) et (.U*ûo)Q = ga.

Si donc l'on introduit

(7. 13) h = g — ,Wuo,

on a là une distribution de H"2"^"), à support dans Q, et
telle que AQ = 0, donc à support dans F. Or on montre [9 bis]
que toute distribution de H'^R") à support dans F peut
s'écrire :

m — 1 ___ m — i

(7. 14) </», ^>= S <&, T>) + S (g;. T^>, ^ H^(R»),
J -= 0 y == 0

OÙ

(7. 15) g, e H-^2)^), g; 6 H-f2"-^2)^).

Finalement (7. 10) est équivalent à

(7.16) (u, A^) = </•, P) + (.fkVûo, P )̂ + '~r'(&, T»,
j=<)

pour P s H2"^) n H,"'(Q).
il
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Mais
(J^Vuo, P^> = <^ûo, W*P^> (13).

le deuxième crochet désignant le produit scalaire dans HW).
Puis, UQ étant dans H^(Q), A*ûo = (A*^ et par conséquent
<.l*ûo, (A))*P^> = (A^o, A*^), et donc (7. 16) équivaut à

(7. 17) (u - A*uo, A^) == </; ^> + ̂ (^ T^>,

^ e H^û) n Ho^Q').0

Conclusion. — On est ramené à Véquation (7. 2) avec u
remplacé par u—A*MQ.

8. — APPLICATION AU PROBLÈME DE NEUMANN

On applique les remarques du n° 6 avec V == H^Q). On
fait l'hypothèse

(8. 1) |a(^ ^)| > c||^||Hm(Q), c > 0, pour tout v e ̂ (Q) (14).
^ Alors (cL [18 bis]) N*(V)c H^Q) (et N(V) c H2^^)), inclu-

sion algébrique et topologique.
Nous prenons dans (6. 5) L(P) donnée par

(8. 2) L(^) = (/•, ^ -'Ï^ ̂  v e N*(V),
7=0

où f est donnée dans H°(Q) et gj dans H-2m+•/+l/2(^).
Grâce au fait que N*(V) c H^Q) on définit ainsi une forme

semi-linéaire continue sur N*(V). Par conséquent, il existe u
unique dans H°(Q) vérifiant

(8. 3) (u, A*^) = (/t, ^—"îjl(^, Y^) pour tout p e N*(V).

On en déduit que
(8. 4) Au = f,

donc ueDl(Q). Alors (8.3) s'écrit
m— 1

(u, A^)—(Au, v}=— S <g^ T^).
7=0

(13) Cf. (10).
(14) Pour d'autres hypothèses, cf. Remarque 11. ?
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D'après (4. 4) (valable; cf. théorème 4. 3), et notant que
TjV = 0 puisque v e N*(V), on voit que

(8.5) Sju=gj, / = 0 , . . . , w—1.
On peut donc énoncer le

THÉORÈME 8. 1. — Sous les hypothèses du théorème 2. 1
et avec (8. 1), il existe u dans D^(Q) unique, avec (8. 4) et (8. 5) (l5).

Ou encore :
L'opérateur |A, S j définit un isomorphisme de DI(Q) sur

l'espace H°(Q) X ^H-C2^-172)^) (16).
Notons que, sous les hypothèses du théorème 3. 1 :

(8.6) S^-^ dans H-^-^^r), lorsque p^O,
\ / / ' f\ A{ j = U, . .., m—1.

On a des remarques analogues aux remarques 7. 1, 7. 2,
7.3; énonçons-les brièvement:

Remarque 8. 1. — L'application S de D^(Q) dans

"n H-c^-^r)
J==o

est surjective, de noyau N(?"(0)).

Remarque 8. 2. — Soit u une distribution sur Q telle que
(8.7) AueH°(Q),
(8. 8) S^u est borné dans H-C27"-^1^?)

lorsque p —> 0, / == 0, . . . , m—1.

Dans ces conditions, on a
(8.9) U€sH°(Q) (donc ueD^Q)).

Remarque 8. 3. — Si ^->L(P) est une forme semi-linéaire
continue sur N*(V), elle peut se prolonger à H27^) (d'après
le théorème de Hahn Banach) et donc

(8.10) L(.)=<g, P.),
g et Pv étant comme dans (7.10), ^eH^Q).

(15) II s'agit du problème de Neumann non homogène attaché à a(u, P).
(16) Remarque analogue à celle de la note de bas de page (12).
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Alors il existe u dans H°(û), unique, avec

(8. 11) (u, A*P) = (g, î^), pour tout ^ 6 N*(V).

Donc

(8. 12) ^ = ̂

On introduit encore UQ e H^(Q), avec AA*M() == gQ, et

(8. 13) h = g — Jb^*ûo.

On peut écrire h comme dans (7. 14), (7. 15) et (8. 11) peut
alors s'écrire (en, tenant compte du fait que T,^ == 0 pour
peN*(V)) :

(u, A*^) = (A^Ûo, P^> + ̂ i (^ Ï^>.
J=0

On est donc ramené à (8. 3) avec gj remplacé par — gj
et u par u — Au*o.

Remarque 8. 4. — II résulte de (8. 1) qu'il existe u dans H^Q)
unique, vérifiant

(8. 14) a(u, v) == U^), pour tout v e HW(Q)

où ^->iÏ(^) est une forme semi-linéaire continue sur ?(0).
Prenons

(8. 15) ^)=(f, ̂ -T1^,^),
^•=0

OÙ

(8. 16) /•eH^Q) et g.eH-^^^^r)

(de sorte que ^->Ï(^) est bien continue sur ?"(0)). On a alors
(8. 4) et (8.5), de sorte qu'en combinant avec le théorème 4. 2,
il vient

THÉORÈME 8. 2. — Sous les hypothèses du théorème 2. 1 et
avec (8. 1), l'opérateur |A, S| est un isomorphisme de DÎ(Û)

m— 1

(cf. Remarque 4. 1) sur H°(Q) X ]"[ H-'»"-'"'^).
y=o
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9. UN RÉSULTAT D'INTERPOLATION

Soient |F, E|, |Fi, E^ deux couples d'espaces hilbertiens,
comme au n° 1.

THÉORÈME 9. 1. — Soient Mp, 0 ̂  p ̂  po, M, des opérateurs
linéaires continus de E dans Ei et F dans F^, tels que, lorsque
?^0,

(9. 1) M^e --> Me dans Ei fort, pour tout e <= E,
(9. 2) M^/* -> Mf dans Fi fort, pour tout fe F.

Dayi5 ce5 conditions, pour 0 < 9 < 1,

(9.3) Mpg->Mg dans F;-^? fort, pour tout geF^E6.

Démonstration. — Soit g dans F^E0; alors, d'après [15 ter]
il existe une fonction Ug{t) = u(t), dépendant linéairement
de g, telle que

(9. 4) f^^uW + \\t^{t)\%)dt < c.llgirpi-e.^-),

où 1/2 + a = 6, avec

(9. 5) u(0) = g.

On introduit

(9. 6) ^(t) = Mp(u(()), ^ = M(u(());

alors
^(0.) = M,g, ^(0) = Mg,

et d'après [15 ter] on aura (9. 3) si

(9. 7) (a^ -> (V dans l'espace L^O, oo ; F) (18),

et

(9. 8) (Vp -> <V dans L^O, oo ; E),

(17) La fonction u définit une distribution sur ]0,oo [ (noté (0,oo) dans [16]), à valeurs
dans F [22 bis], donc dans E et u' désigne la dérivée de u en ( au sens distributions
sur ]0, oo [ à valeurs dans E (cf. aussi [16]).

(18) L2 (0, oo; X), X espace de Bannach, désigne l'espace des (classes de) fonc-
tions de carré sommable sur ]0, oo[ à valeurs dans X.
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Mais les opérateurs Mp demeurant dans des ensembles
bornés de Ï(F; Fi) et Ï(E;Ei), on a

r^)ik < ̂ W)[|F, !Kœik < ̂ IW)I]E;
par ailleurs, d'après (9. 2) et (9. 1), ^{t)->^{t) dans Fi fort,

et ^(t}->v\t) dans Ei fort. D'où (9. 7) et (9. 8) d'après le
théorème de Lebesgue.

10. — APPLICATIONS DE L'INTERPOLATION:
PROBLÈME DE DIRICHLET

Introduisons quelques nouveaux espaces.

DÉFINITION 10. 1. — On désigne par 36î(Q) l'espace des
(classes de) fonctions u e H^Q), 0 ̂  a ̂  w, telles que

AueH-^Q).
Muni du produit scalaire

(10. 1) (u, ^)^(Q) = (u, ^H^Û) + (Au, A^H-I(Û),
c'est un espace de Hilbert.

Notons que 5^î(Q) = ?(0), avec des structures hilber-
tiennes équivalentes (mais non identiques).

DÉFINITION 10. 2. — On pose

(10. 2) /^-^(Q) == (^(û))1-^^))6.

PROPOSITION 10. 1. — Sous les hypothèses de la proposi-
tion 10. 1, on a AÎ(Q) c3ëî(Q), 0<a<m, algébriquement et
topologiquement (19).

Démonstration. — Considérons l'application identité : u—>u,
qui est linéaire continue de aëî(Q) -> ?(0) et de 3^(Q) -> H°(Q) ;
alors par application du théorème d'interpolation, elle est
linéaire continue de /^"^(Q) dans

(H^Q^-WQ))9 = HM^Q)
(19) Une étude plus précise de ^î(Q) sera faite dans un des articles ultérieurs de

cette série.
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(Définition 1.1). Donc u->u est linéaire continue de /iî(Q)
dans H^Q).

On considère ensuite l'application linéaire u -> Au, continue
de 3ëS(Q) et ^(û) dans H-^Q), donc de AÎ(Q) dans H-^Q)
d'où le résultat.

Comme ^A, -^ est un isomorphisme de H^Q) = ^(Q)
w— 1

sur H-^Q) X II H^-^r), et comme, d'après le théorème 7.1,
y=o m—i

|A ,YJ est un isomorphisme de 3^(0) sur H-^Q) X II H-^-^r)
on en déduit (20) : ./:=::0

THÉORÈME 10. 1. — Sous les hypothèses du théorème 2. 1,
pour 0 <; a ̂  m, l'opérateur |A, y ^ es( un isomorphisme de

hW sur H-^Q) X H H01^-1/^^.
J=0

De même, pour u dans 3ëï(Q), Y./.pU->Y/u dans Hw-•/-l/2(^)
sous les hypothèses du théorème 3. 1 (immédiat), et pour
ue^(Q), ^pu->^u dans H- /~ l /2(^) fort, tout ceci lorsque
p->-0 (théorème 3. 1); utilisant alors le théorème 9. 1, il
vient :

THÉORÈME 10. 2. — Sous les hypothèses des théorèmes 2. 1
et 3. 1, pour u donné dans AÎ(Q), on a

(10.3) y/.pu-^u dans H^-^r) /brt, /==0,.... m—1,
lorsque p->0.

Par conséquent, pour f donné dans H-^Q) et gj donné dans
ya-y-i/2^p^ 0<:a<;m, il existe u unique dans H^Q), avec

(10. 4) Au == /;
(10. 5) y^u = g,, / = 0, ..., m — 1,

et (10. 5) s'interprétant par (10. 3).

Remarque 10. 1. — Prenons dans les théorèmes 10. 1 et
10. 2, a==w—l/2 . Alors ^eH^-^r) et la solution u est
dans H^-^û). Ceci améliore le résultat de [5] (relatif à
m = 1 ; cf. aussi [18'] où l'ouvert Q est plus général) et de [17]
{m > 1) où la solution est seulement trouvée dans H^^Q). Les
méthodes sont complètement différentes; on verra dans un

(20) Notons que si M est un isomorphisme de E sur E^ et de F sur F^, c'est égale-
ment un isomorphisme de F1-^9 sur Fj-^Eç (interpoler M et M~1).
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article ultérieur de cette série comment obtenir le théorème
10.1 par la méthode de [17] (cf. aussi Remarque 10.3 ci-après).

Il serait peut-être intéressant de compléter le théorème
10.1 en prenant le deuxième membre f dans un espace plus
grand que H'^Q) ; il faut en effet noter que dans le cas parti-
culier Q == \x,, > O j le théorème 10. 2 de [16] est meilleur
que le théorème 10. 1 actuel. (On doit dans [16] distinguer les
variables « tangentielles » de la variable « normale »).

Remarque 10. 2. — Soit u distribution sur Q vérifiant
(10.6) AueH-^Q)

et

(10. 7) y,,,u borné dans H^-^^F), /=0,..., m—1, p->0.
Dans ces conditions :
(10.8) ueH^Q).
Même démonstration qu'à la Remarque 7. 2.
Cette remarque est utile dans l'étude des espaces de Hardy

(dans le cas L2; on étudiera cela plus tard, à propos du cas
LA 1 < p < oo).

Remarque 10. 3. —Nous ne nous sommes pas intéressés aux
hypothèses minima de régularité des coefficients de A sous
lesquelles le théorème 10. 1 relatif au cas a est vrai. Dans cette
direction la méthode d'interpolation n'est pas favorable :
pour obtenir le résultat pour a e ]0, m[ il faut utiliser le résultat
pour a = 0 et a = m, donc les hypothèses relatives au cas
a = 0, plus restrictives que celles relatives au cas a == m; c'est
dans cette direction notamment que la démonstration directe
(sans interpolation) du théorème 10. 1 sera utile.

Remarque 10. 4. — On sait que |A, y| est un isomorphisme

de ?(0) sur ?-^(0) X H H^-^r) pour s entier >m—
j==0

et, par interpolation, pour s réel ̂  m. C'est la Proposition 3,
p. 87 de [19]. (Où il n'est pas fait usage de l'interpolation.)
Le Théorème 10. 1 étend, dans un certain sens, ce résultat
au cas 0 <; s < m (2l).

(21) On trouvera également dans [19] quelques indications (p. 84) sur le cas
0 << s << w, û = | a;,» > 0 j , A à coefficients constants, A = 0.
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Remarque 10. 5. — Nos résultats sont vrais sous les hypo-
thèses suivantes :

A( x, — ) == A est un opérateur différentiel à coefïl-
\^x/ __

(i) cients dans 3)(Q), d'ordre ^2m, tel que les sys-
tèmes jvy, Syj et \^fj, Tyj soient de Dirichlet;

(ii) A est un isomorphisme de H?(Q) n H27^) sur H°(Q) ;
(iii) A est un isomorphisme de H?(Q) sur H^û).
Nous avons supposé que
(10.9) |a(^,p)| > q|H|H"*(Q), Ci>0, pour tout ^eH^Q),

ce qui entraîne (i), (ii), (iii). Du point de vue « algébrique »,
si l'opérateur A est fortement elliptique, alors, d'après [8],
(10. 9) a lieu pour a(^, v) + ^IHI2? ^ > 0 assez grand.

Nous allons brièvement donner des conditions algébriques
plus générales que l'ellipticité forte, et sous lesquelles (i), (ii)
et (iii) sont encore vérifiées (en remplaçant éventuellement A
par A + À).

Supposons la dimension n > 2 (sinon il faut ajouter des
hypothèses du type « properly elliptic », cf. par ex. [20],
[20 bis]), et supposons A.(x, —) elliptique, i.e.

\ ^x/
(10.10) S ^pgW^O pour ^R", Ç^O.

ip|.|yl=w
Si (10.10) a lieu, on sait [20] que l'opérateur Ade Ho^û) n H^Q)
dans H°(Q) est surjectif si A* est biunivoque sur H?(Q) n H^Q)
et que ([1 ter], n° 12) si A est biunivoque sur H;"(Q) n H^Q),
il en est de même pour A*. Par conséquent la condition (ii)
sera réalisée pour A et A* si

(10. 11) A est biunivoque sur Ho^Q) n H^û).
Supposons maintenant que (ii) ait lieu pour A*; par trans-

position il en résulte l'existence et l'unicité de u dans H°(Q),
vérifiant

(10. 12) <u,AV> == (f, ̂ ) pour tout v e Ho^Q) n H^Q),

pour f donné dans H^Q) et u dépendant continûment de /*.
Mais (10. 10) ayant lieu, il résulte de (10. 12), d'après [1 bis],
que u est dans ?"(0). Alors Au == f et (u, AV> == (Au, v\
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m—1

i.e. par (4. 5) S (y^.u, T^> = 0 pour tout ^ e H?(Q) n IP^Q) ;

l'application v-> {T^} de Ho^Q) n H^û) dans H H^r)
y==o

étant surjective, il en résulte que ^ju = 0, / == 0, ..., m — 1,
donc

(10.13) ueH^Q).

D'après le Théorème du graphe fermé, l'application : f-> u
est alors continue de H-^Q) dans H^(Q) et (iii) a lieu. En
résumé : sous les hypothèses (10. 10) et (10. 11) les conditions
(i), (ii) et (iii) ont lieu.

Supposons que A soit faiblement défini positif [1 ter], i.e.

(10. 14) Re S ,̂W > 0, Ç e R», x e Q.
lP|,lî'l==m

Alors, d'après le Théorème 12. 8 de [1 ter}, A + \ et A* + X
sont biunivoques sur H?(Q) n H^Q) pour X;>Xo, Ào assez
grand (la démonstration de [1 ter} donne une évaluation
de Ào). On peut donc finalement énoncer le

THÉORÈME 10. 3. — Sous les hypothèses (10. 10) et (10. 14),
la dimension n étant > 2, Vopérateur |A + X, y j e^ un isomor-

phisme de h^(Q) sur H-^Q) X n1 H^-^r), 0<a<m, 5l
positif assez grand. y==o

Ajoutons qu'en utilisant [4 bis], [1 <er] et [1 bis] on voit de
façon analogue que (ii) entraîne (iii) dans les espaces I-P^Q)
de Sobolev construits à partir de 1^(0), p =^ 2.

11. — APPLICATIONS DE ^INTERPOLATION:
PROBLÈME DE NEUMANN

DÉFINITION 11. 1. — On désigne par DS(Q), 0 ̂  a ̂  2m,
l'espace des (classes de) fonctions u e H^Q) telles que

AueH°(Q).
Muni du produit scalaire

(11. 1) (u, (^(Q) = (u, ^)H«(Û) + (Au, A^),

c'est un espace de Hilbert.
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Notons que DÏ'(Q) coïncide avec H2"^), avec des structures
hilbertiennes équivalentes (mais non identiques).

DÉFINITION 11. 2. — On pose
(11. 2) dy-^û) = (D^Q^-^D^M))0.

PROPOSITION 11. 1. — On a l'inclusion algébrique et topo-
logique ^(Q) c Dî(Q) (22).

La démonstration est identique à celle de la Proposition
10. 1. p

Comme l'opérateur |A, S] est un isomorphisme de DHÛ)
m—1

sur H°(Q) X II H^+^r) et, par le théorème 8. 1, de D^Q)
J==0 v /

m— 1
sur H°(Q) x II H-^+^r), a ̂ ^

J=9

THÉORÈME 11.1. — Sous les hypothèses du théorème 8.1, { A , S {
m—l '

est un isomorphisme de rfî(Q) sur H°(Q) X U H01"2^^172^)
pour 0^a^2w. •/=0

En outre

THÉORÈME 11. 2. — Sous les hypothèses du théorème 8. 1
et du théorème 3. 1, pour u donné dans rf?(Q), S, pU->SjU dans
H—2m+y+i/2(r) lorsque p->0, /=0, . . . , m—Ï.

Remarque 11. 1. — Soit u une distribution sur Q, telle que
(11.3) Au<sH°(Q),

et
(11. 4) .̂̂  soit borné dans H01-2"1^-'17^?), lorsque p->0,

( / = 0, ..., m — 1.
Dans ces conditions
(11. 5) ueH^Q).

Remarque 11. 2. — En utilisant le Théorème 8. 2, on obtient
par la méthode précédente le résultat suivant : i A, S i est
un isomorphisme de

(DMy-^DKQ))9 sur HO(Q) x H H^-^-^^r).
y=o

(22) Une étude plus précise de (Ç(Q) sera faite dans un article ultérieur.
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Comparant au théorème 11. 1, avec a == (1 — 6)m, on en
déduit

(DOTy-^DKQ))9 = ̂ r^Q), o < e < i.
En particulier ( 6 = 0 ) : rfï(Q) = Dî(Q).

Remarque 11. 3. — Remarque analogue à la Remarque 10. 5.
Tout est valable si

A( x, —} est à coefficients indéfiniment différen-
\ ^ ^ x / _
tiables dans Q, d'ordre 2m, les systèmes |y^, Syj(i)

(ii)
et |Yy, Tyj étant de Dirichlet;

A est un isomorphisme de N(?"(0)) n H^Q) sur
H°(Q).

Les conditions algébriques sont ici plus compliquées ([l],
[1 bis], [20 bis]).

Il y a une légère différence entre les cas « Dirichlet » et
« Neuman », l'hypothèse (iii) de la Remarque 10. 5 n'ayant
pas d'analogue ici. On peut en fait observer ceci : a) on
a vu à la Remarque 10. 5 que (iii) est essentiellement consé-
quence de (ii) ; b) dans le cas Dirichlet on « interpole » entre le
«transposé de (ii) » et (iii), tandis que dans le cas Neumann,
on «interpole» entre le «transposé de (jj) » et (jj); mais dans
le cas Dirichlet on pourrait aussi « interpoler » entre le « trans-
posé de (ii) » et (ii) lui-même. On obtient ainsi un résultat un
peu moins bon pour le deuxième membre; on bénéficie dans
le cas Dirichlet du fait que 3)(Q) est dense dans V, le dual de V
étant alors un espace de distributions sur Q.

12. — EXEMPLE DES PROBLÈMES
DE DÉRIVÉE OBLIQUE

On remplace maintenant la forme sesquilinéaire a(u, ^)
définie au N° 1, par la suivante :

(12. 1) a(u, ^ = S ^ a^) WuD^dx + Y (A^u, )̂,
ipjjîi^ y=o

où Kj est un opérateur différentiel d'ordre îm — j — 1, m — 1
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fois transversal à F (cf. par^ex. [15]), à coefficients indéfini-
ment difîérentiables dans û. Alors

(12. 2) A.e^H^Q); H-^-^r)),

de sorte que (12. 1) définit une forme sesquilinéaire continue
sur ?'(0) On suppose que

(12. 3) a(^, ^)| > C|H|H"«(Û), c>0, ^ H^Q) ;

pour l'étude de relations de coercivité de ce type, cf. [1].
Avec les notations du N° 6, et V = ?"(0), on a encore [4],

[18]: N^VycH^Q) (et aussi N(V) c H^û)).
Par conséquent, pour f donné dans H°(Q), et gj dans

H-^^r), il existe ueH°(Q) unique avec

(12. 4) (u, A^) - (/•, ^ -Y (g,, ^>, ^ e N*(V).
y=o

On en déduit

(12. 5) Au = /•,

donc u e D^(Q), et (12. 4) s'écrit

(u, A^)—(AM, p)=—'-^-l<^, ̂ ),
/=»

d'où avec (4. 4) :
m — 1 __ m — 1 __

(12. 6) S <W W- S (S^-g,, Y^>, ^e N*(V).
J=0 7=0

Traduisons maintenant le fait que p est dans N*(V), i.e. que
(A*^, w) == a*(^, w) pour tout w dans ?"(0); utilisant le
corollaire 4. 1, on obtient la condition équivalente

(12. 7) S <T>, ^)= S <WA^>, ^?(0).
7=0 7=0

Notons maintenant que d'après le Théorème 2. 1, A, est un
opérateur linéaire continu de DI(Q) (et même 3êl(Û)) dans
H-^^^r); on peut donc déduire de (12.7) par prolon-
gement par continuité que

(12. 8) S <1>, ïyu)= S <W A/u), p e N*(V).
j'=« y=o
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De (12. 6) et (12 .8) on déduit

T<A,u, T/ï;>='Ïl<S,u-g,, ^>,
./=» y=:o

pour tout v dans N*(V) ; mais N*(V) étant dense dans H'"(Q) (2a),
il en résulte

(12.9) S^—A^=^, /=0, . . . , w—1.
C'est un problème de dérivées obliques régulier [15]. Posant
(12.10) (S-A)u=|(So-Ao)u, ..., (S^_,-A^,)u|,

on a

THÉORÈME 12. 1. — Sous les hypothèses du théorème 2. 1 et
(12.3), l'opérateur |A, S — A j est un isomorphisme de DI(Q)

sur H°(Q) X m{[îî-2m+^112{^).
y=o ^

Par interpolation on en déduit :

THÉORÈME 12. 2. — Sous les hypothèses du théorème 2. 1
et (12. 3), l'opérateur |A, S — A j es( MM isomorphisme de dî{û)
sur HÛ(Q) x TnH^^+^Q), 0<a<2m.

y=o

13. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES OPÉRATIONNELLES

Avec les notations du N° 6, supposons que

(13. 1) S^^ ^+SoJûl^)|2^>c|H|H"(û),c<0, ^eV,
( pour Ço convenable.

Alors, si p = î, + ir\, A + p (resp. A* + p) est un isomorphisme
de N(V) (resp. N*(V)) sur HO(Q) pour Ç>Ço, et

•(13.2) ||(A+pMkHo(û);N(v))<pol(|p|)(^), Ç>^

(majoration analogue pour (A*+p)-1).
Par transposition on en déduit ceci : si v -> L(^) est une

(28) Si |a(p, P)|>C||^||^(Q), N(V) (et N*(V)) est dense dans V.
(a4) Pol (\p\) désigne un polynôme en \p\ (ici de degré 1).
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forme semi linéaire continue sur N*(V), il existe u{p) = u
unique dans H°(Q) avec

(13. 3) (u, (A* + W = L(^) pour tout v e N*(V),
et

(13.4) NI<pol(|p|)|||L|||,
où|||L|||=sup.L(V)|^||^v).

Appliquons ces remarques au cas V == H^(Q) (problème de
Dirichlet). Comme au N° 7 nous prenons

(13.5) L^^^+Ï^, TE»,
j=Q

f donné dans H-^Q), gy donné dans H-^^r); il en résulte
(cf. NO 7) :

|A + p, y^ est un isomorphisme de 3^(0) sur

(13.6) H-^Q) xîlH^-^r) pour S>^ d'inverse
y==0

majoré par un polynôme en |p|.

Par ailleurs, |A+p,yj est un isomorphisme de Hm(Q)=3^î(Q)
m—t

sur îî-^û) X II H7"^-^^?), d'inverse majoré par un poly-
nôme en p. •/=0

Utilisant le Théorème d'interpolation et la majoration des
normes ((XQ <;uL;~°piô), on en déduit:

pour ^^^o? i^ + P? Y ^ est un isomorphisme de A^(Q) sur

H-^Q) X n H01-^-1^ F), pour 0<0< m, d'inverse majoré par
j=°

un polynôme en [p|.
On en déduit, par la méthode de la transformation de

Laplace (cf. par ex. [12]. Chap xi) :

THÉORÈME 13. 1. — Sous les hypothèses du Théorème 2. 1,

l'opérateur ?A +—^ [ est un isomorphisme de ®+(AÎ(Q))
V }

OT—1

TT 6sur ^(H-^Q^X II^M^'^^X20)-
y==1

(a5) 3)^(X), X espace de Banach, désigne l'espace des distributions en ( à valeurs
dans X et à support limité à gauche. Cf. [22 bis].
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Autrement dit : si f est une distribution en t à valeurs dans
H^^û) à support limité à gauche et si gj est une distribution en
t à valeurs dans H01^'"17^?), de support limité à gauche, il
existe une distribution u et une seule à valeurs dans A^(Q),
de support limité à gauche, telle que

Au + -_ u == f,
ot

avec ^u=gj, /=0, ..., m—l(26).

Remarque 13. 1. — Sous les hypothèses du théorème 3. 1,
on aura

^^->^u dans ^(H01-7--1^)) lorsque p->0.

Remarque 13. 2. — On peut naturellement développer des
considérations analogues pour le cas du problème de Neumann,
des problèmes de dérivées obliques, etc...

Remarque 13. 3. — On peut étudier de même des opérateurs
A + ô2/^2, A + iô/ô^ etc. Cf. [12].

Remarque 13. 4. — La méthode précédente permet éga-
lement d'étudier les problèmes de perturbation singulière,
à partir des résultats de [25]. / s

La généralisation de la théorie au cas où A == A(^, t, —} est
\ Ô.T/

coefficients dépendant de t (cf. [12]) sera faite dans un article
ultérieur. (Cf. déjà [16 bis]).
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