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Introduccién

Un analisis clasico de los errores, el llamado andlisis progresivo de los errores,
proporciona cotas superiores para la diferencia entre la solucién exacta y la solu-
cién aproximada del problema en estudio. Este tipo de andlisis puede no resultar
apropiado cuando al cambiar ligeramente los datos en dicho problema, se pue-
den obtener soluciones exactas muy distintas. Es probable que en este caso, los
métodos numéricos proporcionen soluciones muy diferentes de la solucién exacta
buscada, y la conclusion de este analisis seria que todos los métodos fracasan.
El andlists regresivo de los errores surge como una alternativa a las acotaciones
clasicas y trata de interpretar la solucién numérica de un problema dado como la
solucién exacta de un problema del mismo tipo, pero con los datos ligeramente
modificados. Este tipo de anélisis fue introducido por J.H. Wilkinson en los anos
70 del siglo pasado en el contexto del Algebra Lineal Numérica y ha sido muy
utilizado desde entonces.

En la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias, es frecuente el uso de
métodos numéricos para obtener soluciones aproximadas cuando no es posible
hallar soluciones en forma cerrada. En este contexto, una primera alternativa al
analisis progresivo de los errores, es el shadowing, técnica que compara la solu-
ciéon numérica con condicién inicial gy, con la solucion exacta del mismo sistema
diferencial, pero con condicidén inicial ligeramente perturbada gg. Por su parte el
andlisis regresivo interpreta la solucién numérica de un problema de valores ini-
ciales como la solucion exacta de otro problema en el que se mantiene la misma
condicién inicial pero se modifica el lado derecho del sistema diferencial (ecuacio-
nes modificadas). El andlisis de los errores del método numérico se puede llevar
a cabo entonces estudiando la diferencia entre las soluciones exactas de dos sis-
temas diferenciales préximos que comparten la misma condicién inicial.

En este trabajo nos centraremos en esta segunda idea, y mostraremos que el
analisis regresivo de los errores puede resultar muy 1util, especialmente cuando se
estd interesado en el comportamiento cualitativo de las soluciones numéricas de
ciertos sistemas diferenciales, y cuando se requieren integraciones en intervalos
temporales largos.

En el Capitulo 1 se muestran algunos ejemplos para los que se construyen los
correspondientes sistemas diferenciales modificados, y se estudia un procedimien-
to sistematico para la construccién de las ecuaciones modificadas asociadas a
un método numérico utilizando las llamadas B-series. En el segundo capitulo se
particulariza este andlisis al caso de sistemas Hamiltonianos, y se demuestra que
usando métodos simplécticos para su integracion numérica, las ecuaciones modi-
ficadas son también Hamiltonianas. En el Capitulo 3 se incluyen experimentos
numéricos que muestran que en integraciones temporales largas los errores ge-
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nerados por métodos simplécticos presentan un crecimiento mas lento que los
generados por métodos convencionales. También se justifican teéricamente los
resultados obtenidos haciendo uso del anélisis regresivo estudiado en el capitulo
anterior. Finalmente, en el Apéndice se incluyen los cddigos de los programas que
se han implementado para generar las graficas de los Capitulos 1 y 3.



Capitulo 1

Ecuaciones modificadas para
métodos de un paso.

En este primer capitulo se introduce el concepto de ecuacién modificada para
un integrador temporal y se ilustra a través de varios ejemplos su construccion
por medio de los desarrollos de Taylor de la solucién numérica y de la solucién
exacta del sistema diferencial modificado. A través de ellos se motiva la necesidad
de disenar un procedimiento que permita construir de manera sisteméatica las
ecuaciones modificadas. La herramienta para realizar dicha construccién son las
llamadas B-series. En la Seccién se describe brevemente la teoria de arboles
con raiz y de B-series necesaria para llegar al resultado fundamental del capitulo:
la construccién de las ecuaciones modificadas.

1.1. Planteamiento del problema y ejemplos
Comenzaremos resolviendo numéricamente la ecuacién test escalar

y(t) = Ay(1), y(0) = o,

con el método de Euler explicito y paso fijo h, cuya definicién es

Yn+l = Yn + hAYp. (1.1.1)

Por induccién se comprueba que y, = (1 + hA)"yo. Esto puede reescribirse en la
forma
Y = (1 + h}\)nyo _ enh(ln(l-l—/'b)\)/h)yo7

a partir de lo cual es facil ver que si denotamos por ¢, = nh, entonces la solu-
cién propuesta por el método numérico en tiempo t,, es la solucién exacta de la
ecuacién diferencial

y(t) = Ang(t), 4(0) = yo, (1.1.2)



1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y EJEMPLOS 10

donde

Ay = I +0A) _ <1 = D2 Lysgs O(h4)> : (1.1.3)
h 2 3 4

La ecuacién — se denomina ecuacidn modificada de la ecuacién test
escalar en el caso particular del método de Euler explicito, y hemos visto que la
solucién numérica en t,, = nh generada con el método de Euler explicito coincide
con la solucién exacta de la ecuacién modificada —. Nos planteamos
ahora la construcciéon de dichas ecuaciones modificadas para métodos numéricos
de un paso mas generales, implementados con paso fijo h.
Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

y(t) = fy(1)), (1.1.4)

y un método numérico de un paso ¥y, ¢, que partiendo de y(to) = yo produce
aproximaciones yi, ¥, ... a la solucién del problema (|1.1.4)) en tiempos equiespa-
ciados t, = to + nh,n > 1. Denotaremos por ®, ¢(y) a la solucién exacta de

(1.1.4) tras h unidades de tiempo, con condicién inicial y.
Diremos que el método ¥y, ; tiene orden r si

@ r(y) — Upp(y) = O(W ),  h—0,

para toda condicién inicial y y toda funcién suficientemente regular f. El objetivo
ahora es encontrar una ecuacién diferencial modificada y = f(7) de la forma

J=f(@)+hf2(i) + W f3(G) + - (1.1.5)

con la misma condicién inicial §(tg) = yo tal que y, = g(to +nh),n > 1, es decir,
las aproximaciones numéricas de la solucién de ([1.1.4)) en los tiempos tg+ nh son
soluciones exactas para la ecuacién modificada .

Para el calculo de , desarrollamos en serie de Taylor la solucién exacta de

ent+h
Git+h) = y+h(f@y)+hfa(y) +h2f3(y)+---))
2
+%(f'(y)+hfé(y)+--~)(f(y)+hf2(y)+-~)+--- (1.1.6)

y comparamos con el resultado obtenido con el método numérico ¥y, ¢(y) tras un
paso de longitud A partiendo de y. Obtenemos

U (y) =y + hf(y) + hda(y) + WPds(y) + - - . (1.1.7)

En ambos casos ' denota derivacion respecto de y. En ((1.1.7]) se ha supuesto que el
método es consistente y que, por tanto, el coeficiente que acompana a h en ¥y, ¢(y)

10



11 ECUACIONES MODIFICADAS PARA METODOS DE UN PASO

es f(y). Se trata de comparar potencias de h en ambas expresiones ((1.1.6])-(1.1.7]),
obteniendo las siguientes relaciones para las funciones f;, 2 < j <4,

Ply) = doly) — 517 (w),

fo() = ds(w) — (D@ FIIW) ~ (B + W), (118

3!
fily) = dily) = UL D) + AL D) + 1T W)
= U W)+ P I B) + 5 D) + B 1W) + G )W)
b TR~ SUF) + ) + 1 s)

Ejemplo 1.1.1. Consideremos en primer lugar el problema de valores iniciales

y(t) = ly@)%, y(0) =1, (1.1.9)

y lo resolvemos inicialmente con el método de Fuler explicito para el cual

Upr(y) =y+hf(y). (1.1.10)
En este caso se tiene do = d3 = --- = 0 en . Usando las ecuaciones
obtenidas y que f(y) = y2, resulta
3 8
fQ(y) = _y37 f3(y) = §y47 f4(y) = _§y57

con lo que el lado derecho de la ecuacion modificada es

Inly) = > = hy® + h2§y4 - h3§y5 +O(h").

En la Figura se presenta la solucion exacta de la ecuacion original
en color azul y la solucion exacta de la ecuacion modificada truncada tras los
términos en h (color amarillo) y en h? (color verde), respectivamente. Se puede
observar que la diferencia entre la solucién numérica (representada con circulos
rojos) y la solucion de la ecuacion modificada es bastante menor que la diferencia
entre la solucion numérica y la solucion exacta de . Ademds esta diferencia
disminuye a medida que incluimos mds términos en la ecuacion modificada.

Si resolvemos con la regla tmplicita del punto medio

Yn + Ynt1
Yn+1 = Yn + hf(%),
el desarrollo de Taylor de la solucién numérica hasta los términos en h* es

11



1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y EJEMPLOS 12

20 T T T T T
Sol exacta
18 ©o  Euler h=0.02 7]
Sol exacta ec mod + O(hz)
16r Sol exacta ec mod + O(h®) )
14 r 1
12 1
=10 :
o
8r 4
6 = -
4+ 4
2r 4
0 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.1: Evolucién con el tiempo ¢ de la solucién exacta de ((1.1.9)), solucién
numérica y solucién exacta de las ecuaciones modificadas

5 7
Ynt1 = Yn + hyy + W2y + Wy + 2hYYL + O(R?),
es decir, da(y) = 12, d3(y) = %y‘l, dy(y) = £y5, y utilizando se llega a

L 4

f2(y) =0, faly) = 3% fa(y) = 0.

La ecuacion modificada queda entonces
s oo Loy 1y 6

Observamos que el lado derecho de la ecuacion modificada empieza incorporando
términos de tamario O(h?) al lado derecho de la ecuacion original , Y que
solo aparecen potencias pares de h. Esto es debido a que el método numeérico
utilizado es de orden 2 y simétrico [§].

Por dltimo, para resolver vamos a usar el método de Runge de orden 4
definido por

h
Yn+l = Yn + E(kl + 2ko + 2k3 + k4),

12



13 ECUACIONES MODIFICADAS PARA METODOS DE UN PASO

donde
h h
ki =v2, ko= (yn+ 5161)2, ks = (yn + 5762)2, ks = (yn + hks3)?.

Se procede andlogamente, haciendo los desarrollos de Taylor de la solucion numéri-
ca

3

2
st = vt hTm) + 5 F )+ G D) ) + 5 F )

h4
+ oGS L ) + SIS D)) + £ 7 (yn))
=y +hy? + B2yE 4+ B3yl + Ryl + O(RD). (1.1.11)

Se puede leer directamente

y a partir de las ecuaciones , se calcula

f2(y) = f3(y) = fa(y) = 0.

La ecuacion modificada es entonces

g 1 65

< ~9 4 ~6 6 ~8 7
=y —h =y +h—79°+ O(h').

y=1y 21?/ 576y ( )

Observamos en este ejemplo que el lado derecho de la ecuacion modificada es una
perturbacion del lado derecho de la ecuacion original de tamano O(h"), siendo
r =4 el orden del método.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos ahora las ecuaciones de Lotka-Volterra

p(t) = p(t)[2 — q(B)], q(t) = q(®)[p(t) = 1]. (1.1.12)

Aplicamos en primer lugar el método de Euler explicito.

En este caso,
/ _(2—4q —p>
f'(p,q) <q po1)

Y como

se tiene
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La ecuacion modificada consistente con el método hasta los términos O(h)
tiene lado derecho

_( p2—4q) h (P* —pg+1)
Iulp ) = ( ap1 > 2 < p(;?p—3qp—qpq+4) >+O(h2)'

Como segundo integrador para consideramos el método de Euler simplécti
co, que aplicado a sistemas diferenciales de la forma

p=f(p,q), q=9(p,q),

produce aproximaciones

Pny1 = Do+ hf(Pns1sqn)s
Int1 = Gn+hg(Pnt1,qn)-

En el caso particular de  F(.) = p(2 = q), 9(p.q) = alp — 1), y los
primeros términos del desarrollo en serie de Taylor de la solucion numérica son

Pn+1 Pn pn(2 - Qn) > 2 < pn(2 - Qn)2 > 3
= +h +h + O(h?).
< Tn+1 > ( In ) ( qn(pn — 1) @npn(2 — qn) (%)
Utilizando de nuevo se tiene

f2_(p(2—Q)2 )_1<p(q2—3q—pq+4)>_< pa® — Spa+ 3pPq + 2p >
ap(2 —q) q(p® —pg+1) 3¢ — 5pq® — 5qp°> —2qp )’

2
es decir, el lado derecho de la ecuacion modificada es

_(p2=a) \ D ( +p(@®=5g+pg+4)
e < ap—1) >+ 2 < —q(1 +pg +p* — 4p) >+O(h2)'

En la Figura[1.3 se comparan las soluciones numéricas aportadas por los métodos
de Euler (izquierda) y Euler simpléctico (derecha) junto con el flujo exacto de
la ecuacion diferencial en color azul y el flujo exacto de la ecuacion
modificada truncada tras los términos en h (color amarillo). La condicion inicial
considerada (p,q) = (1,3) aparece representada en el plano de las fases por un
punto negro de mayor tamano. En la figura de la derecha se presentan también
las soluciones correspondientes a la condicion inicial (p,q) = (1,6). De nuevo se
han utilizado circulos Tojos para representar la solucion numérica.

Observamos que las soluciones de la ecuacion modificada truncada son periddicas
para el método de Euler simpléctico, al igual que lo es la solucion exacta, puesto
que en ambos casos existe una integral primera [7]. La periodicidad de la solucidén
no se hereda, sin embargo, al aplicar el método de Euler. Vemos también que,
como ya ocurria en el Ejemplo[I.1.1, la solucion numérica estd mds prézima a la
solucion exacta de la ecuacion modificada que a la solucion exacta del problema

original .

14



15 ECUACIONES MODIFICADAS PARA METODOS DE UN PASO

Sol exacta Sol exacta
©  Eulerh=0.1 ©  Euler simpléctico h=0.1

5F ° ° ° Sol exacta ec mod + O(h?) | 5r Sol exacta ec mod + O(h?) | -

Figura 1.2: Solucién exacta del problema de Lotka-Volterra ((1.1.12)), solucién
numérica y solucién exacta de la ecuacién modificada, representadas en el plano
de fases.

Ejemplo 1.1.3. Por altimo consideremos de nuevo la ecuacion test escalar

y(t) = Ay(t), y(0) = o, (1.1.13)

y tomemos ahora como método numérico un método Runge-Kutta de s etapas con
tablero de Butcher

c| A
bT

, es decir, con coeficientes
A= (a;;) RS, b= (by,...,bs)" € R, (1.1.14)

Los numeros b; se llaman pesos del método y los ¢; satisfacen

S
ci:Zaij, 1< <s.
j=1

Las relaciones para avanzar desde (ty,yn) un paso de longitud h con un método
Runge-Kutta para resolver el problema general son

ki = f(tn + cihyyn + h Y aiky), 1<i<s, (1.1.15)
j=1

Unt1 =Yn+h Y biks.
=1

15




1.2. ARBOLES CON RAIZ Y B-SERIES 16

Aplicando estas relaciones a la ecuacion test escalar , se obtiene
Ynt1 = R(AA)yn,
donde R(z) es la llamada funcion de estabilidad del método Runge-Kutta
R(z) =14 20" (I — zA) e, e=(1,...,1)T e R®.

Podemos escribir la solucion numérica de en tiempo t = nh como

In(R(hA)

G(t) = R(hA)hyg = ety (1.1.16)

Es conocido que la solucion de la ecuacion diferencial es de la forma
y(t) = eMyo. Por tanto si la expresion del método es , se deduce fdcil-
mente que la solucion numérica es solucion exacta de la ecuacion diferencial

i) = Fu@(®)  con fuli(0) = Fin(REN)F().

Esta es, por tanto, la ecuacion modificada de un método Runge-Kutta aplicado a
, que generaliza a la ya encontrada para el método de Euler explicito al
principio de esta seccion.

Usando desarrollos de Taylor conocidos podemos escribir

R(RA) = I 4 hAbT (Z(h)\)’“Ak> e=T+hx+> (hA)F1bT Ale,
k=0 k=1

[e.9]

donde se ha usado que (1—x)~1 = Zxk y que el método tiene orden 1 (b'e = 1).
k=0

Por tanto, como In(1 +z) = x — 22/2 + 23/3 + O(z%),

%ln(R(h/\)) = A+ X2 (0T Ae — %) + h2\3 (b7 A% — bT Ae + %) e

La ecuacion modificada resultante es
§ = (A + hea\? + h2e3\3 + )7, (1.1.17)

con ca,c3, ... definidos en términos de los coeficientes del método.

1.2. Arboles con raiz y B-series.

La escritura de las condiciones que tienen que satisfacer los coeficientes de
un método Runge-Kutta para alcanzar un orden r puede volverse bastante com-
plicada. A medida que aumenta el niimero de etapas, el proceso de comparar el

16



17 ECUACIONES MODIFICADAS PARA METODOS DE UN PASO

desarrollo en serie de potencias de la solucién aproximada proporcionada por el
método numérico y de la soluciéon exacta de un problema general se hace
tedioso. Fue Butcher [2] quien desarrollé una teoria que permite una escritura
natural de este proceso. Esta teoria se apoya en unos objetos llamados drboles
con raiz, que se han estudiado en la asignatura optativa ”Solucién numérica de
ecuaciones diferenciales”, y que describimos aqui brevemente para utilizarlos en
la construccion de las ecuaciones modificadas.

Definicion 1.2.1. Un drbol con raiz es un grafo que tiene la propiedad de ser
conexo, no contiene ciclos, y tiene un nodo o vértice destacado que es la raiz del
arbol.

Si y1 es la solucién numérica del problema ([1.1.4)) tras un paso de longitud
h con un método Runge-Kutta con coeficientes (|1.1.14]), se puede escribir su
desarrollo de Taylor como [2]

pn(pT) 5
y=v+ Y i er) ('y(pT)Zbi@i(p7)> F(p7)(y0) (1.2.1)
pTERT PT): =1
donde
RT es el conjunto de arboles con raiz,
n es el nimero de vértices del arbol pr (orden de p7),

e

es el nimero de posibles etiquetados monétonos del arbol pr,
es un coeficiente entero conocido como densidad del drbol pr,
i(pT) es una expresién polinémica dependiente de los coeficientes del

método que se conoce como peso elemental de la etapa i-ésima,
(p7)(y) es la diferencial elemental asociada al drbol pr evaluada en y,
que depende de la funcién f(y) y de sus derivadas.

(
(
(

S =2
VDD
33 3
— — —

'11

En lo que sigue, el arbol de orden 1 se denota por pr, y denotaremos por
pT = [t1,...,tm] €l drbol que consta de una raiz y m ramas que parten de ella,
a partir de las cuales se unen los arboles con raiz ti,...,t,,. Las funciones que
intervienen en se pueden definir recursivamente de la siguiente manera:

n(pr) =1, alpm) =1, ~v(pn) =1, Pilpn) =1, Flpm)(y) = f(y),
y para pr = [t1, ..., ],
n(pr) = 1+n(t)+-+n(tm),

)
B n(pr) —1 ot 1
o = (o ) att)-aten)
)
)

e

t1),...,n(t T
n(pr) - y(t1) - - y(tm), (1.2.2)

- Z aijy ®jy (01) -+ - Qg i (Em),

J1seesdm

Flpr)(y) = f™(y) - (F(t1) (), ... Ftm)(y))-

v(p7
D, (pr

17



1.2. ARBOLES CON RAIZ Y B-SERIES 18

Los enteros py, p2,.. en dan cuenta del niimero de arboles iguales entre
oot
Se define el peso elemental del método Runge-Kutta asociado al arbol con raiz
pPT COMO

O(pr) =Y bidi(p7). (1.2.3)
=1

El desarrollo de Taylor de la solucién exacta de (|1.1.4]) es [2]

Bner)

y(to+h) =yo+ Y

o PE ) (wo)- (1.2.4)
pTERT '

Introducimos también la siguiente definicién que es necesaria para entender un
resultado fundamental posterior.

Definicion 1.2.2. Sea pr € RT un drbol con raiz. Una particion de pt en
k subdrboles con raiz s1, ..., es un conjunto S de k-1 ramas de pt tales que
los drboles si,...,s; se obtienen cuando las ramas de S se suprimen de pr. Tal
particion se denota por (pt,S). Denotamos ademds por o(pt,S) el nimero de
etiquetados mondtonos de pt para los cuales los vértices de cada subdrbol con
raiz s; estan etiquetados consecutivamente.

Ejemplo 1.2.1. Mostramos a continuacion las posibles particiones del drbol
p1T = [p71, [p71]] en k subdrboles junto con los nimeros a(pt,S) debajo de cada
particion. Las ramas coloreadas en verde constituyen el conjunto S de la defini-
cion.

k=1 k

RN N I
Y YIY VY |y

1 1

3

Hairer y Wanner introdujeron la nocién de B-serie [9] que admite como casos
particulares tanto a la solucién exacta de como a la solucién numérica
calculada tras un paso con un método Runge-Kutta, pero que, como ve-
remos mas adelante, permite representar otros objetos de interés en este trabajo.

Definicion 1.2.3. Dada una aplicacion real a definida en la union de RT vy el
conjunto vacio, ), una B-serie B(a,y) es una serie formal de potencias

a@y+ Y

pTERT

pn(or)
n(pr)!

a(pt)a(pT)F(p7)(y), (1.2.5)

18



19 ECUACIONES MODIFICADAS PARA METODOS DE UN PASO

donde n(pr),a(pr) y F(p7)(y) estdin dados por (1.2.9).

Al flujo exacto de (|1.1.4)), representado en (|1.2.4)), le corresponde la B-serie
con coeficientes @ = 1, mientras que para la solucién (1.2.1) obtenida con un

método Runge-Kutta,

a(0) =1, a(pr) =~(p7) Z bi®;(p7), pT € RT. (1.2.6)
i=1

Aunque hayamos podido expresar nuestro método numérico como una B-serie
B(a,y), si la funcién f(y) solo es N veces continuamente diferenciable, hay que
truncar a una suma finita sobre pr € RT con n(pr) < N, y se aflade un
resto O(RNF1).

Supondremos en lo que sigue que el método numérico es al menos de orden 1, es
decir, a(@) =1y a(pm) = 1.

1.3. Construccion de las ecuaciones modificadas uti-

lizando B-series

El objetivo de esta seccién es, dado un método de un paso ¥y, ; representable
por una B-serie (1.2.5), construir una serie formal de potencias para fy(y), es
decir, encontrar una aplicacién b : R7T — R con

prlpT)—1

)= > - elp)b(pr)F(p7)(y), (1.3.1)

P

de forma que para cada N > 1, si denotamos

fonly) = >

1<n(pr)<N

hn(p‘r)—l

o)l TP E ()W), (1.3.2)

el sistema diferencial § = In1(7) es una ecuacién modificada de orden N para el
método Wy, ¢, es decir, @ 7, (y) — ¥p ¢ (y) = O(KNTL) para todo y y para toda
f suficientemente regular.

Teorema 1.3.1. Sea B(a,y) la B-serie asociada a un método de un paso para
la integracion numérica de y supongamos que [ es N veces diferenciable
con continuidad. Entonces la solucion numérica satisface

y1 = §(to + h) + O(KNHY), (1.3.3)
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1.3. CONSTRUCCION DE LAS ECUACIONES MODIFICADAS 20

donde §(t) es la solucion exacta de la ecuacion diferencial modificada

y=fvn(d), (1.3.4)

con lado derecho dado por . Los coeficientes b(pt) se definen recursiva-
mente por

n(pt)
a(pt, S)
Z P> ( <sk>> “apr) )bl (1:3)

(p1,9)

Demostracion. Suponiendo suficiente regularidad de f(y), probaremos que las
derivadas de (t) satisfacen

Wk pater) ) .
i) = ) oo I E(0) + OGN, (136)
T € LRT,
k 2 n(pr) < N

con coeficientes b*(p7) que seran construidos més adelante. Se trabaja con drboles
etiquetados LRT, luego puede omitirse el factor a(pr). Por definicién de §(t)
esta férmula ((1.3.6) es cierta para k = 1 con b'(pr) = b(pr). Para k general

diferenciamos k veces (|1.3.4]) utilizando (|1.3.2)) para obtener
hE 1 hn(u) dk—1

g () = = b(u) - B*1 F(u)(§(t))). 1.3.7

ROV = 5 3 ) H e (F0) (137)

Por tanto serd necesario calcular las derivadas de F'(u)(g(t)). Fijado un arbol
etiquetado u € LRT, obtendremos n(u) sumandos. Usando la regla de Leibniz y

la regla de la cadena y reemplazando hjj(t) por (1.3.2), se tiene

hjt( Z Z hm F(uojv)(y(t)), (1.3.8)
i=1 n(v)<

donde uo; v denota el arbol etiquetado que se obtiene anadiendo una nueva rama
con v al vértice de u con etiqueta i. Continuamos diferenciando (1.3.8)) y cada
vez reemplazamos en el lado derecho las primeras derivadas de F(u)(g(x)) por
(T3.9).

ldl n1 nitne nitetm hn(uz)—i— +n(ug)

LG CNUONESD DD DD DD Dl cve oo o1

U,..., ] ELRT 11=1 ig=2 i;=1
“b(ug) -+ b(ug) F(uy 05, ug 04, -+ 04, up)(g(t)), (1.3.9)

20



21 ECUACIONES MODIFICADAS PARA METODOS DE UN PASO

donde la primera suma es sobre aquellos uo, ...,u; € LRT para los cuales n; =
n(u;) < N y donde hemos usado la notacién u o; v o; w := (u o; v) o; w, etc.
Insertando ((1.3.9) conl = k—1en y agrupando los coeficientes de aquellos
(u1,41,u2,12,...,u;) para los cuales uj o;, ug 04, - -+ 0;,_, u, considerado como un
arbol sin etiquetas, es igual a p7, obtenemos con

bk(pr):% 3y < n(p7) >0‘(“’S)b(sl)...b(sk), (1.3.10)

oy U1, omlsk) ) alpT)

donde el sumatorio se extiende a todas las particiones de p7 en k subarboles con
raiz si, ..., Sk.
Del desarrollo en serie de Taylor
N hk
~ ~(k
Jxo+h)=yo+ Y Ey( ) () + O(RNFY),
k=1

y de ([1.2.5)) vemos que podemos obtener ([1.3.3]) poniendo
n(pr)
a(pr) = Z vE(pr), para todo pr con 1 < n(pr) < N. O
k=1

En la Seccién [L.1] construimos las ecuaciones modificadas escribiendo directamen-
te los primeros términos de los desarrollos de Taylor, procedimiento que puede
sistematizarse y hacerse menos costoso por medio de las B-series y del Teore-
ma A continuacién procedemos a aplicar esta nueva herramienta a los tres
métodos utilizados en el Ejemplo

Puesto que vamos a usar la representacion grafica de los arboles, incluimos una
tabla en la que aparecen los arboles con 4 nodos o menos.

Vamos a construir, en primer lugar, las relaciones ([1.3.5)) que dicta el Teorema
para los drboles de la Tabla

Para el dnico arbol de orden 1 tenemos

a(pri) = b(pm). (1.3.11)
Para el arbol de orden 2,
alpmy) = b(pm) + blpm)> (1.3.12)
Para los dos arboles con raiz de 3 nodos,
1/3 1 3 3
alpra) = tloma) + 5 (7 Jotomvtom) + g (1 Jotom®
3

alpr) = bloma) + 5 (o )otombtom) + (4 Jotomniom))

)

1/ 3 5
5 (1’ N 1>b(p7'1) . (1.3.13)
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1.3. CONSTRUCCION DE LAS ECUACIONES MODIFICADAS 22

n(pr)

1|t

NV

PT31 PT32
e ?
PT41 PT42 PT43 PT4a4

Tabla 1.1: Arboles con raiz hasta orden 4

Por tdltimo, para los cuatro arboles con raiz de orden 4,

a(pty1) = blprar) + ;(3?11> b(pt31)b(pT1) + 1<4> b(pTQ)b(,OTl)Q

6\2
1 /4 A
+ﬁ (1>b(pT1) )

alpria) = vlpmi) + 5 ((3) 300omaptom) + () golomatpion)

#(5)3t0m? ) + 5551 1) gtorabtons? + biom),

a(prss) = b(p7a3) +% <<3f11> b(pr32)b(pT1) + <3j11> b(PT31)b(PTl)>

3o, 1) Bomom? + om)

alpri) = bloma) + 5 (o )2lomattton) + 'y )oom?)

1 4 5 1 4 A
—i—3!<2’1’1>3b(/?7'2)b(07'1) +4!<1’1’1’1>b(p7'1) ). (1.3.14)

Una vez conocidas las relaciones entre los coeficientes de las B-series impli-

+
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23 ECUACIONES MODIFICADAS PARA METODOS DE UN PASO

cadas, volvemos a la ecuacion diferencial . Como todos los métodos utili-
zados para integrar numéricamente son casos particulares de los métodos
Runge-Kutta, los coeficientes de las correspondientes B-series vienen dados por
a(pr) = v(p1) Yoi_; bi®i(pT), para cada pr € RT. Solo queda despejar de las
ecuaciones anteriores — los coeficientes b necesarios para construir
la B-serie que define el lado derecho de la ecuacién modificada (|1.3.2)) en cada ca-
so particular. Se empieza despejando por la ecuacién relativa a a(pry), siguiendo
en orden creciente del orden de los arboles. Notese que en este ejemplo particu-
lar (1.1.9), no es necesario calcular a(pr41) ni b(p741) puesto que la diferencial
elemental asociada a dicho arbol es cero, y por tanto no van a aparecer en las

B-series (T2.5) y (3:2).

Método de Euler explicito.

De la comparacion de (1.1.10) y (1.2.5)) es facil ver que el tnico coeficiente no
nulo es a(pri) = 1. Despejando de ((1.3.11))-(1.3.14]), tenemos

b(pm1) =1, blpra) = —1, blprs1) =3,  b(prs2) =2,
b(,O7'42) = _%a b(/07'43) = _27 b(pT44) = —6.

Sustituyendo en (|1.3.2]) obtenemos la ecuacién modificada

2
io= F@) S CDFTE) G @) + 2 1)
3
T (—2 3PP OG) — 2 £ D)) 6f’f'f'f<g)> o).

En el caso particular de (1.1.9) en que f(§) = 7 la ecuacién modificada es

gl _ g? _ hg3 + h2%g4 _ h3§y5 + O(h4),

como ya se vio en la Seccién (1.1
Regla implicita del punto medio.

En este caso,

alpr) =1, alpr) =1, alprs1) =3, alprs) =

a(p742) = 1, a(p7‘43) = %, a(p7‘44) = 3.
De nuevo, despejando de ((1.3.11))-(1.3.14]), se obtiene

blpr) =1, b(pr2) =0, b(pm1) = —i, b(prs) = %7
b(pT42) = 07 b(PT43) = 0, b(pT44) 0.
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1.3. CONSTRUCCION DE LAS ECUACIONES MODIFICADAS 24

Por lo tanto la ecuaciéon modificada queda

2

P D)) + 58 F 1) =7+ gt + 00,

. . Rh? 1
Z/:f(y)JrF(—Z

Método Runge-Kutta de orden 4.

De ([1.2.6)) y de las definiciones ([1.2.2)) se deduce

a’(pTl) = 17 a(pTQ) = 17 Q(P7'31) = ]-7 Q(P7'32) = 17
a(praz) =1, alpraz) =1, a(praa) = 1.

Despejando de ((1.3.11))-(|1.3.14]), se llega a

blpr1) =1, b(pm2) =0, b(p731) =0, b(p7s2) =0,
b(pra2) =0, b(pra3) =0, b(pTaa) = 0.

La ecuacion modificada resultante es la misma que se obtuvo en la Seccién (1.1

1

<) =2 4 -6 6

= h + O(h°).
y=y 517 (h”)

Aunque los términos en h* no se pueden calcular con los drboles representados
en la tabla, estos se han especificado también.

Los métodos empleados, método de Fuler explicito, regla implicita del punto
medio y método de Runge de 4 etapas, tienen orden 1, 2 y 4, respectivamente.
Como vamos a ver, esto provoca que no aparezcan las funciones f; en (|1.1.5)
hasta cierto j. Esto se ha podido observar en los ejemplos. No es casualidad,
sino resultado del orden de consistencia del método, como muestra el siguiente
teorema.

Teorema 1.3.2. Supongamos que el método yn+1 = ¥, (yn) es de orden r, es
decir,
U p(y) = @np(y) + h 641 (y) + O(R™2),

donde @y, ¢(y) denota el flujo ezacto de § = f(y), y " '6,41 es el término
principal del error de truncacion local. La ecuacion modificada entonces satisface

§=F@) +h fra (@) + R (@) + - y(to) = o,

con fri1(y) = 6r41(y)-

24



25 ECUACIONES MODIFICADAS DE METODOS SIMPLECTICOS

Demostracién. Supongamos que el método ¥y, ¢ tiene orden r y que hemos podido
expresarlo como una B-serie ([1.2.5)). Puesto que tiene orden r, a(pr) = 1 para
todo pr tal que n(p7) < r. Queremos probar que b(p7) = 0 para todo arbol con
raiz p7 tal que 2 < n(pr) < r y vamos a razonar por induccién.

De las férmulas (1.3.11))-(1.3.12)) se deduce que

blpr1) = alpm) =1,
b(pr2) = a(pma) —a(pm)® = 0.

Supongamos que b(p7) = 0 para todo arbol con raiz p7 tal que 2 < n(p7) < N <
T
Sea pr* un drbol con raiz con n(pr*) = N + 1. Observemos que segin (|1.3.5])

b(pt™*) = a(pr™) — (combinacién lineal de productos de b(s) con n(s) < n(pr*))
_b(pﬁ)n(pf*).

Por tanto, puesto que a(p7*) = 1, b(pm1) = 1 y por hipétesis de induccién b(s) = 0
para todo s con n(s) < N < N 4+ 1 = n(pr*), se obtiene que b(pr*) = 0.
De (1.3.1)) se sigue que las funciones f;(y) se construyen del siguiente modo

= % a(pr)bglp(;):;(m)(y)

9

preRT n(pr)=j

de donde se deduce que para 2 < j < r, como b(p7) = 0 para todo pr tal que
n(pt) = j, entonces f;(y) =0. O
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Capitulo 2

Ecuaciones modificadas de
métodos simplécticos.

Las primeras secciones de este capitulo se dedican a la presentacién de la clase
de problemas que vamos a tratar, los sistemas Hamiltonianos, y a la definicién
de aplicacién simpléctica. Mostraremos que el flujo de un sistema Hamiltoniano
es una transformacién simpléctica y veremos las implicaciones de utilizar un in-
tegrador simpléctico para aproximar la solucién de un sistema Hamiltoniano.
Continuaremos con la presentacion de algunas familias de integradores simplécti-
cos, estudiando las condiciones que deben satisfacer los coeficientes de un método
Runge-Kutta para ser simpléctico. En la siguiente seccién se realiza el analisis re-
gresivo de los errores de los integradores simplécticos, presentando el resultado
fundamental del capitulo: cuando se integra un sistema diferencial Hamiltoniano
con un método simpléctico, las ecuaciones modificadas son también Hamiltonia-
nas.

2.1. Sistemas Hamiltonianos

Empezamos introduciendo la clase de problemas que vamos a tratar asi como
algo de notacién. Sea {2 un dominio (subconjunto no vacio, abierto, conexo) en
el espacio Euclideo R?*¢ de puntos (p,q) = (p1, ..., pd, q1, ---, ¢q). Denotaremos por
I a un intervalo abierto de la recta real R, ya sea acotado o no acotado. Si
H = H(p,q,t) es una funcién real suficientemente regular definida en el producto
Q x I, entonces el sistema Hamiltoniano de ecuaciones diferenciales con funcién
Hamiltoniana H viene dado por

d OH d OH
ﬁpi(t) = _87(11-’ %Qi(t) = op;’
El entero d es el nimero de grados de libertad del sistema Hamiltoniano, §2 es
el espacio de fases y el producto Q x I es el espacio de fases extendido. Aqui

i=1,...d. (2.1.1)
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2.2. TRANSFORMACIONES SIMPLECTICAS 28

supondremos al menos continuidad C? para la funcién Hamiltoniana, de forma
que el lado derecho de es C'! y los teoremas de existencia y unicidad de
solucién para problemas de valores iniciales pueden aplicarse.

En mecénica, las variables g se llaman normalmente coordenadas generalizadas,
las variables p son los momentos generalizados y H corresponde a la energia
mecdnica total.

Consideremos la matriz

[ 0g Ig
J_<_Hd 0d>, (2.1.2)

siendo Iz y 04 las matrices unidad e indénticamente nulas de dimensién d, y sea
_ T

y=(p.q).

El sistema (2.1.1) puede reescribirse en términos de la matriz (2.1.2) de la si-

guiente manera

d _
() = (T H)y(). (2.1.3)
Cuando el Hamiltoniano presenta una estructura
H(p,q,t) = T(p) + V(g1), (2.1.4)

el Hamiltoniano se llama separable. Un caso especial es el de Hamiltoniano inde-
pendiente del tiempo o auténomo, en cuyo caso H es una funcién definida en el
espacio de fases €. A lo largo del capitulo supondremos que el Hamiltoniano es
auténomo salvo que se indique lo contrario.

Denotaremos por ®;  al flujo del sistema Hamiltoniano (2.1.1)), visto como una
aplicacién de Q en si mismo, de forma que (p,q) = ®¢H(po,qo) es el valor en
tiempo ¢ de la solucién de (2.1.1]) con condicién inicial (pg,qo) en ¢t = 0.

2.2. Transformaciones simplécticas

Definicion 2.2.1. Una aplicacién U : R?*? — R?¢ se llama simpléctica con res-
pecto a una matriz J, constante e invertible, si la matriz jacobiana V' (y) satisface

(W'(y)" IV (y) = J (2.2.1)

para todo y en el dominio de definicion de W. En el caso de que J esté definida por
, se usa la denominacion aplicacion candnica como sindnimo de aplicacion
simpléctica.

La matriz J de (2.1.2) tiene la propiedad de que para cada par de vectores
v, w de R?? vT Jw representa la suma de las dreas 2-dimensionales de los d para-
lelogramos resultantes de proyectar el paralelogramo determinado por v y w en
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29 ECUACIONES MODIFICADAS DE METODOS SIMPLECTICOS

los planos de las variables (p;,q;), 1 <i <d.

Ahora fijemos un punto (p,q) en € y construyamos un paralelogramo P con un
vértice en (p,q) y lados los vectores v y w. Entonces W(P) es un paralelogramo
con los lados curvados, que puede aproximarse a un paralelogramo P* con un
vértice en ¥(p,q) y lados WU'v, W'w. Para ello se desprecian términos de orden
superior a los lineales en v y w. Entonces P y P* tienen el mismo area si y
solamente si
T 0w = T Jw.

Esta relacién se satisface para todos los paralelogramos P en {2 si y solamente si
se verifica , es decir, si las transformacién W es simpléctica o candnica.

A continuacién probamos que el flujo de (2.1.1]) es una transformacién simplécti-
ca.

Teorema 2.2.1. Para cada t, el flujo O+ g de un sistema Hamiltoniano
es una transformacion simpléctica.

Demostracion. Denotemos al jacobiano del flujo ®; g por F(t) € R2dx2d

0

F(t) = =& g(y°).
(t) By 1 (Y")
Derivando con respecto al tiempo,
d o 0 0
%F(t) = &afyq’tH(y)
0 |0
= — | =D u(°
By [875 1 (Y )]
0

= 5, VTV H @)
)

= T () | ()
= J_lHyy(y(t))F(t)a
donde se ha usado que

G0 = S0 = TV H (@) = TV, H((0).

Tenemos por tanto que F'(t) es solucién de la ecuacién diferencial

%F = J 'Hy,, (y(1))F, (2.2.2)
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2.3. INTEGRADORES SIMPLECTICOS 30

con condicién inicial F(0) = Iyg.
Hay que probar que
FOTJF(t) = J

Como F(0) = Iyg, la afirmacién es cierta para t = 0. Solo hay que probar que

%K(t) =0, siendo K(t)=F®)TJF(t). (2.2.3)

En efecto, diferenciando en (12.2.3)) se obtiene

d d d
ZK(t) = F@)"JF@) + [ FO]JF(1)
= F@) I Hy(y@)F (1) + [F () Hyy (y()) ()T F(?)
= F()" Hyy(y(t))F () = F(t)" Hyy(y(t)) F(2)
= 0 O

Ademas, si Q2 es simplemente conexo, el reciproco también es cierto (ver [13]).

Esta propiedad de conservacién de areas del flujo de los sistemas Hamiltonia-
nos tiene un impacto en el comportamiento a largo plazo de las soluciones de
dichos sistemas: no puede haber sumideros ni fuentes, ni tampoco ciclos limite,
yva que si los hubiera, en las proximidades de ellos el area se contraeria o se ex-
panderia.

Por otro lado, del teorema de Liouville aplicado a la mecédnica Hamiltoniana se
sigue [I] que det(®’) = 1, es decir, el flujo de un sistema Hamiltoniano conserva
el volumen orientado en R2¢. Para d = 1 esto se corresponde con la conserva-
cién del area orientada. Sin embargo la generalizacién correcta al pasar de d =1
a d > 1 no es la conservacién del volumen sino la simplecticidad, es decir, la
conservacion de la suma de las areas orientadas de las proyecciones sobre los d
planos coordenados (p;, ;). La simplecticidad caracteriza el flujo de los sistemas
Hamiltonianos, mientras que la conservacion del volumen es una propiedad mas
débil que comparten otros sistemas no Hamiltonianos.

2.3. Integradores simplécticos
Definicion 2.3.1. Un método numérico de un paso

(pn-l—laQn—l—l) = qjh,H(pn;q'rJ (231)

se llama simpléctico si Vp, g es una transformacion simpléctica para todos los
Hamiltonianos H y todas las longitudes de paso h.

30



31 ECUACIONES MODIFICADAS DE METODOS SIMPLECTICOS

Existen diversas familias de integradores convencionales que contienen métodos
que son simplécticos. En este capitulo presentamos los métodos Runge-Kutta, que
ya se han mencionado en el Capitulo 1. Posteriormente, en el Capitulo 3, se pre-
sentan los métodos Runge-Kutta-Nystrom que se utilizaran en los experimentos
numéricos.

2.3.1. B-series simplécticas

Ya hemos visto que las B-series constituyen una herramienta poderosa para
expresar métodos numéricos para la integracién de ecuaciones diferenciales. En el
caso de sistemas Hamiltonianos, es de especial interés encontrar métodos para los
que ¥y,  sea una transformacién simpléctica para cada tamartio de paso h y cada
Hamiltoniano H. Interesa, por tanto, establecer bajo qué condiciones sobre sus
coeficientes, una B-serie define una transformacién simpléctica. En esta seccion
se van a establecer las condiciones necesarias y suficientes que debe satisfacer
una B-serie para que el método que define sea simpléctico, y se particularizard
en el caso de B-series asociadas a métodos Runge-Kutta. Veremos también que
el cumplimiento de estas condiciones hard que las condiciones de orden se vean
notablemente simplificadas.

Consideremos una B-serie

e 3 W (232)

" pTERT R

donde h es un pardametro real, RT, es el conjunto de arboles con raiz pr de n vérti-
ces, ¢(pT1) es un coeficiente real asociado a p7y F(p7)(y) es la diferencial elemental
correspondiente a pr evaluada en y € R??. La notacién utilizada en se co-
rresponde con la empleada en tomando ¢(@) =1y c(p7) = a(pr)a(pr), y
se han agrupado los términos que corresponden a arboles con el mismo ntimero de
nodos. Los coeficientes ¢(p7) dependen del método especifico, y en el caso de los

S
métodos Runge-Kutta, siguiendo (1.2.6)), c(p7) = a(p7)vy(pT) Z bi®i(p7). Antes
i=1
de introducir el resultado fundamental de este apartado, definiremos una relacién
de equivalencia en el conjunto de arboles con raiz, y presentaremos el concepto

de arboles vecinos.

Definicion 2.3.2. Dos drboles con raiz pm y pro se identifican si solo difieren en
la posicion de la raiz, pero constan de los mismos vértices y aristas. Cada clase
de equivalencia bajo esta relacion se llama drbol, y se denota por T (sin p).

Definicion 2.3.3. Dos drboles con raiz pr; (con raiz en el vértice i) y ptj (con
raiz en el vértice j) son vecinos si ambos pertenecen a la misma clase de equiva-
lencia T y sus respectivas raices son vértices adyacentes.
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Ejemplo 2.3.1. En el drbol 131 de la Tabla st escogemos el vértice de la
izquierda como raiz, obtenemos pT3y, mientras que si escogemos como raiz el
nodo central, se obtiene pr3a. Por lo tanto, segun la definicion anterior, prs1 y
pTaa son drboles vecinos.

ARV

pPT31  PT32  T31

Tabla 2.1: Ejemplo

Antes de presentar un teorema que caracteriza a las B-series simplécticas,
es necesario introducir algo méas de notacién. La Tabla contiene un arbol T,
y dos &arboles con raiz pr; y p7j, con raices en ¢ y en j respectivamente, que
resultan de eliminar en 7 la arista que une el vértice 7 con el vértice j y de situar
las raices de los dos subarboles que se generan en los vértices con indices ¢ y j,
respectivamente.

T
o P
VAR
A J
PTI PTJ

Tabla 2.2: Construccion para ilustrar el Teorema

Teorema 2.3.1. La B-serie es candnica, es decir, define una transfor-
macion simpléctica para cada h y cada problema Hamiltoniano st, y sola-
mente si, para cada par de drboles vecinos pt; y pTj se tiene

c(pri) C(PTj) _ c(prr) c(pty)
alpri)y(pri) — alpri)v(pry)  alprr)y(prr) alpTs)y(p7s)

Demostracion. La demostracién se puede encontrar en [5].

(2.3.3)
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33 ECUACIONES MODIFICADAS DE METODOS SIMPLECTICOS

2.3.2. Métodos Runge-Kutta (RK)

Las ecuaciones para avanzar un paso de longitud ~ con un método Runge-
Kutta con coeficientes ((1.1.14) a problemas de valores iniciales generales @
quedaron descritas en . Cuando un método RK con coeficientes (|1.1.14
se utiliza para la integracién de un sistema Hamiltoniano resulta en las
relaciones

P

—hZaU (P}, Q,),
Qi = Qn—i-hzaz’ij(Pj,Qj), (2.3.4)
j=1

Pnt1 = pn—hzbin(Pz‘,Qi),
=1

i1 = Gnth Y biHy(P, Q) (2.3.5)
=1

donde H, y Hj, denotan las funciones d-dimensionales con componentes 2 aq y gf ,

1<t < d respectivamente, y P; y (J; son las etapas intermedias de las variables
pyaq.

En el caso particular de un método Runge-Kutta, el Teorema [2.3.1]se traduce
en

Teorema 2.3.2. Si los coeficientes (1.1.14) de un método Runge-Kutta de s
etapas satisfacen las relaciones

bia;j + bja;; — bbj =0, 1<4,5 <s, (2.3.6)
entonces el método es simpléctico.

Demostracion. En este caso las cantidades c(p7)/(a(p7)y(p7)) son simplemente
los pesos elementales ®(p7). Por lo tanto (2.3.3) queda

®(pri) + ®(p75) = (p71) B(P7J). (2.3.7)

Escribamos
pTr = [Pﬁ, e HOTmL

donde p7y, . = 1, ..., m, son los subarboles con raiz que se generan al suprimir de
p71 su raiz y sus lados adyacentes, y de forma similar

pPT] = [pTlv s ’an],
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siendo p7?, 8 =1, ...,n, los subarboles con raiz que se generan al suprimir de pry
su raiz y sus lados adyacentes.
Entonces

pTi = [pTr, pTL, - P,
pTi = [pTIa PTI, s 7p,7_n]’
y, de acuerdo a la definicién de pesos elementales (1.2.3)),

(I)(pTZ) = Zblq) pTJ H q) pTa Z b i Qi g H q) pTa H
i—1 a=1 ij=1 = 51
(prj) = Zb ®;(p71) H Z b aJ1H<I> 7o) H

1,j=1

donde ®; denota el peso elemental de la etapa i. Tras estos célculos, (2.3.7]) queda

ZbaUHQ) pTaH Zbaﬂnq) PTaH (PTB):

3,j=1 ps=1 4,j=1 B=1
(Z bi [ ] q)z'(,m'a)> > b [T 2ier”)
i=1  a=1 j=1 p=1
Reorganizando lo anterior,
> (biag; + bjazi — bib)) (] | @i(ora))([] ®s(p7)) =0. (2.3.8)
i,j=1 a=1 p=1
De (2.3.8)) se concluye que la condicién
biaij + bjaji — bibj =0, 1<4,5 <s, (2.3.9)

es suficiente para garantizar la canonicidad de la B-serie del método Runge-Kutta.
O

Aunque no incluimos la demostracién en este trabajo, se puede probar que si
el método Runge-Kutta no tiene etapas redundantes, la condicién del teorema
anterior tambien es una condicién necesaria para la simplecticidad [13].

Condiciones de orden para métodos Runge-Kutta simplécticos

Las condiciones que un método Runge-Kutta debe satisfacer para alcanzar
orden > r son conocidas [§]: para cada arbol con raiz pr con nimero de vértices
n(pr) < r, debe cumplirse

O(pr) = (2.3.10)

v(pr)’
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35 ECUACIONES MODIFICADAS DE METODOS SIMPLECTICOS

TR

P71 PT1 T2

11
LI 3 R

P72 PT2 T4,2

Tabla 2.3: Ejemplos de arboles superfluos

siendo y(p7) la densidad y ®(p7) el peso elemental del arbol pr.

Si se consideran el ntiimero de etapas s, y los coeficientes a;j, b; como
parametros libres, entonces las condiciones son independientes unas de
otras. Sin embargo, cuando se imponen las condiciones , no todos los coefi-
cientes del método son parametros libres y aparecen ciertas redundancias entre
las condiciones de orden . Por tanto, para conseguir orden > 7, no es ne-
cesario satisfacer una ecuacién para cada arbol con raiz de orden < r. El ntimero
de ecuaciones viene dado por el nimero de arboles no superfluos, que se definen
a continuacién.

Definicion 2.3.4. Se llaman drboles superfluos a aquellos que resultan cuando
dos copias del mismo drbol con raiz de N wvértices se unen por sus respectivas
raices anadiendo una nueva rama, dando lugar a un drbol de 2N vértices.

Por ejemplo, el drbol 74 en la Tabla[2.3]es superfluo porque es la yuxtaposicién
de dos copias de pri. Andlogamente, 74 2 es superfluo pues se puede construir como
yuxtaposicién de dos copias de p7o.

Teorema 2.3.3. Supongamos que el método Runge-Kutta satisface la condicion
de simplecticidad y tiene orden de consistencia > r > 1. Entonces tiene
orden de consistencia > 7+ 1 si y solamente si para cada drbol no superfluo T
con r+1 vértices, hay un drbol con raiz pt asociado con T para el cual se cumple

E310).

Demostracién. Ver [12].

El Teorema [2.3.3] implica que como el tnico arbol de dos vértices es suplerfluo,
cada método Runge-Kutta simpléctico consistente (de orden 1) tiene orden al
menos 2. Por otra parte, para asegurar orden > 3, sera suficiente con imponer la
condicion de orden asociada a pt3;, o bien la asociada a pr3o, y para tener or-
den 4 solo hay que imponer la condicién de orden asociada a p7y 1 (ver Tabla.

En la Tabla tomada de [I3], se ha recogido el nimero de condiciones
de orden independientes que hay que imponer para garantizar un orden deter-
minado tanto en el caso de métodos Runge-Kutta generales como en el caso de
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Order RK general RK simpléctico

1 1 1
2 2 1
3 4 2
4 8 3
) 17 6
6 37 10
7 85 21
8 200 40

Tabla 2.4: Numero de condiciones de orden

métodos Runge-Kutta simplécticos. Podemos observar la reduccién en el nimero
de condiciones de orden para ordenes altos.

2.4. Analisis regresivo de métodos simplécticos

En esta seccién vamos a mostrar como afecta la propiedad de simplectici-
dad a las ecuaciones modificadas asociadas a un método de un paso. Vamos a
probar que cuando un método Runge-Kutta simpléctico se utiliza para integrar
un sistema Hamiltoniano, las ecuaciones modificadas construidas en el Capitulo
1 corresponden también a un sistema Hamiltoniano, pero con una funciéon Ha-
miltoniana modificada. Mas precisamente, vamos a probar que para cualquier
Hamiltoniano independiente del tiempo y cualquier entero positivo N, se puede
encontrar un sistema Hamiltoniano modificado (también auténomo) con funcién
Hamiltoniana Hy p, tal que ¥, i difiere del flujo @, g, en términos O(hN“).
La diferencia entre el verdadero Hamiltoniano H y el Hamiltoniano modificado
Hy, es O(h"), siendo r el orden del método.

Veamos primero un lema que se va a utilizar para la prueba de la existencia
de un Hamiltoniano modificado local.

Lema 2.4.1. Sea D C R™ abierto y f : D — R" diferenciable con continuidad, y
supongamos que el jacobiano f'(y) es simétrico para todo y € D. Entonces para
cada yo € D existe un entorno y una funcion H(y) tal que

fly) = VH(y) (2.4.1)

en dicho entorno.

Demostracion. Supongamos que yo = 0, y consideramos una bola en torno a yg
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37 ECUACIONES MODIFICADAS DE METODOS SIMPLECTICOS

contenida en D. En esta bola definimos

1
1) = [ (w)a+c,
0
con C una constante.
ofi _ Ofk

Derivando respecto a y; y usando la hipdtesis de simetria Jur = oy € tiene
K3

OH L T Of La
TT ) = t Lyt ) dt = | — (tfu(ty)) dt =
oo )= [ (it 4" 55 ) de = [ et de = o),
lo que prueba el lema. [

Para D = R?¢ o para conjuntos estrellados, la demostracién anterior muestra que
la funcién H del Lema [2.4.1]| estd globalmente definida.

Teorema 2.4.1. Existencia de un Hamiltoniano modificado local

Si se aplica un método simpléctico ¥y, a un sistema Hamiltoniano con funcion
Hamiltoniana suficientemente reqular, H : D — R, siendo D C R?? un abierto,
entonces la ecuacion modificada es localmente Hamiltoniana con Hamil-
toniano Hy. De forma mds precisa, localmente existen funciones reales H; para
j=2,3,.. tales que fi(y) = J"'V,H;(y), es decir,

Hi(y) = H(y) + hHa(y) + h*Hs(y) + - - - .

Demostracion. Lo probaremos por induccién. Supongamos que f;(y) = J 1V, H;(y)
para j = 1,2,..,N (para N = 1 se satisface puesto que fi(y) = f =
J7IV, H(y).

La ecuacion modificada truncada

—~
<
=

J=f@) +hf20i)+ -+ rN N (D),

es un sistema Hamiltoniano con Hamiltoniano H (y)+hHs(y)+- - -+hN "1 Hy(y).
Su flujo P 1, (y0) comparado con el de (1.1.5) satisface

Ui (y0) = Phpy, (0) + KN faga (yo) + OBV H2),

y los jacobianos satisfacen

W (o) = @, g, (00) + N fies (o) + O(NF2).

Utilizando que el método es simpléctico, junto con la hipétesis de induccion, se
concluye que Wy gy ®pf,, son transformaciones simplécticas. Ademds como
P, 1y, (W) =1+ O(h), se tiene que

J =W, 4 (yo) T, g (o) = J + BN (fa i1 (o)™ T + T fa g1 (yo)) + O(RNT2).
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Por consiguiente, el término entre paréntesis tiene que anularse y, por tanto, la
matriz Jfy_ 1 (y) es simétrica. La existencia de Hy1(y) satisfaciendo fyi1 =
J7IVHy1(y) se sigue del Lema m O

Ejemplo 2.4.1. En este ejemplo se pretende ilustrar la pérdida del cardcter
Hamiltoniano del sistema modificado al usar formulas no simplécticas: el proceso
de integracion numérica perturba el modelo de forma que lo saca de la clase
Hamiltoniana. Para ello consideremos el Hamiltoniano con un grado de libertad
H =T(p) +V(q) y su correspondiente sistema diferencial

B rw =) (24

donde f = —V' y g =T'. Integramos con el método de Euler simpléctico

Pnt1 = Pn + hf(qn), In+1 = qn + hg(Pry1)- (2.4.3)

Siguiendo la linea de las ecuaciones diferenciales modificadas, nos gustaria en-
contrar un sistema cuya solucion esté mds cerca de nuestro método numérico, que
es de orden 1, y difiere en términos de O(h?) del verdadero flujo &y, 1. Usando
1.1.8) es facil comprobar que es consistente de orden 2 con el sistema

) (2.4
Y= g+ SIS (2.4.40)

Puesto que el método es simpléctico, el Teorema garantiza que existe una
funcién Hy : R? — R tal que fo = J-'VHy(p,q) , es decir

1 ! o 8I'IQ
§f (9gp) = Tq’
WO = 52

1 h
Basta tomar Hy = §T’(p)V’(q) y Hop(p,q) =T(p) +V(g) + §T’(p)V’(q) es el

Hamiltoniano de la ecuacion modificada truncada.

Si integramos ahora con el método de FEuler explicito, la ecuacion
modificada queda

D~ f@)- @) (2.450)
Y= g - Sd ). (2.4.50)
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La solucion numérica es consistente hasta los términos O(h?) con la solucién del
sistema de ecuaciones modificadas que acabamos de calcular. Sin embargo, este
nuevo sistema de ecuaciones modificadas (2.4.5d)-(2.4.5b) ya no es un sistema

Hamiltoniano debido al cambio de signo en (2.4.4b) respecto de (2.4.5Y)). Esto se
debe a que no es un integrador simpléctico.

A continuacién veremos que un método numérico simpléctico puede
caracterizarse en términos de una funcién real S en lugar de en términos de las
2d componentes de ¥y, ;. Dicha funcién S, se llama funcién generatriz de Wy, g
(para simplificar la notacién hemos suprimido la dependencia explicita respecto
de hy H).

Dada una funcién S(p, q), usaremos la siguiente notacién

d

oS oS
ds =dS = S,dp+ S,;dq = — dp; + —(p,q)dg; | ,
(p.q) pdp + Sqdg ;(api(p,q)eraqi(p q)q)
donde S}, y S, son vectores fila con las derivadas parciales, y dp = (dpy, ..., dpg)”,

dq = (dqi, . .. ,dqd)T.

Teorema 2.4.2. Una aplicacion VU : (p,q) — (P, Q) es simpléctica si y solamente
si existe localmente una funcion S(p,q) tal que

PTdQ — pTdq = ds. (2.4.6)
Esto significa que PTdQ — p'dq es una diferencial total.

Demostracion. Tenemos el Jacobiano de W

o= (a o)

Teniendo en cuenta la estructura de la matriz J, la condiciéon de simplecticidad

[£21), da lugar a
Pl Qp=Q, Py, PrQ,—I1=QrP, QTP = PIQ,  (24.7)

Si ahora insertamos d@Q = Qp,dp+ Q,dq en el lado izquierdo de (2.4.6) obtenemos

dp\ [ QTP \" (dp
(PTQpaPTQq _pT) (dq) - (Qg‘lg —p) (dq) :

Para aplicar el Lema (2.4.1) tenemos que verificar primero la simetria del jaco-
biano del vector de coeficientes,

QgPp Qgpq) . aQQz
(ot 1 Gir 2 PG g (245
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Como la matriz Hessiana de ; es simétrica, la simetria de la matriz (2.4.8) es
equivalente a las condiciones de simplecticidad (2.4.7)). O.

Supongamos ahora que g y ) son funciones independientes en 2, es decir, cada
punto en €2 puede ser descrito univocamente por los correspondientes valores de
qy Q (por ejemplo, si %—Q es invertible y p puede expresarse como funcién de ¢
y Q). Entonces podemos expresar S(p,q) en como una funcién de ¢ y Q.

Comparando los coeficientes de

95(¢, Q) 95(¢, Q)
ds = d d
S dq q+ 20 Q,
con los de (2.4.6)) es facil ver que
oS 0S8
= p=22 2.4.

relaciones que permiten reconstruir la transformacién simpléctica ¥ : (p,q) —
(P, Q) a partir de la funcién escalar S(q, Q). Otra caracterizacién de una trans-
formacion simpléctica equivalente a (2.4.6)) es la siguiente

QTdP + pTdg = d(PTq+ S'(P,q)). (2.4.10)
La equivalencia se sigue de tomar
st=PIQ-q) -5,
y de que
d(PTQ) = PTdQ + QTdP.

La transformacién simpléctica definida por S' se deduce comparando los coefi-
cietes de dq y dP en la ecuacién ([2.4.10))

0S1 oS!
p—P+87q(PaQ)a Q—Q‘FaiP(RQ)- (2.4.11)

Puesto que hemos visto que toda transformacién simpléctica se puede escribir
en términos de una funcién generatriz, demostramos a continuacién un resultado
que determina una funcién generatriz para los métodos Runge-Kutta simplécticos.

Teorema 2.4.3. Supongamos que los coeficientes de un método Runge-Kutta

1.1.14) satisfacen

biaij + bjaji = bib]’, 1<19,7<s. (2412)
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Entonces, denotando en (u D="Pn, §=Gqn, P=ppr1 vy Q = qni1,
las ecuaciones del método Runge- Kutta

P = p_hzbin(PiaQi)a =p—- hzaw P],Q]

i=1

Q = q+h) biHy(P,Q), Q¢:q+hzainp(Pj,Qj) (2.4.13)

i=1 j=1
pueden escribirse como (2.4.11]) con
SY(P,q,h) =hY biH(P;, Qi) — B2 Zbaw (P, Q)TH,(P;,Qj).  (2.4.14)
i=1 ,j=1

Demostracion. Usamos las abreviaturas H[i] = H(P;, Q;), Hpli] = H,(P;, Q:),
etc. Derivamos en primer lugar S(P, g, h) respecto a q.

aZ"_Z"T@_Z”Q'
&](il blH[z]> = : b; Hp|i] a4 h j a”aqu[j]
0
AT
+ EZ biHy|i] I+h§j aija*qu[J]

Diferenciando la primera relacién de (2.4.13))

0
— hz bigg H
j

Utilizando la regla de Leibniz,

0 AT 7 1 a1 0 : O

%(Hq["] Hylj]) = Hyli] %Hpm + Hylj] %Hq[l]- (2.4.15)
Y teniendo en cuenta (2.4.12)), se obtiene

M - hzb H,[i M - hzb H,li

La segunda relacién se prueba de manera andloga. Por tanto las formulas Runge-

Kutta (2.4.13)) son equivalentes a (2.4.11)) con S' dada por (2.4.14) . O
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Por 1ltimo, introducimos sin demostracién un resultado que va a proporcio-
nar una funcién generatriz para el flujo exacto de un sistema Hamiltoniano.
Supongamos ahora fijo (p,q) y que el punto (P(t),Q(t)) se mueve en el flu-
jo de un sistema Hamiltoniano. Queremos determinar una funcién generatriz
S(q, @, 1), ahora también dependiente de ¢, que genere via la transforma-
cién simpléctica (p,q) — (P(t),Q(t)) del flujo exacto del sistema Hamiltoniano.
Se debe satisfacer

aS a5

= 5q, @@ Pi = = 5q, @ @), 1). (2.4.16)

Teorema 2.4.4. Si S(q,Q,t) es una solucidn de

Pi(t)

oS oS oS
8t+H< y Ql,--de) =0, (2417)

0Q1" 7 0Qq’
y si la matriz 8228%) es invertible, existe una aplicacion (p,q) — (P(t), Q(t))
definida por que es una solucion del sistema Hamiltoniano. La ecuacion

de se llama ecuacion de Hamilton-Jacobi.

Ya hemos visto que todo método simpléctico de un paso, ¥, puede expresarse
localmente en términos de una funcién generatriz. Esta propiedad nos permite
mostrar que la ecuacién modificada es Hamiltoniana con Hp(p, q) definido
en el mismo dominio que la funcién generatriz.

Teorema 2.4.5. Existencia de un Hamiltoniano modificado global
Supongamos que el método simpléctico Wy, tiene como funcion generatriz

S(P,q,h) = hS1(P,q) + h*Sa(P,q) + h>S3(P,q) + - -- (2.4.18)

con S; regulares y definidas en un conjunto abierto D. Se aplica el método a un
sistema Hamiltoniano con un Hamiltoniano suficientemente reqular, H : R*4 —
R. Entonces la ecuacion diferencial modificada es Hamiltoniana con

Hy,(p,q) = H(p,q) + hHa(p, q) + h*H3(p,q) + -+, (2.4.19)

donde las funciones H;(p,q) estdn definidas en todo D.

Demostracion. La solucién exacta de (P, Q)=(p(t), G(t)) del sistema Hamiltoniano
correspondiente a Hy(p, q) esta dado por
oS oS

p=P+6fq(P,q,t)7 Q=q+67P(P,q,t),
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donde S es la solucién de la ecuacién diferencial de Hamilton-Jacobi

—(P,q,t) = Hy, <P, q+ gf;(P, qi)) , S(P,q,0) = 0. (2.4.20)

terminar las funciones H;(p, q) tales que la solucién S(P,q,t) de ([2.4.20) coincida

ent=h con (2.4.18).

Expresamos primero S(P, q,t) como una serie

Como Hj, depende del pardmetro h, también lo hard S. Nuestro objetivo es de-

g(PaQat) :tgl(P7Q)h)+t2‘§2(P7Q7h)+t3§3(P’q7h)+

Insertandolo en ([2.4.20) y comparando potencias de t, podemos obtener las fun-
ciones Sj(P, q, h) recursivamente en funcién de las derivadas de Hp,.

Sl(p7Q7h) = Hh(p7Q)

. OH;, 85
25 (p,q.h) = <8qh-apl> (p.q, h) (2.4.21)

. OH), 05, 1 (9%H;, (985, 85,
353(p, q, h) < 34 8P> (p.g;h) + 3 < 92 \ap op (p,q,h)
Escribimos Sj como una serie

Si(p,q,h) = Sj1(p,q) + hSj2(p,q) + h2S;3(pyq) + -+,

y lo insertamos junto con el desarrollo (2.4.19) en (2.4.21), y comparamos poten-
cias de h. Esto arroja Six(p,q) = Hy(p,q) y para j > 1 Sj,(p,q) es una funcién
de las derivadas de H; con [ < k.

Imponiendo S(p, q,h) = S(p,q, h) se llega a que

Si(p,a) = Su,q),
52(p7 q) 512(p7 q) + S2l(p7 Q)7 etc,

luego,
Si(p,q) = Hj(p,q) + "funcién de las derivadas de Hy(p,q) con k < j”.

Para una funcién generatriz S(P, g, h) estas relaciones de recurrencia permiten
determinar sucesivamente las H;(p, ¢). De las férmulas explicitas se sigue que H;
estd definida en el mismo dominio que las S;. [

Las funciones Hy p, N=2,3..., son truncaciones de la serie Hj, en potencias de h.
Si esta serie de potencias converge y ademas ¥y, g = ®, 7, , entonces los puntos
calculados se situan exactamente en las soluciones del sistema con Hamiltoniano
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Hy,.

En general, para problemas no lineales, la serie Hy no converge. Sin embargo, si
H se comporta suficientemente bien, se puede mostrar que reteniendo para cada
h > 0 un numero finito de términos N = N(h) de la serie de H},, se puede ob-
tener un Hamiltoniano Hyj, para el cual el flujo correspondiente difiera de Wy, f
en términos que tienden a cero exponencialmente cuando h — 0.

Esto hace posible una interpretacién regresiva de los errores de los resultados
numéricos: la solucién calculada resulta de calcular exactamente (o muy aproxi-
madamente) un problema Hamiltoniano préximo.

Supongamos que f(y), el lado derecho en (1.1.4]), es analitica en la bola Bar(yo)
y se cumple
If W)l <M, para [ly — yol < 2R. (2.4.22)

Entonces, se tiene la siguiente acotacién para los coeficientes del desarrollo de
Taylor (1.1.7) de un método Runge-Kutta [7]

;9] < CoCI™, para |ly - yoll < R, (2.4.23)

donde Cy y C} son constantes que dependen de M y de los coeficientes del método
RK, y C; depende ademds de R.

Con estas hipétesis introducimos sin demostracién un resultado sobre la acotacion
de las funciones f; de la ecuacién modificada y la proximidad entre la solucién
numérica y la solucién de la ecuacién modificada correspondiente (ver [7]).

Teorema 2.4.6. Sea f(y) analitica en Bar(yo) y sean los coeficientes d; de
1.1.7) analiticos en Br(yo). Supongamos que se dan las acotaciones Y
2423) Entonces tenemos para los coeficientes de la ecuacion diferencial modi-
ficada

£l < By (B2 j)?~, para |ly — yol| < R/2, (2.4.24)

donde By y Bs son constantes que dependen de M y de los coeficientes del método
RK, y By ademds depende de R.

Ademas, si h < % con hgy dependiendo de M, R y los coeficientes del método RK,
entonces existe N = N(h) (N igual al entero mds grande satisfaciendo hIN < hg)
tal que la diferencia entre la solucion numérica yy = Yy, ¢(yo) y la solucion exacta
D4 1y (Y0) de la ecuacion modificada truncada

y=1Iva@,  fva@) = @)+ @)+ + BT (D),
con valor inicial §(0) = yo, satisface
19, (40) = P, gy, (w0) || < RCMe /M, (2.4.25)

donde C' depende solamente del método.
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Una primera aplicacién del teorema anterior es el estudio de la conservacién de
la energia en largos periodos de tiempo usando métodos simplécticos para resolver
numéricamente sistemas Hamiltonianos. Sabemos ya que la ecuacién diferencial
modificada también es Hamiltoniana (Teorema [2.4.1)). Tras truncar, obtenemos
un Hamiltoniano modificado

Hyn(y) = H(y) + b Hea(y) + -+ BY " Hy(y), (2.4.26)

que asumimos estd definido en el mismo conjunto abierto que el Hamiltoniano
original H (Teorema [2.4.5)). Supongamos que se dan las condiciones para aplicar

el Teorema 2.4.61

Teorema 2.4.7. Consideremos un sistema Hamiltoniano con H : D — R analiti-
co (donde D C R?%) y aplicamos un método numérico simpléctico ¥, con longitud
de paso h. Si la solucion numérica permanece en un conjunto compacto K C D,
entonces existe hg y N = N(h) tal que

Hyn(yn) = Hyp(yo) +O(e 0/,
H(yn,) = H(yo) +O(h"),

sobre intervalos de tiempo exponencialmente largos nh < eho/2h.

Demostracion. Sea @, , el flujo de la ecuacién diferencial modificada. Como
esta ecuacién diferencial es Hamiltoniana con Hy j; como en (2.4.26)),

Hy p (Pt 1y, (Y0)) = Hy p (o)

se cumple para todo tiempo t. Del Teorema conocemos la acotacién ([2.4.25)
y usando una constante global de Lipschitz que no depende de h para Hy ,

tenemos también Hy p(Yn+1) — HNp(Ph oy, (Yn)) = O(he™"/") De la identidad

n

Hyn(yn) = Hyn(yo) = Y (Hyn(y;) — Hyn(yj—1))

j=1
n

_ Z (Hnn(y;) — Hyn(@nn(yj—1)))
=1

obtenemos entonces Hx 4 (yn) — Hy n(yo) = O(nhe™ /"), con lo que la conser-
vacion de Hy j es una consecuencia inmediata.
Para probar la segunda afirmacién del teorema, despejamos H (y,) — H(yp) de

(££29)

H(yn) - H(:‘/O) = HN,h(yn) - HN,h(yO) - hT(HrJrl(yn) - Hr+1 (yO)) -
W (Hyra(yn) — Hrra(y0)) — - — Y (Hn (yn) — Hn (y0))-
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El resultado se sigue de la primera afirmaciéon del teorema y del hecho de que
H,1(y) +hH,o(y) + -+ hN"""LHy(y) estd uniformemente acotado en K in-
dependientemente de h y de N (debido al Lema a que f;(y) = J'VH;(y)
y usando la acotacién (2.4.24)). O

Finalizamos este capitulo recalcando en el contexto de los integradores simplécti-
cos para sistemas Hamiltonianos, que la interpretacién regresiva de los errores solo
se sostiene si la solucién numérica en un tiempo t, se calcula iterando n veces la
misma transformacién simpléctica. Si alternativamente, componemos n aplicacio-
nes simplécticas (una de ¢y a ¢, otra distinta de t; a t9, etc.) entonces se pierde
esta interpretacion. Veamos como afecta este hecho al caso de los integradores
con paso variable.

Sea Uy, iy un integrador simpléctico y lo aplicamos a un sistema Hamiltoniano.
Dado un entero N, se construye un Hy p, tal que ¥y, g = ®p gy, +O(RNT). Sih
se mantiene constante durante la integracién desde t = 0 hasta t = t,,, con t = t,
en un intervalo acotado,

n

Uy, gVYhm Yo =Y, 1

diferird en términos exponencialmente pequenos de la composiciéon

n

Ch,Hy Py g PhHy g, = P Hy

>

Sin embargo, si avanzamos la soluciéon con paso variable,
Wy HVhy 11 VhyH
como aproximacién de
¢hn7HN,hn q)hn—hHN,hn,l T (phlaHN,hl )

esta ultima expresién ya no es el flujo hasta t,, de un problema Hamiltoniano, ya
que las funciones Hamiltonianas usadas en cada paso son diferentes. Por tanto la
interpretacion regresiva del error del integrador simpléctico ya no se mantiene en
el caso de paso variable.
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Capitulo 3

Comparacion entre
integradores simplécticos y
convencionales.

El objetivo de este capitulo es averiguar si verdaderamente, para problemas
Hamiltonianos, los métodos simplécticos son ventajosos en la practica. Para ello se
han realizado test numéricos y se han justificado tedricamente los resultados ob-
tenidos, haciendo uso del anélisis regresivo de los errores estudiado en el Capitulo
2. El tipo de experimento llevado a cabo consiste en la utilizacién de un método
simpléctico con paso fijo h para la integracién de problemas Hamiltonianos
en intervalos de tiempo largos, y su comparacién con un integrador convencional
y eficiente de paso variable. Concretamente, usamos el método Runge-Kutta-
Nystrom (RKN) simpléctico propuesto en [4], ya que presenta la ventaja de ser
simpléctico y explicito, y como integrador no simpléctico tomamos el par encajado
de métodos Runge-Kutta explicitos implementado en la funciéon ode45 de Matlab.

El experimento llevado a cabo permite ilustrar que la integracién de un pro-
blema Hamiltoniano con un método simpléctico de paso fijo puede llegar a ser
mas eficiente que un cédigo comercial de paso variable. Es en una integracién
larga donde las ventajas de la simplecticidad se aprecian mejor. Para intervalos
temporales cortos, el error local de la formula es de gran importancia, mientras
que a medida que el intervalo temporal se alarga, las ventajas que ofrece el método
simpléctico son, por un lado, un mejor comportamiento cualitativo de la solucién
numérica, y por otro, un mecanismo de propagacién del error més favorable.

El problema test considerado es el problema de los dos cuerpos, méas conocido
como problema de Kepler, cuya solucion describe el movimiento en un plano
de un punto material atraido hacia el origen con una fuerza inversamente propor-
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3.1. EXPERIMENTOS NUMERICOS 48

cional al cuadrado de la distancia. El Hamiltoniano que describe este movimiento
es

1 1
H([p1,p2,q1,q2]) = T(p1,p2) + V(q1,q2) = =(p3 +p3) — —— (3.0.1)

2 G+a
que claramente es separable.
Las ecuaciones del movimiento escritas como sistema diferencial de primer orden
son
pi=— di = p; i=1,2 (3.0.2)

(af +a3)%*’ ’ o

y en los experimentos numéricos vamos a considerar condiciones iniciales de la
forma

¢1(0)=1—e, @(0)=0, p1(0)=0, p20)=+(1+e€)(1l—e), (3.0.3)

con 0 < e < 1 un pardmetro real. La solucién de (3.0.2)-(3.0.3)) es 27 periddica y
su proyeccién en el plano (g1, g2) es una elipse con excentricidad e y semieje mayor

1. Ademsds, como el problema es auténomo, la energia total H es una cantidad
conservada.

3.1. Experimentos numéricos

Se efectuara la integracién con las condiciones iniciales dadas en y ex-
centricidad e = 0.5 hasta ¢t = 21870 x 27, obteniendo aproximaciones a la solucién
en los tiempos intermedios 3% x 10 x 27, para 0 < k < 7. El mismo problema se
ha integrado con la funcién ode45 de Matlab (método Runge-Kutta de orden 5
implementado con paso variable). Se elegiran para el método simpléctico valores
de h de la forma 27/, con v un nimero entero positivo, y para el integrador de
paso variable tolerancias de la forma 10~ con valor de m adecuado, para que o
bien el costo computacional (medido en evaluaciones de funcién) requerido por
ambos procedimientos, o bien los errores generados, sean comparables.

Para las dos implementaciones consideradas se mediran errores tanto en la
solucién (con la norma euclidea de R*) como en la energfa, en los tiempos inter-
medios considerados, comparando el valor de las variables (p,q) y de la energia
en dichos tiempos, con los correspondientes valores en la condicion inicial dada,
aprovechando el caracter 2w-periédico de la solucion y que los tiempos de inte-
gracion que se van a utilizar son multiplos enteros de 27. Se realizardn en primer
lugar graficas que muestren la evolucion de estos errores con el tiempo de inte-
gracién t. Se hardn también graficas de eficiencia (error en la solucién frente al
numero de evaluaciones de funcién del lado derecho del sistema diferencial) en
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49 EXPERIMENTOS NUMERICOS

las integraciones hasta 10, 90, 810 y 7290 periodos. Las longitudes de paso h y las
tolerancias concretas consideradas para cada método se especificaran mas ade-
lante. Con estos datos se realizaran cuatro graficas de eficiencia. Andlogamente se
realizaran dos graficas de eficiencia para el error en la energia, correspondientes
a integraciones realizadas hasta 90 y 7290 periodos.

Empezamos describiendo la familia de métodos que se va a utilizar en los
experimentos numéricos.

3.1.1. Meétodos Runge-Kutta-Nystrom simplécticos

Los sistemas Hamiltonianos de ecuaciones diferenciales con la forma particular

% = f(q), % =P (3.1.1)
con f igual al gradiente de cierta funcién escalar —V', se pueden reescribir como
sistemas diferenciales de segundo orden
2
T4 ), (3.1.2)
y pueden integrarse con un método Runge-Kutta-Nystrom, cuyas ecuaciones para
avanzar un paso de longitud h son

Qi = qn+hyipn+12Y i F(Q;) 1<i<s,
j=1
Prr1 = Path Y bif(Qu),
=1

Gn+tl = Qn+t hpn + h? Z Bzf(Qz)a
=1

donde los coeficientes del método son los del tablero

Y| 11 o Qs

Vs | Qs1 - Qgg -t
bl bs
ﬂl ﬁs

Tabla 3.1: Tablero de Butcher de un método Runge-Kutta-Nystrom.

Enunciamos sin demostracién [13] un resultado que establece bajo qué condicio-
nes sobre sus coeficientes un método RKN es simpléctico.
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3.1. EXPERIMENTOS NUMERICOS 50

Teorema 3.1.1. Supongamos que los coeficientes del método RKN son como en
la Tabla[3.1) y satisfacen las condiciones

Bi = bl(l_vz)a 1<i<s
bi(Bj — i) = bi(Bi—aj), 1<14,j<s.

(3.1.3)

Entonces el método es simpléctico cuando se aplica a problemas Hamiltonianos
con funcion Hamiltoniana de la forma

1 _
H(p.qt) = 5p" M~'p+V(q,1), (3.1.4)

donde M es normalmente una matriz diagonal, y sus elementos diagonales repre-
sentan las masas del sistema.

Los métodos RKN que son a la vez explicitos y simplécticos, tienen a;; = 0
para i < j. Esto, junto con la segunda condicién de (3.1.3)) implica que para i > j

bi(Bj — aij) = bjfi-
Utilizando ahora la primera condicién de se tiene
bilbj (1 — ;) — aij] = bjbi(1 — i),
de donde se deduce que si b; # 0
aij =bj(vi —), >

El tablero de Butcher de un método RKN explicito y simpléctico tiene la forma

" 0 0 0
Y2 | bi(y2 =) 0 0
Vs | b1(ys — 1) balys —2) ... 0
by by by
bi(1—m1) ba(l—r2) ... bs(1—1s)

Tabla 3.2: Tablero de un método RKN simpléctico y explicito.
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51 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Implementacién de un método RKN simpléctico y explicito
A la vista de la Tabla las ecuaciones del método se pueden escribir como

i—1

Qi = gt hypn+02D bi(i— 1) f(Q), 1<i<s,
Jj=1

Pnt1 = pnt+h > bif(Q),
1=1

Gni1 = Qo+ hpp + B2 sz‘(l — %) f(Qq).
=1

Se puede ver facilmente que para 1 <i <s—1,

Qi1 — Qi = h(vit1 — )pn + B> (Vi1 — %) D_ b F(@Q)) = h(yir1 — ) B,
j=1

donde

Pz‘:anthbjf(Qj), 1<i<s—1
j=1

Ademas, la definicién dada para P; se puede extender también a i = s y se tiene

Piy1— P = hbip1f(Qiy1), 1<i<s—1,
qn+1 — Qs = h(l - 'YS)PS'

El método se implementa entonces, para avanzar un paso de (pp, ¢n) & (Pn+1, Gn+1)s
como

QOZan
PO = Pn,

Para i=1,...,s

Qi = Qi—1+ h(vix1 — Vi) Pi—1,
P, =P+ hbi f(Qi),

an+1 = Qs + h(l - ’YS)PS;
Pn+1 = Ps-

Notemos que si v3 = 0y 75 = 1, el esquema RKN simpléctico explicito tiene la
propiedad FSAL (First Same As Last), es decir, los pesos b;(1 — ;) de la Tabla
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3.1. EXPERIMENTOS NUMERICOS 52

coinciden con la ultima fila de la matriz A del tablero, y se puede ahorrar
una evaluacién de funcién por paso.

En los experimentos numéricos se ha utilizado el método RKN simpléctico y
explicito construido en [4] cuyos coeficientes se recogen en la Tabla

711 = 0, b1 = 0.0617588581356263250,
v2 = 0.2051776615422863869, by = 0.3389780265536433551,
v3 = 0.6081989431465009739, b3 = 0.6147913071755775662,
v4 = 0.4872780668075869657, by =0.1405480146593733802,
v =1, bs = 0.1250198227945261338.

Tabla 3.3: Coeficientes del método RKN simpléctico y explicito propuesto en [4].

En general, los integradores simplécticos requieren, para la misma precision,
mas trabajo que los no simplécticos dado que, al imponer las condiciones ,
para el mismo numero de etapas se dispone de menos parametros libres para
satisfacer las condiciones de orden.

3.1.2. Resultados numéricos obtenidos

Para las graficas del error en la solucién y en la energia frente al tiempo de
integracién se utilizé ode45 con tolerancia 10! (tanto para el error absoluto
como para el error relativo) y el método RKN con un paso h = 27w /512. Para
las graficas de eficiencia en las que se ha representado el error frente al ntimero
de evaluaciones del lado derecho de se emplearon diferentes valores de la
tolerancia y del tamano de paso h. La eleccién de tales valores se hizo para obtener
errores finales proximos con ambos integradores, siempre inferiores a 0.1, por lo
que dichos valores fueron haciéndose mas restrictivos a medida que el tiempo de
integracion era mas largo. Se indican en la Tabla las elecciones de TOL y h
hechas para cada tiempo final de integracién.

trp TOL h

10x27 | 1076,..., 107 | 27/64,...,27/1024
90 x2r | 1077,...,10712 | 27/64,...,27/1024
810x27 | 107%,...,10713 | 27w/128,...,27/1024
7290x27 | 10710 ... 107 | 27/256, ..., 27/2048

Tabla 3.4: Valores de TOL y h empleados en las graficas de eficiencia.
La linea que representa el crecimiento del error con el tiempo observado en la

Figura [3.1] presenta una pendiente aproximadamente igual a 2 para ode45 y muy
préxima a 1 para RKN.
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Problema de Kepler e=0.5
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Figura 3.1: Error en la solucién como funcién de ¢
Problema de Kepler e=0.5
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Figura 3.2: Error en la energia como funcién de ¢

Veremos que esto es lo esperado en base al andlisis del error que se afectuara
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en la Seccién 3.2 (Teoremas v 13.2.2)).

En la Figura [3.2] se ilustra el error en la energfa

|H(pna Qn) - H(p(tn)’q(tn)” = |H(p’l’ba Qn) - H(p(()), Q(O))|

frente al tiempo de integracién. Se puede observar que aunque la energia no se
conserva exactamente, el error es mucho mas pequeno que el correspondiente al
error en la solucién ||(pn, ¢n) — p(0), ¢(0)]], llegando a alcanzar los errores valores
de 107" en el caso simpléctico, muy préximos a los errores de redondeo. En el
caso del método ode4b, la grafica muestra una recta de pendiente aproximada-
mente 1.

A continuacién procedemos a ilustrar el error en la solucién tras 10, 90, 810
y 7290 periodos frente al costo computacional, medido como el niimero de eva-
luaciones del lado derecho del sistema de ecuaciones diferenciales. El resultado se

puede ver en las Figuras y respectivamente.

5 Problema de Kepler e=0.5 hasta 10 periodos
10” R T

\Q —-e-—RKN
N — * —oded5

10° ¢ LN \ E

Error en solucion

10°F \ \ E

7L . |
10 \ “

108 :
103 104 10°
Numero de evaluaciones

Figura 3.3: Error en la solucién frente al niimero de evaluaciones tras 10 periodos

Para el método RKN, el error es proporcional a k%, y puesto que h a su vez es
inversamente proporcional al nimero de pasos N, y a su vez IN es proporcional
al nimero de evaluaciones de funcién (4 evaluaciones por paso), tedricamente la
pendiente del error, en escala doblemente logaritmica, es —4. Por su parte, el
método ode4b es de orden 5, y por el mismo razonamiento esperamos encontrar
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Problema de Kepler e=0.5 hasta 90 periodos
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Figura 3.4: Error en la solucién frente al niimero de evaluaciones tras 90 periodos

Problema de Kepler e=0.5 hasta 810 periodos
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Figura 3.5: Error frente al nimero de evaluaciones tras 810 periodos
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Problema de Kepler e=0.5 hasta 7290 periodos

—-e-—RKN
— % —ode45

2 L 4
10 N *®

103 h * 1

Error en solucion
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Figura 3.6: Error frente al niimero de evaluaciones tras 7290 periodos

una pendiente de la linea que representa el error que genera igual a —5 en escala
doblemente logaritmica.

Procedemos ahora a comparar la eficiencia entre los dos métodos en vista de
las graficas obtenidas. Para un tiempo final de integracién tp = 10 x 27 (Figura
, un error dado requiere un mayor costo computacional para el método RKN
simpléctico, puesto que la linea azul se mantiene siempre a la derecha de la linea
roja (para el mismo error necesita mas evaluaciones). A medida que aumenta el
tiempo final de integracién, las lineas que representan a los dos métodos se van
acercando hasta que, pasados 7290 periodos (Figura, se ve que claramente el
método RKN simpléctico es mas eficiente que el integrador oded5 para todas las
longitudes de paso y tolerancias utilizadas. Por ejemplo, para obtener un error
de tamafo 1073, ode45 necesita casi el doble de evaluaciones de funcién que el
método RKN. Esto parece indicar que el mecanismo de propagacion de los erro-
res da ventaja al algoritmo simpléctico sobre el no simpléctico. El Teorema (3.2.2
confirma el resultado obtenido.

Por tanto se concluye que para este problema, el método simpléctico mejora
al método no simpléctico cuando el tiempo final de integraciéon supera los 810
periodos, y la desventaja que suponia tener que utilizar paso fijo, es compensada
por un buen mecanismo de propagacion de los errores. Respecto a las pendientes
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57 EXPERIMENTOS NUMERICOS

del error observadas en las graficas de eficiencia, se confirma lo predicho teori-
camente, obteniendo pendientes muy préximas a -4 y -5 para el método RKN y
odedb respectivamente.

Por 1ltimo, se muestra en las Figuras y el error en la energfa tras 90

y 7290 periodos de integracion, frente al nimero de evaluaciones del lado derecho
del sistema diferencial. Para realizar el estudio de las pendientes de las lineas

Problema de Kepler e=0.5 hasta 90 periodos
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Figura 3.7: Error en la energia frente al nimero de evaluaciones tras 90 periodos

representadas, nos centramos en el rango de valores de los errores en la energia en
los que los errores de redondeo ain no son tan significativos como para dominar
el comportamiento de la grafica. Si consideramos que la precision de la méquina
es de le-16, en una integracién hasta tiempo final de 90 periodos, solo podemos
esperar que el error cometido por el método numérico sea representativo para
errores superiores a le-14. Para ese rango de valores, se observan pendientes de
-8 y -5 para los métodos RKN y ode45, respectivamente. En el caso de la integra-
cién hasta un tiempo final de 7290 periodos, nos fijamos en los errores superiores
a le-12, donde la linea correspondiente a ode45 muestra una pendiente de -5 y
los errores de RKN se mantienen casi constantes y del tamano de los errores de
redondeo. Andlogamente a lo que sucedia con las graficas de eficiencia para los
errores en la solucion, encontraremos respuesta al comportamiento descrito en los

Teoremas y
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Problema de Kepler e=0.5 hasta 7290 periodos
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Figura 3.8: Error en la energfa frente al niimero de evaluaciones tras 7290 periodos

3.2. Analisis del error

Reescribiendo el problema de Kepler (3.0.2) como
Y =F(Y)

donde Y = [p',p%,¢',¢?| y F = [fT pT] siendo f = f(q) la fuerza. Usaremos la
notacién G = G(Y') para referirnos al gradiente VH del Hamiltoniano H respecto
a Y. Notemos que F' y G son ortogonales en cada punto Y.

Consideramos la regién del espacio de fases cubierta por movimientos elipticos,
es decir, la region donde la energia H es menor que 0, donde no es posible un
escape a infinito. Todas las soluciones son periédicas con periodo

T = T(H) = 2r/+/(2]H|)3.

Fijamos una condicién inicial Y. Llamamos Fy = F(Yp), Go = G(Y)) . Denota-
mos por ¢ a la transformacién que avanza el flujo un periodo, ¢, To = T'(H (Yp)).

Lema 3.2.1. La diferencial ®}, es una modificacion de rango uno de la identidad
dada por
0 =1+ WoGi, (3.2.1)

con Wy = T'(H(Yp))Fo un vector no nulo en R* tangente en Yy a la solucién del
problema de Kepler.
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59 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Demostracidon. Sea

DY) = or(ermyy)(Y)) = ¢ (Y),

donde 7 =Ty — T(H(Y)) es una funcién de Y. Entonces

() = W)+ () (90"
= ) = (gerl0)) TG

y como ¢, satisface, como funcién de ¢, Y = F(Y),
'(Y) = (Y) = Flo,(Y))T'(HY)G(Y)".

Ahora evaluando Y = Y} conduce a 7 = 0 y por lo tanto ¢, es igual a la aplicacién
identidad, luego ¢, (Yp) = 1. O
Calculamos la potencia N-ésima de @,

N
@ =3 () Haneh )
k=0

Notemos que (WoGE)? = WoGEWHGE = Wo(GEWH)GE = 0 puesto que Go y
W son ortogonales. Por tanto, si k > 2, todas las potencias (WoGE)¥ se anulan.
La potencia N-ésima de ®f, resulta ser entonces

(@)Y =T+ NWoGE. (3.2.2)
Consideremos ahora un método de un paso 1 de orden r, es decir,
UR(Yo) — ¢} (Yo) = O(h") cuando h = 0.

Suponemos ademds que las matrices jacobianas (1)’ (Y") también convergen con
orden r a la matriz jacobiana del flujo,

(¥R)'(Y) = (¢p)' (V) = O(h"),h = 0.

Denotaremos por Wy, la aplicacion que avanza la solucién numérica Ty unidades de
tiempo, y se quiere estudiar la diferencia Ey entre la solucién numérica W (Yp)
y la teérica @V (Yy) = Yy tras N periodos.

Escribimos

Ex = W) (Yo) = Yo =, (¥ 1(Y0) — Up(Yo) + B4
U, En_1 + O(|Ex—1]|*) + E1.
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Teniendo en cuenta que Enx_1 = O(h") y que ¥, — &, = O(h"), entonces
En =V,Exy_1+ E1 +O(h*") = ®)Ex_1 + E1 + O(h*").
Por induccién, se llega a
Ey=[I+®+ -+ 3N E +O(r*). (3.2.3)
Aplicando a lo anterior obtenemos

Teorema 3.2.1. Bajo las hipdtesis anteriores, el error tras N periodos viene
dado por

1
Eny = NE, + 5(N2 — N)(GTE)Wy + O(R*"). (3.2.4)
El error en la energia tras N periodos satisface,
ESr9 = H(ON) — H(Yy) = NE™9 + O(h™). (3.2.5)

Es decir, excepto por los términos O(h®"), el error En tras N periodos, crece
cuadrdticamente con N. El término dominante del crecimiento N2, es en la di-
reccion tangente a la solucion en Yy (error de fase). El error en la energia tras
N periodos es, salvo por los términos O(h*"), N veces el error en la energia tras
el primer periodo.

Demostracion. Insertando la expresién (3.2.2)) en (3.2.3)),

En=[I+ I +WoGH)+ (I+2WoGE) + -+ (I+ (N - 1)WoG{)] E1 + O(h*)

(3.2.6)
v teniendo en cuenta que la suma de los N — 1 primeros ntmeros naturales es
N(N —1)/2, se llega al resultando

N(N —1)

Ex =NE; + WoGEE, + O(h").

En cuanto al error en la energia,
EYTT = H(WY) - H(Yo) = H(Ey +Yo) - H(Yo) = G{ Ex + O(| Ex )

N(N -1

(GETE)W, + O(h™),
y debido a la ortogonalidad de Gy y Wy,
B9 = NG{EL + O(h*). O

En el caso simpléctico es posible mejorar el comportamiento del error en el Teo-
rema [3.2.1] para métodos de un paso generales.
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Teorema 3.2.2. Para un método simpléctico de paso fijo,
Ex = NE; + O(h*). (3.2.7)
El error en la energia satisface
By = H(V) (Vo)) — H(Yp) = O(h™).

Demostracion. En el caso simpléctico, dado un entero ¢, ya vimos en el Teorema
que es posible construir un Hamiltoniano modificado H, = H + O(h")
tal que Wy es consistente de orden ¢ con el problema Hamiltoniano asociado a
Hy, es decir, ¥y, — op g, = O(h?™!) donde ¢p, g, es el flujo del problema con
Hamiltoniano Hj. Aqui tomamos ¢ = 2r. Los puntos calculados Y,, distan solo
en O(h?") de la solucién exacta del problema modificado con condicién inicial Y.
Por tanto

Hp,(U,(Yo)) — Hy(emy,m, (Yo)) = Hy(Uh(Yo)) — Hp(Yo) = O(R*),  (3.2.8)

ya que H}, es una cantidad conservada para el flujo p7, g, . Al mismo tiempo, si
hacemos el desarrollo en serie de Taylor de (3.2.8)),

Hy(U(Yo)) — Hu(pm, 1, (Y0)) = (G§)" Er + O(|E1||*) = (G§)" E1 + O(h*"),
donde GS es el gradiente de Hj, en Yy. Comparando las dos ecuaciones anterio-
res, se llega a que (GR)TE; = O(h?"), es decir, F; y el gradiente G} son casi
ortogonales. Por iltimo,

IGTEL| = |(Go — GBYTEy + GE 1| < ||Go — GBIIE || + |GE" E1| = O(h?r),

donde se ha usado que las derivadas de Hj, aproximan a las derivadas de H con
el mismo orden, O(h"), con el que Hj aproxima a H. [
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Apéndice A
Programas de Matlab

En este apéndice se incluyen los cédigos de las funciones de Matlab utilizadas
para generar las graficas de las Figuras [I.1] y y los experimentos numéricos
del Capitulo

A.1. Graficas del Capitulo 1

La funcién ecmod.m genera una grafica que representa la evolucién con el
tiempo y(t) de la solucién exacta del problema de valores iniciales , la
solucién numérica generada con el método de Euler explicito y la solucion ezxacta
de la ecuaciéon modificada truncada tras 2 y 3 términos, respectivamente . La
longitud de paso utilizada en la integracién numérica esta definida en el programa.

function [] = ecmod ()
global h

tF=0.99;

Nsteps=20;
h=tF/Nsteps;

yo=1;

yl=zeros (Nsteps+1,1);

y1(1)=1;

t1=[0];
options=odeset (’RelTol’ ,le-14,’AbsTol’ ,le-14);

for i=1:Nsteps
y1(i+1,1)=y1(i,1)+h*odefunl (t1(i),y1(i,1));
t1=[t1;t1(end)+h];

end

t2=1inspace (0,0.99,100) ;

yex=1./(1-t2);

sol2=o0de45 (Q@odefun2 ,[0 0.99] ,y0,options);
sol3=o0de45(Q@odefun3 , [0 0.99],y0,options);
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y2=deval (sol2,t2);
y3=deval(so0l3,t2);

figure (1)

clf

plot(t2,yex,’-b’,’LineWidth’,1,’MarkerSize’,3)

hold on

plot(tl,yl,’0or’,’LineWidth’,1,’MarkerSize’ ,3)

hold on

plot(t2,y2,’-y’,’LineWidth’,1,’MarkerSize’ ,3)

hold on

plot(t2,y3,’-g’,’LineWidth’,1,’MarkerSize’,3)

hold on

legend(’Sol exacta’,’Euler h=0.02’,’Sol exacta ec mod + 0(h~{2})°,”
Sol exacta ec mod + 0(h~{3})’);

axis ([0 1.1 0 201)

xlabel (’t’);

ylabel (Py(t)’);

hold off

end

function f =odefuni (t,y)
f=y~2;
end

function f = odefun2(t,y)
global h

f =y 2-h*y~3;

end

function f
global h

f =y~"2%x(1-h*y*(1-1.5xh*y));
end

odefun3(t,y)

La funcién ecmod2 genera las graficas de la Figura con las soluciones
exactas y numéricas del problema de Lotka-Volterra, utilizando los métodos de
Euler explicito y Euler simpléctico, ambos con longitud de paso h = 0,1, y las
soluciones ezactas de las correspondientes ecuaciones modificadas truncadas tras
dos términos.

function [] = ecmod2()

global h

h=0.1;
options=odeset (’RelTol’ ,le-14,’AbsTol’ ,1le-14);
t=linspace (0,12,1000) ;
teuler=linspace(0,14.5,1500) ;

%solucion exacta problema original con condicion inicial (1,3)
solvolterra=ode45 (@odefunvolterra, [0 14.5], [1 3],...
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options) ;
yex=deval (solvolterra,t);

hsolucion exacta problema original con condicion inicial (1,6)
solvolterra2=ode45 (Q@odefunvolterra,[0 12],[1 6], optiomns);
yex2=deval (solvolterra2,t);

%solucion exacta ecuacion modificada para Euler explicito,
solvolterramod=ode45 (Qodefunvolterramod, [0 14.5], [1 3], options);
yexmod=deval (solvolterramod , teuler) ;

ssolucion exacta ecuacion modificada para Euler simplectico, ¥y
condicion inicial (1,3)

solvolterramodsimpl=ode45 (Qodefunvolterramodsimpl, [0 12],...
[1 3], optioms);

yexmodsimpl=deval (solvolterramodsimpl ,t);

ssolucion exacta ecuacion modificada para Euler simplectico, ¥y
condicion inicial (1,6)

solvolterramodsimpl2=ode45(@odefunvolterramodsimpl, [0 12], [1 6],
options) ;

yexmodsimpl2=deval (solvolterramodsimpl2,t) ;

Npasos=12/h;
Npasoseuler=floor (14.5/h);

yE=zeros (Npasoseuler+1,2); Ysolucion numerica Euler

yEsim=zeros (Npasos+1,2); Y%solucion numerica Euler simplectico CI
(1,3)

yEsim2=zeros (Npasos+1,2); Ysolucion numerica Euler simplectico CI
(1,6)

/condiciones iniciales
yE(1,:)=[1,3];
yEsim(1,:)=[1,3];
yEsim2(1,:)=[1,6];

%Implementacion de Euler y Euler simplectico
for i=1:Npasos

yEsim(i+1,:)=Eulersimpl (t,yEsim(i,:))’;
yEsim2 (i+1,:)=Eulersimpl(t,yEsim2(i,:)) ’;
end

for i=1:Npasoseuler
yE(i+1,:)=yE(i,:)+h*odefunvolterra(t,yE(i,:))’;
end

figure (1)

clf
plot(yex(2,:),yex(1,:),’-b’,’LineWidth’,1,’MarkerSize’ ,3)
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hold on

plot(yE(:,2) ,yE(:,1),’0or’, ’LineWidth’,1,’MarkerSize’,3)

hold on

plot (yexmod (2,:),yexmod(1,:),’-y’,’LineWidth’,1,’MarkerSize’,3)
hold on

plot(3,1,’.k’,’MarkerSize’ ,15)

hold on

legend(’Sol exacta’,’Euler h=0.1’,’Sol exacta ec mod + 0(h~{2})’)
xlabel(’q’)

ylabel ([’p’1])

axis ([0 7.5 0 61);

hold off

figure (2)

clf

plot(yex(2,:),yex(1,:),’-b’,’LineWidth’,1,’MarkerSize’ ,3)

hold on

plot(yEsim(:,2) ,yEsim(:,1),’0or’, ’LineWidth’,1,’MarkerSize’,3)

hold on

plot (yexmodsimpl (2,:) ,yexmodsimpl(1l,:),’-y’,’LineWidth’,1,”’
MarkerSize’ ,3)

hold on

plot(3,1,’.k’,’MarkerSize’ ,15)

hold on

plot(yex2(2,:),yex2(1,:),’-b’,’LineWidth’,1,’MarkerSize’,3)

hold on

plot (yEsim2(:,2) ,yEsim2(:,1) ,’0or’, ’LineWidth’,1,’MarkerSize’,3)

hold on

plot (yexmodsimpl2(2,:),yexmodsimpl2(1,:),’~-y’,’LineWidth’,1,’
MarkerSize’ ,3)

hold on

plot(6,1,’.k’,’MarkerSize’ ,15)

hold on

legend (’Sol exacta’,’Euler simpl ctico h=0.1’,’Sol exacta ec mod +
0(n~{23) )

axis ([0 7.5 0 61);
xlabel(’q’)
ylabel ([’p°1)

hold off

end

function f1 = odefunvolterra(t,y)
f1=[y (1) *(2-y(2)); y(2)*(y(1)-1)71;
end

function f2= Eulersimpl (t,y)

global h

f2=[y (1) /(1-h*(2-y(2)));y(2) +h*y(2) *((y (1)) /(1-h*(2-y(2))) -1)1;
end
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function £3 = odefunvolterramod(t,y)

global h

£3=[-y (1) *(y(2)-2)-(h/2)*xy (1) x(y(2) "2-y (1) xy (2) -3xy (2) +4) ;y (2) *(y
(D) -1 -(h/2)*y (2) *(y (1) "2-y (1) xy(2) +1) ];

end

function f4= odefunvolterramodsimpl (t,y)

global h

f4=[-y (1) *(y(2) -2)+(h/2) *xy (1) *x(y(2) "2+y (1) xy (2) -5xy (2) +4) ;y (2) *(y
(1) -1)-(h/2)*xy (2) *(y (1) "2+y (1) *y (2) -4*y (1) +1)1];

end
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A.2. Test numérico del Capitulo [3|

La funcién expnumKEPLER.m toma como parametro de entrada exc, la
excentricidad de la o6rbita. Devuelve las graficas del error en la solucién numérica
v en la energia frente al tiempo, y las graficas de eficiencia, en las que se compa-
ran las integraciones realizadas con el método RKN simpléctico con coeficientes
definidos en la Tabla con el integrador de Matlab ode45.

Se utilizan como funciones auxiliares:

» Kepler.m: funcién que evaliia el lado derecho del sistema diferencial dg?/dt?
f(q) y lo guarda en un vector columna f. Se utiliza como funcién auxiliar
de RKN.m.

= Keplercompleta: funcién que evaltia el lado derecho del sistema diferencial
(3.0.2)) del problema de Kepler y lo guarda en un vector columna g.

» oded5

= RKN.m: funcién que integra un problema de 2° orden de la forma
con un método RKN simpléctico y devuelve la solucién numérica en dos
vectores columna P y (), ademas del niumero de llamadas a la funcién
Kepler.m.

= graficerrortiempo.m: funcién que calcula la norma del error en la solu-
cion y el error en la energia proporcionados por RKN.m y ode.45 y los
representa frente al tiempo.

= graficef.m: con los datos de las soluciones y del nimero de evaluaciones
del lado derecho del sistema diferencial en la integracién del problema de
Kepler proporcionados por ambos integradores hasta el tiempo final de in-
tegracion indicado como argumento de entrada, para unos parametros de
tolerancias y longitudes de paso h establecidos en el programa principal,
realiza las graficas error en la solucién y en la energia frente al ntimero de
evaluaciones realizadas.

function [] = expnumKEPLER (exc)
format long

%#Condiciones iniciales para RKN
q0=[1-exc;0];
p0=[0;sqrt ((1+exc)/(1-exc))];

%#CI para ode45b
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y0=[q0;p0];

%Cantidad conservada
Iconserv0=0.5*(p0(1)*p0(1)+p0(2)*p0(2))-1/sqrt(q0(1)*q0(1)+q0(2)*q0
(2));

hGraficas del error en solucion y en energia
graficerrortiempo (q0,p0,Iconserv0)

%Graficas de eficiencia
TOL10=[10"-6,10"-7,10"-8,10"-9,10"-10,10"-117;
h10=2%pi*x[1/64;1/128;1/256;1/512;1/1024];
graficef (10,TOL10,h10,q0,p0)

TOL90=[10"-7,10"-8,10"-9,10°-10,10"-11,10~-12];
h90=2%pi*[1/64;1/128;1/2566;1/512;1/1024];
graficef (90, TOL90 ,h90,q0,p0)

TOL810=[10"-8,10"-9,10°-10,10"-11,10"-12,10"-13];
h810=2*%pi*[1/128;1/256;1/512;1/1024];
graficef (810, TOL810,h810,q90,p0)

TOL7290=[10"-10,10"-11,10"-12,10"-13,10"-14];
h7290=2*pi*[1/256;1/512;1/1024;1/2048];
graficef (7290, TOL7290 ,h7290,q90,p0)

end
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A.2.1. Programacion del método RKN simpléctico

La funcién RKN presenta los siguientes parametros de entrada:

tr: corresponde al tiempo final, que es un niimero entero de periodos, hasta
el que se realiza la integraciéon numérica.

= h: tamano del paso temporal de integracion.

qo: vector bidimensional columna con los valores iniciales de las coordenadas
generalizadas.

po: vector bidimensional columna con los valores iniciales de los momentos
generalizados.

Los coeficientes del método en concreto se definen dentro del propio codigo
como dos vectores columna, by B.
Los valores de salida son los siguientes:

= (): vector columna bidimensional con la aproximaciéon numérica de las coor-
denadas generalizadas.

= P: vector columna bidimensional con la aproximacién numérica de los mo-
mentos generalizadas.

s neval: nimero de evaluaciones del lado derecho del sistema diferencial
d*q/dt? = f(q).

function [Q,P,neval] = RKN(tF,h,q0,p0)
gammal=0;

gamma2= 0.2051776615422863869;
gamma3=0.6081989431465009739;
gamma4=0.4872780668075869657 ;
gammab5=1;

b

=[0.0617588581356263250;0.3389780265536433551;0.6147913071755775662; ...

-0.1405480146593733802;0.1250198227945261338] ;
B=[gammal ; gamma2 -gammal ; gamma3 -gamma?2 ; gamma4 -gamma3 ; gammab -gamma4] ;

Q=zeros (2,1);

P=zeros (2,1);
neval=0;

Npasos=floor ((tF)/h);

Q=q0;

P=p0;
tt=0;
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for n=1:Npasos

for i=1:5
Q=Q+h*B (i) *P ;
P=P+h*b (i) *Kepler (0,Q);

end

tt=tt+h;

neval=neval+4;

end

haux=(tF-tt);

if (haux~=0)

for i=1:5
Q=Q+haux*B(i)*P ;
P=P+haux*b(i)*Kepler (0,Q) ;

end

neval=neval+4;

end

end

A.2.2. Problema de Kepler

La funcién Kepler.m tiene como valores de entrada el tiempo ¢ y un vector de

coordenadas generalizadas y(t) = [y1(t), y2(t)]. Como salida devuelve la evalua-

cién del lado derecho del sistema diferencial d?q/dt*> = f(q).

La funcién Keplercompleta.m tiene como valores de entrada el tiempo ¢ y un

vector con las coordenadas generalizadas y los momentos y = [y(1),y(2),y(3),y(4)] =

[q', ¢%, p', p?]. Como salida devuelve la evaluacién del lado derecho de .

function f = Kepler(t,y)

f =[-y(O/((y(D*y (D) +y(2)*xy(2))~(3/2));-y(2) /((y (1) *y (1) +y (2) xy (2)
)~(3/2))1;

end

function g = Keplercompleta(t,y);

g =Ly(3);y(4);-y (1) /((y(D)*y (1) +y(2) *y (2))~(3/2));-y(2) /((y (1) *y (1)
+y (2) xy(2)) " (3/2))1;

end

A.2.3. Graficas

La funcién graficef.m, descrita anteriormente recibe como argumentos de
entrada el nimero de periodos correspondiente al tiempo final de integracién, los
valores de h y TOL que se van a utlizar en la integraciéon con RKN.m y ode45
respectivamente, las condiciones iniciales que van a necesitar en la integracién con
ambos métodos numéricos y utiliza como funciones auxiliares RKN.m y ode45.
Como salida se obtienen las graficas de eficiencia.

function []l=graficef (nperiodos,TOL,h,q0,p0)
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l=length (TOL) ;

m=length(h) ;
error=zeros(m,1);
errorode=zeros(1,1);
errorenergia=zeros(m,1);
errorenergiaode=zeros(l,1);
y0=[q0;p01];

tF=2*xpi*nperiodos;
neval=zeros(m,1) ;
nevalode=zeros (1,1);

Iconserv0=0.5%(p0 (1) *p0(1)+p0(2)*p0(2))-1/sqrt(q0(1)*q0(1)+q0(2)*q0
(2));

for j=1:1 %para cada tolerancia

options=odeset (’RelTol’ ,TOL(j),’AbsTol’,TOL(j));

sol=ode45 (@Keplercompleta , [0 tF],y0,options);

aux=sol.stats;

nevalode (j,1)=aux.nfevals;

yode = deval(sol,tF);

errorode (j,1)=norm(yode-yo0) ;

errorenergiaode(j,1)= abs(Iconserv0-0.5%(yode (3)*yode (3)+yode (4)*
yode (4))+1/sqrt (yode (1) xyode (1) +yode (2) *xyode (2))) ;

end

for j=1:m Ypara cada longitud de paso

(q,p,neval (j,1) ]=RKN(tF,h(j),q0,p0);

error (j,1)=norm([q;pl-[q0;p0]);

errorenergia(j,1)= abs(Iconserv0-0.5*%(p(1)*p(1)+p(2)*p(2))+1/sqrt(q
(1) *q(1)+q(2)*q(2)));

end

figure (3)

clf

loglog(neval(:,1) ,error(:,1),’-.0ob’,’LineWidth’,1,’MarkerSize’ ,3)

hold on

loglog(nevalode (:,1) ,errorode(:,1),’-->r’,’LineWidth’,1,’MarkerSize
J ,3)

hold on

xlabel(’N mero de evaluaciones’)

ylabel ([’Error en soluci n’])

title ([’Problema de Kepler e=0.5 hasta ’ num2str (nperiodos) °’
periodos’])

legend (’RKN’, ’ode45’)

hold off

figure (4)
clf
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loglog(neval(:,1) ,errorenergia(:,1),’-.0ob’,’LineWidth’,1,”
MarkerSize’,3)

hold on

loglog(nevalode(:,1) ,errorenergiaode(:,1),’-->r’,’LineWidth’,1,”’

MarkerSize’,3)

hold on

xlabel(’N mero de evaluaciones’)

ylabel ([’Error en la energ a’])

title ([’Problema de Kepler e=0.5 hasta
periodos’])

legend (’RKN’, ’ode45’)

hold off

end
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