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Introduction

Cette thèse propose une étude formelle des procédures de transformation de programmes basée
sur la notion de réécriture. Plus précisément, elle présente un formalisme et une méthode d’ana-
lyse permettant d’exprimer et de garantir des propriétés syntaxiques sur le comportement et les
résultats d’une telle transformation.

La transformation de programmes est en effet une pratique très courante dans le domaine
des sciences informatiques, dont l’apparition renvoie directement à la conception des premiers
langages de programmation. Chaque langage propose une syntaxe permettant d’écrire des séries
d’opérations à l’aide d’une sémantique plus compréhensive que le langage machine dans lequel
il est exécuté. Le code source d’un programme doit, pour cela, être compilé, i.e. interprété et
transformé afin d’être rendu exécutable.

Par la suite, avec la démocratisation des technologies informatiques, les pratiques basées sur
la transformation de programmes prennent une place de plus en plus importante. L’intégration de
ces technologies à des systèmes critiques encourage notamment le développement de techniques et
de méthodes permettant de garantir la fiabilité et la sureté des programmes utilisés. Au-delà du
simple besoin d’exécuter un programme, les méthodes de transformation de langage évoluent ainsi
pour fournir des outils permettant de garantir, plus ou moins formellement, le comportement d’un
programme par rapport à un ensemble de spécifications données.

Ces outils de validation proposent généralement deux types d’approches distinctes : une ap-
proche empirique, basée sur les tests, la simulation ou encore des critères pratiques d’écriture de
programmes, ou une approche formelle, basée sur des assistants de preuve tels que Coq ou Isabelle
et des outils d’analyse statique permettant la vérification formelle des programmes. Dans le pre-
mier cas, les techniques de transformation de programmes ont permis le développement d’outils
de génération de tests, ainsi que d’approches d’analyses permettant la détection de code-smells et
d’antipatterns, qui référencent des mauvaises pratiques pouvant entrainer des erreurs. Tandis que
dans le deuxième cas, elles sont essentielles à l’étude sémantique des langages de programmation,
ainsi qu’à la conception de langages dédiés, tels que des langages de spécifications.

De la compilation à la génération de tests en passant par de nombreuses approches d’analyse
de code et de vérification formelle des programmes, la transformation de programmes est ainsi
un procédé qui est à la fois omniprésent et crucial au bon fonctionnement des programmes et
systèmes informatiques. Il est donc primordial de pouvoir exprimer et vérifier des garanties sur
ces transformations.

La réécriture est un formalisme très souvent utilisé, notament dans le domaine de la vérifica-
tion formelle, pour exprimer des transformations de programmes, ainsi que pour en étudier les
mécanismes. Dans ce formalisme, une transformation se présente sous la forme d’un ensemble de
règles de réécriture qui décomposent la transformation considérée sous la forme d’un système de
spécifications algébriques élémentaires. Grâce à cette approche algébrique, le concept de réécriture
est particulièrement adapté à la description et à l’implémentation de transformations, tandis que
son aspect formel permet d’étudier de nombreuses propriétés des transformations considérées,
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Introduction

comme leur terminaison et la forme des résultats obtenus.
De nombreux langages et outils, tels que Tom [BBK+07], Maude [CELM96] ou Stratego [Vis01],

se sont ainsi basés sur ce formalisme de réécriture pour proposer des méthodes d’analyse et/ou
de transformation de programmes. C’est également un formalisme qui est très apprécié pour son
exécutabilité, notamment grâce à des approches de réécriture stratégique, comme celles mises en
place par les langages cités.

Ces nombreuses qualités et sa popularité en font ainsi un formalisme parfaitement adapté
dans le domaine de la vérification formelle. Par exemple, dans [MB04], la logique de réécriture
est utilisée pour décrire la sémantique d’un langage de programmation. Cette approche permet non
seulement de donner une définition exécutable du langage étudié, mais également d’utiliser cette
définition pour réaliser des analyses formelles de programmes. D’autres approches, comme la com-
plétion d’automate [Gen14], se basent ainsi sur la réécriture pour essayer de donner une carac-
térisation des résultats de la transformation considérée. Obtenir une telle caractérisation permet
en effet de vérifier de nombreuses propriétés de correction des programmes [FGT04, BGJR07].

De façon similaire, on propose donc de mettre au point une nouvelle méthode permettant de
donner de telles garanties sur les résultats et le comportement d’une transformation considérée,
en s’inspirant du modèle de passes de compilation et de la librairie Nanopass [KD13]. Dans le
domaine de la compilation, l’approche conventionnelle de conception des compilateurs consiste à
séquencer la transformation en étapes de transformation minimales, appelées passes. Pour facili-
ter le travail d’écriture de ces passes pouvant être nombreuses et, bien souvent, assez redondantes,
la librairie Nanopass se repose sur des outils de génération automatique de code, tout en se ser-
vant du système de type du langage scheme pour garantir syntaxiquement que la transformation
spécifiée respecte les langages d’entrée et de sortie de chaque passe.

En pratique, l’approche de Nanopass n’apporte cependant que de faibles garanties, puisqu’elle
ne permet que de spécifier et de vérifier l’absence de certains symboles du langage. La finalité de
cette thèse est donc de proposer un formalisme permettant de spécifier des garanties syntaxiques
similaires, précisant l’absence de constructions plus complexes, via un système d’annotation des
symboles de fonction de transformation. De plus, on proposera une méthode d’analyse permettant
de vérifier que le système de réécriture, exprimant le comportement de ces fonctions, satisfait en
effet ces spécifications.

Contributions

Formalisme d’Exemption de Motif
Dans le domaine de la compilation, la transformation de programmes a pour but d’interpréter
le code source fourni et de générer un fichier exécutable correspondant. Afin de maximiser la
modularité des compilateurs, cette transformation est généralement décomposée en une série
de passes. Chaque passe ayant une fonctionnalité précise et limitée, elle n’affecte en pratique
qu’un petit nombre des constructions du langage considéré. Pour simplifier l’aspect chronophage
et redondant de l’écriture de ce type de passes, la librairie de compilation Nanopass propose de
simplifier l’écriture des passes, en générant automatiquement une partie du code de chaque passe,
ainsi que leur langage d’entrée et de sortie. En particulier, elle permet de définir ces langages
intermédiaires par différence, en identifiant les constructions éliminées du langage d’origine.

En s’inspirant de l’approche de Nanopass, on propose un formalisme d’annotation des fonc-
tions de transformation afin de décrire un ensemble de spécifications algébriques du comporte-
ment de ces fonctions. L’approche considérée consiste à garantir que le résultat de cette trans-
formation n’est composé d’aucun élément filtré par certains motifs, déterminés par le système
d’annotations. Cette approche se repose sur la notion d’Exemption de Motif qui décrit dans une
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algèbre de termes, l’absence de sous-termes filtrés par un motif. À partir de cette notion, on
introduit un formalisme de sémantique permettant de sur-approximer les résultats potentiels de
la transformation, comme spécifié par les annotations des symboles.

Pour vérifier que la transformation respecte ces spécifications algébriques, il est donc néces-
saire de prouver que le résultat de la transformation est en accord avec cette sur-approximation.
L’aspect algébrique des propriétés considérées fait de la réécriture le formalisme naturel à la vé-
rification de ces propriétés. On étudie donc le comportement des notions d’Exemption de Motif
et de sémantique par réduction suivant la relation induite par le système de réécriture encodant
la transformation. En pratique, la propriété recherchée se traduit par la préservation de la sé-
mantique par relation de réécriture, dont on proposera donc une méthode statique de vérification.

Méthode d’analyse statique
Avec l’omniprésence croissante des technologies informatiques dans notre société moderne, la
question de confiance des programmes, et plus généralement des systèmes informatiques, est
devenue une considération primordiale. Pour répondre à cette problématique, de nombreuses
approches proposent des méthodes d’analyse permettant la certification des programmes. Outre
leur niveau de formalisation, ces méthodes se classent généralement en deux catégories : les mé-
thodes dynamiques, comme le test ou la simulation, qui requiert l’exécution du programme, et les
méthodes statiques qui cherchent à décrire et vérifier le comportement du programme. Ces mé-
thodes statiques peuvent être très variées, allant de la preuve de programme et du model-checking
à l’utilisation d’outils spécifiques permettant la description et la vérification de spécifications dé-
diées à un domaine particulier.

Le formalisme d’Exemption de Motif proposant, par le biais d’un système d’annotations, une
spécification du comportement des fonctions considérées, on présente donc une méthode d’analyse
statique permettant de vérifier le respect de ces spécifications. Cette méthode se repose sur
l’étude du système de réécriture encodant le comportement des fonctions, et plus particulièrement
on vérifie que chaque règle du système préserve la sémantique. Pour chaque règle, la méthode
d’analyse suit trois étapes :

1. une étape d’inférence qui, à partir du comportement spécifié par le système d’annotations,
déduit les cas d’application de la règle étudiée ;

2. une étape de construction de sémantique qui, à partir des cas d’application obtenus et
de l’annotation des symboles, reconstruit une sur-approximation des résultats obtenus par
application de la règle ;

3. une étape de vérification, qui vérifie que cette sémantique exprimant la sur-approximation
des résultats respecte les spécifications données par le système d’annotations.

Ces différentes étapes se reposent sur un certain nombre de mécanismes allant de la comparaison
de sémantique de motifs, à l’étude intrinsèque des propriétés d’Exemption de Motif dans la
signature de types considérée, en passant par l’inférence de contraintes d’application des règles
de réécriture.

Dans certains cas, les systèmes de réécriture utilisent des règles dîtes non-linéaires, car elles
mettent en jeu certaines contraintes de corrélation, et l’application de certains de ces méca-
nismes peut être limité par ces contraintes. On étudie donc plus spécifiquement l’application de
la méthode d’analyse à ces systèmes non-linéaires, qui n’est possible qu’en sur-approximant le
comportement de la relation réécriture par celle d’un système linéaire, ou en se restreignant à
l’étude de programmes utilisant une stratégie d’évaluation en appel par valeur. Pour éviter ces
limitations, on introduit un formalisme adapté permettant de prendre en compte de manière
plus précise les contraintes de non-linéarité des systèmes. On propose ainsi une adaptation de la
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Introduction

méthode d’analyse statique utilisant ce formalisme pour l’étude des systèmes non-linéaires.

Implémentation
Une implémentation de la méthode d’analyse statique est publiquement disponible [CL20]. Cette
implémentation est également testable directement en ligne, et une branche du dépôt est destinée
aux tests de performance (principalement en termes de temps d’exécution). Un certain nombre
de scénarios, présentés en Annexe, sont également fournis. On compare, en termes d’expressivité
et de performance, les résultats obtenus par notre implémentation à d’autres approches de la
littérature permettant de vérifier des garanties similaires.

Plan de la thèse

Ce manuscrit se décompose en 6 chapitres. Un choix a été fait de présenter l’implémentation
et la complexité des méthodes d’analyse linéaire et non-linéaire dans un même chapitre afin de
mieux les mettre en parallèle. Pour faciliter la lecture, on a également fait le choix de ne garder
dans le corps du manuscrit que les preuves jugées essentielles à sa compréhension. Les preuves
des Lemmes intermédiaires peuvent être retrouvées dans l’Annexe A.

• Dans le Chapitre 1, on présente les notions préliminaires et les notations essentielles à la
lecture du reste du manuscrit.

• Dans le Chapitre 2, on introduit la problématique considérée dans cette thèse, à partir du
modèle de passes de compilation proposé par la librairie Nanopass. On propose un tour
d’horizon des langages à base de réécriture, avec une attention particulière donnée à la
réécriture par stratégie qui répond à certains éléments de la problématique considérée par
Nanopass. On conclue ce Chapitre par une présentation des approches d’analyse statique
de littérature permettant d’établir des garanties similaires à celles considérées par notre
problématique.

• Dans le Chapitre 3, on présente notre formalisme en introduisant une approche d’annotation
des symboles et en définissant les notions d’Exemption de Motif et de sémantique de motifs.
On étudie les propriétés théoriques de ces notions, et notamment leur comportement dans
le contexte du formalisme de réécriture.

• Dans le Chapitre 4, on présente la méthode d’analyse statique permettant de vérifier que
le système de réécriture considéré respecte le comportement spécifié par les annotations
choisies. On propose pour cela des outils permettant l’étude approfondie des sémantiques,
et leur comparaison, ainsi qu’un mécanisme d’inférence de contraintes d’instanciation d’un
motif.

• Dans le Chapitre 5, on étudie l’application de la méthode d’analyse, proposée dans le Cha-
pitre précédent, aux systèmes non-linéaires. Étant donné les limitations de cette méthode,
on propose alors un formalisme adapté à l’étude des propriétés d’Exemption de Motif
dans le cas non-linéaire. On présente également une adaptation de la méthode d’analyse se
reposant sur ce formalisme.

• Dans le Chapitre 6, on présente l’implémentation et les complexités respectives des mé-
thodes d’analyse linéaires et non-linéaires. On discute également certains choix d’implémen-
tation et on propose certaines optimisations, en présentant les résultats obtenus. Enfin, on
compare ces résultats à ceux obtenus par les approches présentées dans le Chapitre 2.
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1

Notions Préliminaires

On présente dans ce Chapitre des notions de bases et les notations utilisées par la suite. Ces
notions sont présentées de façon plus détaillée dans [BN98] et [Ter03].

1.1 Algèbres des termes

Nous définissons dans cette section les notions de base d’algèbres de termes du premier ordre.

Définition 1.1 (Signature). Une signature Σ consiste en un ensemble de symboles F , tel que
chaque symbole f ∈ F est associé à un entier naturel par la fonction d’arité, notée arity : F 7→
N.

On note Fn le sous-ensemble des symboles d’arité n. Les symboles de F0 sont appelés constantes.

On considèrera dans ce manuscrit des termes sortés, obtenus en donnant à chaque symbole
une signature de sorte. On parle dans ce cas de signature multi-sortée.

Définition 1.2 (Signature multi-sortée). Une signature multi-sortée Σ consiste en un couple
(S,F) où S est un ensemble de sortes et F est un ensemble de symboles, tel que chaque symbole
f ∈ F dispose d’un domaine Dom(f) = s1 ∗ · · · ∗ sn ∈ S∗ et d’un co-domaine CoDom (f) = s ∈
S.

On note Fs le sous-ensemble des symboles de co-domaine s. Étant donné f ∈ F , on note
f : s1 ∗ · · · ∗ sn 7→ s pour indiquer que Dom(f) = s1 ∗ · · · ∗ sn et CoDom (f) = s, et on pourra
aussi noter fs pour indiquer le co-domaine de f .

Dans le cas d’une signature multi-sortée, pour tout f ∈ F on a donc arity (f) = |Dom(f)|.
Dans le reste du manuscrit, on considérera des termes sortés, et on définit les notions suivantes

uniquement dans le contexte d’une signature multi-sortée. Étant donnée une telle signature, on
peut décrire les termes construits sur ses symboles et un ensemble dénombrable de variables
sortées X .

Définition 1.3 (Termes). Étant données une signature Σ = (S,F) et un ensemble dénombrable
de variables sortées X =

⋃
s∈S Xs, où Xs désigne l’ensemble de variables de sorte s, on définit

l’ensemble des termes de sorte s ∈ S, noté Ts(F ,X ), comme le plus petit ensemble tel que :

• Xs ⊆ Ts(F ,X ), i.e. toute variable de Xs est un terme de Ts(F ,X ) ;

• pour tout symbole f : s1 ∗ · · · ∗ sn 7→ s et pour tous t1, . . . , tn éléments respectifs de
Ts1(F ,X ), . . . , Tsn(F ,X ), le terme f(t1, . . . , tn) est un élément de Ts(F ,X ).
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Chapitre 1. Notions Préliminaires

L’ensemble T (F ,X ) =
⋃
s∈S Ts(F ,X ) désigne donc l’ensemble des termes sortés.

Pour t ∈ Ts(F ,X ), on note t : s pour indiquer que t est de sorte s. Étant donnée une variable
x de sorte s, on pourra la noter xs pour indiquer sa sorte.

Étant donné un terme t = f(t1, . . . , tn), on dit que f est le symbole de tête de t. Pour les
constantes, on confond le terme a ∈ T (F ,X ) et le symbole a ∈ F0.

Définition 1.4 (Variables). Soit t ∈ T (F ,X ), on note Var(t) l’ensemble des variables de t. Si
Var(t) est vide, on dit que t est un terme clos, et on note T (F) l’ensemble des termes clos.

Dans le contexte des langages fonctionnels, on distingue les symboles de fonction, ou symboles
définis, des constructeurs.

Définition 1.5 (Termes constructeurs). Étant données une signature Σ = (S,F), on partitionne
F en D, l’ensemble des symboles définis, et C, l’ensemble des constructeurs.

On note donc T (C,X ) l’ensemble des termes constructeurs, et on appelle valeur tout terme
clos constructeur, i.e. les termes de T (C).

Pour des questions de lisibilité, on pourra par la suite noter les sortes d’une signature, et
leurs constructeurs, sous la forme de types algébriques :

Exemple 1.1. On définit la signature sortée Σ = (S, C ] D) décrit par les types algébriques :

S1 := A
| B

S2 := c(S1, S2)
| d(S1, S1)

On a alors S = {S1, S2} et C = {A : S1,B : S2, c : S1 ∗ S2 7→ S2, d : S1 ∗ S1 7→ S2}.

La notion de position permet d’identifier de façon unique les sous-termes.

Définition 1.6 (Position). Une position ω dans un terme t est une séquence d’entiers naturels
décrivant le chemin de la racine de t à la racine du sous-terme à cette position, noté t|ω. La
position vide, i.e. la position de la racine, est notée ε, et la concaténation de deux positions ω1

et ω2 est notée ω1.ω2.
On note Pos(t) l’ensemble des positions de t.

Étant donné deux termes t et t′, et une position ω dans t, on note t [t′]ω le remplacement du
sous-terme à la position ω par t′ dans t. Pour des termes sortés, pour que t [t′]ω soit bien sorté,
il faut donc que t′ et t|ω aient la même sorte.

Définition 1.7 (Préfixe). On note < la relation naturelle de préfixe entre deux positions, i.e.
ω2 < ω1 si et seulement si il existe ω telle que ω1 = ω2.ω.

Enfin, la propriété de linéarité qualifie les termes dont toutes les variables n’apparaissent
qu’une fois.

Définition 1.8 (Linéarité). Un terme t est linéaire si et seulement si toute variable x ∈ Var(t)
n’apparaît qu’une fois dans t, i.e. il existe une unique position ω ∈ Pos(t) telle que t|ω = x.
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1.2. Filtrage et Sémantique de motif

1.2 Filtrage et Sémantique de motif

Une substitution est une opération de remplacement définie par une fonction qui associe
certaines variables à des termes de l’algèbre.

Définition 1.9 (Substitution). Une substitution σ est une fonction de X vers T (F ,X ), qui est
l’identité sauf pour un sous-ensemble de X appelé domaine de σ et noté Dom(σ). Quand Dom(σ)
est fini, on pourra l’expliciter sous la forme σ = {x1 7→ t1, . . . , xm, 7→ tm}.

On étend en général la substitution σ à son endomorphisme sur T (F ,X ).

Étant donnée une substitution σ, on a donc :

• σ(x) =

{
σ(x) si x ∈ Dom(σ)
x sinon

• σ(f(t1, . . . , tn)) = f(σ(t1), . . . , σ(tn))

Dans le cadre d’algèbres multi-sortées, on ne considère que des substitutions qui préservent
la sorte d’un terme.

Définition 1.10 (Substitution sortée). On dit qu’une substitution σ est sortée si et seulement
si elle n’associe des variables qu’avec des termes de même sorte, i.e. pour toute variable x ∈ X ,
si x : s, alors σ(x) : s.

Dans le contexte des langages fonctionnels, on pourra parfois expliciter le comportement
d’une stratégie en Appel par valeur en utilisant des substitutions qui n’associent des variables
qu’avec des valeurs.

Définition 1.11 (Substitution valeur). Une substitution ς qui n’associe des variables qu’avec
des valeurs, i.e. telle que ς(x) ∈ T (C) pour toute variable x ∈ Dom(ς), est appelée substitution
valeur.

La notion de substitution permet de définir le filtrage par motif.

Définition 1.12 (Filtrage). Soient un terme p ∈ T (F ,X ), appelé motif, et un terme clos t ∈
T (F), on dit que p filtre t, noté p ≺≺ t, si et seulement s’il existe une substitution σ telle que
σ(p) = t.

p≺≺ t ⇐⇒ ∃σ.σ(p) = t

Dans le cas de motifs linéaires, on peut également donner une définition opérationnelle du
filtrage par motif :

xs ≺≺ t ⇐⇒ t : s pour xs ∈ X
f(p1, . . . , pn) ≺≺ f(t1, . . . , tn) ⇐⇒ ∧ni=1pi ≺≺ ti pour f ∈ F

Comme introduit dans [CM19], par la suite, on considèrera un filtrage par motif utilisant des
motifs étendus incluant les opérateurs de disjonction + et de complément \, ainsi que le motif
nul ⊥ 1 :

1. On suppose, bien entendu, que +, \,⊥ /∈ F
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Définition 1.13 (Motif étendu). Étant donné un ensemble de variables sortées X et une si-
gnature Σ = (S,D ] C), l’ensemble P(C,X ) des motifs étendus est défini comme l’ensemble des
termes de la forme :

p, q := x | c(q1, . . . , qn) | p1 + p2 | p1 \ p2 | ⊥

avec x ∈ X , p, p1, p2 : s ∈ S, c : s1 ∗ · · · ∗ sn 7→ s ∈ C ∪ N et ∀i ∈ [1, n], qi : si, où N représente
l’ensemble des constructeurs de tuples notés Lq1, . . . , qnM.

Par extension, étant donné p ∈ P(C,X ) on note Var(p) l’ensemble des variables de p.

Étant donné un n-uplet q, on notera généralement q = Lq1, . . . , qnM.
La notion de filtrage se généralise naturellement pour les motifs étendus, dans le cas de

motifs linéaires. On définit donc la notion de linéarité pour les motifs étendus via une notion de
méta-variable, représentant les variables restreintes par le filtrage :

Définition 1.14 (Linéarité). Étant donné un motif étendu p ∈ T (C,X ), l’ensembleMV(p) des
méta-variables du motif p est défini par :

MV(x) = {x}, pour tout x ∈ X
MV(c(p1, . . . , pn)) = MV(p1) ∪ . . . ∪MV(pn), pour tout c ∈ C

MV(p1 + p2) = MV(p1) ∪MV(p2)
MV(p1 \ p2) = MV(p1)

MV(⊥) = ∅
Un motif étendu de la forme c(p1, . . . , pn) est linéaire si et seulement si chaque pi, i ∈ [1, n],

est linéaire, et ∀1 ≤ i < j ≤ n, MV(pi) ∩MV(pj) = ∅. Un motif étendu de la forme p1 + p2,
resp. p1 \ p2, est linéaire si et seulement si p1 et p2 sont linéaires.

Intuitivement, pour que c(p1, . . . , pn) soit linéaire, les sous motifs pi, i ∈ [1, n] doivent être
linéaires et deux à deux indépendants, tandis que pour p1 + p2, resp. p1 \ p2, p1 et p2 représente
des alternatives indépendantes, donc leurs variables sont également indépendantes.

Exemple 1.2. On considère des motifs de l’algèbre définie par la signature σ introduite dans
l’Exemple 1.1 :
• Le motif d(A, x) + d(x,B) est linéaire, puisque l’opérateur de disjonction + rend les deux
instances de la variable x indépendantes ;
• Le motif d(x,B +x) est non-linéaire, puisque les deux instances de la variable x se trouvent
sous le constructeur d et ne sont donc pas indépendantes ;
• Le motif d(x, y \x) est linéaire, puisqu’une des instances de la variable x se trouve à droite
d’un opérateur complément \, ce qui la rend indépendante.

On pourra noter que ce dernier motif est donc équivalent à d(x, y \ z) 1.

On peut ainsi donner une définition opérationnelle du filtrage par motif étendu :

Définition 1.15 (Filtrage étendu). Soient un motif étendu linéaire p ∈ P(C,X ) et une valeur
v ∈ T (C), on note ≺≺ la relation de filtrage par motif étendu, définie telle que :

xs ≺≺ v ⇐⇒ v : s pour xs ∈ X
c(p1, . . . , pn) ≺≺ c(v1, . . . , vn) ⇐⇒ ∧ni=1pi ≺≺ vi pour c ∈ C

p1 + p2 ≺≺ v ⇐⇒ p1 ≺≺ v ∨ p2 ≺≺ v
p1 \ p2 ≺≺ v ⇐⇒ p1 ≺≺ v ∧ p2 ≺6≺ v

⊥ ≺6≺ v ⇐⇒
1. Et on peut obsever avec la définition du filtrage étendue que ce motif ne filtre aucune valeur, il est donc

également équivalent à ⊥.
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On peut également intégrer la notion d’anti-motif [KKM07] au mécanisme de filtrage pré-
senté :

Définition 1.16 (Anti-motif). Soit un motif étendu linéaire p ∈ P(C,X ) avec p : s, on appelle
anti-motif de p, noté !p, le motif tel que !p≺≺ v, pour tout v ∈ Ts(C,X ) avec p≺6≺ v.

Dans le formalisme de motif étendu présenté, l’anti-motif !p peut donc être considéré comme
un sucre syntaxique du complément xs \ p.

1.3 Réécriture

Un système de réécriture est composé d’un ensemble de règles.

Définition 1.17 (Règle). Une règle de réécriture est un couple (l, r) de termes de T (F ,X ),
généralement notée l _ r, tels que que Var(r) ⊆ Var(l). On dit que l est le membre gauche de
la règle et r le membre droit.

Dans le contexte des langages fonctionnels, on peut utiliser un système de réécriture avec des
règles de réécriture à constructeurs pour représenter le comportement d’une fonction.

Définition 1.18 (Règle de réécriture à constructeurs). Une règle de réécriture à constructeurs est
une règle de réécriture l _ r, telle que l est de la forme ϕ(l1, . . . , ln) avec ϕ ∈ Dn et li ∈ T (C,X ),
pour tout i ∈ [1, n].

Définition 1.19 (Système de réécriture). Un système de réécriture (TRS : Term Rewriting
System) R est un ensemble de règles de réécriture. Si toutes les règles de R sont des règles de
réécriture à constructeurs, on dit que R est un système de réécriture à constructeurs (CBTRS :
Constructor based TRS).

Un système de réécriture induit une relation binaire de réécriture.

Définition 1.20 (Réécriture). Étant donné un système de réécriture R, on définit la relation
de réécriture sur T (F) telle qu’un terme u ∈ T (F) se réécrit en v ∈ T (F) dans le système R,
notée u =⇒R v, si et seulement s’il existe une règle l _ r ∈ R, une position ω ∈ Pos(u) et une
substitution σ telles que :

• u|ω = σ(l)

• v = u [σ(r)]ω

Définition 1.21 (Fermeture). Étant donné un système de réécriture R, on note =⇒∗R la ferme-
ture réflexive et transitive de =⇒R.

Définition 1.22 (Formes normales). Étant donné un système de réécriture R, un terme t ∈ T (F)
est réductible dans le système R si et seulement il existe t′ tel que t =⇒R t′.

Un terme v ∈ T (F) non réductible est appelé forme normale, et, étant donné un terme
t ∈ T (F), on dit d’un terme v ∈ T (F) non réductible tel que t =⇒∗R v est une forme normale
de t.

Les propriétés de terminaison et de confluence garantissent respectivement l’existence et
l’unicité des formes normales dans le système de réécriture considéré.

Définition 1.23 (Terminaison). Étant donné un système de réécriture R :
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• la relation de réécriture est fortement terminante s’il n’existe pas de suite infinie (ti)i≥1

telle que t1 =⇒R t2 =⇒R · · · ;
• la relationde récriture est faiblement terminante si pour t ∈ T (F ,X ), il existe t′ non ré-
ductible tel que t =⇒∗R t′.

Définition 1.24 (Confluence). Étant donné un système de réécriture R, la relation de réécriture
est confluente si et seulement si, pour tout termes t, u, v de T (F), on a :

t =⇒∗R u ∧ t =⇒∗R v =⇒ ∃w ∈ T (F).u =⇒∗R w ∧ v =⇒∗R w

Pour un système dont la relation de réécriture est terminante et confluente, il existe donc une
unique forme normale pour tout terme t ∈ T (F). On note cette dernière t ↓R.

Dans le cas d’un CBTRS, on s’intéresse souvent à des systèmes complets :

Définition 1.25 (Complétude). Étant donné un CBTRS R, on dit que R est complet si et
seulement si, pour tout symbole défini f ∈ Dn et pour toutes valeurs (v1, . . . , vn) ∈ Ts1(C) ∗ · · · ∗
Tsn(C), avec Dom(f ) = s1 ∗ · · · ∗ sn, il existe une règle f (l1, . . . , ln) _ r ∈ R et une substitution
σ telles vi = σ(li), pour tout i ∈ [1, n].

Étant donné un CBTRS complet R, t ∈ T (F) est non-réductible dans le système R si et
seulement si t est une valeur.

1.4 Stratégies

La relation de réécriture, comme définie dans la Section précédente, s’applique de manière
exhaustive et non-déterministe. La notion de Système abstrait de réduction peut permettre de
modéliser, pas à pas, toutes les transformations possibles d’un objet à un autre :

Définition 1.26 (Système abstrait de réduction [KKK08]). Un système abstrait de réduction
(ARS : Abstract Reduction System) est un graphe orienté étiqueté (O,S). Les nœuds O sont
appelés objets, les arêtes orientées S sont appelées pas.

Dans une algèbre de termes T (F ,X ), l’ARS correspondant à un système de réécriture R est
donc représenté par le graphe (T (F ,X ),S), où les arêtes correspondent à des pas de la relation
de réécriture induite par R et sont étiquetées par le nom de la règle appliquée (i.e. étant données
u, v ∈ T (F ,X ), il existe une arête étiquetée φ ∈ R entre u et v si et seulement la règle φ réécrit
u en v).

Définition 1.27 (Dérivation). Soit un ARS A :

• un pas de réduction est une arête étiquetée φ complétée de sa source a et de sa destination
b. On note un pas de réduction a =⇒φ

A b, ou simplement a =⇒φ b lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguïté ;

• une A-dérivation est un chemin π dans le graphe A ;

• lorsque cette dérivation est finie, π peut s’écrire a0 =⇒φ0 a1 =⇒φ1 a2 · · · =⇒φn an et on dit
que a0 se réduit en an par la dérivation π = φ0φ1 · · ·φn−1 ; notée aussi a0 →φ0φ1...φn−1 an
ou simplement a0 →π an.

I n est la longueur de π ;

I la source de π est le singleton {a0}, notée Dom(π) ;
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I la destination de π est le singleton {an}, notée π[a0].

• une dérivation est vide si elle n’est formée d’aucun pas de réduction. La dérivation vide de
source a est notée ida.

Pour contrôler l’application d’une relation de réécriture, le concept de stratégie permet de
sélectionner les dérivations qui permettront de garantir les propriétés voulues de la relation de
réécriture, comme la terminaison et la confluence :

Définition 1.28 (Stratégie abstraite). Soit un ARS A = (O,S) :

• une stratégie abstraite est un sous-ensemble de toutes les dérivations de A ;

• l’application de la stratégie ζ sur un objet a, noté par ζ[a], est l’ensemble de tous les
objets atteignables depuis a en utilisant une dérivation dans ζ : ζ[a] = {π[a] | π ∈ ζ}.
Lorsqu’aucune dérivation dans ζ n’a pour source a, on dit que l’application sur a de la
stratégie a échoué ;

• appliquer la stratégie ζ sur un ensemble d’objets consiste à appliquer ζ à chaque élément a
de l’ensemble. Le résultat est l’union de ζ[a] pour tous les a de l’ensemble d’objets ;

• la stratégie qui contient toutes les dérivations vides est Id = {ida | a ∈ O}.

Pour expliciter le comportement de stratégie d’évaluation en Appel par valeur, on peut, par
exemple, utiliser la stratégie de réduction stricte : l’ensemble des dérivations de (T (F ,X ),S) tels
que pour chaque pas de réduction a =⇒φ b avec φ : l _ r, il existe une position ω ∈ Pos(a) et
une substitution valeur ς telles que a|ω = ς(l) et b = a [ς(r)]ω.

On définit directement la relation de réécriture sous stratégie de réduction stricte :

Définition 1.29 (Réécriture stricte). Étant donné un système de réécriture R, on définit la
relation de réécriture stricte sur T (F) telle qu’un terme u ∈ T (F) se réécrit strictement en
v ∈ T (F) dans le système R, notée u −→R v, si et seulement s’il existe une règle l _ r ∈ R,
une position ω ∈ Pos(u) et une substitution valeur ς telles que :

• u|ω = ς(l)

• v = u [ς(r)]ω

On note −→∗R la fermeture reflexive et transitive de −→R.

En pratique, de nombreux langages à base de réécriture proposent des langages de stratégie
permettant d’exprimer de manière déclarative certaines de ces stratégies. Nous présenterons
certains de ces langages dans le Chapitre suivant.
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2

Contexte et Motivations

L’intégration des technologies informatiques dans les systèmes critiques, en particulier dans
le domaine de l’aérospatial et plus généralement du transport de personnes, a incité le développe-
ment de techniques et d’outils permettant de garantir la fiabilité et la sureté de ces technologies.
Cependant, dans le contexte de la vérification d’un logiciel, il est non seulement très difficile de
garantir l’absence d’erreur dans un programme informatique, mais une telle garantie est d’autant
plus compliquée à fournir que le programme, lui-même, est compliqué. Dans le cas de systèmes
critiques, les conséquences d’une erreur sont non seulement très couteuses, mais peuvent être
désastreuses au point d’entrainer des pertes en vies humaines. Étant donnée la complexité des
programmes considérés et l’omniprésence croissante des technologies informatiques, le dévelop-
pement de techniques permettant leur validation est ainsi devenu crucial.

Dans de nombreux cas, plutôt que d’essayer de fournir une preuve formelle de l’exactitude
d’un logiciel, les ingénieurs et analystes en charge de sa conception se reposent sur des techniques
tels que le test et la simulation pour valider leur produit. Ces techniques ont démontré leur utilité,
puisqu’elles permettent très souvent d’identifier et de corriger de très nombreux bugs. Cependant
elles ne permettent pas de démontrer formellement l’absence complète d’erreurs. De nombreuses
techniques, basées sur le concept d’analyse statique, ont été proposées pour fournir une approche
formelle permettant de prouver, de façon aussi exhaustive et définitive que possible, la correction
d’un programme.

On détaillera dans la Section 2.3 un certain nombre de ces techniques, et notamment celles
ayant pu influencer la méthode proposée dans cette thèse. On propose dans un premier temps
d’introduire la problématique ayant inspiré cette méthode : la conception et la vérification de
passes de compilation basées sur l’approche de Nanopass. La solution proposée étant principale-
ment basée sur des travaux antérieurs dans le domaine de la réécriture, on considèrera également
les différentes approches proposées par les langages de réécriture.

2.1 Problématique

La mise en place d’outils d’analyse statique pour la vérification formelle est généralement
basée, d’une part, sur la conception et l’étude d’un langage dédié de spécification, et sur l’ana-
lyse syntaxique et sémantique des programmes, d’autre part. La compilation et la réécriture sont
deux approches très courantes, basées sur l’étude syntaxique et sémantique de programmes, ainsi
que sur des techniques d’analyse et de transformation de ces derniers. En s’inspirant de travaux
menés dans le domaine de la compilation, la problématique considérée ici propose donc de s’inté-
resser à la structuration des compilateurs en passes de compilation pour proposer une approche
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originale, basée sur des techniques de réécriture, permettant l’analyse statique de transformations
de programmes.

2.1.1 Passes de compilation

Dans le domaine de la compilation, l’approche conventionnelle adoptée par une grande ma-
jorité de compilateurs consiste à structurer la transformation du code source en un programme
exécutable via une série d’étapes, appelées passes de compilation. Chaque passe effectue une
transformation entre différentes représentations intermédiaires du code compilé. Là où l’approche
d’origine consistait à minimiser le nombre de passes pour optimiser le fonctionnement du com-
pilateur, les systèmes modernes disposant d’une mémoire et d’une capacité de calcul bien plus
grandes, l’augmentation du nombre de passes dans les compilateurs modernes a permis le dé-
veloppement de compilateurs capables de générer et d’optimiser le code de façon adaptée à de
multiples architectures et systèmes d’exploitation.

Cette multiplication du nombre de passes dans les compilateurs a également mené à une
simplification de la fonctionnalité de chaque passe. À partir de la description des langages in-
termédiaires d’entrée et de sortie, de telles passes de compilation réalisent ainsi généralement
des transformations n’affectant qu’un petit nombre de constructions du langage d’origine. Par
exemple, des passes effectuant des transformations de construction de sucre syntaxique vont éli-
miner les symboles correspondant au sucre syntaxique considéré du langage d’entrée, alors que
des passes d’optimisation modifieront des constructions plus complexes.

Cette simplification des passes de compilation permet de gérer la complexité des compila-
teurs modernes en décomposant les fonctionnalités via des passes relativement simples. On peut
ainsi concevoir des compilateurs de plus en plus complexes mais plus modulaires, ce qui facilite
le travail de relecture, debugging et l’ajout de fonctionnalités. De plus, en détaillant les lan-
gages d’entrée et de sortie de chaque passe, il est possible de spécifier des garanties syntaxiques
de la transformation et de vérifier la transformation effectuée par la passe par rapport à ces
spécifications.

Considérons un langage de λ-expressions dont les constructions de base sont les λ-termes,
l’application, les définitions let et les variables (identifiées par une chaîne de caractère). Algébri-
quement on peut représenter ce langage par le type algébrique suivant (où String est considéré
comme le type intégré de chaînes de caractères) :

Expr := lambda(String,Expr)
| apply(Expr,Expr)
| let(String,Expr,Expr)
| var(String)

Dans ce langage, la construction let peut être vue comme un sucre syntaxique : un terme de
la forme let(s, e1, e2) est équivalent au terme apply(lambda(s, e2), e1). On peut donc concevoir
une passe de compilation destiné à éliminer ce sucre syntaxique comme explicité. Une telle passe
effectue une transformation depuis le langage précédent vers le langage cible suivant :

ExprNoLet := lambda(String,Expr)
| apply(Expr,Expr)
| var(String)

En spécifiant ainsi le langage de départ et le langage cible, on fournit une propriété syntaxique
détaillant le fonctionnement attendu de la passe considérée. Il est alors possible d’utiliser le
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système de types du langage d’implémentation pour vérifier que les types d’entrée et de sortie
de la transformation correspondent bien à des expressions du langage de départ et du langage
cible, respectivement.

2.1.2 Nanopass

La conception d’un compilateur utilisant ce modèle de passes est cependant assez couteuse
et chronophage. En effet, dans l’exemple considéré, les langages d’entrée et de sortie n’ont qu’un
faible nombre de constructions, mais en pratique, ce type de passe doit être implémenté sur des
langages pouvant contenir plusieurs dizaines de constructions différentes. Déclarer les langages
intermédiaires de chaque passe et le détail des mécanismes d’une passe n’affectant qu’un petit
nombre de constructions devient alors un travail fastidieux, et très souvent redondant.

La librairie de compilation Nanopass [Kee13] propose de simplifier l’écriture de ce type de
passes de compilation en fournissant des constructions permettant de gérer les redondances liées
à leur développement et de générer une grande partie du code définissant les différents langages
intermédiaires et les transformations associées. En particulier, la commande define-language
permet de définir un langage, soit explicitement en déclarant l’ensemble des constructions du
langage, soit par comparaison à un langage d’origine, en déclarant les constructions à ajouter et
à enlever. Tandis que la commande define-pass permet de définir la transformation effectuée
par une passe en explicitant, d’une part, les langages d’entrée et de sortie de la passe, et d’autre
part, les opérations effectuées par la transformation elle-même.

En reprenant l’exemple présenté dans la section précédente, on peut ainsi déclarer le langage
initial d’expressions avec un define-language explicite :

( de f ine−language Lsource
( t e rmina l s

( v a r i a b l e ( x ) ) )
(Expr ( e e1 e2 )

x
( lambda x e )
( apply e1 e2 )
( l e t x e1 e2 ) ) )

Dans ce langage Lsource, les variables sont considérées comme des constructions terminales
(les seules de notre langage) identifiées par la méta-variable x. En pratique, il faudrait également
écrire un prédicat vérifiant la forme d’une telle variable. On définit ensuite le type Expr, identifié
par les méta-variables e, e1 et e2, étant une variable ou une construction non-terminale lambda,
apply ou let.

On peut ensuite définir le langage d’expressions cible obtenu après l’élimination de la construc-
tion let , par extension du langage Lsource :

( de f ine−language Lnolet
( extends Lsource )
(Expr ( e e1 e2 )

(− ( l e t x e1 e2 ) ) ) )

Dans ce cas, on ne décrit que les différences avec le langage étendu, i.e. les constructions
(terminales ou non) à ajouter ou à retirer du langage. Ici, on veut juste retirer la construction
let comme explicité par la clause (- (let x e1 e2)) 1. Cette définition du langage Lnolet est

1. on peut également ajouter des constructions avec une clause (+ (if e e1 e2)), par exemple.
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donc équivalente à la définition explicite suivante :

( de f ine−language Lnolet
( t e rmina l s

( v a r i a b l e ( x ) ) )
(Expr ( e e1 e2 )

x
( lambda x e )
( apply e1 e2 ) ) )

Cette approche permet de réduire les redondances dans les définitions des langages intermé-
diaires en ne déclarant que les modifications entre chaque langage. Ainsi plutôt, que de devoir
re-déclarer l’ensemble des constructions de chaque langage, on se contente de spécifier le faible
nombre de constructions affectées par la passe de compilation et on se repose sur la librairie
Nanopass pour générer la définition concrète explicite de chaque langage.

Une fois les langages d’entrée et de sortie d’une passe correctement déclarés, on peut en
spécifier le fonctionnement avec la commande define-pass :

( de f ine−pass remove−l e t : Lsource (x ) −> Lnolet ( )
(Expr : Expr ( i r ) −> Expr ( )

[ , x x ]
[ ( lambda , x , e ) ‘ ( lambda , x , ( Expr e ) ) ]
[ ( apply , e1 , e2 ) ‘ ( apply , ( Expr e1 ) , ( Expr e2 ) ) ]
[ ( l e t , x , e1 , e2 ) ‘ ( apply ( lambda , x , ( Expr e2 ) ) , ( Expr e1 ) ) ] ) )

On définit ici une passe transformant un programme du langage d’entrée Lsource vers le
langage cible Lnolet. Dans cette passe, on définit la transformation, nommée Expr, des non-
terminaux Expr de Lsource vers les non-terminaux Expr de Lnolet. Pour chaque construction
d’Expr, on définit le comportement de cette transformation avec le motif correspondant en entrée
et une expression en sortie. On remarque qu’il faut ici expliciter l’appel récursif à Expr pour
effectuer la transformation des termes de Lsource Expr vers des termes de Lnolet Expr. En
pratique, la construction define-pass déclare l’application d’un tel catamorphisme [MFP91], en
mettant les variables sur lesquels se fait l’appel récursif entre crochet :

( de f ine−pass remove−l e t : Lsource (x ) −> Lnolet ( )
(Expr : Expr ( i r ) −> Expr ( )

[ , x x ]
[ ( lambda , x , [ e ] ) ‘ ( lambda , x , e ) ]
[ ( apply , [ e1 ] , [ e2 ] ) ‘ ( apply , e1 , e2 ) ]
[ ( l e t , x , [ e1 ] , [ e2 ] ) ‘ ( apply ( lambda , x , e2 ) , e1 ) ] ) )

Les méta-variables e, e1 et e2 dans les motifs de chaque clause de la transformation Expr
deviennent ainsi [e], [e1] et [e2] pour indiquer l’application du catamorphisme. Cette notation
simplifie déjà l’écriture de la passe, mais on voit d’autant plus clairement que la plupart des
clauses de la transformation Expr se contente de reconstruire le terme du langage d’origine
Lsource dans le langage cible Lnolet (ici, c’est le cas des clauses de variable, lambda et apply).
Étant données les définitions de ces deux langages, la commande define-pass est capable de
générer automatiquement ces clauses. On peut donc simplement définir la passe en n’explicitant
que les clauses modifiant concrètement une construction du langage d’entrée :

( de f ine−pass remove−l e t : Lsource (x ) −> Lnolet ( )
(Expr : Expr ( i r ) −> Expr ( )

16



2.1. Problématique

[ ( l e t , x , [ e1 ] , [ e2 ] ) ‘ ( apply ( lambda , x , e2 ) , e1 ) ] ) )

L’approche proposée par Nanopass permet ainsi de réduire nettement l’effort nécessaire à
l’écriture de ce type de passe de compilation, tout en proposant un système de type permettant
de vérifier syntaxiquement la transformation effectuée. La librairie a été utilisée aussi bien dans
un contexte éducatif [SWD04], que commercial [KD13] où elle a été utilisée pour développer un
compilateur du langage Scheme. Cette approche a également été implémentée dans une librairie
OCaml [Mil17]. Du point de vue des domaines de l’analyse statique et de la vérification formelle,
l’approche proposée par Nanopass reste un peu superficielle puisqu’elle ne permet que de vérifier
l’absence ou la présence de symboles dans le résultat d’une transformation. On propose cependant
de s’en inspirer pour présenter une approche algébrique basée sur la notion de filtrage par motif.

2.1.3 Approche algébrique

L’approche proposée par Nanopass repose sur le système de type sous-jacent du langage
d’implémentation pour vérifier qu’une passe de compilation effectue bien une transformation
depuis un langage de départ vers un langage cible. Ce type d’approche est néanmoins limité
par l’expressivité de représentation de ces deux langages. Dans Nanopass, cette expressivité est
suffisante pour exprimer des modifications qui ne consistent qu’en l’ajout ou la soustraction de
quelques symboles du langage.

Dans un contexte plus général, on voudrait pouvoir exprimer que les termes obtenus via une
transformation vérifient des propriétés plus complexes pouvant considérer et combiner de mul-
tiples symboles. Donner une telle caractérisation de l’ensemble des termes obtenus par transfor-
mation est en effet une approche utilisée par de nombreux outils d’analyse statique. Par exemple,
des approches tels que la complétion d’automate [Gen14] ou le model checking [MB04], proposent
de modéliser un programme sous la forme d’un système de réécriture ou d’un transducteur et de
vérifier la correction du programme en déterminant la forme syntaxique des termes obtenus.

En reprenant l’exemple du langage de λ-expressions présenté dans les Sous-Sections précé-
dentes, on pourrait considérer la définition d’un système de type permettant de vérifier que les
expressions sont en continuation-passing style (CPS) [Rey93] ou en A-normal form (ANF) [SF92].
Ces formes d’expressions sont particulièrement utiles pour la compilation et l’optimisation de lan-
gages fonctionnels puisqu’elles permettent, notamment, de garantir que toutes les récursions sont
terminales. Pour garantir que les expressions considérées sont bien de la forme voulue, on au-
rait alors besoin de déclarer un système de type spécifiquement conçu pour correspondre à la
propriété souhaitée. Par exemple, pour des expressions en ANF, on peut définir les types suivant :

Expr := val(Val)
| let(String,Val,Expr)
| letapply(String,Val,Val,Expr)

Val := lambda(String,Expr)
| var(String)

Bien que certaines approches fonctionnelles, telles que les variants polymorphiques [Gar98],
puissent simplifier la définition de systèmes de type, combinant des notions de sous-typage, poly-
morphisme et surcharge, spécifiquement conçus pour vérifier la propriété de correction souhaitée,
il reste néanmoins nécessaire de construire ces systèmes au cas par cas. On propose donc plutôt
de se reposer sur une approche algébrique où les propriétés recherchées seront exprimées par des
notions de filtrage par motif.

Plus précisément, on va chercher à garantir la correction d’une transformation en vérifiant
qu’un motif donné est absent du résultat de la transformation considérée. Pour reprendre l’ap-
proche de Nanopass, cela revient à vérifier que les termes du langage de sortie de la passe ne
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contiennent aucun sous-terme filtré par un motif dont le symbole de tête est un symbole éliminé
du langage cible. Dans le cas de termes en CPS ou ANF, on peut, par exemple, vérifier que toutes
les applications sont terminales : i.e. les termes ne contiennent pas d’application à gauche d’une
application.

Cette approche permet de vérifier de nombreuses propriétés allant de l’aplatissement ou du
tri d’une liste à la forme de formules logiques (on présente en Annexe C, un certain nombre
d’exemples qui ont été validés par l’implémentation de la méthode présentée, et dont certains
seront détaillés dans les chapitres suivants). On peut également mentionner la notion de sécurité
de filtrage dans les langages fonctionnels, qui a fait l’objet de travaux [JR21] cherchant à proposer
des méthodes pour vérifier qu’un programme fonctionnel ne peut pas échouer à cause d’une
fonction définie par filtrage de manière non-exhaustive.

2.2 Langages à base de réécriture

La réécriture est un formalisme très répandu dans de nombreux domaines de l’informatique,
en particulier dans les domaines de la vérification formelle et de la transformation de langage.
En effet, de par son aspect formel et son expressivité, c’est un formalisme particulièrement bien
adapté pour décrire des sémantiques de langages.

Dans le contexte des langages fonctionnels, le formalisme de réécriture fournit un cadre idéal
pour illustrer les programmes considérés en les traduisant sous la forme de CBTRSs. En ef-
fet, comme on l’a vu dans le Chapitre 1, les termes considérés par les programmes fonctionnels
peuvent être décrits sous la forme d’une algèbre de termes sortée, en traduisant les types algé-
briques sous la forme d’une signature sortée. Ainsi, on peut considérer un programme fonctionnel
comme manipulant des termes de l’algèbre ainsi obtenue et le traduire sous la forme d’un système
de réécriture :

removeLet : : Expr −> Expr
removeLet (Lambda x e ) = Lambda x ( removeLet e )
removeLet (Apply e1 e2 ) = Apply ( removeLet e1 )

( removeLet e2 )
removeLet ( Let x e1 e2 ) = Apply (Lambda x ( removeLet e2 ) )

( removeLet e1 )
removeLet (Var x ) = Var x



removeLet(lambda(x, e)) _ lambda(x, removeLet(e))
removeLet(apply(e1, e2)) _ apply(removeLet(e2),

removeLet(e1))
removeLet(let(x, e1, e2)) _ apply(lambda(x, removeLet(e2)),

removeLet(e2))
removeLet(var(x)) _ var(x)

Figure 2.1 – Traduction de la fonction removeLet en Haskell (en haut) sous la forme d’un
CBTRS (en bas)

De nombreux langages ont ainsi proposé d’implémenter des notions similaires de filtrage par
motif et de règles de réécriture. On présente dans cette section un tour d’horizon de ces langages
à base de réécriture.
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2.2.1 Réécriture par stratégies

Une des premières problématiques qui a été considérée par les langages à base de réécriture a
été de contrôler l’application des règles. Pour pouvoir gérer les problématiques de confluence et
de terminaison, de nombreux langage ont en effet proposé de limiter l’application des règles de
réécriture via des combinateurs de stratégie particulièrement adaptés à la description de parcours
d’arbres.

ELAN
Le langage ELAN [BKK+98] est un des premiers langages à introduire des constructions de
stratégie permettant un tel contrôle. Ce développement se présente dans un premier temps par
la distinction entre deux sortes de règles : les règles anonymes s’appliquant systématiquement
(suivant une stratégie innermost : en profondeur d’abord) et les règles étiquetées pouvant ainsi
être appelées et contrôlées via une stratégie spécifique. Une autre particularité d’ELAN est sa
gestion du non-déterminisme, puisque l’application d’une règle étiquetée renvoie un ensemble de
termes obtenus suivant la stratégie choisie.

Pour définir les stratégies utilisées, ELAN introduit un langage de stratégies [KKV93] propo-
sant un ensemble de combinateurs de stratégies permettant de les composer et de les contrôler.
Une stratégie est ainsi considérée comme un objet à part entière du langage. Les règles étiquetées,
l’identité et l’échec forment un ensemble de stratégies élémentaires, s’appliquant directement à la
racine du terme considéré, et dont l’application est contrôlée plus finement via ces combinateurs.
Ces derniers permettent à la fois de détailler l’ordre d’application des règles et de contrôler cette
application en fonction du contexte. Pour encoder la stratégie de traversée d’arbre, ELAN génère
également, pour chaque symbole f , un opérateur de congruence F de même arité permettant
d’expliciter les stratégies appliquées à chaque sous-terme d’un terme ayant f comme symbole de
tête.

Par la suite des opérateurs de traversée polymorphes ont été introduits, via des fonctions des
destructions/constructions polymorphiques, permettant ainsi de définir des stratégies de traver-
sée indépendamment de la signature choisie. En permettant également de définir des stratégies
de manière récursive, ELAN propose ainsi un langage de stratégie qui a inspiré, par la suite, de
multiples langages.

Stratego
Un des principaux langages à hériter des principes de stratégies introduits par ELAN est le
langage de transformation de programmes Stratego [VBT98]. Il développe énormément le concept
de construction de stratégie en privilégiant des combinateurs de stratégie polymorphiques. En
plus des combinateurs de séquence, de choix (déterministe et non-déterministe), le langage de
stratégie proposé par Stratego est, grâce à cette approche polymorphique, le premier à intégrer
des combinateurs de congruence génériques :

• l’opérateur i(s) permet d’appliquer la stratégie s au ième sous-terme du terme, et échoue
si l’arité du symbole de tête est trop petite ;

• l’opérateur All(s) applique s à tous les sous-termes du terme considéré, et échoue si l’ap-
plication de s échoue pour au moins un des sous-termes ;

• l’opérateur One(s) applique s au premier sous-terme pour lequel s n’échoue pas, et échoue
si l’application de s échoue pour tous les sous-termes ;

• l’opérateur Some(s) applique s à tous les sous-termes pour lesquels s n’échoue pas, et échoue
si l’application de s échoue pour tous les sous-termes.
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Pour gérer la définition de stratégie récursive, Stratego introduit également l’opérateur µx(s), où
x peut être utilisé dans la construction de s pour renvoyer à la définition récursive.

Grâce à l’expressivité de ce langage de stratégie, Stratego a démontré être un langage particu-
lièrement bien adapté à la transformation de langage [Vis01]. En effet, de nombreuses stratégies,
utilisées pour les transformations d’arbres syntaxiques, telles que top-down (du haut vers les
bas), bottom-up (du bas vers le haut) et innermost (en profondeur d’abord), sont facilement
encodables via les différents combinateurs de stratégie proposés.

Maude
Le langage de spécification Maude [CELM96] est basé, comme les deux précédents, sur la ré-
écriture, mais propose originellement une approche fondamentalement différente au contrôle de
l’application des règles. En effet, les objets du langage Maude s’appuient sur une représentation
à un méta-niveau. Il est possible d’appliquer des règles sur cette représentation méta via l’opéra-
teur meta-apply. Cet opérateur normalise le terme et retourne la méta-représentation du terme
résultant de l’évaluation.

L’application d’un ensemble de règles peut donc être contrôlée en s’appuyant sur les capacités
réflexives du langage : on contrôle l’application des règles de réécriture via un autre programme
défini par réécriture. Cette approche, bien que très expressive, est particulièrement compliquée
à utiliser d’un point de vue pratique. Par la suite [MMV04], Maude a ainsi intégré un langage de
stratégie inspiré d’ELAN et Stratego.

Tom
Le langage Tom [BBK+07] est conçu sur le concept des îlots formels [Spi01, BKM06] pour enrichir
des langages généralistes populaires, comme Java. Ces îlots formels permettent d’intégrer dans
ces langages hôtes des concepts tels que le filtrage par motif et d’autres fonctionnalités issues de
la réécriture, en restant aussi peu intrusif que possible. Pour cela, les constructions de Tom sont
interprétées, transformées et compilées dans le langage hôte.

Parmi les fonctionnalités intégrées dans Tom, on retrouve des constructions permettant de
définir des signatures algébriques via le module gom qui se repose sur le typage statique fort de
Java pour générer un système de type équivalent à la signature multi-sortée considérée. Il est
ensuite possible de définir des méthodes agissant sur les constructions algébriques ainsi générées
via des modules de filtrage associatif et de stratégie.

Le langage Tom intègre, en effet, un langage de stratégie inspiré d’ELAN et Stratego. Comme
dans ces derniers, l’identité, l’échec et les règles de réécriture sont toujours les constructions de
stratégie élémentaire qui sont ensuite composées via un ensemble de combinateurs similaire. À
la différence de ces langages, une règle de réécriture est définie comme stratégie en étendant une
stratégie par défaut (généralement l’identité ou l’échec), ce qui permet d’expliciter le comporte-
ment par défaut de la stratégie.

2.2.2 Conception et Analyse par Réécriture

De nombreux autres outils se sont inspirés du formalisme de réécriture pour concevoir des en-
vironnements destinés à la conception de langages, notamment pour les langages dédiés (DSL :
Domain Specific Language), et/ou l’analyse de programmes. La réécriture est en effet un for-
malisme particulièrement adapté à la définition de transformations d’arbres syntaxiques et à la
description de la sémantique de programmes.
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ASF+SDF
Le formalisme ASF+SDF [vdBvDH+01] est une combinaison construite autour des langages ASF
(Algebraic Specification Formalism) et SDF (Syntax Definition Formalism). Ces deux formalismes
permettent de définir un langage en décrivant à la fois les aspects syntaxiques du langage et en
en fournissant une spécification sous la forme d’équations algébriques.

Un des intérêts de la combinaison ASF+SDF vient du fait qu’il est possible d’utiliser la syntaxe
décrite dans SDF directement dans les spécifications ASF. Ces dernières étant écrites sous la
forme d’équations algébriques, elles peuvent être interprétées comme des règles de réécriture et
appliquées de façon innermost (en profondeur d’abord), ou via une fonction de traversée définie
par l’utilisateur.

Un environnement de développement a été construit autour du formalisme ASF+SDF en
l’intégrant avec une interface utilisateur, des éditeurs, parsers, compilateurs et interpréteurs.

Rascal
Héritier direct du formalisme ASF+SDF, Rascal [KvdSV09] offre une interface complète des-
tinée à la transformation et l’analyse de programmes. Autour des syntaxe et sémantique de
ASF+SDF, Rascal s’est inspiré de nombreux outils ayant influencé l’évolution des techniques de
transformation et d’analyse de code source, et a notamment intégré de nombreuses fonctionnalités
construites autour de la logique de réécriture et du filtrage par motif.

Un point central de la philosophie du langage Rascal est sa volonté de s’intégrer avec des outils
de l’état de l’art pour proposer des fonctionnalités supplémentaires et destinées à un plus grand
public. Par exemple, il est possible de déléguer le processus d’analyse à Maude ou K [HKV12] :
pour cela, le code Rascal est transformé pour correspondre à la syntaxe du langage utilisé, la
tâche d’analyse est générée et exécutée. Une fois le résultat de l’analyse obtenu, ce dernier est
interprété par Rascal et remi dans le contexte du code analysé.

De plus, Rascal est également intégré sous la forme d’un plugin Eclipse permettant l’analyse
et la transformation de code source directement au sein de l’environnement de développement.

Spoofax
De façon similaire à Rascal, Spoofax [KV10, VWT+14] propose une plateforme destinée à la
conception et l’analyse de langage dédié en intégrant le formalisme SDF avec le langage de ré-
écriture stratégique Stratego. Cette plateforme permet non seulement de considérer les aspects
syntaxiques et sémantiques des langages mais aussi de fournir un ensemble de fonctionnalités
allant du parsing, à la génération de code exécutable en passant par des outils de vérification de
spécifications sémantiques, et de transformations.

Au-delà des aspects syntaxiques et sémantiques, la plateforme Spoofax permet la définition
de règles de résolution de nommage en fonction de la portée, ainsi que des règles d’analyse et
d’inférence de type. A partir de l’ensemble des spécifications du langage dédié, Spoofax génère
alors parsers, outils d’analyse et de vérification, et interpréteurs pour le langage ainsi défini.

Tout comme Rascal, Spoofax est construit autour d’une intégration à l’environnement de dé-
veloppement Eclipse, et s’intègre à d’autres outils, comme l’assistant de preuve formelle Coq.

L’approche algébrique proposée par le formalisme de réécriture le rend particulièrement bien
adapté à l’écriture de transformation d’arbre syntaxiques comme proposé dans la Section précé-
dente. Des mécanismes, tels que les stratégies de réécriture, utilisés par certains langages peuvent
même grandement faciliter l’écriture de ce type de transformation. Mais bien qu’il y ait une forte
interdépendance entre la notion de filtrage par motif et la relation de réécriture, la plupart des
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langages à base de réécriture sont destinés à l’analyse de code ou la conception de langage dédié
et n’apportent que très peu de garanties sur les transformations effectuées.

2.2.3 Génération de règle et Filtrage

On voit par le nombre d’outils qui se reposent sur des notions de réécriture, que ce formalisme
est particulièrement bien adapté à l’écriture de transformations. Mais de par son expressivité et
son aspect algébrique, c’est également un formalisme qui se porte tout aussi bien à l’étude formelle
de ces transformations. L’utilisation de systèmes de réécriture permet, par exemple, de considérer
des notions de terminaison, qui peuvent être vérifiées par des outils tels que AProVE [FGP+11]
ou TTT2 [KSZM09], ou bien encore de confluence.

Aussi, dans des approches de réécriture stratégique telles que celles proposées dans les lan-
gages Stratego ou Tom, il peut être intéressant de se ramener à un système de réécriture classique
pour pouvoir en étudier les propriétés. C’est ce que propose [CLM15] : pour chaque règle de ré-
écriture et chaque combinateur de stratégie utilisé, il est possible de générer des symboles et des
règles de réécriture associées permettant d’encoder la stratégie construite dans un système de
réécriture classique. Cette approche, prouvée correcte et complète, permet non seulement l’étude
des propriétés de terminaison des stratégies, mais peut également servir d’encodage d’un langage
de stratégie dans tout langage supportant les concepts de réécriture (comme ceux présentés pré-
cédemment), voir simplement des notions de filtrage par motif (comme la plupart des langages
fonctionnels généralistes).

De façon similaire, les langages fonctionnels, ou certains langages à base de réécriture, adoptent
en général un formalisme de système de réécriture ordonné : les règles sont appliquées dans l’ordre
de préférence dans lequel elles sont spécifiées, i.e. si deux règles peuvent s’appliquer, la première
des deux s’appliquera toujours exclusivement. Ce type d’approche permet généralement une dé-
finition plus concise et claire d’un système de réécriture. Comme dans le cas des stratégies, les
travaux présentés dans [CM19] proposent d’encoder ce type de système de réécriture ordonné en
un TRS classique.

L’approche proposée dans [CM19] passe par l’étude de motifs étendus linéaires, comme définis
dans la Section 1.2, et de la notion de filtrage par motif associée. Pour cela, une notion de
sémantique close de motif est introduite :

Définition 2.1 (Sémantique close). Étant donné un terme t ∈ T (C,X ), on définit la sémantique
close de t, notée JtK, comme l’ensemble des instances de t : JtK = {σ(t) | ∀σ.σ(t) ∈ T (C)}.

Pour un motif étendu linéaire, on définit la sémantique close de manière récursive :

• JxsK = Ts(C), pour toute variable xs ∈ X ;

• Jc(p1, . . . , pn)K = {c(v1, . . . , vn) | (v1, . . . , vn) ∈ Jp1K× · · ·×JpnK} pour tout constructeur
c ∈ C et motifs p1, . . . , pn ;

• Jp1 + p2K = Jp1K ∪ Jp2K pour tout motifs p1 et p2 ;

• Jp1 \ p2K = Jp1K \ Jp2K pour tout motifs p1 et p2 ;

• J⊥K = ∅.

En partant de l’observation qu’un motif de l’algèbre peut être interprété comme l’ensemble
de ses instances, cette notion de sémantique permet de représenter l’ensemble (potentiellement
infini) des termes filtrés par un motif étendu par une structure finie, puisqu’on a :

Proposition 2.1. Étant donné un motif étendu linéaire p et une valeur v, on a p ≺≺ v si et
seulement si v ∈ JpK.
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Étant donné un système de réécriture ordonné :
l1 _ r1

l2 _ r2
...

...
ln _ rn

le but de l’approche proposée est de résoudre le problème de désambiguïsation [Kra08] des motifs
[l1, . . . , ln], i.e. de déterminer, pour tout i > 1, un ensemble de motifs Pi tel que

⋃
p∈Pi

JpK =

JliK \
⋃i−1
j=1JljK. On peut alors pour chaque règle li _ ri remplacer la règle dans le système par

un ensemble de règles ayant pour membre gauche les motifs de Pi.

Exemple 2.1. On considère l’algèbre définie par la signature Σlet = (S, C ] D) décrite par le
type algébrique :

Expr := lambda(String,Expr)
| apply(Expr,Expr)
| let(String,Expr,Expr)
| var(String)

et avec D = {removeLet}. On étudie une version ordonnée du système de réécriture, présenté
dans la Figure 2.1 , décrivant le comportement associé au symbole removeLet :

removeLet(lambda(x, e)) _ lambda(x, removeLet(e))
removeLet(apply(e1, e2)) _ apply(removeLet(e2),

removeLet(e1))
removeLet(let(x, e1, e2)) _ apply(lambda(x, removeLet(e2)),

removeLet(e2))
removeLet(x) _ x

Dans ce système de réécriture ordonné, la dernière règle ne peut s’appliquer que sur des termes
pour lesquels toutes les autres règles ne s’appliquent pas. Donc le terme instanciant x ne peut
pas être filtré par lambda(x, e), apply(e1, e2) ou let(x, e1, e2). On cherche donc un ensemble de
motifs P tel que

⋃
p∈P JpK = JxExprK \ (Jlambda(x, e)K ∪ Japply(e1, e2)K ∪ Jlet(x, e1, e2)K)

Étant donnée la signature Σlet, on a P = {var(s)}. On peut donc remplacer la dernière règle
par removeLet(var(s)) _ var(s), et on retrouve bien ainsi le système de la Figure 2.1.

Pour résoudre le problème de désambiguïsation, Cirstea et Moreau proposent le système de
réécriture R\ permettant de réduire un motif étendu en un motif additif (i.e. ne contenant pas
de complément \) et préservant la sémantique.

Cirstea et Moreau montrent dans [CM19] que le système préserve la sémantique close des
motifs :

Proposition 2.2. Étant donnés des motifs linéaires u, v tels que u =⇒R\ v, on a JuK = JvK.

Et ils garantissent l’existence et la structure des formes normales :

Proposition 2.3. Le système R\ est confluent et terminant. Étant donné un motif étendu p,
la forme normal p ↓R\ est soit ⊥, soit une somme de motifs constructeurs, i.e. un motif additif
pure tel que pour toute position ω ∈ Pos(p ↓R\) si p ↓R\ (ω) = +, alors ∀ω′ < ω, p ↓R\ (ω′) = +.
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Élimine ensemble vide :
(A1) ⊥+ v ⇒ v
(A2) v +⊥ ⇒ v
Distribution :
(E1) δ(v1, . . . ,⊥, . . . , vn) ⇒ ⊥
(S1) δ(v1, . . . , vi + wi, . . . , vn) ⇒ δ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + δ(v1, . . . , wi, . . . , vn)
Simplifie compléments :
(M1) v \ xs ⇒ ⊥
(M2) v \ ⊥ ⇒ v
(M3) v \ (w1 + w2) ⇒ (v \ w1) \ w2

(M4) xs \ α(t1, . . . , tn) ⇒
∑
c∈Cs

c(z1s1 , . . . , zmsm) \ α(t1, . . . , tn) avec m = arity (c)

(M5) ⊥ \ v ⇒ ⊥
(M6) (v + w) \ α(v1, . . . , vn) ⇒ (v \ α(v1, . . . , vn)) + (w \ α(v1, . . . , vn))
(M7) α(v1, . . . , vn) \ α(t1, . . . , tn) ⇒ α(v1 \ t1, . . . , vn) + · · ·+ α(v1, . . . , vn \ tn)
(M8) α(v1, . . . , vn) \ β(w1, . . . , wm) ⇒ α(v1, . . . , vn) avec α 6= β

Figure 2.2 – R\ : réduction de motifs étendus ; u, v, v1, . . . , vn, w,w1, . . . , wn filtre les motifs
additifs, t1, . . . , tn filtre les motifs pures additifs, x filtre les variables. α, β s’étend à tous les
symboles de C, et δ de Cn>0.

Pour tout motif étendu linéaire p, t = p ↓R\ est donc un motif additif équivalent à p, i.e.
pour toute valeur v, p≺≺ v si et seulement si t≺≺ v.

La problématique considérée dans cette thèse consistant à vérifier qu’un motif est absent du
résultat d’une transformation donnée, le formalisme proposé s’inspire de l’approche sémantique
présentée dans [CM19]. En effet, grâce au système R\, on a vu que cette sémantique permet
de représenter et de calculer des anti-motifs [KKM07], ou plus généralement des compléments
de motifs, comme un ensemble de motifs constructeurs. On pourra donc étendre cette approche
pour construire une sur-approximation de l’ensemble attendu des résultats d’une transformation
et comparer cette sur-approximation aux termes obtenus par réduction suivant le TRS donné
pour décrire la transformation considérée.

2.3 Analyse statique

Le concept d’analyse statique de programmes englobe l’ensemble des méthodes développées
dans le but de vérifier et de décrire le comportement d’un programme, sans l’exécuter (contraire-
ment aux méthodes dites "dynamiques", comme le test ou la simulation, qui requiert son exécu-
tion). De nombreux outils et méthodes d’analyse ont ainsi proposé de vérifier qu’un programme
fournit une solution à un problème donné.

On propose dans cette section de présenter quelques approches différentes de la littérature
qui ont pour objectif de fournir des garanties pouvant envelopper, ou au moins intersecter, la
problématique introduite précédemment.

2.3.1 Langages réguliers

Afin de garantir la forme des termes obtenus par transformation suivant une relation de
réécriture, une approche répandue consiste à représenter les termes issus de la transformation
comme des termes d’un langage régulier.

Une des premières approches proposant une méthode pour fournir une telle description est
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celle présentée dans [JM79], qui cherche à construire une grammaire régulière, à partir d’une
grammaire d’entrée et du système de réécriture considéré.

Définition 2.2 (Grammaire régulière). Une grammaire régulière G est un quadruplet 〈Σ, N, S,∆〉
avec Σ un alphabet de symboles, appelés terminaux, N un alphabet de symboles (disjoints de Σ),
appelés non-terminaux, S ∈ N un non-terminal de départ avec arity (S) = 0, et ∆ un ensemble
de règles de production, présenté comme un TRS sur Σ ∪N .

On dit qu’un terme t est produit par une grammaire G, s’il existe une dérivation de S à t :
S =⇒∗∆ t. On note L(G) le langage ainsi engendré par G.

Étant donné un TRS R et une grammaire de départ G0, l’approche proposée dans [JM79]
consiste à construire une grammaire GR sur-approximant l’ensemble des termes obtenus depuis
G0 par réécriture via R :

R∗(L(G0)) ⊆ L(GR)

Une version moderne de la méthode [JA07] présente un algorithme pour construire GR en
ajoutant de nouveaux non-terminaux et les règles de production associées dans G. Pour chaque
règle de production générant un terme affecté par R, on introduit un nouveau non-terminal
représentant l’ensemble de ces termes, des nouveaux terminaux pour chaque sous-terme dans le
membre droit affecté par R, et pour chaque variable.

Exemple 2.2. On considère la grammaire G0, avec Σ = {z , s, even, odd , true, false}, N =
{E,O, S}, et le système de règles de production ∆ :


S _ even(E)
E _ z
E _ s(O)
O _ s(E)

Et on cherche à déterminer l’ensemble des termes obtenus suivant le TRS R :
even(z ) _ true
even(s(n)) _ odd(n)
odd(z ) _ false
odd(s(n)) _ even(n)

En d’autres termes, on cherche à démontrer que pour tout entier naturel n, défini dans l’algèbre
de Peano, even(n) n’est jamais réduit à false.

Ici, on a uniquement la règle de production S _ even(E) à considérer : on introduit donc
un non-terminal R1 et les règles S _ R1, R1 _ true pour la règle even(z ) _ true de R, et
un non-terminal R2 et les règles S _ R2, R2 _ odd(R2n) pour even(s(n)) _ odd(n) et R2n

un non-terminal représentant la variable n dans cette règle, d’où R2n _ O. On doit maintenant
considérer la règle R2 _ odd(R2n) : on introduit un non-terminal R4 et les règles R2 _ R4,
R4 _ even(R4n) pour la règle odd(s(n)) _ odd(n) de R, et R4n un non-terminal représentant la
variable n dans cette règle, d’où R4n _ E. Enfin, à partir de la règle R4 _ even(R4n), on ajoute
la règle R2 _ R4 d’après even(s(n)) _ odd(n). On peut ainsi résumer le système de règles de
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production obtenu : 

S _ even(E) | R1 | R2

E _ z | s(O)
O _ s(E)
R1 _ true
R2 _ odd(R2n) | R4

R2n _ O
R4 _ even(R4n) | R2

R2n _ E

On voit dans le système de règles de production de cette grammaire, qu’il n’y a bien aucune
dérivation de S à false.

L’algorithme proposé itère sur les règles de production jusqu’à ce qu’aucun nouveau non-
terminal et aucune nouvelle règle de production ne puisse être ajoutée à la grammaire. Cependant,
comme il n’y a qu’un nombre fini de nouveau non-terminaux par règle du systèmeR, l’algorithme
termine bien dans tous les cas. Cette approche est néanmoins uniquement dépendante de la
grammaire de départ G0 et du TRS R, et ne permet donc pas d’affiner la sur-approximation
quand celle obtenue est trop grossière.

Une méthode basée sur les automates d’arbres, présentée dans [GR10], propose un algorithme
similaire par complétion d’automate, pour obtenir une sur-approximation plus fine du langage
de sortie. Le formalisme d’automate d’arbres permet en effet de définir un filtrage sur les termes
de l’algèbre pour décrire un sous-ensemble des termes comme le langage des termes filtrés par
l’automate. La complétion d’automates d’arbres cherche à décrire la forme des termes d’un
langage, initialement défini via un tel automate, transformés par réécriture selon un TRS donné.

Définition 2.3 (Automate d’arbres). Un automate d’arbres (ascendant) A est un quadruplet
〈F ,Q,Qf ,∆〉 avec F un alphabet de symboles, Q un ensemble d’états, Qf ⊆ Q un ensemble
d’états finaux et ∆ un ensemble de transitions de la forme p _ q où q ∈ Q est un état et p un
motif de T (C,Q), appelé configuration.

Un terme t est accepté par un automate d’arbres A si et seulement si t =⇒∗∆ q avec q ∈ Qf ,
et le langage accepté par A, noté L(A), est l’ensemble des termes acceptés par A.

Étant donné un automate d’arbres A0 et un TRS R, le but de l’algorithme de complétion est
donc de construire un automate AR sur-approximant l’ensemble des formes normales des termes
de L(A0) :

R∗(L(A0)) ⊆ L(AR)

Comme l’algorithme précédent, l’algorithme de complétion d’automate fonctionne en ajoutant
des états et des transitions manquantes à l’automate. Mais il procède de manière beaucoup plus
itérative, où chaque itération améliore l’approximation du langage, ce qui permet, en théorie,
d’obtenir au final une exacte représentation de R∗(L(A0)).

Exemple 2.3. On reprend le cas considéré dans l’Exemple 2.2. On peut représenter le même
langage via l’automate A0 avec F = {z , s, even, odd , true, false}, Q = {qeven, qodd, qf}, Qf =
{qf} et ∆ représenté par le système :

z _ qeven
s(qeven) _ qodd
s(qodd) _ qeven
even(qeven) _ qf
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L’algorithme de complétion commence par détecter que, comme even(z ) est accepté par l’au-
tomate initial A0 et que even(z ) =⇒R true, on souhaiterait que true soit accepté par AR. Pour
se faire, on ajoute l’état qtrue et les transitions true _ qtrue, qtrue _ qf à AR. De façon simi-
laire, on remarque que even(s(qodd)) =⇒∗∆ qf et even(s(qodd)) =⇒R odd(qodd), donc on ajoute
l’état qco et les transitions odd(qodd) _ qco, qco _ qf à AR. On procède ainsi pour toutes les
configurations acceptées par A0 et dérivés par R pour obtenir l’automate A1, et on recommence
le processus en prenant en compte les états et transitions nouvellement ajoutés.

Dans ce cas, on remarque qu’avec la nouvelle règle odd(s(qeven)) =⇒∗∆ qf , il faut prendre
en compte la dérivation odd(s(qeven)) =⇒R even(qeven). Comme, even(qeven) =⇒∆ qf , aucune
nouvelle règle n’est nécessaire. L’algorithme s’arrête et on a AR = A1 avec les transitions sui-
vantes : 

z _ qeven
s(qeven) _ qodd
s(qodd) _ qeven
even(qeven) _ qf
true _ qtrue
odd(qodd) _ qco

qtrue _ qf
qco _ qf

Comme avec l’algorithme précédent, on voit ici que false n’est pas accepté par l’automate
obtenu : pour tout entier n pair, even(n) ne peut pas être réduit à false.

Comme l’algorithme de complétion d’automate procède par itérations améliorant la précision
de l’automate au fur et à mesure, la terminaison n’est pas garantie : chaque pas d’itération
peut introduire de nouveaux états et de nouvelles itérations, à partir des ajouts de l’itération
précédente. Dans [Gen16], Genet identifie certaines classes de TRS pour lesquels la terminaison
de l’algorithme est garantie.

Pour aider l’algorithme à construire un automate AR permettant de vérifier les propriétés
recherchées, l’approche proposée dans [GR10] propose de construire une abstraction de la trans-
formation. L’abstraction proposée est basée sur un système d’équations spécifiées par l’utilisateur,
qui définissent des classes d’équivalence des configurations obtenues par réduction.

Exemple 2.4. Dans les Exemples 2.2 et 2.3, les algorithmes proposés permettent de vérifier
les propriétés recherchées parce que la distinction entre entier pairs et impairs est faite dans la
grammaire/dans l’automate.

Si maintenant on cherche à prouver que pour un entier n quelconque, even(n + n) ne peut
pas être réduit à false, les deux approches échouent. Par exemple, on peut considérer l’automate
A0 défini par le système de transition :

z _ qn
s(qn) _ qn
double(qn) _ qf

avec le TRS R′ issu de R en ajoutant les règles :
plus(n, z ) _ n
plus(n, s(m)) _ s(plus(n,m))
double(n) _ even(plus(n, n))

L’algorithme de complétion d’automates donne alors l’automate AR défini par le système de
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transition : 

z _ qn
s(qn) _ qn
double(qn) _ qf
plus(qn, qn) _ qsum
s(qsum) _ qsum
even(qsum) _ qeven
even(qn) _ qeven
odd(qsum) _ qodd
odd(qn) _ qodd
true _ qtrue
false _ qfalse

qeven _ qf
qodd _ qf
qtrue _ qf
qfalse _ qf

On voit donc bien ici que l’automate obtenu accepte false. Néanmoins, en spécifiant l’équation
s(s(n)) = n, l’algorithme peut reconnaitre deux classes d’équivalence regroupant respectivement
les nombres paires et les nombres impaires. L’algorithme génère alors des états et des transitions
correspondants à chacune de ces classes d’équivalence éliminant ainsi la dérivation permettant
de reconnaître false.

Cette approche équationnelle peut également permettre de limiter la génération d’un nombre
infini d’états en les fusionnant dans un nombre fini de classes d’équivalence. Genet montre ainsi
dans [Gen16] que si le nombre de classes d’équivalences est fini alors l’algorithme de complétion
proposé termine toujours.

Enfin, on peut observer que dans l’Exemple 2.4, on peut construire à partir de l’automate
AR une abstraction du TRS R sur les configurations contenant la règle even(qn) _ qtrue. Or
comme qn reconnaît le terme s(z ), on peut ainsi construire un contre-exemple de l’abstraction
obtenue (puisque even(s(z )) ne se réduit pas à true). L’approche proposée dans [HGJ20], pro-
pose alors, tant qu’on peut obtenir un tel contre-exemple, d’améliorer l’automate généré avec
une procédure d’affinement de l’abstraction guidée par le contre-exemple (CEGAR [CGJ+00]).
L’approche permet ainsi de limiter l’intervention de l’utilisateur en générant une abstraction plus
fine sans, nécessairement, dépendre d’équations spécifiées par ce dernier.

2.3.2 Model-checking

Le model-checking est une approche consistant à construire une abstraction d’un programme
ou d’un système (généralement appelé modèle) et de vérifier une propriété du programme en ins-
pectant l’ensemble des états possibles donnés par le modèle. La méthode de vérification consistant
donc à explorer l’ensemble des états du modèle, pour que cette dernière soit complète, il faut
donc concevoir un modèle fini. Cela peut passer par une série de transformations qui doivent
également être vérifié, pour garantir qu’elle préserve le comportement du système.

On présente ici quelques outils et méthodes de model-checking, mais on peut également noter
que la problématique considérée peut donc également avoir des applications dans la conception
de modèles.

Maude
On a déjà introduit Maude dans la Section 2.2.1 pour présenter son approche vis-à-vis de la
réécriture stratégique. En pratique, Maude est un langage, basé sur la logique équationnelle et
la logique de réécriture, destiné à la spécification et la vérification formelle de programme. Dans
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ce but, Maude propose une approche de model-checking en vérifiant que l’ensemble des états
atteignables définis par réécriture vérifient un invariant donné.

Si l’ensemble des états atteignables est infini, ou trop grand pour être explorés de façon
complète, Maude propose également une approche de model-checking permettant de limiter le
nombre de transitions pour atteindre les états considérés. En pratique, on préferera cependant
construire un modèle fini par abstraction :Maude supportant la logique équationnelle, l’utilisateur
peut définir un ensemble d’équations permettant de réduire l’ensemble infini d’états en une
abstraction finie. Pour obtenir un modèle cohérent, il est également possible de vérifier que les
équations préservent l’invariant recherché.

Higher order recursion scheme
Les Higher Order Recursion Scheme (HORS) sont une forme de grammaire d’arbres typés de
l’ordre supérieur introduit dans [Ong06] :

Définition 2.4 (HORS). Un HORS G est un quadruplet 〈Σ,N , S,R〉 avec Σ un alphabet de
symboles appelés terminaux, N un ensemble fini de symboles appelés non-terminaux, S ∈ N
un non-terminal de départ typé o (pour output) et R un ensemble de règles de production de la
forme F x1 · · · xn _ t avec F un non-terminal de type T1 7→ · · · 7→ Tn 7→ o, x1, . . . , xn des
variables de types respectifs T1, . . . , Tn, et t un motif.

Cette famille de grammaires est particulièrement intéressante dans le contexte des méthodes
de model-checking, puisque, comme montré dans [Ong06], la vérification de prédicats sur les
termes générés par un HORS avec des types finis est décidable par model-checking. On peut
cependant noter que la complexité théorique d’une telle vérification est k-EXPTIME avec k
l’ordre du HORS (i.e. l’ordre maximal des non-terminaux).

L’approche par model-checking des HORSs n’étant cependant pas capable de gérer naturelle-
ment des types de données potentiellement infinis tels que des entiers ou des listes, des méthodes
d’abstraction ont par la suite été introduites pour utiliser le formalisme d’HORS sur des pro-
blèmes plus généraux. L’approche présentée dans [KSU11] introduit ainsi un formalisme d’abs-
traction de prédicat : un programme en entrée est modélisé via une abstraction des variables
numériques en booléens construits à partir de prédicats obtenus par une procédure CEGAR.
L’approche a été implémentée dans le model-checker MoCHi [SKU+20].

Une limitation majeure de l’utilisation d’HORSs classiques est que ces derniers ne supportent
pas de primitive de filtrage par motif, ce qui ne permet donc pas d’implémenter d’opérations des-
tructives. Ces approches ne sont donc naturellement pas adaptées pour modéliser des transfor-
mations de types algébriques. Une extension de la notion de HORS est proposée dans [KTU10],
appelée Higher-order Multi-parameter Tree Transducer (HMTT) où les règles de production
peuvent contenir des clauses de filtrage par motif de la forme :

match x


l1 =⇒ r1
...

...
ln =⇒ rn

où l1, . . . , ln sont des motifs de la forme c y1 · · · ym avec c un symbole terminal d’arité m et
y1, . . . , ym des variables. On peut, par exemple, définir le système R de l’Exemple 2.2 par le
HMTT suivant :

Even x _ match x

{
z =⇒ true
s y =⇒ Odd y

Odd x _ match x

{
z =⇒ false
s y =⇒ Even y
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A partir d’une abstraction des types d’entrées, exprimée par des automates d’arbres, il est alors
possible de ramener la vérification d’invariants sur un tel HMTT à un problème sur un HORS
fini.

Par la suite, [UTK10] propose une extension de la structure HMTT permettant d’introduire
des annotations dans le programme modélisé. Chaque annotation est utilisée pour diviser le
programme en HMTTs représentant les sous parties du programme avant et après l’annotation
considérée. Cette approche permet également de contourner une limitation majeure du forma-
lisme d’HMTT, qui est sa distinction forte des types d’arbres d’entrée et de sortie : seul un arbre
du type d’entrée peut être "détruit" et seul un arbre du type de sortie peut être construit. En
utilisant un formalisme d’automate pour exprimer ces annotations et les propriétés de vérification
recherchées, ces prédicats servent d’abstraction des arbres d’entrée et de sortie de chaque HMTT
ainsi généré. Il est alors possible de procéder à la vérification de la transformation modélisée par
chaque HMTT, pour garantir la correction du programme d’origine.

Les approches basées sur le formalisme d’HMTT ne proposant cependant pas de procé-
dure permettant de déduire automatiquement une abstraction adaptée pour leur vérification,
on peut finalement mentionner l’approche introduite dans [OR11] qui présente une notion si-
milaire d’HORSs avec des primitives de filtrage par motif, appelés Pattern Matching Recursion
Scheme (PMRS). L’intérêt de cette approche, comparé aux HMTTs, est quelle introduit un méca-
nisme d’abstraction automatique basée sur une procédure de type CEGAR. Ce mécanisme n’est
cependant pas complet : pour un PMRS représentant le problème traité dans l’Exemple 2.4, la
procédure échoue à construire une abstraction distinguant entiers paires et impaires.

2.3.3 Typage et annotations

De façon similaire à l’approche de Nanopass qui permet de garantir une passe comme une
transformation entre un langage de départ et un langage d’arrivée, le typage statique d’un pro-
gramme est une méthode courante d’analyse et de vérification. L’utilisation de système de types
complexes permet ainsi de vérifier statiquement, qu’à chaque pas d’exécution, l’état courant du
programme est en accord avec les spécifications décrites par le système de type donné. De nom-
breuses approches ont ainsi proposé d’exprimer des systèmes de types de plus en plus complexes,
permettant de décrire de façon aussi précise que possible des propriétés de corrections.

Pour revenir à l’approche de Nanopass, la présence ou l’absence de certains symboles peut être
décrite par l’utilisation de sous-types constructeurs [BF99]. Cette approche propose un forma-
lisme introduisant une relation de sous-typage entre deux types dont les ensembles des symboles
constructeurs sont reliés par une relation d’inclusion. En pratique, une telle approche permet ainsi
de construire des systèmes de types complexes décrivant des garanties syntaxiques similaires à
celles proposées par Nanopass.

Pour faciliter l’utilisation de ce genre de formalisme, une approche classique consiste à décorer
les types de bases avec des annotations permettant de décrire des propriétés et des prédicats du
programme considéré. C’est l’approche considéré par la notion de Refinement Types [FP91] qui
propose un formalisme d’annotations de types permettant d’introduire des prédicats dans les
signatures de type. L’approche a ainsi été implémentée dans de nombreux langages, tels qu’Agda
et Coq. On peut, par exemple, annoter la signature de la fonction head (qui renvoie le premier
élément d’une liste) pour spécifier qu’elle ne s’applique que sur les listes non-vides, plutôt que
de dépendre d’une vérification à l’exécution :

{−@ head : : { l : [ a ] | l ength l > 0} −> a @−}
head (x : : _) = x
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Par la suite, le développement de Liquid Types [RKJ08] propose d’introduire des mécanismes
d’inférence sur un système d’annotations de type basé sur les Refinement types. Cette inférence
permet de déduire certaines annotations à partir de celles données par l’utilisateur, permettant
ainsi de limiter la dépendance aux contributions manuelles de l’utilisateur.

Même si la notion de Recursive Refinements [KRJ09] a permis, par la suite, l’écriture de
prédicats prenant en compte la forme et les sous-termes de types inductifs, cette approche est
principalement destiné à l’expression et la vérification de propriétés sur des entiers ou des types
intégrés à la sémantique d’annotation (potentiellement indépendante de celle du langage lui-
même). En effet, l’utilisation de Refinement Types permet principalement la description de pro-
priétés locales des termes, et n’est donc pas adaptée à l’écriture et la vérification de propriétés
structurelles syntaxiques des types algébriques.

2.3.4 Vérification de transformations XML

La vérification de programmes de traitement de documents XML est un également un do-
maine ayant bénéficier du développement de nombreuses méthodes permettant la vérification de
propriétés syntaxiques sur des transformations d’arbres. En effet, c’est un domaine qui a de très
nombreuses applications dans l’industrie avec des outils bien établis tels que les langages XSLT
ou XQuery. L’idée consiste à traiter un document XML pour en extraire de l’information et/ou
générer un document avec un schéma XML différent, ou un autre format (e.g. HTML).

Un document XML pouvant être représenté comme un arbre typé par le schéma XML spécifié,
ce type de transformation XML est en général vérifié par des approches de type-checking. Des
approches telles que celles présentées dans [Toz06] et [MSV03] proposent d’utiliser un formalisme
de transducteurs d’arbres pour modéliser les programmes de transformation considérés. Il est
alors possible de typer la transformation pour vérifier les structures d’entrée et de sortie du
transducteur. L’utilisation de transducteurs rend aussi la vérification via model-checking possible,
comme dans [KTU10] présenté précédemment.

D’autres approches, telles que XDuce [HP03] ou CDuce [BCF03], ont introduit des formalismes
d’annotation de type permettant d’exprimer des spécifications supplémentaires à garantir sur le
programme de transformation. Le type annoté est ensuite vérifié avec une méthode de sous-
typage par sémantique [FCB02] : l’idée consiste à construire une notion de sémantique sur les
termes et les types annotés et d’exprimer la relation de sous-typage comme une inclusion de
sémantique.

2.4 Synthèse

On propose donc, dans ce mémoire, de définir un formalisme permettant la spécification et la
vérification de transformations d’arbres syntaxiques. On s’intéresse, en particulier, à garantir des
propriétés syntaxiques sur le résultat de la transformation considérée, pour montrer qu’un motif
donné est absent de ce résultat. Pour cela, on propose de s’appuyer sur une approche algébrique
utilisant le formalisme de réécriture.

La notion de réécriture est en effet un formalisme très répandu dans le domaine des méthodes
formelles, notamment pour son expressivité puisqu’il permet de définir de façon très naturelle
des transformations sur des types de données algébriques. Il est tout particulièrement adapté
pour encoder des programmes fonctionnels (y compris dans le cas de programmes à l’ordre
supérieur [Joh85]). De plus, des approches basées sur la réécriture stratégique ou la génération de
règles de réécriture [CLM15] facilitent grandement l’écriture d’un système de réécriture décrivant
le comportement de la transformation étudiée. De nombreux langages, tels que Tom, Stratego,
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Rascal ou Maude, se sont ainsi basés sur la réécriture pour proposer des outils de spécification
et/ou d’analyse de programmes.

Du point de vue de la vérification formelle, la réécriture est utilisée par certaines approches
telle que la complétion d’automates [Gen14], qui propose de construire un automate d’arbres
pour décrire le langage des termes obtenus par réécriture suivant un système donné. Des ap-
proches alternatives, telles que le model-checking d’HORS [Ong06] ou l’utilisation de systèmes
de types annotés [FP91, RKJ08], proposent de garantir certaines propriétés sur les résultats d’un
programme en utilisant des formalismes plus compliqués à prendre en main et/ou moins adaptés
à des types de données algébriques.
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3

Exemption de Motif et Sémantique

La problématique considérée étant de vérifier que des programmes de transformation d’arbres
produisent des résultats ne contenant pas certains motifs algébriques, on cherche à proposer un
formalisme, basé sur l’algèbre de termes et la réécriture, permettant de vérifier que les formes
normales potentiellement issues d’une relation de réécriture ne contiennent pas les motifs exclus,
i.e. qu’aucun sous-terme de ces formes normales ne sont filtrés par ces motifs.

Dans le contexte des langages fonctionnels, les transformations sont réalisées par le biais de
fonctions. Le formalisme proposé doit donc permettre de vérifier des garanties quant à la forme
des résultats de ces fonctions. En pratique, le système de type considéré et la signature de type
des fonctions fournissent déjà de l’information sur les symboles constituant le terme obtenu.
Cependant, quand il s’agit de prouver qu’un symbole ou un motif sera absent du résultat, ces
informations ne sont généralement pas suffisantes.

Le formalisme considéré propose donc d’annoter les symboles de fonction (représentés par les
symboles définis D en algèbre de termes) par des profils détaillant le comportement attendu de la
fonction associée vis-à-vis des propriétés syntaxiques recherchées. A partir de ces annotations, on
étend la notion de sémantique close introduite dans [CM19], aux termes contenants des symboles
définis, pour représenter une sur-approximation de l’ensemble des formes normales attendues.
Étant donné un CBTRS encodant ces fonctions, on pourra vérifier que cette sémantique est en
accord avec la relation de réécriture.

Dans un premier temps, on introduit la notion d’Exemption de Motif qui définit formellement
la propriété syntaxique recherchée et le système d’annotation utilisé. Dans la Section 3.2, on étend
la notion de sémantique close aux termes contenant des symboles définis en sur-approximant l’en-
semble des formes normales attendues en se basant sur le comportement spécifié par les annota-
tions des symboles définis. Enfin, on étudiera les propriétés de préservation de cette sémantique
via une relation de réécriture, afin de vérifier que les annotations données sont cohérentes avec
le CBTRS encodant le comportement de la transformation étudiée.

3.1 Exemption de Motif

On cherche donc à proposer un formalisme basé sur une notion d’annotation spécifiant le com-
portement attendu de la réduction associé à un symbole défini représentant l’application d’une
fonction de transformation. Le but final étant de pouvoir prouver l’absence de sous-terme filtré
par un motif donné, on introduit dans un premier une propriété définissant formellement cette
absence de motif, puis on utilisera cette notion pour définir le système d’annotations considéré.
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3.1.1 Termes constructeurs exempts

On définit donc, pour les valeurs, la propriété d’Exemption de Motifs pour donner une descrip-
tion syntaxique de la forme des termes obtenus comme résultat de la transformation considérée :

Définition 3.1 (Valeur exempte). Étant donné un motif étendu p, on dit qu’une valeur v ∈ T (C)
est exempte de p si et seulement si ∀ω ∈ Pos(v), p≺6≺ v|ω.

Une valeur est exempte d’un motif p si et seulement p ne filtre aucun sous-terme de la valeur.
On pourra noter que, comme ⊥ ne filtre rien, toute valeur est exempte de ⊥.

Cette propriété d’exemption peut bien sûr être utilisée dans le contexte de la transformation
de programmes, où elle est particulièrement bien adaptée pour décrire le résultat d’une passe de
compilation qui aura un effet limité sur les constructions du langage. On retrouve donc comme
exemple naturel le cas de l’élimination de sucre syntaxique.

Exemple 3.1. On considère le langage de λ-expression, introduit dans la Section 2.1, composé
de constructions λ, application, let et de variables. On a vu dans la Section 2.1, la construction
let peut être vue comme un sucre syntaxique.

Une expression de ce langage peut être représentée par un terme de l’algèbre définie par la
signature Σlet = (S, C ] D) décrite par les types algébriques :

Expr := lambda(Int,Expr)
| apply(Expr,Expr)
| let(Int,Expr,Expr)
| var(Int)

Int := z
| s(Int)

Les variables sont ici identifiées par un entier de Peano.
Dans ce langage, plutôt que de représenter les termes obtenus par élimination du sucre syn-

taxique let comme des termes d’une sous-sorte comme proposée dans la Section 2.1, on peut les
représenter comme les valeurs de sorte Expr exemptes du motif let(i, e1, e2).

Mais cette propriété peut facilement s’adapter pour décrire la forme souhaitée de formules
logiques (comme pour la forme normale négative dans l’Exemple 3.2), des propriétés de sécurité,
ou encore, en utilisant des notions d’interprétation abstraite, des propriétés plus compliquées
(comme pour les listes triées dans l’Exemple 3.3).

Exemple 3.2. On considère des formules logiques composées de prédicats, pouvant dépendre
de variables quantifiées par des quantificateurs universels ou existentiels, et des opérateurs de
conjonction, disjonction, implication et négation. On dit qu’une telle formule est en forme nor-
male négative si l’opérateur de négation n’est appliqué que sur des prédicats et que la formule ne
contient pas d’implication.

Les formules logiques considérées peuvent être représentées par les termes de l’algèbre définie
par la signature Σformula = (S, C ] D) décrite par les types algébriques :

Int := z
| s(Int)

Var := var(Int)

VarList := nil
| cons(Var,VarList)

Formula := predicate(Int,VarList)
| not(Formula)
| and(Formula,Formula)
| or(Formula,Formula)
| impl(Formula,Formula)
| exists(Var,Formula)
| forall(Var,Formula)
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Les variables propositionnelles et les prédicats sont ici identifiés par un entier de Peano.
Dans ce contexte, les formules en forme normale négative sont donc les valeurs de sorte

Formula exemptes du motif impl(f1, f2) + not(and(f1, f2)) + not(or(f1, f2)) + not(forall(v, f)) +
not(exists(v, f))+not(not(f)), qu’on pourra noter de façon plus concise par pnnf = impl(f1, f2)+
not(!predicate(i, l)).

Exemple 3.3. On considère des listes d’expressions constituées des constantes 0 et 1, ordonnées
avec 0 < 1. Dans ce contexte, une liste triée est donc une liste qui ne contient aucune constante
0 après une constante 1.

De plus, on peut représenter ces listes comme les termes de sorte List de l’algèbre définie par
la signature Σsorted = (S, C ] D) décrite par les types algébriques :

Expr := A
| B

List := nil
| cons(Expr, List)

où le constructeur A, respectivement B , représente la constante 0 respectivement 1 (on a donc
A < B).

On peut ainsi représenter les listes triées par les valeurs de sorte List exemptes du motif
psorted = cons(B , cons(A, l)).

La notion d’Exemption de Motif s’étend également naturellement aux termes constructeurs
de l’algèbre en considérant toutes les instances du terme, i.e. en instanciant ses variables avec
des valeurs :

Définition 3.2 (Terme constructeur exempt). Étant donné un motif étendu p, on dit qu’un
terme constructeur u ∈ T (C,X ) est exempt de p si et seulement, pour toute substitution σ telle
que σ(u) ∈ T (C), σ(u) est exempt de p.

Un terme constructeur est donc exempt d’un motif si et seulement si toutes ses instances
valeurs le sont. Comme pour les valeurs exemptes, étant donné que le motif ⊥ ne filtre rien, tout
terme constructeur est exempt de ⊥.

Cette généralisation garantit la stabilité de l’Exemption de Motif par substitution, mais on
peut naturellement observer qu’elle est également préservée pour les sous-termes :

Proposition 3.1. Étant donné un motif étendu p et un terme t ∈ T (C,X ), t est exempt de p si
et seulement si t|ω est exempt de p, pour toute position ω ∈ Pos(t).

Démonstration. Soit p un motif étendu et t un terme de T (C,X ).
Si t|ω est exempt de p pour toute position ω ∈ Pos(t), alors, en particulier, t|ε = t est exempt

de p.
On suppose maintenant que t est exempt de p et on montre l’implication directe par induction

sur la forme t :
• Si t = x ∈ X ou t = c ∈ C0, alors Pos(t) = {ε} et la preuve est immédiate.
• Si t = c(t1, . . . , tn) avec n > 0, comme t est exempt de p, pour toute substitution σ telle

que σ(t) ∈ T (C), on a alors σ(t) exempt de p. Donc, pour tout i ∈ [1, n], ti est exempt de p,
car sinon il existerait une substitution σ avec σ(ti) ∈ T (C), et une position ω ∈ Pos(σ(ti))
telles que p ≺≺ σti|ω, et donc il existerait une substitution σ′, généralisant σ sur t, tel que
σ′(t) ∈ T (C) et p≺≺σ′(t)|i.ω, i.e. σ′(t) non-exempt de p. Par induction, on a donc t|ω exempt
de p pour toute position ω ∈ Pos(t) (ω 6= ε par induction, et ω = ε puisque t|ε = t).
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Enfin, on observe que la propriété d’Exemption de Motif peut se composer via l’opérateur de
disjonction + des motifs étendus :

Proposition 3.2. Étant donné des motifs étendus p1, p2, et un terme t ∈ T (C,X ), t est exempt
de p1 + p2 si et seulement si t est exempt de p1 et de p2

Démonstration. La preuve est immédiate en observant que pour toute valeur v ∈ T (C) et pour
tous motifs étendus p1, p2, on a p1 + p2 ≺6≺ v si et seulement p1 ≺6≺ v et p2 ≺6≺ v.

L’Exemption de Motif étant ainsi une propriété syntaxique à la fois préservée par la relation
de sous-terme et par substitution, elle est particulièrement bien adaptée à un formalisme basé
sur la réécriture. En effet, une relation de réécriture opère en instanciant certains sous-termes
de départ (cf. Définition 1.20). On proposera par la suite une généralisation de cette notion
à l’ensemble des termes de l’algèbre, mais pour cela il est nécessaire de pouvoir caractériser
les symboles définis (qui sont les seuls à ne pas être déjà pris en compte dans les définitions
précédentes) en termes d’Exemption de Motif.

3.1.2 Profils et annotations

En algèbre de termes, une fonction de transformation est représentée par un symbole défini
de D, ce qui permet de décrire le comportement de la transformation associée par la relation
de réécriture induite d’un CBTRS. Le formalisme de réécriture permet ainsi de considérer la
potentielle forme normale des termes obtenue par réduction, pour lesquels on cherche donc à
garantir des propriétés d’Exemption de Motif (Définition 3.1). Afin de pouvoir obtenir de telles
garanties, les propriétés d’Exemption de Motif peuvent être utilisées comme un moyen d’enrichir
la signature de sorte des symboles définis.

En effet, de façon similaire aux approches de raffinement de type, on propose d’annoter les
symboles définis de la signature considérée avec des profils indiquant les propriétés d’Exemption
de Motif attendues pour la forme normale potentielle d’un terme ayant le symbole défini considéré
comme symbole de tête. Ainsi un symbole ϕ : s1 ∗ · · · ∗ sn 7→ s pourra être annoté par un
ou plusieurs profil(s) de la forme p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ p avec p1, . . . , pn, p des motifs linéaires. Un
tel profil indiquera qu’un terme ayant ϕ comme symbole de tête, avec comme argument des
termes respectivement exempts de p1, . . . , pn devrait, au final, être réduit en une valeur exempte
de p ; ou plus précisément, que pour un terme clos de la forme t = ϕ(t1, . . . , tn), si t1, . . . , tn ne
peuvent être réduits qu’en des termes respectivement exempts de p1, . . . , pn, alors la potentielle
forme normale de t devra être une valeur exempte de p.

On considère donc que tous les symboles définis ϕ ∈ D sont annotés par un ensemble de
profils P, et on notera le symbole ϕ!P pour expliciter cette annotation. On pourra également
omettre l’annotation pour alléger les notations. On peut remarquer que même dans le cas où
P = ∅, on aura toujours t = ϕ(t1, . . . , tn) réduit en un terme exempt de ⊥ si et seulement si
t1, . . . , tn sont exempts de ⊥, puisque tout terme est exempt de ⊥. Cela revient à considérer un
profil ⊥ ∗ · · · ∗ ⊥ 7→ ⊥ par défaut, que l’on peut donc omettre de l’annotation P.

Exemple 3.4. L’exemple 3.2 a introduit une algèbre, définie à partir de la signature Σformula,
permettant de représenter des formules logiques et explique comment on peut décrire la forme nor-
male négative de ces formules comme une propriété d’Exemption du Motif pnnf = impl(f1, f2) +
not(!predicate(i, l)).

A partir de cette observation, on peut donc ajouter le symbole défini nnf !P : Formula 7→
Formula ∈ D à la signature Σformula pour représenter le symbole de fonction transformant une
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formule quelconque en une formule équivalente en forme normale négative. Le système de réécri-
ture décrivant le comportement de la fonction associée au symbole est donnée en Annexe C, et
on peut annoter le symbole avec P = {⊥ 7→ pnnf}.

Le profil ⊥ 7→ pnnf indique, en effet, que tout terme dont le symbole de tête est nnf doit être
réduit en un terme représentant une formule en forme normale négative, i.e. pour toute valeur
v : Formula, on voudra que la forme normale de nnf (v) soit une valeur exempte de pnnf .

Ces profils peuvent ainsi être découpés en deux : le membre gauche fournit des pré-conditions
s’appliquant sur les arguments de la fonction, i.e. sur les termes en argument du symbole défini,
tandis que le membre droit donne une post-condition à satisfaire pour le résultat de la fonction,
i.e. la potentielle forme normale obtenue par réduction suivant un CBTRS. Dans l’exemple
précédent, la pré-condition est donc vide, ce qui est symbolisé par une Exemption du motif
⊥ (qui est toujours vérifiée), mais ce n’est pas toujours le cas. En effet, une approche initiale,
présentée dans [CLM20a], proposait de simplement annoter les symboles définis avec un unique
motif indiquant la propriété d’Exemption de Motif à vérifier par la potentielle forme normale
du terme considérée, i.e. la post-condition (sans pré-condition). Cependant, cette approche est
naturellement limitée par une vérification uniquement basée sur le résultat de la réduction sans
prendre en compte les informations disponibles sur les arguments fournis. De plus, de tels profils
peuvent toujours être représentés avec l’approche présentée ici en considérant des profils avec
des pré-condition vide, via l’Exemption du motif ⊥, comme dans l’exemple précédent.

Exemple 3.5. Considérons des expressions pouvant être un entier ou une liste de telles expres-
sions. Ce langage d’expression peut être représenté par l’algèbre de termes définie par la signature
Σlist = (S, C ] D) décrite par les types algébriques :

Expr := int(Int)
| lst(List)

Int := z
| s(Int)

List := nil
| cons(Expr, List)

Dans cette algèbre, on peut définir les listes plates, i.e. les listes ne contenant pas de liste imbri-
quée, avec les valeurs de sorte List exempte du motif pflat = cons(lst(l1), l2).

On introduit donc le symbole défini flatten !P1 : List 7→ List ∈ D représentant la fonction
d’aplatissement d’une Liste, i.e. la fonction prenant une liste en argument et renvoyant une liste
plate contenant tous les entiers contenus dans la liste d’entrée et ses éventuelles listes imbriquées,
et un symbole défini concat !P2 : List ∗ List 7→ List représentant la fonction de concaténation de
deux listes. Naturellement on peut donc annoter le symbole flatten avec P1 = {⊥ 7→ pflat}
pour indiquer la garantie souhaitée que la forme normale d’un terme ayant pour symbole de tête
flatten doit être une liste plate (sans pré-condition sur l’argument). Mais, on peut également
observer que la concaténation de deux listes plates est censée être une liste plate : dans ce cas, le
membre gauche du profil permet bien de décrire la pré-condition exigeant aux deux listes d’être
plates, i.e. exemptes de pflat. On peut donc annoter concat avec P2 = {pflat ∗ pflat 7→ pflat},
pour expliciter que pour toutes listes l1, l2 ∈ TList(C), si l1 et l2 sont exemptes de pflat, la forme
normale de concat(l1, l2) devra également être exempte de pflat.

Bien que cette dernière annotation ne soit pas forcément utile pour expliciter la garantie
d’aplatissement via la fonction flatten, suivant le système de réécriture décrivant sa réduction,
elle peut être nécessaire à sa vérification.

En effet, les profils fournissent donc une indication des propriétés d’Exemption de Motif
attendues sur les formes normales potentiellement obtenues par réduction suivant une relation
de réécriture définie par un CBTRS. On va donc chercher à prouver que le système considéré
est bien cohérent avec ces annotations. Pour cela, on va, dans un premier temps, donner une
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généralisation de la propriété d’Exemption de Motif à l’ensemble des termes de l’algèbre, donc
aux termes contenant également des symboles définis.

3.1.3 Généralisation de l’Exemption de Motif

Les profils introduits précédemment viennent donc enrichir le système de type pour donner de
l’information sur la forme attendue d’un terme après sa réduction. Ces informations supplémen-
taires peuvent être utilisées pour définir une sur-approximation de la potentielle forme normale
du terme considéré : pour chaque sous-terme ayant un symbole défini comme symbole de tête,
on peut sur-approximer la forme normale attendue de ce sous-terme par n’importe quelle valeur
respectant les propriétés d’Exemption de Motif imposées par le profil.

On peut ainsi se servir de cette sur-approximation pour donner une généralisation de la
propriété d’Exemption de Motif, telle qu’un terme contenant des symboles définis vérifie une
propriété d’Exemption de motif si et seulement tous les termes de la sur-approximation la vérifie
également :

Définition 3.3 (Exemption de Motif). Étant donné un motif étendu p, on dit que :

• une valeur v ∈ T (C) est exempte de p si et seulement ∀ω ∈ Pos(v), p≺6≺ v|ω ;
• un terme constructeur u ∈ T (C,X ) \ T (C) est exempt de p si et seulement, pour toute
substitution σ telle que σ(u) ∈ T (C), σ(u) est exempt de p ;

• un terme t ∈ T (F ,X ) \ T (C,X ) est exempt de p si et seulement si, pour toute position
ω ∈ Pos(t) telle que t|ω = ϕ!P

s (t1, . . . , tn) avec ϕ!P
s ∈ Dn, et pour toute valeur v ∈ Ts(C)

exempte de .P (t1, . . . , tn), le terme t [v]ω est exempt de p.

où .P (t1, . . . , tn) est le motif annotant de ϕ!P
s (t1, . . . , tn), défini par .P (t1, . . . , tn) =

∑
q∈Q q

avec Q = {r | ∃l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P t.q. ∀i ∈ [1, n], ti est exempt de li}

Pour les termes constructeurs, la définition est identique aux définitions originellement don-
nées dans la Section 3.1.1 : une valeur est exempte d’un motif p si et seulement si p ne filtre
aucun de ses sous-termes, et un terme constructeur est exempt de p si et seulement si toutes ses
instances valeurs le sont. Enfin, on a donc qu’un terme contenant des symboles définis est exempt
de p si et seulement si remplacer les sous-termes ayant un symbole définie ϕ!P

s ∈ D comme sym-
bole de tête par une valeur de sorte s exempt du motif annotant, résultant de l’annotation P et
de ses sous-termes respectifs, donne également un terme exempt de p. Pour chaque sous-terme de
la forme ϕ!P

s (t1, . . . , tn), et chaque profil l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r tel que t1, . . . , tn sont respectivement
exempts de l1, . . . , ln, ϕ!P

s (t1, . . . , tn) est donc exempt de r.

Exemple 3.6. On considère l’algèbre de termes introduite dans l’Exemple 3.5. On note pflat =
cons(lst(l1), l2), et on rappelle que les symboles définis sont annotés flatten !P1 et concat !P2 avec
P1 = {⊥ 7→ pflat} et P2 = {pflat ∗ pflat 7→ pflat}.
• On remarque que cons(int(z ),nil) est exempt de pflat, puisque c’est une valeur et que pflat
ne filtre aucun de ses sous-termes ;

• On peut également remarquer cons(int(i),nil) est exempt de pflat, puisque quelque soit
l’instanciation donnée à la variable i, la valeur obtenue est exempte de pflat ;

• Cependant, on peut observer que cons(int(i), cons(lst(nil),nil)) n’est pas exempt de pflat
puisque le sous terme cons(lst(nil),nil) est filtré par pflat ;

• On peut donc en déduire que le terme cons(int(i), l) n’est pas exempt de pflat, puisque la
variable l peut être instanciée par cons(lst(nil),nil) ;
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• En revanche, flatten !P1(l) est exempt de pflat, puisque comme l est exempt de ⊥, on a le
motif annotant .P1 (l) = pflat ;

• Ainsi, on a également cons(int(i),flatten !P1(l)) exempt de pflat, puisque pour toute valeur
v de sorte List exempte pflat, cons(int(i), v) est exempt de pflat ;

• Mais, cons(e,flatten !P1(l)) n’est pas exempt de pflat, puisqu’étant donnée une valeur v de
sorte List exempt de pflat, on peut instancier la variable e par lst(nil) et cons(lst(nil), v)
n’est pas exempt de pflat ;

• Enfin, on remarque que, comme .P2 (l1, l2) = ⊥, le terme concat !P2(l1, l2) n’est pas exempt
de pflat, mais en revanche, comme .P2

(
flatten !P1(l1),flatten !P1(l2)

)
= pflat, le terme

concat !P2(flatten !P1(l1),flatten !P1(l2)) est exempt de pflat.

En prenant en compte tous les profils de l’annotation P, on sur-approxime ainsi la forme
normale du sous terme ϕ!P

s (t1, . . . , tn) par l’ensemble des valeurs vérifiant toutes les propriétés
d’Exemption de Motif attendues. En répétant l’opération pour tous les sous-termes ayant un
symbole défini comme symbole de tête, on obtient donc une sur-approximation de la forme
normale du terme considéré.

Comme on l’a vu dans la Section 2.2.3, étant donné un motif étendu linéaire p, on peut
construire un motif additif r tel que toute valeur est filtrée par p si et seulement si elle est filtrée
par r. L’exemption de p est alors équivalente à l’exemption de r. Par la suite on ne considèrera
donc des Propriétés d’Exemption de Motif que sur des motifs additifs linéaires.

Les propriétés prouvées précédemment, comme la composition d’Exemption de Motif via
l’opérateur de disjonction + des motifs étendus (Proposition 3.2) s’appliquent également à cette
généralisation. On remarque que la préservation de l’Exemption de Motif est aussi vérifiée pour
les termes linéaires :

Proposition 3.3. Étant donnés un motif étendu p et un terme t ∈ T (F ,X ) linéaire, t est exempt
de p si et seulement si σ(t) est exempt de p, pour toute substitution σ.

Démonstration. Soient t ∈ T (F ,X ) un terme linéaire, on prouve par induction sur k le nombre
de symboles définis dans t que pour tout motif étendu p, t est exempt de p si et seulement si
σ(t) est exempt de p, pour toute substitution σ.

On commence par montrer l’implication indirecte : on suppose que σ(t) est exempt de p pour
toute substitution σ, et on montre que t est exempt de p.

• Si k = 0, alors t ∈ T (C,X ) et, comme σ(t) est exempt de p pour toute substitution σ, on
a, notamment, σ(t) est exempt de p pour toute substitution σ telle que σ(t) ∈ T (C). Par
définition de la propriété d’Exemption de Motif, t est donc exempt de p.

• On considère maintenant k > 0 tel que pour tout terme u ∈ T (F ,X ) linéaire ayant
strictement de k symbole défini, pour tout motif étendu q, si σ(u) est exempt de q pour
toute substitution σ, alors u est exempt de q. Comme t ∈ T (F ,X ), on cherche à montrer
que pour toute position ω ∈ Pos(t) avec t|ω = ϕ!P

s (t1, . . . , tn) où ϕ!P
s ∈ Dn, et pour

toute valeur v ∈ Ts(C) exempte de .P (t1, . . . , tn), t [v]ω est exempt p. Soient ω une telle
position et v une telle valeur, on note u := t [v]ω. Pour toute substitution σ, en notant
σ′ := {x 7→ σ(x) | x ∈ Dom(σ) \ Var(t|ω)}, on observe que σ(u) = σ′(t) [v]ω. Or, par
hypothèse, σ′(t) est exempt de p, donc, par définition de l’Exemption de Motif, σ(u) est
exempt de p, pour toute substitution σ. D’après l’hypothèse d’induction, on a alors u
exempt de p, et on peut donc conclure que t exempt de p.

39



Chapitre 3. Exemption de Motif et Sémantique

Par induction sur k, on a donc bien démontré l’implication indirecte.
On prouve maintenant l’implication directe par contraposée 1 : on considère un motif étendu

p et une substitution σ tels que u := σ(t) n’est pas exempt de p, et on montre que t n’est pas
exempt de p. On suppose, dans un premier temps, que k = 0, i.e. t ∈ T (C,X ), et on prouve par
induction sur m le nombre de symboles définis dans u qu’il existe une substitution σ′ telle que
σ′(t) est une valeur non-exempte de p.

• Si m = 0, alors u ∈ T (C,X ). Si u ∈ T (C), alors σ est une substitution telle que σ(t)
est une valeur non-exempte de p. Sinon, par définition de l’Exemption de Motif, il existe
une substitution σ′ telle que σ′(u) est une valeur non-exempt de p. On a donc σ′ ◦ σ une
substitution telle que σ′ ◦ σ(t) est une valeur non-exempte de p.

• On considère maintenant m > 0 tel que pour toute substitution σ′ avec σ′(t) ayant stric-
tement moins de m symboles définis, il existe une substitution σ′′ telle que σ′′(t) est une
valeur non-exempte de p.
Comme u possède au moins un symbole défini et n’est pas exempt de p, il existe une po-
sition ω ∈ Pos(u) telle que t|ω = ϕ!P

s (u1, . . . , un) avec ϕ!P
s ∈ Dn, et une valeur v ∈ Ts(C)

exempte de .P (u1, . . . , un), le terme u [v]ω n’est pas exempt de p. Comme t ∈ T (C,X ),
il existe une position ω′ < ω telle que t|ω′ = x ∈ X . On note ω = ω′.ω′′, et on définit
σ′ la substitution telle que Dom(σ′) = Dom(σ) avec σ′(y) = σ(y) pour tout y 6= x et
σ′(x) = σ(y) [v]ω′′ . Par construction et linéarité de t, σ′(t) = u [v]ω. D’après l’hypothèse
d’induction, il existe donc une substitution σ′′ telle que σ′′(t) est une valeur non-exempte
de p.

Par induction sur m, il existe donc une substitution σ′ telle que σ′(t) est une valeur non-exempte
de p. Comme t ∈ T (C,X ) et σ′(t) est une valeur, par définition de la propriété de l’Exemption
de Motif, t n’est pas exempt de p.

On considère maintenant k > 0 tel que pour tout terme u ∈ T (F ,X ) linéaire ayant stricte-
ment moins de k symboles définis, pour tout motif étendu q, si il existe une substitution telle que
σ′(u) n’est pas exempt de q, alors u n’est pas exempt de q. Comme u = σ(t) n’est pas exempt de p,
par définition de l’Exemption de Motif, il existe position ω ∈ Pos(u) avec u|ω = ϕ!P

s (u1, . . . , un)

où ϕ!P
s ∈ Dn, et une valeur v ∈ Ts(C) exempte de .P (u1, . . . , un) telles que u [v]ω n’est pas

exempt de p.

• Si ω ∈ Pos(t), on observe que u [v]ω = σ(t [v]ω). Donc, par hypothèse d’induction, t [v]ω
n’est pas exempt de p. De plus on rappelle que .P (u1, . . . , un) =

∑
q∈Qu

q avec Qu = {r |
∃l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P t.q. ∀j ∈ [1, n], uj est exempt de lj}. Par hypothèse d’induction,
on a, pour tout i ∈ [1, n], pour tout motif étendu q si ui = σ(ti) n’est pas exempt de
q, alors ti n’est pas exempt de q. Donc Qt = {r | ∃l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P t.q. ∀j ∈
[1, n], tj est exempt de lj} ⊆ Qu. Par conséquent, par composition de l’Exemption de Motif
avec l’opérateur de disjonction de motif +, v est exempt de .P (t1, . . . , tn). On conclue donc,
par définition de l’Exemption de Motif que t n’est pas exempt de p.

• Sinon, il existe une position ω′ < ω telle que t|ω′ = x ∈ X . On note ω = ω′.ω′′, et on définit
σ′ la substitution telle que Dom(σ′) = Dom(σ) avec σ′(y) = σ(y) pour toute variable y 6= x
et σ′(x) = σ(y) [v]ω′′ . Par construction on a donc u [v]ω = σ′(t). On conclue donc, d’après
l’hypothèse d’induction, que t n’est pas exempt de p.

Par induction sur k, on a donc bien démontré l’implication directe.

1. On pourra remarquer que la preuve de l’implication directe est immédiate en utilisant la notion de séman-
tique introduite dans la Section suivante, avec les Propositions 3.6 et 3.7.
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Et on peut également observer que les propriétés d’Exemption de Motif sont préservées pour
les sous-termes, tant que ces derniers ne sont pas sous un symbole défini :

Proposition 3.4. Étant donné un motif étendu p et un terme t ∈ T (F ,X ), t est exempt de p
si et seulement si t|ω est exempt de p, pour toute position ω ∈ Std (t) = {ω ∈ Pos(t) | ∀ω′ <
ω, t(ω′) ∈ C}.

Démonstration. On prouve la proposition par induction sur la forme t et k le nombre de symboles
définis dans t.

Si t = x ∈ X ou t = ϕ(t1, . . . , tn) avec ϕ ∈ Dn, la proposition est clairement vérifiée.
On considère maintenant t = α(t1, . . . , tn) avec α ∈ Cn et on prouve par induction sur k que

si t est exempt de p, alors ti est exempt de p pour tout i ∈ [1, n].
• Si k = 0, alors t ∈ T (C,X ). On suppose qu’il existe i ∈ [1, n] tel que ti n’est pas exempt

de p, donc, par définition, il existe une substitution σ telle que σ(ti) n’est pas exempt
de p, i.e. il existe une position ω ∈ Pos(σ(ti)) telle que p ≺≺ σ(ti)|ω. On construit donc
une substitution σ′ telle que pour toute variable x ∈ Var(ti) σ′(x) = σ(x) et pour toute
variable ys ∈ Var(t) \ Var(ti), σ′(ys) ∈ Ts(C). On a alors, par construction, σ′(t) ∈ T (C)
et σ′(t)|i = σ(ti). D’où p≺≺ σ′(t)|i.ω, donc σ′(t) n’est pas exempt de p. Et on peut conclure
que t n’est pas exempt de p.
• On considère maintenant k > 0 tel que pour tout terme u = c(u1, . . . , un) ayant strictement

moins de k symboles définis, si u est exempte de p alors ui est exempt de p pour tout
i ∈ [1, n]. On suppose qu’il existe i ∈ [1, n] tel que ti n’est pas exempt p, donc, par
définition, une position ω ∈ Pos(t) avec t|ω = ϕ!P

s (r1, . . . , rm) où ϕ ∈ Dm, et une valeur
v ∈ Ts(C) exempte de .P (r1, . . . , rm) telles que ti [v]ω n’est pas exempt de p. On note donc
u := t [v]i.ω = c(t1, . . . , ti [v]ω, . . . , tn), et par hypothèse d’induction, u n’est pas exempt de
p. Par définition de l’Exemption de Motif, on peut donc conclure que t n’est pas exempt
de p.

Si t est exempt de p, on a donc, par induction sur la forme de t, que t|ω est exempt de p pour toute
position ω ∈ Std (t). Si t|ω est exempt de p pour toute position ω ∈ Std (t), comme ε ∈ Std (t),
alors t est exempt de p.

La propriété d’Exemption de Motif est donc bien préservée par substitution, ainsi que pour
tous les sous-termes ne se trouvant pas sous un symbole défini. En effet, on peut considérer ces
positions comme "stables", dans le sens où les symboles à ces positions resteront inchangés par
la réduction induite d’un CBTRS : on souhaite que ces sous-termes conservent les propriétés
d’Exemption de Motif du terme, pour qu’elles soient également conservées par la relation de
réécriture elle-même.

On remarque cependant que la préservation de l’Exemption de Motif par substitution n’est
vérifiée que pour les termes linéaires. On étudiera de façon plus approfondie le cas des termes
non-linéaires dans la Section 3.4 et le Chapitre 5.

Exemple 3.7. On considère dans cet exemple les termes de l’algèbre définie par la signature
Σnl = (S, C ] D) décrite par les types algébriques :

S1 := c(S2,S2)
| d(S1)

S2 := a
| b

avec les symboles définis D = {f !Pf : S1 7→ S1, g!Pg : S1 7→ S2}, où Pf = {⊥ 7→ c(a, b)} et
Pg = ∅.
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On peut observer que c(x, a) est exempt de c(a, b) et ainsi que pour toute substitution σ,
σ(c(x, a)) = c(σ(x), a) est exempt de c(a, b). En revanche, bien que c(x, x) soit également exempt
c(a, b), en considérant σ = {x 7→ g(z)}, on a σ(c(x, x)) = c(g(z), g(z)) qui n’est pas exempt
de c(a, b), puisqu’en remplaçant le premier g(z) par a, comme décrit dans la Définition 3.3, on
obtient c(a, g(z)) qui n’est pas exempt de c(a, b).

On peut également observer que d(f(c(a, b))) est exempt de c(a, b) même si le sous-terme
en argument du symbole défini f n’est clairement pas exempt de c(a, b).

Comme la notion d’Exemption de Motif considère, et définit, une sur-approximation des
formes normales obtenues par réécriture, il est nécessaire de prouver que le CBTRS considéré
induit bien une relation de réécriture conservant les propriétés d’Exemption de Motif. En effet,
les profils choisis supposent donc que les formes normales éventuelles seront compatibles avec
cette sur-approximation, et cette supposition reste maintenant à vérifier.

Pour se faire, il est non seulement nécessaire de pouvoir vérifier des propriétés d’Exemption de
Motif de manière systématique, mais aussi de pouvoir examiner efficacement la sur-approximation
considérée. Dans les deux cas, on voit qu’il est potentiellement nécessaire de considérer un nombre
infini de valeurs de l’algèbre. On propose donc d’utiliser une extension de la notion de sémantique
close introduite dans [CM19], où elle est déjà utilisée comme une construction finie permettant
de représenter une nombre potentiellement infini de valeurs.

3.2 Motifs étendus et Sémantique

En partant de l’observation qu’un terme de l’algèbre peut être interprété comme l’ensemble
de ses instances, une notion de sémantique close est introduite dans [CM19] pour représenter, à
partir d’un motif linéaire, l’ensemble potentiellement infini des valeurs filtrées par ce motif. Cette
approche est originellement utilisée pour traduire certaines opérations ensemblistes (notamment
l’union et la différence) par des motifs étendus (via les opérateurs binaires de disjonction + et
de complément \).

Dans le contexte d’une algèbre de termes contenant des symboles définis, non seulement cette
notion de sémantique close peut être généralisée pour représenter la sur-approximation de formes
normales potentielles considérée dans la Définition 3.3 de la propriété d’Exemption de Motif, mais
elle permettra également d’exprimer et de vérifier des conditions nécessaires et suffisantes à cette
même Exemption de Motif.

3.2.1 Sémantique de Motif généralisée

Étant donné un terme constructeur p ∈ T (C,X ), la sémantique close de p [CM19], notée JpK,
est l’ensemble des instances constructeures closes de p : JpK = {σ(p) | σ(p) ∈ T (C)}. De plus,
cette notion établit une équivalence avec le filtrage par motif : v ∈ JpK si et seulement si p≺≺ v.
Il est ainsi possible d’utiliser cette sémantique close pour comparer la forme en tête de termes
constructeurs : si JpK ∩ JqK = ∅, alors on a, pour toute substitution σ, σ(q) /∈ JpK, i.e. p≺6≺ σ(q).

Etant donné un terme constructeur t ∈ T (C,X ), on peut donc comparer sa sémantique à
celle d’un motif linéaire p pour déterminer si t est exempt de p :

Exemple 3.8. On considère l’algèbre de listes introduite dans l’Exemple 3.5. On peut facile-
ment vérifier que Jcons(e,nil)K ∩ Jcons(lst(nil), l)K = {cons(lst(nil),nil)}, et donc déduire que
cons(e,nil) n’est pas exempt de cons(lst(nil), l), et inversement que cons(lst(nil), l) n’est pas
exempt de cons(e,nil).
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De même, on a Jcons(int(i),nil)K ∩ Jcons(lst(l1), l2)K = ∅ et JnilK ∩ Jcons(lst(l1), l2)K, et
comme la sorte Int ne peut contenir que les constructeurs s et z , on sait que int(i) est exempt
de cons(lst(l1), l2) et on peut conclure que cons(int(i),nil) est exempt de cons(lst(l1), l2).

On souhaite donc généraliser cette approche à l’ensemble des termes de l’algèbre, et ainsi que
la sémantique d’un terme contenant un symbole défini corresponde à la sur-approximation de la
forme normale du terme, comme définie pour la propriété d’Exemption de Motif (Définition 3.3) :

Définition 3.4 (Sémantique généralisée). Soient u ∈ T (C,X ) et t ∈ T (F ,X ) \ T (C,X ), on
définit la sémantique close de u, respectivement t, notés JuK et JtK, par :

• JuK = {σ(u) | σ(u) ∈ T (C)} ;
• JtK =

⋃
ω

⋃
vJt [v]ωK, avec ω ∈ Pos(t) telle que t|ω = ϕ!P

s (t1, . . . , tn) avec ϕ!P
s ∈ Dn, et

v ∈ Ts(C) exempte de .P (t1, . . . , tn).

où .P (t1, . . . , tn) est le motif annotant de ϕ!P
s (t1, . . . , tn), défini par .P (t1, . . . , tn) =

∑
q∈Q q

avec Q = {r | ∃l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P t.q. ∀i ∈ [1, n], ti est exempt de li}.

Cette définition étant une généralisation de la sémantique close aux termes contenant des
symboles définis, la définition est inchangée pour les termes constructeurs. Aussi, par la suite, la
notion de sémantique close d’un terme référera à cette généralisation. La sémantique close d’un
terme contenant des symboles définis est l’union des sémantiques closes des termes obtenues
par sur-approximation des réductions possibles des sous-termes ayant un symbole défini comme
symbole de tête. Comme expliqué dans la Section précédente, cette sur-approximation est définie
et contrôlée par les profils utilisés en annotation du symbole défini, et est donc identique à
celle utilisée dans la Définition 3.3 de l’Exemption de Motif. Ainsi, plus les profils décrivent
le comportement de la fonction considérée de façon précise, plus cette sur-approximation sera
précise.

On peut remarquer que la sémantique d’une variable de sorte donnée est l’ensemble des
valeurs de l’algèbre de la même sorte, et, dans le cas d’un terme linéaire, on peut ainsi donner
une définition récursive de sa sémantique :

Proposition 3.5.

• Soit une variable xs ∈ X avec s ∈ S, on a :

JxsK = Ts(C) =
⋃
c∈Cs

Jc(z1s1 , . . . , znsn)K avec Dom(c) = s1 ∗ · · · ∗ sn

• Soit un terme linéaire c(t1, . . . , tn) ∈ T (F ,X ) avec c ∈ Cn, on a :

Jc(t1, . . . , tn)K = {c(v1, . . . , vn) | (v1, . . . , vn) ∈ Jt1K× · · ·×JtnK}

• Soit un terme ϕ!P
s (t1, . . . , tn) ∈ T (F ,X ) avec ϕ ∈ Dn, on a :

Jϕ!P
s (t1, . . . , tn)K = {v | v ∈ Ts(C) exempt de .P (t1, . . . , tn)}

Démonstration.

• Soit une variable xs ∈ X avec s ∈ S, on a : v ∈ JxsK si et seulement s’il existe une
substitution sortée σ telle que σ(xs) = v. Si v ∈ Ts(C), alors on peut définir σ = {xs 7→ v},
et sinon, toute substitution associant xs à v est mal sortée, d’où la première égalité.
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Pour la deuxième égalité, il est clair qu’étant donné un constructeur c : s1 ∗ · · · ∗ sn 7→ s,
toute valeur v ∈ Jc(z1s1 , . . . , znsn)K est une valeur de sorte s, i.e. v ∈ Ts(C). Et inversement,
si v ∈ Ts(C), alors il existe c ∈ Cs tel que v = c(v1, . . . , vn), avec arity (c) = n. En notant
s1 ∗ · · · ∗ sn le domaine de c, on peut donc construire σ = {z1s1 7→ v1, . . . , znsn 7→ vn}
pour avoir v = σ(c(z1s1 , . . . , znsn)), d’où v ∈ Jc(z1s1 , . . . , znsn)K.
• Soit un terme linéaire t = c(t1, . . . , tn) ∈ T (F ,X ) avec c ∈ C, on procède par induction sur
k, le nombre de symboles définis dans t. Si k = 0, alors t ∈ T (C,X ), et comme t linéaire,
on a v ∈ JtK, i.e. c(t1, . . . , tn)≺≺ v si et seulement v = c(v1, . . . , vn), avec ti≺≺ vi, ∀i ∈ [1, n],
i.e. vi ∈ JtiK, ∀i ∈ [1, n], donc t vérifie la propriété. On suppose maintenant k > 0 tel que
∀u = c(u1, . . . , un) ∈ T (F ,X ) ayant moins de k symboles définis, JuK = {c(w1, . . . , wn) |
(w1, . . . , wn) ∈ Ju1K× · · ·×JunK}.
On considère v ∈ JtK ; par définition, il existe une position ω ∈ Pos(t) telle que t|ω =

ϕ!P
s (p1, . . . , pm) avec ϕ ∈ D, et une valeur w ∈ Ts(C) exempte de .P (p1, . . . , pm) telles

que v ∈ Jt [w]ωK. Comme t(ε) = c ∈ C, ω 6= ε et on peut donc noter ω = i.ω′. Ainsi, par
induction, v = c(v1, . . . , vn) avec vj ∈ JtjK,∀j 6= i et vi ∈ Jti [w]ω′K. De plus, par définition,
on a Jti [w]ω′K ⊆ JtiK, d’où v ∈ {c(v1, . . . , vn) | (v1, . . . , vn) ∈ Jt1K× · · ·×JtnK}.
On considère maintenant v ∈ {c(v1, . . . , vn) | (v1, . . . , vn) ∈ Jt1K× · · ·×JtnK}, donc v =
c(v1, . . . , vn) avec vi ∈ JtiK, ∀i ∈ [1, n]. Comme t ∈ T (F ,X ) et t(ε) = c ∈ C, il existe
i ∈ [1, n] tel que ti /∈ T (C,X ). Donc il existe une position ω ∈ Pos(ti) telle que ti|ω =

ϕ!P
s (p1, . . . , pm) avec ϕ ∈ Dm, et une valeur w ∈ Ts(C) exempte de .P (p1, . . . , pm) telles

que vi ∈ Jti [w]ωK. Ainsi, par induction, on a v ∈ Jt [w]i.ωK, et comme, par définition,
Jt [w]i.ωK ⊆ JtK, v ∈ JtK.
Ainsi, par induction, l’égalité est vérifiée pour tout terme linéaire de la forme c(t1, . . . , tn) ∈
T (F ,X ) avec c ∈ Cn. 1

• Soit un terme t = ϕ!P
s (t1, . . . , tn) ∈ T (F ,X ) avec ϕ ∈ Dn. Par définition de la sémantique

close, on a pour toute valeur v ∈ Ts(C) exempte de .P (t1, . . . , tn), Jt [v]εK ⊆ JtK, i.e. v ∈ JtK.
On prouve maintenant, par induction sur k le nombre de symboles définis dans t que pour
tout v ∈ JtK, v est une valeur de sorte s exempte de .P (t1, . . . , tn). Si k = 1, ε est la seule
position de t dont le symbole est un symbole défini, donc la définition de la sémantique
close garantit que v est bien une valeur de sorte s exempte de .P (t1, . . . , tn). On suppose
maintenant k > 0 tel que ∀u = ϕ!P

s (u1, . . . , un) ∈ T (F ,X ) ayant moins de k symboles
définis, si v ∈ JuK alors v est une valeur de sorte s exempte de .P (u1, . . . , un).
Soit v ∈ JtK, par définition, il existe une position ω ∈ Pos(t) telle que t|ω = ψ!P ′

s′ (p1, . . . , pm)

avec ψ ∈ Dm, et une valeur w ∈ Ts′(C) exempte de .P ′ (p1, . . . , pm) telles que v ∈ Jt [w]ωK. Si
ω = ε, alors v est une valeur de sorte s exempte de .P (u1, . . . , un). Sinon, on note ω = i.ω′

et ϕ!P
s (u1, . . . , un) = t [w]ω, et par induction on sait que v est également une valeur de

sorte s exempte de .P (u1, . . . , un). On rappelle que .P (u1, . . . , un) =
∑

q∈Qu
q avec Qu =

{r | ∃l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P t.q. ∀j ∈ [1, n], uj est exempt de lj}. De plus, par définition de
l’Exemption de Motif, pour tout profil l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P, si ti est exempt de li, ui l’est
aussi, d’où Qt = {r | ∃l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P t.q. ∀j ∈ [1, n], tj est exempt de lj} ⊆ Qu. Par
conséquent, par composition de l’Exemption de Motif avec l’opérateur de disjonction de
motif +, v est exempte de .P (t1, . . . , tn).
Ainsi, par induction, l’égalité est vérifiée pour tout terme de la forme ϕ!P

s (t1, . . . , tn) ∈
T (F ,X ) avec ϕ ∈ Dn.

1. Dans le cas général, on montre également l’inclusion directe avec le Lemme A.1 prouvé en Annexe A
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De plus, comme pour la propriété d’Exemption de Motif, la sémantique close est conservée
par substitution (pour les termes linéaires) :

Proposition 3.6. Soient un terme linéaire t ∈ T (F ,X ) et une substitution σ, on a Jσ(t)K ⊆ JtK.

Démonstration. Soient t ∈ T (F ,X ) et une substitution σ, on procède par induction sur la forme
de t :

• Si t = xs, on a σ(xs) : s, donc on peut remarquer que par définition de la sémantique
close, pour tout v ∈ Jσ(xs)K, v est de sorte s, d’où Jσ(xs)K ⊆ Ts(C) = JxsK.

• Si t = c(t1, . . . , tn) avec c ∈ Cn et t1, . . . , tn des termes linéaires tels que ∀i, Jσ(ti)K ⊆ JtiK,
on a donc Jσ(t1)K× · · ·×Jσ(tn)K ⊆ Jt1K× · · ·×JtnK. Par conséquent, avec Proposition 3.5,
on a Jσ(t)K ⊆ JtK.

• Si t = ϕ!P
s (t1, . . . , tn) avec ϕ ∈ Dn et t1, . . . , tn des termes linéaires tels que ∀i, Jσ(ti)K ⊆

JtiK, on a, d’après Proposition 3.5, JtK = {v | v ∈ Ts(C) exempt de .P (t1, . . . , tn)} et
Jσ(t)K = {v | v ∈ Ts(C) exempt de .P (σ(t1), . . . , σ(tn))}. On rappelle que .P (u1, . . . , un) =∑

q∈Q q avec Q = {r | ∃l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P t.q. ∀j ∈ [1, n], uj est exempt de lj}. De plus,
pour tout profil l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P, pour tout i ∈ [1, n], comme Jσ(ti)K ⊆ JtiK, Propo-
sition 3.7 garantit que si ti est exempt de li, alors σ(ti) l’est aussi, d’où {r | ∃l1 ∗ · · · ∗
ln 7→ r ∈ P t.q. ∀i ∈ [1, n], ti est exempt de li} ⊆ {r | ∃l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P t.q. ∀i ∈
[1, n], σ(ti) est exempt de li}. Donc, par composition de l’Exemption de Motif avec l’opé-
rateur de disjonction de motif +, {v | v ∈ Ts(C) exempt de .P (σ(t1), . . . , σ(tn))} ⊆ {v |
v ∈ Ts(C) exempt de .P (t1, . . . , tn)}, donc Jσ(t)K ⊆ JtK.

Par induction, l’inclusion est donc vérifiée pour tout terme t ∈ T (F ,X ) linéaire.

Comme pour les propriétés d’Exemption de Motif (Propriété 3.3), on remarque que la sé-
mantique close n’est préservée par substitution que pour les termes linéaires (on peut le voir
simplement en reprennant l’Exemple 3.7, en considérant la sémantique des différents termes).
On étudiera de façon plus approfondie le cas des termes non-linéaires dans la Section 3.4 et le
Chapitre 5.

La sémantique close d’un terme étant donc équivalente à la sur-approximation considérée
dans la Définition 3.3 de l’Exemption de Motif, vérifier une propriété d’Exemption de Motif d’un
terme de l’algèbre revient donc à la vérifier pour toutes les valeurs de sa sémantique :

Proposition 3.7. Soit t ∈ T (F ,X ) et un motif étendu p, t est exempt de p si et seulement si,
∀v ∈ JtK, v est exempt de p.

Démonstration. Pour t ∈ T (C), JtK = {t}, donc la relation est clairement vérifiée.
Pour t ∈ T (C,X ) \ T (C), t est exempt de p si et seulement si, pour toute substitution σ telle

que σ(t) ∈ T (C), σ(t) est exempt de p. Donc, par définition de la sémantique close, t est exempt
de p si et seulement si ∀v ∈ JtK, v est exempt de p.

Pour t ∈ T (F ,X ), on prouve la relation par induction sur k, le nombre de symboles définis
dans t. Si k = 0, alors t ∈ T (C,X ), et donc t vérifie la propriété. On suppose maintenant k > 0
tel que ∀u ∈ T (F ,X ) ayant moins de k symboles définis, u est exempt de p si et seulement si
∀v ∈ JuK, v est exempt de p. Par définition, t ∈ T (F ,X )\T (C,X ) est exempt de p si et seulement
si, pour toute position ω ∈ Pos(t) telle que t|ω = ϕ!P

s (t1, . . . , tn) avec ϕ!P
s ∈ Dn, et pour toute

valeur v ∈ Ts(C) exempte de .P (t1, . . . , tn), le terme t [v]ω est exempt de p. De plus, étant donné
une telle position ω et une telle valeur v, le nombre de symboles définis dans t [v]ω est strictement
inférieur à k, donc t [v]ω est exempt de p si et seulement ∀w ∈ Jt [v]ωK, w est exempt de p. Donc,

45



Chapitre 3. Exemption de Motif et Sémantique

par définition de la sémantique close, on a bien t exempt de p si et seulement si ∀w ∈ JtK, w est
exempt de p.

Ainsi, par induction, la relation est vérifiée pour tout t ∈ T (F ,X ).

Cette relation fournit une première condition nécessaire et suffisante à la propriété d’Exemp-
tion de Motif, permettant de mettre en place une méthode générale de vérification de cette
dernière. En effet, la notion d’Exemption de Motif pour les valeurs (Définition 3.1), est simple
et facilement vérifiable : il suffit de tester le filtrage pour tout sous-terme de la valeur. On peut
donc en premier approche établir qu’un terme t est exempt d’un motif p en vérifiant qu’il n’est
pas possible d’identifier une valeur non-exempte de p dans la sémantique JtK :

Exemple 3.9. On considère l’algèbre de termes introduite dans l’Exemple 3.5. On note pflat =
cons(lst(l1), l2), et on rappelle que les symboles définis sont annotés flatten !P1 et concat !P2 avec
P1 = {⊥ 7→ pflat} et P2 = {pflat ∗ pflat 7→ pflat}.
• On remarque cons(lst(nil),nil) ∈ Jcons(e, l)K, et cons(lst(nil),nil) n’est clairement pas
exempt de pflat (puisque filtré par pflat) donc cons(e, l) n’est pas exempt de pflat.

• De même, on peut voir que cons(int(z ), cons(lst(nil),nil)) ∈ Jcons(int(i), l)K n’est pas
exempt de pflat, puisque pflat filtre le sous-terme cons(lst(nil),nil). Donc cons(int(i), l)
n’est pas exempt de pflat.

• On peut facilement montrer que, pour tout v ∈ Jcons(int(i),nil)K, v est exempt de pflat,
puisque v est forcément un terme de la forme cons(int(n),nil) avec n une valeur de sorte
Int. Ainsi v n’est pas filtré par pflat et ne contient qu’un seul sous-terme de sorte List, nil ,
qui n’est également pas filtré par pflat. Le sous-terme int(n) étant de sorte Expr, la valeur
n, et ses (éventuels) sous-termes, de sorte Int, ils ne peuvent également pas être filtrés par
pflat. On peut donc en déduire que cons(int(i),nil) est exempt de pflat.

• Étant donné que l est exempt de ⊥, pour tout v ∈ Jflatten !P1(l)K, par définition, v est
exempt de pflat. Par conséquent flatten !P1(l) est exempt de pflat.

• On peut en déduire que, comme flatten !P1(l1) et flatten !P1(l2) sont exempts de pflat et que
l’annotation P2 contient le profil pflat ∗ pflat 7→ pflat, par définition de la sémantique, pour
tout v ∈ Jconcat !P2(flatten !P1(l1),flatten !P1(l2))K, v est exempt de pflat. Par conséquent,
concat !P2(flatten !P1(l1),flatten !P1(l2)) est exempt de pflat.

• On peut voir que cons(lst(nil),nil) ∈ Jcons(e,flatten !P1(l))K, et cons(lst(nil),nil) n’est
clairement pas exempt de pflat (puisque filtré par pflat) donc cons(e,flatten !P1(l)) n’est pas
exempt de pflat.

• Enfin, on peut montrer que, pour tout v ∈ Jcons(int(i),flatten !P1(cons(lst(l1), l2)))K, v
est exempt de pflat, puisque, par définition de la sémantique, v est forcément de la forme
cons(int(n), w) avec n une valeur de sorte Int et w une valeur de sorte List exempte de pflat
issue de la sur-approximation de flatten !P1(cons(lst(l1), l2))). Ainsi pflat ne filtre pas v, et
tout autre sous-terme de v de sorte List est soit w, soit un de ses (potentiels) sous-termes.
Ce dernier étant exempt de pflat, ni w, ni ses sous-termes ne sont filtrés par pflat. Donc
cons(int(i),flatten !P1(cons(lst(l1), l2))) est exempt de pflat.

Bien que cette approche permette de proposer une méthode générale pour la vérification de
propriétés d’Exemption de Motif, il est toujours nécessaire ici de considérer un nombre poten-
tiellement infini de valeurs contenues dans la sémantique du terme considéré. Ainsi plutôt que
de chercher à considérer toutes ces valeurs individuellement, on propose donc d’étendre, par la
suite, la notion de sémantique close aux motifs étendus (comme cela avait également été fait
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dans [CM19]), comme l’ensemble des termes filtrés par le motif considéré, ce qui permettra de
reformuler la condition nécessaire et suffisante, donnée par la Proposition 3.7.

3.2.2 Variables annotées et motifs étendus

En partant de l’observation que la sémantique d’un terme ayant un symbole défini comme
symbole de tête est l’ensemble de valeurs de même sorte et exemptes du motif annotant issu de
l’annotation du symbole et de ses sous-termes (Proposition 3.5), on souhaite pouvoir exprimer
une telle sémantique directement à partir du motif annotant et de la sorte considérée. On peut
également remarquer que quand le motif annotant est ⊥, comme toute valeur est exempte de ⊥,
cette sémantique est équivalente à la sémantique d’une variable de même sorte.

On introduit donc une notion de variable annotée : toute variable peut être annotée par un
motif additif linéaire pour indiquer une propriété d’Exemption de Motif nécessaire au filtrage.

Définition 3.5 (Variables annotées). On considère un ensemble de variables annotées, noté X a,
tel que toute variable x−ps ∈ X a est de sorte s et annotée par le motif additif linéaire p ∈ P(C,X ).

Une variable x−ps induit une relation de filtrage :

x−ps ≺≺ v ⇐⇒ v : s exempte de p

On remarque qu’on a donc bien qu’une variable xs ∈ X est équivalente à une variable
x−⊥s ∈ X a, puisque tout terme est exempt de ⊥. On pourra donc utiliser et noter de façon
indifférenciée xs et x−⊥s .

En considérant l’annotation des variables, on étend la notion de sémantique close aux termes
de T (C,X a) :

Définition 3.6. Soit un terme t ∈ T (C,X a), on définit la sémantique close de t par JtK =
{σ(t) ∈ T (C) | ∀x−ps ∈ Var(t), σ(x−ps ) est exempt de p}.

On considère donc par la suite des motifs étendus incluant des variables annotées en plus des
opérateurs de disjonction et de complément. On introduit également un opérateur de conjonction
de motifs et un opérateur d’aliasing permettant de restreindre le filtrage d’une variable.

Définition 3.7 (Motif étendu). Étant donné un ensemble de variables annotées X a et une
signature Σ = (S,D ] C), l’ensemble P(C,X a) des motifs étendus est défini comme l’ensemble
des termes de la forme :

p, q := x | c(q1, . . . , qn) | p1 + p2 | p1 \ p2 | p1 × p2 | y @ p2 | ⊥

avec x ∈ X as , y ∈ Xs, p, p1, p2 : s ∈ S, c : s1 ∗ · · · ∗ sn 7→ s ∈ C ∪ N et ∀i ∈ [1, n], qi : si.
Dans ce contexte, on appelle :

• réguliers les motifs dont toutes les variables sont annotées −⊥, i.e. les motifs de P(C,X ) ;

• symboliques les motifs étant des termes de T (C,X a) ;
• additifs les motifs ne contenant ni × ni \ ;
• quasi-additifs les motifs ne contenant pas ×, et contenant seulement \ avec le motif à
gauche étant une variable et le motif à droite étant régulier et additif ;

• quasi-symboliques les motifs quasi-additifs ne contenant pas ⊥ et ne contenant + seulement
à droite d’un \.
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En plus des opérateurs de disjonction + et de complément \ qui gardent leurs définitions
respectives, l’opérateur de conjonction × permet d’exprimer la conjonction des propriétés de
filtrage : p1×p2 filtre une valeur si et seulement si cette dernière est filtrée par p1 et p2. L’opérateur
d’aliasing @ se comporte comme une conjonction, mais permet plus précisément d’expliciter une
contrainte d’instanciation d’une variable : x@ p restreint le filtrage de la variable x aux valeurs
filtrées par p.

La notion de filtrage se généralise naturellement pour les motifs étendus, dans le cas de
motifs linéaires. On définit donc la notion de linéarité pour les motifs étendus via une notion de
méta-variables, représentant les variables restreintes par le filtrage :

Définition 3.8 (Méta-variables). Étant donné un motif étendu p ∈ P(C,X a), l’ensembleMV(p)
des méta-variables du motif p est défini par :

MV(x) = {x}, pour x ∈ X a
MV(c(p1, . . . , pn)) = MV(p1) ∪ . . . ∪MV(pn), pour tout c ∈ Cn

MV(p1 + p2) = MV(p1) ∪MV(p2)
MV(p1 × p2) = MV(p1) ∪MV(p2)
MV(p1 \ p2) = MV(p1)
MV(x@ p) = MV(x× p)
MV(⊥) = ∅

On peut ainsi définir la notion de linéarité des motifs étendus par indépendance des méta-
variables :

Définition 3.9 (Linéarité). Un motif étendu de la forme :

• c(p1, . . . , pn) est linéaire si et seulement si chaque pi, i ∈ [1, n], est linéaire, et ∀1 ≤ i <
j ≤ n,MV(pi) ∩MV(pj) = ∅ ;
• p1 + p2 est linéaire si et seulement si p1 et p2 sont linéaires ;

• p1 \ p2 est linéaire si et seulement si p1 et p2 sont linéaires ;

• p1 × p2 est linéaire si et seulement si p1 et p2 sont linéaires etMV(p1) ∩MV(p2) = ∅ ;
• x@ p est linéaire si et seulement si x× p est linéaire.

Intuitivement, pour que c(p1, . . . , pn) soit linéaire, les motifs pi, i ∈ [1, n] doivent être linéaires
et deux à deux indépendants, tandis que pour p1 + p2, resp. p1 \ p2, p1 et p2 représentent des
alternatives indépendantes, donc leurs variables sont également indépendantes. Pour p1 × p2, p1

et p2 ne sont plus des alternatives indépendantes puisque les deux doivent vérifier la relation de
filtrage, donc ils doivent être linéaires et indépendants pour que p1×p2 soit linéaire. Enfin, x@p
restreint le filtrage de la variable x par le motif p, et donc se comporte comme une conjonction
x× p.

Exemple 3.10. On considère des motifs de l’algèbre de listes introduite dans l’Exemple 3.5 :

• Le motif cons(e @ (x
−pflat
Expr \ lst(l1)) + lst(nil), l @ lst(l)) est quasi-additif et linéaire mais

pas quasi-symbolique puisqu’on a un + directement sous le symbole cons ;

• Le motif cons(lst(l @ (y
−pflat
List \ (lst(nil) + int(i)))), l \ nil) est quasi-symbolique mais non-

linéaire puisque la variable l apparaît dans les sous-termes du symbole cons ;

• Le motif cons(e@(lst(cons(e,nil))), z
−pflat
List \cons(int(i), l)) est quasi-symbolique mais non-

linéaire puisque la variable e apparaît à droite de son alias dans v.
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Par la suite, on ne considère que des motifs étendus conjonctions-linéaires, i.e. tels que pour
toute conjonction p1×p2, on aMV(p1)∩MV(p2) = ∅, et pour tout alias x@p, on a x /∈MV(p).
De plus, les termes à droite d’une conjonction seront toujours linéaires.

On peut ainsi donner une définition opérationnelle du filtrage par motif étendu linéaire 1 :

Définition 3.10 (Filtrage étendu). Soient un motif additif régulier et linéaire q ∈ P(C,X a) et
une valeur v ∈ T (C), on note ≺≺ la relation de filtrage par motif étendu, définie telle que :

x−qs ≺≺ v ⇐⇒ v : s exempte de q pour x−qs ∈ X a
c(p1, . . . , pn) ≺≺ c(v1, . . . , vn) ⇐⇒ ∧ni=1pi ≺≺ vi pour c ∈ Cn

p1 + p2 ≺≺ v ⇐⇒ p1 ≺≺ v ∨ p2 ≺≺ v
p1 × p2 ≺≺ v ⇐⇒ p1 ≺≺ v ∧ p2 ≺≺ v
p1 \ p2 ≺≺ v ⇐⇒ p1 ≺≺ v ∧ p2 ≺6≺ v
x@ p ≺≺ v ⇐⇒ x× p≺≺ v

On généralise la sémantique aux motifs étendus, de façon à garder la corrélation entre la
sémantique close et le filtrage par motif :

Définition 3.11 (Sémantique close des motifs étendus). Soit un motif linéaire étendu p ∈
P(C,X a), on définit la sémantique close de p, notée JpK, comme l’ensemble des valeurs filtrées
par p :

JpK = {v ∈ T (C) | p≺≺ v}

On peut remarquer que, pour un terme constructeur de T (C,X ), cette définition est bien équi-
valente à la Définition 3.4. De plus, on peut donner une définition récursive de cette sémantique
en fonction de la forme du motif étendu :

Proposition 3.8.

• Soit une variable x−ps ∈ X a avec s ∈ S et p ∈ P(C,X ) additif linéaire, on a :

Jx−ps K =
⋃
c∈Cs

Jc(z1
−p
s1 , . . . , zn

−p
sn ) \ pK avec Dom(c) = s1 ∗ · · · ∗ sn

• Soit un motif linéaire c(p1, . . . , pn) ∈ P(C,X a), on a :

Jc(p1, . . . , pn)K = {c(v1, . . . , vn) | (v1, . . . , vn) ∈ Jp1K× · · ·×JpnK}

• Soient des motifs linéaires p1 et p2, on a :

Jp1 + p2K = Jp1K ∪ Jp2K
Jp1 \ p2K = Jp1K \ Jp2K

• Soient des motifs linéaires p1 et p2, tels queMV(p1) ∩MV(p2) = ∅, on a :

Jp1 × p2K = Jp1K ∩ Jp2K

• Soient une variable x ∈ Xs et un motif linéaire p : s tels que x /∈MV(p), on a :

Jx@ pK = JpK

1. Une définition applicable aux motifs non-linéaires sera donnée dans le Chapitre 5
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Démonstration.

• Soit une variable x−ps ∈ X a avec s ∈ S et p ∈ P(C,X ), on montre que :

Jx−ps K =
⋃
c∈Cs

Jc(z1
−p
s1 , . . . , zn

−p
sn ) \ pK avec Dom(c) = s1 ∗ · · · ∗ sn

On considère v ∈
⋃
c∈CsJc(z1

−p
s1 , . . . , zn

−p
sn )\pK, i.e. il existe c ∈ Cs, avec Dom(c) = s1 ∗ · · · ∗

sn, tel que v ∈ Jc(z1
−p
s1 , . . . , zn

−p
sn )K et v /∈ JpK. Par linéarité, on sait, d’après Proposition 3.5,

qu’il existe (v1, . . . , vn) ∈ Jz1
−p
s1 K× · · ·×Jzn

−p
sn K tel que v = c(v1, . . . , vn), et p ≺6≺ v. Par

exemption de p pour v1, . . . , vn, on a donc, pour toute position ω ∈ Pos(v), p≺6≺ v|ω, donc
v est exempt de p, d’où v ∈ Jx−ps K.
On considère v ∈ Jx−ps K, donc v : s et v est exempt de p. Donc il existe c ∈ Cs avec
Dom(c) = s1 ∗ · · · ∗ sn, et (v1, . . . , vn) ∈ Ts1(C)× · · ·×Tsn(C) tels que v = c(v1, . . . , vn).
De plus, par exemption de p pour v, on sait que p ≺6≺ v et, pour tout i ∈ [1, n], vi est
exempt de p. D’où, v /∈ JpK et, pour tout i ∈ [1, n], vi ∈ Jzi

−p
si K. Par conséquent, on a bien

v ∈ Jc(z1
−p
s1 , . . . , zn

−p
sn ) \ pK.

• Le reste de la preuve est immédiat par définition du filtrage par motif et de la sémantique
close.

On veut ainsi pouvoir établir des propriétés d’Exemption de Motif par comparaison directe
entre les sémantiques des termes et motifs considérés. D’après la Proposition 3.7, l’Exemption de
Motif se traduit par une caractéristique syntaxique de toutes les sous-valeurs du terme considéré.
On introduit donc, dans un premier temps, une notion de sémantique fermée par relation de sous-
terme :

Définition 3.12 (Sémantique profonde). Soit t ∈ T (F ,X ) ∪ P(C,X ), on définit la sémantique
profonde de t, notée {[t]}, comme la fermeture de la sémantique close t par la relation de sous-
terme : {[t]} = {v|ω | v ∈ JtK, ω ∈ Pos(v)}.

On peut maintenant écrire le corollaire de la Proposition 3.7 avec la notion de sémantique
profonde, qui se traduit par une simple comparaison de sémantique :

Corollaire 3.9. Soit un terme t ∈ T (F ,X ) et un motif p ∈ P(C,X ) linéaire, t est exempt de p
si et seulement si {[t]} ∩ JpK = ∅.

Démonstration. Soient t ∈ T (F ,X ) et p un motif étendu. Par définition, on a {[t]} = {v|ω | v ∈
JtK, ω ∈ Pos(v)}, d’où {[t]} ∩ JpK = ∅ si et seulement si ∀v ∈ JtK, ∀ω ∈ Pos(v), v|ω /∈ JpK, i.e.
p≺6≺v|ω. Donc {[t]}∩JpK = ∅ si et seulement si ∀v ∈ JtK, v est exempt de p. Par conséquent, d’après
Proposition 3.7, {[t]} ∩ JpK = ∅ si et seulement si t est exempt de p.

De plus, comme pour la sémantique close, on peut obtenir une décomposition récursive de la
sémantique profonde d’un terme de l’algèbre :

Proposition 3.10.

• Soit xs ∈ X avec s ∈ S, on a

{[xs]} =
⋃
c∈Cs

{[c(z1s1 , . . . , znsn)]} avec Dom(c) = s1 ∗ · · · ∗ sn
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• Soit c(t1, . . . , tn) ∈ T (F ,X ) avec c ∈ C

{[c(t1, . . . , tn)]} = Jc(t1, . . . , tn)K ∪
n⋃
i=1

{[ti]}

• Soit un terme ϕ!P
s (t1, . . . , tn) ∈ T (F ,X ) avec ϕ ∈ Dn, on a :

{[ϕ!P
s (t1, . . . , tn)]} = {[x−.

P (t1,...,tn)
s ]}

Démonstration. On prouve en Annexe A le Lemme suivant :

Lemme 3.11. Soit t = c(t1, . . . , tn) ∈ T (F ,X ) avec c ∈ C, pour tout i ∈ [1, n], on a ∀v ∈ JtiK,
∃ c(w1, . . . , wn) ∈ JtK tel que wi = v.

On peut maintenant prouver la Proposition :
• Soit t = c(t1, . . . , tn) ∈ T (F ,X ) avec c ∈ C, on montre que :

{[c(t1, . . . , tn)]} = Jc(t1, . . . , tn)K ∪
n⋃
i=1

{[ti]}

On considère v ∈ {[c(t1, . . . , tn)]}, i.e. il existe w = c(w1, . . . , wn) ∈ Jc(t1, . . . , tn)K et ω ∈
Pos(w) tels que v = w|ω. Si ω = ε, v ∈ Jc(t1, . . . , tn)K. Sinon, on note ω = i.ω′ avec i ∈ [1, n]
et on peut remarquer que l’inclusion directe de l’égalité Jc(t1, . . . , tn)K = {c(v1, . . . , vn) |
(v1, . . . , vn) ∈ Jt1K× · · ·×JtnK}, prouvée dans la Proposition 3.5, est également vraie dans
le cas non-linéaire. D’où wi ∈ JtiK, et comme v = wi|ω′ , on a v ∈ {[ti]}.
Pour l’inclusion indirecte, on peut d’abord remarquer que pour tout v ∈ Jc(t1, . . . , tn)K, on
a v ∈ {[c(t1, . . . , tn)]}. On considère maintenant i ∈ [1, n] et v ∈ {[ti]}, i.e. il existe w ∈ JtiK
et une position ω ∈ Pos(w) tels que v = w|ω. Donc il existe c(w1, . . . , wn) ∈ Jt)K tel que
wi = w, d’où v ∈ {[t]}.
• Le reste de la preuve est immédiat par Proposition 3.5.

L’équivalence donnée en Proposition 3.9 fournit une nouvelle condition nécessaire et suffi-
sante à la propriété d’Exemption de Motif, permettant, avec cette décomposition récursive de
la sémantique profonde, de mettre en place une méthode générale de vérification des propriétés
d’Exemption de Motif :

Exemple 3.11. On reprend les cas traités dans l’Exemple 3.9, en utilisant la Proposition 3.9
pour prouver les mêmes propriétés d’Exemption de Motif. On rappelle que pflat = cons(lst(l1), l2),
et que les symboles définis sont annotés flatten !P1 et concat !P2 avec P1 = {⊥ 7→ pflat} et
P2 = {pflat ∗ pflat 7→ pflat}.
• On a {[cons(e, l)]} = Jcons(e, l)K ∪ {[eExpr]} ∪ {[lList]} et on remarque que cons(lst(nil),nil) ∈

Jcons(e, l)K et cons(lst(nil),nil) ∈ JpflatK. Donc {[cons(e, l)]} ∩ JpflatK 6= ∅, d’où cons(e, l)
n’est pas exempt de pflat.
• De même, on a {[cons(int(i), l)]} = Jcons(int(i), l)K∪ Jint(i)K∪ {[iInt]}∪ {[lList]} et on peut voir
que cons(lst(nil),nil) ∈ {[lList]} et et cons(lst(nil),nil) ∈ JpflatK. Donc {[cons(int(i), l)]} ∩
JpflatK 6= ∅, d’où cons(int(i), l) n’est pas exempt de pflat.
• De même, on a {[cons(int(i),nil)]} = Jcons(int(i),nil)K ∪ Jint(i)K ∪ {[iInt]} ∪ JnilK et on peut
facilement montrer que {[iInt]} = Js(i)K ∪ Jz K. On a donc {[cons(int(i),nil)]} ∩ JpflatK = ∅,
d’où cons(int(i),nil) est exempt de pflat.
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• Étant donné que l est exempt de ⊥, on a {[flatten !P1(l)]} = {[x−pflatList ]}. Par définition de la
sémantique d’une variable annotée, on a clairement {[x−pflatList ]}∩JpflatK = ∅, d’où flatten !P1(l)
est exempt de pflat.

• On peut en déduire que {[concat !P2(flatten !P1(l1),flatten !P1(l2))]} = {[x−pflatList ]}. Et donc, de
façon similaire, concat !P2(flatten !P1(l1),flatten !P1(l2)) est exempt de pflat.

• On a {[cons(e,flatten !P1(l))]} = Jcons(e,flatten !P1(l))K ∪ {[eExpr]} ∪ {[x−pflatList ]} et on remarque
que cons(lst(nil),nil) ∈ Jcons(e,flatten !P1(l))K et cons(lst(nil),nil) ∈ JpflatK. Par consé-
quent, on a {[cons(e,flatten !P1(l))]}∩JpflatK 6= ∅, d’où cons(e,flatten !P1(l)) n’est pas exempt
de pflat.

• Enfin, étant donné que cons(lst(l1), l2) est exempt de ⊥, on a :
{[cons(int(i),flatten !P1(cons(lst(l1), l2)))]} =Jcons(int(i),flatten !P1(cons(lst(l1), l2)))K

∪ Jint(iInt)K ∪ Js(i)K ∪ Jz K ∪ Jx−pflatList K
On a donc {[cons(int(i),flatten !P1(cons(lst(l1), l2)))]} ∩ JpflatK = ∅, et par conséquent, on
peut conclure que cons(int(i),flatten !P1(cons(lst(l1), l2))) est exempt de pflat.

On proposera dans le Chapitre 4 une méthode systématique permettant de vérifier que l’inter-
section considérée dans la Proposition 3.9 est bien vide, reposant sur la réduction de conjonction
de motifs étendus. Dans ce contexte, étant donné un terme de T (F ,X ), on propose de se servir
de la notion de variable annotée pour construire un motif ayant une sémantique close (et donc
profonde) égale au terme considéré.

3.2.3 Équivalent sémantique

En partant de l’observation que la sémantique d’un terme ayant un symbole défini comme
symbole de tête dépend uniquement des profils donnés en annotation du symbole et des propriétés
d’Exemption de Motif vérifiées par ses sous-termes, on peut ramener l’étude de sa sémantique à
l’étude de la sémantique d’un motif étendu. En effet, comme démontré dans le Proposition 3.5,
cette sémantique est équivalente à la sémantique d’une variable annotée par le motif annotant et
on peut généraliser cette approche en construisant, pour tout terme de l’algèbre, un motif étendu
ayant une sémantique équivalente :

Définition 3.13 (Équivalent sémantique). Étant donné un terme t ∈ T (F ,X ), on appelle équi-
valent sémantique de t le terme t̃ ∈ T (C,X a), construit à partir de t :

• si t = c(t1, . . . , tn) avec c ∈ Cn, alors t̃ = c(t̃1, . . . , t̃n) ;

• si t = ϕ!P
s (t1, . . . , tn) avec ϕ ∈ Dn, alors t̃ = z

−�P (t1,...,tn)
s ;

• si t = xs, alors t = x−⊥s .

où z
−�P (t1,...,tn)
s est une variable fraiche et �P (t1, . . . , tn) =

∑
q∈Q avec Q = {r | ∃l1 ∗ · · · ∗

ln 7→ r ∈ P t.q. ∀i ∈ [1, n], {[t̃i]} ∩ JliK = ∅}.

Étant donné un terme de l’algèbre et son équivalent sémantique, ils ont la même sémantique
close :

Proposition 3.12. Soit t ∈ T (F ,X ), on a JtK = Jt̃K.

Démonstration. On prouve en Annexe A le Lemme suivant :
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Lemme 3.13. Soient un terme t ∈ T (F ,X ) \ T (C,X ) et une valeur u ∈ T (C), u ∈ JtK si et
seulement si il existe une position ω ∈ Std (t) = {ω ∈ Pos(t) | ∀ω′ < ω, t(ω′) ∈ C} telle que
t|ω = ϕ!P

s (t1, . . . , tn) avec ϕ!P
s ∈ Dn, et une valeur v ∈ Ts(C) exempte de .P (t1, . . . , tn), telles

que u ∈ Jt [v]ωK.

On peut maintenant démontrer la Proposition par induction sur la forme de t et le nombre
k de symboles définis de t dont la position est dans Std (t).

Si t = c avec c ∈ C0 ou t = x ∈ X , la proposition est clairement vérifiée.
Si t = f !P

s (t1, . . . , tn) avec f ∈ Dn, par induction on JtiK = Jt̃iK pour tout i ∈ [1, n]. Avec
Proposition 3.9, on a p := .P (t1, . . . , tn) = �P (t1, . . . , tn), et d’après le Lemme 3.13, JtK =
Jx−ps K = Jt̃K.

On considère maintenant t = c(t1, . . . , tn) avec c ∈ Cn et on procède par induction sur k le
nombre de symboles définis de t dont la position est dans Std (t). Si k = 0, on a t ∈ T (C,X ) et
t = t̃, donc la Proposition est vérifiée.

On suppose maintenant k > 0 tel que pour tout terme u ayant strictement moins de k
symboles définis à des positions de Std (u), on a JuK = JũK.

On considère dans un premier temps w ∈ JtK. D’après le Lemme 3.13, il existe une position
ω ∈ Std (t) telle que t|ω = ϕ!P

s (t1, . . . , tn) avec ϕ!P
s ∈ Dn, et une valeur v ∈ Ts(C) exempte

de p := .P (t1, . . . , tn), telles que w ∈ Jt [v]ωK. On a donc, d’après l’hypothèse d’induction,
w ∈ J ˜t [v]ωK, i.e. il existe une substitution σ telle que w = σ( ˜t [v]ω) et pour toute variable
x−q ∈ Var( ˜t [v]ω), σ(x−q) est exempt de q. Par construction, on a ˜t [v]ω = t̃ [v]ω, et comme p =
.P (t1, . . . , tn) = �P (t1, . . . , tn) par induction sur la forme t, en définissant σ′ = {z−ps 7→ v,∀x−q ∈
Var( ˜t [v]ω).x−q 7→ σ(x−q)}, avec z une variable fraîche, on observe que w ∈ Jt̃

[
z−ps
]
ω
K = Jt̃K.

On considère maintenant w ∈ Jt̃K, et une position ω ∈ Std (t) telle que t|ω = ϕ!P
s (t1, . . . , tn).

Par construction de l’équivalent sémantique, t̃|ω = x−ps avec p := .P (t1, . . . , tn) = �P (t1, . . . , tn)
par induction sur la forme t, et x une variable fraîche. Par définition de la sémantique close et du
filtrage, on a donc x−ps ≺≺ w|ω, i.e. w|ω est exempt de p, et t̃

[
w|ω
]
ω
≺≺ w, i.e. w ∈ Jt̃

[
w|ω
]
ω
K. De

plus, par construction t̃
[
w|ω
]
ω

= ˜t
[
w|ω
]
ω
, et d’après l’hypothèse d’induction, on a J ˜t

[
w|ω
]
ω
K =

Jt
[
w|ω
]
ω
K. On a donc w ∈ Jt

[
w|ω
]
ω
K ⊆ JtK.

Par induction, on a donc JtK = Jt̃K pour tout t ∈ T (F ,X ).

Comme la sémantique profonde est définie par fermeture de la sémantique close par relation
de sous-terme, le corollaire est également vrai pour la sémantique profonde

Corollaire 3.14. Soit t ∈ T (F ,X ), on a {[t]} = {[t̃]}.

Démonstration. La preuve est immédiate par Proposition 3.12 et par définition de la sémantique
profonde.

L’utilisation de l’équivalent sémantique permet ainsi de simplifier les notations et surtout de
ramener toute étude de sémantique à l’étude de motifs étendus :

Exemple 3.12. On considère l’algèbre de listes introduite dans l’Exemple 3.5. On note pflat =
cons(lst(l1), l2), et on rappelle que les symboles définis sont annotés flatten !P1 et concat !P2 avec
P1 = {⊥ 7→ pflat} et P2 = {pflat ∗ pflat 7→ pflat}.

• Étant donné que {[l−⊥List ]} ∩ J⊥K = ∅, on a �P1 ((l)) = pflat, d’où Jflatten !P1(l)K = Jx−pflatList K,
i.e. la sémantique de flatten !P1(l) est l’ensemble des valeurs de sorte List exempte de pflat.
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• Comme {[x−pflatList ]}∩ JpflatK = ∅, on a �P2
(
(flatten !P1(l1),flatten !P1(l2))

)
= pflat, et on peut

en déduire que Jconcat !P2(flatten !P1(l1),flatten !P1(l2))K = Jx−pflatList K.

• De même, on a Jcons(e,flatten !P1(l))K = Jcons(e, x
−pflat
List )K.

• Enfin, comme {[cons(lst(l1), l2)]} ∩ J⊥K = ∅, Jcons(int(i),flatten !P1(cons(lst(l1), l2)))K =

Jcons(int(i), x
−pflat
List ))K.

On verra dans le Chapitre 4, comment la sémantique profonde d’un motif étendu peut être
décomposée en une union de sémantiques closes. Comme une intersection de sémantiques closes
est équivalente à une conjonction de motifs (cf. Proposition 3.8), vérifier que l’intersection consi-
dérée dans la Proposition 3.9 est vide pourra ainsi se ramener à l’étude de la sémantique de
conjonctions de motifs.

Les notions d’Exemption de Motif et de sémantique close reposent toutes deux sur une sur-
approximation des formes normales potentielles des termes considérés. Dans le formalisme consi-
déré, ces formes normales sont obtenues par une relation de réécriture définie par un CBTRS
donné. On cherche donc, dans un premier temps, à observer comment ces deux notions se com-
portent dans le contexte de la réécriture de terme.

3.3 Application à l’analyse de Systèmes de Réécriture

Les notions d’Exemption de Motif et de sémantique close, introduites dans les sections précé-
dentes, sont définies à partir des annotations données aux différents symboles définis de l’algèbre.
Ces annotations décrivent le comportement attendu de la réduction du symbole défini considéré,
en donnant un ensemble de pré-conditions et de post-conditions sur la forme des termes consi-
dérés et du résultat de la réduction. Ce dernier étant obtenu par une relation de réécriture, il est
nécessaire de vérifier que le système de réécriture sous-jacent est en accord avec les annotations
données.

3.3.1 Présentation de l’approche d’analyse

Étant donné un symbole défini ϕ!P : s1 ∗ · · · ∗ sn 7→ s, tel que le profil l1 ∗ · · · ∗ tn 7→ r
est dans l’annotation P, ce profil sous-entend qu’étant donnés des termes clos t1, . . . , tn, de sorte
respective s1, . . . , sn, si t1, . . . , tn sont respectivement exempts de l1, . . . , ln, alors ϕ!P(t1, . . . , tn)
doit être réduit en un terme exempt de r. On retrouve bien l’idée de pré-condition s’appliquant
sur les arguments de la fonction, i.e. les termes en argument du symbole défini, pour le membre
gauche du profil tandis que le membre droit donne une post-condition à satisfaire pour le résultat
de la fonction. De plus, par définition de l’Exemption de Motif, si t1, . . . , tn sont respectivement
exempts de l1, . . . , ln, alors ϕ!P(t1, . . . , tn) est lui-même exempt de r. Donc dire qu’il doit être
réduit en un terme exempt de r revient à dire que la relation de réécriture préserve les propriétés
d’Exemption de Motif.

Cette approche se généralise naturellement à la sémantique close du terme : on cherche à
vérifier que le CBTRS considéré induit une relation de réécriture préservant la sémantique.

Exemple 3.13. On considère l’algèbre de termes introduite dans l’Exemple 3.1. Dans cette al-
gèbre, on considère des termes représentant des λ-expressions pouvant contenir des constructions
let , considérées comme un sucre syntaxique. On introduit donc le symbole défini removeLet !P :
Expr 7→ Expr représentant la fonction transformant une telle λ-expression par une λ-expression
équivalente en remplaçant toutes les constructions let par leur équivalent syntaxique. Le symbole
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removeLet est donc annoté avec P = {⊥ 7→ let(n, e1, e2)}. Le comportement de cette fonction
est décrit par le CBTRS R suivant :

removeLet(var(n)) _ var(n)
removeLet(let(n, e1, e2)) _ apply(lambda(n, removeLet(e2)), removeLet(e1))
removeLet(lambda(n, e)) _ lambda(n, removeLet(e))
removeLet(apply(e1, e2)) _ apply(removeLet(e1), removeLet(e2))

Dans ce contexte, la sémantique d’un terme de la forme removeLet(e) avec e un terme
clos de l’algèbre est JremoveLet(e)K = Jx−let(n,e1,e2)

Expr K, i.e. l’ensemble des valeurs exemptes de
let(n, e1, e2). Elle peut être décrite comme le langage des termes de sorte Expr ne contenant pas
le symbole let .

Comme expliqué ci-dessus, ce terme étant exempt de let(n, e1, e2), on veut que cette Exemp-
tion de Motif soit préservée par réécriture, i.e. pour tout terme u tel que removeLet(e) =⇒∗R u,
u doit être exempt de let(n, e1, e2). Ici, on a par exemple :

removeLet(let(z , lambda(s(z ), var(s(z ))), var(z )))
R−→ apply(lambda(z , removeLet(var(z ))),

removeLet(var(s(z ))))

Et on peut en effet observer que apply(lambda(z , removeLet(var(z ))), removeLet(var(s(z ))))
est bien exempt de let(n, e1, e2). En termes de sémantique, comme d’après la Proposition 3.7, on
a u exempt de let(n, e1, e2) si et seulement si JuK ⊆ Jx−let(n,e1,e2)

Expr K = JremoveLet(e)K, cela revient
à prouver que la relation de réécriture induite par R préserve la sémantique.

On veut donc introduire une méthode permettant de vérifier, pour un CBTRS donné, que
la relation de réécriture induite préserve la sémantique. On propose dans la sous-section sui-
vante, une condition suffisante à cette préservation reposant uniquement sur les profils donnés
en annotation et les règles de réécriture individuelles composant le CBTRS considéré.

3.3.2 Préservation par relation de réécriture

Pour prouver la préservation de la sémantique par réécriture, on propose, dans un premier
temps, d’observer l’évolution de la sémantique pour chaque règle du système considéré, dans le
contexte d’une relation de réécriture. Par définition, une règle de réécriture ls _ rs s’applique
en transformant, pour toute substitution σ, un terme σ(ls) en σ(rs). On considère donc qu’une
règle de réécriture préserve la sémantique si la sémantique du dernier est toujours inclue dans la
sémantique du premier, quelque soit la substitution σ :

Définition 3.14 (Préservation de sémantique). Soit une règle de réécriture ls _ rs, on dit que la
règle préserve la sémantique si et seulement si, pour toute substitution σ, on a Jσ(rs)K ⊆ Jσ(ls)K.

On dit qu’un TRS R préserve la sémantique si et seulement si toutes les règles de R préservent
la sémantique.

Concrètement, cela revient à vérifier que, pour toutes les applications en tête possibles d’une
des règles du TRS considéré, la sémantique est préservée. En pratique, grâce aux propriétés de
la sémantique close, un TRS préservant ainsi la sémantique induit une relation de réécriture qui
préserve également la sémantique :

Proposition 3.15. Soit un TRS R préservant la sémantique, on a pour tous termes clos t, v ∈
T (F) :

t =⇒∗R v =⇒ JvK ⊆ JtK
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Démonstration. On prouve en Annexe A le Lemme suivant :

Lemme 3.16. Soit un terme clos t ∈ T (F), pour toute position ω ∈ Pos(t) et pour tout termes
clos u, v ∈ Ts(F) avec t|ω : s, si JuK ⊆ JvK alors Jt [u]ωK ⊆ Jt [v]ωK.

On considère maintenant un TRS R préservant la sémantique, et des termes clos t, v ∈ T (F)
tels que t =⇒R v. Par définition de la relation de réécriture, il existe une règle ls _ rs ∈ R,
une position ω ∈ Pos(t) et une substitution σ telles que t|ω = σ(ls) et v = t [rs]ω. De plus, par
préservation de la sémantique de la règle ls _ rs, on a Jσ(rs)K ⊆ Jσ(ls)K, et le résultat précédent
garantit donc que JvK ⊆ JtK.

Par fermeture transitive, on obtient ainsi la propriété voulue.

Et par extension, la relation de réécriture, induite par un système de réécriture préservant la
sémantique, préserve également les propriétés d’exemption de Motif :

Corollaire 3.17. Soient un TRS R préservant la sémantique, un motif étendu p et des termes
clos t, v ∈ T (F) tels que t =⇒∗R v, on a :

t est exempt de p =⇒ v est exempt de p

Démonstration. La preuve est immédiate par Propositions 3.15 et 3.7.

La préservation de sémantique des règles du TRS considéré, et par extension du TRS lui-
même, fournit donc bien une condition suffisante à la préservation de la sémantique, et par
extension des propriétés d’Exemption de Motif, de la relation de réécriture induite.

Exemple 3.14. Étant donné l’algèbre de termes et le CBTRS R considérés dans Exemple 3.13,
on peut vérifier que les membres droits de chaque règle sont exempts de plet = let(n, e1, e2) :

• On a {[var(n)]} = Jvar(n)K∪ Js(i)K∪ Jz K, on peut donc vérifier que {[var(n)]}∩ JpletK = ∅, et
conclure que var(n) est exempt de plet.

• De même, on a :
{[apply(lambda(n, removeLet(e2)), removeLet(e1))]} = {[apply(lambda(n, x−pletExpr ), y−pletExpr )]}

= Japply(lambda(n, x−pletExpr ), y−pletExpr )K ∪ Jlambda(n, x−pletExpr )K ∪ Js(i)K ∪ Jz K ∪ {[x−pletExpr ]}
On peut donc vérifier que {[apply(lambda(n, removeLet(e2)), removeLet(e1))]} ∩ JpletK = ∅,
et conclure que apply(lambda(n, removeLet(e2)), removeLet(e1)) est exempt de plet.

• De même, on a :
{[lambda(n, removeLet(e))]} = {[lambda(n, x−pletExpr )]}

= Jlambda(n, x−pletExpr )K ∪ Js(i)K ∪ Jz K ∪ {[x−pletExpr ]}
On peut donc vérifier que {[lambda(n, removeLet(e))]}∩JpletK = ∅, et conclure que lambda(n,
removeLet(e)) est exempt de plet.

• De même, on a :
{[apply(removeLet(e1), removeLet(e2))]} = {[apply(x−pletExpr , y

−plet
Expr )]}

= Japply(x−pletExpr , y
−plet
Expr )K ∪ {[x−pletExpr ]}

On peut donc vérifier que {[apply(removeLet(e1), removeLet(e2))]} ∩ JpletK = ∅, et conclure
que apply(removeLet(e1), removeLet(e2)) est exempt de plet.

De plus, d’après Proposition 3.5, on a pour toute règle ls _ rs du système R et pour toute
substitution σ, Jσ(ls)K = Jx−pletExpr K et σ(rs) est exempt de plet. On peut donc conclure que toutes
les règles préservent la sémantique, et d’après Proposition 3.15, la relation de réécriture préserve
la sémantique. Ainsi, le système R étant complet et terminant, pour toute valeur e ∈ TExpr(C),
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removeLet(e) sera réduit en une valeur exempte de plet, i.e. une valeur ne contenant pas le
constructeur let .

On peut noter que la Proposition 3.15 fournit une condition suffisante mais non nécessaire
à la préservation de la sémantique. En effet, cette dernière dépend de la sur-approximation
induite par les annotations données aux symboles définis, et une sur-approximation trop grossière
ne permettra donc, peut-être, pas de vérifier la préservation de la sémantique. Cela dit, plus
les annotations seront précises, moins la sur-approximation sera grossière, réduisant ainsi les
possibilités d’un faux négatif.

Exemple 3.15. On considère l’algèbre de termes introduite dans l’Exemple 3.5. On note pflat =
cons(lst(l1), l2), et on considère ici que les symboles définis sont annotés flatten !P1 et concat !P2

avec P1 = {⊥ 7→ pflat} et P2 = ∅. Le comportement des fonctions représentées par ces symboles
définis est décrit par le CBTRS R suivant :

flatten(nil) _ nil
flatten(cons(int(n), l)) _ cons(int(n),flatten(l))
flatten(cons(lst(l), l′)) _ concat(flatten(l),flatten(l′))
concat(cons(e, l), l′) _ cons(e, concat(l, l′))
concat(nil , l) _ l

On peut vérifier qu’avec les profils choisis en annotation, la règle flatten(cons(lst(l), l′)) _
concat(flatten(l),flatten(l′)) ne préserve pas la sémantique. En effet, pour toute substitution σ,
Jσ(flatten(cons(lst(l), l′)))K = Jx−pflatExpr K et Jσ(concat(flatten(l),flatten(l′)))K = Jx−⊥ExprK.

Cela dit, on a vu dans l’Exemple 3.9, qu’en prenant P2 = {pflat ∗ pflat 7→ pflat}, le terme
concat(flatten(l),flatten(l′)) est bien exempt de pflat. La règle préserve alors la sémantique, et on
proposera dans le chapitre suivant une méthode pour vérifier que les règles de concat préservent
également la sémantique.

En pratique, on propose de considérer pour chaque règle de réécriture du CBTRS les profils
annotant le symbole défini en tête du membre gauche de la règle est de vérifier que la règle
respecte les propriétés d’Exemption de Motif induite par chaque profil :

Définition 3.15 (Satisfaction de profil). Soit une règle de réécriture ϕ!P
s (ls1, . . . , lsn) _ rs, et

un profil π = p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ p ∈ P, on dit que la règle satisfait le profil π si et seulement si
pour toute substitution σ, on a :

σ(lsi) est exempt de pi, pour tout i ∈ [1, n] =⇒ σ(rs) est exempt de p

La satisfaction de tous les profils annotant le symbole défini en tête du membre gauche d’une
règle est en effet une condition nécessaire et suffisante à la préservation de la sémantique :

Proposition 3.18. Soit une règle de réécriture ϕ!P
s (ls1, . . . , lsn) _ rs, la règle préserve la séman-

tique si et seulement si elle satisfait tous les profils de P.

Démonstration. Soit une règle de réécriture ls _ rs avec ls = ϕ!P
s (ls1, . . . , lsn). On suppose dans

un premier temps que la règle satisfait tous les profils de P, et on prouve que, pour toute
substitution σ, on a Jσ(rs)K ⊆ Jσ(ls)K. Pour toute substitution σ, on a, d’après Proposition 3.5,
Jσ(ls)K = Jϕ!P

s (σ(ls1), . . . , σ(lsn))K = Jx−ps K avec p := .P (σ(ls1), . . . , σ(lsn)). De plus, la règle
satisfait tous les profils de P, i.e. pour tout profil l1 ∗ . . . ∗ ln 7→ r si, pour tout i ∈ [1, n], σ(li)
est exempt de li, alors σ(rs) est exempt de r, donc, par composition de l’Exemption de Motif
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avec l’opérateur de disjonction de motif +, σ(rs) est exempt de p. On peut donc conclure, avec
Proposition 3.7, que Jσ(rs)K ⊆ Jx−ps K = Jσ(ls)K.

On suppose maintenant qu’il existe un profil l1 ∗ . . . ∗ ln 7→ r ∈ P qui n’est pas satisfait par
la règle, i.e. il existe une substitution σ telle que σ(lsi) est exempt de li, pour tout i ∈ [1, n], et
σ(rs) n’est pas exempt de r. D’après Proposition 3.5, on a donc Jσ(ϕ!P

s (ls1, . . . , lsn))K ⊆ Jx−rs K
et, avec Proposition 3.7, on sait qu’il existe v ∈ Jσ(rs)K tel que v n’est pas exempt de r. D’où
Jσ(rs)K * Jσ(ls)K, i.e. ls _ rs ne préserve pas la sémantique.

Comparer les sémantiques de deux termes est une opération compliquée alors, qu’avec la
Proposition 3.9, on a une condition nécessaire et suffisante facilement vérifiable, avec l’aide des
décompositions de sémantique explicitées dans Propositions 3.5 et 3.10 pour établir des propriétés
d’Exemption de Motif. On proposera dans le chapitre suivant une méthode systématique, utilisant
l’ensemble des notions introduites ici, pour vérifier des propriétés d’Exemption de Motif. Enfin,
on peut remarquer que les propriétés voulues, dans le contexte de la Définition 3.15, dépendent
de substitutions vérifiant les pré-conditions induites par les profils considérés. On proposera
donc également une méthode permettant d’inférer la forme des termes obtenus par une telle
substitution.

3.4 Discussion sur l’Exemption pour des Systèmes non-linéaires

Dans le cas de CBTRS non-linéaires, les membres droits des règles ne sont pas nécessairement
linéaires. On a en effet vu dans les Sections 3.1 et 3.2, que les notions d’Exemption de Motif
et de sémantique n’étaient préservées par substitution que pour des termes linéaires. Ainsi,
dans le contexte d’un CBTRS, il serait difficile de conclure quant aux notions de préservation de
sémantique (Définition 3.14) et de satisfaction de profil (Définition 3.15) qui doivent être vérifiées
pour toute substitution.

La principale raison pour laquelle les notions d’Exemption de Motif et de sémantique sont
ainsi limitées dans le contexte de termes non-linéaires est que leur définition ne fait aucune cor-
rélation, dans un terme t considéré, entre deux sous-termes indentiques de la forme ϕ(t1, . . . , tn)
avec ϕ ∈ Dn. Comme on l’a expliqué précédemment, ces notions tentent décrire syntaxiquement
la potentielle forme normale de t en donnant une sur-approximation de cette dernière basée sur
les annotations des différents symboles définis contenus dans t. Cela dit chaque symbole défini
est considéré indépendamment et la sur-approximation ainsi obtenue ignore le fait que, dans le
cadre d’une application déterministe de la relation de réécriture induite par le CBTRS considéré
(ou dans le cas où le CBTRS, lui-même, serait confluent), les deux sous-termes ϕ(t1, . . . , tn)
identiques seront réduits de manière identique.

Exemple 3.16. On reprend l’algèbre de termes considérée dans l’Exemple 3.7 et on étudie le
terme t = c(g(c(a, b)), g(c(a, b))). Étant que g!Pg est annoté avec Pg = ∅, t n’est pas exempt
de c(a, b) puisque c(a, b) ∈ JtK. On remarque, en effet, que l’équivalent sémantique de t est
t̃ = c(y−⊥S2 , z

−⊥
S2 ) puisque la sémantique, comme la propriété d’Exemption de Motif, ne considère

aucune corrélation entre les deux instances de g(c(a, b)).
On peut cependant argumenter qu’étant donnée une relation de réécriture confluente, ou appli-

quée avec une stratégie déterministe, ces deux instances seront nécessairement réduites de façon
identique, i.e. la première ne peut pas être réduite à a et la deuxième à b. On peut donc raison-
nablement considérer que toute potentielle forme normale de t est exempt de c(a, b).

On ainsi vu avec les Propriétés 3.3 et 3.6 ne s’appliquent pas pour les termes non-linéaires, i.e.
les propriétés d’Exemption de Motif et la sémantique close ne sont pas nécessairement préservées
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par substitution. On observe en effet qu’avec σ = {x 7→ g(c(a, b))}, on a σ(c(x, x)) = t qui
n’est pas exempt de c(a, b), bien que c(x, x) le soit. De même, on a c(a, b) ∈ JtK mais c(a, b) /∈
Jc(x, x)K.

Afin de prouver la préservation de la sémantique (et, par extension, des propriétés d’Exemp-
tion de Motif) par réécriture, on a proposé dans la Section précédente de considérer les notions
de règles préservant la sémantique (Définition 3.14) et/ou satisfaisant un profil (Définition 3.15).
Ces notions considérant les propriétés syntaxiques des termes obtenus par substitution à partir
des membres gauches et droits des règles considérés, il sera plus difficile de s’en servir pour ana-
lyser un CBTRS non-linéaire. On peut cependant, en première approximation, se limiter à des
substitutions valeurs :

Proposition 3.19. Étant donné un motif p ∈ P(C,X ) linéaire et un terme t ∈ T (F ,X ), on a,
pour toute substitution valeur ς :
• Jς(t)K ⊆ JtK ;
• si t est exempt de p alors ς(t) est exempt de p.

Démonstration. Soient t ∈ T (F ,X ) et une substitution valeur ς.
On considère dans un premier temps t ∈ T (C,X ), donc ς(t) ∈ T (C,X ), et v ∈ Jς(t)K. Par

définition de la sémantique close, il existe une substitution σ telle v = σ(ς(t)), et donc, par
composition des substitutions, v = σ ◦ ς(t), d’où v ∈ JtK.

On considère maintenant t ∈ T (F ,X ), et on prouve par induction sur k le nombre de symboles
définis dans t que Jς(t)K ⊆ JtK. Si k = 0, t ∈ T (C,X ) et on vient de montrer l’inclusion. On suppose
maintenant k > 0 tel que pour tout terme u ayant moins de k symbole défini Jς(u)K ⊆ JuK. Soit
v ∈ Jς(t)K, par définition de la sémantique close, il existe une position ω ∈ Pos(ς(t)) telle que
ς(t)|ω = ϕ!P

s (u1, . . . , un) avec ϕ ∈ Dn, et une valeur w ∈ Ts(C) exempte de .P (u1, . . . , un)
telle que v ∈ Jς(t) [w]ωK. Comme w ∈ T (C), on a ς(t) [w]ω = ς(t [w]ω), donc par induction, on
a v ∈ Jt [w]ωK. De plus, comme ς est une substitution valeur, on a t|ω = ϕ!P

s (t1, . . . , tn) avec
ui = ς(ti),∀i ∈ [1, n]. Et, pour tout profil l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P, comme, par induction, on a
Jς(ti)K ⊆ JtiK,∀i ∈ [1, n], Proposition 3.7 garantit que si ti est exempt de li, alors ς(ti) l’est
aussi, d’où {r | ∃l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P t.q. ∀i ∈ [1, n], ti est exempt de li} ⊆ {r | ∃l1 ∗ · · · ∗
ln 7→ r ∈ P t.q. ∀i ∈ [1, n], ui est exempt de li}. Donc, par composition de l’Exemption de Motif
avec l’opérateur de disjonction de motif +, w est exempt de .P (t1, . . . , tn) et, par définition de
la sémantique close, Jt [w]ωK ⊆ JtK, d’où v ∈ JtK.

La préservation des propriétés d’Exemption de Motif découle directement de la préservation
de la sémantique, via la Proposition 3.7.

On verra dans le Chapitre 5 qu’on peut ainsi reformuler les notions de préservation de séman-
tique (Définition 3.14) et de satisfaction de profil (Définition 3.15) dans le cadre d’une relation
de réécriture basée sur les substitutions valeurs (i.e. une relation de réécriture avec une stratégie
stricte). Cela revient cependant à considérer une stratégie d’évaluation en Appel par valeur, ce qui
n’est pas forcément la stratégie universellement utilisée par tous les langages de programmation.

De plus travailler avec des termes non-linéaires peut poser d’autres difficultés, comme notam-
ment l’évaluation de leur sémantique puisque la décomposition proposée dans les Propositions 3.5
et 3.8 n’est pas forcément applicable sur des termes non-linéaires.

On proposera dans le Chapitre 5, des définitions alternatives aux Définitions 3.3 et 3.4 per-
mettant d’éviter de se restreindre à la considération d’une stratégie d’évaluation en Appel par
valeur. Et on verra comment la méthode d’analyse statique de CBTRS proposée dans le Cha-
pitre suivant peut être adaptée pour prendre en compte les contraintes liées à la non-linéarité
des termes et à ces définitions alternatives.
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Chapitre 3. Exemption de Motif et Sémantique

3.5 Synthèse

Dans ce Chapitre, nous avons présenté un formalisme permettant de vérifier des propriétés
de correction syntaxique des transformations, décrites par la notion d’Exemption de Motif. For-
mellement, cette notion exprime une propriété structurelle des termes de l’algèbre considérée,
en garantissant qu’ils ne contiennent aucun sous-terme filtré par un certain motif. Elle permet
ainsi de définir le système d’annotation utilisé pour décorer les symboles définis de l’algèbre :
un symbole ϕ : s1 ∗ · · · ∗ sn 7→ s peut être annoté par un ou plusieurs profil(s) de la forme
p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ p avec p1, . . . , pn, p des motifs étendus, pour indiquer que toute réduction d’un
terme ayant ϕ comme symbole de tête, avec comme argument des termes respectivement exempts
de p1, . . . , pn doit mener à un terme exempt de p.

Ces profils décrivent ainsi des spécifications algébriques du comportement des fonctions as-
sociées. On propose alors de vérifier que le système de réécriture encodant les fonctions étudiées
est conforme à ces spécifications. Pour cela, on utilise les annotations des symboles définis pour
définir une généralisation de la notion de sémantique close, introduite dans [CM19], permettant
d’exprimer, par une structure finie, une sur-approximation des formes normales potentielles d’un
terme. Il est alors nécessaire de prouver que cette sur-approximation est bien cohérente avec le
CBTRS encodant la transformation : il ne faut pas que le système permette d’obtenir un terme
en dehors de cette sur-approximation, ce qui signifierait qu’il existe une réduction contredisant
les profils choisis.

En pratique, cela revient à vérifier que la relation de réécriture induite par le CBTRS considéré
préserve la sémantique. Pour prouver cette préservation de sémantique, on a montré (Proposi-
tion 3.18) qu’il suffisait de vérifier que chaque règle du système satisfait tous les profils décorant
le symbole de tête de son membre gauche, i.e. pour toute substitution telle que les instances
en paramètre du membre gauche de la règle satisfont la pré-condition du profil, l’instance cor-
respondante du membre droit vérifie la post-condition. On propose d’étudier dans les Chapitres
suivant une méthode d’analyse statique permettant de vérifier cette propriété, d’abord dans le
cas de systèmes linéaires, puis on s’intéressera plus particulièrement aux cas non-linéaires.
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4

Analyse statique par Exemption de
Motif

Comme présenté dans la Section 3.1.2, choisir un profil pour annoter un symbole défini revient
à faire une supposition sur les formes normales potentiellement obtenues par réécriture suivant
un CBTRS considéré. Ce dernier décrit concrètement le comportement de la fonction associée
au symbole annoté, et il est donc nécessaire de vérifier que ce comportement est bien en accord
avec le(s) profil(s) choisi(s). On proposera donc dans ce chapitre une méthode d’analyse statique
du CBTRS considéré qui permet de vérifier son adéquation avec les profils choisis.

Dans le chapitre précédent, on a vu que le comportement attendu peut être décrit comme
une préservation de la sémantique par la relation de réécriture induite par le CBTRS. De plus,
on a montré qu’en utilisant la notion de satisfaction de profil (Définition 3.15), le problème peut
être reformulé sous la forme de propriétés d’Exemption de Motifs sur les règles du CBTRS.
Ces propriétés sont, cependant, souvent difficiles à vérifier directement depuis la définition de
l’Exemption de Motif (Définition 3.3), puisqu’il serait potentiellement nécessaire de vérifier un
nombre infini de valeurs.

Dans le cadre d’une analyse statique, on veut proposer une méthode applicable de façon
systématique, qui ne nécessite donc pas la vérification explicite d’une infinité de valeurs. On
utilisera, pour cela, les sémantiques de termes, introduites dans le Chapitre précédent et leur
relation avec l’Exemption de Motif (Proposition 3.9), pour établir les propriétés d’Exemption de
Motif recherchées. La vérification de la satisfaction d’un profil se présente ainsi en trois étapes
majeures :

1. une étape d’inférence des substitutions considérées par la notion de satisfaction de profil ;
2. une étape de construction de l’équivalent sémantique (Définition 3.13) pour ramener les

termes considérés à des motifs constructeurs ;
3. une étape de calcul des sémantiques pour prouver que l’intersection de sémantiques consi-

dérée par la Proposition 3.9 est bien vide.
Pour ce faire, on commencera par présenter, dans la Section suivante, une technique de

décomposition de la sémantique profonde en une union de sémantiques closes. La Section 4.2
présentera ensuite un ensemble de règles de réduction des motifs étendus, permettant notam-
ment de vérifier qu’une intersection de sémantiques closes est vide. Ces approches définissent
concrètement l’étape de calcul des sémantiques, mais sont également essentielles aux étapes d’in-
férence et de construction de l’équivalent sémantique qui seront détaillées dans les Sections 4.3
et 4.4. On conclura ce Chapitre avec une présentation de la méthode d’analyse ainsi définie et
son application sur un cas d’étude.
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Chapitre 4. Analyse statique par Exemption de Motif

On se restreint dans ce Chapitre à l’étude de systèmes de réécriture linéaires, et on étudiera
plus en détails les systèmes non-linéaires dans le Chapitre suivant.

4.1 Calcul de Sémantique profonde

Vérifier des propriétés d’Exemption de Motif est un problème non-trivial : on a vu dans le
Chapitre précédent que vérifier une telle propriété depuis sa Définition (3.3) nécessite en effet de
considérer un nombre potentiellement infini de valeurs, et il n’est donc pas possible d’en déduire
directement une méthode d’analyse statique. Pour surconvenir à ce problème, on a étendu la
notion de sémantique qui avait notamment était utilisée dans [CM19] pour représenter l’ensemble,
potentiellement infini, des instances d’un motif par une structure finie, munie d’opérateurs de
disjonction et de différence. Cela dit, la simple forme d’un motif ne permet pas encore de conclure
quant aux propriétés d’Exemption de Motif :

Exemple 4.1. Observons le terme t = cons(B , cons(e, cons(A,nil))) de l’algèbre de termes défini
par la signature Σsorted présentée dans l’Exemple 3.3. Ce terme n’est clairement pas exempt de
psorted = cons(B , cons(A, l)) puisque cons(B , cons(A, cons(A,nil))) ∈ JtK est filtrée par psorted.
Mais on peut même aller plus loin, en représentant le terme t et le motif psorted comme des arbres
côte à côte :

cons

B cons

A l

e 7→ A

e 7→ B

cons

B cons

e cons

A nil

Figure 4.1 – Exemption de Motif et filtrage profond

On voit avec cette représentation que non seulement t n’est pas exempt de pflat mais également
qu’aucune valeur de sa sémantique ne l’est : la variable e peut être instanciée soit par A soit par
B , et dans le premier cas la valeur obtenue est filtrée par pflat alors que dans le deuxième cas,
le sous-terme de la branche droite est filtrée par pflat. Dans le deuxième cas, la sémantique close
ne permet cependant pas de facilement mettre en évidence la forme de ce sous-terme.

La sémantique profonde d’un terme, définie comme la fermeture par relation de sous-terme
de sa sémantique close, permet, elle, d’apporter une description beaucoup plus exhaustive de
la forme d’un terme et de ses sous-termes. Cette exhaustivité permet notamment d’établir une
équivalence relativement simple l’Exemption de Motif et la notion de sémantique profonde (Pro-
position 3.9). Mais, contrairement à la sémantique close qui fournit une équivalence naturelle
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4.1. Calcul de Sémantique profonde

entre les opérations sur les motifs et les opérations ensemblistes (Proposition 3.8), la composi-
tion de la sémantique profonde avec les différents opérateurs considérés est plus compliquée. En
particulier, les opérations de conjonction et de différence de motifs sont difficiles à exprimer au
niveau de la sémantique profonde.

On propose ainsi dans cette section d’étudier la sémantique profonde de motifs étendus, et
plus particulièrement de donner une décomposition de la sémantique profonde d’un motif quasi-
additif (Définition 3.7) en une union de sémantiques closes.

4.1.1 Sémantique profonde de Motifs étendus

En général, étudier la sémantique profonde d’un motif peut se ramener, de façon assez na-
turelle, à l’étude de sa sémantique close. En effet, étant donné deux motifs ayant la même
sémantique close, ils auront également, par définition, la même sémantique profonde. Et bien
que [CM19] propose déjà un ensemble de règles permettant de comparer et d’étudier des séman-
tiques closes, les méthodes originellement présentées ne sont pas suffisantes dans le formalisme
considéré ici : la sémantique close présentée dans [CM19] a été étendu dans notre formalisme
pour prendre en compte les symboles définis et leurs annotations.

Pour simplifier les notations et les termes considérés, on a déjà présenté dans la Section 3.2.3,
la notion d’équivalent sémantique, qui permet, pour tout terme de T (F ,X ), de construire un
terme de T (C,X a) ayant la même sémantique. On verra dans la Section 4.4, comment on peut en
pratique construire cet équivalent sémantique, et on se restreint donc à l’étude de la sémantique
des termes de T (C,X a). Dans un premier temps, on peut observer, comme montré dans la
Proposition 3.5, qu’un terme de la sémantique de JxsK est un terme de la forme c(v1, . . . , vn) avec
c ∈ Cs, et donc que l’on a JxsK =

⋃
c∈CsJc(z1s1 , . . . , znsn)K. Cependant, dans le cadre de termes de

T (C,X a), il faut également prendre en compte l’annotation des variables, ce qui donne, de façon
similaire Jx−ps K =

⋃
c∈CsJc(z1

−p
s1 , . . . , zn

−p
sn ) \ pK (Proposition 3.8). L’introduction d’un opérateur

de différence \ supplémentaire est cependant problématique ici, puisqu’elle rendrait une méthode
de réduction similaire à celle de [CM19] non terminante.

Une telle approche n’étant donc pas applicable à l’étude d’une sémantique profonde, on
propose de définir une technique permettant la décomposition de la sémantique profonde d’un
terme de T (C,X a) comme une union de sémantiques closes. Pour cela, on généralise les termes
de T (C,X a) par des motifs quasi-symboliques, et comme on ne considère que des motifs linéaires,
on observe que le nom des variables n’a pas d’importance : les variables x−ps et y−ps ont la même
sémantique. On considèrera ainsi, dans la suite de ce Chapitre, que deux variables de même sorte
ayant la même annotation sont donc strictement équivalentes.

On commence donc par généraliser aux motifs quasi-symboliques la décomposition récur-
sive de la sémantique profonde, proposée dans la Proposition 3.10 pour les termes de T (C,X a).
Contrairement à la sémantique d’un terme, la sémantique d’un motif peut être vide. La décom-
position de la sémantique profonde d’un motif faisant apparaître celles de ses sous-motifs, elle
n’est valable que quand sa sémantique est non-vide :

Proposition 4.1. Soit un motif quasi-symbolique linéaire de la forme c(t1, . . . , tn) avec c ∈ Cn,
on a :

• Si JtiK 6= ∅, ∀i ∈ [1, n], alors {[c(t1, . . . , tn)]} = Jc(t1, . . . , tn)K ∪
(

n⋃
i=1

{[ti]}
)
;

• sinon, {[c(t1, . . . , tn)]} = ∅.

Démonstration. Soit un motif quasi-additif linéaire de la forme c(t1, . . . , tn) avec c ∈ Cn.
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S’il existe i ∈ [1, n] tel que JtiK = ∅, d’après Proposition 3.8, on a Jc(t1, . . . , tn)K = ∅, d’où
{[c(t1, . . . , tn)]} = ∅.

Sinon, on a JtiK 6= ∅, ∀i ∈ [1, n] et on prouve les deux inclusions séparément :

• Soit u ∈ {[c(t1, . . . , tn)]}, par définition il existe v ∈ Jc(t1, . . . , tn)K et ω ∈ Pos(v) tels que
u = v|ω. Si ω = ε, alors u = v, d’où u ∈ Jc(t1, . . . , tn)K. Sinon, on peut remarquer que comme
v ∈ Jc(t1, . . . , tn)K, d’après Proposition 3.8, v = c(v1, . . . , vn) avec vi ∈ JtiK, i ∈ [1, n].
Il existe j ∈ [1, n] tel que ω = j.ω′, donc u = vi|ω′ , d’où u ∈ {[tj ]}. On a donc bien
u ∈ Jc(t1, . . . , tn)K ∪ (

⋃n
i=1 {[ti]}).

• On peut remarquer que par définition, on a clairement Jc(t1, . . . , tn)K ⊆ {[c(t1, . . . , tn)]}.
Soit j ∈ [1, n], on considère maintenant u ∈ {[tj ]}. Par définition, il existe vj ∈ JtjK et
ω ∈ Pos(v) tels que u = vj |ω. En prenant vi ∈ JtiK, pour tout i 6= j, on peut construire un
terme v = c(v1, . . . , vn) tel que v ∈ Jc(t1, . . . , tn)K, d’après Proposition 3.8, et u = v|j.ω. On
a donc bien v ∈ {[c(t1, . . . , tn)]}.

Comme on cherche à donner une décomposition de la sémantique profonde des motifs quasi-
symboliques, il reste maintenant à décomposer la sémantique profonde des motifs de la forme
x−ps \ r, avec r un motif additif régulier (on peut remarquer que pour x−ps , on peut se ramener
à cette forme puisque Jx−ps K = Jx−ps \ ⊥K). Dans un premier temps, on observe donc qu’avec la
Proposition 3.8, on a :

Jx−ps \ rK = Jx−ps K \ JrK

=
⋃
c∈Cs

Jc(z0
−p
s1 , . . . , zn

−p
sn ) \ pK \ JrK avec Dom(c) = s0 ∗ · · · ∗ sn

=
⋃
c∈Cs

Jc(z0
−p
s1 , . . . , zn

−p
sn )K \ (JpK ∪ JrK) avec Dom(c) = s0 ∗ · · · ∗ sn

=
⋃
c∈Cs

Jc(z0
−p
s1 , . . . , zn

−p
sn ) \ (p+ r)K avec Dom(c) = s0 ∗ · · · ∗ sn

(4.1)

Il faut maintenant décomposer la sémantique des motifs de la forme c(z1
−p
s1 , . . . , zn

−p
sn ) \ q où

q est un motif additif et régulier. On montre donc que

Lemme 4.2. Étant donnés une sorte s, des symboles constructeurs c, c′ ∈ Cs, d’arités respectives
n et m, p1, . . . , pn et q1, . . . , qm des motifs, on a :

• Jc(p1, . . . , pn) \ c′(q1, . . . , qm)K =


n⋃
i=1

Jc(p1, . . . , pi \ qi, . . . , pn)K si c = c′

Jc(p1, . . . , pn)K sinon
;

• Jc(p1, . . . , pn) \ x−⊥s K = ∅

Démonstration. Soient une sorte s, des symboles constructeurs c, c′ ∈ Cs, d’arités respectives n
et m, p1, . . . , pn et q1, . . . , qm des motifs.

On considère d’abord c = c′, et on prouve que Jc(p1, . . . , pn)\c(q1, . . . , qn)K =
n⋃
i=1

Jc(p1, . . . , pi\

qi, . . . , pn)K. On prouve les deux inclusions séparément :

• Soit v ∈ Jc(p1, . . . , pn) \ c(q1, . . . , qn)K. D’après Proposition 3.8, v ∈ Jc(p1, . . . , pn)K et
v /∈ Jc(q1, . . . , qn)K, i.e. il existe (v1, . . . , vn) ∈ Jp1K× · · ·×JpnK tel que v = c(v1, . . . , vn)
et v ≺6≺ c(q1, . . . , qn). Donc, il existe j ∈ [1, n] tel que qj ≺6≺ vj , i.e. vj ∈ Jpj \ qjK. D’où
v ∈ Jc(p1, . . . , pj \ qj , . . . , pn)K.
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4.1. Calcul de Sémantique profonde

• Soit j ∈ [1, n] et v ∈ Jc(p1, . . . , pj\qj , . . . , pn)K. D’après Proposition 3.8, il existe (v1, . . . , vn) ∈
Jp1K× · · ·×Jpj \qjK× · · ·×JpnK. Donc pour tout i ∈ [1, n], pi≺≺vi, d’où c(p1, . . . , pn)≺≺v, i.e.
v ∈ Jc(p1, . . . , pn)K. De plus, comme vj ∈ Jpj \ qjK, qj ≺6≺ vj , d’où c(q1, . . . , qn)≺6≺ v, i.e. v /∈
Jc(q1, . . . , qn)K. On a donc v ∈ Jc(p1, . . . , pn)K \ Jq1, . . . , qnK = Jc(p1, . . . , pn) \ Jq1, . . . , qnKK.

La preuve des deux égalités suivantes est directe grâce à la Proposition 3.8, en observant que
pour tout v ∈ Jc(p1, . . . , pn)K on a v /∈ Jc′(q1, . . . , qm)K et v ∈ Jx−⊥s K.

De plus, on observe que, d’après Proposition 3.8, on a Jp \ (r + q)K = JpK \ (JrK ∪ JqK) =
(JpK\JrK)\JqK = J(p\r)\qK et J(p+q)\rK = (JpK∪JqK)\JrK = (JpK\JrK)∪(JqK\JrK) = J(p\r)+(q\r)K.
Le motif r dans l’Équation 4.1 étant additif régulier, on peut donc utiliser le Lemme 4.2 pour
distribuer récursivement les sous-motifs composant r sur les différents membres de la somme.

Étant donné un constructeur c ∈ Cn et un motif additif r, on peut ainsi construire un ensemble
Qc(r) de n-uplets Lq1, . . . , qnM, où chaque qi est soit ⊥ soit une somme de sous-termes de r, tel
que 1 :

Jc(p1, . . . , pn) \ rK =
⋃

q∈Qc(r)

Jc(p1 \ q1, . . . , pn \ qn)K (4.2)

Exemple 4.2. On considère l’algèbre de termes définie par la signature Σlist, et on utilise le
Lemme 4.2 pour donner une décomposition de la sémantique close de cons(e, l)\(cons(lst(l1), l2)+
cons(e,nil) + nil) :

Jcons(e, l) \ (cons(lst(l1), l2) + cons(e,nil) + nil)K

= J(cons(e, l) \ cons(lst(l1), l2)) \ (cons(e,nil) + nil)K
= J(cons(e \ lst(l1), l) + cons(e, l \ l2)) \ (cons(e,nil) + nil)K
= Jcons(e \ lst(l1), l) \ cons(e,nil) \ nil + cons(e, l \ l2) \ cons(e,nil) \ nilK
= J(cons(e \ (lst(l1) + e), l) + cons(e \ lst(l1), l \ nil)) \ nil

+(cons(e \ e, l \ l2) + cons(e, l \ (l2 + nil))) \ nilK
= Jcons(e \ (lst(l1) + e), l \ ⊥) + cons(e \ lst(l1), l \ nil)

+cons(e \ e, l \ l2) + cons(e \ ⊥, l \ (l2 + nil))K

On a donc, dans ce cas Qcons(cons(lst(l1), l2)+cons(e,nil)+nil) = {(lst(l1)+e,⊥), (lst(l1),nil),
(e, l2), (⊥, l2 + nil)}.

Le motif r étant additif, on peut facilement le décomposer en sous motifs additifs r1, . . . , rm,
de telle façon à avoir r =

∑m
i=1 ri où chaque motif ri est soit une variable, soit un motif ayant un

constructeur comme symbole de tête. La construction de Qc(r) se faisant par simple distribution
des sous-termes des motifs ri ayant comme symbole de tête c, on peut donc automatiser la
construction de Qc(r) en utilisant l’algorithme suivant :

1. On rappelle que pour un n-uplet q, on note q = Lq1, . . . , qnM.
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Fonction computeQc(c, r)
Entrées : c : symbole constructeur,

r : motif additif
Résultat : ensemble de tuples Qc(r)

Qc ←− {L
m︷ ︸︸ ︷

⊥, . . . ,⊥M} avec m = arity(c)

pour i = 1 à n avec r =
n∑
i=1

ri faire

si ri ∈ X alors
retourner ∅

sinon si ri(ε) = c alors
tQc ←− ∅
pour Lq1, . . . , qmM ∈ Qc, k ∈ [1,m] faire

tQc←− {Lq1, . . . , qk + ri|k, . . . , qmM} ∪ tQc
Qc ←− tQc

retourner Qc

Figure 4.2 – Calcul de l’ensemble de tuples Qc(r) pour un symbole constructeur c et un motif
additif r donnés.

Pour revenir à la sémantique profonde, on a donc, avec la définition de la sémantique profonde
(Définition 3.12), la Proposition 4.1 et l’Équation 4.2 :

{[x−ps \ r]}
Def
= {u|ω | u ∈ Jx−ps \ rK, ω ∈ Pos(u)}

Eq 4.2
=

{
u|ω | u ∈

⋃
c∈Cs

⋃
q∈Qc(r+p)

Jc(x−ps1 \ q1, . . . , x
−p
sn \ qn)K, ω ∈ Pos(u)

}
=

⋃
c∈Cs

⋃
q∈Qc(r+p)

{
u|ω | u ∈ Jc(x−ps1 \ q1, . . . , x

−p
sn \ qn)K, ω ∈ Pos(u)

}
Def
=

⋃
c∈Cs

⋃
q∈Qc(r+p)

{[c(x−ps1 \ q1, . . . , x
−p
sn \ qn)]}

Pr 4.1
=

⋃
c∈Cs

⋃
q∈Q−p

c (r+p)

Jc(x−ps1 \ q1, . . . , x
−p
sn \ qn)K ∪

⋃
c∈Cs

⋃
q∈Q−p

c (r+p)

n⋃
i=1

{[x−psi \ qi]}

= Jx−ps \ rK ∪
⋃
c∈Cs

⋃
q∈Q−p

c (r+p)

n⋃
i=1

{[x−psi \ qi]}

(4.3)
avec Q−pc (r) = {q = Lq1, . . . , qnM ∈ Qc(p) | ∀i ∈ [1, n], Jx−psi \ qiK 6= ∅}.

Étant donné qu’on a un nombre fini de sortes et que les tuples de Qc, donnés par l’algo-
rithme 4.2, sont des sommes de sous-termes de r et p (dont il existe aussi seulement un nombre
fini), il est possible de calculer le point fixe obtenu via le développement précédent. Certains
termes de sémantique profonde peuvent persister dans ce point fixe, mais on peut remarquer,
via un raisonnement inductif analysant la forme des sous-termes, que ces derniers sont bien
caractérisés par les termes de sémantique close. Cette approche permet ainsi de proposer une
décomposition de la sémantique profonde d’un motif de la forme x−ps \ r.

Exemple 4.3. On considère l’algèbre de termes définie par la signature Σlist, et on utilise le
développement précédent pour fournir une décomposition de la sémantique profonde {[l−pflatList ]}.

On a Qcons(cons(lst(l1), l2)) = {(lst(l1),⊥), (⊥, l2)} et Qnil (cons(lst(l1), l2)) = {()}. De plus,
Jl−pflatList \ l2K est clairement vide, alors que Je−pflatExpr \ lst(l1)K n’est pas vide, puisque int(z ) ∈
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Jx−pflatExpr \ lst(l1)K. Le développement nous donne donc {[l−pflatList ]} = Jl−pflatList K ∪ {[e−pflatExpr \ lst(l1)]} ∪
{[l−pflatList ]}. De même, on a {[e−pflatExpr \ lst(l1)]} = Je−pflatExpr \ lst(l1)K ∪ {[iInt]} et {[iInt]} = JiIntK ∪ {[iInt]}.

On voit que dans la décomposition de {[l−pflatList ]} et dans celle de {[iInt]}, les termes {[l−pflatList ]} et
{[iInt]} réapparaissent, exprimant l’existence de tels sous-termes. Par induction sur la taille des
termes de Jl−pflatList K, respectivement JiIntK, en remarquant que leurs sous-termes directs sont des
termes de Je−pflatExpr \ lst(l1)K ou Jl−pflatList K, respectivement JiIntK, on obtient donc :

{[l−pflatList ]} = Jl−pflatList K ∪ Je−pflatExpr \ lst(l1)K ∪ JiIntK

Pour fournir une méthode d’analyse statique, on pourrait facilement automatiser le calcul
d’un tel point fixe. Il est alors nécessaire de proposer une méthode systématique pour calculer le
développement 4.3 : pour obtenir ce développement, il reste à calculer Q−pc (r). Étant donné que
l’on sait déjà calculer Qc(r) via l’Algorithme 4.2, il faudrait maintenant proposer une méthode
permettant de vérifier de façon systématique que la sémantique close d’un terme de la forme
x−ps \ r est vide ou non. On propose, pour se faire, d’essayer de construire un terme de cette
sémantique via un graphe décrivant toutes les formes possibles d’un tel terme.

4.1.2 Graphe d’atteignabilité par Exemption

Une méthode facile pour décrire les termes d’une sorte donnée est de construire le graphe
décrit par les sortes et les constructeurs de la signature considérée, de façon assez similaire au
langage filtré par un automate d’arbre. On peut facilement construire un tel graphe en considérant
deux types de nœuds : les nœuds sortes et les nœuds constructeurs. Naturellement, pour un nœud
sorte s ∈ S, on a des arrêtes le connectant aux nœuds constructeurs de Cs, et pour un nœud
constructeur c ∈ C, on a des arrêtes le connectant aux nœuds de son domaine Dom(c).

Exemple 4.4. On considère l’algèbre de termes définie par la signature Σlist, et on construit le
graphe comme décrit ci-dessus :

List

nil cons

Expr

int lst

Int

s z

Figure 4.3 – Graphe décrivant l’algèbre de termes définie par Σlist, les nœuds constructeurs
sont en rectangle et les nœuds sortes en ovale.

Ce graphe permet assez facilement de construire n’importe quelle valeur d’une sorte donnée.
Par exemple, pour construire un terme de sorte List, on part du nœud sorte correspondant et on
a deux arrêtes, une pour chaque constructeur de la sorte : nil et cons. On peut donc construire
notre terme via n’importe lequel des deux. Si on choisit nil , on obtient la constante nil puisque
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le domaine de nil est vide, noté par l’absence d’arête sortant du nœud nil . Si on choisit cons, il
faut instancier le constructeur avec deux sous-termes, un de sorte Expr et un de sorte List. On
répète alors l’opération jusqu’à obtenir le terme voulu.

Dans notre contexte, on ne travaille cependant pas uniquement avec les sortes et les construc-
teurs donnés par la signature, il faut également considérer des notions de filtrage par motif. En
effet, on cherche ici à construire une valeur de la sémantique close d’un terme de la forme Jx−ps \rK,
i.e. une valeur de sorte s exempte de p et n’étant pas filtrée par r. Pour cela, on propose donc
dans un premier temps de reprendre le formalisme de graphe précédent en l’explicitant en termes
de motifs : un nœud sorte s devient un nœud variable xs et un nœud constructeur c ∈ C avec
Dom(c) = s1 ∗ · · · ∗ sn devient un nœud motif c(z1s1 , . . . , znsn), et pour chaque variable d’un
tel nœud, on pointe vers un nœud variable de la même sorte.

Exemple 4.5. On reprend le graphe présenté dans la Figure 4.3, qui permet de décrire les valeurs
de l’algèbre de termes définie par la signature Σlist, avec un formalisme de motif :

lList

nil cons(eExpr, lList)

nil
cons

eExpr

int(iInt) lst(lList)

int lst

iInt

s(iInt)

z

s z

Figure 4.4 – Graphe décrivant l’algèbre de termes définie par Σlist, les nœuds motifs sont en
rectangle et les nœuds variables en ovale.

Ce graphe peut être utilisé de façon identique au précédent. On peut cependant remarquer que
l’approche s’étend naturellement à la sémantique close : pour chaque nœud de ce graphe, on peut
construire une valeur de la sémantique close du motif ou de la variable considéré(e).

Ce formalisme de graphe s’étend naturellement à tout terme t de T (C,X ), de façon à pouvoir
facilement construire une valeur de la sémantique close de t. Cela reste encore insuffisant pour
résoudre le problème posé ici, qui est de vérifier l’existence d’une valeur dans la sémantique d’un
terme de la forme x−ps \ r. On observe cependant, qu’en termes de sémantique, les arrêtes entre
un nœud variable xs et ses nœuds motifs c(z1s1 , . . . , znsn), avec c ∈ Cs, se traduit par l’égalité
Jx−ps K =

⋃
c∈CsJc(z1s1 , . . . , znsn)K, comme prouvé dans la Proposition 3.5.

De même, pour une (quasi-)variable x−ps \r, on a, avec l’Équation 4.1 et la fonction computeQc
présentée en Figure 4.2 :

Jx−ps \ rK =
⋃
c∈Cs

⋃
q∈Qc(r+p)

Jc(z1
−p
s1 \ q1, . . . , . . . , zn

−p
sn \ qn)K (4.4)
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On peut donc à partir de l’approche précédente construire un graphe similaire.

Exemple 4.6. Dans l’algèbre de termes définie par la signature Σlist, on cherche à décrire les
valeurs de Jl−pflatList K, i.e. les valeurs de sorte List, exemptes de pflat = cons(lst(l1), l2) :

l
−pflat

List \ ⊥

nil cons(e
−pflat

Expr \ ⊥, l−pflat

List \ l2) cons(e
−pflat

Expr \ lst(l1), l
−pflat

List \ ⊥)

nil
cons

cons

e
−pflat

Expr \ ⊥

int(i
−pflat

Int )

lst(l
−pflat

List ) int

lst

l
−pflat

List \ lList e
−pflat

Expr \ lst(l1)

lst(l
−pflat

List \ l1)

int

lst

i
−pflat

Int

s(i
−pflat

Int )

z

s

z

Figure 4.5 – Graphe décrivant les termes de Jl−pflatList K dans l’algèbre définie par Σlist, les nœuds
motifs sont en rectangle et les nœuds variables en ovale.

On peut remarquer, pour toute sorte s ∈ S, et tous motifs réguliers additifs p et r, que dans
le graphe ainsi construit pour décrire les valeurs de la sémantique close de x−ps \r, tous les nœuds
(quasi-)variable sont de la forme z−ps′ \r

′ avec des sortes s′ et des motifs compléments r′ différents
mais le même motif annotant p. En effet, cette annotation provient du nœud originellement
considéré et est propagé sur les variables fraiches créées par l’Équation 4.4.

De plus, on peut observer qu’un graphe ainsi construit est bien fini, puisque le nombre de
nœud (quasi-)variable z−ps′ \ r

′ est également fini : on a, en effet, un nombre fini de sortes et,
d’après l’algorithme présenté en Figure 4.2, r′ est une somme de sous-termes de r et de p, dont il
existe aussi seulement un nombre fini (et par construction, il y a un nombre fini de nœud motif
pour chaque nœud variable).

On définit formellement ce type de graphe comme suit :

Définition 4.1 (Graphe total). Étant donné une sorte s ∈ S, et des motifs réguliers additifs p
et r, on appelle graphe total de x−ps \ r, le couple G = (V,E) où V est un ensemble de nœuds,
identifiés par un motif quasi-symbolique, avec x−ps \r ∈ V , et E est un ensemble d’arêtes orientées,
tel que pour tout u ∈ V :

• si u = z−ps′ \ q, pour tout c : s1 ∗ · · · ∗ sn 7→ s′ et (q1, . . . , qn) ∈ Qc(p + q), v =

c(z1
−p
s1 \ q1, . . . , zn

−p
sn \ qn) ∈ V et (u, v) ∈ E ;

• si u = c(u1, . . . , un), pour tout t ∈ [1, n], ui ∈ V et (u, ui) ∈ E.
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Cependant, certains nœuds du graphe ainsi construit peuvent avoir une sémantique vide. En
partant des nœuds variables ayant au moins un nœud motif étant une constante, il faut donc
vérifier pour chaque nœud qu’il est possible de construire une valeur finie filtrée par ce nœud.

Définition 4.2 (Nœud instanciable). Étant donné une sorte s ∈ S, et des motifs réguliers
additifs p et r, on considère un graphe total G = (V,E) de x−ps \ r ∈ V , et pour chaque nœud
u ∈ V :

• si u = z−ps′ \ q, on dit que u est instanciable si et seulement il existe v ∈ V instanciable,
tel que (u, v) ∈ E ;

• si u = c(u1, . . . , un), on dit que u est instanciable si et seulement si, pour tout t ∈ [1, n],
ui ∈ V est instanciable.

Par construction, on voit notamment que tous les nœuds constantes u = c avec c ∈ C0 sont
instanciables.

Exemple 4.7. On reprend le graphe présenté en Figure 4.5 et on identifie progressivement les
nœuds instanciables :

l
−pflat

List \ ⊥

nil cons(e
−pflat

Expr \ ⊥, l−pflat

List \ l2) cons(e
−pflat

Expr \ lst(l1), l
−pflat

List \ ⊥)

nil
cons

cons

e
−pflat

Expr \ ⊥

int(i
−pflat

Int )

lst(l
−pflat

List ) int

lst

l
−pflat

List \ lList e
−pflat

Expr \ lst(l1)

lst(l
−pflat

List \ l1)

int

lst

i
−pflat

Int

s(i
−pflat

Int )

z

s

z

Naturellement, on observe dans un premier temps que les nœuds constantes nil , respecti-
vement z , sont instanciables et que les nœuds variables associées l−pflatList \ ⊥, respectivement
i
−pflat
Int , sont donc également instanciables. En pratique, cela revient à remarquer, qu’il existe
bien des valeurs dans la sémantique de ces nœuds. Par la suite, on voit donc que les nœuds
s(i
−pflat
Int ), int(i

−pflat
Int ), lst(l

−pflat
List ) sont instanciables, et par extension les nœuds variables e−pflatExpr

et e−pflatExpr \ lst(l1) aussi. De même, on voit bien que les sémantiques de ces nœuds sont non-vides,
puisqu’à partir d’une valeur de la sémantique des nœuds instanciables connus, on peut en effet
construire une valeur de la sémantique de ces nœuds. On poursuit le même raisonnement pour
vérifier que le nœud cons(e

−pflat
Expr \ lst(l1), l

−pflat
List \ ⊥) est instanciable, et donc sa sémantique

non-vide :
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l
−pflat

List \ ⊥

nil cons(e
−pflat

Expr \ ⊥, l−pflat

List \ l2) cons(e
−pflat

Expr \ lst(l1), l
−pflat

List \ ⊥)

nil
cons

cons

e
−pflat

Expr \ ⊥

int(i
−pflat

Int )

lst(l
−pflat

List ) int

lst

l
−pflat

List \ lList e
−pflat

Expr \ lst(l1)

lst(l
−pflat

List \ l1)

int

lst

i
−pflat

Int

s(i
−pflat

Int )

z

s

z

Par ce raisonnement, on peut construire, pour chaque nœud instanciable, une valeur de cette
sémantique. Inversement, il n’est pas possible de contruire une valeur de la sémantique des nœuds
restants, cons(e

−pflat
Expr \ ⊥, l

−pflat
List \ l2), l−pflatList \ lList, lst(l

−pflat
List \ l1), et on peut donc conclure que

leurs sémantiques sont vides.
On garde alors uniquement les nœuds instanciables, et on élimine également tous les nœuds

qui ne sont plus atteints depuis le nœud d’origine l−pflatList \ ⊥ (i.e. le nœud de e−pflatExpr \ ⊥ et ses
descendants). On obtient ainsi le graphe suivant :

l
−pflat

List \ ⊥

nil cons(e
−pflat

Expr \ lst(l1), l
−pflat

List \ ⊥)

nil cons

e
−pflat

Expr \ lst(l1)

int(i
−pflat

Int )

int

i
−pflat

Int

s(i
−pflat

Int )

z

s

z

Figure 4.6 – Graphe d’atteignabilité de l−pflatList dans l’algèbre définie par Σlist

On peut enfin utiliser ce graphe pour construire n’importe quelle valeur de la sémantique
d’un des nœuds qui le composent. Par exemple, pour construire un terme de Jl−pflatList \ ⊥K, on
part du nœud variable correspondant et on a deux arrêtes, une vers le motif nil et cons(e

−pflat
Expr \

lst(l1), l
−pflat
List \⊥). On peut donc construire notre terme via n’importe lequel des deux. Si on choisit

nil , on obtient la constante nil , alors que si on choisit cons(e
−pflat
Expr \ lst(l1), l

−pflat
List \ ⊥), il faut

instancier les deux variables en répétant l’opération depuis les nœuds variables correspondants.
On répète alors l’opération jusqu’à obtenir le terme voulu. On peut ainsi construire un terme de
la sémantique de tous les motifs, y compris les (quasi)-variables, composant le graphe, et ainsi
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vérifier que leurs sémantiques ne sont pas vides.

On appelle les graphes ainsi obtenus graphes d’atteignabilité par exemption de motif, que
l’on définit formellement comme suit :

Définition 4.3 (Graphe d’atteignabilité). Étant donné une sorte s ∈ S, et des motifs réguliers
additifs p et r, on appelle graphe d’atteignabilité de x−ps \ r ∈ V le sous graphe G = (V, E)
d’un graphe total G = (V,E) de x−ps \ r ∈ V , tel que V = {u ∈ V | u est instanciable} et
E = {(u, v) ∈ E | u, v ∈ V}.

Par construction, on peut utiliser ce type de graphe pour expliciter n’importe quel terme de
la sémantique d’un des nœuds qui le compose. L’existence d’un tel terme garantit donc que la
sémantique des nœuds est non-vide :

Theorem 4.3. Étant donné une sorte s ∈ S, et des motifs additifs réguliers et linéaires p et r,
on note G = (V,E) un graphe total de x−ps \ r, et G = (V, E) le graphe d’atteignabilité obtenu
depuis G. On a, pour tout u ∈ V , JuK 6= ∅ si et seulement si u ∈ V.

Démonstration. Soient une sorte s ∈ S, et des motifs additifs réguliers et linéaires p et r, on note
G = (V,E) un graphe total de x−ps \ r, et G = (V, E) le graphe d’atteignabilité obtenu depuis G.

Pour prouver le Théorème, on introduit les notions suivantes :

• Étant donné un terme t ∈ T (F ,X ), on appelle profondeur de t, notée d(t) la longueur de
la plus grande position ω ∈ Pos(t) ;

• Étant donné un nœud u ∈ V , on appelle la distance à feuille de u, notée dist(u), la valeur
entière définie par :

I dist(u) = 0, si u est une feuille, i.e. {(u, v) ∈ E | v ∈ V } = ∅ ;
I dist(u) = maxv(d(v)) + 1 avec v ∈ V tel que (u, v) ∈ E, si u est un nœud motif tel

que {(u, v) ∈ E | v ∈ V } 6= ∅ ;
I dist(u) = minv(d(v)) avec v ∈ V instanciable tel que (u, v) ∈ E, si u est un nœud

(quasi-)variable instanciable tel que {(u, v) ∈ E | v ∈ V } 6= ∅ ;
I dist(u) = minv(d(v)) avec v ∈ V tel que (u, v) ∈ E, si u est un nœud (quasi-)variable

non-instanciable tel que {(u, v) ∈ E | v ∈ V } 6= ∅.
On prouve en Annexe A le Lemme suivant :

Lemme 4.4. Étant donné G = (V,E) un graphe total, pour tout nœud u ∈ V , il existe v ∈ JuK
avec d(v) ≤ n si et seulement u est instanciable avec dist(u) ≤ n.

Par définition des nœuds instanciables et de la distance à feuille, tout nœud instanciable a
une distance à feuille finie, donc, pour tout u ∈ V, u est instanciable et il existe donc v ∈ JuK
avec d(v) ≥ dist(u). Par conséquent, JuK 6= ∅. Inversement, si JuK 6= ∅, alors il existe v ∈ JuK et
donc u est instanciable.

Enfin, on peut observer que la construction de ce graphe et le calcul du point fixe explicité
dans la Section 4.1.1 ont une démarche très similaire : dans les deux cas, on part de la (quasi-)
variable considérée, on observe les termes générés par la somme explicitée en Équation 4.4, en
utilisant la fonction computeQc présentée en Figure 4.2, et on répète l’opération pour tous les
sous-termes, via la Proposition 4.1. On propose donc de combiner les deux approches pour définir
un algorithme permettant de vérifier si la sémantique profonde d’une (quasi-)variable est vide,
et sinon d’en donner une décomposition en une union de sémantiques closes.
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4.1.3 Algorithme de calcul de la sémantique profonde d’une variable

Dans la Section 4.1.1, on a proposé de décomposer la sémantique profonde d’une (quasi-)
variable en calculant le point fixe obtenu via le développement 4.3. Ce développement se repose
principalement sur l’Équation 4.2 et la Proposition 4.1, mais dépend du fait que l’on soit capable
de vérifier, au préalable, que la sémantique d’une telle variable soit non-vide.

Dans un deuxième temps, on a vu que l’on pouvait également se servir de l’Équation 4.4 et de
la Proposition 4.1 pour construire un graphe d’atteignabilité de la (quasi-)variable dont l’on sait
que l’ensemble des nœuds sont étiquetés par des motifs quasi-symboliques dont la sémantique
est non-vide. On propose donc de montrer que le graphe ainsi obtenu permet directement de
calculer une décomposition de la sémantique profonde d’une (quasi-)variable :

Theorem 4.5. Étant donné une sorte s ∈ S, des motifs réguliers additifs p et r, et G = (V,E)
un graphe d’atteignabilité de u = x−ps \ r, on a :

{[u]} =
⋃
v∈Vu

JvK

avec Vu l’ensemble des nœuds (quasi-)variables atteignables depuis u.

Démonstration. Soient une sorte s ∈ S, des motifs réguliers additifs p et r et G = (V,E) un
graphe d’atteignabilité de u = x−ps \ r.

Soit v ∈ V un nœud atteignable depuis u dans G. On montre par induction sur le plus court
chemin de u à v que {[v]} ⊆ {[u]}.
• Si le chemin est vide, v = u et la preuve est immédiate.
• On suppose maintenant que le chemin est de longueur n+ 1 avec n ≥ 0. Il existe donc un

nœud w ∈ V tel que le chemin le plus court de u à w est de longueur n et (w, v) ∈ E.
Par induction, on a {[w]} ⊆ {[u]}. De plus, d’après le Théorème 4.3, {[v]} 6= ∅. D’après le
développement 4.3, par construction du graphe total, on a donc {[v]} ⊆ {[w]}.

De plus, pour tout motif v on a JvK ⊆ {[v]}, d’où pour tout v ∈ Vu, JvK ⊆ {[u]}.
Soit w ∈ {[u]}, par définition de la sémantique profonde, il existe w′ ∈ JuK et une position

ω ∈ Pos(w′) tels que w = w′|ω. On montre par induction sur la position ω qu’il existe un nœud
(quasi)-variable v ∈ Vu tel que w ∈ JvK.
• Si ω = ε, on a w = w′|ε = w′, d’où w ∈ JuK.
• Sinon, on a ω = ω′.i avec w′|ω′ = c(w1, . . . , wn) et i ∈ [1, n] tel que w = wi. Par induction,

il existe un nœud variable x−ps′ \ r
′ ∈ Vu tel que w′|ω′ ∈ Jx−ps′ \ r

′K. D’après les Équations 4.1
et 4.2, il existe (q1, . . . , qn) ∈ Qc(r′ + p) tel que w′|ω′ ∈ Jc(z1

−p
s1 \ q1, . . . , zn

−p
sn \ qn)K. On

a donc, pour tout i ∈ [1, n], wi ∈ Jzi
−p
si \ qiK. D’après le Lemme 4.4, les nœuds c(z1

−p
s1 \

q1, . . . , zn
−p
sn \ qn), x−ps1 \ q1, . . . , x

−p
sn \ qn sont instanciables, et par construction du graphe

d’atteignabilité, ils sont donc atteignables depuis le nœud x−ps′ \ r
′, donc depuis u. On a

donc bien w ∈ Jx−psi \ qiK avec x−psi \ qi atteignables depuis u.
On a donc bien {[u]} =

⋃
v∈Vu

JvK.

En se basant sur ce Théorème, on peut obtenir la décomposition souhaitée via l’algorithme
getReachable présenté dans la Figure 4.7.

L’algorithme prend en entrée une sorte s, des motifs additifs réguliers p et r. Il fonctionne en
suivant les grandes lignes de la logique présentée dans la Section 4.1.2 :
• on construit le graphe total de x−ps \ r via la fonction getTotalReach ;
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• on identifie dans ce graphe les nœuds instanciables pour obtenir le graphe d’atteignabilité ;
• on récupère les nœuds atteignables depuis x−ps \ r via la fonction computeReach.

Par simplicité, les nœuds variables x−ps′ \ r
′ sont représentés par des couples (s′, r′) et les nœuds

motifs c(z1
−p
s1 \ q1, . . . , zn

−p
sn \ qn) sont ignorés et représentés via des arrêtes multiples de la forme

((s′, r′), ((s1, q1), . . . , (sn, qn))).
Les Théorèmes 4.3 et 4.5 garantissent la correction de l’algorithme : le résultat est vide si et

seulement si la sémantique considérée est vide, et sinon il en fournit la décomposition souhaitée.

Theorem 4.6. Étant donné une sorte s ∈ S, et des motifs réguliers additifs p et r, on note
R = getReachable(s, p, r) et on a alors :
• R = ∅ si et seulement Jx−ps \ rK = ∅
• {[x−ps \ r]} =

⋃
(s′,r′)∈R

Jx−ps′ \ r
′K

Démonstration. Soient s ∈ S, des motifs réguliers additifs p et r.
On note G = (V,E) le graphe total construit depuis x−ps \ r, et on considère un ensemble

V0 de nœuds (quasi-)variables de la forme (s′, r′) et un ensemble E0 d’arrêtes multiples de la
forme ((s′, r′), ((s1, q1), . . . , (sn, qn))) avec (s′, r′), (s1, q1), . . . , (sn, qn) ∈ V0, vérifiant l’invariant
suivant : pour toute arrête ((s′, r′), ((s1, q1), . . . , (sn, qn))) ∈ E, on a (s′, r′) ∈ V0, et il existe
c ∈ Cs′ tel que Dom(c) = s1 ∗ · · · ∗ sn et (q1, . . . , qn) ∈ Qc(r + p), et i ∈ [1, n] tel que
(si, qi) ∈ V0 ou (si, qi) = (s, r). On montre que getTotalReach(s, p, r, V0, E0) renvoie le couple
(Vf , Ef ) vérifiant l’invariant, avec Vf = A ] V0 où A est l’ensemble des nœuds (quasi-)variables
atteignables depuis x−ps \ r dans G sans passer par un des nœuds de V0.
• On commence par remarquer que si l’ensemble A est vide, alors (s, r) ∈ V0, et on a

(Vf , Ef ) = (V0, E0).
• Si A est non-vide, on a au moins (s, r) ∈ A, d’où l’ajout du nœud dans V . Pour chaque

nœud u ∈ A \ {(s, r)}, il existe c ∈ Cs avec Dom(c) = s1 ∗ · · · ∗ sn, (q1, . . . , qn) ∈ Qc(r+ p)
et i ∈ [1, n] tels que u est atteignable depuis (si, qi) sans passer par un des nœuds de
V0 ∪ {(s, r)}. Pour chacun de ces nœuds, on appelle donc getTotalReach en préservant
l’invariant entre les deux derniers arguments.

Pour l’appelle initial, on a V0 = ∅ et E0 = ∅ d’où Vf est l’ensemble des nœuds variables du
graphe total construit depuis x−ps \ r et Ef l’ensemble des arrêtes multiples associé.

Dans getReachable, on construit ensuite le graphe d’atteignabilité à partir du graphe total
obtenu en recherchant les nœuds variables instanciables. On utilise la notion de distance à feuille
d’un nœud, introduite dans la preuve du Théorème 4.3. On commence par identifier, les nœuds
variables pouvant être instanciés par une constante, i.e. ayant une distance à feuille de 0, puis
en recherchant dans les nœuds restant les nœuds instanciables de distance à feuille augmentée
de 1 à chaque itération. Comme la distance à feuille est bornée par la taille du graphe total, on
obtient bien le sous ensemble de nœuds instanciables.

Enfin, computeReach effectue une recherche d’atteignabilité dans le graphe total en se limitant
aux nœuds instanciables et aux arrêtes multiples où tous les nœuds sont instanciables. Le résultat
R correspond donc à l’ensemble Ax−p

s \r des nœuds variables instanciables et atteignables depuis
x−ps \ r. D’après le Théorème 4.3, si Jx−ps \ rK = ∅ alors le nœud x−ps \ r n’est pas instanciable et
on a donc R = ∅. Et d’après le Théorème 4.5, on a bien {[x−ps \ r]} =

⋃
(s′,r′)∈R

Jx−ps′ \ r
′K.

Le problème initial étant de montrer qu’un terme t ∈ T (F ,X ) est exempt d’un motif p
en vérifiant que {[t]} ∩ JpK = ∅ (Proposition 3.9), on peut finalement décomposer la sémantique
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profonde de t en une union de sémantique close, pour ramener le calcul de l’intersection {[t]}∪ JpK
en un problème de réduction de conjonction de motifs.

Exemple 4.8. On considère l’algèbre de termes définie par la signature Σlist, grâce à l’algorithme
getReachable, on peut facilement vérifier que la sémantique de l−cons(e,l)

List \nil est vide puisqu’on
a getReachable(List, cons(e, l),nil) = ∅.

De plus, pour prouver que u = cons(int(i),flatten(l)) est exempt de pflat = cons(lst(l1), l2),
on peut remarquer que son équivalent sémantique est ũ = cons(int(i−⊥Int ), l

−pflat
List ), et que comme

getReachable(List, pflat,⊥) = {(List,⊥), (Expr, lst(l1)), (Int,⊥)}, on a, avec les Propositions 3.8
et 4.1 :

{[u]} ∩ JpflatK = {[ũ]} ∩ JpflatK
Pr 4.1

= (JũK ∪ Jint(i−⊥Int )K ∪ Ji−⊥Int K ∪ {[l−pflatList ]}) ∩ JpflatK
Th 4.6

= (JũK ∪ Jint(i−⊥Int )K ∪ Ji−⊥Int K ∪ Jl−pflatList \ ⊥K
∪ Je−pflatExpr \ lst(l1)K ∪ Ji−pflatInt \ ⊥K) ∩ JpflatK

Pr 3.8
= Jũ× pflatK ∪ Jint(i−⊥Int )× pflatK ∪ Ji−⊥Int × pflatK ∪ J(l−pflatList \ ⊥)× pflatK

∪ J(e−pflatExpr \ lst(l1))× pflatK ∪ J(i−pflatInt \ ⊥)× pflatK

Afin de montrer que u est exempt de pflat, il reste maintenant à montrer que les sémantiques
des conjonctions ũ×pflat, int(i−⊥Int )×pflat, i−⊥Int ×pflat, (l

−pflat
List \⊥)×pflat, (e

−pflat
Expr \ lst(l1))×pflat

et (i
−pflat
Int \⊥)×pflat sont vides, i.e. qu’elles peuvent être réduites, en conservant leur sémantique,

à ⊥.

On propose donc, dans la Section suivante, un système de réduction, conservant la sémantique
close des motifs et permettant de réduire une conjonction t× p où t est un motif quasi-additif et
u additif régulier de telle sorte que la forme normale obtenue est ⊥ si et seulement la sémantique
close de la conjonction est vide.

4.2 Comparaison de motif

Pour construire une méthode systématique de vérification des propriétés d’Exemption de
motif, on propose donc de se baser sur l’équivalence donnée par la Proposition 3.9, en vérifiant
que l’intersection entre la sémantique profonde du terme considéré et la sémantique close du
motif est vide. On a vu dans la Section précédente qu’on pouvait décomposer une sémantique
profonde en une union de sémantiques closes, et ainsi ramener le problème à l’évaluation de la
sémantique close de conjonctions de motifs. Pour vérifier que ces derniers ont une sémantique
vide, on s’inspire, cette fois, de l’approche présentée dans [CM19], qui utilise un système de
réécriture préservant la sémantique close des motifs pour réduire ces derniers à une forme normale
permettant, notamment, de déterminer si leur sémantique est vide.

4.2.1 Présentation générale

L’approche proposée dans [CM19] fournit une méthode pour étudier un motif étendu de façon
à proposer une forme équivalente du motif original. Pour se faire, la forme souhaitée est obtenue
par réécriture via un système conservant la sémantique des motifs et garantissant que la forme
normale obtenue par réduction d’un motif étendu quelconque soit un motif additif. Une telle
forme normale permet notamment de décomposer un complément de motifs en une disjonction
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de motifs, tout en garantissant que le filtrage du motif initial soit équivalent au filtrage d’au
moins un motif de la disjonction. Par extension, cette approche permet d’identifier les motifs
étendus dont la sémantique est vide puisque la forme normale alors obtenue serait donc une
disjonction vide, i.e. le motif vide ⊥.

On souhaite donc proposer un système similaire, adapté au formalisme considéré ici. La
méthode originale ne s’applique en effet pas directement dans notre cas, puisque notre formalisme
considère des motifs étendus définis avec un opérateur explicite de conjonctions de motifs mais
également des variables annotées, qui n’existaient pas dans l’approche proposée par [CM19].
Une adaptation directe et complète du système original, n’est cependant pas possible puisque
ces constructions supplémentaires ne permettent d’obtenir une forme normale commune à la
réduction de tout motif considéré.

Cela dit, on a vu que, pour pouvoir vérifier des propriétés d’Exemption de Motif, la méthode
proposée doit seulement être capable de vérifier que la sémantique close d’une conjonction entre
un motif quasi-additif t et un motif additif linéaire et régulier p est vide. Par conséquent, plutôt
que de proposer un système permettant de réduire tout motif étendu, comme dans [CM19], on
peut se restreindre à l’étude des motifs de la forme t× p. En particulier, le système proposé doit
être capable de réduire la conjonction t× p à ⊥ si et seulement si sa sémantique est vide.

On propose donc un système de réécriture permettant de réduire certaines formes de motifs
en préservant la sémantique. Comme dans le système d’origine, les opérateurs de motifs sont
équivalents à des opérations ensemblistes (cf. Proposition 3.8) : la sémantique d’une disjonction,
respectivement conjonction, respectivement complément, est l’union, respectivement l’intersec-
tion, respectivement la différence des sémantiques, et la sémantique d’un motif ayant un symbole
constructeur en tête se comporte comme un produit cartésien des sémantiques des sous-termes.
On peut donc s’inspirer des lois de simplification des opérations ensemblistes pour écrire les règles
du système souhaité.

De plus, comme on l’a vu dans la Section précédente, bien que réduire un motif de la forme
x−ps \r peut être problématique puisque cela introduirait un complément \p supplémentaire, ren-
dant le système non-terminant, on est capable de vérifier, en utilisant l’algorithme getReachable,
présenté dans la Figure 4.7, si sa sémantique est vide. On peut alors simplement construire un
système qui ne réduira un tel motif que dans le cas où sa sémantique est bien vide.

4.2.2 Système R

On propose ainsi le systèmeR, présenté dans la Figure 4.8. Comme on souhaite queR préserve
la sémantique close des motifs, les règles correspondent généralement aux lois de compositions des
opérateurs ensemblistes où les motifs constructeurs se comportent comme un produit cartésien,
et les opérateurs comme leur opération ensembliste équivalente (voir Proposition 3.8).

Les règles A1 et A2, respectivement E2 et E3, expriment le fait que le motif vide ⊥ correspond
à l’élément neutre de la disjonction, respectivement élément absorbant de la conjonction, tandis
que la règle E1 indique que la sémantique d’un motif constructeur dont l’un des sous-terme a
une sémantique vide est également vide :
(A1) D’après Proposition 3.8, J⊥+ vK = J⊥K ∪ JvK = JvK.
(A2) D’après Proposition 3.8, Jv +⊥K = JvK ∪ J⊥K = JvK.
(E1) D’après Proposition 3.8,

Jδ(v1, . . . ,⊥, . . . , vn)K = {δ(t1, . . . , tn) | (t1, . . . , tn) ∈ Jv1K× · · ·×∅× · · · ×JvnK} = ∅.
(E2) D’après Proposition 3.8, J⊥× vK = J⊥K ∩ JvK = ∅.
(E3) D’après Proposition 3.8, Jv ×⊥K = JvK ∩ J⊥K = ∅.
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La règle S1 exprime la distributivité de produit cartésien sur la disjonction, tandis que les
règles S2 et S3 expriment la distributivité de la conjonction sur la disjonction. Enfin, la règle S4
correspond à l’associativité de la disjonction.
(S1) D’après Proposition 3.8,

Jδ(v1, . . . , vi + wi, . . . , vn)K = {δ(t1, . . . , tn) | (t1, . . . , tn) ∈ Jv1K× · · ·×Jvi + wiK× · · ·×JvnK}
= Jδ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + δ(v1, . . . , wi, . . . , vn)K

(S2) D’après Proposition 3.8, J(v1 +v2)×wK = (Jv1K∪Jv2K)∩JwK = (Jv1K∩JwK)∪(Jv2K∩JwK) =
J(v1 × w) + (v2 × w)K.

(S3) D’après Proposition 3.8, Jv×(w1+w2)K = JvK∩(Jw1K)∪Jw2K) = (JvK∩Jw1K)∪(JvK∩Jw2K) =
J(v × w1) + (v × w2)K.

(S4) D’après Proposition 3.8, Ju+(v+w)K = JuK∪(JvK∪JwK) = (JuK∪JvK)∪JwK = J(u+v)+wK.
Les règles M1–M6’ expriment les propriétés classiques de la différence, induites par les lois

de compositions de la différence en théorie des ensembles :
(M1) Par définition de la sémantique close, on a Jx−⊥s K = Ts(C,X ), d’où pour tout motif v : s,

JvK ⊆ Jx−⊥s K. Donc, d’après Proposition 3.8, Jv \ x−⊥s K = JvK \ Jx−⊥s K = ∅.
(M2) D’après Proposition 3.8, Jv \ ⊥K = JvK \ J⊥K = JvK.
(M3’) D’après Proposition 3.8, J(v1 +v2)\wK = (Jv1K∪Jv2K)\JwK = (Jv1K\JwK)∪ (Jv2K\JwK) =

J(v1 \ w) + (v2 \ w)K.
(M5) D’après Proposition 3.8, J⊥ \ vK = J⊥K \ JvK = ∅.
(M6’) D’après Proposition 3.8, Jα(v1, . . . , vn) \ (v + w)K = Jα(v1, . . . , vn)K \ (JvK ∪ JwK) =

(Jα(v1, . . . , vn)K \ JvK) \ JwK = J(α(v1, . . . , vn) \ v) \ wK
Les règles M7 et M8 correspondent à la distributivité de la différence sur un produit cartésien

étiqueté par le symbole de tête des motifs : M7 quand le symbole est le même et les produits
cartésiens sont comparables, M8 quand les produits cartésiens sont disjoints. Ces règles découlent
directement du Lemme 4.2, prouvé dans la Section précédente. De plus, quand l’arité du symbole
α est 0, la somme dans le membre droit de M7 est vide et on a donc α \ α _ ⊥.

Le système proposé dans [CM19] possède une règle M4 pour décrire le cas complément sur une
variable : xs \α(v1, . . . , vn) _

(∑
c∈Cs c(z1s1 , . . . , znsn)

)
\α(v1, . . . , vn). Une règle correspondante

dans notre formalisme devrait cependant prendre en compte l’annotation de la variable, et d’après
l’Équation 4.1, serait donc de la forme : x−ps \ α(v1, . . . , vn) _

(∑
c∈Cs c(z1

−p
s1 , . . . , zn

−p
sn )
)
\

(α(v1, . . . , vn) + p). Une telle règle introduirait cependant de nouveaux termes du côté droit
de la différence, rendant ainsi le système non-terminant. On dépendra donc de l’algorithme
getReachable pour vérifier que la sémantique d’une telle différence est vide (cf. règle P7 plus
bas).

Les règles T1 et T2 exprime le fait qu’une variable annotée −⊥ a pour sémantique l’ensemble
des valeurs de sa sorte, et se comporte donc comme l’élément neutre de la conjonction (de même,
la conjonction de deux variables annotées de façon identique n’a pas d’effet). On garde cependant
l’information concernant le filtrage de la variable par le biais de l’alias :
(T1) Par définition de la sémantique close, on a Jy−ps K ⊆ Jx−⊥s K = Ts(C,X ). D’où, d’après

Proposition 3.8, Jx−⊥s × y−ps K = Jx−⊥s K ∩ Jy−ps K = Jy−ps K = Jx@ y−ps K.
(T2) De façon similaire, on a Jx−ps × y−⊥s K = Jx−ps K ∩ Jy−⊥s K = Jx−ps K = Jx @ y−ps K. Et comme

Jx−ps K = Jy−ps K, Jx−ps × y−ps K = Jx−ps K ∩ Jy−ps K = Jy−ps K = Jx@ y−ps K.
Les règles T3 et T4 expriment la distributivité de la conjonction sur le produit cartésien

étiqueté par le symbole de tête : T3 quand le symbole est identique et les produits cartésiens
sont comparables, T4 quand les produits cartésiens sont disjoints.
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(T3) D’après Proposition 3.8, Jα(v1, . . . , vn) × α(w1, . . . , wn)K = {α(t1, . . . , tn)|(t1, . . . , tn) ∈
(Jv1K ∩ Jw1K)× · · ·×(JvnK ∩ JwnK)} = Jα(v1 × w1, . . . , vn × wn)K.

(T4) D’après Proposition 3.8, Jα(v1, . . . , vn) × β(w1, . . . , wm)K = {α(t1, . . . , tn) | (t1, . . . , tn) ∈
Jv1K× · · ·×JvnK} ∩ {β(t1, . . . , tm) | (t1, . . . , tm) ∈ Jw1K× · · ·×JwmK} = ∅.

La règle L1 exprime le fait qu’aliasser le motif vide ⊥ est inutile, et la règle L2 qu’aliasser
une somme de motifs revient à aliasser chaque élément de la somme. La règle L3, respectivement
les règles L4 et L5, exprime(nt) la propagation de l’alias sur un complément, respectivement sur
une conjonction.

(L1) D’après Proposition 3.8, Jx@⊥K = ∅
(L2) D’après Proposition 3.8, Jx@ (v + w)K = JvK ∪ JwK = Jx@ v + x@ wK.
(L3) D’après Proposition 3.8, J(x@ v) \ wK = JvK \ JwK = Jx@ (v \ w)K.
(L4) D’après Proposition 3.8, J(x@ v)× wK = JvK ∩ JwK = Jx@ (v × w)K.
(L5) D’après Proposition 3.8, Jv × (x@ w)K = JvK ∩ JwK = Jx@ (v × w)K.

Dans les règles P1 et P2, les variables z1
−p
s1 , . . . , zn

−p
si sont des variables fraiches. Ces règles dé-

coulent de l’observation que, comme prouvé dans la Proposition 3.8, on a Jx−ps K =
⋃
c∈CsJc(z1

−p
s1 , . . . , zn

−p
si )\

pK, et que d’après les règles S2/S3, T3, T4 et A1/A2, la conjonction d’une variable avec un motif
α(v1, . . . , vn) se réduit en α(z1

−p
s1 , . . . , zn

−p
si ). De plus, comme pour T1/T2, l’information concer-

nant le filtrage de la variable est conservée par le biais d’un alias. On note également que les
règles ne s’appliquent que sur un motif bien sorté, donc, pour P1 et P2, tel que α ∈ Cs ; la séman-
tique d’un motif mal sorté est en effet vide puisqu’il ne pourrait filtré que des termes mal sortés,
et un tel motif est donc implicitement réduit à ⊥. Enfin les variables zi

−p
si sont des variables

fraiches automatiquement générées (et généralement ignorées par les alias du point de vue de
l’implémentation).

Comme expliqué précédemment, pour réduire une (quasi-)variable x−ps \ t, on dépend de
l’algorithme getReachable pour vérifier si Jx−ps \ tK = ∅. Dans le cas d’une conjonction avec un
tel terme, si Jx−ps \ tK 6= ∅, on priorise alors la conjonction, comme explicité par les règles P3, P4
et P5. Les trois règles expriment la même loi d’associativité de la conjonction sur le complément,
mais en se restreignant sur les cas applicables pour garantir la confluence du système :

J(v × w) \ uK = JvK ∪ JwK \ JuK
= (JvK \ JuK) ∪ JwK = J(v \ u)× wK
= JvK ∪ (JwK \ JuK) = Jv × (w \ u)K

Enfin, quand getReachable vérifie que {[x−ps \ t]} = ∅, la règle P7 réalise la transformation
correspondante en réduisant le motif à ⊥. De plus, pour garantir la complétude de l’application
de P7, il est nécessaire de factoriser les compléments autour des (quasi-)variables, d’où la règle
P6 (qui correspond donc à la réciproque de la règle M6’, dans le cas des variables).

On peut également noter que la Figure 4.8 définit des schémas de règle et qu’en pratique le
système dépend donc de la signature considérée : pour les règles utilisant des symboles α, β, δ, ces
derniers sont instanciés par chaque symbole constructeur de C pour générer le système concret.
De plus, les conditions des règles P3–P7 sont vérifiées indépendamment en utilisant l’algorithme
getReachable présenté dans la Section précédente.

Le système R, ainsi définit, préserve la plupart des propriétés structurelles des motifs :

Proposition 4.7. Soient des motifs u et v tels que u =⇒R v, on a
• si u est régulier, v est régulier ;
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• si u est additif, v est additif ;

• si u est quasi-additif, v est quasi-additif ;

• si u est linéaire, v est linéaire.

Démonstration. Pour prouver la préservation de la régularité, on commence par remarquer qu’au-
cune règle de R modifie l’annotation des variables et les seules règles introduisant de nouvelles
variables annotées, i.e. P1 et P2, annotent les nouvelles variables avec une annotation du motif
de départ, i.e. ⊥ pour des motifs réguliers. De plus, pour tous motifs réguliers t et u, pour toute
position ω ∈ Pos(t), t|ω et t [u]ω sont réguliers. La régularité des motifs est donc préservée par
réduction suivant R.

De même, pour prouver qu’un motif additif est forcément réduit en un motif additif, on
observe que les seules règles s’appliquant à un motif additif sont A1, A2, E1, S1, S4, L1 et L2
qui réduisent des motifs additifs en des motifs additifs. De plus, pour tous motifs additifs t et u,
pour toute position ω ∈ Pos(t), t|ω et t [u]ω sont additifs. Les motifs additifs sont donc réduits
par R en des motifs additifs.

Les seules règles s’appliquant des motifs quasi-additifs sont A1, A2, E1, S1, S4, M1, M2,
L1, L2, et P7, qui réduisent tout motif quasi-additif en un motif quasi-additif. On peut aussi
remarquer que pour tous motifs quasi-additifs t et u, pour toute position ω ∈ Pos(t), t|ω est un
motif quasi-additif et on a :

• si t|ω et u sont additifs alors, t [u]ω est quasi-additif ;

• si t|ω n’est pas additif, t [u]ω est quasi-additif.

Par conséquent, comme l’additivité des motifs est préservée par réduction suivant R, R réduit
un motif quasi-additif en un motif quasi-additif.

Pour prouver la préservation de la linéarité, on commence par observer que pour toutes les
règles ls _ rs ∈ R, pour toute variable x ∈ MV(rs), soit x ∈ MV(ls) soit x est une variable
fraîche, et réduit un motif linéaire en un motif linéaire. De plus, pour tous motifs linéaires t et
u, pour toute position ω ∈ Pos(t), t|ω est linéaire et si toute variable de MV(u) \MV(t|ω) est
fraîche, alors t [u]ω est linéaire. Donc la linéarité des motifs est préservée par réduction suivant
R.

De plus, comme on l’a vu, les règles du système R ont été définies à partir de lois de com-
positions d’opérateurs ensemblistes, de façon à ce que chacune préserve la sémantique close des
motifs. On en déduit que le système préserve la sémantique close : 1

Proposition 4.8 (Préservation de la sémantique). Soient des motifs u et v, si u =⇒∗R v alors
JuK = JvK.

Démonstration. On a montré que toutes les règles du système R préservent la sémantique des
motifs linéaires. De plus on a pour tous motifs linéaires t, u, pour toute position ω ∈ Pos(t), si
Jt|ωK = JuK et tout x ∈ MV(u) \MV(t|ω) est une variable fraîche, alors JtK = Jt [u]ωK. Donc la
réduction suivant R préserve la sémantique des motifs linéaires.

De plus le système est confluent et terminant :

Proposition 4.9. Le système R est confluent et terminant.

1. on montrera que le système R préserve également la sémantique des motifs non-linéaires dans le Chapitre
suivant
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Démonstration. On prouve en Annexe A la confluence locale du système en montrant que chaque
paire critique induite des règles de réécriture converge.

Pour la terminaison, on observe simplement que l’ordre lexicographique induit par la priorité
⊥ < + < @ < x < α < \ < × est strictement décroissant pour toutes les règles de R. On fournit
également, en Annexe B, un méta-encodage du système dont la terminaison peut être vérifiée à
l’aide d’outils de vérification automatique comme TTT2 ou AProVE.

On peut donc donner une caractérisation des formes normales obtenues par réduction via la
relation induite parR. Dans notre cas, on s’intéresse principalement à la réduction de conjonction
t × p où t est un motif quasi-additif et p est un motif additif linéaire et régulier. La forme
normale obtenue par réduction d’une telle conjonction est soit ⊥ soit une somme de motifs
quasi-symboliques :

Proposition 4.10. Soient un motif quasi-additif t et un motif additif linéaire et régulier p,
v := (t× p) ↓R est soit ⊥, soit une somme de motifs quasi-symboliques. De plus, si t est linéaire,
v = ⊥ si et seulement si Jt× pK = ∅.

Démonstration. Par confluence de R, on peut étudier les formes normales des différentes combi-
naisons concernées par la réduction. On prouve ainsi, en Annexe A, le Lemme suivant :

Lemme 4.11. Soient un motif quasi-additif t et un motif additif linéaire et régulier p. On a :
1. Si t est quasi-symbolique, alors v := t ↓R est soit ⊥, soit un motif quasi-symbolique.
2. v := t ↓R est soit ⊥, soit une somme de motifs quasi-symboliques. De plus, si t est linéaire,

v = ⊥ si et seulement si JtK = ∅.
3. v := (t \ p) ↓R est soit ⊥, soit une somme de motifs quasi-symboliques. De plus, si t est

linéaire, v = ⊥ si et seulement si Jt \ pK = ∅.
4. v := (t× p) ↓R est soit ⊥, soit une somme de motifs quasi-symboliques. De plus, si t est

linéaire, v = ⊥ si et seulement si Jt× pK = ∅.

La preuve est donc donnée par la clause (4) du Lemme précédent.

En utilisant le système R, on peut donc enfin vérifier qu’une intersection de sémantique est
vide, et ainsi, via la Proposition 3.9, prouver les propriétés d’Exemption de motif d’un terme
considéré :

Exemple 4.9. On a vu dans l’Exemple 4.8, que pour prouver que u = cons(int(i),flatten(l)) est
exempt de pflat = cons(lst(l1), l2), il restait à vérifier que les sémantiques closes des conjonctions
ũ×pflat, int(i−⊥Int )×pflat, i−⊥Int ×pflat, (l

−pflat
List \⊥)×pflat, (e

−pflat
Expr \lst(l1))×pflat et i

−pflat
Int \⊥)×pflat

sont vides (avec ũ = cons(int(i−⊥Int ), l
−pflat
List )). On remarque déjà que les conjonctions int(i−⊥Int )×

pflat, i
−⊥
Int × pflat, (e

−pflat
Expr \ lst(l1))× pflat et i

−pflat
Int \⊥)× pflat sont mal sortés puisque les motifs

à droite et à gauche de la conjonction n’ont pas la même sorte. Ces dernières ont donc bien une
sémantique vide.

Pour les conjonctions restantes, on utilise le système pour vérifier qu’elles peuvent être ré-
duites à ⊥ :

cons(int(i−⊥Int ), l
−pflat
List )× cons(lst(l1), l2)

T3−→ cons(int(i−⊥Int )× lst(l1), l
−pflat
List × l2)

T4−→ cons(⊥, l−pflatList × l2)
T2−→ cons(⊥, l @ l2

−pflat
List )

E1−→ ⊥
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(l
−pflat
List \ ⊥)× cons(lst(l1), l2)

M2−→ l
−pflat
List × cons(lst(l1), l2)

P1−→ l @ (cons(z1
−pflat
Expr × lst(l1), z2

−pflat
List × l2) \ cons(lst(l1), l2))

P1−→ l @ (cons(z1 @ lst(z3
−pflat
List × l1), z2

−pflat
List × l2) \ cons(lst(l1), l2))

→T2−→ l @ (cons(z1 @ lst(z3 @ l1), z2 @ l2) \ cons(lst(l1), l2))
M7−→ l @ (cons((z1 @ lst(z3 @ l1)) \ lst(l1), z2 @ l2)

+cons(z1 @ lst(z3 @ l1), (z2 @ l2) \ l2))
M1−→ l @ (cons((z1 @ lst(z3 @ l1)) \ lst(l1), z2 @ l2)

+cons(z1 @ lst(z3 @ l1),⊥))
E1−→ l @ (cons((z1 @ lst(z3 @ l1)) \ lst(l1), z2 @ l2) +⊥)
A2−→ l @ cons((z1 @ lst(z3 @ l1)) \ lst(l1), z2 @ l2)
L3−→ l @ cons(z1 @ (lst(z3 @ l1) \ lst(l1)), z2 @ l2)
M7−→ l @ cons(z1 @ lst((z3 @ l1) \ l1), z2 @ l2)
M1−→ l @ cons(z1 @ lst(⊥), z2 @ l2)
E1−→ l @ cons(z1 @⊥, z2 @ l2)
L1−→ l @ cons(⊥, z2 @ l2)
E1−→ l @⊥ L1−→ ⊥

On peut donc conclure que {[u]} ∩ JpflatK = ∅, et ainsi, d’après Proposition 3.9, que u est
exempt de pflat.

L’utilisation de l’algorithme getReachable et du systèmeR définit ainsi une méthode permet-
tant de prouver de façon systématique des propriétés d’Exemption de Motif. L’analyse statique
proposée dans ce Chapitre ayant pour but la vérification du CBTRS considéré pour encoder les
fonctions de transformation, on souhaite en effet se reposer sur la notion de satisfaction de profil
(Définition 3.15). On doit donc montrer que pour chaque règle du CBTRS, pour chaque profil
du symbole en tête du membre gauche, toute substitution vérifiant la pré-condition du profil,
exprimée en termes d’Exemption de Motif par son membre gauche, vérifie alors sa post-condition,
exprimée par son membre droit. Pour un profil considéré, il reste donc encore à proposer une
méthode permettant de caractériser les substitutions qui vérifient ainsi la pré-condition.

4.3 Inférence de la forme des variables

Comme on veut fournir une méthode d’analyse statique d’un CBTRS pour prouver que la
relation de réécriture induite préserve la sémantique, on se repose sur la notion de satisfaction
de profil, qui comme établit dans la Proposition 3.18, admet une relation d’équivalence avec
la préservation de sémantique. Cette notion dit qu’une règle satisfait un profil si et seulement
respecter la pré-condition décrite par le membre gauche du profil implique de respecter la post-
condition décrite par son membre droit. On se concentre donc, dans un premier temps, sur la
pré-condition et on cherche à inférer les contraintes qu’elle impose sur les variables de la règle
considérée. On pourra ainsi, par la suite, vérifier qu’en prenant en compte ces contraintes le
membre droit de la règle vérifie bien la propriété d’Exemption de Motif imposée par le profil.

4.3.1 Substitutions et alias

Pour pouvoir vérifier qu’une règle de réécriture f !P(ls1, . . . , lsn) _ rs satisfait un profil p1 ∗
. . . ∗ pn 7→ p ∈ P, on propose une méthode permettant de caractériser les substitutions σ telles
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que σ(lsi) est exempt de pi, et de vérifier que σ(rs) est exempt de p pour toutes les substitutions
correspondantes. On veut, pour cela, inférer les propriétés syntaxiques imposées sur la forme des
valeurs substituant les variables de lsi pour que l’instance correspondante de lsi soit exempte de
pi. On verra que ces contraintes peuvent en fait être exprimées sous la forme de motifs étendues
grâce à un mécanisme se reposant sur l’aliassage des variables dans le membre gauche de la règle
considérée.

Dans un motif quasi-symbolique, on veut pouvoir extraire l’information liée aux variables
aliassées dans le motif. Pour cela, on définit le motif aliassant chaque variable du motif considéré
comme la conjonction des membres droit des alias correspondants.

Définition 4.4. Étant donné un motif quasi-symbolique t, on note AtVar(t) l’ensemble des
variables aliassées de t, défini par AtVar(t) = {x ∈ Var(t) | ∃ω ∈ Pos(t), u ∈ P(C,X a) . t|ω =
x@ u}.

De plus, pour toute variable x ∈ AtVar(t), son motif aliassant est défini par t@x =
∏
q∈Q@x

q
avec Q@x = {q | ∃ω ∈ Pos(t), t|ω = x@ q}.

Étant donné une règle f !P(ls1, . . . , lsn) _ rs, on va construire à partir de chaque motif lsi un
(ou des) motif(s) analogue(s) telle(s) que toute variable de lsi est aliassée par un motif quasi-
symbolique :

Définition 4.5 (Versions aliassées). Soit un terme t ∈ T (F ,X ), on dit qu’un motif τ est une
version aliassée de t si et seulement si pour toute position ω ∈ Pos(t), on a :
• si t(ω) = f ∈ F , alors τ(ω) = f ;
• si t|ω = x ∈ Var(t), alors τ|ω = x @ q avec q un motif quasi-symbolique dont toutes les
méta-variables n’apparaissent qu’une seule fois dans τ .

Pour une telle version aliassées, on note σ@τ
t = {x 7→ τ@x | x ∈ Var(t)}.

Exemple 4.10. On considère l’algèbre de termes définie par la signature Σlist présentée dans
l’Exemple 3.5. Pour les motifs t = cons(e @ (x \ lst(l1)), l @ (cons(int(i),nil) + nil)) et u =
cons(lst(l@cons(int(i), l1)), l@cons(e,nil)), on a t@e = e@(x\lst(l1)), t@l = l@(cons(int(i),nil)+
nil) et u@l = cons(int(i), l1)× cons(e,nil).

De plus, t est une version aliassée de cons(e, l), restreignant les variables e, et l, aux termes
filtrées par x \ lst(l2) (i.e. des expressions non-listes), et cons(int(i),nil) + nil) (i.e. une liste
vide ou contenant un seul entier quelconque), respectivement. Enfin u est une version aliassée
de cons(lst(l), l) restreignant la variable l aux termes filtrées par cons(int(l), l1) (i.e. les listes
contenant un entier en tête) et cons(e,nil) (i.e. les listes contenant une seule expression).

On voit dans cet exemple que l’utilisation d’alias permet d’exprimer des contraintes d’instan-
ciation sur les variables du terme considéré. On va donc se servir de cette approche pour encoder
l’ensemble des substitutions σ telles que σ(lsi) est exempt du motif pi du profil considéré, i.e.
telles que Jσ(lsi)K ⊆ Jx−pisi K (Proposition 3.7).

La notion de version aliassée des motifs lsi permet ainsi de donner une caractérisation des
substitutions en inférant les contraintes sur les variables du motif :

Lemme 4.12. Soit λ une version aliassée d’un terme linéaire l ∈ T (C,X ), on a : ∀σ (Jσ(l)K ⊆
JλK ⇐⇒ ∀x ∈ Var(l), Jσ(x)K ⊆ Jλ@xK)

Démonstration. On prouve le Lemme par induction sur la forme de l.
Si l = xs ∈ X , alors λ = x @ t et on a donc λ@x = t, pour toute substitution σ, Jσ(l)K ⊆

Jl−pflatList K si et seulement si Jσ(x)K ⊆ JtK.
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Si l = c(l1, . . . , ln) avec c ∈ Cn, alors λ = c(λ1, . . . , λn) avec λi une version aliassée de li pour
tout i ∈ [1, n]. Par induction, on a pour tout i ∈ [1, n], pour toute substitution σ Jσ(li)K ⊆ JλiK
si et seulement si Jσ(x)K ⊆ Jλi@xK. On prouve les deux implications séparément :
• On considère une substitution σ telle que Jσ(l)K ⊆ JλK. D’après Proposition 3.5, on a donc

Jσ(li)K ⊆ JλiK pour tout i ∈ [1, n]. Donc, par induction, on a, pour tout i ∈ [1, n], pour
toute variable x ∈ Var(li), Jσ(x)K ⊆ Jλi@xK. D’où, par linéarité de l, on a, pour toute
variable x ∈ Var(l), Jσ(x)K ⊆ Jλ@xK.
• On considère une substitution σ telle que Jσ(l)K * JλK, i.e. il existe v ∈ Jσ(l)K tel que
v /∈ JλK. Comme σ(l) = c(σ(l1), . . . , σ(ln)) et v ∈ Jσ(l)K, on a d’après Proposition 3.5
v = c(v1, . . . , tn) avec vi ∈ Jσ(li)K pour tout i ∈ [1, n]. Or λ≺6≺ v, donc il existe j ∈ [1, n] tel
que vj /∈ JλjK. D’où Jσ(li)K * JλiK et par hypothèse induction, il existe donc une variable
x ∈ Var(li) ⊆ Var(l) telle que Jσ(x)K * Jλi@xK, et par linéarité λi@x = λ@x.

Pour pouvoir vérifier qu’une règle de réécriture f !P(ls1, . . . , lsn) _ rs satisfait un profil p1 ∗
. . . ∗ pn 7→ p ∈ P, on va donc chercher à construire des versions aliassées des motifs ls1, . . . , lsn
permettant ainsi d’inférer les contraintes sur les variables du membre gauche. Ces contraintes
pourront ainsi ensuite être appliquées au membre droit de la règle pour prouver que la post-
condition décrite par le membre droit du profil est bien vérifiée.

4.3.2 Règles d’inférence

Pour prouver la préservation de la sémantique du CBTRS considéré par équivalence avec la
notion de satisfaction de profil (Proposition 3.18), il faut donc, pour une règle f !P(ls1, . . . , lsn) _
rs et chaque profil p1 ∗ . . . ∗ pn 7→ p ∈ P, vérifier que pour toute substitution σ telle que σ(lsi)
est exempt de pi, pour tout i ∈ [1, n], σ(r) est exempt de p. Pour un i ∈ [1, n] donné, on peut
alors remarquer que σ(lsi) est exempt de pi si et seulement Jσ(lsi)K ⊆ JlsiK∩ Jx−pisi K = Jlsi×x−pisi K
(avec x−pisi une variable fraîche).

En utilisant le Lemme 4.12, on veut donc inférer les contraintes induites par la pré-condition
de la satisfaction de profil sur les variables de la règle. Pour cela, on cherche maintenant à
exprimer les conjonctions lsi × x−pisi comme une somme de versions aliassées λ1

i + · · ·+ λmi de lsi
telle que Jlsi × x−pisi K = Jλ1

i + λ2
i + · · · + λmi K et pour toute substitution σ, σ(lsi) est exempt de

pi, si et seulement il existe k ∈ [1,m] tel que Jσ(lsi)K ⊆ Jλki K. Le Lemme 4.12 garantit alors qu’il

existe k ∈ [1,m] tel que Jσ(lsi)K ⊆ Jσ@λki
lsi

(lsi)K.
Le système R présenté dans la Section précédente permet, en effet, d’obtenir une telle dé-

composition :

Proposition 4.13. Soient un terme t ∈ Ts(C,X ) et un motif additif régulier et linéaire p,
v := (t× x−ps ) ↓R est soit ⊥, soit un motif de la forme τ1 + τ2 + · · ·+ τm avec τ i, i ∈ [1,m] des
version aliassées de t. De plus, si t est linéaire, on a :
• v = ⊥ ⇐⇒ Jt× x−ps K = ∅ ;
• si v = τ1 + τ2 + · · ·+ τm, alors pour toute substitution σ telle que σ(t) ∈ T (F), Jσ(t)K ⊆

Jx−ps K ⇐⇒ ∃ k ∈ [1,m], Jσ(t)K ⊆ JτkK.

Démonstration. Par confluence de R, on peut étudier les formes normales des différentes combi-
naisons concernées par la réduction. On prouve ainsi, en Annexe A, le Lemme suivant :

Lemme 4.14. Soient une version aliassée τ d’un terme t ∈ T (C,X ) de sorte s et un motif
additif linéaire et régulier p. On a :
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1. v := τ ↓R est soit ⊥, soit une verion aliassée de t ;
2. v := (τ \ p) ↓R est soit ⊥, soit une somme de versions aliassées de t. De plus, si t est

linéaire et v = τ1 + τ2 + · · · + τm, alors pour toute substitution σ telle que σ(t) ∈ T (F),
Jσ(t)K ⊆ Jτ \ pK ⇐⇒ ∃ k ∈ [1,m], Jσ(t)K ⊆ JτkK ;

3. v := (τ × x−ps ) ↓R est soit ⊥, soit une somme de versions aliassées de t. De plus, si t est
linéaire et v = τ1 + τ2 + · · · + τm, alors pour toute substitution σ telle que σ(t) ∈ T (F),
Jσ(t)K ⊆ Jx−ps K ⇐⇒ ∃ k ∈ [1,m], Jσ(t)K ⊆ JτkK.

La preuve est donc donnée par la clause (3) du Lemme précédent.

On obtient ainsi une caractérisation des substitutions considérées, et il nous reste à véri-
fier que la post-condition de la satisfaction de profil est bien vérifiée dans le contexte de cette
caractérisation.

Exemple 4.11. On considère l’algèbre de termes définie par la signature Σlist, et on veut vérifier
que le CBTRS R suivant préserve la sémantique :

flatten(nil) _ nil
flatten(cons(int(n), l)) _ cons(int(n),flatten(l))
flatten(cons(lst(l), l′)) _ concat(flatten(l),flatten(l′))
concat(cons(e, l), l′) _ cons(e, concat(l, l′))
concat(nil , l) _ l

avec les symboles définis annotés flatten !P1 et concat !P2 avec P1 = {⊥ 7→ pflat} et P2 = {pflat ∗
pflat 7→ pflat}, où pflat = cons(lst(l1), l2).

Pour les trois premières règles, comme le symbole est annoté par un unique profil dont le
membre gauche est ⊥, il suffit de vérifier que les membres droits de chaque règle sont exempts de
pflat. On peut le faire en calculant leur conjonction avec pflat, comme cela a été présenté dans
la Section précédente.

Pour vérifier que la règle concat(cons(e, l), l′) _ cons(e, concat(l, l′)) satisfait le profil pflat ∗
pflat 7→ pflat, on utilise la méthode proposée pour obtenir une caractérisation des substitutions
considérées par la satisfaction de profil, i.e. telles que σ(cons(e, l)) et σ(l′) sont tous deux exempts
de pflat.

Pour toute substitution σ ainsi considérée, on a Jσ(cons(e, l))K ⊆ Jcons(e, l) × x−pflatList K. Et
avec le système R, on a (cons(e, l)× x−pflatList ) ↓R= cons(e@(x

−pflat
Expr \ lst(l1)), l@y

−pflat
List ). D’après

le Lemme 4.12, σ doit donc vérifier Jσ(e)K ⊆ Jx−pflatExpr \ lst(l1)K et Jσ(l)K ⊆ Jy−pflatList K, i.e. σ ne
peut substituer e que par des termes exempts de pflat et non-filtrés par lst(l1), et l par des termes
exempts de pflat. De plus, on a (l′ × z−pflatList ) ↓R= l′@ z

−pflat
List , i.e. σ ne peut substituer l′ que par

des termes exempts de pflat. Pour vérifier la satisfaction de profil, il reste donc à montrer que
pour une telle substitution σ, on a σ(cons(e, concat(l, l′))) exempt de pflat, ce que l’on peut ici
traduire par : {[cons(e@ (x

−pflat
Expr \ lst(l1)), concat(l @ y

−pflat
List , l′ @ z

−pflat
List ))]} ∩ JpflatK = ∅.

Les substitutions construites à partir des versions aliassées obtenues via le système R et le
Lemme 4.12, subsituent les variables du membre gauche des règles considérées par des motifs
quasi-symboliques. Comme ces dernières définissent la caractérisation recherchée des substitu-
tions considérées par la satisfaction de profil, on souhaite les appliquer au membre droit de règle
pour vérifier la post-condition associée. On obtient alors un motif quasi-symbolique contenant
des symboles définis (et une version aliassée du membre droit). Pour pouvoir traduire simplement
cette post-condition en termes de sémantique, on étend la notion de sémantique close (et par
extension de sémantique profonde) pour de tels motifs :

84



4.3. Inférence de la forme des variables

Définition 4.6 (Sémantique close étendue). Soit t ∈ P(F ,X a) un motif quasi-symbolique :

• JtK =
⋃
ω

⋃
vJt [v]ωK avec ω ∈ Pos(t) telle que t|ω = ϕ!P

s (t1, . . . , tn) avec ϕ!P
s ∈ Dn, et

v ∈ Ts(C) exempte de q =
∑

q′∈Q q
′, Q = {p | ∃p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ p ∈ P t.q. ∀i ∈ [1, n], {[ti]} ∩

JpiK = ∅}.

Étant donnée la Proposition 3.9, cette définition reste cohérente avec la Définition 3.4 : pour
un terme t ∈ T (F ,X ) les définitions sont équivalentes.

Grâce à la Proposition 4.10, on peut alors vérifier la satisfaction de profil en calculant, via le
système R, l’intersection de la sémantique profonde de la forme inférée du membre droit de la
règle considérée avec la sémantique close du membre droit du profil considéré :

Proposition 4.15. Soit une règle linéaire f !P(ls1, . . . , lsn) _ rs, et un profil π = p1 ∗ · · · ∗
pn 7→ p ∈ P. On note v := Lls1 × z1

−p1
s1 , . . . , lsn × zn−pnsn M ↓R, et on a :

• si v = ⊥ alors la règle satisfait le profil π ;

• sinon v = Lλ1
1, . . . , λ

1
nM + Lλ2

1, . . . , λ
2
nM + · · · + Lλm1 , . . . , λ

m
n M avec chaque λji , j ∈ [1,m]

une version aliassée de lsi, i ∈ [1, n], et la règle satisfait le profil π si et seulement si
∀k, {[σ@Lλk1 ,...,λ

k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)]} ∩ JpK = ∅.

Démonstration. Soit une règle ls _ rs avec ls = f !P(ls1, . . . , lsn) où f ∈ D, et un profil π = p1 ∗
· · · ∗ pn 7→ p ∈ P. On note v := Lls1 × z1

−p1
s1 , . . . , lsn × zn−pnsn M ↓R.

Si v = ∅, alors, d’après la Proposition 4.13, il existe k ∈ [1, n] tel que Jlsk× zk−pksk K = ∅. Donc,
pour toute substitution σ, σ(lsk) n’est pas exempt de pk. Par conséquent, la règle satisfait le
profil π.

On considère maintenant que v = Lλ1
1, . . . , λ

1
nM+Lλ2

1, . . . , λ
2
nM+· · ·+Lλm1 , . . . , λ

m
n M et on montre

que la règle satisfait le profil π si et seulement si ∀k, {[σ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)]} ∩ JpK = ∅ :

• On suppose que pour tout k ∈ [1,m] ∀k, {[σ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)]} ∩ JpK = ∅, et on considère une
substitution σ telle que σ(lsi) est exempt de pi, pour tout i ∈ [1, n]. D’après la Propo-
sition 4.13, il existe k ∈ [1,m] tel que pour tout i ∈ [1, n], Jσ(lsi)K ⊆ Jλki K. D’après le

Lemme 4.12, on a donc Jσ(x)K ⊆ Jσ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (x)K pour tout x ∈ Var(ls), et de même on a

alors Jσ(rs)K ⊆ Jσ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)K. Or, comme {[σ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)]}∩ JpK = ∅, la Proposition 3.9
garantit que σ(rs) est exempt de p.

• On suppose que la règle satisfait le profil. D’après la Proposition 5.4, le système R préserve
la sémantique, donc pour tout k ∈ [1,m] et pour tout i ∈ [1, n], on a Jλki K ⊆ Jx−pisi K. D’après

la Proposition 3.7, σ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (lsi) = λki est exempt de pi. Par satisfaction de profil, on a

donc, pour tout k ∈ [1,m], {[σ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)]} est exempt de p, d’où, avec la Proposition 3.9,

{[σ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)]} ∩ JpK = ∅.

Exemple 4.12. On continue la vérification du CBTRS R présentée dans l’Exemple 4.11.
Pour la règle concat(cons(e, l), l′) _ cons(e, concat(l, l′)), on a vu dans l’Exemple précédent

λ = Lcons(e, l)× x−pflatList , l′ × z−pflatList M ↓R= Lcons(e @ (x
−pflat
Expr \ lst(l1)), l @ y

−pflat
List ), l′ @ z

−pflat
List M,

d’où σ@λ
Lcons(e,l),l′M = {e 7→ e @ (x

−pflat
Expr \ lst(l1)), l 7→ l @ y

−pflat
List , l′ 7→ l′ @ z

−pflat
List }. D’après

la Proposition 4.15, pour prouver que la règle satisfait le profil pflat ∗ pflat 7→ pflat, il reste
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donc à montrer que {[σ@λ
Lcons(e,l),l′M(cons(e, concat(l, l′)))]} ∩ JpflatK = ∅. Pour cela on peut main-

tenant utiliser l’algorithme getReachable et le système R pour calculer l’équivalent sémantique
de σ@λ

Lcons(e,l),l′M(cons(e, concat(l, l′))) = cons(e@ (x
−pflat
Expr \ lst(l1)), concat(l@ y

−pflat
List , l′@ z

−pflat
List ))

et l’intersection de sémantiques sous-jacente.

Pour conclure quant à la préservation de sémantique du CBTRS considéré, on étend dans la
Section suivante la notion d’équivalent sémantique, introduit avec la Définition 3.13, aux motifs
quasi-symboliques de façon similaire à la sémantique close. On aura ainsi proposé une méthode
systématique permettant de calculer cet équivalent sémantique et les intersections de sémantique
comme présenté dans les Sections précédentes.

4.4 Calcul d’équivalent sémantique

Comme dans la Section 3.2.3, on peut observer que la sémantique d’un terme quasi-symbolique
ayant un symbole défini comme symbole de tête dépend uniquement des profils donnés en an-
notation du symbole et des propriétés d’Exemption de Motif vérifiées par ses sous-termes. Sa
sémantique est équivalente à la sémantique d’une variable annotée par le motif annotant et on
peut généraliser cette approche en construisant, pour tout motif quasi-symbolique de P(F ,X a),
un motif quasi-symbolique de P(C,X a) ayant une sémantique équivalente :

Définition 4.7 (Équivalent sémantique). Soit t ∈ P(F ,X a) un motif quasi-symbolique, on
appelle équivalent sémantique de t le motif quasi-symbolique t̃ ∈ P(C,X a), construit à partir de
t :
• si t = c(t1, . . . , tn) avec c ∈ Cn, alors t̃ = c(t̃1, . . . , t̃n) ;

• si t = ϕ!P
s (t1, . . . , tn) avec ϕ ∈ Dn, alors t̃ = z

−�P (t1,...,tn)
s ;

• sinon t̃ = t.
où z

−�P (t1,...,tn)
s est une variable fraiche et �P (t1, . . . , tn) =

∑
q∈Q′ avec Q′ = {r | ∃l1 ∗ · · · ∗

ln 7→ r ∈ P t.q. ∀i ∈ [1, n], {[t̃i]} ∩ JliK = ∅}.

Un motif quasi-symbolique de P(F ,X a) et son équivalent sémantique ont la même sémantique
close :

Proposition 4.16. Soit t ∈ P(F ,X a), on a JtK = Jt̃K.

Démonstration. La preuve est identique à celle de la Proposition 3.12.

Comme la sémantique profonde est définie par fermeture de la sémantique close par relation
de sous-terme, la propriété est également vraie pour la sémantique profonde

Corollaire 4.17. Soit t ∈ T (F ,X ), on a {[t]} = {[t̃]}.

Démonstration. La preuve immédiate par Proposition 4.16 et par définition de la sémantique
profonde.

Comme on sait décomposer et calculer les sémantiques de motifs constructeurs (cf. Sec-
tions 4.1 et 4.2), l’utilisation de l’équivalent sémantique permet ainsi le calcul de la sémantique
des termes obtenus par inférence pour la vérification de la satisfaction de profil. De même, pour
construire cet équivalent sémantique, on utilise l’algorithme getReachable et le système R,
comme présenté dans les Sections 4.1 et 4.2, pour calculer récursivement les intersections de sé-
mantiques profonde et close jusqu’à obtenir l’équivalent sémantique du terme considéré. On peut

86



4.5. Méthode d’analyse linéaire

ainsi conclure quant à la satisfaction du profil en répétant finalement l’opération sur l’équivalent
obtenu.

Exemple 4.13. On continue la vérification du CBTRS R présentée dans l’Exemple 4.11.
Dans l’Exemple 4.12, on a montré que pour vérifier la satisfaction du profil pflat ∗ pflat 7→

pflat par la règle concat(cons(e, l), l′) _ cons(e, concat(l, l′)), il faut que {[ρ]} ∩ JpflatK = ∅ avec
ρ = cons(e @ (x

−pflat
Expr \ lst(l1)), concat(l @ y

−pflat
List , l′ @ z

−pflat
List )). Pour vérifier cela, on construit

l’équivalent sémantique de ρ : ρ̃ = cons(e@(x
−pflat
Expr \ lst(l1)), τ̃) avec τ̃ l’équivalent sémantique de

concat !P2(l@y
−pflat
List , l′@z

−pflat
List ). On doit donc maintenant calculer �P2

(
l @ y

−pflat
List , l′ @ z

−pflat
List

)
:

comme l@ y
−pflat
List et l′@ z

−pflat
List ne contiennent pas de symbole défini, ils sont leurs propres équi-

valents sémantiques, et via l’algorithme getReachable et le système R on peut vérifier, comme
dans l’Exemple 4.9, que {[l @ y

−pflat
List ]} ∩ JpflatK = {[l′ @ z

−pflat
List ]} ∩ JpflatK = ∅. Par conséquent, on

a �P2

(
l @ y

−pflat
List , l′ @ z

−pflat
List

)
= pflat, et donc ρ̃ = cons(e@ (x

−pflat
Expr \ lst(l1)), y

−pflat
List ).

Finalement, on peut utiliser l’algorithme getReachable et le système R, de façon similaire
à l’Exemple 4.9 pour vérifier que Jρ̃K ∩ JpflatK = ∅. On peut alors conclure que la règle satisfait
tous les profils de P2, et donc que, d’après la Proposition 3.18, elle préserve la sémantique.

L’utilisation d’équivalents sémantiques permet ainsi de finaliser l’analyse statique de CBTRS
pour prouver la préservation de la sémantique par la relation de réécriture induite. On a, en
effet, vu que le choix d’un profil induit une propriété de préservation de sémantique qu’il était
nécessaire de vérifier. En vérifiant cette dernière, avec la méthode présentée ici, on peut donc
valider les profils choisis pour annoter chaque symbole défini. On présente dans la Section suivante
une analyse complète du système présenté dans l’Exemple 4.11, pour expliciter clairement la
méthode d’analyse statique.

4.5 Méthode d’analyse linéaire

Dans les Sections 4.1 et 4.2, on a présenté comment on peut décomposer la sémantique
profonde d’un terme pour en calculer l’intersection avec la sémantique close d’un motif additif
linéaire et régulier. On a vu dans la Section 4.3, comment cette technique peut être utilisée pour
vérifier la satisfaction de profil d’une règle de réécriture. Le but étant de prouver qu’un CBTRS
donné préserve la sémantique, pour vérifier que les profils choisis sont corrects dans le contexte
de la relation de réécriture induite par ce dernier.

4.5.1 Présentation de la méthode

Pour prouver qu’un CBTRS donné préserve la sémantique, la Proposition 3.18 établit qu’il
est nécessaire et suffisant de montrer que chaque règle satisfait tous les profils du symbole de
tête de son membre gauche. On utilise alors la Proposition 4.15 pour vérifier que ces profils sont
bien satisfaits.

On peut donc appliquer l’analyse présentée dans les Sections précédentes pour garantir que
la sémantique est préservée par la relation de réécriture induite du CBTRS considéré :

Theorem 4.18. Étant donné un CBTRS linéaire R, si pour toute règle f !P(ls1, . . . , lsn) _ rs ∈ R
et pour tout profil p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ p ∈ P, où p1, . . . , pn, p sont des motifs réguliers linéaires 1, en
notant v := Lls1 × z1

−p1
s1 , . . . , lsn × zn−pnsn M ↓R, on a :

1. On rappelle que, comme présenté dans la Section 2.2.3, on peut toujours mettre un tel motif sous forme
additive.
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• v = ⊥ ;

• ou v = Lλ1
1, . . . , λ

1
nM + Lλ2

1, . . . , λ
2
nM + · · · + Lλm1 , . . . , λ

m
n M avec chaque λji , j ∈ [1,m] une

version aliassée de lsi, i ∈ [1, n], et ∀k, {[σ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)]} ∩ JpK = ∅ ;

alors, pour tout termes clos t, v ∈ T (F), on a :

1. Si t =⇒∗R v, alors :

1.1. JvK ⊆ JtK ;

1.2. pour tout motif q tel que t est exempt de q, v est exempt de q ;

2. Si R est complet et v = t ↓R, alors v est une valeur et, pour tout motif q tel que t est
exempt de q, q ≺6≺ v|ω pour toute position ω ∈ Pos(v).

Démonstration. La preuve de la clause (1.1) est immédiate avec les Propositions 4.15, 3.18 et 3.15.
La clause (1.2) découle directement de la précédente via la Proposition 3.7. Enfin, si R est

complet et v une forme normale, alors v est une valeur, et la clause (2) est donnée par définition
de l’Exemption de Motif.

Pour chaque règle, la méthode d’analyse comporte ainsi trois étapes majeures :

1. une étape d’inférence des substitutions considérées par la notion de satisfaction de profil
basée sur la Proposition 4.15 ;

2. une étape de construction de l’équivalent sémantique (Définition 4.7) pour ramener les
termes inférés à des motifs constructeurs ;

3. une étape de calcul des sémantiques pour prouver que l’intersection de sémantiques consi-
dérée par la Proposition 3.9 est bien vide.

La première étape repose sur le système R présenté en Figure 4.8, et la notion d’alia-
sing décrite par le Lemme 4.12. Étant donné une règle f !P

s (ls1, · · · , lsn) _ rs et un profil
p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ p, on caractérise les substitutions vérifiant la pré-condition définie par le membre
gauche du profil en réduisant avec R le n-uplet de conjonctions Lls1 × z1

−p1
s1 , . . . , lsn × zn−pnsn M.

Les Propositions 5.4 et 4.10 garantissent qu’on obtient une somme de n-uplets Lλ1, . . . , λnM où
chaque λi est une version aliassée de lsi, et tel qu’on peut donc extraire la substitution aliassante
σ

@Lλ1,...,λnM
Lls1,··· ,lsnM . Par aliasing, on doit alors montrer que la post-condition du profil est respectée, en

vérifiant que {[σ@Lλ1,...,λnM
Lls1,··· ,lsnM (rs)]} ∩ JpK = ∅.

Pour vérifier cette condition, on doit décomposer la sémantique profonde du terme droit
inféré pour ensuite pouvoir utiliser le système R. La méthode de décomposition présentée dans
la Section 4.1, et le système R utilisant uniquement des motifs constructeurs, la deuxième étape
propose, dans un premier temps de construire un équivalent sémantique du terme considéré.
La notion d’équivalent sémantique, originellement introduite dans le Chapitre précédent, est
naturellement étendue aux versions aliassées de termes de l’algèbre, et se construit en calculant
récursivement les intersections de sémantiques profonde et close de ses sous-termes (comme
présenté dans les Sections 4.1 et 4.2).

La troisième étape permet alors enfin de conclure quand à la satisfaction du profil, en répétant
les opérations de décomposition de sémantique profonde et de calcul de conjonctions de motifs
sur l’équivalent sémantique obtenu.
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4.5.2 Cas d’analyse statique d’un système de réécriture

On propose d’étudier en détail le CBTRS R présenté dans l’Exemple 4.11.
On rappelle que l’on travaille dans l’algèbre de termes définie par la signature Σlist = (S, C]D)

décrite par les types algébriques :

Expr := int(Int)
| lst(List)

Int := z
| s(Int)

List := nil
| cons(Expr, List)

avec les symboles définis D = {flatten !P1 : List 7→ List, concat !P2 : List ∗ List 7→ List} annotés
avec P1 = {⊥ 7→ pflat} et P2 = {pflat ∗ pflat 7→ pflat} où pflat = cons(lst(l1), l2).

On veut donc prouver que le CBTRS suivant préserve la sémantique :
flatten(nil) _ nil
flatten(cons(int(n), l)) _ cons(int(n),flatten(l))
flatten(cons(lst(l), l′)) _ concat(flatten(l),flatten(l′))
concat(cons(e, l), l′) _ cons(e, concat(l, l′))
concat(nil , l) _ l

Les symboles définis de l’algèbre considérée n’ayant chacun qu’un seul profil, on doit donc
montrer pour les trois premières règles qu’elles satisfassent le profil ⊥ 7→ pflat, et pour les deux
dernières le profil pflat ∗ pflat 7→ pflat.

On applique pour chaque règle les trois étapes de la méthode d’analyse :

• règle flatten(nil) _ nil :

1. On a

I (nil × x−⊥List) ↓R= nil ;

I σ@nil
nil = {} ;

I d’où σ@nil
nil (nil) = nil .

Donc d’après la Proposition 4.15, la règle satisfait le profil ⊥ 7→ pflat si et seulement
si {[nil ]} ∩ JpflatK = ∅.

2. On a ñil = nil .

3. D’après la Proposition 4.1, on a {[nil ]} = JnilK, d’où {[nil ]} ∩ JpflatK = Jnil × pflatK.
Enfin, on a (nil × pflat) ↓R= ⊥, d’où {[nil ]}∩ JpflatK = ∅, donc la règle satisfait bien le
profil ⊥ 7→ pflat.

• règle flatten(cons(int(n), l)) _ cons(int(n),flatten(l)) :

1. On a

I λ = (cons(int(n), l)× x−⊥List) ↓R cons(int(n@ y−⊥Int ), l @ z−⊥List) ;

I σ@λ
cons(int(n),l)) = {n 7→ n@ y−⊥Int , l 7→ l @ z−⊥List} ;

I d’où ρ = σ@λ
cons(int(n),l))(cons(int(n),flatten(l))) = cons(int(n @ y−⊥Int ),flatten(l @

z−⊥List)).

Donc d’après la Proposition 4.15, la règle satisfait le profil ⊥ 7→ pflat si et seulement
si {[ρ]} ∩ JpflatK = ∅.
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2. On calcule donc l’équivalent sémantique de ρ :
I Étant donné que le seul profil du symbole flatten est ⊥ 7→ pflat, on veut vérifier

si {[l @ z−⊥List ]} ∩ J⊥K = ∅, ce qui est trivial puisque J⊥K = ∅.
I On a donc ρ̃ = cons(int(n@ y−⊥Int ), l

−pflat
List ).

3. D’après la Proposition 4.1, on a {[ρ̃]} = Jρ̃K ∪ Jint(n @ y−⊥Int )K ∪ {[y−⊥Int ]} ∪ {[l−pflatList ]}, et,
avec l’algorithme getReachable, {[y−⊥Int ]} = Jy−⊥Int K et {[l−pflatList ]} = Jl−pflatList K ∪ Je−pflatExpr \
lst(l1)K ∪ Ji−pflatInt K. On a donc, en éliminant les intersections de sortes différentes :

{[ρ]} ∩ JpflatK = (Jρ̃K ∪ Jint(n@ y−⊥Int K ∪ Jy−⊥Int K ∪ Jl−pflatList K ∪ Je−pflatExpr \ lst(l1)K) ∩ JpflatK
= (Jρ̃K ∩ JpflatK) ∪ (Jl−pflatList K ∩ JpflatK)

Pr 3.8
= Jρ̃× pflatK ∪ Jl−pflatList × pflatK

De plus, on peut vérifier que :
I (ρ̃× pflat) ↓R= ⊥ ;

I (l
−pflat
List × pflat) ↓R= ⊥.

Par conséquent, {[ρ]} ∩ JpflatK = ∅, donc la règle satisfait bien le profil ⊥ 7→ pflat.

• règle flatten(cons(lst(l), l′)) _ concat(flatten(l),flatten(l′)) :

1. On a
I λ = (cons(lst(l), l′)× x−⊥List) ↓R= cons(lst(l @ y−⊥List), l

′ @ z−⊥List) ;

I σ@λ
cons(lst(l),l′) = {l 7→ l @ y−⊥List , l

′ 7→ l′ @ z−⊥List} ;

I d’où ρ = σ@λ
cons(lst(l),l′)(concat(flatten(l),flatten(l′)))

= concat(flatten(l @ y−⊥List),flatten(l′ @ z−⊥List)).

Donc d’après la Proposition 4.15, la règle satisfait le profil ⊥ 7→ pflat si et seulement
si {[ρ]} ∩ JpflatK = ∅.

2. On calcule donc l’équivalent sémantique de ρ :
I Étant donné que le seul profil du symbole concat est pflat ∗ pflat 7→ pflat,

on veut calculer les équivalents sémantiques de r1 = flatten(l @ y−⊥List) et r2 =

flatten(l′ @ z−⊥List).
I Étant donné que le seul profil du symbole flatten est ⊥ 7→ pflat, on veut vérifier

si {[l@ y−⊥List ]}∩ J⊥K = ∅ et {[l′@ z−⊥List ]}∩ J⊥K = ∅, ce qui est trivial puisque J⊥K = ∅.
I On a donc r̃1 = r̃2 = l

−pflat
List , et on veut vérifier si {[l−pflatList ]} ∩ JpflatK = ∅. Avec

l’algorithme getReachable, on a {[l−pflatList ]} = Jl−pflatList K∪Je−pflatExpr \ lst(l1)K∪Ji−pflatInt K,

d’où {[l−pflatList ]}∩JpflatK = Jl−pflatList ×pflatK, en éliminant les conjonctions mal-sortées.
Enfin, on peut vérifier que (l

−pflat
List × pflat) ↓R= ⊥, d’où {[l−pflatList ]} ∩ JpflatK = ∅.

I On a donc ρ̃ = l
−pflat
List .

3. Avec l’algorithme getReachable, on a {[l−pflatList ]} = Jl−pflatList K∪Je−pflatExpr \ lst(l1)K∪Ji−pflatInt K

d’où {[l−pflatList ]} ∩ JpflatK = Jl−pflatList × pflatK, en éliminant les conjonctions mal-sortées.
Enfin, on peut vérifier que (l

−pflat
List × pflat) ↓R= ⊥, d’où {[l−pflatList ]} ∩ JpflatK = ∅. Donc

la règle satisfait bien le profil ⊥ 7→ pflat.
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• règle concat(cons(e, l), l′) _ cons(e, concat(l, l′)) :

1. On a

I λ = Lcons(e, l)× x−pflatList , l′ × z−pflatList M ↓R
= Lcons(e@ (x

−pflat
Expr \ lst(l1)), l @ y

−pflat
List ), l′ @ z

−pflat
List M ;

I σ@λ
Lcons(e,l),l′M = {e 7→ e@ (x

−pflat
Expr \ lst(l1)), l 7→ l @ y

−pflat
List , l′ 7→ l′ @ z

−pflat
List } ;

I d’où ρ = σ@λ
Lcons(e,l),l′M(cons(e, concat(l, l′)))

= cons(e@ (x
−pflat
Expr \ lst(l1)), concat(l @ y

−pflat
List , l′ @ z

−pflat
List )).

Donc d’après la Proposition 4.15, la règle satisfait le profil pflat ∗ pflat 7→ pflat si et
seulement si {[ρ]} ∩ JpflatK = ∅.

2. On calcule donc l’équivalent sémantique de ρ :

I Étant donné que le seul profil du symbole concat est pflat ∗ pflat 7→ pflat, on
veut vérifier si {[l @ y

−pflat
List ]} ∩ JpflatK = ∅ et {[l′ @ z

−pflat
List ]} ∩ JpflatK = ∅.

I Avec l’algorithme getReachable, on a {[l @ y
−pflat
List ]} = {[l′ @ z

−pflat
List ]} = Jl−pflatList K ∪

Je−pflatExpr \ lst(l1)K∪ Ji−pflatInt K, d’où {[l@ y
−pflat
List ]}∩ JpflatK = {[l′ @ z

−pflat
List ]}∩ JpflatK =

Jl−pflatList × pflatK, en éliminant les conjonctions mal-sortées. Enfin, on peut vérifier
que (l

−pflat
List × pflat) ↓R= ⊥, d’où {[l@y−pflatList ]}∩JpflatK = {[l′@z−pflatList ]}∩JpflatK = ∅.

I On a donc ρ̃ = cons(e@ (x
−pflat
Expr \ lst(l1)), l

−pflat
List ).

3. D’après la Proposition 4.1, on a {[ρ̃]} = Jρ̃K∪ Jint(n@ y−⊥Int )K∪ {[e@ (x
−pflat
Expr \ lst(l1))]}∪

{[l−pflatList ]}, et, avec l’algorithme getReachable, {[x−pflatExpr \ lst(l1)]} = Jx−pflatExpr \ lst(l1)K ∪
{[i−pflatInt ]} ∪ Jl−pflatList K et {[l−pflatList ]} = Jl−pflatList K ∪ Jx−pflatExpr \ lst(l1)K ∪ Ji−pflatInt K. On a donc

{[ρ]}∩ JpflatK = Jρ̃× pflatK∪ Jl−pflatList × pflatK, en éliminant les conjonctions mal-sortées.
De plus, on peut vérifier que :

I (ρ̃× pflat) ↓R= ⊥ ;

I (l
−pflat
List × pflat) ↓R= ⊥.

Par conséquent, {[ρ]} ∩ JpflatK = ∅, donc la règle satisfait bien le profil pflat ∗ pflat 7→
pflat.

• règle concat(nil , l) _ l :

1. On a

I λ = Lnil × x−pflatList , l × z−pflatList M ↓R= Lnil , l @ z
−pflat
List M ;

I σ@λ
Lnil ,lM = {l 7→ l @ z

−pflat
List } ;

I d’où ρ = σ@λ
Lnil ,lM(l) = l @ z

−pflat
List .

Donc d’après la Proposition 4.15, la règle satisfait le profil pflat ∗ pflat 7→ pflat si et
seulement si {[ρ]} ∩ JpflatK = ∅.

2. On a ρ̃ = ρ.
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3. Avec l’algorithme getReachable, on a {[z−pflatList ]} = Jz−pflatList K∪Je−pflatExpr \lst(l1)K∪Ji−pflatInt K.

On a donc {[ρ]} ∩ JpflatK = Jz−pflatList × pflatK, en éliminant les conjonctions mal-sortées.
Enfin, on peut vérifier que (z

−pflat
List × pflat) ↓R= ⊥, d’où {[ρ]} ∩ JpflatK = ∅. Donc la

règle satisfait bien le profil pflat ∗ pflat 7→ pflat.

On en déduit donc que le système R préserve la sémantique.
Un cas qui n’est pas présenté dans l’analyse précédente est le cas où une règle n’est pas

compatible avec un profil du symbole de tête : quand il n’existe pas de substitution tel que
les sous-termes à gauche vérifient le profil. On peut observer un tel cas en ajoutant le profil
cons(e, l) ∗ cons(e, l) 7→ cons(e, l) dans l’annotation P2 du symbole concat (i.e. la concaténation
de deux listes vides est une liste vide). Il faut alors vérifier que les deux dernières règles vérifient
également ce profil 1 :

• règle concat(cons(e, l), l′) _ cons(e, concat(l, l′)) :
On a Lcons(e, l)× x−cons(e,l)

List , l′ × z−cons(e,l)
List M ↓R= ⊥ Donc d’après la Proposition 4.15, la

règle satisfait le profil cons(e, l) ∗ cons(e, l) 7→ cons(e, l).

• règle concat(nil , l) _ l :

1. On a
I λ = Lnil × x−cons(e,l)

List , l × z−cons(e,l)
List M ↓R= Lnil , l @ z

−cons(e,l)
List M ;

I σ@λ
Lnil ,lM = {l 7→ l @ z

−cons(e,l)
List } ;

I d’où ρ = σ@λ
Lnil ,lM(l) = l @ z

−cons(e,l)
List .

Donc d’après la Proposition 4.15, la règle satisfait le profil cons(e, l) ∗ cons(e, l) 7→
cons(e, l) si et seulement si {[ρ]} ∩ Jcons(e, l)K = ∅.

2. On a ρ̃ = ρ.

3. Avec l’algorithme getReachable, on a {[z−cons(e,l)
List ]} = Jz−cons(e,l)

List K. On a donc {[ρ]} ∩
Jcons(e, l)K = Jz−cons(e,l)

List × cons(e, l)K, en éliminant les conjonctions mal-sortées. En-
fin, on peut vérifier que (z

−cons(e,l)
List × cons(e, l)) ↓R= ⊥, d’où {[ρ]} ∩ Jcons(e, l)K = ∅.

Donc la règle satisfait bien le profil cons(e, l) ∗ cons(e, l) 7→ cons(e, l).

On peut ici bien observer que la règle concat(cons(e, l), l′) _ cons(e, concat(l, l′)) ne s’ap-
plique jamais dans le cas où les sous-termes sont exempts de cons(e, l), puisque pour toute
substitution σ, le premier sous-terme σ(cons(e, l)) ne peut pas être exempt de cons(e, l). La
règle satisfait donc bien le profil puisque ce dernier ne s’appliquera jamais.

On voit de plus que la méthode d’analyse est assez répétitive et facilement automatisable.
Une implémentation de cette méthode sera discutée en détail dans le Chapitre 6.

4.6 Synthèse

Dans ce Chapitre nous avons présenté une méthode d’analyse statique permettant de vérifier
que les annotations choisies pour décorer les symboles définis sont en accord avec le CBTRS

1. les calculs d’équivalent sémantique sont également légèrement différents puisqu’il faut prendre en compte
les deux profils de concat
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considéré : il ne faut pas que la relation de réécriture induite par le CBTRS admette une ré-
duction contredisant le comportement décrit par l’un des profils choisis. Cette méthode repose
sur l’équivalence entre la préservation de la sémantique (Définition 3.14) et de la satisfaction de
profil (Définition 3.15), établie par la Proposition 3.18. La méthode cherche donc, pour chaque
règle du CBTRS, à vérifier qu’elle satisfait tous les profils de l’annotation du symbole de tête de
son membre gauche.

Pour chaque règle du CBTRS, et chaque profil considéré, la méthode peut être décrite en
trois étapes majeurs :

1. une étape d’inférence des substitutions satisfaisant les pré-conditions du profil, basée sur
la Proposition 4.15 ;

2. une étape de construction de l’équivalent sémantique sur-approximant les instances corres-
pondantes du membre droit de la règle ;

3. une étape de vérification pour prouver que la sur-approximation ainsi exprimée satisfait la
post-condition du profil.

Pour permettre l’implémentation de ces différentes étapes, un certain nombre de mécanismes ont
du être mis en place.

Premièrement, pour étudier les propriétés d’Exemption de Motif et la sémantique profonde
des termes, on a introduit une méthode reposant sur une représentation des sémantiques sous
la forme de graphes. À partir de cette représentation, on a ainsi pu proposer l’algorithme
getReachable (Figure 4.7) permettant non seulement de vérifier qu’une sémantique profonde
est non-vide, mais également d’en donner une décomposition sous la forme d’une union de sé-
mantiques closes.

Pour prouver la satisfaction de profil, on a introduit un mécanisme basé sur l’aliasing des
variables permettant d’inférer les instances du membre gauche de la règle satisfaisant les pré-
conditions du profil. Pour cela, on s’est inspiré de l’approche présentée dans [CM19] pour proposer
un ensemble de règles de réécriture des motifs étendus, préservant leur sémantique. Le système R
(Figure 4.8) obtenu permet non seulement d’expliciter les contraintes d’instanciation nécessaires
à l’inférence, mais également de vérifier, après construction de l’équivalent sémantique, que les
instances correspondantes du membre droit de la règle considérée respectent la post-condition
du profil.

La méthode d’analyse ainsi obtenue a été prouvée correcte sous hypothèse de linéarité des
termes considérés. L’approche sémantique est néanmoins capable, grâce au mécanisme d’aliasing,
de prendre en compte les contraintes liées à la non-linéarité des termes. On propose donc, dans
le Chapitre suivant, de présenter comment la méthode présentée ici s’applique aux systèmes
non-linéaires, et avec quelles limitations. En réponse à ces dernières, on proposera alors une
adaptation du formalisme de sémantique aux termes non-linéaires. On verra ainsi comment les
mécanismes présentés dans ce Chapitre s’appliquent à ce nouveau formalisme, et on en déduira
une méthode d’analyse pour la vérification de systèmes non-linéaires.
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Fonction getTotalReach(s, p, r, V,E)
Entrées : s : sorte,

p : motif annotant,
r : motif complément,
V : ensemble de nœuds variables atteints (initialisé à ∅),
E : ensemble d’arêtes multiples connues (initialisé à ∅)

Résultat : couple (V,E) graphe total de x−ps \ r
r ←− r + p
si ∃ (s, r′) ∈ V.Jr′K = JrK alors retourner (V,E)
V ←− V ∪ {(s, r)}
pour c ∈ Cs faire

Qc ←− computeQc(c, r)
(s1, . . . , sn)←− Dom(c)
pour (q1, . . . , qn) ∈ Qc faire

E ←− E ∪ {((s, r), ((s1, q1), . . . , (sn, qn)))}
pour i = 1 à n faire

(V,E)←− getTotalReach(si, p, qi, V, E)
retourner (V,E)

Fonction computeReach(s, r, V, E,R)
Entrées : u : nœud variable (couple (s, r)),

V : ensemble de nœuds instanciables,
E : ensemble d’arêtes multiples,
R : ensemble de nœuds atteints (initialisé à ∅)

Résultat : ensemble de nœuds atteignables depuis u
si (s, r) ∈ R alors retourner R
R←− R ∪ {(s, r)}
pour (u, (v1, . . . , vn)) ∈ E faire

si ∀i ∈ [1, n].vi ∈ V alors
pour i = 1 à n faire R←− computeReach(vi, V, E,R)

retourner R
Fonction getReachable(s, p, r)

Entrées : s : sorte,
p : motif annotant,
r : motif complément

Résultat : ensemble de nœuds variables instanciables et atteignables depuis x−ps \ r
A←− ∅
(V,E)←− getTotalReach(s, p, r, ∅, ∅)
stable←− True
pour (s′, r′) ∈ V faire

si ∃ c ∈ Cs′ .(arity (c) = 0 ∧ computeQc(c,r+p) 6= ∅) alors
A←− A ∪ {(s′, r′)} stable←− False

tant que ¬stable faire
stable←− True
pour ((s′, r′), ((s1, q1), . . . , (sn, qn))) ∈ E faire

si (s′, r′) /∈ A ∧ (∀i ∈ [1, n].(si, qi) ∈ A) alors
A←− A ∪ {(s′, r′)}
stable←− False

si (s, r) /∈ A alors retourner ∅
retourner computeReach(s, r, A,E, ∅)

Figure 4.7 – Algorithme getReachable, et fonctions auxiliaires94
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Élimine ensemble vide :
(A1) ⊥+ v ⇒ v
(A2) v +⊥ ⇒ v
(E1) δ(v1, . . . ,⊥, . . . , vn) ⇒ ⊥
(E2) ⊥× v ⇒ ⊥
(E3) v ×⊥ ⇒ ⊥
Développe additions :
(S1) δ(v1, . . . , vi + wi, . . . , vn) ⇒ δ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + δ(v1, . . . , wi, . . . , vn)
(S2) (v1 + v2)× w ⇒ (v1 × w) + (v2 × w)
(S3) v × (w1 + w2) ⇒ (v × w1) + (v × w2)
(S4) u+ (v + w) ⇒ (u+ v) + w
Simplifie compléments :
(M1) v \ x−⊥s ⇒ ⊥
(M2) v \ ⊥ ⇒ v
(M3’) (v1 + v2) \ w ⇒ (v1 \ w) + (v2 \ w)
(M5) ⊥ \ v ⇒ ⊥
(M6’) α(v1, . . . , vn) \ (v + w) ⇒ (α(v1, . . . , vn) \ v) \ w
(M7) α(v1, . . . , vn) \ α(t1, . . . , tn) ⇒ α(v1 \ t1, . . . , vn) + · · ·+ α(v1, . . . , vn \ tn)
(M8) α(v1, . . . , vn) \ β(w1, . . . , wm) ⇒ α(v1, . . . , vn) avec α 6= β
Simplifie conjonctions :
(T1) x−⊥s × y−qs ⇒ x@ y−qs
(T2) x−ps × y−qs ⇒ x@ y−ps avec p = q ∨ q = ⊥
(T3) α(v1, . . . , vn)× α(w1, . . . , wn) ⇒ α(v1 × w1, . . . , vn × wn)
(T4) α(v1, . . . , vn)× β(w1, . . . , wm) ⇒ ⊥ avec α 6= β
Simplifie alias :
(L1) x@⊥ ⇒ ⊥
(L2) x@ (v + w) ⇒ x@ v + x@ w
(L3) (x@ v) \ w ⇒ x@ (v \ w)
(L4) (x@ v)× w ⇒ x@ (v × w)
(L5) v × (x@ w) ⇒ x@ (v × w) avec v 6= y @ u
Controle annotation :
(P1) x−ps × α(v1, . . . , vn) ⇒ x@ (α(z1

−p
s1 × v1, . . . , zn

−p
sn × vn) \ p)

(P2) α(v1, . . . , vn)× x−ps ⇒ α(v1 × z1
−p
s1 , . . . , vn × zn

−p
sn ) \ p

(P3) α(v1, . . . , vn)× (x−ps \ t) ⇒ (α(v1, . . . , vn)× x−ps ) \ t si {[x−ps \ t]} 6= ∅
(P4) y−qs × (x−ps \ t) ⇒ (y−qs × x−ps ) \ t si {[x−ps \ t]} 6= ∅
(P5) (x−ps \ t)× v ⇒ (x−ps × v) \ t si {[x−ps \ t]} 6= ∅
(P6) (x−ps \ t) \ q ⇒ x−ps \ (t+ q) si {[x−ps \ t]} 6= ∅
(P7) x−ps \ t ⇒ ⊥ si {[x−ps \ t]} = ∅

Figure 4.8 – R : réduction de motifs de la forme u× v ; u, v, v1, . . . , vn, w,w1, . . . , wn filtre les
motifs quasi-additifs, p, q, t filtre les motifs reguliers additifs, t1, . . . , tn filtre les motifs symbolics,
x, y filtre les variables. α, β s’étend à tous les symboles de C, et δ de Cn>0.
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5

Analyse de systèmes non-linéaires

La méthode d’analyse statique présentée dans le Chapitre précédent permet de vérifier que les
annotations choisies pour décorer les symboles définis sont en accord avec le CBTRS considéré.
Cette méthode se base sur la notion de sémantique introduite dans le Chapitre 3 pour garantir
les propriétés d’Exemption de Motif implicitement requises par les profils donnés en annotation.
En effet, on a montré que vérifier la préservation de la sémantique par la relation de réécriture
induite par le système étudié permet de démontrer la préservation des propriétés d’Exemption
de Motif, donc dans le cas d’un terme ayant un symbole défini comme symbole de tête, que
toutes ses réductions possibles préserveront les propriétés d’Exemption de Motif garanties par
l’annotation de ce symbole.

En pratique, les propriétés de préservation de sémantique (Définition 3.14) et de satisfaction
de profil (Définition 3.15), sur lesquelles est basée la méthode d’analyse, sont dépendantes de la
préservation de la sémantique et des propriétés d’Exemption de Motif par substitution. Cepen-
dant, comme on l’a vu dans le Chapitre 3, cette préservation n’est pas vérifiée pour les termes
non-linéaires. La méthode d’inférence proposée dans le Chapitre précédent préservant la séman-
tique des membres droits des règles de réécriture, elle ne permet donc pas d’inférer correctement
le comportement des substitutions considérées dans le cas de membres droits non-linéaires.

En première approximation, deux approches permettent tout de même l’application de la
méthode à l’étude de systèmes non-linéaires :

• linéariser les membres droits des règles du système pour obtenir une sur-approximation
plus large mais correcte des instances considérées ;

• se restreindre à l’étude de substitutions valeurs, et donc à une relation de réécriture stricte,
puisqu’on a vu que celles-ci préservaient toujours la sémantique et les propriétés d’Exemp-
tion de Motif (Proposition 3.19).

Cependant, l’intérêt de l’approche sémantique utilisée est qu’elle permet de considérer de façon
précise les formes normales potentielles des termes étudiés, en prenant notamment en compte
les contraintes liées à la corrélation entre deux instances d’une même variable dans un terme
non-linéaire.

On étudiera donc dans un premier temps ces deux approches et leurs limitations. En réponse
à ces limitations, on proposera dans la Section 5.2 une adaptation du formalisme présentée
dans le Chapitre 3 pour l’analyse des systèmes non-linéaires. On explicitera finalement dans la
Section 5.4 comment la méthode d’analyse s’applique dans le contexte de ce formalisme adapté.
Finalement, on fera un récapitulatif de la méthode d’analyse non-linéaire, que l’on illustrera sur
un cas d’étude.
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5.1 Étude de systèmes non-linéaires et limitations

Dans le Chapitre précédent, on a présenté une méthode d’analyse d’un système de réécriture
se reposant l’étude de la sémantique de termes linéaires. Dans le cas de termes non-linéaires,
il faut prendre en compte les corrélations entre différentes instances d’une même variable dans
le motif considéré qui sont ignorées dans cette méthode. Il n’est donc pas possible d’appliquer
directement la méthode sur un système non-linéaire. On propose néanmoins deux approches
permettant d’utiliser la méthode pour l’analyse de systèmes non-linéaires :
• une approche d’analyse par linéarisation qui permet d’étudier un système non-linéaire en

sur-approximant la sémantique de ses membres droits en les linéarisant ;
• une approche d’analyse stricte qui utilise la technique d’aliasing, proposée pour l’inférence

de contraintes sur les variables, pour représenter et calculer l’impact des contraintes de
corrélation des variables dans un terme constructeur.

5.1.1 Analyse par linéarisation

La méthode d’analyse présentée dans le Chapitre précédent étant conçue pour l’analyse d’un
CBTRS linéaire, une approche naturelle permettant de l’utiliser dans le cas où le système consi-
déré est non-linéaire est de ramener l’analyse de ce dernier à l’étude d’un système linéaire.

Pour cela, on peut remarquer pour tout motif étendu p ∈ P(F ,X a), on peut construire une
forme linéarisée de p en remplaçant toutes les méta-variables de p (cf. Définition 1.14) par des
variables fraîches ayant la même annotation et la même sorte :

Définition 5.1 (Forme linéarisée). Étant donné un motif étendu p ∈ P(F ,X a), on définit la
forme linéarisée de p, notée L(p), comme le motif obtenu en remplaçant toutes les méta-variables
de p par des variables fraîches ayant la même annotation et la même sorte.

On peut ainsi construire L(p) récursivement :
• si p = x−ps , alors L(p) = z−ps avec z−ps une variable fraîche ;
• si p = f(p1, . . . , pn) avec f ∈ Fn, alors L(p) = f(L(p1), . . . ,L(pn)) ;
• si p = p1 + p2, alors L(p) = L(p1) + L(p2) ;
• si p = p1 \ p2, alors L(p) = L(p1) \ L(p2) ;
• si p = p1 × p2, alors L(p) = L(p1)× L(p2) ;
• si p = x@ q, alors L(p) = L(q).

En pratique, on peut ainsi ramener l’étude de la sémantique d’un motif non-linéaire à celle
de sa forme linéarisée puisqu’on a une relation d’inclusion entre les deux :

Proposition 5.1. Étant donné un motif étendu p ∈ P(C,X a), on a JpK ⊆ JL(p)K.

Démonstration. La preuve est directe par préservation de la sémantique du motif linéaire L(p)
par substitution (Proposition 3.6) en considérant σ la substitution qui instancie chaque variable
fraîche de L(p) par sa variable d’origine dans p.

Afin de prouver qu’une règle préserve la sémantique, il faut cependant considérer la séman-
tique de l’instanciation de cette règle par substitution. On a ainsi fait le choix, dans le Chapitre
précédent, de proposer une méthode pour l’analyse des systèmes linéaires, puisque comme on l’a
montré dans la Section 3.2, la sémantique d’un terme non-linéaire n’est pas forcément préservée
par substitution. L’approche par linéarisation permet cependant d’obtenir une telle préservation :
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Corollaire 5.2. Étant donné un motif étendu t ∈ T (C,X a), pour toute substitution σ, on a
Jσ(t)K ⊆ JL(t)K.

Démonstration. La preuve est directe par préservation de la sémantique du motif linéaire L(p)
par substitution (Proposition 3.6) en considérant σ′ la substitution qui instancie chaque variable
fraîche de L(p) par σ(x) avec x sa variable d’origine dans p.

On peut ainsi appliquer la méthode présentée dans le Chapitre précédent pour vérifier la
condition suffisante à la satisfaction de profil de chaque règle du CBTRS donnée par le corollaire
de la Proposition 4.15 suivant :

Corollaire 5.3. Soit une règle f !P(ls1, . . . , lsn) _ rs, et un profil π = p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ p ∈ P. On
note v := Lls1 × z1

−p1
s1 , . . . , lsn × zn−pnsn M ↓R, et on a :

• si v = ⊥ alors la règle satisfait le profil π ;
• sinon, v = Lλ1

1, . . . , λ
1
nM + Lλ2

1, . . . , λ
2
nM + · · · + Lλm1 , . . . , λ

m
n M avec chaque λji , j ∈ [1,m] une

version aliasée de lsi, i ∈ [1, n], et si ∀k, {[L(σ
@Lλk1 ,...,λ

k
nM

Lls1,...,lsnM (rs))]}∩JpK = ∅ alors la règle satisfait
le profil π.

Démonstration. La preuve est identique à celle de la Proposition 4.15.

Exemple 5.1. On considère l’algèbre des entiers de Peano définie par la signature Σ = (S, C]D)
décrite par le type algébrique :

Int := s(Int)
| z

et les symboles définis D = {plus !Pplus : Int ∗ Int 7→ Int,mult !Pmult : Int ∗ Int 7→ Int}.
En considérant le CBTRS suivant, on veut prouver que la multiplication d’un entier quel-

conque avec 0 vaut 0 : 
plus(z , n) _ n
plus(s(i), n) _ s(plus(i, n))
mult(z , n) _ z
mult(s(i), n) _ plus(n,mult(i, n))

On considère donc les annotations suivantes : Pplus = {s(i) ∗ s(i) 7→ s(i)} pour exprimer que
0 + 0 = 0, et Pmult = {s(i) ∗ ⊥ 7→ s(i),⊥ ∗ s(i) 7→ s(i)} pour exprimer que 0× n = n× 0 = 0
pour tout entier n.

Les trois premières règles étant linéaires, on peut appliquer directement la méthode présentée
dans le Chapitre précédent pour prouver qu’elles satisfassent les profils de leur symbole de tête.
On s’intéresse de plus près à la dernière règle :

• pour le profil s(i) ∗ ⊥ 7→ s(i), on a Ls(i)× x−s(i)
Int , n× y−⊥Int M =⇒∗R ⊥, donc la règle satisfait

le profil.

• pour le profil ⊥ ∗ s(i) 7→ s(i), on a Ls(i) × x−⊥Int , n × y
−s(i)
Int M =⇒∗R Ls(i @ z−⊥Int ), n @

y
−s(i)
Int M. On note u = L(plus(n@ y

−s(i)
Int ,mult(i@ z−⊥Int , n@ y

−s(i)
Int ))), et il reste à vérifier

que {[u]} ∩ Js(i)K = ∅. Par construction on a u = plus(z1
−s(i)
Int ,mult(z2

−⊥
Int , z3

−s(i)
Int )), et la

méthode présentée dans le Chapitre précédent permet de calculer son équivalent sémantique
ũ = x

−s(i)
Int . On a donc clairement {[ũ]} ∩ Js(i)K = ∅, ce qui peut être vérifié via l’algorithme

getReachable et le système R.
Toutes les règles satisfont donc bien tous les profils de leur symbole de tête, donc le système
préserve la sémantique.
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Dans l’exemple précédent, l’approche par linéarisation permet bien de vérifier la préservation
de la sémantique parce que les contraintes imposées par la corrélation entre les instances de
la variable n ne sont pas nécessaires pour vérifier la satisfaction des profils. En effet, la seule
contrainte nécessaire est exprimée par l’étape d’inférence qui reconnaît que pour satisfaire le
deuxième profil, les deux instances de n seront instanciées par un terme exempt de s(i). Cepen-
dant, quand une contrainte de corrélation est indispensable pour pouvoir vérifier la satisfaction
d’un profil, cette approche ne permettra pas de vérifier la préservation de la sémantique, ce qui
dans ce contexte constituerait un faux-négatif.

Exemple 5.2. On reprend l’algèbre de termes définie par la signature Σnl considérée dans
l’Exemple 3.7 et on étudie le système R suivant :

f (c(x, y)) _ c(x, x)
f (d(x)) _ c(g(x), g(x))
g(c(x, y)) _ a
g(d(x)) _ b

On rappelle que les symboles définis f !Pf et g!Pg sont annotés avec Pf = {⊥ 7→ c(a, b)} et
Pg = ∅.

L’étude par linéarisation de la satisfaction du profil ⊥ 7→ c(a, b) par les deux premières règles
revient à vérifier que {[c(x−⊥S1 , y

−⊥
S1 )]} ∩ Jc(a, b)K = ∅ et {[c(g(x−⊥S1 ), g(y−⊥S1 ))]} ∩ Jc(a, b)K = ∅. Or

on peut observer que c(a, b) ∈ {[c(x−⊥S1 , y
−⊥
S1 )]} = {[c(g(x−⊥S1 ), g(y−⊥S1 ))]}. Cette approche ne permet

donc pas de vérifier la préservation de la sémantique de ces deux règles, et ainsi ne peut pas
garantir que la forme normale d’un terme de la forme f (t) est exempte de c(a, b).

Pour permettre l’étude de systèmes non-linéaires à partir de la méthode présentée dans le
Chapitre précédent, on propose donc d’étudier comment le système R peut être utilisé pour
réduire une conjonction dont l’un des deux motifs n’est pas linéaire.

5.1.2 Étude de motifs non-linéaires

Pour un terme t ∈ T (C,X ), on a défini dans le Chapitre 1 la relation de filtrage par motif
qui établit qu’une valeur v est filtrée par p si et seulement il existe une substitution σ telle
que v = σ(t). Cette définition est valide même quand t n’est pas linéaire, mais pour les motifs
étendus, la Définition 3.10 ne décrit que le filtrage par des motifs linéaires. Comme on veut
présenter une application de la méthode d’analyse dans le cas non-linéaire, on commence par
donner une définition générale du filtrage par motif :

Définition 5.2 (Filtrage par motif). Soient un motif étendu p ∈ P(C,X a) et une valeur v ∈
T (C), on dit que p filtre v, noté p ≺≺ v, si et seulement s’il existe une substitution σ telle que
p

σ
≺≺ v avec :

x−ps
σ
≺≺ v ⇐⇒ v = σ(x−ps ) ∧ v est exempt de p pour x−ps ∈ X a

c(p1, . . . , pn)
σ
≺≺ c(v1, . . . , vn) ⇐⇒ ∧ni=1pi

σ
≺≺ vi pour c ∈ C

p1 + p2
σ
≺≺ v ⇐⇒ p1

σ
≺≺ v ∨ p2

σ
≺≺ v

p1 \ p2
σ
≺≺ v ⇐⇒ p1

σ
≺≺ v ∧ p2 ≺6≺ v

p1 × p2
σ
≺≺ v ⇐⇒ p1

σ
≺≺ v ∧ p2

σ
≺≺ v

x@ p
σ
≺≺ v ⇐⇒ x× p

σ
≺≺ v

On a toujours ⊥≺6≺ v pour toute valeur v ∈ T (C).
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Cette définition du filtrage par motif est équivalente à celle donnée dans le Chapitre 1 pour les
motifs linéaires et permet de considérer la relation de filtrage par un motif étendu non-linéaire.

De même on peut ainsi définir la sémantique close d’un motif étendu :

Définition 5.3. Étant donné un motif étendu p ∈ P(C,X a), on définit la sémantique close de
p, notée JpK, par l’ensemble des valeurs filtrées par p :

JpK = {v ∈ T (C) | p≺≺ v}

La méthode d’analyse proposée dans le Chapitre précédent repose sur trois mécanismes ma-
jeurs :

1. l’algorithme getReachable, et plus généralement la technique de décomposition de la sé-
mantique profonde en sémantique close ;

2. le système de réduction R permettant de calculer les conjonctions entre les termes de la
décomposition et le motif considéré ;

3. un mécanisme d’aliasing permettant d’inférer les substitutions considérées par la notion de
satisfaction de profil.

Sous certaines conditions (que l’on explicitera dans la Sous-section suivante), les mécanismes
d’inférence et de décomposition de la sémantique profonde restent valides dans le cas non-linéaire.
On propose donc d’étudier comment le système R permet de réduire une conjonction dont l’un
des deux motifs n’est pas linéaire.

On commence par observer que le système R préserve également la sémantique des motifs
non-linéaires 1 :

Proposition 5.4 (Préservation de la sémantique). Soient des motifs u et v, si u =⇒∗R v alors
JuK = JvK.

Démonstration. On prouve en Annexe A, en observant que le filtrage par motif est préservé par
monotonie et par toutes les règles de R, qu’on a le Lemme suivant :

Lemme 5.5. Soient p et q des motifs étendus conjonction-linéaires et linéaires à droite d’une
conjonction, si p =⇒R q, alors pour toute valeur v ∈ T (C), et pour toute substitution σ, on a :

p
σ
≺≺ v ⇐⇒ q

σ
≺≺ v

Soient u et v des motifs tels que u =⇒∗R v. D’après le Lemme précédent, on a pour toute
valeur w ∈ T (C), u≺≺w si et seulement si v≺≺w. Donc par définition de la sémantique close, on
a JuK = JvK.

En pratique, le mécanisme d’aliasing, utilisé pour inférer les contraintes imposées sur les
variables de la règle de réécriture par le membre gauche du profil considéré, permet également
d’exprimer les contraintes de corrélation des différentes instances d’une même variable. On ob-
serve, en effet, qu’une version aliassée d’un terme issu du membre gauche de la règle a une
sémantique vide, si et seulement si il existe une variable dont les contraintes d’instanciation ne
sont pas satisfaisables :

Lemme 5.6. Soit τ une version aliassée d’un terme t ∈ T (C,X ), on a JτK = ∅ si et seulement
si il existe une variable x ∈ Var(t) telle que Jτ@xK = ∅.

1. On ne s’intéresse toujours qu’à des motifs étendus conjonction-linéaires et linéaires à droite d’une conjonction
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Démonstration. Soit τ une version aliassée d’un terme t ∈ T (C,X ), on prouve les deux implica-
tions séparément.

On suppose que JτK 6= ∅. Il existe donc v ∈ JτK, et il existe ainsi une substitution σ telle que
τ

σ
≺≺ v. Donc pour toute variable x ∈ Var(t), pour toute position ω ∈ Pos(t) telle que t|ω = x,

on a τ|ω = x@ q et q
σ
≺≺ σ(x). Donc, on a bien pour toute variable x ∈ Var(t), τ@x

σ
≺≺ σ(x) d’où

σ(x) ∈ Jτ@xK.
On suppose que pour toute variable x ∈ Var(t), on a Jτ@xK 6= ∅. Donc, pour chaque variable

x ∈ Var(t), il existe vx ∈ Jτ@xK et il existe ainsi une substitution σx telle que τ@x
σx≺≺ vx.

Comme toute variable y ∈MV(τ@x) distincte de x n’apparaît qu’une fois dans τ , on peut définir
σ := {y 7→ σx(y) | x ∈ Var(t), y ∈MV(τ@x)}. On a alors τ

σ
≺≺ σ(t), d’où σ(t) ∈ JτK.

Le système R permet alors de réduire correctement la conjonction considérée :

Proposition 5.7. Étant donnés un motif quasi-symbolique t et un motif additif linéaire et régulier
p, on note v := (t× p) ↓R et on a Jt× pK = ∅ si et seulement si

• v = ⊥, ou
• v = τ1 + · · · + τn, avec τi, i ∈ [1, n], une version aliasée de t telle qu’il existe une variable
x ∈ Var(t) avec τi@x =⇒∗R ⊥.

Démonstration. D’après le Lemme 4.14, on a v = ⊥ ou v = τ1 + · · ·+ τn, avec τi, i ∈ [1, n], une
version aliasée de t. De plus, d’après la Proposition 5.4, on a Jτ × pK = JvK.

Par conséquent, si v = ⊥, alors Jτ × pK = ∅. Sinon, on a :

Jτ × qK = ∅ ⇐⇒ ∀i ∈ [1, n], JτiK = ∅
⇐⇒ ∀i ∈ [1, n],∃x ∈ Var(r), Jτi@xK = ∅
⇐⇒ ∀i ∈ [1, n],∃x ∈ Var(r), τi@x =⇒∗R ⊥

On peut ainsi vérifier des propriétés d’Exemption de Motif pour des motifs non-linéaires.

Exemple 5.3. On reprend l’algèbre de termes définie par la signature Σnl considérée dans
l’Exemple 3.7 et on prouve que le terme c(x, x) est exempt de c(a, b). D’après la Proposition 3.9,
on cherche à vérifier que {[c(x, x)]} ∩ Jc(a, b)K = ∅. On a {[c(x, x)]} = Jc(x, x)K ∪ Jx−⊥S2 K. Comme
c(a, b) est de sorte S1, on évalue la forme normale v de la conjonction c(x−⊥S2 , x

−⊥
S2 )× c(a, b) :

c(x−⊥S2 , x
−⊥
S2 )× c(a, b)

T3−→ c(x−⊥S2 × a, x−⊥S2 × b)

→T2−→ c(x−⊥S2 @ a, x−⊥S2 @ b) = v

De plus, on a v@x = a× b T4−→ ⊥, d’où c(x, x) est bien exempt de c(a, b).

5.1.3 Stricte préservation

Afin de prouver la préservation de la sémantique (et, par extension, des propriétés d’Exemp-
tion de Motif) par réécriture, on a proposé dans le Chapitre 3 de considérer les notions de règles
préservant la sémantique (Définition 3.14) et/ou satisfaisant un profil (Définition 3.15). La pré-
servation des notions d’Exemption de Motif et de sémantique n’étant pas garantie pour les termes
non-linéaires, ces propriétés ne sont pas adaptées à l’analyse d’un système non-linéaire.
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Néanmoins, on a montré dans la Proposition 3.19, que les notions d’Exemption de Motif et
de sémantique sont préservées par substitution valeur. On peut ainsi reformuler les notions de
préservation de sémantique (Définition 3.14) et de satisfaction de profil (Définition 3.15) dans le
cadre d’une relation de réécriture basée sur les substitutions valeurs (i.e. une relation de réécriture
avec une stratégie de réduction stricte).

Définition 5.4 (Préservation stricte de sémantique). Soit une règle de réécriture ls _ rs, on dit
que la règle préserve strictement la sémantique si et seulement si, pour toute substitution valeur
ς, on a Jς(rs)K ⊆ Jς(ls)K.

On dit qu’un TRS R préserve strictement la sémantique si et seulement si toutes les règles
de R préservent strictement la sémantique.

Comme pour la préservation classique (Définition 3.14), cette notion de préservation revient
à considérer l’ensemble des applications en tête possibles d’une des règles du TRS. De façon simi-
laire, un TRS préservant strictement la sémantique induit une relation de réécriture qui préserve
également la sémantique dans le cadre d’une stratégie de réduction stricte (cf. Définition 1.29) 1 :

Proposition 5.8. Soit un TRS R préservant strictement la sémantique, on a pour tout termes
clos t, v ∈ T (F) :

t −→∗R v =⇒ JvK ⊆ JtK

Démonstration. La preuve est identique à celle de la Proposition 3.15, en ne considérant ici que
des substitutions valeurs.

En pratique, l’étude d’une telle relation de réécriture est néanmoins plus limitante puisque
cela revient à considérer une stratégie d’évaluation en Appel par valeur, ce qui n’est pas forcément
la stratégie universellement utilisée par tous les langages de programmation.

De même, on définit une notion de satisfaction stricte de profil :

Définition 5.5 (Satisfaction stricte de profil). Soit une règle de réécriture ϕ!P
s (ls1, . . . , lsn) _ rs,

et un profil π = p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ p ∈ P, on dit que la règle satisfait strictement le profil π si et
seulement pour toute substitution valeur ς, on a :

ς(lsi) est exempt de pi, pour tout i ∈ [1, n] =⇒ ς(rs) est exempt de p

Et on a également une équivalence entre la satisfaction stricte de tous les profils d’une règle
et sa préservation stricte de la sémantique :

Proposition 5.9. Soit une règle de réécriture ϕ!P
s (ls1, . . . , lsn) _ rs, la règle préserve strictement

la sémantique si et seulement elle satisfait strictement tous les profils de P.

Démonstration. La preuve est identique à celle de la Proposition 3.18.

Contrairement à l’approche par linéarisation, on peut ainsi utiliser la méthode présentée dans
la Sous-section précédente pour la réduction, en utilisant le mécanisme d’aliasing pour prendre en
compte les contraintes de corrélation entre plusieurs instances d’une même variable. Cela permet
donc une analyse plus précise du comportement d’un système non-linéaire.

1. On rappelle que la notation −→R représente la relation de réécriture stricte induite d’un système R, et
−→∗R sa fermeture reflexive et transitive.
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Corollaire 5.10. Soit une règle f !P(ls1, . . . , lsn) _ rs, et un profil π = p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ p ∈ P.
On note v := Lls1 × z1

−p1
s1 , . . . , lsn × zn−pnsn M ↓R, et on a :

• si v = ⊥ alors la règle satisfait strictement le profil π ;
• sinon, v = Lλ1

1, . . . , λ
1
nM + Lλ2

1, . . . , λ
2
nM + · · · + Lλm1 , . . . , λ

m
n M avec chaque λji , j ∈ [1,m] une

version aliasée de lsi, i ∈ [1, n], et si ∀k, {[σ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)]} ∩ JpK = ∅ alors la règle satisfait
strictement le profil π.

Démonstration. La preuve est identique à celle de la Proposition 4.15.

Exemple 5.4. On reprend l’algèbre de termes définie par la signature Σnl considérée dans
l’Exemple 3.7 et on étudie le système R suivant

f (c(x, a)) _ c(x, x)
f (c(x, b)) _ h(x, x)
f (d(x)) _ c(g(x), g(x))
g(c(x, y)) _ a
g(d(x)) _ b
h(x, y) _ c(y, x)

avec les symboles définis f !Pf , g!Pg et h!Ph sont annotés avec Pf = {⊥ 7→ c(a, b)},Pg = ∅ et
Ph = {b ∗ ⊥ 7→ c(a, b),⊥ ∗ a 7→ c(a, b)}.

Contrairement à l’approche par linéarisation, on peut vérifier la stricte satisfaction de la règle
f !Pf (c(x, a)) _ c(x, x). On a en effet (c(x−⊥S2 , a)× z−⊥S1 ) ↓R= c(x@ z1

−⊥
S2 , a), et en notant u :=

c(x@ z1
−⊥
S2 , x@ z1

−⊥
S2 ), on doit donc vérifier que {[u]}∩ Jc(a, b)K = ∅. Comme dans l’Exemple 5.3,

on a {[u]} = JuK ∪ Jx−⊥S2 K, et v := (u× c(a, b)) ↓R= c(x @ a, y @ b). Donc v@x = a × b
T4−→ ⊥ et

{[u]} ∩ Jc(a, b)K = ∅.
En revanche, le formalisme d’Exemption de Motif (et de sémantique) utilisé ignore la corré-

lation entre les deux instances de x dans le membre droit de la règle f !Pf (c(x, b)) _ h(x, x) :
x ne peut être instancié que par a ou b, dans le premier cas σ(x) est exempt de b et σ(h(x, x))
est exempt de c(a, b) par le profil b ∗ ⊥ 7→ c(a, b), et dans le deuxième cas σ(x) est exempt
de a et σ(h(x, x)) est exempt de c(a, b) par le profil ⊥ ∗ a 7→ c(a, b). Cependant, si on es-
saie de vérifier la stricte satisfaction, on a (c(x−⊥S2 , b)× z−⊥S1 ) ↓R= c(x @ z1

−⊥
S2 , b), et en notant

u := c(x@ z1
−⊥
S2 , x@ z1

−⊥
S2 ), on doit donc vérifier que {[u]}∩ Jc(a, b)K = ∅. De plus, on a ũ = x−⊥S1

puisqu’aucun des deux profils de Ph ne s’applique. Par conséquent, on a {[u]}∩Jc(a, b)K = {c(a, b)}
et la stricte satisfaction ne peut pas être vérifiée.

Enfin, on peut observer que pour la règle f (d(x)) _ c(g(x), g(x)) la corrélation entre les deux
instances de la variable x dans le membre droit est ignorée par le formalisme d’Exemption de
Motif (et de sémantique) parce qu’elles se trouvent sous des symboles définis. Cependant comme
les deux sous-termes en question g(x) et g(x) sont identiques, on peut cependant argumenter
qu’étant une relation de réécriture confluente, ou appliquée avec une stratégie déterministe, ces
deux instances seront nécessairement réduits de façon identique, i.e. la première ne peut pas être
réduite à a et la deuxième à b. Dans ce contexte, toute potentielle forme normale de c(g(x), g(x))
serait donc bien exempte de c(a, b).

Cette approche est donc non seulement limitée par la supposition d’une relation de réécriture
stricte, mais de plus, elle ne permet pas toujours de prendre en compte toutes les contraintes
de corrélation entre différentes instances d’une même variable. Bien que cela corresponde gé-
néralement à des cas très particuliers, on propose dans la Section suivante une adaptation du
formalisme d’Exemption de Motif et de sémantique permettant de considérer de façon plus précise
ces contraintes, sans dépendre d’une stratégie de réécriture stricte.
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5.2 Formalisme non-linéaire

Dans le Chapitre précédent, on a présenté une méthode d’analyse permettant de vérifier que
la relation de réécriture induite par un CBTRS donné préserve la sémantique. Cette méthode
se base sur la notion de sémantique close d’un terme qui est utilisée pour représenter une sur-
approximation des formes normales potentielles des termes considérés. Une telle méthode basée
sur la construction et l’évaluation de sur-approximations peut naturellement mener à des résultats
négatifs en désaccord avec le comportement réel de la transformation étudiée, i.e. des faux-
négatifs. C’est tout particulièrement le cas pour l’étude de systèmes non-linéaires puisque les
approches considérées pour appliquer la méthode sur de tels systèmes (présentées dans la Section
précédente) présentent certaines limitations :
• la première fonctionne par linéarisation, on perd ainsi toute information potentiellement

imposée par les contraintes de corrélation entre les variables. La sur-approximation consi-
dérée est alors plus grossière que précédemment comme noté par le fait que l’on a qu’une
condition suffisante de la préservation de la sémantique (Proposition 5.3).
• la deuxième propose d’étudier le comportement des termes constructeurs non-linéaires, ce

qui permet de prendre en compte certaines de ces contraintes. En pratique, on a encore de
nombreux cas où cette approche ne permet pas de prendre en compte toutes les contraintes
de corrélation des variables. De plus, bien que cela permette une étude moins grossière de la
sémantique, comme la sémantique close d’un terme non-linéaire n’est préservée que par des
substitutions valeurs, cela limite également la méthode à l’étude de relation de réécriture
stricte.

Comme on l’a vu dans la Section précédente, l’approche par sémantique sur laquelle se fonde la
méthode d’analyse est capable d’exprimer les contraintes de corrélation entre différentes instances
d’une même variable dans un terme constructeur. Cependant les formalismes d’Exemption de
Motif et de sémantique ignorent la majorité de ces contraintes dans le cas d’un terme contenant
des symboles définis. Enfin, prouver la préservation de la sémantique d’un CBTRS est d’autant
plus compliqué que ces notions ne sont pas préservées par substitution.

On introduit dans cette Section des notions adaptées de sémantique et d’Exemption de Motif
permettant de prendre en compte de manière plus précise les contraintes de corrélation entre
différentes instances d’une même variable.

5.2.1 Exemption de Motif pour les termes non-linéaires

Dans le Chapitre 3, on a défini les notions d’Exemption de Motif et de sémantique close de fa-
çon à avoir une équivalence simple entre ces deux notions, comme exprimé par la Proposition 3.7.
On va présenter ici différentes formes de sémantique afin de les comparer dans le contexte de la
méthode d’analyse présentée dans le Chapitre précédent. Pour garder une équivalence entre ces
différentes sémantiques et des notions associées d’Exemption de Motif, on définit une Exemption
de Motif modulo sémantique :

Définition 5.6. Étant donnés un terme t ∈ T (F ,X ), un motif additif p et une sémantique JK,
on dit que t est exempt de p modulo JK si et seulement si, pour tout v ∈ JtK, v est exempt de p.

Par la suite, pour la distinguer des autres formes de sémantique, on note JtKg la sémantique
close d’un terme t (Définition 3.4). D’après la Proposition 3.7, qui établit une équivalence entre
l’Exemption de Motif pour un terme t et l’Exemption de Motif de toutes les valeurs de sa
sémantique, l’Exemption de Motif classique est donc équivalente à l’Exemption de Motif modulo
JKg.
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Comme montré dans le Chapitre 3, dans le cas non-linéaire, l’absence de préservation de
l’Exemption de Motif et de sémantique par substitution s’explique par le fait que ces notions
ne considèrent aucune corrélation entre deux sous-termes identiques ayant un symbole défini
comme symbole de tête. En effet, ces notions sont définies en sur-approximant chaque instance
d’un tel sous-terme séparément par l’ensemble de ses potentielles formes normales. Quand une
substitution associe une variable à un tel terme, la contrainte de corrélation entre deux instances
de cette variable est donc brisée par cette approche.

Cependant, dans le cadre de l’étude de transformations, ces dernières sont généralement appli-
quées de manière déterministe, donc deux termes identiques seront réduits de manière identique.
Du point de vue de la réécriture, cela revient à considérer une hypothèse de confluence de la
relation de réécriture, ou l’utilisation d’une stratégie de réécriture déterministe. Dans ce cas,
on propose de considérer ce comportement déterministe en introduisant, pour des termes t, u et
v ∈ T (F ,X ) la notation t [u 7→ v] pour désigner le terme t dont toutes les occurrences du terme
u sont remplacées par v :

t [u 7→ v] = t [v]ω1
· · · [v]ωn

avec {ω1, . . . , ωn} := {ω ∈ Pos(t) | t|ω = u}

On introduit maintenant différentes formes de sémantique :

Définition 5.7 (Sémantiques non-linéaires). On définit les notions de sémantiques suivantes :

• étant donnés un terme u ∈ T (C,X a) et un terme t ∈ T (F ,X a) \ T (C,X a), la sémantique
confluente de u, respectivement t, est définie par :

I JuKc = JuKg ;

I JtKc =
⋃
ω

⋃
vJt
[
t|ω 7→ v

]
Kc, avec ω ∈ Pos(t) telle que t|ω = ϕ!P

s (t1, . . . , tn) avec ϕ!P
s ∈

Dn, et v ∈ Ts(C) exempte de .Pc (t1, . . . , tn).

où .Pc (t1, . . . , tn) =
∑

q∈Q q avec Q = {r | ∃l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P t.q. ∀i ∈ [1, n], ∀v ∈
JtiKc, v est exempt de li}.
• étant donnés un terme u ∈ T (C,X a) et un terme t ∈ T (F ,X a) \ T (C,X a), la sémantique
modulo ς de u, respectivement t, avec ς une substitution valeur telle que Var(u) ⊆ Dom(ς),
respectivement Var(t) ⊆ Dom(ς), et pour toute variable x−qs ∈ Dom(ς), ς(x−qs ) est exempt
de q, est définie par :

I JuKς = {ς(u)} ;

I JtKς =
⋃
ω

⋃
ς′Jt
[
t|ω 7→ z−ps

]
Kς′, avec ω ∈ Pos(t) telle que t|ω = ϕ!P

s (t1, . . . , tn) avec

ϕ!P
s ∈ Dn et pour tout i ∈ [1, n] ti ∈ T (C,X a), z−ps une variable fraîche avec p =

.P (ς(t1), . . . , ς(tn)), et ς ′ une substitution valeur telle que ς ′(x) = ς(x) pour toute
variable x ∈ Dom(ς) et ς ′(z−ps ) ∈ Ts(C) est exempt de p.

• étant donné un terme t ∈ T (F ,X a), la sémantique substitutive de t est définie par :

I JtKs =
⋃
ςJtKς avec ς une substitution valeur telle que Var(t) ⊆ Dom(ς) et pour toute

variable x−qs ∈ Dom(ς), ς(x−qs ) est exempt de q.

• étant donnés une valeur v ∈ T (C), un terme u ∈ T (F) et un terme t ∈ T (F ,X a) \ T (F),
la sémantique exacte de v, respectivement u et t, est définie par :

I JvKe = {v} ;
I JuKe =

⋃
ω

⋃
vJu

[
u|ω 7→ v

]
Ke, avec ω ∈ Pos(u) telle que u|ω = ϕ!P

s (u1, . . . , un) avec
ϕ!P
s ∈ Dn et pour tout i ∈ [1, n] ui ∈ T (C), et v ∈ Ts(C) exempte de .P (u1, . . . , un) ;
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I JtKe =
⋃
ςJς(t)Ke avec ς une substitution valeur telle que pour toute variable x−ps ∈

Var(t), ς(x−ps ) est une valeur exempte de p.

La notion de sémantique confluente correspond à la sémantique close en considérant l’hy-
pothèse de confluence : la sur-approximation des sous-termes ayant un symbole défini comme
symbole de tête est appliquée de façon identique pour chaque instance du sous-terme. La notion
de sémantique exacte correspond à la sur-approximation obtenue en évaluant récursivement du
bas vers le haut les sous-termes et en considérant toutes les corrélations entre les différentes
instances d’une même variable et les différentes occurrences de sous-termes identiques via une
approche par substitution. La notion de sémantique substitutive exprime une sur-approximation
intermédiaire entre les deux dernières en considérant une approche substitutive permettant de
prendre en compte les corrélations entre les différentes instances d’une même variable mais en
ignorant les contraintes de corrélation entre sous-termes issus de la substitution considérée.

Puisque l’hypothèse de confluence permet à ces trois notions de sémantique de considérer
les contraintes de corrélation entre les différentes occurrences d’un sous-terme ayant un symbole
défini comme symbole de tête, ces sémantiques sont correctement préservées par substitution :

Proposition 5.11. Soient un terme t ∈ T (F ,X a) et une substitution σ, on a :

• Jσ(t)Kc ⊆ JtKc ;

• Jσ(t)Ks ⊆ JtKs ;

• Jσ(t)Ke ⊆ JtKe.

Démonstration. On prouve la première inclusion par induction sur k, le nombre de symboles
définis dans σ(t) :

• Si k = 0, alors σ(t) ∈ T (C,X a) et t ∈ T (C,X a). On considère w ∈ Jσ(t)Kc, par définition,
il existe donc une substitution valeur ς telle que w = ς(σ(t)). D’où w = ς ◦ σ(t) ∈ JtKc.

• On considère maintenant k > 0 tel que pour tout terme q et substitution σ′, si σ′(q) a stric-
tement moins de k symboles définis, alors Jσ′(q)Kc ⊆ JqKc. On note u = σ(t), et on considère
w ∈ JuKc. Par définition, il existe une position ω ∈ Pos(u) où u|ω = ϕ!P

s (u1, . . . , un) avec
ϕ!P
s ∈ Dn, et v ∈ Ts(C) exempte de .Pc (u1, . . . , un), telles que w ∈ Ju

[
u|ω 7→ v

]
Kc.

I S’il existe au moins une position ω′Pos(t) telle que t|ω′ = ϕ!P
s (t1, . . . , tn) et σ(ti) = ui

pour tout i ∈ [1, n], on note t′ = t
[
t|ω′ 7→ v

]
. On a alors σ(t′)

[
u|ω 7→ v

]
= u

[
u|ω 7→ v

]
,

d’où w ∈ Jσ(t′)Kc. D’après l’hypothèse d’induction, on a donc w ∈ Jt′Kc et Jσ(ti)Kc ⊆
JtiKc. Par conséquent v est exempt de .Pc (t1, . . . , tn), et on a bien w ∈ Jt′Kc ⊆ JtKc.

I Sinon, on définit σ′ = {x 7→ σ(x)
[
u|ω 7→ v

]
| x ∈ Dom(σ)}. On a alors u = σ′(t), et

d’après l’hypothèse d’induction, on a donc w ∈ JtKc.

Pour la deuxième inclusion, le même raisonnement permet de prouver par induction sur k le
nombre de symboles définis dans σ(t), le Lemme suivant :

Lemme 5.12. Soient un terme t ∈ T (F ,X a) et une substitution σ, on a, pour toute substitution
valeur ς avec Var(σ(t)) ⊆ Dom(ς), Jσ(t)Kς ⊆

⋃
ς′JtKς′ avec ς

′ une substitution valeur telle que

• ς ′(x) ∈ Jσ(x)Kς pour toute variable x ∈ Dom(σ) ;

• ς ′(x) = ς(x) pour toute variable x ∈ Dom(ς) \ Dom(σ).

D’où Jσ(t)Ks ⊆ JtKs.
Enfin, on prouve la dernière inclusion par induction sur k le nombre de symboles définis dans

σ(t) :
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• Si k = 0, alors σ(t) ∈ T (C,X a) et t ∈ T (C,X a). On a trois cas possibles :
I Si σ(t) ∈ T (C,X a) \ T (C), alors t ∈ T (C,X a) \ T (C) et pour tout v ∈ Jσ(t)Ke, il existe
ς telle que ς(σ((t)) = v. D’où v ∈ JtKe.

I Si t ∈ T (C), alors σ(t) = t et JtKe = Jσ(t)Ke = {t}.
I Enfin, si t ∈ T (C,X a)\T (C) et σ(t) ∈ T (C), alors σ(t) ∈ JtKe. D’où Jσ(t)Ke = {σ(t)} ⊆

JtKe.
• On considère maintenant k > 0 tel que pour tout terme q et substitution σ′, si σ′(q) a

strictement moins de k symboles définis, alors Jσ′(q)Ke ⊆ JqKe. On considère w ∈ Jσ(t)Kc.
Si σ(t) ∈ T (F ,X ) \ T (F), il existe une substitution valeur ς telle que v ∈ Jς(σ((t))Ke, et
on note u = ς(σ(t)) et σu = ς ◦ σ. Sinon on note u = σ(t) et σu = σ. Dans les deux cas, il
existe une position ω ∈ Pos(u) où u|ω = ϕ!P

s (u1, . . . , un) avec ϕ!P
s ∈ Dn et ui ∈ T (C),∀i ∈

[1, n], et v ∈ Ts(C) exempte de .P (u1, . . . , un), telles que w ∈ Ju
[
u|ω 7→ v

]
Ke. On définit

σ′ = {x 7→ σu(x)
[
u|ω 7→ v

]
| x ∈ Dom(σu)} et on a deux cas à considérer :

I Si σ′ = σu, on note u = u
[
u|ω 7→ v

]
et on recommence l’opération jusqu’à ce que

σ′ 6= σu ou que u ∈ T (C) (au plus k fois). Dans le deuxième cas, on a donc σu valeur
avec Var(t) ⊆ Dom(σu), d’où v ∈ JtKe.

I Si σ′ 6= σu, σ′(t) a strictement moins de k symboles définis et comme u
[
u|ω 7→ v

]
=

σ′(t)
[
u|ω 7→ v

]
, v ∈ Jσ′(t)

[
u|ω 7→ v

]
Ke ⊆ Jσ′(t)Ke. Donc, d’après l’hypothèse d’induc-

tion, v ∈ JtKe.

De même, les propriétés d’Exemption de Motif modulo sémantique sont également préservée
par substitution :

Corollaire 5.13. Soient un terme t ∈ T (F ,X a) et un motif p ∈ P(C,), on a :
• si t est exempt de p modulo JKc alors, pour toute substitution σ, σ(t) est exempt de p modulo

JKc ;
• si t est exempt de p modulo JKs alors, pour toute substitution σ, σ(t) est exempt de p modulo

JKs ;
• si t est exempt de p modulo JKe alors, pour toute substitution σ, σ(t) est exempt de p modulo

JKe.

Démonstration. La preuve est immédiate en utilisant la Proposition précédente et la Définition
de l’Exemption de Motif modulo sémantique.

On s’intéresse dans un premier temps à la sémantique confluente. Bien que cette sémantique
permette de garantir la préservation par substitution et de considérer les contraintes de corré-
lation entre différentes instances d’une même variable se trouvant sous différentes occurrences
d’un même symbole défini, elle ignore toujours ces contraintes de corrélation quand ces instances
d’une même variable se trouvent dans différents sous-termes d’un symbole défini.

Exemple 5.5. On reprend l’algèbre de termes considérée dans l’Exemple 3.7 avec les symboles
définis f !Pf , g!Pg , h!Ph et id!Pid

S2 annotés par Pf = {⊥ 7→ c(a, b)},Pg = ∅,Ph = {b ∗ ⊥ 7→
c(a, b),⊥ ∗ a 7→ c(a, b)} et Pid = {b 7→ b}. On considère des propriétés d’Exemption de Motif
modulo JKc :
• t = c(g(x), g(x)) est exempt de c(a, b) modulo JKc, puisque par définition de la sémantique
confluente, on a JtKc = Jt [g(x) 7→ a]Kc ∪ Jt [g(x) 7→ b]Kc = {c(a, a), c(b, b)}.
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• u = h(x, x) n’est pas exempt de c(a, b) modulo JKc, puisque Jx−⊥S2 Kc = {a, b}, donc on a
.Ph
c (x, x) = ⊥. Par conséquent, JuKc =

⋃
v∈TS1(C)Ju [u 7→ v]Kc = TS1(C). Néanmoins, comme

x ne peut être instancié que par a ou b, dans le premier cas σ(x) est exempt de b et σ(u)
est exempt de c(a, b) par le profil b ∗ ⊥ 7→ c(a, b), et dans le deuxième cas σ(x) est exempt
de a et σ(u) est exempt de c(a, b) par le profil ⊥ ∗ a 7→ c(a, b).
• r = c(id!Pid

S2 (b), id!Pid
S2 (x)) n’est pas exempt de c(a, b) modulo Jx−⊥S2 Kc = {a, b}, donc on

a .Pid
c (x) = ⊥. Et comme .Pid

c (b) = ⊥, on a JrKc = {c(a, a), c(a, b), c(b, a), c(b, b)}.
Néanmoins, comme x ne peut être instancié que par a ou b, dans le premier cas σ(x) est
exempt de b et id(σ(x)) est exempt de b par le profil b 7→ b, et dans le deuxième cas
σ(id(x)) = σ(id(a)). Dans les deux cas, on a donc σ(r) exempt de c(a, b).

A l’opposé, on a la notion de sémantique exacte, qui fournit une sur-approximation des
formes normales potentielles en considérant toutes les instances possibles du terme et en évaluant
récursivement, du bas vers le haut, la sur-approximation des sous-termes ayant un symbole défini
comme symbole de tête. Cette approche permet de prendre parfaitement en compte l’ensemble
des contraintes de corrélation des différentes instances d’une même variable tout en considérant
les corrélations entre différentes occurrences d’un même sous-terme.

Exemple 5.6. On reprend l’algèbre de termes considérée dans l’Exemple 5.5. On considère des
propriétés d’Exemption de Motif modulo JKe :
• t = c(g(x), g(x)) est exempt de c(a, b) modulo JKe, puisque pour toute substitution σ on
a Jσ(t)Ke = Jσ(t) [g(σ(x)) 7→ a]Ke ∪ Jt [g(σ(x)) 7→ b]Kc = {c(a, a), c(b, b)}. Donc JtKe =
{c(a, a), c(b, b)}.

• u = h(x, x) est exempt de c(a, b) modulo JKe, puisque x ne peut être instancié que par a
ou b, donc JuKe = Jh(a, a)Ke ∪ Jh(b, b)Ke. De plus Jh(a, a)Ke = Jh(b, b)Ke = {v ∈ TS1(C) |
v exempt de c(a, b)}, car .a,a (Ph) = .b,b (Ph) = c(a, b).

• r = c(id!Pid
S2 (b), id!Pid

S2 (x)) est exempt de c(a, b) modulo JKe, puisque x ne peut être instan-
cié que par a ou b, donc JuKe = Jc(id(b), id(a))Ke ∪ Jc(id(b), id(b))Ke. De plus, comme
.Pid (a) = b et .Pid (b) = ⊥, on peut conclure que Jc(id(b), id(a))Ke = {c(a, a), c(b, a)} et
Jc(id(b), id(b))Ke = {c(a, a), c(b, b)}.

Cependant, la sémantique exacte fonctionne par évaluation récursive de toutes les instances
closes du terme considéré pour pouvoir reconnaître les différentes occurrences d’un même sous-
terme. Étant donné qu’il y a en pratique une potentielle infinité de ces instances, ce n’est géné-
ralement pas un formalisme facilement utilisable pour l’évaluation de propriété d’Exemption de
Motif et l’analyse statique d’un CBTRS.

On a donc introduit la notion de sémantique substitutive qui adopte une approche par sub-
stitution et par évaluation récursive similaire à celle de la sémantique exacte. Cependant, la
sémantique substitutive n’applique pas concrètement la substitution considérée et ne prend donc
en compte les contraintes de corrélation entre deux sous-termes identiques que quand elles sont
déjà apparentes dans le terme d’origine. Cette approche permet ainsi d’exprimer correctement
toutes les contraintes de corrélation entre plusieurs instances d’une même variable, sans nécessai-
rement demander l’évaluation complète du terme pour une potentielle infinité de substitutions.

Exemple 5.7. On reprend l’algèbre de termes considérée dans l’Exemple 5.5. On considère des
propriétés d’Exemption de Motif modulo JKs :
• t = c(g(x), g(x)) est exempt de c(a, b) modulo JKs, puisque la variable x ne peut être
instanciée que par a ou b. On note σa et σb les substitutions respectives et on a donc
JtKs = JtKσa ∪ JtKσb . Comme .Pg (a) = .Pg (b) = ⊥, on a donc JtKe = {c(a, a), c(b, b)}.
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• u = h(x, x) est exempt de c(a, b) modulo JKs, puisque x ne peut être instancié que par a ou
b. On note σa et σb les substitutions respectives et on a donc JuKs = JuKσa ∪ JuKσb . Comme
.Ph (a, a) = .Ph (b, b) = c(a, b), on a donc JuKs = {v ∈ TS1(C) | v exempt de c(a, b)}.
• r = c(id!Pid

S2 (b), id!Pid
S2 (x)) n’est pas exempt de c(a, b) modulo JKs, puisque même si x ne peut

être instancié que par a ou b, en notant σa et σb les substitutions respectives, on a JrKs =
JrKσa ∪ JrKσb . Or comme .Pid (a) = b et .Pid (a) = ⊥, on a bien JrKσa = {c(a, a), c(b, a)}
mais JrKσb = TS1(C) puisque les deux sous-termes id!Pid

S2 (b) et id!Pid
S2 (x) sont considérés

indépendamment par la sémantique substitutive, malgré la substitution σb considérée. On a
donc bien JuKs = TS1(C).

Comme on l’a illustré avec l’étude de chacune de ces notions de sémantique, on peut les
ordonner par précision :

Proposition 5.14. Soit un terme t ∈ T (F ,X a), on a :

JtKe ⊆ JtKs ⊆ JtKc ⊆ JtKg

Démonstration. Soit t un terme de T (F ,X a). On peut commencer la preuve de la Proposition
en remarquant que si t ∈ T (C,X a) on a clairement JtKe = JtKs = JtKc = JtKg.

On prouve en Annexe A le Lemme suivant :

Lemme 5.15. Soient un terme t ∈ T (F ,X a), pour toute position ω ∈ Pos(t) telle que t|ω =

ϕ!P
s (t1, . . . , tn) avec ϕ!P

s ∈ Dn, on a Jt
[
t|ω 7→ z−ps

]
Kc ⊆ JtKc avec z−ps une variable fraîche et

p = .Pc (t1, . . . , tn).

On prouve maintenant par induction sur k le nombre de symboles définis de t qu’on a JtKs ⊆
JtKc ⊆ JtKg. Pour k = 0, on a t ∈ T (C,X a), donc l’inclusion est vérifiée. On considère maintenant
k > 0 tel que pour tout terme u ayant strictement moins de k symboles définis, on a JuKs ⊆
JuKc ⊆ JuKg :

• Soit w ∈ JtKs, par définition, il existe une substitution valeur ς avec Var(t) ⊆ Dom(ς) telle
que w ∈ JtKς , i.e. il existe une position ω ∈ Pos(t) avec t|ω = ϕ!P

s (t1, . . . , tn) où ϕ!P
s ∈ Dn

et pour tout i ∈ [1, n] ti ∈ T (C,X a) telle que w ∈ Jt
[
t|ω 7→ z−ps

]
Kς′ avec z

−p
s une variable

fraîche où p = .P (ς(t1), . . . , ς(tn)), et ς ′ une substitution valeur telle que ς ′(x) = ς(x) pour
toute variable x ∈ Dom(ς) et ς ′(z−ps ) ∈ Ts(C) exempt de p. On a donc w ∈ Jt

[
t|ω 7→ z−ps

]
Ks,

d’où, avec l’hypothèse d’induction, w ∈ Jς ′(t
[
t|ω 7→ z−ps

]
)Kc. Comme ti ∈ T (C,X a) pour

tout i ∈ [1, n], on a p = .P (t1, . . . , tn) = .Pc (t1, . . . , tn), donc, d’après le Lemme précédent,
w ∈ JtKc.

• Soit w ∈ JtKc, par définition, il existe une position ω ∈ Pos(t) où t|ω = ϕ!P
s (t1, . . . , tn) avec

ϕ!P
s ∈ Dn, et une valeur v ∈ Ts(C) exempte de .Pc (t1, . . . , tn) telles que w ∈ Jt

[
t|ω 7→ v

]
Kc.

D’après l’hypothèse d’induction, on a donc w ∈ Jt
[
t|ω 7→ v

]
Kg. Par définition de la séman-

tique close, on peut donc conclure que w ∈ JtKg.

Avec le même raisonnement, on a par induction sur k, que pour tout t ∈ T (F), on a JtKe ⊆ JtKs.
On considère maintenant t ∈ T (F ,X a) et w ∈ JtKe. Par définition, il existe une substitution

valeur ς avec Var(t) ⊆ Dom(ς) telle que w ∈ Jς(t)Ke. Comme ς(t) ∈ T (F), on a donc w ∈
Jς(t)Ke = Jς(t)Ks = Jς(t)Kς ⊆ JtKς ⊆ JtKs.
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Bien que la sémantique exacte soit donc la plus précise, en pratique elle requiert d’être évaluée
pour une potentielle infinité de substitutions. On verra, dans la Section suivante, que pour la
sémantique substitutive, on peut donner une procédure de décision des propriétés d’Exemption
de Motif associées. On se concentrera donc, par la suite, plus particulièrement sur l’étude de
cette sémantique. L’adaptation de la méthode d’analyse à la notion de sémantique confluente
a été présentée dans une publication [CLM21], mais, étant donné que cette dernière est moins
précise, on lui préfèrera la sémantique substitutive. Pour permettre une analyse similaire, on
propose, dans un premier temps, de transcrire les notions de préservation de sémantique dans le
formalisme correspondant à la sémantique substitutive.

5.2.2 Préservation de sémantique dans un système non-linéaire

Comme présenté dans le Chapitre 3, chaque profil annotant un symbole exprime une hypo-
thèse sur le comportement de la réduction associée à ce symbole. Il est donc nécessaire de vérifier
que le CBTRS décrivant la réduction en question est bien en accord avec le choix d’annotation
fait. En pratique, cela revient à prouver que la relation de réécriture induite par ce CBTRS
préserve la sémantique considérée.

Dans le Chapitre 3, on avait ainsi introduit une notion de règle (et par extension de système
de réécriture) préservant la sémantique JKg (Définition 3.14). Cette dernière établit qu’une règle
de réécriture ls _ rs préserve la sémantique JKg si et seulement si, pour toute substitution σ, on
a Jσ(rs)Kg ⊆ Jσ(ls)Kg. On introduit donc une notion similaire de préservation de la sémantique
substitutive :

Définition 5.8 (Préservation de sémantique substitutive). On dit qu’une règle de réécriture
ls _ rs, préserve la sémantique substitutive JKs si et seulement, pour toute substitution σ, on a
pour toute substitution valeur ς telle que Var(σ(ls)) ⊆ Dom(ς), Jσ(rs)Kς ⊆ Jσ(ls)Kς .

On dit qu’un TRS R préserve la sémantique substitutive JKs si et seulement si toutes les règles
de R préservent la sémantique substitutive.

La notion de sémantique substitutive reposant sur une approche de sur-approximation sépa-
rant instanciation des variables et évaluation des formes normales des sous-termes, sa préservation
conserve cette logique, en distinguant donc la substitution considérée par la relation de réécriture
de celle utilisée pour évaluer la sémantique substitutive.

Bien qu’un TRS préservant la sémantique JKg induit une relation de réécriture qui préserve
également la sémantique (Proposition 3.15), ce n’est pas forcément le cas pour la préservation
de la sémantique substitutive. En effet, comme cette dernière considère simultanément une sur-
approximation de tous les sous-termes identiques, elle n’est plus nécessairement préservée à
chaque pas de réduction mais la préservation est garantie sur plusieurs étapes :

Proposition 5.16. Étant donné un CBTRS R préservant la sémantique substitutive JKs, pour
tous termes clos t, u ∈ T (F) tels que t =⇒R u, il existe un terme clos v ∈ T (F) tel que u =⇒∗R v
et JvKs ⊆ JtKs.

Démonstration. On prouve en Annexe A le Lemme suivant :

Lemme 5.17. Étant donnés une règle de réécriture ls _ rs, avec ls = ϕ!P
s (ls1, . . . , lsn) où ϕ ∈ Dn,

préservant la sémantique substitutive JKs, un terme t ∈ T (F ,X ) et une substitution σt tels qu’il
existe une position ω ∈ Pos(t) avec t|ω = σt(ls), alors on a pour toute substitution valeur ς avec
Var(t) ⊆ Dom(ς) :

Jt
[
σt(ls) 7→ σt(rs)

]
Kς ⊆ JtKς
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Soient un CBTRSR préservant la sémantique JKs et des termes t, u ∈ T (F) tels que t =⇒R u.
Par définition, il existe donc une règle ls _ rs ∈ R, une position ω ∈ Pos(t) et une substitution
σt telles que t|ω = σt(ls) et u = t

[
σt(rs)

]
ω
.

On note ω1 := ω et ω2, . . . , ωm les positions distinctes de t telles que t|ωi
= σt(ls), en

appliquant la règle ls _ rs ∈ R m − 1 fois sur le terme u on a donc u =⇒∗R v avec v :=
t
[
t|ω 7→ σt(rs)

]
. De plus, avec le Lemme précédent, on a bien JvKs ⊆ JtKs.

Et de même, la préservation des propriétés d’Exemption de Motif modulo JKs n’est pas ga-
rantie à chaque pas de réduction mais ces dernières seront nécessaire récupérées après plusieurs
étapes :

Corollaire 5.18. Étant donnés un CBTRS R préservant la sémantique substitutive JKs et un
motif étendu p, pour tous termes clos t, u ∈ T (F) tels que t =⇒R u, si t est exempt de p modulo
JKs, alors il existe un terme clos v ∈ T (F) exempt de p modulo JKs tel que u =⇒∗R v.

Démonstration. La preuve est immédiate par Proposition 5.16 et la définition de l’Exemption de
Motif modulo sémantique.

Dans le cadre d’une relation de réécriture confluente, la préservation de la sémantique sub-
stitutive d’un CBTRS non-linéaire, fournit donc une condition suffisante à la préservation (sur
plusieurs étapes de réduction) de la sémantique JKs et donc des propriétés d’Exemption de Motif
modulo JKs. Comparé à la notion de préservation de la sémantique JKg vérifiée par la méthode
d’analyse présentée dans le Chapitre précédent, cette condition est d’autant plus faible que la
sémantique substitutive est plus précise.

Exemple 5.8. On reprend l’algèbre de termes considérée dans l’Exemple 3.7 et on considère le
système R présenté dans l’Exemple 5.4 :

f (c(x, a)) _ c(x, x)
f (c(x, b)) _ h(x, x)
f (d(x)) _ c(g(x), g(x))
g(c(x, y)) _ a
g(d(x)) _ b
h(x, y) _ c(y, x)

où les symboles définis f !Pf , g!Pg et h!Ph sont annotés avec Pf = {⊥ 7→ c(a, b)},Pg = ∅ et
Ph = {b ∗ ⊥ 7→ c(a, b),⊥ ∗ a 7→ c(a, b)}.

On a vu dans l’Exemple 5.4, que l’on ne pouvait pas vérifier la préservation de la sémantique
JKg des deuxième et troisième règles. Or, comme on l’a montré dans l’Exemple 5.7, les termes r2 =
h(x, x) et r3 = c(g(x), g(x)) sont exempts de c(a, b) modulo JKs. Donc pour toute substitution σ,
on a bien Jσ(r2)Ks ⊆ Jσ(f !Pf (c(x, b)))Ks = Jx−c(a,b)

S1 K et Jσ(r3)Ks ⊆ Jσ(f !Pf (d(x))Ks = Jx−c(a,b)
S1 K.

Les autres règles préservaient déjà la sémantique JKg et on peut vérifier trivialement qu’elles
préservent donc toujours la sémantique substitutive JKs. Avec la Proposition 5.16, on peut alors
conclure, que comme le système R est complet, confluent et terminant, pour tout terme e ∈
TS1(F), f (e) sera réduit à une valeur exempte de c(a, b).

La notion de sémantique exprimant toujours une sur-approximation des formes normales
potentielles du terme considéré, comme pour la Proposition 3.15, la condition de préservation
de la sémantique par une relation de réécriture explicitée par la Proposition 5.16 est suffisante
mais non nécessaire. Et de façon similaire, plus les annotations seront précises, moins la sur-
approximation sera grossière, réduisant ainsi les possibilités d’un faux négatif.
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Exemple 5.9. On reprend l’algèbre de termes considérée dans l’Exemple 3.7 et le système R
présenté dans l’Exemple 5.4 : 

f (c(x, y)) _ c(x, x)
f (d(x)) _ c(id(b), id(x))
g(c(x, y)) _ a
g(d(x)) _ b
id(x) _ x

où les symboles définis f !Pf , g!Pg et id!Pid sont annotés avec Pf = {⊥ 7→ c(a, b)},Pg = ∅ et
Pid = {b 7→ b}.

Comme on l’a montré dans l’Exemple 5.7, le terme c(id(b), id(x)) n’est pas exempt de c(a, b)
modulo JKs. On peut en déduire que la deuxième règle de R ne préserve donc pas la sémantique
JKs. Cependant, en ajoutant le profil a 7→ a à l’annotation du symbole id!Pid, ce même terme est
ainsi bien exempt de c(a, b) et on voit alors que le système R préserve la sémantique.

En pratique, il est plus simple de considérer pour chaque règle, qu’elle respecte les propriétés
d’Exemption de Motif induites par chaque profil :

Définition 5.9 (Satisfaction substitutive de profil). Soit une règle de réécriture ls _ rs avec
ls = ϕ!P

s (ls1, . . . , lsn), et un profil π = p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ p ∈ P, on dit que la règle satisfait le profil
π par substitution si et seulement pour toute substitution valeur ς avec Var(ls) ⊆ Dom(ς), on a :

ς(lsi) est exempt de pi, pour tout i ∈ [1, n] =⇒ rs est exempt de p modulo JKς

La satisfaction de tous les profils annotant le symbole défini en tête du membre gauche d’une
règle permet en effet de vérifier la préservation de la sémantique :

Proposition 5.19. Soit une règle de réécriture ϕ!P
s (ls1, . . . , lsn) _ rs, la règle préserve la séman-

tique substitutive si et seulement elle satisfait par substitution tous les profils de P.

Démonstration. Soient une règle de réécriture ls _ rs avec ls = ϕ!P
s (ls1, . . . , lsn) satisfaisant par

substitution tous les profils de P, et une substitution σ. On prouve par induction sur k le nombre
de symboles définis dans σ(ls) qu’on a pour toute substitution valeur ς avec Var(σ(ls)) ⊆ Dom(ς),
Jσ(rs)Kς ⊆ Jσ(ls)Kς .

• Si k = 1, alors ϕ est le seul symbole défini de σ(ls), et ς ◦ σ est donc une substitu-
tion valeur telle que Var(ls) ⊆ Dom(ς ◦ σ). Par définition, on a Jσ(ls)Kς = Jx−ps K avec
p := .P (ς(σ(ls1)), . . . , ς(σ(lsn))), et d’après le Lemme 5.12 on a Jσ(rs)Kς = Jσ(rs)Kς◦σ ⊆
JrsKς◦σ. Or, comme la règle satisfait par substitution tous les profils de P, pour tout profil
p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ q ∈ P tel que ς(σ(lsi)) est exempt de pi pour tout i ∈ [1, n], rs est
exempt de q modulo JKς◦σ. Donc, par composition de l’Exemption de Motif avec l’opé-
rateur de disjonction de motif +, rs est exempt de p = .P (ς(σ(ls1)), . . . , ς(σ(lsn))) mo-
dulo JKς◦σ. Par définition de l’Exemption de Motif modulo sémantique, on a donc bien
Jσ(rs)Kς ⊆ Jx−ps K = Jσ(ls)Kς .

• On considère maintenant k > 0, tel que pour toute substitution σ′ tel que σ′(ls) a stricte-
ment moins de k symboles définis, on a pour toute substitution valeur ς avec Var(σ′(ls)) ⊆
Dom(ς) Jσ′(rs)Kς ⊆ Jσ′(ls)Kς . Comme k > 1, il existe une position ω ∈ Pos(σ(ls)) telle que
σ(ls)|ω = ψ!P ′

s′ (t1, . . . , tm) avec ψ ∈ Dm et ti ∈ T (C,X ) pour tout i, et pour toute substitu-

tion valeur ς telle que Var(σ(ls)) ⊆ Dom(ς), on a donc Jσ(ls)Kς = Jσ(ls)
[
σ(ls)|ω 7→ z−ps′

]
Kς′
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avec z−ps′ une variable fraîche et ς ′ une substitution valeur telle que ς ′(z−ps′ ) est exempt de
p := .P

′
(ς(t1), . . . , ς(tm)) et ς ′(x) = ς(x) pour toute variable x ∈ Dom(ς).

On note σ′ := {x 7→ σ(x)
[
σ(ls)|ω 7→ z−ps′

]
}, et par construction on a alors σ′(ls) =

σ(ls)
[
σ(ls)|ω 7→ z−ps′

]
. De plus, en notant σz = {z−ps′ 7→ σ(ls)}, on a σz(σ′(rs)) = σ(rs),

donc d’après le Lemme 5.12, on a Jσ(rs)Kς ⊆
⋃
ς′Jσ

′(rs)Kς′ avec ς ′ une substitution valeur
telle que ς ′(z−ps′ ) ∈ Jσ(ls)|ωKς = Jx−ps′ K et ς ′(x) = ς(x) pour toute variable x ∈ Dom(ς).

Enfin, par hypothèse d’induction, on a Jσ′(rs)Kς′ ⊆ Jσ′(ls)Kς′ , et on peut donc conclure que
Jσ(rs)Kς ⊆ Jσ(ls)Kς .

Par induction, pour toute substitution σ et pour toute substitution valeur ς avec Var(σ(ls)) ⊆
Dom(ς), on a donc Jσ(rs)Kς ⊆ Jσ(ls)Kς , i.e. la règle ls _ rs préserve la sémantique JKs.

On suppose maintenant qu’il existe un profil p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ q non satisfait par la règle
ls _ rs. Par définition, il existe donc une substitution valeur ς avec Var(ls) ⊆ Dom(ς) telle que
ς(lsi) est exempt de pi pour tout i ∈ [1, n] et rs n’est pas exempt de q modulo JKς . Par définition de
la sémantique modulo sémantique JlsKς = Jx−ps K ⊆ Jx−qs K avec p := .P (ς(ls1), . . . , ς(lsn)). Comme
rs n’est pas exempt de q modulo JKς , il existe v ∈ JrsKς tel que v /∈ Jx−ps K. Donc JrsKς * JlsKς , i.e.
la règle ls _ rs ne préserve pas la sémantique JKs.

Comme présenté dans le Chapitre 3, l’annotation d’un symbole défini exprime une hypothèse
quant au comportement de la fonction associée au symbole : pour chaque profil on suppose
qu’un terme vérifiant la pré-condition exprimée par le membre gauche du profil devra être réduit
en un terme vérifiant la post-condition exprimée par son membre droit. La méthode d’analyse
présentée dans le Chapitre 4 proposait ainsi de vérifier la correction de ces hypothèses dans le
cas de systèmes linéaires. Étant donné le formalisme présenté ici pour l’étude de systèmes non-
linéaires, on présente dans la Section suivante une méthode basée sur ce formalisme et adaptée
à l’analyse de systèmes non-linéaires.

5.3 Méthode d’analyse non-linéaire

Comme dans le Chapitre précédent, on propose donc une méthode d’analyse statique en se
reposant sur la notion de satisfaction substitutive de profil. Une telle méthode doit donc pouvoir
être appliquée de façon systématique, sans nécessiter l’instanciation des membres gauches et
droits de chaque règle via une potentielle infinité de substitutions valeurs.

En effet, comme pour la notion de satisfaction d’origine (Définition 3.15), la satisfaction par
substitution dit qu’une règle satisfait un de ses profils si et seulement respecter la pré-condition
exprimée par le membre gauche du profil implique de respecter la post-condition décrite par
son membre droit. Comme précédemment, on se reposera donc sur le mécanisme d’aliasing pour
inférer les contraintes d’instanciations des variables.

Cette méthode d’analyse fonctionne ainsi de façon très similaire à celle proposée dans le
Chapitre précédent. Cependant, dans le cas de la sémantique substitutive, prendre en compte
les contraintes de corrélation, entre les différentes instances d’une même variable, rend difficile la
construction d’un motif constructeur servant d’équivalent sémantique aux termes considérés. On
propose donc de s’abstenir de l’étape de construction de l’équivalent sémantique et on proposera
donc un mécanisme de décision permettant de conclure quant à la satisfaction sans utiliser
d’équivalent sémantique. La méthode se présente donc en deux étapes :
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• Une étape d’inférence, basée sur le mécanisme d’aliasing, des substitutions considérées par
la notion de satisfaction de profil ;

• Une étape de calcul des sémantiques permettant de vérifier les propriétés d’Exemption de
Motif.

On présente dans un premier temps comment le mécanisme d’aliasing permet l’inférence pour
un système non-linéaire.

5.3.1 Inférence dans les systèmes non-linéaires

Pour pouvoir vérifier qu’une règle de réécriture f !P(ls1, . . . , lsn) _ rs satisfait par substitution
un profil p1 ∗ . . . ∗ pn 7→ p ∈ P, on veut caractériser les substitutions ς considérées en construisant
des versions aliassées des motifs lsi. En effet, on cherche à inférer les contraintes d’instanciations
telles qu’on ait ς(lsi) exempt de pi, pour tout i ∈ [1, n]. On peut donc s’inspirer de l’approche
présentée dans la Section 4.3 pour encoder l’ensemble de ces substitutions, en remarquant que,
comme les substitutions ς considérées sont des substitutions valeurs, on a ς(lsi) ∈ JlsiK∩ Jx−pisi K =
Jlsi × x−pisi K (avec x−pisi une variable fraîche).

La notion de version aliassée des motifs lsi permet en effet de donner une caractérisation des
substitutions valeurs en inférant les contraintes sur les variables du motif :

Lemme 5.20. Soit λ une version aliassée d’un terme l ∈ T (C,X ), pour toute substitution
valeur ς telle que ς(l) ∈ T (C), on a ς(l) ∈ JλK si et seulement si ς(x) ∈ Jλ@xK, pour toute variable
x ∈ Var(l).

Démonstration. Soit λ une version aliassée d’un terme l ∈ T (C,X ), et une substitution valeur
ς telle que ς(l) ∈ T (C). Par définition, ς(l) ∈ JλK si et seulement si il existe une substitution σ
telle que λ

σ
≺≺ ς(l). On prouve alors par induction sur la forme de l que pour toute substitution

σ on a λ
σ
≺≺ ς(l) si et seulement si, pour tout x ∈ Var(l), λ@x

σ
≺≺ ς(x).

Si l = xs ∈ X , alors λ = x @ t et on a donc λ@x = t, pour toute substitution σ, λ
σ
≺≺ ς(l) si

et seulement si t
σ
≺≺ ς(x).

Si l = c(l1, . . . , ln) avec c ∈ Cn, alors λ = c(λ1, . . . , λn) avec λi une version aliasée de li pour
tout i ∈ [1, n]. Par induction, on a pour tout i ∈ [1, n], pour toute substitution σ, λi

σ
≺≺ ς(li) si et

seulement si, pour tout x ∈ Var(li), λi@x
σ
≺≺ ς(x). On prouve les deux implications séparément :

• On considère une substitution σ telle que λ
σ
≺≺ ς(l). Par définition, pour tout i ∈ [1, n],

λi
σ
≺≺ ς(li). Donc, par induction, on a, pour tout i ∈ [1, n], pour toute variable x ∈ Var(li),

λi@x
σ
≺≺ ς(x). ς(x) ∈ Jλi@xK. De plus, pour tout x ∈ Var(l), par construction on a λ@x =

Πiλi@x avec i ∈ [1, n] tel que x ∈ Var(li). On a donc, pour tout x ∈ Var(l), λ@x
σ
≺≺ ς(x).

• On considère σ telle que, pour tout x ∈ Var(l), λi@x
σ
≺≺ ς(x). ς(x) ∈ Jλ@xK. De plus, pour

tout x ∈ Var(l), par construction on a λ@x = Πiλi@x avec i ∈ [1, n] tel que x ∈ Var(li).
Donc, pour tout i ∈ [1, n], pour tout x ∈ Var(li), λi@x

σ
≺≺ ς(x). Par induction, on a pour

tout i ∈ [1, n], λi
σ
≺≺ ς(li), donc λ

σ
≺≺ ς(l).

Si ς(l) ∈ JλK, il existe donc une substitution σ telle que, pour tout x ∈ Var(l), λ@x
σ
≺≺ ς(x),

d’où ς(x) ∈ Jλ@xK.
On suppose maintenant que pour tout x ∈ Var(l), ς(x) ∈ Jλ@xK, i.e. il existe une substitution

σx telle que λ@x
σx≺≺ ς(x). Par définition de la version aliassée λ de l, on a pour toute variables
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x, y ∈ Var(l) distinctes, MV(λ@x) ∩MV(λ@y) = ∅. Donc, en notant σ := {y 7→ σx(y) | x ∈
Var(l), y ∈MV(λ@x)}, on a, pour tout x ∈ Var(l), λ@x

σ
≺≺ ς(x). Par conséquent, on a λ

σ
≺≺ ς(l),

et on peut donc conclure que ς(l) ∈ JλK.

En utilisant ce Lemme, on peut donc inférer les contraintes induites par la pré-condition de la
satisfaction substitutive de profil sur les variables de la règle en utilisant le système R, présenté
en Figure 4.8, pour exprimer les conjonctions lsi × x−pisi comme une somme de versions aliassées
de lsi (Proposition 4.13).

Exemple 5.10. On reprend l’algèbre de termes définie par la signature Σnl considérée dans
l’Exemple 3.7 et on étudie la règle de réécriture suivante

ϕ(c(x, y), x) _ c(y, y)

où le symbole défini ϕ!P : S1 ∗ S2 7→ S1 est annoté avec P = {c(a, b) ∗ b 7→ b}.
Pour vérifier que cette règle préserve la sémantique substitutive, il faut vérifier qu’elle satisfait

par substitution le profil c(a, b) ∗ b 7→ b. On infère donc les contraintes d’instanciation des
substitutions valeurs ς respectant la pré-condition du profil, i.e. telle que ς(c(x, y)) est une valeur
exempte de c(a, b) et ς(x) est une valeur exempte de b. En utilisant le système R, on obtient :

Lc(x, y)× z1
−c(a,b)
S1 , x× z2

−b
S2 M ↓R = Lc(x@ (z3

−c(a,b)
S2 \ a), y @ z4

−c(a,b)
S2 ), x@ z2

−b
S2 M

+Lc(x@ z3
−c(a,b)
S2 , y @ (z4

−c(a,b)
S2 \ b)), x@ z2

−b
S2 M

On a donc JLc(x, y)× z1
−c(a,b)
S1 , x× z2

−b
S2 MK = Jλ1K∪ Jλ2K avec λ1 = Lc(x@ (z3

−c(a,b)
S2 \ a), y@

z4
−c(a,b)
S2 ), x @ z2

−b
S2 M et λ2 = Lc(x @ z3

−c(a,b)
S2 , y @ (z4

−c(a,b)
S2 \ b)), x @ z2

−b
S2 M. Donc, pour toute

substitution valeur ς telle que ς(c(x, y)) est une valeur exempte de c(a, b) et ς(x) est une valeur
exempte de b, ς(Lc(x, y), xM) ∈ Jλ1K ou ς(Lc(x, y), xM) ∈ Jλ2K. De plus, on peut vérifier que
λ1

@x = (z3
−c(a,b)
S2 \a)× z2

−b
S2 est réduit à ⊥ par R, donc, d’après le Lemme 5.6, Jλ1K = ∅. On peut

donc conclure, avec le Lemme 5.20, que ς(x) ∈ Jz2
−b
S2 K et ς(y) ∈ Jz4

−c(a,b)
S2 \ b)K, ce qui permet

d’encoder les contraintes d’instanciation par la substitution σ@λ2

Lc(x,y),xM.

Les contraintes d’instanciation des variables du membre gauche sont ainsi inférées sous
la forme d’une substitution σ@λ

Lls1,...,lsnM aliassant les variables avec un motif quasi-symbolique.
Appliquer ces contraintes au membre droit rs de la règle donne alors une versions aliassée
ρ = σ@λ

Lls1,...,lsnM(rs) de rs. Afin d’exprimer la post-condition à vérifier sur le terme ainsi inféré
en utilisant la sémantique, on étend la notion de sémantique substitutive pour de tels motifs :

Définition 5.10 (Sémantique substitutive étendue). Soit τ une version aliassée d’un terme
t ∈ T (F ,X ), on définit la sémantique substitutive de τ par :

JτKs =
⋃
ς
JtKς

avec ς une substitution valeur telle que ς(x) ∈ Jτ@xK, pour toute variable x ∈ Var(t).

Grâce à la Proposition 4.13, on peut alors vérifier la satisfaction de profil en calculant, via le
système R, l’intersection de la sémantique profonde de la forme inférée du membre droit de la
règle considérée avec la sémantique close du membre droit du profil considéré :

Proposition 5.21. Soit une règle ls _ rs avec ls = f !P
s (ls1, . . . , lsn), et un profil π = p1 ∗ · · · ∗

pn 7→ p ∈ P. On note v := Lls1 × z1
−p1
s1 , . . . , lsn × zn−pnsn M ↓R, et on a :
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• si v = ⊥ alors la règle satisfait par substitution le profil π ;
• sinon v = Lλ1

1, . . . , λ
1
nM + Lλ2

1, . . . , λ
2
nM + · · · + Lλm1 , . . . , λ

m
n M avec chaque λji , j ∈ [1,m] une

version aliassée de lsi, i ∈ [1, n], la règle satisfait par substitution le profil π si et seulement
si, pour tout k
I soit il existe x ∈ Var(ls) telle que Lλk1, . . . , λ

k
nM@x ↓R= ⊥ ;

I soit Jσ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)Ks ⊆ Jx−ps K.

Démonstration. Soit une règle ls _ rs avec ls = f !P
s (ls1, . . . , lsn) , et un profil π = p1 ∗ · · · ∗

pn 7→ p ∈ P. On note v := Lls1 × z1
−p1
s1 , . . . , lsn × zn−pnsn M ↓R.

Si v = ∅, comme la Proposition 5.4 garantit que le système R préserve la sémantique, il
existe k ∈ [1, n] tel que Jlsk× zk−pksk K = ∅. Donc, pour toute substitution valeur ς, ς(lsk) n’est pas
exempt de pk. Par conséquent, la règle satisfait par substitution le profil π.

On considère maintenant que v = Lλ1
1, . . . , λ

1
nM + Lλ2

1, . . . , λ
2
nM + · · ·+ Lλm1 , . . . , λ

m
n M

• On suppose que pour tout k ∈ [1,m] soit il existe x ∈ Var(ls) telle que Lλk1, . . . , λ
k
nM@x ↓R=

⊥, soit Jσ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)Ks ⊆ Jx−ps K. On considère une substitution valeur ς telle que ς(lsi)
est exempt de pi, pour tout i ∈ [1, n]. D’après la Proposition 5.4, le système R préserve la
sémantique, donc il existe k ∈ [1,m] tel que pour tout i ∈ [1, n], ς(lsi) ∈ Jλki K. D’après le

Lemme 5.20, on a donc ς(x) ∈ Jσ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (x)K 6= ∅ pour tout x ∈ Var(ls). Par préservation
de la sémantique, on a donc Lλk1, . . . , λ

k
nM@x ↓R 6= ⊥ pour tout x ∈ Var(ls), et par définition

de la sémantique substitutive étendue, on a alors JrsKς ⊆ Jσ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)K. Par conséquent,

Jσ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)Ks ⊆ Jx−ps K, et, par définition, rs est donc exempt de p modulo JKς .

• On suppose que la règle satisfait par substitution le profil, et on considère k ∈ [1,m]. Par
définition de la sémantique substitutive étendue, on a Jσ@Lλk1 ,...,λ

k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)Ks =
⋃
ςJrsKς avec ς

une substitution valeur telle que ς(x) ∈ JLλk1, . . . , λ
k
nM@xK. D’après le Lemme 5.20, on a donc

ς(lsi) ∈ Jλki K pour tout i ∈ [1, n]. De plus, d’après la Proposition 5.4, le système R préserve
la sémantique, donc pour tout i ∈ [1, n], on a Jλki K ⊆ Jx−pisi K, d’où ς(lsi) exempt de pi. Par
satisfaction de profil, on a alors rs exempt de p modulo JKς , i.e. JrsKς ⊆ Jx−ps K. On a donc
bien Jσ@Lλk1 ,...,λ

k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)Ks ⊆ Jx−ps K.

Exemple 5.11. On reprend l’algèbre de termes définie par la signature Σnl et la règle de réécri-
ture suivante considérées dans l’Exemple 5.10

ϕ(c(x, y), x) _ c(y, y)

où le symbole défini ϕ!P : S1 ∗ S2 7→ S1 est annoté avec P = {c(a, b) ∗ b 7→ b}.
On avait montré dans l’Exemple précédent, qu’on a

Lc(x, y)× z1
−c(a,b)
S1 , x× z2

−b
S2 M ↓R= λ1 + λ2

avec λ1 = Lc(x@ (z3
−c(a,b)
S2 \ a), y @ z4

−c(a,b)
S2 ), x@ z2

−b
S2 M et λ2 = Lc(x@ z3

−c(a,b)
S2 , y @ (z4

−c(a,b)
S2 \

b)), x@ z2
−b
S2 M.

Comme Jλ1K = ∅, d’après la Proposition 5.21, la règle satisfait par substitution le profil
c(a, b) ∗ b 7→ b si et seulement JρKs ⊆ Jx−bS1 K avec ρ = σ@λ2

Lc(x,y),xM(rs). On a donc ρ = c(y @

(z4
−c(a,b)
S2 \ b), y @ (z4

−c(a,b)
S2 \ b)), d’où JρKs = {c(a, a)} ⊆ Jx−bS1 K. On peut donc conclure que la

règle satisfait par substitution le profil.
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Dans le cas général, comme le membre droit rs de la règle considérée peut contenir des
symboles définis, vérifier qu’on a la post-condition JρKs ⊆ Jx−ps K, avec ρ une version aliassée de rs
obtenue par inférence, est un problème assez compliqué. On proposera par la suite une procédure
de décision permettant d’affirmer ou d’infirmer une telle relation.

5.3.2 Évaluation de sémantique par contexte

Étant donnés une règle de réécriture ls _ rs et un profil p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ p, on a montré,
grâce à la Proposition 5.21, que pour établir que la règle satisfait par substitution le profil, il faut
vérifier que pour une certaine version aliassée ρ de rs, on a JρKs ⊆ Jx−ps K, i.e. que JρKs \Jx−ps K = ∅.
On cherche donc à montrer que pour toute valeur v ∈ JρKs, on a v ∈ Jx−ps K, i.e. v est exempte
de p. Si au contraire, on peut expliciter une valeur v ∈ JτKs telle que v n’est pas exempte de p,
la satisfaction du profil sera réfutée.

Afin d’expliciter l’existence d’une telle valeur, on introduit la notion de contexte d’évaluation
qui permet de simuler l’évaluation de la sémantique substitutive d’un tel terme pour en construire
les valeurs :

Définition 5.11 (Contexte d’évaluation). Étant donné un terme t ∈ T (F ,X ), on dit qu’un
ensemble d’associations Γ est un contexte d’évaluation de t si et seulement si :

• pour toute variable x ∈ Var(t), il existe une unique association x 7→ p ∈ Γ, avec p un motif.

• pour toute position ω ∈ Pos(t) telle que t|ω = ϕ!P
s (t1, . . . , tn) avec ϕ ∈ Dn, il existe une

unique association t|ω 7→ p ∈ Γ, avec p un motif.

De plus, on dit que Γ est un contexte d’évaluation valeur si et seulement si, pour toute
association u 7→ p ∈ Γ, p est une valeur.

On peut alors évaluer la sémantique substitutive d’un terme en fonction d’un contexte donné :

Définition 5.12. Étant donnés un terme t ∈ T (F ,X ), et Γ un contexte d’évaluation de t, on
appelle évaluation de la sémantique substitutive t suivant Γ, noté JtKΓ

s , l’ensemble défini par :

• si Γ est un contexte d’évaluation valeur, JtKΓ
s est le singleton défini par :

I Jc(t1, . . . , tn)KΓ
s = {c(v1, . . . , vn)} pour tout c ∈ C, avec JtiKΓ

s = {vi}, pour tout i ∈
[1, n] ;

I Jϕ(t1, . . . , tn)KΓ
s = {v}, pour tout ϕ ∈ D, avec ϕ(t1, . . . , tn) 7→ v ∈ Γ ;

I JxKΓ
s = {v}, pour tout x ∈ Var(t), avec x 7→ v ∈ Γ ;

• sinon, JtKΓ
s =

⋃
Γ′JtK

Γ′
s avec Γ′ un contexte d’évaluation valeur tel que pour toute association

u 7→ p ∈ Γ, il existe v ∈ JpK tel que u 7→ v ∈ Γ′.

Étant donnée τ une version aliassée de t, on dit que τ est évaluable par Γ si et seulement
pour toute association u 7→ r ∈ Γ :

• si u = x ∈ Var(t), alors JrK ⊆ Jτ@xK ;

• si u = ϕ!P
s (u1, . . . , un) avec ϕ ∈ Dn, alors, pour tout Π ⊆ P tel qu’il existe Lv1, . . . , vnM ∈

JLu1, . . . , unMKΓ
s avec Π = {p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ p ∈ P | ∀i ∈ [1, n], vi est exempt de pi}, on a

JrK ⊆ Jx−Πr

s K avec Πr =
∑

p1∗···∗pn 7→ q∈Π

q.

Pour une version aliassée d’un terme de l’algèbre, chaque valeur de sa sémantique peut être
retrouvée par évaluation suivant un contexte :
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Proposition 5.22. Étant donnée une version aliassée τ d’un terme t ∈ T (F ,X ), v ∈ JτKs si et
seulement si il existe Γ, un contexte d’évaluation de t, tel que τ est évaluable par Γ et v ∈ JtKΓ

s .

Démonstration. Soit τ une version aliassée d’un terme t ∈ T (F ,X ), on prouve par induction sur k
le nombre de symboles définis dans t que pour toute substitution valeur ς avec Var(t) ⊆ Dom(ς),
on a v ∈ JtKς si et seulement il existe un contexte d’évaluation valeur Γ tel que v ∈ JtKΓ

s avec :

• x 7→ ς(x) ∈ Γ ;

• pour toute association ϕ!P
s (u1, . . . , un) 7→ w avec ϕ ∈ Dn, w est exempt de .P (w1, . . . , wn)

où JLu1, . . . , unMKΓ
s = {Lw1, . . . , wnM}.

Si k = 0, on a t ∈ T (C,X ) et on montre par induction sur la forme de t que JtKς = {ς(t)} =
JtKΓ

s :

• si t = x ∈ X , pour toute substitution valeur ς et pour tout contexte d’évaluation Γ avec
x 7→ ς(x) ∈ Γ, on a donc JtKς = {ς(x)} = JtKΓ

s .

• si t = c(t1, . . . , tn), pour toute substitution valeur ς et pour tout contexte d’évaluation Γ
avec x 7→ ς(x) ∈ Γ, on a, par induction, JtiKς = {ς(ti)} = JtiKΓ

s pour tout i ∈ [1, n]. Donc
JtKς = {ς(t)} = JtKΓ

s .

L’équivalence est donc vérifiée.
On considère maintenant k > 0 tel pour tout terme u ∈ T (F ,X ) ayant strictement moins de

k symboles définis l’équivalence est vérifiée.

• soit v ∈ JtKς , i.e. il existe une position ω ∈ Pos(t) avec t|ω = ϕ!P
s (t1, . . . , tn) où ϕ ∈ Dn et

ti ∈ T (C,X ) pour tout i ∈ [1, n], et une substitution valeur ς ′ avec ς ′(x) = ς(x) ∈ Jτ@xK
pour tout x ∈ Var(t), telles que v ∈ Jt

[
t|ω 7→ z−ps

]
Kς′ où z

−p
s est une variable fraîche avec

p := .P (ς(t1), . . . , ς(tn)) et ς ′(z−ps ) est exempt de p. En notant, u = t
[
t|ω 7→ z

]
, on a donc

v ∈ JuKς′ , et par induction, il existe un contexte d’évaluation valeur Γ tel que v ∈ JrKΓ
s

avec z 7→ w ∈ Γ, où w est exempt de p. En notant Γ′ := {t|ω 7→ w} ∪ Γ, on a donc
v ∈ JtKΓ′

s = JrKΓ
s et JLt1, . . . , tnMKΓ′

s = {Lς(t1), . . . , ς(tn)M}. Par conséquent, l’implication
directe est bien vérifiée.

• Le raisonnement inverse donne l’implication indirecte.

Si v ∈ JτKs, par définition, il existe une subtitution valeur ς avec ς(x) ∈ Jτ@xK, telle que
v ∈ JtKς . On a donc bien un contexte d’évaluation Γ tel que τ est évaluable par Γ et v ∈ JtKΓ

s .
On suppose maintenant qu’il existe un contexte d’évaluation Γ tel que τ est évaluable par Γ.

Soit vJtKΓ
s , par définition il existe un contexte d’évaluation valeur Γ′ avec pour toute association

u 7→ w ∈ Γ′, w ∈ JpK où u 7→ p ∈ Γ, tel que v ∈ JtKΓ′
s . De plus, comme τ est évaluable par Γ,

pour toute association ϕ!P
s (u1, . . . , un) 7→ p ∈ Γ, on a JpK ⊆ Jx−qs K où q = .P (w1, . . . , wn) avec

{Lw1, . . . , wnM} = JLu1, . . . , unMKΓ′
s ⊆ JLu1, . . . , unMKΓ

s . Donc il existe une substitution valeur ς telle
que v ∈ JtKς , avec x 7→ ς(x) ∈ Γ′ pour tout x ∈ Var(t), d’où ς(x) ∈ Jτ@xK. Par conséquent, on a
bien v ∈ JtKς ⊆ JτKs.

Afin de construire un contexte d’évaluation permettant de prouver ou de réfuter l’existence
d’une valeur ne vérifiant pas certaines propriétés d’Exemption de Motif dans la sémantique du
terme obtenu par inférence, on utilise la procédure de décision présentée dans la Figure 5.1.

La procédure de décision cherche donc à construire un contexte d’évaluation d’un terme de
l’algèbre en imposant des contraintes à ses variables. En partant d’une version aliassée du membre
droit de la règle considérée, on peut ainsi générer un contexte exprimant les contraintes induites
par le non-respect de la post-condition du profil.
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Axiomes et conjonction

x 7→ u \ x−qs � Jx@ uKs \ Jx−qs K 6= ∅
(A\)

x 7→ (u× q) ↓R \⊥ � Jx@ uKs ∩ JqK 6= ∅
(A×)

Γ1 � P1 Γ2 � P2

Γ1 u Γ2 � P1 ∧ P2
(∧)

Décision constructeur

Γ � JtiKs \ Jx−qsi K 6= ∅
Γ � Jα(t1, . . . , tn)Ks \ Jx−qs K 6= ∅

(Ci
\)

Γ � Jα(t1, . . . , tn)Ks ∩ JqK 6= ∅
Γ � Jα(t1, . . . , tn)Ks \ Jx−qs K 6= ∅

(C≺≺\ )

Γ � Jα(t1, . . . , tn)Ks ∩ JqiK 6= ∅
Γ � Jα(t1, . . . , tn)Ks ∩ Jq1 + q2K 6= ∅

(C+
×)

Γ � ∧ni=1JtiKs ∩ JqiK 6= ∅
Γ � Jα(t1, . . . , tn)Ks ∩ Jα(q1, . . . , qn)K 6= ∅

(C=
×)

Γ � ∧ni=1JtiKs ∩ Jx−⊥si K 6= ∅
Γ � Jα(t1, . . . , tn)Ks ∩ Jx−⊥s K 6= ∅

(Cx
×)

avec α ∈ C

Décision symbole défini

Γ; z 7→ r \ S � ∧Π⊆P((∨ni=1JtiKs \ Jx−Πl
i

si K 6= ∅) ∨ (Jz @ y−Πr

s Ks \ Jx−qs K 6= ∅))
Γ;ϕ(t1, . . . , tn) 7→ r \ S � Jϕ!P

s (t1, . . . , tn)Ks \ Jx−qs K 6= ∅
(F\)

Γ; z 7→ r \ S � ∧Π⊆P((∨ni=1JtiKs \ Jx−Πl
i

si K 6= ∅) ∨ (Jz @ y−Πr

s Ks ∩ JqK 6= ∅))
Γ;ϕ(t1, . . . , tn) 7→ r \ S � Jϕ!P

s (t1, . . . , tn)Ks ∩ JqK 6= ∅
(F×)

avec Πr =
∑

p1∗···∗pn 7→ q∈Π

q et Πl
j =

∑
p1∗···∗pn 7→ q∈Π

pj

Figure 5.1 – Procédure de décision pour construire un contexte d’évaluation suivant des
contraintes d’Exemption de Motif sur les termes non-linéaires

Les axiomes (A\) et (A×) expriment ainsi que, si les contraintes d’instanciation de la variable
sont satisfaisables, i.e. si la sémantique du motif associé à la variable par le contexte est non-
vide, on peut toujours vérifier l’existence d’une valeur satisfaisant la propriété considérée. Ici, les
prédicats que l’on cherche à vérifier sont généralement de la forme JρKs \ Jx−qs K 6= ∅ avec ρ une
version aliassée du membre droit rs ∈ T (F ,X ) de la règle, et q un motif additif linéaire et régulier.
La vérification d’un tel prédicat peut se traduire en un prédicat de la forme JρKs ∩ JqK 6= ∅, dans
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le cas où le motif q considéré filtre, en tête, l’instance correspondante de rs. On a donc un axiome
pour chacune des formes de prédicats considérées, qui génèrent des contraintes d’instanciation de
la variables sous la forme d’associations x 7→ r\S avec r une somme de motifs quasi-symboliques
linéaires et S une somme de variables annotées, i.e. S =

∑
q∈Q x

−q
s pour un certain ensemble Q

de motifs additifs linéaires et réguliers. Ces contraintes décrivent ainsi un contexte d’évaluation
qui est propagé par le reste des règles de dérivations.

La règle de fusion des contextes d’évaluation (∧) exprime qu’étant donnés un contexte d’éva-
luation Γ1 permettant de vérifier un prédicat P1 et un contexte d’évaluation Γ2 permettant de
vérifier un prédicat P2, la fusion Γ1 u Γ2 des contextes, si toutes les contraintes d’instanciation
qu’elle exprime sont satisfaisables, permet de vérifier la conjonction des prédicats. Pour cela, on
définit la fusion de Γ1 et Γ2 par la conjonction des contraintes d’instanciation :

Γ1 u Γ2 = {u 7→ r \ S | u 7→ r \ S ∈ Γ1.@u 7→ r′ \ S′ ∈ Γ2}
∪ {u 7→ r \ S | u 7→ r \ S ∈ Γ2.@u 7→ r′ \ S′ ∈ Γ1}
∪ {u 7→ (r1 × r2) ↓R \(S1 + S2) | u 7→ r1 \ S1 ∈ Γ1 ∧ u 7→ r2 \ S2 ∈ Γ2}

La procédure de décision fonctionne ensuite de manière inductive sur la forme de la version
aliassée ρ considérée.

Pour un terme ayant un symbole constructeur comme symbole de tête, il existe une valeur
de sa sémantique non-exempte d’un certain motif q, si et seulement si la non-Exemption de
Motif peut se vérifier à sa racine ou dans un de ses sous-termes. La règle (Ci

\) exprime ainsi
l’application de la contrainte sur le ime sous-terme, tandis que (C≺≺\ ) exprime l’application de
la contrainte à la racine. En appliquant la contrainte à la racine, on cherche une valeur de la
sémantique filtrée par q, ce qui s’exprime par un prédicat de la forme JρKs ∩ JqK 6= ∅. On vérifie
alors ces prédicats par induction sur q avec les règles (C+

×), (C=
×), et (Cx

×), où la première
exprime la décomposition sur l’opérateur de disjonction de motifs +, tandis que les deux autres
expriment les règles de filtrage sur un motif constructeur et une variable, respectivement.

Pour un terme ayant un symbole défini comme symbole de tête, la règle (F\) exprime la
contrainte d’évaluation en fonction des profils de l’annotation du symbole défini : pour chaque
combinaison de profils, soit la combinaison de profils n’est pas satisfaite par l’évaluation consi-
dérée, soit la propriété résultante des post-conditions des profils ne permet pas de satisfaire le
prédicat. De façon similaire (F×) exprime la même relation pour la forme conjonctive de pré-
dicat. On peut également observer que ces règles résultent aussi en une contrainte d’évaluation
du terme considéré, inférée via l’utilisation d’une variable fraîche z. En effet, il est nécessaire
de vérifier que les contraintes considérées localement sont compatibles avec d’autres contraintes
imposées à d’autres potentielles occurrences d’un même sous-terme dans le membre droit de la
règle.

Enfin, lorsque toutes les contraintes d’instanciation données par le contexte sont satisfaisables,
la procédure de décision permet de vérifier l’existence d’une valeur non exempte d’un certain profil
dans la sémantique de la version aliassée considérée :

Proposition 5.23. Étant donnés une sorte s ∈ S, une version aliassée τ d’un terme t ∈ Ts(F ,X )
et q un motif additif régulier et linéaire, on a JτKs\Jx−qs K 6= ∅ si et seulement il existe Γ un contexte
d’évaluation de t tel que :
• il existe une dérivation vérifiant Γ � JτKs \ Jx−qs K 6= ∅ ;
• pour toute association u 7→ r \ S ∈ Γ, JrK \ JSK 6= ∅.

Démonstration. Soient une sorte s ∈ S, une version aliassée τ d’un terme t ∈ T (F ,X )s et q un
motif additif régulier et linéaire.
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Dans un premier temps, on considère Γ un contexte d’évaluation de t et P une conjonction
de prédicats de la forme JτKs \ Jx−qs K 6= ∅ ou JτKs ∩ JqK 6= ∅, tels qu’il existe une dérivation
vérifiant Γ � P . On prouve par induction sur la dérivation que τ est évaluable par Γ et qu’on a
JtKΓ

s ⊆ JτKs \ Jx−qs K, respectivement JtKΓ
s ⊆ JτKs ∩ JqK, pour chaque prédicat de P .

• pour les axiomes (A\) et (A×), avec Γ = {x 7→ u \ x−qs }, on a JxKΓ
s = Ju \ x−qs K =

Jx@uKs\Jx−qs K, et respectivement, par préservation de la sémantique deR (Proposition 5.4),
avec Γ = {x 7→ (u× q) ↓R \⊥}, on a JxKΓ

s = J(u× q) ↓R \⊥K = Ju× qK = Jx@ uKs ∩ JqK.
• pour la règle de fusion (∧), l’induction et la préservation de la sémantique de R (Propo-

sition 5.4) donne directement que pour chaque prédicat JτKs \ Jx−qs K 6= ∅, respectivement
JτKs ∩ JqK 6= ∅, de P1 ∧ P2, τ est évaluable par Γ et JtKΓ

s ⊆ JτKs \ Jx−qs K, respectivement
JtKΓ

s ⊆ JτKs ∩ JqK.
• pour (C≺≺\ ), on observe que pour toute valeur v ∈ JτKs telle que q≺≺v, v n’est pas exempte

de q, i.e. JτKs ∩ JqK ⊆ JτKs \ Jx−qs K. Donc par induction τ est évaluable par Γ et JtKΓ
s ⊆

JτKs \ Jx−qs K.
• pour (Ci

\), par induction et avec Proposition 5.22, on a JtKΓ
s ⊆ JτKs, et JtiKΓ

s ⊆ JτiKs \Jx−qsi K.
Donc pour tout v ∈ Jc(t1, . . . , tn)KΓ

s , on a v = c(v1, . . . , vn) avec vi /∈ Jx−qsi K, i.e. vi non-
exempt de q. Par conséquent v est également non-exempt de q, et on a donc bien JtKΓ

s ⊆
JτKs \ Jx−qs K.
• pour (Cx

×), par induction et avec Proposition 5.22, τ est évaluable par Γ et on a JtKΓ
s ⊆

JτKs = JτKs ∩ Jx−⊥s K.
• pour (C=

×), par induction, on a pour tout i ∈ [1, n], τi est évaluable par Γ et JtiKΓ
s ⊆

JτiKs ∩ JqiK. Donc τ est évaluable avec Γ et, avec les Propositions 3.8 et 5.22, on a bien
JtKΓ

s ⊆ JτKs ∩ JqK.
• pour (C+

×), on rappelle, qu’avec la Proposition 3.8, on a Jq1 + q2K = Jq1K ∪ Jq2K, d’où
JτKs ∩ JqiK ⊆ JτKs ∩ Jq1 + q2K. Donc, par induction, τ est évaluable par Γ et on a bien
JtKΓ

s ⊆ JτKs ∩ JqK.
• pour (F\), par induction, on a τi est évaluable par Γ pour tout i ∈ [1, n], et, pour tout

Π ⊆ P, soit il existe j tel que JtjKΓ
s ⊆ JτjKs \ Jx

−Πl
j

sj K, soit Jr \ SK ⊆ Jx−Πr

s K \ Jx−qs K. Or,
pour tout profil Π ⊆ P tel qu’il existe Lv1, . . . , vnM ∈ JLt1, . . . , tnMKΓ

s avec Π = {p1 ∗ · · · ∗
pn 7→ p ∈ P | ∀i ∈ [1, n], vi est exempt de pi}, on a, pour tout i ∈ [1, n], vi ∈ JtiKΓ

s et
vi ∈ Jx−Πl

i
si K. Donc, pour de tels profils Π, dont l’ensemble vide, JtiKΓ

s * JtiKs \ Jx−Πl
i

si K d’où,
Jr \ SK ⊆ Jx−Πr

s K \ Jx−qs K. On a donc Jr \ SK ∩ Jx−qs K = ∅ et d’après la Proposition 5.22,
JtKΓ

s = Jr \ SK ⊆ JτKs. On a donc bien τ évaluable par Γ et JtKΓ
s ⊆ JτKs \ Jx−qs K.

• De même, l’induction est également vérifiée pour (F×).
La propriété est donc vérifiée par induction, et s’il existe Γ un contexte d’évaluation de t et une
dérivation vérifiant Γ � JτKs \ Jx−qs K 6= ∅, alors on a JtKΓ

s ⊆ JτKs \ Jx−qs K. Si, pour toute association
u 7→ r \ S ∈ Γ, JrK \ JSK 6= ∅, on a donc JtKΓ

s 6= ∅, d’où JτKs \ Jx−qs K 6= ∅.
On montre maintenant par induction sur la forme de t que pour tout contexte d’évaluation

valeur Γ′ de t tel que τ est évaluable par Γ′ et JtKΓ′
s ⊆ JτKs\Jx−qs K, respectivement JtKΓ′

s ⊆ JτKs∩JqK,
il existe Γ un contexte d’évaluation de t tel qu’il existe une dérivation vérifiant Γ � JτKs \Jx−qs K 6=
∅, respectivement Γ � JτKs ∩ JqK 6= ∅, et que pour toute association u 7→ r \ S ∈ Γ, il existe
v ∈ Jr \ SK tel que u 7→ v ∈ Γ′.
• pour t = x ∈ X , on a τ = x@ u. Avec les axiomes (A\) et (A×), on a donc x 7→ u \ x−qs �

Jx@ uKs \ Jx−qs K 6= ∅, respectivement x 7→ (u× q) ↓R \⊥ � Jx@ uKs ∩ JqK 6= ∅. De plus par
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définition, avec Γ = {x 7→ u \ x−qs }, on a JxKΓ
s = Ju \ x−qs K = Jx @ uKs \ Jx−qs K, et, par

préservation de la sémantique de R (Proposition 5.4), avec Γ = {x 7→ (u× q) ↓R \⊥}, on
a JxKΓ

s = J(u× q) ↓R \⊥K = Ju× qK = Jx@ uKs ∩ JqK.

• pour t = c(t1, . . . , tn), on a τ = c(τ1, . . . , τn) avec, pour tout i ∈ [1, n], τi une version
aliassée de ti.

I On a pour tout contexte d’évaluation valeur Γ′ de t tel que JtKΓ′
s ⊆ JτKs ∩ JqK, JtKΓ′

s =
{c(v1, . . . , vn)} avec {vi} = JtiKΓ′

s ⊆ JτiKs pour tout i ∈ [1, n], et q≺≺ c(v1, . . . , vn). On
procède alors par induction sur la forme de q :

— pour q = x−⊥s , on a alors, pour tout i ∈ [1, n], vi ∈ JτiKs = JτiKs ∩ Jx−⊥si K. Par
induction, pour tout i ∈ [1, n], il existe donc Γi tel qu’il existe une dérivation
vérifiant Γi � JτiKs ∩ Jx−⊥si K 6= ∅ et que pour toute association u 7→ r \ S ∈ Γi, il
existe v ∈ Jr \ SK tel que u 7→ v ∈ Γ′. Donc, en notant Γ = Γ1 u · · · u Γn, via la
règle (∧), on a une dérivation vérifiant Γ � JτiKs∩ Jx−⊥s K 6= ∅, et, par préservation
de la réécriture via R, pour toute association u 7→ r \ S ∈ Γ, il existe v ∈ Jr \ SK
tel que u 7→ v ∈ Γ′.

— pour q = c(q1, . . . , qn), on a alors, pour tout i ∈ [1, n], vi ∈ JτiKs = JτiKs∩JqiK. Avec
le même raisonnement, on peut construire un contexte d’évaluation Γ vérifiant la
propriété voulue.

— pour q = q1 +q2, on a alors JtKΓ′
s ⊆ JτKs∩Jq1K ou JtKΓ′

s ⊆ JτKs∩Jq2K. Par induction
sur la forme de q, il existe donc un contexte d’évaluation Γ vérifiant la propriété
voulue.

I On a pour tout contexte d’évaluation valeur Γ′ de t tel que JtKΓ′
s ⊆ JτKs \ Jx−qs K,

JtKΓ′
s = {c(v1, . . . , vn)} avec {vi} = JtiKΓ′

s ⊆ JτiKs pour tout i ∈ [1, n], et comme v :=
c(v1, . . . , vn) n’est pas exempt de q, il existe une position ω ∈ Pos(t) telle que q ≺≺ v.
Si ω = ε, on a q≺≺ v, et comme dans le cas précédent, on peut construire un contexte
d’évaluation Γ tel qu’il existe une dérivation vérifiant Γ � JτKs ∩ JqK 6= ∅, donc avec la
règle (C≺≺\ ), on a Γ � JτKs \ Jx−qs K 6= ∅. Sinon ω = j.ω′ avec j ∈ [1, n], et on a alors
JtjKΓ′

s ⊆= JτjKs \ Jx−qsj K. Par induction, il existe alors Γ tel qu’il existe une dérivation
vérifiant Γ � JτjKs \ Jx−qsj K 6= ∅, donc, avec la règle (Ci

\), on a Γ � JτKs \ Jx−qs K 6= ∅.

• pour t = ϕ!P
s (t1, . . . , tn), on a τ = ϕ!P

s (τ1, . . . , τn), avec, pour tout i ∈ [1, n], τi une version
aliassée de ti.

I On considère un contexte d’évaluation Γ′ de t tel que JtKΓ′
s = {v} ⊆ JτKs \ Jx−qs K.

On note {Lv1, . . . , vnM} = JLτ1, . . . , τnMKΓ′
s et comme τ est évaluable par Γ′, on a v

exempt de p := .P (v1, . . . , vn) et pour tout Π ⊆ P tel que pour tout i ∈ [1, n]

vi ∈ Jx−Πl
i

si K, on a Jx−Πr

s K ⊆ Jx−ps K. On note r :=
∏

ΠJx−Πr

s K avec Π ⊆ P tel que pour

tout i ∈ [1, n] vi ∈ Jx−Πl
i

si K, et avec les règles (A\) et (∧), on a donc une dérivation
vérifiant z 7→ r \ x−qs � ∨ΠJz @ y−Πr

s Ks \ Jx−qs K 6= ∅, et v ∈ Jr \ x−qs K. Pour tout Π ⊆ P
tel qu’il existe j ∈ [1, n] avec vj /∈ Jx

−Πl
j

sj K, par induction, il existe alors ΓΠ tel qu’il
existe une dérivation vérifiant ΓΠ � JτjKs \ Jx−Πj

sj K 6= ∅, et que pour toute association
u 7→ r \S ∈ ΓΠ, il existe v ∈ Jr \SK tel que u 7→ v ∈ Γ′. On note donc Γ :=

d
Π ΓΠ via

la règle (∧), on a une dérivation vérifiant Γ � ∧Π(∨ni=1JτiKs \ Jx−Πl
i

si K 6= ∅, avec Π ⊆ P
tel qu’il existe j ∈ [1, n] avec vj /∈ Jx

−Πl
j

sj K, et, par préservation de la réécriture via R,
pour toute association u 7→ r′ \ S ∈ Γ, il existe v ∈ Jr′ \ SK tel que u 7→ v ∈ Γ′. Enfin,
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on fusionne les dérivations avec (∧), et on applique (F\) pour obtenir une dérivation
vérifiant Γ; τ 7→ r \ x−qs � JτKs \ Jx−qs K 6= ∅.

I Le même raisonement permet de vérifier l’induction pour le prédicat JτKs ∩ JqK 6= ∅.
La propriété est donc vérifiée par induction, et s’il existe v ∈ JτKs \ Jx−qs K, respectivement v ∈
JτKs∩JqK, d’après la Proposition 5.22, alors il existe un contexte (valeur) Γ′ tel que τ est évaluable
par Γ′ et JtKΓ′

s ⊆ JτKs \ Jx−qs K, respectivement JtKΓ′
s JτKs ∩ JqK. Il existe donc Γ un contexte

d’évaluation de t tel qu’il existe une dérivation vérifiant Γ � JτKs \ Jx−qs K 6= ∅, respectivement
Γ � JτKs ∩ JqK 6= ∅.

Étant donnée τ une version aliassée d’un terme t ∈ T (F ,X ), cette procédure de décision
permet donc, pour tout motif additif linéaire et régulier q, de construire un contexte d’évaluation
évaluant τ tel que toute valeur de l’évaluation de t suivant Γ n’est pas exempte de q. Si cette
évaluation est non-vide, i.e. si la sémantique de toutes les association de Γ est non-vide, on peut
ainsi vérifier l’existence d’une valeur non-exempte de q dans la sémantique JτKs. Inversement,
comme il n’y a qu’un nombre fini de dérivations possibles vérifiant JτKs \ Jx−qs K 6= ∅, si aucune
dérivation ne fournit un contexte d’évaluation de t dont la sémantique de toutes les associations
est non-vide, on peut alors conclure que τ est exempt de q modulo JKs.

Exemple 5.12. On considère l’algèbre de termes définie par la signature Σnl présentée dans
l’Exemple 3.7, ainsi que les symboles définis et le système R introduit dans l’Exemple 5.4. On
rappelle notamment que le symbole h!Ph est annoté avec Ph = {b ∗ ⊥ 7→ c(a, b),⊥ ∗ a 7→
c(a, b)}.

On peut maintenant utiliser la procédure de décision pour vérifier que, comme montré dans
l’Exemple 5.7, h(x, x) est bien exempt de c(a, b) modulo JKs. On considère la version aliassée de
h(x, x), et on observe qu’il n’existe qu’une seule dérivation vérifiant Jh(x @ y−⊥S2 , x @ y−⊥S2 )Ks \
Jx−c(a,b)

S1 K 6= ∅ :

Γx � Jx @ y−⊥S2 Ks \ Jx−a
S2 K 6= ∅

(A\)
Γ′x � Jx @ y−⊥S2 Ks \ Jx−b

S2 K 6= ∅
(A\)

z 7→ x−⊥S2 \ x
−b
S2 � Jz @ x−⊥S1 Ks \ Jx−c(a,b)

S1 K 6= ∅
(A\)

Γx u Γ′x; z 7→ x−⊥S1 \ x
−c(a,b)
S1 � Jx @ y−⊥S2 Ks \ Jx−a

S2 K 6= ∅ ∧ Jx @ y−⊥S2 Ks \ Jx−b
S2 K 6= ∅ ∧ Jz @ x−⊥S1 Ks \ Jx−c(a,b)

S1 K 6= ∅
(∧)

Γx u Γ′x;h(x, x) 7→ x−⊥S1 \ x
−c(a,b)
S1 � Jh!Ph(x @ y−⊥S2 , x @ y−⊥S2 )Ks \ Jx−c(a,b)

S1 K 6= ∅
(F\)

Avec Γx = {x 7→ y−⊥S2 \x
−a
S2 } et Γ′x = {x 7→ y−⊥S2 \x

−b
S2 }, d’où ΓxuΓ′x = {x 7→ y−⊥S2 \ (x−aS2 +x−bS2 )}.

Comme Jy−⊥S2 K = {a, b}, on a clairement Jy−⊥S2 K \ Jx−aS2 + x−bS2 K = ∅. Donc on peut conclure que
Jh(x, x)Ks \ Jx−c(a,b)

S1 K = ∅, i.e. h(x, x) est exempt de c(a, b) modulo JKs.

Dans l’exemple précédent, on a facilement pu observer que la contrainte d’instanciation ex-
primée par l’association du contexte d’évaluation n’était pas satisfaisable. Dans le cas général, la
procédure de décision génère des contraintes d’évaluation sous la forme d’associations u 7→ r \ S
avec r une somme de motifs quasi-symboliques linéaires et S une somme de variables annotées.
On propose dans la sous-section suivante de vérifier la satisfaisabilité d’une telle contrainte en
vérifiant que la différence de sémantiques JrK \ JSK est non-vide.

5.3.3 Satisfaction de contraintes d’évaluation

Afin d’établir la satisfaction d’un profil, la procédure de décision présentée permet donc
d’exprimer la post-condition du profil sous la forme de contraintes d’instanciation du membre
droit de la règle considérée. Ces contraintes sont décrites par un contexte d’évaluation contenant
des associations u 7→ r \

∑
q∈Q x

−q
s , et sont donc satisfaisables si et seulement si la sémantique

Jr \
∑

q∈Q x
−q
s K est non-vide.
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Vérifier la satisfaisabilité de ces contraintes revient donc à démontrer l’existence d’une valeur
v ∈ JrK non-exempte de q, pour tout q ∈ Q. On propose donc d’utiliser la notion de graphe
d’atteignabilité, dont la construction est présentée en Section 4.1, pour construire une telle valeur.
En effet, les nœuds composant le graphe d’atteignabilité de r permettent d’exprimer la forme de
tous les sous-termes de sa sémantique, et donc de vérifier l’existence d’un sous-terme filtré par
chaque motif q ∈ Q.

La représentation graphique de la forme des sous-termes fournie par le graphe d’atteignabilité
permet ainsi de partitionner les contraintes considérées, entre celles qui s’appliquent directement
et celles qui s’appliqueront récursivement :

Lemme 5.24. Étant donné une sorte s ∈ S, un motif quasi-symbolique linéaire p, un graphe
G = (V,E) d’atteignabilité de p et un ensemble fini Q de motifs quasi-additifs linéaires et régulier.
On a JpK \ J

∑
q∈Q x

−q
s K 6= ∅ si et seulement si il existe des nœuds u1, . . . , un ∈ V et une n + 1-

partition {q1, . . . , qn} ]Q1 ] · · · ]Qn = Q tels que :

• il existe des chemins dans G de p à u1, . . . , un, tels que pour tout i, j ∈ [1, n] avec i 6= j, le
sous-chemin de p jusqu’au dernier nœud variable avant ui, ou jusque ui si ui est un nœud
variable ou que le chemin ne passe pas par un nœud variable, n’est pas un préfixe du chemin
de p à uj ;

• Jui × qiK \ J
∑
q∈Qi

x−qs K 6= ∅, pour tout i ∈ [1, n].

Démonstration. Soient une sorte s ∈ S, un motif quasi-symbolique linéaire p, un graphe G =
(V,E) d’atteignabilité de p et un ensemble fini Q de motifs quasi-additifs linéaires et régulier.

• On suppose qu’il existe des nœuds u1, . . . , un ∈ V et une n + 1-partition {q1, . . . , qn} ]
Q1]· · ·]Qn = Q vérifiant le Lemme. On peut construire un terme de JpK\ J

∑
q∈Q x

−q
s K en

remplaçant chaque nœud ui par une valeur de Jui× qiK\ J
∑

q∈Qi
x−qs K et les nœuds (quasi-)

variables restant par une valeur quelconque de leur sémantique. Comme les chemins dans
G de p à u1, . . . , un n’entrent pas en conflit, le graphe ainsi construit décrit une valeur de
la sémantique de p non-exempte de q, pour tout q ∈ Q.

• On suppose maintenant qu’il existe une valeur v ∈ JpK\J
∑

q∈Q x
−q
s K et on note {q1, . . . , qm} :=

Q. Pour tout i ∈ [1,m], comme v n’est exempt de qi, il existe une position ωi ∈ Pos(t)
telle que qi≺≺ v|ωi

. On peut donc construire une n+ 1-partition de l’ensemble des positions
{ω1, . . . , ωm} : {ω′1, . . . , ω′n} ]Ω1 ] · · · ]Ωn telle que pour tout i ∈ [1, n], pour tout ω ∈ Ωi

ω′i < ω, et pour tout j 6= i ω′i ≮ ω′j . Par construction du graphe d’atteignabilité, les n
positions ω′1, . . . , ω′n décrivent ainsi n chemins sans conflits vers des nœuds u1, . . . , un du
graphe d’atteignabilité de p. De plus, pour tout i ∈ [1, n], Jui × q′iK \ J

∑
q∈Qi

x−qsi K 6= ∅
avec q′i le motif correspondant à la position ω′i et Qi l’ensemble des motifs correspondant à
l’ensemble des positions Ωi.

Exemple 5.13. On considère l’algèbre de termes définie par la signature Σlist présentée dans
l’Exemple 3.5. On étudie le terme p = cons(e−⊥Expr, l

−pflat
List ), avec pflat = cons(lst(l1), l2) et on

montre que
JpK \ Jx−p1List + x−p2List + x−p3List K 6= ∅

avec p1 = lst(nil), p2 = int(i) et p3 = cons(e,nil).
À partir du graphe construit dans l’Example 4.5 et du graphe d’atteignabilité de l−pflatList obtenu

dans l’Exemple 4.7, on construit de façon similaire le graphe d’atteignabilité de p :
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cons(e−⊥Expr, l
−pflat
List )

l
−pflat
List

. . .

. . . . . .

cf. Figure 4.6

e−⊥Expr

. . .

. . . . . .

cf. Figure 4.4

Figure 5.2 – Graphe d’atteignabilité de cons(e−⊥Expr, l
−pflat
List ) dans l’algèbre définie par Σlist

Pour vérifier la relation recherchée en se basant sur le Lemme précédent, on calcule les
conjonctions entre les nœuds du graphe d’atteignabilité et les motifs p1, p2, p3. On peut ainsi
commencer par rejeter la conjonction p × p3 qui se réduit à cons(e−⊥Expr,nil) (en simplifiant les
alias inutiles) via le système R. Toutes les instances de la conjonction sont alors des listes
contenant un seul élément, et ne peuvent donc pas contenir à la fois un sous-terme filtré par p1

et un sous-terme filtré par p2. On peut l’observer en construisant le graphe d’atteignabilité de
cons(e−⊥Expr,nil) :

cons(e−⊥Expr,nil)

nil

e−⊥Expr

. . .

. . . . . .

cf. Figure 4.4

Les seuls nœuds de ce graphe, dont les conjonctions avec int(i) et lst(nil) ne sont pas vides,
sont le nœud e−⊥Expr et ses descendants directs. Comme, il n’existe pas deux chemins depuis la
racine jusque e−⊥Expr dont l’un n’est pas un préfixe de l’autre, et qu’un terme filtré par p2 ou p3

est exempt de l’autre, le Lemme précédent garantit qu’il n’existe pas d’instance de cons(e−⊥Expr,nil)
non-exempte de p2 et p3.

On a ainsi formellement rejeté la conjonction p×p3, et on s’intéresse, maintenant, aux nœuds
suivants. On peut considérer d’une part les conjonctions e−⊥Expr× int(i) et e−⊥Expr× lst(nil) et d’autre

part l−pflatList × cons(e,nil) :

• si on considère la conjonction e−⊥Expr × int(i), il faudra trouver une conjonction entre un

nœud du graphe d’atteignabilité de l
−pflat
List et lst(nil), dont la sémantique est non-vide.

Or ce graphe ne contenant pas le symbole lst , une telle conjonction aura forcément une
sémantique vide.

• on considère donc les conjonctions e−⊥Expr × lst(nil) et l−pflatList × cons(e,nil). Toutes les

instances de lst(nil) étant exemptes de int(i), il reste alors à montrer que Jl−pflatList ×
cons(e,nil)K \ Jx−p2List K 6= ∅.

On recommence donc l’opération sur la conjonction l
−pflat
List × cons(e,nil), qui se réduit à
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cons(e
−pflat
Expr \ lst(l1),nil) (en éliminant les alias inutiles) via le système R. On construit son

graphe d’atteignabilité :

cons(e
−pflat
Expr \ lst(l1),nil) nil

e
−pflat
Expr \ lst(l1)

int(i
−pflat
Int )

int

i
−pflat
Int

s(i
−pflat
Int )

z

s

z

On peut voir grâce à ce graphe que int(z ) ∈ J(e−pflatExpr \ lst(l1)) × int(i)K, donc on peut enfin
conclure avec le Lemme précédent qu’on a bien :

JpK \ Jx−p1List + x−p2List + x−p3List K 6= ∅

De plus, en suivant ainsi la logique on peut construire un motif dont les instances permettent, en
effet, de vérifier ce résultat :

• les instances de cons(int(i
−pflat
Int ),nil) ne sont pas exemptes de p2 ;

• les instances de cons(int(i
−pflat
Int ),nil) ne sont donc exemptes ni de p2, ni de p3 ;

• les instances de cons(lst(nil), cons(int(i
−pflat
Int ),nil))) ne sont donc exemptes ni de p1, ni

de p2, ni de p3.

Étant donnés un motif quasi-symbolique linéaire r et un ensemble fini Q de motifs additifs
linéaires et réguliers, en se basant sur le Lemme précédent, on propose ainsi de vérifier que
JpK \ J

∑
q∈Q x

−q
s K 6= ∅ avec l’algorithme checkInstance présenté en Figure 5.3.

Étant donnés une règle ls _ rs et un profil p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ q, avec l’approche d’inférence
montrée dans la Proposition 5.21, on peut prouver la satisfaction du profil en vérifiant que
pour les formes aliassées ρ du membre droit rs, on a JρKs ⊆ Jx−qs K. La procédure de décision
présentée en Figure 5.1 permet d’exprimer la non-satisfaction de cette post-condition sous la
forme de contraintes d’instanciation des variables du membre droit de la règle. Enfin, l’algorithme
checkInstance permet de vérifier la satisfaisabilité de ces contraintes et donc de conclure quant
à la satisfaction des profils. Ces différents mécanismes définissent ainsi une méthode d’analyse
statique vérifiant que le CBTRS considéré préserve la sémantique substitutive.

5.4 Application à l’analyse statique de systèmes non-linéaires

Les différents résultats présentés dans la Section précédente permettent donc de définir une
méthode d’analyse statique des systèmes non-linéaires, visant à vérifier que les annotations choi-
sies pour décorer les symboles définis sont en accord avec la relation de réécriture induite du CB-
TRS considéré. Pour cela, on se repose sur la notion de sémantique substitutive (Définition 5.7)
et sa préservation par le CBTRS (Définition 5.8).

5.4.1 Récapitulatif de la méthode d’analyse

Pour prouver qu’un CBTRS donné préserve la sémantique substitutive, la Proposition 5.19
établit qu’il est nécessaire et suffisant de montrer que chaque règle satisfait par substitution tous
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Fonction checkInstance(p,Q,R, S)
Entrées : p : motif quasi-symbolique linéaire,

Q : ensemble fini de motifs additifs linéaires,
R : ensemble de motifs quasi-symboliques linéaires explorables,
S : ensemble de motifs quasi-symboliques linéaires déjà explorés

Résultat : True si JpK \ J
∑

q∈Q x
−q
s K 6= ∅ ; False sinon

si p ∈ S alors
si R 6= ∅ alors

retourner checkInstance (u,Q,R \ {u}, ∅) avec u ∈ R
retourner False

pour q ∈ Q faire
r ←− (p× q) ↓R
si r 6= ⊥ alors

pour i = 1 à n avec r =
n∑
i=1

ri faire

si checkInstance(ri, Q \ {q}, R, ∅) alors
retourner True

filtre p :
avec c(p1, . . . , pn) ⇒

R′ ←− R ∪ {p1, . . . , pn}
pour i = 1 à n faire

si checkInstance(pi, Q,R′ \ {pi}, S ∪ {p}) alors
retourner True

avec x−rs \ t ⇒
pour c ∈ Cs faire

(s1, . . . , sn)←− Dom(c)
r ←− (p× c(z1

−⊥
s1 , . . . , zn

−⊥
sn )) ↓R

si r 6= ⊥ alors

pour i = 1 à n avec r =
n∑
i=1

ri faire

si checkInstance(ri, Q,R, S ∪ {p}) alors
retourner True

retourner False

Figure 5.3 – Algorithme checkInstance

les profils du symbole de tête de son membre gauche. On utilise alors la Proposition 5.21 pour
vérifier que ces profils sont bien satisfaits.

On peut donc appliquer l’analyse présentée dans la Section précédente pour garantir que la
sémantique substitutive est préservée par la relation de réécriture induite du CBTRS considéré :

Theorem 5.25. Étant donné un CBTRS confluent R, si pour toute règle f !P(ls1, . . . , lsn) _ rs ∈
R et pour tout profil p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ p ∈ P, où p1, . . . , pn, p sont des motifs réguliers linéaires, en
notant v := Lls1 × z1

−p1
s1 , . . . , lsn × zn−pnsn M ↓R, on a :

• v = ⊥ ;

• ou v = Lλ1
1, . . . , λ

1
nM + Lλ2

1, . . . , λ
2
nM + · · · + Lλm1 , . . . , λ

m
n M avec chaque λji , j ∈ [1,m] une

version aliassée de lsi, i ∈ [1, n], et

I soit il existe x ∈ Var(ls) telle que Lλk1, . . . , λ
k
nM@x ↓R= ⊥ ;
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I soit Jσ@Lλk1 ,...,λ
k
nM

Lls1,...,lsnM (rs)Ks ⊆ Jx−ps K.

alors on a pour tout terme clos t, v ∈ T (F) :

1. Si v = t ↓R, alors :

1.1. JvKs ⊆ JtKs ;

1.2. pour tout motif q tel que t est exempt de q modulo JKs, v est exempt de q modulo JKs ;

2. Si R est complet et v = t ↓R, alors v est une valeur et, pour tout motif q tel que t est
exempt de q, q ≺6≺ v|ω pour toute position ω ∈ Pos(v).

Démonstration. Soit un CBTRS R vérifiant toutes les conditions, d’après les Propositions 5.19
et 5.21, R préserve la sémantique substitutive. Soient des termes clos t, v ∈ T (F) avec v = t ↓R,
on prouve par induction sur la longueur de la R-dérivation de t à v que JvKs ⊆ JtKs. Si la
dérivation est vide, on a t = v d’où JvKs ⊆ JtKs.

On suppose maintenant que pour tout u tel que v = u ↓R, avec une R-dérivation de u à v
strictement plus courte que la R-dérivation de t à v, on a JvKs ⊆ JuKs. Comme R préserve la
sémantique, d’après la Proposition 5.16, il existe u tel que t =⇒R · · · =⇒∗R u et JuKs ⊆ JtKs. De
plus par confluence, on a u ↓R= t ↓R= v, donc par hypothèse d’induction, on a JvKs ⊆ JuKs, d’où
JvKs ⊆ JtKs.

Par définition de l’Exemption de Motif modulo JKs, pour tout motif q, si t est exempt de q
modulo JKs, on a donc bien v exempt de q modulo JKs. Enfin, si R est complet, comme v n’est
pas réductible dans R, v est une valeur exempte de q, i.e. pour toute position ω ∈ Pos(v),
q ≺6≺ v|ω.

On observe que, bien que la méthode d’analyse linéaire ne dépendent pas nécessairement des
propriétés de terminaison et de confluence du CBTRS considéré (cf. Théorème 4.18), ce n’est
pas le cas de l’approche non-linéaire considérée. En effet, l’analyse non-linéaire ne permet pas
de démontrer la préservation de la sémantique à chaque pas de réduction mais garantit que la
préservation est éventuellement obtenue sur plusieurs pas (cf. Proposition 5.16). Ainsi, dans le
cas d’une réduction non-confluente, il est possible d’avoir plusieurs dérivations d’un même terme
dont l’une ne préserve pas la sémantique. De même, si la réduction d’un terme n’est pas (au moins
faiblement) terminante, alors la dérivation du terme peut ne jamais préserver la sémantique du
terme de départ.

Exemple 5.14. On reprend l’algèbre de termes définie par la signature Σnl considérée dans
l’Exemple 3.7 et on étudie le système R suivant

f (c(x, y)) _ c(x, x)
f (d(x)) _ c(g(x), g(x))
g(c(a, x)) _ x
g(c(x, a)) _ g(c(b, x))
g(c(x, x)) _ g(c(x, b))
g(d(x)) _ g(x)

où les symboles définis f !Pf et g!Pg sont annotés avec Pf = {⊥ 7→ c(a, b)},Pg = ∅.
On peut montrer, comme on le fera pour le système considéré dans l’Exemple 5.4, que le

système préserve la sémantique substitutive. Cependant ce dernier n’est ni confluent, ni fortement
terminant. On peut alors s’intéresser au terme t = f (d(c(a, a))) puisque, par définition, il est
exempt de c(a, b), mais ce n’est pas le cas de toutes ses réductions :
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• On peut observer que t =⇒R c(g(c(a, a)), g(c(a, a))) =⇒R c(a, g(c(a, a))) =⇒R c(a, a).
On voit ici que la propriété d’Exemption de Motif est perdue au deuxième pas de réduction
mais retrouvée au dernier pas. La Proposition 5.16 garantit en effet qu’il existe une telle
réduction du terme t.

• En revanche, comme le système n’est pas confluent, il existe également des réductions
du terme t où l’Exemption de Motif n’est pas retrouvée. Par exemple, on a : t =⇒R
c(g(c(a, a)), g(c(a, a))) =⇒R c(a, g(c(a, a))) =⇒R c(a, g(c(a, b))) =⇒R c(a, b).

• De même, le système n’étant pas terminant, il peut exister des dérivations infinies de la
relation de réécriture telles que la propriété d’Exemption de Motif n’est jamais retrou-
vée : t =⇒R c(g(c(a, a)), g(c(a, a))) =⇒R c(a, g(c(a, a))) =⇒R c(a, g(c(b, a))) =⇒R
c(a, g(c(b, b))) =⇒R c(a, g(c(b, b))) =⇒R · · · .

Comme présenté dans la Section précédente, la méthode d’analyse non-linéaire se présente,
pour chaque règle du CBTRS considéré, en deux étapes :

1. une étape d’inférence des substitutions valeurs satisfaisant la pré-condition du profil consi-
dérée, basée sur la Proposition 5.21 ;

2. une étape de vérification de la post-condition utilisant la procédure de décision présentée
dans la Figure 5.1 pour inférer des contraintes vérifiées par l’algorithme checkInstance.

La première étape est une étape d’inférence (quasiment) identique à celle de l’approche li-
néaire. Étant donné une règle f !P

s (ls1, · · · , lsn) _ rs et un profil p1 ∗ · · · ∗ pn 7→ p, on caractérise
les substitutions vérifiant la pré-condition définie par le membre gauche du profil en réduisant
avec R le n-uplet de conjonctions Lls1×z1

−p1
s1 , . . . , lsn×zn−pnsn M. Les Propositions 5.4 et 4.10 garan-

tissent qu’on obtient une somme de n-uplets Lλ1, . . . , λnM où chaque λi est une version aliassée de
lsi, et tel qu’on peut donc extraire la substitution aliassante σ@Lλ1,...,λnM

Lls1,··· ,lsnM . Par aliasing, on doit alors

montrer que la post-condition du profil est respectée, en vérifiant que Jσ@Lλ1,...,λnM
Lls1,··· ,lsnM (rs)Ks ⊆ Jx−ps K.

Comme il n’est pas possible de construire un équivalent sémantique prenant en compte l’en-
semble des contraintes de corrélation découlant de la non-linéarité du membre droit de la règle,
la méthode d’analyse non-linéaire se distingue de l’approche linéaire en passant directement
à l’étape de vérification. Pour cela, on construit, à l’aide de la procédure de décision présen-
tée dans la Figure 5.1, un contexte d’évaluation explicitant des contraintes d’instanciation des
variables dans le cas où la post-condition ne serait pas respectée, i.e. une dérivation vérifiant
Jσ@Lλ1,...,λnM

Lls1,··· ,lsnM (rs)Ks \ Jx−ps K 6= ∅. S’il n’est pas possible de construire une telle dérivation, la post-
condition est donc vérifiée, et sinon, il faut vérifier, pour chaque dérivation possible, que les
contraintes d’instanciations décrites par le contexte d’évaluation sont satisfaisables. L’algorithme
checkInstance permet alors de vérifier chaque contrainte individuellement et de conclure quant
à la satisfaction du profil considéré.

5.4.2 Cas d’étude

On propose d’étudier en détail le CBTRS R présenté dans l’Exemple 5.4. Ce dernier est défini
dans l’algèbre de termes de signature Σnl = (S, C ] D) décrite par les types algébriques :

S1 := c(S2, S2)
| d(S1)

S2 := a
| b

avec les symboles définis D = {f !Pf : S1 7→ S1, g!Pg : S1 7→ S2, h!Ph : S2 ∗ S2 7→ S1} annotés
avec Pf = {⊥ 7→ c(a, b)},Pg = ∅ et Ph = {b ∗ ⊥ 7→ c(a, b),⊥ ∗ a 7→ c(a, b)}.
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On veut donc prouver que le CBTRS R suivant préserve la sémantique JKs :

f (c(x, a)) _ c(x, x)
f (c(x, b)) _ h(x, x)
f (d(x)) _ c(g(x), g(x))
g(c(x, y)) _ a
g(d(x)) _ b
h(x, y) _ c(y, x)

Pour les trois règle de f , on doit donc vérifier qu’elles satisfont le profil ⊥ 7→ c(a, b), et pour
la règle de h, qu’elle satisfait les deux profils b ∗ ⊥ 7→ c(a, b) et ⊥ ∗ a 7→ c(a, b) :

• règle f (c(x, a)) _ c(x, x) :

1. On a

I λ = (c(x, a)× z−⊥S1 ) ↓R= c(x@ z1
−⊥
S2 , a) ;

I σ@λ
c(x,a) = {x 7→ x@ z1

−⊥
S2 } ;

I d’où ρ = σ@λ
c(x,a)(c(x, x)) = c(x@ z1

−⊥
S2 , x@ z1

−⊥
S2 ).

Donc d’après la Proposition 5.19, la règle satisfait le profil ⊥ 7→ c(a, b) si et seulement
si JρKs ⊆ Jx−c(a,b)

S1 K.

2. Il existe une unique dérivation vérifiant JρKs \ Jx−c(a,b)
S1 K 6= ∅ :

x 7→ a \ ⊥ � Jx@ z1
−⊥
S2 Ks ∩ JaK 6= ∅

(A×)
x 7→ b \ ⊥ � Jx@ z1

−⊥
S2 Ks ∩ JbK 6= ∅

(A×)

x 7→ ⊥ \ ⊥ � Jx@ z1
−⊥
S2 Ks ∩ JaK 6= ∅ ∧ Jx@ z1

−⊥
S2 Ks \ JbK 6= ∅

(∧)

x 7→ ⊥ \ ⊥ � Jc(x@ z1
−⊥
S2 , x@ z1

−⊥
S2 )Ks ∩ Jc(a, b)K 6= ∅

(C=
×)

x 7→ ⊥ \ ⊥ � Jc(x@ z1
−⊥
S2 , x@ z1

−⊥
S2 )Ks \ Jx−c(a,b)

S1 K 6= ∅
(C≺≺\ )

Et on a clairement J⊥K \ J⊥K = ∅, donc d’après la Proposition 5.23, on a JρKs ⊆
Jx−c(a,b)

S1 K. Donc la règle satisfait bien le profil ⊥ 7→ c(a, b).

• règle f (c(x, b)) _ h(x, x) :

1. On a

I λ = (c(x, b)× z−⊥S1 ) ↓R= c(x@ z1
−⊥
S2 , b) ;

I σ@λ
c(x,b) = {x 7→ x@ z1

−⊥
S2 } ;

I d’où ρ = σ@λ
c(x,b)(h(x, x)) = h(x@ z1

−⊥
S2 , x@ z1

−⊥
S2 ).

Donc d’après la Proposition 5.19, la règle satisfait le profil ⊥ 7→ c(a, b) si et seulement
si JρKs ⊆ Jx−c(a,b)

S1 K.

2. On a montré dans l’Exemple 5.12 que JρKs ⊆ Jx−c(a,b)
S1 K. Donc la règle satisfait bien le

profil ⊥ 7→ c(a, b).
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• règle f (d(x)) _ c(g(x), g(x))

1. On a
I λ = (d(x)× y−⊥S1 ) ↓R= d(x@ z−⊥S1 ) ;

I σ@λ
d(x) = {x 7→ x@ z−⊥S1 } ;

I d’où ρ = σ@λ
d(x)(c(g(x), g(x))) = c(g(x@ z−⊥S1 ), g(x@ z−⊥S1 )).

Donc d’après la Proposition 5.19, la règle satisfait le profil ⊥ 7→ c(a, b) si et seulement
si JρKs ⊆ Jx−c(a,b)

S1 K.

2. Il existe une unique dérivation vérifiant JρKs \ Jx−c(a,b)
S1 K 6= ∅ :

y 7→ a \ ⊥ � Jy @ z1
−⊥
S2 Ks ∩ JaK 6= ∅

(A×)

g(x) 7→ a \ ⊥ � Jg(x @ z−⊥S1 )Ks ∩ JaK 6= ∅
(F×)

y 7→ b \ ⊥ � Jy @ z1
−⊥
S2 Ks ∩ JbK 6= ∅

(A×)

g(x) 7→ b \ ⊥ � Jg(x @ z−⊥S1 )Ks ∩ JbK 6= ∅
(F×)

g(x) 7→ ⊥ \ ⊥ � Jg(x @ z−⊥S1 )Ks ∩ JaK 6= ∅ ∧ Jg(x @ z−⊥S1 )Ks ∩ JbK 6= ∅
(∧)

g(x) 7→ ⊥ \ ⊥ � Jc(g(x @ z−⊥S1 ), g(x @ z−⊥S1 ))Ks ∩ Jc(a, b)K 6= ∅
(C=
×)

g(x) 7→ ⊥ \ ⊥ � Jc(g(x @ z−⊥S1 ), g(x @ z−⊥S1 ))Ks \ Jx−c(a,b)
S1 K 6= ∅

(C≺≺\ )

Et on a clairement J⊥K \ J⊥K = ∅, donc d’après la Proposition 5.23, on a JρKs ⊆
Jx−c(a,b)

S1 K. Donc la règle satisfait bien le profil ⊥ 7→ c(a, b).

• règle h(x, y) _ c(y, x) et le profil b ∗ ⊥ 7→ c(a, b) :

1. On a
I λ = Lx× z1

−b
S2 , y × z2

−⊥
S2 M ↓R= Lx@ z1

−b
S2 , y @ z2

−⊥
S2 M ;

I σ@λ
Lx,yM = {x 7→ x@ z1

−b
S2 , y 7→ y @ z2

−⊥
S2 } ;

I d’où ρ = σ@λ
c(x,a)(c(y, x)) = c(y @ z2

−⊥
S2 , x@ z1

−b
S2 ).

Donc d’après la Proposition 5.19, la règle satisfait le profil b ∗ ⊥ 7→ c(a, b) si et
seulement si JρKs ⊆ Jx−c(a,b)

S1 K.

2. Il existe une unique dérivation vérifiant JρKs \ Jx−c(a,b)
S1 K 6= ∅ :

y 7→ a \ ⊥ � Jy @ z2
−⊥
S2 Ks ∩ JaK 6= ∅

(A×)
x 7→ ⊥ \ ⊥ � Jx@ z1

−b
S2 Ks ∩ JbK 6= ∅

(A×)

y 7→ a \ ⊥;x 7→ ⊥ \ ⊥ � Jy @ z2
−⊥
S2 Ks ∩ JaK 6= ∅ ∧ Jx@ z1

−b
S2 Ks \ JbK 6= ∅

(∧)

y 7→ a \ ⊥;x 7→ ⊥ \ ⊥ � Jc(y @ z2
−⊥
S2 , x@ z1

−b
S2 )Ks ∩ Jc(a, b)K 6= ∅

(C=
×)

y 7→ a \ ⊥;x 7→ ⊥ \ ⊥ � Jc(y @ z2
−⊥
S2 , x@ z1

−b
S2 )Ks \ Jx−c(a,b)

S1 K 6= ∅
(C≺≺\ )

Et on a clairement J⊥K \ J⊥K = ∅, donc d’après la Proposition 5.23, on a JρKs ⊆
Jx−c(a,b)

S1 K. Donc la règle satisfait bien le profil b ∗ ⊥ 7→ c(a, b).

• règle h(x, y) _ c(y, x) et le profil ⊥ ∗ a 7→ c(a, b) :
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1. On a

I λ = Lx× z1
−⊥
S2 , y × z2

−a
S2 M ↓R= Lx@ z1

−⊥
S2 , y @ z2

−a
S2 M ;

I σ@λ
Lx,yM = {x 7→ x@ z1

−⊥
S2 , y 7→ y @ z2

−a
S2 } ;

I d’où ρ = σ@λ
c(x,a)(c(y, x)) = c(y @ z2

−a
S2 , x@ z1

−bot
S2 ).

Donc d’après la Proposition 5.19, la règle satisfait le profil ⊥ ∗ a 7→ c(a, b) si et
seulement si JρKs ⊆ Jx−c(a,b)

S1 K.

2. Il existe une unique dérivation vérifiant JρKs \ Jx−c(a,b)
S1 K 6= ∅ :

y 7→ ⊥ \ ⊥ � Jy @ z2
−a
S2 Ks ∩ JaK 6= ∅

(A×)
x 7→ b \ ⊥ � Jx@ z1

−⊥
S2 Ks ∩ JbK 6= ∅

(A×)

y 7→ ⊥ \ ⊥;x 7→ b \ ⊥ � Jy @ z2
−a
S2 Ks ∩ JaK 6= ∅ ∧ Jx@ z1

−⊥
S2 Ks \ JbK 6= ∅

(∧)

y 7→ ⊥ \ ⊥;x 7→ b \ ⊥ � Jc(y @ z2
−a
S2 , x@ z1

−⊥
S2 )Ks ∩ Jc(a, b)K 6= ∅

(C=
×)

y 7→ ⊥ \ ⊥;x 7→ b \ ⊥ � Jc(y @ z2
−a
S2 , x@ z1

−⊥
S2 )Ks \ Jx−c(a,b)

S1 K 6= ∅
(C≺≺\ )

Et on a clairement J⊥K \ J⊥K = ∅, donc d’après la Proposition 5.23, on a JρKs ⊆
Jx−c(a,b)

S1 K. Donc la règle satisfait bien le profil ⊥ ∗ a 7→ c(a, b).

On en déduit que le système R préserve la sémantique JKs. Le système étant de plus confluent
et terminant, la Proposition 5.16 garantit que pour tout t ∈ T (F), on a (t) ↓R∈ JtKs.

5.4.3 Limitations de l’analyse non-linéaire

Comme la méthode d’analyse se repose sur la notion de sémantique substitutive (Défini-
tion 5.7), elle hérite naturellement de ses limitations. En effet, cette notion est définie de façon
à prendre en compte toutes les contraintes de corrélation entre différentes instances d’une même
variable ou différentes occurrences d’un même sous-terme, mais ne prend pas en compte des
contraintes similaires qui résulteraient de l’instanciation d’une variable et/ou de la réduction
d’un sous-terme.

On avait ainsi vu dans l’Exemple 5.7, que le terme c(id!Pid
S2 (b), id!Pid

S2 (x)), où id!Pid est annoté
avec Pid = {b 7→ b}, n’est pas exempt de c(a, b) modulo JKs. Cependant, comme x n’a que deux
instanciations possibles dans la signature Σnl, on peut vérifier que pour chaque instanciation, le
terme est bien exempt de c(a, b) :

• Pour x instancié par a, le terme c(id!Pid
S2 (b), id!Pid

S2 (a)) est exempt de c(a, b) modulo JKs
parce que id!Pid

S2 (a) est exempt de b.

• Pour x instancié par b, le terme c(id!Pid
S2 (b), id!Pid

S2 (b)) est exempt de c(a, b) modulo JKs par
contrainte de corrélation entre les deux occurrences de id!Pid

S2 (b).

De même, en considérant un symbole défini ϕ!P : S2 ∗ S2 7→ S2 annoté avec P = {b ∗ ⊥ 7→
b,⊥ ∗ b 7→ b}, le terme c(ϕ(x, y), ϕ(y, x)) n’est pas exempt de c(a, b) modulo JKs puisque la
sémantique ne fait aucune corrélation entre les deux sous-termes ϕ(x, y) et ϕ(y, x) (bien qu’elle
considère correctement les contraintes de corrélations entre les différentes instances des variables
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x et y). On peut le voir, notamment grâce à la dérivation suivante :

z 7→ a \ ⊥ � Jz @ z3
−⊥
S2 Ks ∩ JaK 6= ∅

(A×)

ϕ(x, y) 7→ a \ ⊥ � Jϕ(x @ z1
−⊥
S2 , y @ z2

−⊥
S2 )Ks ∩ JaK 6= ∅

(F×)

...

Γ � Jϕ(y @ z2
−⊥
S2 , y @ z1

−⊥
S2 )Ks ∩ JbK 6= ∅

(F×)

Γ;ϕ(x, y) 7→ a \ ⊥ � Jϕ(x @ z1
−⊥
S2 , y @ z2

−⊥
S2 )Ks ∩ JaK 6= ∅ ∧ Jϕ(y @ z2

−⊥
S2 , x @ z1

−⊥
S2 )Ks ∩ JbK 6= ∅

(∧)

Γ;ϕ(x, y) 7→ a \ ⊥ � Jc(ϕ(x @ z1
−⊥
S2 , y @ z2

−⊥
S2 ), ϕ(y @ z2

−⊥
S2 , x @ z1

−⊥
S2 ))Ks ∩ Jc(a, b)K 6= ∅

(C=
×)

Γ;ϕ(x, y) 7→ a \ ⊥ � Jc(ϕ(x @ z1
−⊥
S2 , y @ z2

−⊥
S2 ), ϕ(y @ z2

−⊥
S2 , x @ z1

−⊥
S2 ))Ks \ Jx−c(a,b)

S1 K 6= ∅
(C≺≺\ )

avec Γ = {y 7→ z2
−⊥
S2 \ x

−b
S2 ;x 7→ z1

−⊥
S2 \ x

−b
S2 ;ϕ(y, x) 7→ b \ ⊥}, et la branche droite de la

dérivation :

Γy � Jy @ z2
−⊥
S2 Ks \ Jx−b

S2 K 6= ∅
(A\)

Γx � Jx @ z1
−⊥
S2 Ks \ Jx−b

S2 K 6= ∅
(A\)

z 7→ b \ ⊥ � Jz @ z3
−⊥
S2 Ks ∩ JbK 6= ∅

(A×)

Γy; Γx; z 7→ b \ ⊥ � Jy @ z2
−⊥
S2 Ks \ Jx−b

S2 K 6= ∅ ∧ Jx @ z1
−⊥
S2 Ks \ Jx−b

S2 K 6= ∅ ∧ Jz @ z3
−⊥
S2 Ks ∩ JbK 6= ∅

(∧)

Γ � Jϕ(y @ z2
−⊥
S2 , y @ z1

−⊥
S2 )Ks ∩ JbK 6= ∅

(F×)

avec Γx = {x 7→ z1
−⊥
S2 \ x

−b
S2 } et Γy = {y 7→ z2

−⊥
S2 \ x

−b
S2 }.

Cependant, comme pour le cas précédent, les variables x et y n’ont chacune que deux instan-
ciations possibles dans la signature Σnl. Donc il n’y a que quatre instanciations différentes des
deux variables, dont deux où les instanciations de ϕ(x, y) et ϕ(y, x) sont identiques. Pour ces
deux cas, la contrainte de corrélation entre ces deux occurrences identiques garantit l’Exemption
du Motif c(a, b). On peut vérifier que pour les instanciations restantes c’est également le cas :

• Pour x instancié par a et y par b, le terme c(ϕ!P(a, b), ϕ!P
S2(b, a)) est exempt de c(a, b)

modulo JKs, car ϕ!P(b, a) est exempt de b.

• Pour x instancié par b et y par a, le terme c(ϕ!P(b, a), ϕ!P
S2(a, b)) est exempt de c(a, b)

modulo JKs, car ϕ!P(a, b) est exempt de b.

Malgré tout, l’analyse basée sur la sémantique JKs ne permet donc pas de vérifier ces proprié-
tés. La méthode d’analyse pourrait donc échouer à vérifier la préservation de la sémantique par
une relation de réécriture induite par un CBTRS possédant des règles ayant de tels termes en
membres droits.

On parlera plus en détails des limitations de l’approche par Exemption de Motif (linéaire
ou non), dans le Chapitre suivant, en la comparant à d’autres approches présentées dans le
Chapitre 2.

5.5 Synthèse

Dans ce Chapitre, nous avons étudié l’application de la méthode d’analyse par Exemption
de Motif, introduite dans le Chapitre précédent, aux CBTRS non-linéaires. Cette analyse ayant
pour but de vérifier que les spécifications données par le système d’annotation choisi sont en
accord avec le CBTRS décrivant le comportement des fonctions associées aux symboles annotés,
elle repose sur l’équivalence entre la préservation de la sémantique close (Définition 3.14) et la
satisfaction de profil (Définition 3.15), établie par la Proposition 3.18. Cependant, dans le cas
de termes non-linéaires, la sémantique close n’étant pas forcément préservée par substitution,
l’approche introduite ne s’applique que sous certaines restrictions. Pour pouvoir appliquer la
méthode d’analyse, on a donc présenté deux approches :

• une approche par linéarisation qui consiste à étudier un système non-linéaire en sur-
approximant la sémantique de ses membres droits en les linéarisant ;
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• une approche stricte qui, sous hypothèse d’une stratégie de réduction stricte, permet de
prendre en compte certaines contraintes de corrélation entre plusieurs instances d’une même
variable en se basant sur la méthode d’aliasing utilisée pour l’inférence de contraintes sur
les variables.

Ces deux approches présentent néanmoins certaines limitations, dûes notamment à l’utili-
sation de la sémantique close. Avec une hypothèse de confluence (qui n’est généralement pas
contraignante pour l’étude de programmes fonctionnels), on a donc étudié plusieurs formes de
sémantique (Définition 5.7) permettant une approximation plus précise de l’ensemble des formes
normale potentielles des termes. La sémantique finalement retenue utilise une approche par sub-
stitution qui permet de considérer toutes les contraintes de corrélation du terme d’origine en
omettant celles issues de l’instanciation effective du terme. De plus, comme pour la notion de sé-
mantique close, cette sémantique substitutive supporte des notions de préservation par réécriture
(Définition 5.8) et de satisfaction de profil (Définition 5.9), telles que la sémantique substitutive
est préservée par une règle de réécriture si et seulement cette dernière satisfait tous les profils de
l’annotation du symbole de tête de son membre gauche.

Comme dans le cas linéaire, on propose donc une méthode d’analyse statique vérifiant que
chaque règle du CBTRS considéré satisfait par substitution tous les profils de l’annotation du
symbole de tête de son membre gauche. Cette méthode fonctionne de façon similaire à celle
proposée dans le Chapitre précédent et réutilise la plupart des mécanismes mis en œuvre par
cette dernière. Elle se présente en effet en deux étapes :

1. une étape d’inférence des substitutions valeurs satisfaisant la pré-condition du profil consi-
dérée, basée sur la Proposition 5.21 ;

2. une étape de vérification de la post-condition utilisant la procédure de décision présentée
dans la Figure 5.1 pour inférer des contraintes vérifiée par l’algorithme checkInstance.

Pour la vérification de la post-condition, on n’utilise plus d’équivalent sémantique mais on
construit, à l’aide de la procédure de décision présentée dans la Figure 5.1, un contexte d’éva-
luation explicitant des contraintes d’instanciation des variables dans le cas où la post-condition
ne serait pas respectée. Si ces contraintes ne sont pas vérifiables, on peut alors conclure que la
règle satisfait le profil considéré.

Dans le dernier Chapitre, on propose d’étudier la complexité des méthodes linéaires et non-
linéaires, et de présenter notre implémentation de ces méthodes d’analyse. On présentera no-
tament les résultats obtenus par notre implémentation, que l’on pourra ainsi comparer aux ap-
proches présentées dans la Section 2.3.
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6

Implémentation : Optimisations et
résultats

La méthode d’analyse présentée dans le Chapitre 4 et son adaptation pour les systèmes non-
linéaires (cf. Chapitre 5) ont été implémentée en Haskell. Le code source, ainsi qu’un jeu de fichiers
de test comprenant la plupart des exemples considérés dans ce mémoire et ceux présentées dans
l’Annexe C, sont disponibles sur le dépôt [CL20] 1.

L’implémentation prend donc en entrée un fichier définissant la signature de l’algèbre consi-
dérée, les annotations des symboles définis et un CBTRS, et vérifie que le système préserve la
sémantique. Dans le cas contraire, on renvoie une liste des règles ne préservant pas la sémantique.
De plus, l’implémentation propose une branche dédiée aux tests de performance, permettant
d’analyser les performances de la méthode proposée sur les exemples fournis, ainsi que sur des
cas de taille donnée, générés aléatoirement.

On présente dans ce Chapitre les grandes lignes de cette implémentation, et on discute de la
complexité de la méthode d’analyse, que l’on compare aux résultats expérimentaux obtenus.

Dans un premier temps, on discute de la complexité des méthodes d’analyse linéaire et non-
linéaire, et on présente les implémentations respectives. Dans la Section 6.2, on propose certaines
optimisations considérées dans l’implémentation. Et enfin, dans la Section 6.3, on présente les
résultats expérimentaux obtenus que l’on compare avec l’état de l’art.

L’ensemble des tests mentionnés dans ce Chapitre ont été effectués sur un ordinateur équipé
d’un processeur Intel Core I5-8250U avec 8Go de mémoire vive.

6.1 Implémentation

On présente l’implémentation de la méthode d’analyse proposée pour les CBTRS linéaires,
puis son adaptation pour les CBTRS non-linéaires. On présente également des ordres de grandeur
de complexité des méthodes par rapport à certains paramètres.

6.1.1 Cas Linéaire

Pour l’analyse statique de CBTRS linéaires, on se repose sur la notion de satisfaction de
profil (Définition 3.15) pour vérifier que la relation de réécriture induite préserve la sémantique.

1. une version testable en ligne de l’implémentation est également disponible sur http://htmlpreview.github.
io/?https://github.com/plermusiaux/pfree_check/blob/webnix/out/index.html
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Pour cela, la Proposition 3.18 établit qu’il est nécessaire et suffisant de montrer que chaque règle
satisfait tous les profils du symbole de tête du membre gauche.

Pour chaque règle et chaque profil de l’annotation du symbole défini en tête de son membre
gauche, la méthode d’analyse se présente en trois étapes :

1. une étape d’inférence des substitutions considérées par la notion de satisfaction de profil
basée sur la Proposition 4.15 ;

2. une étape de construction de l’équivalent sémantique (Définition 4.7) pour ramener les
termes inférés à des motifs constructeurs ;

3. une étape de calcul des sémantiques pour prouver que l’intersection de sémantiques consi-
dérée par la Proposition 3.9 est bien vide.

Pour chaque règle, on construit ainsi une forme inférée de la règle satisfaisant la pré-condition
donnée par le membre gauche de chaque profil. La méthode d’analyse teste alors, pour chaque
règle inférée ainsi obtenue, que la post-condition, donnée par le membre droit du profil, est
vérifiée. Pour toute règle inférée ne vérifiant pas sa post-condition, l’implémentation renvoie
alors la liste des termes de la décomposition de la sémantique profonde du membre droit dont la
conjonction avec le motif à droite du profil a une sémantique non-vide.

Les trois étapes se reposent majoritairement sur l’algorithme getReachable, présenté en
Figure 4.7, et le système R, présenté en Figure 4.8. Tandis que l’implémentation reprend de
façon quasi-exacte la logique du système R, on a fait le choix d’une implémentation moins
littérale de l’algorithme getReachable.

Plutôt que la version initiale de l’algorithme, l’implémentation propose d’utiliser celle pré-
sentée en Figure 6.1. L’idée générale de cette version repose sur le même modèle de graphe
d’atteignabilité (cf. Définition 4.3) pour fournir une décomposition de la sémantique profonde
d’une (quasi-)variable annotée, comme garanti par le Théorème 4.5. Cependant, là où l’algo-
rithme original proposait d’obtenir la décomposition en construisant, dans un premier temps,
le graphe total (cf. Définition 4.1), pour en déduire ensuite le graphe d’atteignabilité, avant
de conclure en extrayant les nœuds atteignables depuis le nœud d’origine considéré, la version
utilisée tente d’effectuer l’ensemble de ces étapes simultanément.

Cette approche donne, en théorie, une complexité pire cas plus élevée puisqu’elle ne retient
pas les nœuds déjà explorés quand leur sémantique est vide, ou qu’ils ne sont atteignables que
via un nœud dont la sémantique est vide 1. En pratique, l’algorithme permet une amélioration
du temps de calcul de l’algorithme getReachable d’environ 55%, pour des entrées avec des
symboles constructeurs d’arité 6, et des motifs annotants contenant 100 symboles constructeurs.
A l’échelle de la méthode d’analyse, cela se traduit par une réduction du temps de calcul de 61%
en moyenne sur l’analyse d’une règle avec un terme droit contenant 100 symboles constructeurs
et des annotations contenant 50 symboles constructeurs. En moyenne, sur les scénarios fournis
avec l’implémentation (et présentés dans l’Annexe C), on observe un gain de temps moyen de
44%. Un tableau de performance détaillant ces résultats est présenté en Figure 6.2. 2

Outre l’amélioration des performances, un intérêt majeur de cette approche est qu’elle permet
de prendre en considération des termes infinis de la (co-)algèbre considérée, obtenus en considé-
rant une propriété d’instanciabilité circulaire des nœuds du graphe. En effet, dans le contexte de
programmes écrits dans des langages proposant une stratégie d’évaluation lazy (comme Haskell,
par exemple), il est courant de se reposer sur cette stratégie d’évaluation pour travailler avec des
termes potentiellement infinis, sans nécessiter leur évaluation exacte.

1. certains ajustements permettant de limiter cet effet ont été considérés, mais aucune amélioration de perfor-
mance n’a été observée sur les tests

2. Un gain de temps similaire est observé, en utilisant une analyse stricte, comme présentée dans le Chapitre 5
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Fonction getReachable(s, p, S, r)
Entrées : s : sorte,

p : motif annotant,
S : ensemble de nœuds atteints (initialisé à ∅),
r : motif complément

Résultat : ensemble de nœuds variables instanciables et atteignables depuis x−ps \ r
si p : s alors r ←− r + p
si Jxs \ rK = ∅ alors retourner ∅
si ∃ (s, r′) ∈ S, Jr′K = JrK alors retourner S
R←− S ∪ {(s, r)}
reachable←− False
pour c ∈ Cs faire

Qc ←− {(
m︷ ︸︸ ︷

⊥, . . . ,⊥)} avec m = arity(c)

pour i = 1 à n avec r =
n∑
i=1

ri faire

si ri(ε) = c alors
tQc ←− ∅
pour (q1, . . . , qm) ∈ Qc, k ∈ [1,m] faire

tQc←− {(q1, . . . , qk + ri|k, . . . , qm)} ∪ tQc
Qc ←− tQc

pour (q1, . . . , qm) ∈ Qc faire
R′ ←− R
i←− 0 tant que R′ 6= ∅ ∧ i < m faire

i←− i+ 1
R′ ←− getReachable(Dom(c)[i], p, R′, qi)

si R′ 6= ∅ alors
reachable←− True
R←− R′

si reachable alors retourner R sinon retourner ∅

Figure 6.1 – Algorithme getReachable utilisé dans l’implémentation

Exemple 6.1. On considère l’algèbre de termes définie par la signature Σlist introduite dans
l’Exemple 3.5, avec les symboles définis D = {repeat : Expr 7→ List} où repeat !P est annoté
avec P = {nil 7→ cons(lst(l1), l2) + nil}. Et on vérifie que le système R suivant préserve la
sémantique : {

repeat(e) _ cons(e, repeat(e))

La fonction associée au symbole repeat est très couramment utilisée dans les langages fonc-
tionnels lazy pour générer des listes de taille arbitraire. Ici le profil considéré prétend que pour
toute entrée n’étant pas une liste finie, le résultat doit être une liste plate. On peut cependant
observer que toute réduction du terme repeat(lst(repeat(Int(z )))) n’est pas une liste plate.

La méthode d’analyse proposée dans le Chapitre 4 permet néanmoins de vérifier la satisfaction
du profil 1 :

1. On a
• (e× x−nilExpr ) ↓R= e@ x−nilExpr

1. le système R est en fait non-linéaire, mais le résultat serait le même avec les méthodes non-linéaires.
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analyse linéaire
Fig 6.1

analyse linéaire
Fig 4.7

analyse stricte
Fig 6.1

analyse stricte
Fig 4.7

flatten1 23µs 29µs 23µs 29µs
flatten2 41µs 52µs 42µs 52µs
flatten3 37µs 43µs 35µs 41µs
flatten fail 31µs 41µs 28µs 38µs
negativeNF 387µs 688µs 359µs 659µs
skolem 47µs 71µs 47µs 70µs
removePlus0 fail 26µs 37µs 23µs 35µs
removePlus0 50µs 93µs 50µs 93µs
multiply0 11µs 12µs 12µs 13µs
insertionSort* 201µs 259µs 195µs 253µs
mergeSort* 847µs 992µs 569µs 714µs
reverse 125µs 226µs 128µs 229µs
reverse2 360µs 671µs 370µs 686µs
delete* 113µs 133µs 108µs 130µs
sortedDelete* 265µs 359µs 228µs 322µs
otrs 1.40ms 2.48ms 1.40ms 2.48ms
TRS aléatoire 486ms 734ms 542ms 789ms
terme aléatoire 40ms 144ms 47ms 151ms

Figure 6.2 – Différences de performance en temps d’exécution entre l’algorithme getReachable
théorique et implémenté ; les scénarios TRS aléatoire et terme alétoire correspondent à la véri-
fication d’un TRS de 25 règles et d’une propriété d’Exemption de Motif d’un terme ; les autres
scénarios sont présentés en Appendix C, avec ceux marqués * modifiés pour pouvoir être validés
avec l’analyse linéaire.

• σ
@e@x−nil

Expr
e = {e 7→ e@ x−nilExpr}

• d’où ρ = σ
@e@x−nil

Expr
e (cons(e, repeat(e))) = cons(e@ x−nilExpr , repeat(e@ x−nilExpr ))

Donc d’après la Proposition 4.15, la règle satisfait le profil si et seulement si {[ρ]}∩ Jpflat +
nilK = ∅.

2. On calcule l’équivalent sémantique de ρ :
• Étant donné que le seul profil du symbole repeat est nil 7→ pflat+ nil , on veut vérifier
si {[e@ x−nilExpr ]} ∩ JnilK = ∅.

• Avec l’algorithme getReachable, on a {[e@x−nilExpr ]} = Jx−nilExpr K∪Ji−nilInt K, d’où {[e@x−nilExpr ]}∩
JnilK = ∅.
• On a donc ρ̃ = cons(e@ x−nilExpr , l @ z

−pflat+nil
List ).

3. Or avec l’algorithme getReachable, on a {[l−pflat+nil
List ]} = ∅, donc d’après la Proposition 4.1,

on a {[ρ̃]} = ∅. Par conséquent, {[ρ]} ∩ Jpflat + nilK = ∅, donc la règle satisfait bien le profil.
Ce résultat est parfaitement correct dans une algèbre de termes classique : il n’existe pas de

valeur de sorte List ne contenant pas le constructeur nil . La sémantique de repeat(v), avec v un
terme clos de sorte Expr exempt de nil , et de toutes ses réductions par R sont donc vides. Si on
considère cependant une co-algèbre avec la même définition, on peut alors prendre en compte des
termes infinis, et il existe alors bien des valeurs de sorte List ne contenant pas le constructeur
nil (i.e. une liste infinie).
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L’algorithme proposée en Figure 6.1 accepte la boucle entre le nœud l−nilList et le nœud cons(e−nilExpr , l
−nil
List )

comme preuve de l’existence d’un tel terme infini. On a alors :

{[ρ̃]} = Jρ̃K ∪ Je−nilExpr K ∪ Jl−nilList K ∪ Ji−nilInt K
∪ Jl−pflat+nil

List K ∪ Je−pflat+nil
Expr \ lst(l1)K ∪ Ji−nilInt K

Et on a :

• (ρ̃× (pflat + nil)) ↓R= cons(e@ (lst(l1 @ y−nilList )), l @ z
−pflat+nil
List )

• (l−nilList × (pflat + nil)) ↓R= cons(e@ (lst(l1 @ y−nilList )), l @ z−nilList )

La règle ne satisfait donc plus le profil. On peut en revanche vérifier que les profils P = {nil 7→
nil , lst(l) 7→ pflat+nil} sont satisfaits par la règle, ce qui permet ainsi de garantir que les termes
atteignables par réduction depuis un terme de la forme repeat(int(n)) sont tous exempts de pflat
et nil : une liste répétant infiniment une expression n’étant pas une liste est bien plate et infinie.

Enfin, cette approche de calcul du graphe d’atteignabilité, permet également de stopper le
calcul prématurément quand il n’est pas nécessaire de calculer l’ensemble des nœuds instanciables,
et que l’on cherche simplement à vérifier que le nœud d’origine est instanciable (ce qui est
notamment le cas pour l’application des règles de R).

De plus, en terme de complexité, la méthode d’analyse propose des performances théoriques
très intéressantes, notamment par rapport aux nombres de règles et de profils :

• [nombre de règles du CBTRS] En termes de complexité, l’intérêt principal de la méthode
d’analyse provient du fait qu’elle vérifie la satisfaction des profils de chaque règle indépen-
damment du reste du système. La méthode d’analyse opère ainsi avec une complexité
linéaire par rapport au nombre de règles du système considéré. En pratique, on verra dans
la Section suivante, que cette approche est d’ailleurs assez redondante, et on proposera une
approche ayant pour objectif de limiter le nombre de calculs redondants, ce qui permet
d’améliorer encore les performances de la méthode par rapport au nombre de règles.

• [nombre de profils des annotations] Le nombre de profils par annotation des symboles
définis a un impact direct sur la complexité globale de la méthode d’analyse, puisque cette
dernière vérifie que chaque règle satisfait tous les profils de l’annotation du symbole de tête
à gauche de la règle. De plus le calcul d’équivalent sémantique a une complexité linéaire avec
ce même nombre de profils, puisqu’il vérifie pour chaque profil de l’annotation s’il s’applique
ou non au terme considéré. La méthode d’analyse a donc une complexité quadratique avec
le nombre moyen de profils par annotation des symboles définis.

Ces paramètres sont particulièrement intéressants puisque le nombre de règles est directement
lié à la taille du programme fonctionnel considéré, et le nombre de profils renvoie à la complexité
des spécifications algébriques considérées. Cependant, la complexité exacte de la méthode d’ana-
lyse dépend également de très nombreux paramètres allant du nombre et de l’arité des symboles
constructeurs de la signature, à la taille des termes et des motifs considérés.

Plusieurs mesures peuvent être considérées pour évaluer la taille d’un terme : le nombre de
symboles, la profondeur du terme et l’arité des symboles. Le nombre de symboles fournissant en
général une mesure plus précise de la taille concrète des termes, on s’intéresse à son impact sur la
complexité de la méthode d’analyse (on discutera également plus tard de l’impact de l’arité des
symboles). La même observation est également vraie pour la taille des motifs en annotation. De
plus comme ces derniers mettent en jeu des disjonctions, il est également important de prendre
en compte le nombre de disjonctions du motif.
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Pour donner une évaluation de la complexité suivant ces paramètres, on propose dans un
premier temps d’étudier la complexité de l’algorithme getReachable et la réduction de motifs
par R (Figure 4.8) en fonction de la taille des termes et des motifs en annotation. L’algorithme
getReachable présenté en Figure 4.7 étant plus facilement quantifiable, on propose donc de
donner sa complexité par rapport à la taille des motifs en annotation comme sur-approximation
de celle de l’algorithme implémenté.
• [getReachable] La complexité de getReachable est directement liée au nombre de nœuds

quasi-variables du graphe total considéré. La construction du graphe total a une complexité
linéaire avec le nombre de nœuds, l’étude d’instanciabilité a une complexité quadratique
et l’analyse d’atteignabilité a une complexité linéaire. De plus le nombre de nœuds quasi-
variables est limité par la taille du motif annotant considéré : le motif complément du nœud
quasi-variable est une somme de sous-motifs du motif annotant. On a donc une complexité
pire cas exponentielle avec le nombre de disjonctions de l’annotation (dont l’effet est limité
par le fait que le motif complément doit être bien typé), et en moyenne une complexité
polynomiale avec le nombre de symboles constructeurs des annotations (dont l’exposant
dépend de l’arité des symboles).

• [(t \ p) ↓R] La réduction d’un tel motif se fait principalement via les règles M7 et M8. Dans
le pire cas M7 s’applique autant de fois qu’il y a de symboles constructeurs dans le terme t
et dans le motif p, en générant un nombre de termes proportionnel au nombre de symboles
dans t. De plus, la règleM6′ a un effet exponentiel avec le nombre de disjonctions du motif
p. Enfin, une fois le motif réduit en forme additif les disjonctions sont remontés par la règle
S1, qui est appliqué autant de fois qu’il y a de disjonctions. La complexité pire cas de la
réduction est donc polynomiale avec le nombre de symboles de t et p, et exponentielle avec
le nombre de disjonctions de p. On notera cependant que l’effet polynomial de la règle M7
et l’effet exponentiel de la règle M6′ sont limités par la taille de la signature, qui tend à
favoriser l’application de la règleM8. En moyenne, on observe donc une complexité linéaire
avec le nombre de symboles de t.

• [(t× x−ps ) ↓R] La réduction d’un tel motif se fait principalement via la règle P2, qui s’applique
autant de fois qu’il y a de symboles constructeurs dans le terme t. L’application de cette
règle génère également des compléments qui doivent être réduits comme vu dans le cas
précédent. Enfin, on notera que pour l’application des règles P3 − P7, il faut vérifier la
condition en utilisant l’algorithme getReachable. La complexité de la réduction est donc
polynomiale avec le nombre de symboles de t et p et exponentielle avec le nombre de
disjonctions de p.

• [(t× p) ↓R] La réduction d’un tel motif se fait principalement via les règles T3 et T4. Dans
le pire cas T3 s’applique autant de fois qu’il y a de symboles constructeurs dans le terme
t et dans le motif p. La règle P1 peut également s’appliquer avec une complexité similaire
au cas précédent. De plus, la règle S3 a un effet linéaire avec le nombre de disjonctions de
p. On a donc une complexité linéaire avec le nombre de symboles de t, polynomiale avec le
nombre de symboles des annotations de t et linéaire avec le nombre de disjonctions de p.

On peut donc conclure quant à la complexité globale de la méthode d’analyse :
• [taille des termes du CBTRS] Pour l’étape d’inférence, on a besoin de faire une réduction

de conjonctions de la forme lsi × x−ps , avec lsi un argument du membre gauche de la règle.
On a donc une complexité polynomiale avec le nombre de symboles des membres gauches
des règles (avec un facteur dépendant du nombre de disjonctions des motifs en annotation).
Pour l’étape de vérification de propriétés d’Exemption de Motif, on génère une décomposi-
tion de taille linéaire avec le nombre de symboles du terme, et dont le nombre de symboles
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total est proportionnel au nombre de symboles du terme initial (avec un facteur dépendant
de l’arité des symboles). Pour chaque terme de la décomposition obtenue, on doit ensuite
réduire une conjonction de la forme t× p. On a donc une complexité pire cas polynomiale
avec le nombre de symboles des membres droits des règles, et une complexité moyenne
linéaire.

• [taille des motifs en annotation] La taille des motifs en annotation impacte de façon si-
milaire les trois étapes de l’analyse. En effet, l’utilisation de l’algorithme getReachable et
du système R pour réduire des conjonctions conduit à une complexité polynomiale avec le
nombre de symboles des motifs et exponentielle avec le nombre de disjonctions.

• [signature algébrique] Beaucoup de paramètres de la signature algébrique peuvent entrer
en considération, on s’intéresse notamment en au nombre de sortes, au nombre de symboles
constructeurs et à l’arité des symboles :

• [nombre de sortes] le nombre de sortes influe principalement sur la taille du graphe
total considéré par l’algorithme getReachable. Cela dit ce dernier est principalement
défini par le motif annotant considéré. Toute chose égale par ailleurs, le nombre de
sortes a donc un effet négligeable sur la complexité de la méthode d’analyse.

• [nombre de symboles constructeurs] de même, le nombre de symboles construc-
teurs influe également sur la taille du graphe total construit et exploré par l’algo-
rithme getReachable. Contrairement au nombre de sortes, il impacte cependant la
complexité de façon indépendante au motif annotant considéré puisque pour chaque
nœud variable exploré, il faut générer des nœuds constructeurs (ou des arrêtes mul-
tiples) pour chaque constructeur de la sorte de la variable. L’effet est borné par O(ns)
où s est la taille du graphe total et n le nombre moyen de constructeurs par sorte.
Comme les nœuds ne sont explorés qu’une seule fois, en pratique on peut ne considé-
rer que les symboles constructeurs affectés par l’annotation, on a donc une complexité
meilleur cas linéaire avec le nombre de symboles constructeurs, et une complexité
moyenne polynomiale.

• [arité des symboles] l’arité des symboles a un effet non négligeable sur la complexité
de la méthode d’analyse mais difficilement mesurable puisqu’elle impact énormément
les paramètres de taille des motifs en annotation et des termes du CBTRS. Toute chose
étant égale par ailleurs, l’effet de l’arité des symboles est polynomiale sur la complexité
de la réduction suivant R (notament au regard des règles M7, T3, P1 et P2) avec un
facteur dépendant de la taille des motifs en annotations. Vis-à-vis de l’algorithme
getReachable, l’augmentation de l’arité des symboles augmente le nombre de nœuds
visités avec un effet polynomiale. Un nœud n’étant cependant exploré complètement
qu’une seule fois, en moyenne cet effet est négligeable. La méthode d’analyse a donc
une complexité polynomiale avec l’arité des symboles, avec une exponentiation assez
importante.

Enfin, la méthode d’analyse ne dépend d’aucune hypothèse quant à la terminaison ou la
confluence de la relation de réécriture considérée. L’approche s’applique donc à l’analyse de
CBTRS n’étant pas nécessairement (fortement) normalisant ou complet, et permet tout de même
de garantir la préservation des propriétés d’Exemption de Motif à chaque pas de la réduction
induite par le système. En pratique, la méthode prend particulièrement sens quand appliquée
à des systèmes au moins faiblement normalisants, et permet alors de garantir des propriétés
d’Exemption de Motif vérifiées par les formes normales potentielles de la relation de réécriture.
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6.1.2 Cas Non-linéaires

Pour l’analyse statique de CBTRS non-linéaires, on se repose sur la notion de satisfaction de
profil par substitution (Définition 5.9) pour vérifier que la relation de réécriture induite préserve la
sémantique substitutive (Définition 5.7). Pour cela, la Proposition 5.19 établit qu’il est nécessaire
et suffisant de montrer que chaque règle satisfait tous les profils du symbole de tête du membre
gauche.

Pour chaque règle et chaque profil de l’annotation du symbole défini en tête de son membre
gauche, la méthode d’analyse se présente en deux étapes :

1. une étape d’inférence des substitutions valeurs satisfaisant la pré-condition du profil consi-
dérée, basée sur la Proposition 5.21 ;

2. une étape de vérification de la post-condition utilisant la procédure de décision présentée
dans la Figure 5.1 pour inférer des contraintes vérifiée par l’algorithme checkInstance.

Pour chaque règle, on construit ainsi une forme inférée de la règle satisfaisant la pré-condition
donnée par le membre gauche de chaque profil. La méthode d’analyse teste alors, pour chaque
règle inférée ainsi obtenue, que la post-condition, donnée par le membre droit du profil, est
vérifiée. Pour toute règle inférée ne vérifiant pas sa post-condition, l’implémentation renvoie
alors une instance du membre droit construite via la substitution obtenue par la procédure de
décision.

Comme pour la méthode d’analyse linéaire, les deux étapes sont dépendantes du système R
pour réduire des conjonctions de motifs, et dépendent donc de l’implémentation du système et de
getReachable déjà utilisée pour la méthode linéaire. De façon similaire à l’approche considérée
pour l’algorithme getReachable, l’algorithme de checkInstance, qui permet de vérifier qu’une
différence de sémantique de la forme JpK \ J

∑
q∈Q x

−q
s K est non-vide, synchronise la construction

du graphe total et son exploration. Dans l’implémentation, l’approche a simplement été linéarisé
pour permettre de renvoyer un terme servant de contre-exemple au fait que la différence soit
vide.

Pour la procédure de décision non-linéaire permettant de vérifier la post-condition, plutôt
que de générer l’ensemble des toutes les dérivations possibles, l’implémentation construit sim-
plement une table d’association entre les variables/sous-termes du membre droit considéré et les
contraintes induites.

Comme pour pour la méthode d’analyse linéaire, on peut donner une caractérisation précise
de la complexité de l’analyse linéaire suivant le nombre de règles et le nombre de profils :

• [nombre de règles du CBTRS] Comme pour l’analyse linéaire, l’approche non-linéaire vé-
rifie la satisfaction des profils de chaque règle indépendamment du reste du système. La
méthod d’analyse opère donc également avec une complexité linéaire par rapport au nombre
de règles du système considéré.

• [nombre de profils des annotations] Comme pour l’analyse linéaire, il faut vérifier que
chaque règle satisfait tous les profils de l’annotation du symbole de tête à gauche de la
règle. Du point de vue de la procédure de décision, pour chaque symbole définit, le nombre
de dérivations évolue exponentiellement avec le nombre de profils par annotations, puisque
les règles (F\) et (F×) considèrent l’ensemble des combinaisons des profils.

La complexité de la méthode d’analyse non-linéaire dépend également de la taille des termes,
des motifs et de la signature considérée. On donne une estimation de cette complexité :

• [taille des termes du CBTRS] La complexité de l’étape d’inférence pour l’analyse non-
linéaire est inchangée : elle est polynomiale avec le nombre de symboles des membres

144



6.2. Optimisations

gauches des règles (avec un facteur dépendant du nombre de disjonctions des motifs en
annotation).

Pour l’étape de vérification de propriétés d’Exemption de Motif, la procédure de décision
(Figure 5.1) n’admet qu’un nombre limité de dérivations pour chaque symbole du membre
droit. On a donc un nombre de dérivations proportionnel au nombre de symboles des
termes considérés, et l’ensemble des dérivations (i.e. des tables de contraintes, du point de
vue de l’implémentation) peut ainsi être généré avec une complexité linéaire au nombre de
symboles. La complexité de la méthode d’analyse est donc polynomiale avec le nombre de
symboles des termes du CBTRS, dans le pire cas, et linéaire en moyenne.

• [taille des motifs en annotation] La complexité de l’étape d’inférence pour l’analyse non-
linéaire est inchangée : elle est polynomiale avec le nombre de symboles des motifs et
exponentielle avec le nombre de disjonction. Pour l’étape de vérification des post-conditions,
on peut observer qu’avec la règle (C+

×), le nombre et la taille des dérivations de la procédure
de décision (Figure 5.1) augmente également linéairement avec le nombre de disjonctions
des motifs. De plus, les contraintes d’instanciations données par le contexte obtenue par
la procédure de décision dépendent également des motifs en annotation. La vérification
de ces contraintes par l’algorithme checkInstance se reposant sur la notion de graphe
total utilisée par getReachable, on a donc une complexité similaire : exponentielle avec le
nombre de disjonctions, dans le pire cas, et polynomiale avec le nombre des symboles des
motifs.

• [signature algébrique] Du point de vue de la signature algébrique, la complexité de la mé-
thode d’analyse non-linéaire est comparable à celle de l’approche linéaire. En effet, l’étape
d’inférence est identique entre les deux approches et le calcul des dérivations de la déci-
sion de procédure peut se ramener aux calculs de sémantique considérés dans l’analyse
linéaire. La différence se fait principalement dans la gestion des profils en annotation des
symboles définis. On a donc une complexité moyenne polynomiale avec le nombre et l’arité
des symboles constructeurs. Le nombre de sortes a un effet négligeable.

Enfin, on rappelle que bien que la méthode d’analyse soit applicable indépendamment des
propriétés de terminaison et de confluence du CBTRS considéré, la propriété de préservation
de sémantique n’est particulièrement intéressante qu’avec certaines de ces hypothèses. En effet,
contrairement à l’approche linéaire, l’analyse non-linéaire ne permet pas de démontrer la préser-
vation de la sémantique à chaque pas de réduction mais garantit que la préservation est éventuel-
lement obtenue sur plusieurs pas (cf. Proposition 5.16). Comme montré dans l’Exemple 5.14, la
préservation de la sémantique substitutive garantit donc l’existence d’une dérivation préservant
la sémantique du terme initial, mais l’absence de confluence et/ou de terminaison (au moins
faible) peut ainsi se traduire en l’existence de dérivations ne la préservant pas.

Ces dépendances à des propriétés de confluence et de terminaison de la relation de réécriture
considérée, ainsi que la complexité plus importante de la méthode d’analyse rendent en général
l’approche non-linéaire plus difficilement applicable que l’analyse linéaire.

6.2 Optimisations

On présente certains choix d’implémentation destinés à optimiser les performances de la
méthode d’analyse.
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6.2.1 Mise en cache

La méthode d’analyse proposée, en particulier pour l’approche linéaire, a tendance à être très
redondante. En effet, que ce soit pour la construction de l’équivalent sémantique ou la vérification
de la post-condition, on calcule des intersections de sémantique de la forme {[τ ]}∩ JpK, avec τ une
version aliassée d’un terme et p un motif additif linéaire et régulier.

Exemple 6.2. Dans l’algèbre de termes définie par la signature Σlist introduite dans l’Exemple 3.5,
on a présenté en Section 4.5 l’application de la méthode pour l’analyse du système R suivant :

flatten(nil) _ nil
flatten(cons(int(n), l)) _ cons(int(n),flatten(l))
flatten(cons(lst(l), l′)) _ concat(flatten(l),flatten(l′))
concat(cons(e, l), l′) _ cons(e, concat(l, l′))
concat(nil , l) _ l

où les symboles définis D = {flatten !P1 : List 7→ List, concat !P2 : List ∗ List 7→ List} sont
annotés avec P1 = {⊥ 7→ pflat} et P2 = {pflat ∗ pflat 7→ pflat} où pflat = cons(lst(l1), l2).

En considérant les calculs d’équivalents sémantiques et les vérifications de post-conditions,
l’analyse a nécessité le calcul des intersections suivantes (en ignorant les cas où le motif est ⊥) :
• {[nil ]} ∩ JpflatK pour la première règle ;

• {[cons(cons(int(n@ y−⊥Int ), l @ z
−pflat
List ))]} ∩ JpflatK pour la deuxième règle ;

• {[l@z−pflatList ]}∩JpflatK deux fois pour le calcul de l’équivalent sémantique de la troisième règle,
une fois pour la vérification de la post-condition de cette même règle, deux fois pour le calcul
de l’équivalent sémantique de la quatrième règle, et pour la vérification de la post-condition
de la dernière règle.
• {[cons(e@ (x

−pflat
Expr \ lst(l1)), l @ z

−pflat
List )]} ∩ JpflatK pour la quatrième règle.

On voit clairement qu’il y a beaucoup de calculs redondants de l’intersection {[l@z−pflatList ]}JpflatK
(qui est également calculée pour deux des trois autres intersections considérées, pour un total de
huit fois).

Bien que certaines de ces redondances puissent être éliminées localement, dans le cas des
calculs d’équivalents sémantiques, la méthode peut clairement bénéficier d’une approche permet-
tant de limiter les calculs redondants. Dans ce but, l’implémentation utilise un cache permettant
de stocker les résultats de ces calculs d’intersection.

Ainsi, pour un faible surcout de mémoire, cette approche permet une amélioration de perfor-
mance en termes de temps de calcul assez significative. On peut en effet observer avec les per-
formances données dans la Figure 6.2, que la vérification d’une seule règle de réécriture générée
aléatoirement avec un terme droit contenant 100 symboles constructeurs et un motif d’annota-
tion contenant 50 symboles constructeurs (d’arité 6) prend, en moyenne, 40ms (47ms avec une
analyse stricte). L’analyse d’un CBTRS de 25 règles ne nécessite, grâce à l’approche de caching,
que 486ms en moyenne (542ms avec une analyse stricte), soit un gain de 51% par rapport aux
temps estimé par rapport à l’analyse d’une seule règle.

Pour l’approche non-linéaire, l’analyse ne calcule plus directement d’intersection de séman-
tiques, mais se repose sur la procédure de décision présentée de Figure 5.1 mais infère des
contraintes sur l’évaluation des membres droits. Une approche similaire de caching est donc
utilisée pour optimiser les performances de la méthode d’analyse en stockant les résultats de sa-
tisfaisabilité de ces contraintes. Les bénéfices de l’approche de caching pour l’analyse non-linéaire
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sont cependant moins claires puisque la différence de performance entre un CBTRS de 25 règles
et une seule règle est négligeable (donc suffisante pour compenser le coût d’écriture et de lecture
du cache, mais pas suffisamment pour justifier le surcout mémoire). Cela dit l’effet, on observe
un gain de temps performance significative sur les scénarios de tests fournis : le cache permet
une réduction du temps de calcul de 36% en moyenne sur l’ensemble des scénarios fournis.

6.2.2 Optimisation de linéarité

Entre la complexité bien plus importante de l’approche non-linéaire et l’efficacité moindre
de l’optimisation par caching, une analyse complètement non-linéaire n’est généralement pas
rentable du point de vue de ses performances.

Comme présenté dans le Chapitre précédent, l’implémentation propose différentes options
pour l’analyse d’un système de réécriture :

• l’approche linéaire classique, qui dans le cas d’un système non-linéaire fonctionne par li-
néarisation pour sur-approximer la sémantique des termes non-linéaires ;

• l’approche stricte qui analyse le CBTRS sous une hypothèse de stratégie de réduction
stricte pour utiliser les propriétés de préservation par substitution valeur ;

• l’approche non-linéaire complète, qui analyse l’ensemble des règles du CBTRS via la mé-
thode non-linéaire présentée dans le Chapitre précédent ;

• l’approche agile par défaut, qui tente de déterminer, pour chaque règle si l’utilisation de la
méthode non-linéaire est nécessaire pour vérifier la satisfaction des profils.

Un tableau décrivant les performances de chacune des options d’analyse est présenté en
Figure 6.3.

Pour l’approche agile, elle propose de déterminer si la sémantique substitutive du membre
droit d’une règle est différente de sa sémantique close. Si c’est le cas, l’utilisation de cette dernière
peut donc permettre de vérifier la satisfaction d’un profil qui pourrait être rejetée par l’approche
classique. La règle est alors analysée par la méthode non-linéaire. Sinon, on utilise une approche
stricte confluente, basée sur la sémantique confluente, comme présentée dans [CLM21]. Dans
le cas linéaire, cette dernière est identique à la méthode présentée dans le Chapitre 4, et dans
le cas non-linéaire, elle est équivalente à l’approche stricte avec une hypothèse de confluence
supplémentaire.

Enfin, étant donné que les mécanismes de caching linéaire et non-linéaire sont différents,
comme l’approche agile privilégie généralement une analyse linéaire, elle utilise donc préféren-
tiellement un cache linéaire. Pour les règles analysées avec l’approche non-linéaire, un cache local
à l’analyse de la règle est alors utilisé. Cela explique certaines différences de performance entre
l’approche agile et l’approche non-linéaire : la première étant censée choisir l’approche optimale,
elle est en général plus performante que l’approche non-linéaire (ou dans une marge négligeable),
l’utilisation non-optimale du cache non-linéaire peut cependant impacter significativement les
performances quand beaucoup de règles sont analysées avec l’approche non-linéaire.

6.3 Comparaison à l’état de l’art

On propose finalement de comparer les résultats obtenus par notre approche d’analyse, ainsi
que ses performances, avec d’autres approches présentées dans la Section 2.3.
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analyse agile analyse linéaire analyse stricte analyse non-linéaire
flatten1 25µs 23µs 23µs 42µs
flatten2 46µs 41µs 42µs 99µs
flatten3 42µs 37µs 35µs 64µs
flatten fail 35µs 31µs 28µs 56µs
negativeNF 392µs 387µs 359µs 637µs
skolem 82µs 47µs 47µs 121µs
removePlus0 fail 29µs 26µs 23µs 61µs
removePlus0 53µs 50µs 50µs 98µs
multiply0 28µs 11µs 12µs 23µs
insertionSort 478µs 201µs* 195µs* 405µs
mergeSort 9.26ms 847µs* 569µs* 8.62ms
reverse 134µs 125µs 128µs 171µs
reverse2 382µs 360µs 370µs 537µs
delete 446µs 113µs* 108µs* 415µs
sortedDelete 884µs 265µs* 228µs* 738µs
otrs 3.67ms 1.4ms 1.4ms 3.08ms
TRS aléatoire 490ms 486ms 542ms 1, 36s
terme aléatoire 47.5ms 40ms 47ms 54.7ms

Figure 6.3 – Différences de performance en temps d’exécution entre les différentes approches
d’analyse ; les scénarios TRS aléatoire et terme aléatoire correspondent à la vérification d’un
TRS de 25 règles et d’une propriété d’Exemption de Motif d’un terme ; les autres scénarios
sont présentés en Appendix C, avec ceux marqués * modifiés pour pouvoir être validés avec les
analyses linéaires et strictes.

Complétion d’automate
L’approche dont les résultats peuvent le plus facilement être comparés à ceux obtenus par notre
méthode d’analyse est celle de complétion d’automates [GR10], qui a donné lieu à l’outil Tim-
buk [Hau20]. L’utilisation d’automates d’arbres permet notamment de fournir une approche plus
expressive que celle présentée ici. En effet, notre approche se concentre principalement sur l’étude
de transformation de programmes, comme proposé dans la problématique initiale, et se limite
donc à la vérification de garanties syntaxiques pouvant être exprimées sous la forme de propriété
d’Exemption de Motif. L’automate obtenu par la technique de complétion fournit, lui, une des-
cription plus précise des termes et de leurs formes normales, notamment dans le contexte de
l’étude de programmes fonctionnels.

Il n’est ainsi pas possible d’exprimer de propriétés de parité des entiers naturels par Exemp-
tion de Motif, contrairement à l’approche par automate d’arbre, comme vu dans l’Exemple 2.3.
De même, on peut décrire des arbres ordonnés par un automate, mais pas par Exemption de
Motif :

Exemple 6.3. On considère des arbres binaires de valeurs A et B avec A ≤ B . On peut re-
présenter cette famille d’arbres via l’algèbre de termes définies par la signature Σ = (S, C ] D)
décrite par les types algébrique :

Val := A
| B

Tree := leaf
| node(Val,Tree,Tree)

L’approche par automate d’arbre permet de caractériser les arbres ordonnés via l’automate A
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défini par le système de transition suivant :

A _ qa
B _ qb
node(qa, qta, qta) _ qta
node(qb, qtb, qtb) _ qtb
node(qa, qta, qtab) _ qtab
node(qb, qtab, qtb) _ qtab
leaf _ qta
leaf _ qtb
leaf _ qtab

Dans cet automate, l’état qta, respectivement qtb, représente l’ensemble des arbres ne contenant
que des valeurs A, respectivement B . Et l’état qtab représente donc l’ensemble des arbres ordonnés.

La technique d’automate d’arbre permet donc de vérifier un certain nombre de garanties sur
des transformations d’arbres ordonnés (insertion dans un arbre ordonné, transformation en liste
triée...).

En revanche, il n’est pas possible de décrire l’ensemble des arbres ordonnés par une propriété
d’Exemption de Motif. Par exemple, l’exemption du motif node(A,node(B), x) garantit que la
branche gauche d’un arbre étiqueté A, ne sera pas étiqueté B mais ne permet pas de garantir
qu’une branche droite de cette branche ne contiendra pas une valeur B . Cette propriété d’exemp-
tion de motif n’est donc pas suffisante pour décrire les arbres ordonnés.

L’approche d’analyse par Exemption de Motif ne permettant de caractériser ces arbres ordon-
nés, elle ne peut pas vérifier des garanties sur leurs transformations.

La technique d’analyse par complétion d’automates est donc théoriquement plus expressive
que notre approche. Il est également important de noter que la complétion d’automates peut
également s’appliquer à des programmes fonctionnels d’ordre supérieur. On conjecture cependant
qu’un formalisme similaire devrait permettre d’appliquer l’approche par Exemption de Motif à
l’étude de fonctions d’ordre supérieur.

Néanmoins, une limitation majeure de la technique de complétion d’automates est que sa ter-
minaison n’est pas garantie. Certaines classes de TRS et de systèmes d’équations pour lesquels
cette terminaison est garantie ont été identifiées [Gen16], mais peuvent donc limiter les applica-
tions pratiques de l’approche. Contrairement à l’approche par complétion d’automates qui est
ainsi dépendante certaines hypothèses sur la stratégie d’évaluation en Appel par valeur, et sur la
terminaison et la complétude du système, notre approche n’est, dans le cas d’une analyse linéaire
ou par linéarisation, dépendante d’aucune hypothèse.

On fournit en Figure 6.4, un tableau de comparaison des performances, en termes de temps
d’exécution, de notre implémentation avec Timbuk 3.2 [GBB+17] et Timbuk 4 [Hau20] 1. On
notera qu’on ne présente ici que des scénarios pour lesquels les propriétés considérées peuvent être
exprimées par des propriétés d’Exemption de Motif, pour un horizon plus complet de scénarios
pouvant être étudiés via l’approche par complétion d’automates, nous renvoyons le lecteur vers
les scénarios fournis avec les outils utilisés.

Il est également important de remarquer que, contrairement à notre analyse, l’approche par
complétion d’automates n’est que faiblement dépendante d’interventions de l’utilisateur : en effet,
dans le cadre de la complétion d’automates, il est possible de fournir un ensemble d’équations
permettant de définir des classes d’abstraction, mais l’analyse peut également être effectuée

1. on a fait le choix d’inclure Timbuk 3.2, puisque, bien qu’il s’agisse d’une version plus ancienne, il obtient
généralement de meilleurs performances en termes de temps d’exécution
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pfree check timbuk 3.2 timbuk 4
flatten1 3 25µs 7 ∞ 3 685ms
flatten2 3 46µs 7 ∞ 3 975ms
flatten3 3 42µs 3 2, 3ms 3 1, 3s
negativeNF 3 392µs 3 3, 2ms 3 104s
skolem 3 82µs 7 1, 5s 3 1, 6s
removePlus0 3 53µs 7 55ms 7 ∞
multiply0 3 28µs 3 2, 4ms 3 225ms
insertionSort 3 478µs 3 65ms 3 731ms
mergeSort 3 9.26ms 7 ∞ 3 1, 4s
reverse 3 134µs 3 614ms 3 1, 4s
reverse2 3 382µs 3 714ms 3 2, 3s
delete 3 446µs 3 2, 2ms 3 286ms
sortedDelete 3 884µs 7 ∞ 3 798ms
otrs 3 3.67ms 7 44ms 7 ∞

Figure 6.4 – Table de comparaison avec Timbuk 3.2 and Timbuk 4. 3 indique que le scénario
est correctement vérifié, 7 indique un échec de la validation du scénario

indépendamment de toute intervention (en particulier, dans le cas de Timbuk 4, qui utilise une
procédure CEGAR pour générer automatiquement ces abstractions). En revanche, la définition
de profils en annotation des symboles de fonction est absolument nécessaire pour l’analyse par
Exemption de Motif. On stipulera cependant que l’utilisation de propriétés de filtrage par motif
facilite grandement l’écriture et la compréhension de ces profils.

Exemple 6.4. On considère l’algèbre de termes définie par la signature Σlist introduite dans
l’Exemple 3.5.

Contrairement à l’approche par Exemption de Motif qui permet de caractériser les listes et
les expressions plates (i.e. entiers ou listes plates) simplement via le motif cons(lst(l1), l2), pour
l’approche par automate, il est nécessaire de définir l’automate décrit par le système de transition
suivant : 

z _ qn
s(qn) _ qn
int(qn) _ qi
nil _ ql
cons(qi, ql) _ ql
lst(ql) _ qe
qi _ qe

Dans cet automate, l’état qn décrit les entiers de Peano, l’état qi décrit le sous-ensemble d’ex-
pressions entières, ql décrit les listes plates, et l’état qe décrit les expressions plates.

Enfin, on notera que l’approche par complétion d’automates, afin de pouvoir construire une
abstraction finie des termes considérés, nécessite généralement que la sorte finale des termes
étudiés soient un ensemble de constantes. Il n’est donc pas possible de vérifier directement la
forme des termes considérées en donnant l’automate d’arbre attendu : la propriété recherchée doit
donc généralement être exprimée via une fonction de vérification, encodée dans le TRS fourni.

Higher-order recursion scheme
La comparaison avec des solutions basées sur la notion de Higher-order recursion scheme (HORS)
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est, elle, plus compliquée. En effet, même si le principe de l’analyse repose toujours sur la construc-
tion d’une abstraction des résultats de la transformation étudiée, l’expressivité des différentes
approches basées sur la notion d’HORS est très différente de celle de notre méthode d’analyse. En
particulier, on peut mentionner le model-checker MoCHi [KSU11, SKU+20] qui est particulière-
ment adapté à l’étude de programmes manipulant des types de données d’entier et de liste, mais
qui reste limité par le formalisme d’HORS pour des types d’arbres algébriques plus généraux.

En termes d’expressivité, on peut tout de même évoquer la solution présentée dans [UTK10],
qui propose une approche similaire basée sur l’annotation de Higher-order multi-parameter tree
transducers (HMTT). Ces annotations et les prédicats considérés sont définis par des automates
d’arbres, d’où une expressivité théorique similaire à celle de Timbuk. Malheureusement, aucune
implémentation de la méthode n’est publiquement disponible, donc il n’est pas possible de compa-
rer directement les performances, mais au vu des résultats publiés dans [UTK10], notre approche
semble tout de même plus rapide. Comme pour Timbuk, cette approche a l’avantage de pouvoir
s’appliquer sur des programmes d’ordre supérieur, mais l’utilisation du formalisme de réécriture
et l’annotation directe des symboles définis pour l’étude de CBTRS semble généralement être
une approche plus communément utilisée et plus facile à appréhender que l’utilisation d’HMTT
étendu proposée par [UTK10].

Enfin, on peut s’intéresser à des approches à base d’HORS proposant une déduction auto-
matique des abstractions comme les Pattern-Matching Recursion Scheme (PMRS) [OR11]. Dans
ce formalisme, la méthode de vérification propose d’utiliser une procédure CEGAR pour affi-
ner l’abstraction. Cependant l’approche utilisée se base sur l’utilisation de motifs finis qui ne
permettent souvent pas d’obtenir une abstraction adaptée à la vérification de propriétés comme
celles d’Exemption de Motif. De plus l’utilisation du formalisme de PMRS reste généralement
plus fastidieuse que celle de CBTRS.

Exemple 6.5. On considère l’algèbre de termes définie par la signature Σlist introduite dans
l’Exemple 3.5. On propose d’encoder le CBTRS suivant, via un PMRS :

flatten(nil) _ nil
flatten(cons(int(n), l)) _ cons(int(n),flatten(l))
flatten(cons(lst(l), l′)) _ concat(flatten(l),flatten(l′))
concat(cons(e, l), l′) _ cons(e, concat(l, l′))
concat(nil , l) _ l

En passant les différents symboles à l’ordre supérieur, on obtient pour cela, avec les primitives
de filtrage limitées du formalisme, un PMRS de la forme :

Flatten nil =⇒ nil
Flatten (cons e l) =⇒ Check l e
Check l (int i) =⇒ cons (int i) l
Check l (lst l′) =⇒ Concat (Flatten l′) (Flatten l))
Concat l′ (cons e l) =⇒ cons e (Concat l′ l)
Concat l′ nil =⇒ l′

De plus, le résultat de l’analyse proposée par ces approches est une caractérisation des formes
normales obtenues par transformation, d’où une dépendance à des hypothèses de terminaison,
et généralement de confluence, de la réduction considérée. Dans notre cas, la terminaison faible
est nécessaire pour pouvoir en pratique décrire les formes normales considérées, mais la méthode
d’analyse permet de garantir la préservation de sémantique du système de réécriture étudié
indépendamment de sa terminaison.
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Une dernière contribution [MKU15], apparentée au formalisme d’HORS, propose une ap-
proche totalement automatisée pour la vérification de programmes fonctionnels. Cette dernière
repose sur une approche assez gloutonne qui consiste à diviser systématiquement l’ensemble des
états de l’automate d’entrée en un nombre croissant de sous-états, tant qu’un résultat faux-
négatif est identifié. Cette méthode a l’avantage de proposer un résultat de complétude relative.
Aucune implémentation n’étant publiquement disponible, on remarque donc simplement que
cette approche gloutonne semble cependant moins performante que l’approche par complétion
d’automates proposée par Timbuk 4 [HGJ20].

Approches de vérification par typage
Dans le Chapitre 2, on a présenté des solutions de typage se reposant sur l’utilisation d’annota-
tions pour décrire des spécifications des fonctions à vérifier. Cependant, les approches citées ont
généralement une expressivité difficilement comparable à celle de notre analyse par Exemption
de Motif. En particulier, les approches basées sur la notion de Refinement Types [FP91], comme
l’utilisation de Liquid Types en Haskell, sont plus adaptées à l’étude de propriétés sur des types
de données intégrés à la sémantique d’annotation (comme des entiers ou des listes). Néanmoins,
ces approches permettent généralement d’exprimer des propriétés algébriques locales, mais ne
sont pas adaptés pour l’étude de propriétés plus structurelles des types algébriques, tel que
l’Exemption de Motif.

Une autre approche se reposant sur des notions de typage complexes pour garantir certaines
propriétés de correction des transformations est celle proposée par CDuce [BCF03]. Ce langage
fonctionnel destiné à l’écriture de transformation XML propose en effet un système de typage fort
associant des notions de polymorphisme, d’inférence de type et de compositions de types avec
une approche de sous-typage par sémantique assez proche de l’approche de satisfaction de séman-
tique utilisée par notre méthode d’analyse. Cette particularité du langage permet une vérification
statique des spécifications ainsi exprimées. Bien que cette approche soit très expressive, la mé-
thode de sous-typage par sémantique semble assez superficielle puisqu’elle échoue, néanmoins, à
vérifier correctement la majorité de nos scénarios (présentés en Annexe C). Notamment, contrai-
rement à notre méthode, l’approche proposée ne permet généralement pas de prendre en compte
les contraintes de corrélation dans les cas non-linéaires. Enfin, bien que le langage se présente
comme généraliste, il reste particulièrement ancré dans le contexte des transformations XML, qui,
bien qu’ayant de très nombreuses applications dans les domaines industriels, ne s’accommode pas
spécialement à l’étude des langages fonctionnels.

6.4 Synthèse

On a proposé une implémentation publiquement disponible et testable en ligne de la méthode
d’analyse présentée. L’implémentation est accompagnée d’un jeu de fichiers de tests, dont les scé-
narios sont décrits en Annexe C. À l’exception de l’algorithme getReachable, l’implémentation
est assez fidèle aux différents mécanismes introduits dans les Chapitres précédents. En se basant
sur la même approche théorique, la version implémentée de getReachable (Figure 6.1), obtient
non seulement de meilleures performances, mais permet également de prendre en compte des
termes potentiellement infinis, qui peuvent être intéressants pour l’étude de programmes dans
un langage lazy. Une autre optimisation majeure proposée consiste à utiliser un cache afin de
limiter la redondance des calculs effectués. En termes de temps de calcul, l’utilisation de ce cache
permet en effet d’améliorer les performances moyennes de l’implémentation d’un facteur 2.

L’implémentation propose à l’utilisateur différentes options d’analyse correspondants aux
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approches linéaires et non-linéaires présentées dans les Chapitres précédents. En termes de com-
plexité, on observe une complexité linéaire avec le nombre de règles, polynomiale avec le nombre
de symboles des membres gauches et linéaire (en moyenne) avec le nombre de symboles des
membres droits. De façon similaire, les motifs en annotation ont un effet polynomial avec le
nombre de symboles et un effet exponentiel avec le nombre de disjonctions. La majeure diffé-
rence, en termes de complexité, entre la méthode linéaire et la méthode non-linéaire se mesure au
niveau du nombre de profils par annotation, qui a un impact polynomial pour les cas linéaires et
exponentiel pour les cas non-linéaires. Les effets polynomiaux ont aussi généralement des poids
plus importants dans le cas non-linéaire.

Enfin, l’implémentation présente des résultats assez encourageant par rapport aux autres
approches de la littérature. En particulier, dans le contexte de l’analyse de transformations de
programmes, l’utilisation de notre formalisme de système d’annotations est faiblement intrusive
et assez intuitive, grâce à l’aspect algébrique des propriétés de filtrage considérées, et donne
de très bons résultats en termes de performance. En termes d’expressivité, un certain nombre
d’approches alternatives propose des formalismes plus particulièrement adaptés à la validation
de programmes manipulant des entiers ou des listes, pour lesquels ils sont plus expressifs que
notre formalisme d’Exemption de Motif. Dans le contexte de la programmation fonctionnelle,
d’autres approches utilisent des formalismes, comme celui d’automates d’arbres, plus expressifs
mais généralement plus difficiles à appréhender.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a introduit une approche originale, basée sur le formalisme de réécriture,
pour exprimer et vérifier des spécifications algébriques de programmes. L’objectif étant de pouvoir
garantir que le résultat d’un programme, décrit par un système de réécriture, ne contient pas de
sous-terme filtré par certains motifs spécifiques éliminés, on a proposé un formalisme permettant
d’exprimer ce type de garanties, et on a réalisé une étude de ce formalisme dans le contexte d’une
réduction par relation de réécriture. Cette étude a notamment conduit à l’élaboration d’une
méthode d’analyse statique permettant de vérifier systématiquement les spécifications exprimées
par le formalisme. Une implémentation en Haskell de cette méthode a été développée et testée,
pour démontrer la pertinence de l’approche proposée.

Formalisme d’Exemption de Motif

Nous avons proposé un formalisme d’annotation des symboles de fonction reposant sur la
notion d’Exemption de Motif qui décrit, algébriquement, la propriété que l’on cherche à garantir
sur les résultats de la transformation : aucun sous-terme n’est filtré par un certain motif que
la fonction est censée éliminer. Cela se traduit donc sous la forme de spécifications algébriques
définies par un ensemble de profils annotant les symboles de fonctions. Chaque profil donné en
annotation décrit, en termes d’Exemption de Motif, une pré-condition sur la forme des arguments
de la fonction qui, quand elle est respectée, doit garantir une post-condition similaire sur le
résultat obtenu.

Ces spécifications peuvent donc être utilisées pour donner une sur-approximation des résultats
attendus d’une telle application de fonction. Pour formaliser cette sur-approximation, on a pré-
senté une généralisation de la notion de sémantique close introduite dans [CM19]. Cette dernière
permet de représenter la potentielle infinité de valeurs filtrées par un motif dans une structure
finie permettant le calcul d’opérations basées sur les combinateurs ensemblistes classiques. En se
servant des annotations des symboles de fonctions, on obtient ainsi une sur-approximation plus ou
moins précise, en fonction des profils spécifiés, qui peut être utilisée pour vérifier qu’un système
de réécriture, décrivant le comportement des fonctions considérées, respecte les spécifications
associées.

En effet, du point de vue du formalisme de réécriture, on a montré que les spécifications,
décrites par le système d’annotations choisi, peuvent être vérifiées à l’échelle d’une règle de réécri-
ture. Chaque règle donne une définition algébrique du comportement des fonctions considérées,
qui peut ainsi être comparée à la pré-condition et à la post-condition de chaque profil annotant
le symbole des fonctions correspondantes. La notion de sémantique proposée permet donc de
vérifier que, dans les cas où la règle respecte la pré-condition d’un profil, la sur-approximation
obtenue respecte la post-condition associée : on dit alors que la règle satisfait le profil.

155



Conclusion

Méthode d’analyse statique

Prouver la correction des spécifications algébriques décrites par le système d’annotations,
revient donc à vérifier que toutes les règles du système de réécriture considéré satisfont les profils
de l’annotation du symbole en tête du membre de gauche : respecter la pré-condition du profil
par instanciation du membre gauche de la règle implique de respecter la post-condition avec la
même instanciation du membre droit de la règle. Pour cela, on a proposé une méthode d’analyse
statique, qui se présente en trois étapes :

1. une étape d’inférence des substitutions satisfaisant la pré-condition du profil considéré ;

2. une étape de construction de sémantique, qui reconstruit une sur-approximation des ins-
tances correspondantes du membre droit de la règle ;

3. une étape de vérification, qui vérifie que cette sémantique exprimant la sur-approximation
des résultats respecte la post-condition donnée par le profil.

Les trois étapes reposent sur différents mécanismes permettant l’étude de la sémantique des
termes. En utilisant une représentation des sémantiques sous la forme de graphe, on a proposé un
algorithme permettant de vérifier si une sémantique est vide et, dans le cas contraire, d’exprimer
l’ensemble des sous-termes de cette sémantique. Grâce à cet algorithme, on a pu proposer un
système de réduction des motifs étendus qui préserve la sémantique des motifs considérés. Ce sys-
tème est notamment utilisé afin de comparer des motifs entre eux, tout en exprimant d’éventuelles
contraintes d’instanciation résultant de cette comparaison. Ces différents outils permettent non
seulement l’étude des sémantiques, mais également de vérifier systématiquement des propriétés
d’Exemption de Motif.

L’ensemble de ces mécanismes permet donc de proposer une méthode d’analyse statique pour
vérifier, par satisfaction de profil, que le comportement du programme décrit par un système
de réécriture respecte les spécifications algébriques données par le système d’annotations. La
méthode ne dépend d’aucune hypothèse quant à la terminaison ou la confluence de la relation
de réécriture, en garantissant qu’à chaque pas de réécriture la sémantique du terme réduit et,
par conséquent, ses propriétés d’Exemption de Motif sont préservées. Dans le cas de systèmes
non-linéaires, elle ne s’applique cependant qu’avec certaines limitations.

Analyse de systèmes non-linéaires

On a montré que la méthode d’analyse proposée ne s’applique aux systèmes non-linéaires que
par sur-approximation via un système linéaire, ou sous hypothèse d’une relation de réécriture
stricte, donc dans le cadre d’un programme avec une stratégie d’évaluation en Appel par valeur.
Pour éviter ces limitations, on a proposé et étudié différents formalismes permettant de prendre
en compte les contraintes de corrélation des différentes instances des variables d’un terme non-
linéaire.

Le formalisme retenu propose une notion de sémantique substitutive qui donne une sur-
approximation des formes normales potentielles d’un terme en supposant que deux sous-termes
identiques seront réduits de manière équivalente. Cette approche revient à faire une hypothèse
de confluence de la relation de réécriture, qui dans le cadre de la programmation fonctionnelle est
généralement garantie par déterminisme. Pour l’analyse statique de systèmes de réécriture, on a
montré que cette nouvelle notion de sémantique induit une notion de satisfaction de profil proche
de celle de la sémantique close utilisée pour l’analyse de systèmes linéaires. On peut donc vérifier
la correction des spécifications algébriques décrites par le système d’annotations en montrant
que chaque règle du système considéré satisfait localement les profils en annotation.
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En réutilisant certains des mécanismes déjà présentés, on a ainsi pu proposer une adaptation
de la méthode d’analyse précédente. La majeure différence réside dans le fait que, pour l’analyse
de termes non-linéaires, l’étape de construction de la sur-approximation sémantique n’est pas
assez précise pour prendre en compte les contraintes liées à la non-linéarité. Pour vérifier la
satisfaction de la post-condition, on utilise alors une procédure de décision permettant de vérifier
l’existence d’une instance non-conforme à la post-condition. La méthode ainsi proposée permet
donc, sous hypothèse de confluence et avec un surcoût en termes de performance, l’analyse
statique de systèmes non-linéaires quand les approches linéaire ou stricte ne sont pas suffisantes.

Perspectives

Les perspectives de l’approche proposée sont principalement liées à l’amélioration du forma-
lisme et/ou de la méthode d’analyse. La comparaison à l’état de l’art donne des pistes assez claires
sur les évolutions possibles : en particulier l’extension du formalisme à des formes d’annotations
plus variées pour améliorer l’expressivité, et le support de fonctions d’ordre supérieur. Une autre
amélioration envisagée concerne l’automatisation de la méthode d’analyse via un mécanisme d’in-
férence de profils, afin de limiter le travail d’annotation de l’utilisateur. Enfin, une intégration
plus importante aux outils basés sur la réécriture stratégique, et notamment au langage Tom, est
également une piste d’évolution importante.

Expressivité
La principale piste d’évolution de notre formalisme concerne son expressivité. Bien que l’ap-
proche proposée réponde parfaitement à la problématique initialement considérée, et est donc
particulièrement bien adaptée à l’étude de transformations de programmes, dans un contexte
plus général, elle peut être limitée par le formalisme d’Exemption de Motif. Comme les annota-
tions des symboles sont définis sous la forme de profils exprimant des spécifications algébriques
basées sur des propriétés d’Exemption de Motif, notre approche ne peut ni exprimer, ni vérifier
des propriétés qui ne peuvent pas être décrites via l’Exemption de Motif. C’est, par exemple, le
cas de la notion d’arbre ordonné, de propriétés arithmétiques des entiers comme la parité, ou
encore des contraintes de taille sur des listes.

En pratique, la notion de sémantique de motif utilisée et les différents mécanismes mis en
place pour implémenter la méthode d’analyse pourraient facilement être adaptés à des formes
d’annotations plus générales. L’évolution envisagée consisterait donc à étendre notre formalisme
d’annotation pour utiliser des profils définis par des notions de sous-typage pouvant accepter
des propriétés algébriques plus générales que celle d’Exemption de Motif. Cette dernière serait
alors utilisée pour faciliter l’expression de ces sous-types, et ainsi permettre à l’utilisateur de
définir des profils exprimant des spécifications beaucoup plus générales que l’approche actuelle.
Des approches telles que la notion de sous-typage sémantique [FCB02] montrent en effet qu’une
telle évolution resterait compatible avec notre formalisme de sémantique de motif, facilitant ainsi
l’adaptation de la méthode d’analyse.

Une autre approche d’évolution possible, en termes d’expressivité, serait de permettre la dé-
finition de profils paramétriques. En utilisant des méta-variables dans la définition des profils,
à la façon des types polymorphiques dans les langages fonctionnels, il serait ainsi possible de
définir des profils prenant arbitrairement certaines propriétés d’Exemption de Motif en entrée
et décrivant une spécification du comportement attendu en fonction du motif considéré. Cette
approche permettrait l’écriture de profils extrêmement expressifs, mais, contrairement à la pro-
position précédente, ne permettrait pas d’exprimer des propriétés ne pouvant être décrites par
Exemption de Motif.
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Ordre Supérieur
Hérité du formalisme de λ−calcul, les langages de programmation fonctionnels se reposent sur
le concept de fonctions d’ordre supérieur, c’est à dire des fonctions pouvant prendre des fonc-
tions en argument et renvoyer des fonctions comme résultat. Parmi les approches de vérification
alternatives étudiées, une majorité d’entre elles proposent des solutions permettant l’étude de
programmes utilisant ce type de fonctions. C’est en effet une pratique de programmation qui se
popularise de plus en plus, au point d’être intégré maintenant dans des langages orientés objet
comme Java et C++.

Le formalisme présenté ici étant principalement conçu pour l’étude de transformations de
programmes, on a fait le choix de considérer que des fonctions du premier ordre. Une évolution
naturelle serait donc d’étudier son application à l’étude de programmes utilisant des fonctions
d’ordre supérieur. En pratique, encoder de telle fonctions par un système de réécriture nécessite
de pouvoir exprimer une application partielle des fonctions. Une solution, proposée dans [Rey68],
et utilisée notamment par l’approche de complétion d’automates [Gen14], consiste à introduire
un symbole encodant l’application d’une fonction sur son premier paramètre. Il est ainsi possible
d’exprimer par des règles de réécriture le comportement d’une telle application (partielle).

La complexité majeure du passage à l’ordre supérieur réside donc dans la définition d’anno-
tations utilisant des profils d’ordre supérieur. De nombreuses solutions, tels que les Refinement
types [FP91], ont montré que des formalismes similaires d’annotation s’adaptent assez bien au
typage de fonctions d’ordre supérieur. On peut notamment citer l’approche proposée par le lan-
gage CDuce [BCF03], qui repose sur une notion de typage sémantique assez proche du formalisme
de satisfaction de profil proposé ici.

Inférence de profils
Le formalisme d’annotation par Exemption de Motif proposée est, en général, assez peu intrusive
et relativement intuitive grâce à sa dépendance à la notion de filtrage par motif. En effet cette
approche est largement inspirée de fonctionnalités du monde de la programmation fonctionnelle,
ce qui en permet une prise en main assez aisée. Elle nécessite néanmoins un travail d’annotation de
la part de l’utilisateur, qui peut sembler important par rapport à certaines solutions alternatives
qui proposent des approches beaucoup plus automatisées.

Afin de limiter le travail d’annotation de l’utilisateur, il serait intéressant de proposer une
automatisation de la méthode l’analyse basée sur un mécanisme d’inférence des profils. Un tel
mécanisme permettrait en théorie, à partir d’un système d’annotations réduits, de déduire l’en-
semble des profils nécessaires à la vérification de la spécification algébrique minimale désirée par
l’utilisateur. De nombreux scénarios utilisés comme cas d’étude présentent en effet un certain
nombre de profils qui pourraient facilement être déduits par une telle approche d’inférence.

Une question importante liée à une telle évolution est la façon dont un tel mécanisme d’infé-
rence s’intègrerait aux autres évolutions proposées. Par exemple, les approches considérées pour
améliorer l’expressivité du formalisme serait d’autant plus intéressantes qu’il serait alors possible
d’inférer des profils non-triviaux décrivant des propriétés d’autant plus expressives. Néanmoins,
plus le formalisme sera expressif plus la complexité d’une telle approche d’inférence sera impor-
tante. Des observations similaires sont également évidentes pour le passage à l’ordre supérieur.

Réécriture stratégique et intégration
Enfin, le concept d’origine ayant inspiré les travaux présentés dans cette thèse est principalement
celui proposé par Nanopass, dont le but premier n’est pas spécialement de fournir des garanties de
transformation de programmes, mais essentiellement de proposer un outil facilitant leur écriture.
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Le formalisme de réécriture choisi, ici, propose de définir les transformations de programmes
via une approche algébrique similaire, et on a notamment évoqué la notion de réécriture par
stratégie comme une alternative à l’approche de Nanopass pour faciliter l’écriture des systèmes
de réécriture. Pour revenir à une comparaison avec Nanopass, il serait donc intéressant d’étudier
comment l’approche proposée s’intègre à ces notions de réécriture stratégique.

En premier approximation, on pourrait donc étudier l’application de la méthode d’analyse
sur des transformations utilisant certaines stratégies classiquement utilisées pour le parcours
d’arbres, tels que Bottom-up, Top-down ou Innermost. Pour une application plus complète aux
concepts de réécriture stratégique, on pourrait utiliser l’encodage présenté dans [CLM15], qui
propose d’exprimer les stratégies via un système de réécriture classique. Cet encodage générant
des symboles définis supplémentaires, un mécanisme d’inférence de profils, comme mentionné
ci-avant, devrait donc permettre de construire les profils de ces symboles, et ainsi d’appliquer la
méthode d’analyse au système généré.

En particulier, on a cité des outils tels que Stratego et Tom, qui proposent des langages de
stratégie permettant l’expression et l’implémentation de systèmes de réécriture stratégiques. Une
perspective majeure d’application des travaux menés serait donc de proposer une intégration de
l’approche présentée dans l’un de ces langages.
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A

Preuves et lemmes intermédiaires

A.1 Preuves et lemmes du Chapitre 3

Lemme A.1. Soit un terme c(t1, . . . , tn) ∈ T (F ,X ) avec c ∈ Cn, on a :

Jc(t1, . . . , tn)K ⊆ {c(v1, . . . , vn) | (v1, . . . , vn) ∈ Jt1K× · · ·×JtnK}

Démonstration. Soit un terme linéaire t = c(t1, . . . , tn) ∈ T (F ,X ) avec c ∈ C, on procède par
induction sur k, le nombre de symboles définis dans t.

On considère k = 0, i.e. t ∈ T (C,X ), et une valeur v ∈ JtK. Par définition de la séman-
tique close, il existe une substitution valeur ς telle que v = ς(t) = c(ς(t1), . . . , ς(tn)). Donc
v = c(v1, . . . , vn), avec vi = ς(ti), ∀i ∈ [1, n], i.e. vi ∈ JtiK, ∀i ∈ [1, n]. On a donc bien
v ∈ {c(v1, . . . , vn) | (v1, . . . , vn) ∈ Jt1K× · · ·×JtnK}.

On suppose maintenant k > 0 tel que ∀u = c(u1, . . . , un) ∈ T (F ,X ) ayant moins de k
symboles définis, JuK ⊆ {c(w1, . . . , wn) | (w1, . . . , wn) ∈ Ju1K× · · ·×JunK}. On considère v ∈ JtK ;
par définition, il existe une position ω ∈ Pos(t) telle que t|ω = ϕ!P

s (p1, . . . , pm) avec ϕ ∈ D, et une
valeur w ∈ Ts(C) exempte de .P (p1, . . . , pm) telles que v ∈ Jt [w]ωK. Comme t(ε) = c ∈ C, ω 6= ε et
on peut donc noter ω = i.ω′. Ainsi, par induction, v = c(v1, . . . , vn) avec vj ∈ JtjK,∀j 6= i et vi ∈
Jti [w]ω′K. De plus, par définition, on a Jti [w]ω′K ⊆ JtiK, d’où v ∈ {c(v1, . . . , vn) | (v1, . . . , vn) ∈
Jt1K× · · ·×JtnK}.

Ainsi, par induction, l’inclusion est vérifiée pour tout terme de la forme c(t1, . . . , tn) ∈
T (F ,X ) avec c ∈ Cn.

Lemme 3.11. Soit t = c(t1, . . . , tn) ∈ T (F ,X ) avec c ∈ C, pour tout i ∈ [1, n], on a ∀v ∈ JtiK,
∃ c(w1, . . . , wn) ∈ JtK tel que wi = v.

Démonstration. Soit t = c(t1, . . . , tn) ∈ T (F ,X ) avec c ∈ C. On procède par induction sur k,
le nombre de symboles définis dans ti. Si k = 0, on a ti ∈ T (C,X ), donc pour tout v ∈ JtiK il
existe une substitution σ telle que σ(ti) ∈ T (C) et v = σ(ti). De plus, comme σ(ti) ∈ T (C), par
définition de la sémantique close, on a, pour tout c(w1, . . . , wn) ∈ Jσ(t)K avec wi = σ(ti) = v.
Enfin, comme la sémantique close est conservée par substitution valeur, on a également w ∈ JtK.

On considère maintenant ti ayant k > 0 tel que pour tout ui ayant moins de k symboles
définis, ∀v ∈ JuiK, ∃ c(w1, . . . , wn) ∈ Jt1, . . . , ui, . . . , tnK tel que wi = v. Soit v ∈ JtiK, i.e. il
existe une position ω ∈ Pos(ti) telle que ti|ω = ϕ!P

s (p1, . . . , pm) avec ϕ ∈ Dm, et une valeur
w ∈ Ts(C) exempte de .P (p1, . . . , pm) telle que v ∈ Jti [w]ωK. Par induction, on peut donc
conclure qu’il existe c(w1, . . . , wn) ∈ Jt [w]i.ωK tel que wi = v, et par définition de la sémantique
close, Jt [w]i.ωK ⊆ JtK, donc w ∈ JtK.
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Par induction, on a donc bien pour tout i ∈ [1, n] et v ∈ JtiK, il existe c(w1, . . . , wn) ∈ JtK tel
que wi = v.

Lemme 3.13. Soient un terme t ∈ T (F ,X ) \ T (C,X ) et une valeur u ∈ T (C), u ∈ JtK si et
seulement si il existe une position ω ∈ Std (t) = {ω ∈ Pos(t) | ∀ω′ < ω, t(ω′) ∈ C} telle que
t|ω = ϕ!P

s (t1, . . . , tn) avec ϕ!P
s ∈ Dn, et une valeur v ∈ Ts(C) exempte de .P (t1, . . . , tn), telles

que u ∈ Jt [v]ωK.

Démonstration. La preuve de l’implication inverse est immédiate par définition de la sémantique.
On prouve maintenant l’implication directe par induction sur k le nombre de symboles définis

dans t. Si k = 1, la preuve est immédiate par définition de la sémantique.
On considère maintenant k > 1 tel que pour tout terme q ayant strictement moins de k

symboles définis une valeur w ∈ JqK si et seulement si il existe une position ω ∈ Std (q) telle que
q|ω = ϕ!P

s (q1, . . . , qn) avec ϕ!P
s ∈ Dn, et une valeur v ∈ Ts(C) exempte de .P (q1, . . . , qn), telles

que u ∈ Jq [v]ωK. On considère u ∈ JtK, par définition de la sémantique, il existe une position
ω ∈ Pos(t) telle que t|ω = ϕ!P

s (t1, . . . , tn) avec ϕ!P
s ∈ Dn, et une valeur v ∈ Ts(C) exempte

de .P (t1, . . . , tn), telles que u ∈ Jt [v]ωK. Si ω ∈ Std (t), la proposition est vérifiée, sinon, on
note q := t [v]ω d’après l’hypothèse d’induction, il existe une position ω′ ∈ Std (q) telle que
q|ω′ = ψ!P ′

s′ (q1, . . . , qm) avec ψ!P ′
s′ ∈ Dm, et une valeur v′ ∈ Ts′(C) exempte de .P ′ (q1, . . . , qn),

telles que u ∈ Jq [v′]ω′K.
• Si ω′ < ω, il existe j ∈ [1,m] et ω′′ tels que ω = ω′.j.ω′′. On note t|ω′ = ψ!P ′

s′ (u1, . . . , um),
et on a donc qi = ui pour tout i 6= j et qj = uj [v′]ω′′ . Par définition de la sémantique
on a donc JqjK ⊆ JujK, et par conséquent v′ est exempt de .P ′ (u1, . . . , um). Enfin, comme
q [v′]ω′ = t [v′]ω′ , on conclue que w ∈ Jt [v′]ω′K.
• Sinon, comme ω′ ∈ Std (t), q [v′]ω′ = t [v′]ω′ [v]ω donc wJt [v′]ω′ [v]ωK ⊆ Jt [v′]ω′K.
Par induction, l’implication directe est donc vérifiée.

Lemme 3.16. Soit un terme clos t ∈ T (F), pour toute position ω ∈ Pos(t) et pour tout termes
clos u, v ∈ Ts(F) avec t|ω : s, si JuK ⊆ JvK alors Jt [u]ωK ⊆ Jt [v]ωK.

Démonstration. Soit un terme clos t ∈ T (F), on procède induction sur la forme de t. Si t = c ∈
C0, la propriété est clairement vérifiée.

On considère maintenant t = c(t1, . . . , tn) avec c ∈ Cn et t1, . . . , tn respectant la propriété
inductive. Si ω = ε, la propriété est clairement vérifiée. Sinon, on note ω = i.ω′ avec i ∈ [1, n],
et par induction on a Jti [u]ω′K ⊆ Jti [v]ω′K. Enfin, on peut conclure avec Proposition 3.5 que
Jt [u]ωK ⊆ Jt [v]ωK.

Enfin, on considère t = ϕ!P
s′ (t1, . . . , tn) avec ϕ ∈ Dn et t1, . . . , tn respectant la propriété in-

ductive. Si ω = ε, la propriété est clairement vérifiée. Sinon, on note ω = i.ω′ avec i ∈ [1, n],
et par induction on a Jti [u]ω′K ⊆ Jti [v]ω′K. De plus, par Proposition 3.5, on a Jt [u]ωK = Jx−pus′ K
avec pu := .P (t1, . . . , ti [u]ω′ , . . . , tn), et Jt [u]ωK = Jx−pvs′ K avec pv := .P (t1, . . . , ti [v]ω′ , . . . , tn).
On rappelle que .P (t1, . . . , ti [u]ω′ , . . . , tn) =

∑
q∈Qu

q avec Qu = {r | ∃l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈
P t.q. ti [u]ω′ est exempt de li∧∀j 6= i, tj est exempt de lj} et .P (t1, . . . , ti [v]ω′ , . . . , tn) =

∑
q∈Qv

q
avec Qv = {r | ∃l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P t.q. ti [v]ω′ est exempt de li ∧ ∀j 6= i, tj est exempt de lj}.
Comme Jti [u]ω′K ⊆ Jti [v]ω′K, Proposition 3.7 garantit que pour tout profil l1 ∗ · · · ∗ ln 7→ r ∈ P,
si ti [v]ω′ est exempt de li alors ti [u]ω′ est exempt de li. D’où Qv ⊆ Qu, et par composition de
l’Exemption de Motif avec l’opérateur de disjonction de motif +, toute valeur exempte de pu est
exempte de pv, donc Jt [u]ωK = Jx−pus′ K ⊆ Jt [u]ωK = Jx−pvs′ K.

Par induction, on a donc pour tout t ∈ T (F), pour toute position ω ∈ Pos(t) et pour tout
termes clos u, v ∈ Ts(F) avec t|ω : s, si JuK ⊆ JvK alors Jt [u]ωK ⊆ Jt [v]ωK.
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A.2 Preuves et lemmes du Chapitre 4

Lemme 4.4. Étant donné G = (V,E) un graphe total, pour tout nœud u ∈ V , il existe v ∈ JuK
avec d(v) ≤ n si et seulement u est instanciable avec dist(u) ≤ n.

Démonstration. Soit G = (V,E) un graphe total, et un nœud u ∈ V . On prouve le Lemme par
induction sur n.

Pour n = 0 :
• On suppose qu’il existe v ∈ JuK avec d(v) = 0 avec v est une constante. Si u est un motif,

alors u est également une constante et est donc bien instanciable avec dist(u) = 0. Si u est
nœud variable, alors JvK ⊆ JuK, donc par définition du graphe total, v est nœud du graphe
et (u, v) ∈ E. Le nœud v est donc un instanciable et dist(v) = 0, donc u est également
instanciable avec dist(u) = 0.
• On suppose que u est instanciable avec dist(u) = 0. Si u est un motif, alors u est également

une constante et u ∈ JuK est de profondeur 0. Si u est un nœud variable, alors il existe
nœud motif v ∈ V avec dist(v) = 0, donc v est une constante et par définition du graphe
total, JvK = {v} ⊆ JuK.

On considère maintenant n > 0 tel que pour tout nœud w ∈ V , il existe v′ ∈ JwK avec
d(v′) < n si et seulement w est instanciable avec dist(w) < n.
• On suppose qu’il existe v ∈ JuK avec d(v) ≤ n. Si u = c(u1, . . . , un), alors d’après la

Proposition 3.8 v = c(v1, . . . , vn) avec vi ∈ JuiK pour tout i ∈ [1, n]. Comme chaque
d(vi) < n pour tout i ∈ [1, n], par définition du graphe total et induction, chaque ui est
nœud instanciable du graphe avec dist(ui) < n et (u, ui) ∈ E. Donc u est instanciable avec
dist(u) ≤ n. Si u est un nœud variable x−ps \ r, d’après l’Équation 4.4, il existe c ∈ Cs et
q = (q1, . . . , qn) ∈ Qc(r+p) tels que v ∈ Jc(z1

−p
s1 \ q1, . . . , zn

−p
sn )K. w = c(z1

−p
s1 \ q1, . . . , zn

−p
sn )

est donc un nœud instanciable du graphe dist(w) ≤ n et (u,w) ∈ E. Donc u est instanciable
et dist(u) ≤ n.
• On suppose que le nœud u est instanciable avec dist(u) ≤ n. Si u = c(u1, . . . , un), alors,

par définition, chaque ui est nœud instanciable du graphe avec dist(ui) < n et (u, ui) ∈ E.
Par induction, pour tout i ∈ [1, n], il existe vi ∈ JuiK avec d(vi) < n. Donc, d’après la
Proposition 3.8, c(v1, . . . , vn) ∈ JuK est de profondeur ≤ n. Si u est nœud variable, alors
il existe nœud motif w ∈ V instanciable avec dist(w) ≤ n et (u,w) ∈ E. Donc, il existe
v ∈ JwK avec d(v) ≤ n. Et comme, par définition du graphe total, JwK ⊆ JuK, v ∈ JuK.

On montre la confluence locale du système R :

Lemme A.2. Le système R est confluent.

Démonstration. On prouve la confluence locale du système en montrant que chaque paire critique
induite des règles de réécriture converge. On remarque que la préservation de la sémantique
donnée par la Proposition 5.4, les conditions des règles P3-P7 restent satisfaites quand une de
ces règles est appliquée localement. De plus, les seules règles pouvant réduire un terme de la forme
x−ps \ t sont M1 et P7, qui convergent directement, et sont en contradiction avec la condition des
règles P3-P6.

On a donc les paires critiques suivantes :
(A1)− (A2) (qui converge directement),
(A1)− (S1) et (A2)− (S1) (qui convergent avec E1 et A1/A2),
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(A1)− (S2) et (A2)− (S2) (qui convergent avec E2 et A1/A2),
(A1)− (S3) et (A2)− (S3) (qui convergent avec E3 et A1/A2),
(A1)− (S4) et (A2)− (S4) à droite (qui converge avec A1/A2),
(A1)− (S4) à gauche (qui converge avec A1),
(A1)− (M3′) et (A2)− (M3′) (qui convergent avec M5 et A1/A2),
(A1)− (M6′) et (A2)− (M6′) (qui convergent avec M2),
(A1)− (L2) et (A2)− (L2) (qui convergent avec L1 et A1/A2),
(E1)− (S1) (qui converge avec 2 fois E1, A1/A2),
(E1)− (M6′) (qui converge avec M5 et E1, 2 fois M5),
(E1)−(M7) seulement possible à gauche (qui converge avecM5 etM2, n fois E1, n fois A1/A2),
(E1)− (M8) à gauche (qui converge avec M5 et E1),
(E1)− (M8) à droite (qui converge avec M2),
(E1)− (T3) à gauche (qui converge avec E2 et E2, E1),
(E1)− (T3) à droite (qui converge avec E2 et E3, E1),
(E1)− (T4) à gauche (qui converge avec E2),
(E1)− (T4) à droite (qui converge avec E3),
(E1)− (P1) (qui converge avec E3, et E3, E1, M5),
(E1)− (P2) (qui converge avec E2, et E2, E1, M5),
(E1)− (P3) (qui converge avec E2, et E1, E2, M5),
(E2)− (E3) (qui converge directement),
(E2)− (S3) et (E3)− (S2) (qui convergent avec 2 fois S2/S3, A1/A2),
(E2)− (L5) (qui converge avec E2, L1),
(E3)− (L4) (qui converge avec E3, L1),
(E3)− (P5) (qui converge avec E3, M5),
(S1)− (S4) (qui converge avec S1, S4 et 2 fois S1),
(S1)− (M6′) (qui converge avec M3′, 2 fois M6′ et S1, 2 fois M3′),
(S1)− (M7) seulement possible à gauche (qui converge avec M3′, 2 fois M7 et M3′, n fois S1),
(S1)− (M8) à gauche (qui converge avec M3′, 2 fois M8 et S1),
(S1)− (M8) à droite (qui converge avec M6′, 2 fois M8),
(S1)− (T3) à gauche (qui converge avec S2, 2 fois T3 et S2, S1),
(S1)− (T3) à droite (qui converge avec S3, 2 fois T3 et S3, S1),
(S1)− (T4) à gauche (qui converge avec S2, 2 fois T4, A1/A2),
(S1)− (T4) à droite (qui converge avec S3, 2 fois T4, A1/A2),
(S1)− (P1) (qui converge avec S3, 2 fois P1 et S1, M3′, S3),
(S1)− (P2) (qui converge avec S2, 2 fois P2 et S1, M3′, S2),
(S1)− (P3) (qui converge avec S2, 2 fois P3 et S1, 2 fois S2, M3′),
(S2)− (S3) (qui converge avec S3 et S2),
(S2)− (S4) (qui converge avec S2, S4 et 2 fois S2),
(S2)− (L5) (qui converge avec 2 fois L5 et S2, L2),
(S3)− (S4) (qui converge avec S3, S4 et 2 fois S3),
(S3)− (P5) (qui converge avec 2 fois P5 et S3, 2 fois M6′),
(S3)− (L4) (qui converge avec 2 fois L4 et S3, L2),
(S4)− (M6′) (qui converge avec 2 fois M6′ et M6′)
(S4)− (L2) (qui converge avec 2 fois L2 et M6′, S4)
(M1)− (M3′) (qui converge avec 2 fois M1, A1/A2),
(M1)− (M5) (qui converge directement),
(M1)− (P6) (qui converge avec P7, puisque Jx−ps \ (t+ y−⊥s )K ⊆ Jx−ps \ y−⊥s K = ∅),
(M1)− (P7) (qui converge directement),
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(M1)− (L3) (qui converge avec M1, L1),
(M2)− (M3′) (qui converge avec 2 fois M1),
(M2)− (M5) (qui converge directement),
(M2)− (L3) (qui converge avec M2),
(T1)− (T2) (qui converge directement),
(L1)− (L3) (qui converge avec M5 et M5, L1),
(L1)− (L4) (qui converge avec E2 et E2, L1),
(L1)− (L5) (qui converge avec E3 et E3, L1),
(L2)− (L3) (qui converge avec M3′ et M3′, 2 fois L2),
(L2)− (L4) (qui converge avec S2 et S2, 2 fois L2),
(L2)− (L5) (qui converge avec S3 et S3, 2 fois L2),
(L5)− (P5) (qui converge avec P5, et L5, L3).

Lemme 4.11. Soient un motif quasi-additif t et un motif additif linéaire et régulier p. On a :

1. Si t est quasi-symbolique, alors v := t ↓R est soit ⊥, soit un motif quasi-symbolique.

2. v := t ↓R est soit ⊥, soit une somme de motifs quasi-symboliques. De plus, si t est linéaire,
v = ⊥ si et seulement si JtK = ∅.

3. v := (t \ p) ↓R est soit ⊥, soit une somme de motifs quasi-symboliques. De plus, si t est
linéaire, v = ⊥ si et seulement si Jt \ pK = ∅.

4. v := (t× p) ↓R est soit ⊥, soit une somme de motifs quasi-symboliques. De plus, si t est
linéaire, v = ⊥ si et seulement si Jt× pK = ∅.

Démonstration. On prouve le Lemme 4.11.1 par induction sur la forme de t.
Si t = x−ps , aucune règle ne s’applique à t, qui est donc sous forme normale. Si t = x−ps \ u

avec u un motif quasi-additif, alors par confluence v = x−ps \ v′ ↓R avec v′ = u ↓R, qui est soit ⊥
soit un motif quasi-additif. Si v′ = ⊥, alors la règle M2 s’applique à x−ps \⊥ et le réduit à x−ps , qui
est en forme normale et un motif quasi-symbolique. Sinon, la seule règle pouvant s’appliquer à
x−ps \v′ est P7. Si elle s’applique, elle réduit t à ⊥ qui est en forme normale, et sinon, t = x−ps \v′
est en forme normale et un motif quasi-symbolique.

Si t = x @ u avec u un motif quasi-symbolique, alors par induction sur t, v′ = u ↓R est soit
⊥, soit un motif quasi-symbolique pattern. If v′ = ⊥, alors L1 est l’unique pouvant s’appliquer
à t, qu’elle réduit à ⊥. Sinon, x@ v′ est en forme normale et un motif quasi-symbolique.

Enfin, si t = c(t1, . . . , tn) avec t1, . . . , tn des motifs quasi-symboliques, alors par induction sur
t, soit tous les vi = ti ↓R sont des motifs quasi-symboliques, ou il existe i ∈ [1, n] tel que ti ↓R= ⊥.
Dans le premier cas, on a par confluence v = c(v1, . . . , vn) qui est un motif quasi-symbolique.
Sinon, v = c(t1, . . . , ti−1,⊥, ti+1, . . . , tn) ↓R= ⊥, avec la règle E1.

Démonstration. D’après la Proposition 4.7, on sait que la forme normale d’un motif quasi-additif
est un motif quasi-additif. De plus :

• si cette forme normale contient ⊥ en dessous de la racine alors une règle parmi A1, A2,
E1, M2 et L1 s’applique forcément ;

• si cette forme normale contient un symbole + sous un symbole constructeur, alors S1
s’applique forcément ;

• si cette forme normale contient un symbole + en dessous d’un symbole @, alors L2 s’ap-
plique forcément.
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Ainsi la forme normale d’un motif quasi-symbolique est soit ⊥ soit une somme de motifs quasi-
symboliques.

De plus, si t ↓R= ⊥ alors la Proposition 5.4 garantit que JtK = J⊥K = ∅. On note v = t ↓R,
et de même on a JtK = JvK, on prouve maintenant que si JvK = ∅ alors v = ⊥. On suppose pour
cela que v 6= ⊥ et on montre par induction que v n’est pas en forme normale.

Si v = x−ps \ u et JvK = ∅, alors la règle P7 s’applique, donc v n’est pas en forme normale.
Si v = v1 + v2, alors Jv1K = Jv2K = ∅, donc par induction, soit v1 = v2 = ⊥ et les règles
A1/A2 s’appliquent, soit v1 ou v2 n’est pas en forme normale. Dans les deux cas, v n’est pas
forme normale. Si v = x @ w, alors JwK = ∅, d’où par induction, soit w = ⊥ et la règle L1
s’applique, soit w n’est pas en forme normale. Enfin, si v = c(v1, . . . , vn), alors, par linéarité, il
existe i ∈ [1, n] tel que JviK = ∅, et par induction, soit vi = ⊥ et la règle E1 s’applique, soit vi
n’est pas en forme normale. Dans les deux cas, v n’est pas en forme normale.

Par conséquent, si v 6= ⊥ est un motif quasi-additif tel que JvK = ∅, alors v n’est pas en forme
normale. Ainsi, si JtK = ∅, alors t ↓R= ⊥.

Démonstration. D’après la Proposition 4.7 et le Lemme 4.11.2, on peut considérer, par confluence,
que t and p sont en forme normale. On prouve maintenant, par induction sur la forme de p et t,
que v = (t \ p) ↓R est un motif quasi-additif.

Si p = ⊥, alors la règle M2 s’applique à t \ u et le réduit à t, qui est en forme normale. Si
p = x−⊥s , alors la règle M1 s’applique à t \ u et le réduit à ⊥.

Si p = c(p1, . . . , pn), on procède par induction sur la forme de t :
• Si t = ⊥, M5 est l’unique règle s’appliquant à t \ p qu’elle réduit à ⊥.
• Si t = x−qs , P7 est l’unique règle pouvant s’appliquer à t \ p, qu’elle réduit alors à v = ⊥.

Si, elle ne s’applique pas, on a donc v = x−qs \ p qui est un motif quasi-symbolique.
• Si t = x−qs \ p′, comme t et p sont en forme normale, P6 est la seule règle s’appliquant à
t \ p, qu’elle réduit à x−qs \ (p′ + p). La règle P7 est alors la seule pouvant s’appliquer, en
réduisant x−qs \ (p′ + p) à ⊥. Si elle ne s’applique pas, on a donc v = x−qs \ (p′ + p) qui est
un motif quasi-symbolique.
• Dans le cas où t = c′(t1, . . . , tm), si c 6= c′, la règle M8 s’applique à t \ p, qu’elle réduit à t.

Sinon, la règle M7 s’applique à t \ p, qu’elle réduit à
∑

i∈[1,n] c(t1, . . . , ti \ pi, . . . , tn), et par
induction sur la forme de p, ∀i, vi = (ti \ pi) ↓R est un motif quasi-additif. Par conséquent,
t \ p =⇒∗R

∑
i∈[1,n] c(t1, . . . , vi, . . . , tn). De plus, w =

∑
i∈[1,n] c(t1, . . . , vi, . . . , tn) est un

motif quasi-additif, donc d’après le Lemme 4.11.2, v = w ↓R est un motif quasi-additif.
Ainsi, par confluence, v = (t \ p) ↓R.

• Si t = x@ t′, L3 est la seule règle s’appliquant à t \ p, qu’elle réduit à x@ (t′ \ p). De plus,
par induction sur t, v = (t′ \ p) ↓R est un motif quasi-additif, et t \ p =⇒∗R x@ v. Si v = ⊥,
alors L1 s’applique à x@ v, qu’elle réduit à ⊥, sinon x@ v est forme normale.
• Si t = t1 + t2, M3’ est la seule règle s’appliquant à t \ p, qu’elle réduit à (t1 \ p) + (t2 \ p).

De plus, par induction sur t, v1 = (t1 \ p) ↓R et v2 = (t2 \ p) ↓R sont des motifs quasi-
additifs. Par conséquent, t \ p =⇒∗R v1 + v2, et comme v1 + v2 est un motif quasi-additif,
le Lemme 4.11.2 garantit que v = (v1 + v2) ↓R= (t \ p) ↓R est motif quasi-additif.

Enfin, si p = p1 + p2, on procède par induction sur la forme de t :
• La preuve des cas t = ⊥, t = x−qs , t = x−qs \ p′, t = x@ t′ et t = t1 + t2 est identique à celle

ci-dessus.
• Si t = c(t1, . . . , tn), alors la règle M6’ s’applique à t \ p, qu’elle réduit à (t \ p1) \ p2. De

plus, par induction sur la forme de p, v′ = (t \ p1) ↓R et v = (v′ \ p2) ↓R sont des motifs
quasi-additifs, et par confluence, (t \ p) ↓R= v.
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Par induction, on a donc v = (t \ p) ↓R un motif quasi-additif. De plus, d’après le Lemme 4.11.2,
v est soit ⊥, soit une somme de motifs quasi-symboliques. Et, si t est linéaire, on a v = ⊥ si et
seulement si Jt \ pK = ∅.

Démonstration. D’après la Proposition 4.7 et le Lemme 4.11.2, on peut considérer, par confluence,
que t et p sont en forme normale. On prouve maintenant, par induction sur la forme de p et t,
que v = (t× p) ↓R est un motif quasi-additif.

Si t = ⊥, alors la règle E2 réduit t× p à ⊥.
Si t = x−⊥s ou t = x−⊥s \ w, on procède par induction sur la forme de p :

• Si p = ⊥, alors la règle E3 réduit t× p à ⊥.
• Si p = y−qs et t = x−⊥s , alors la règle T1 réduit t×p à x@ y−qs , qui est en forme normale. Si
t = x−⊥s \w, alors la règle P5 réduit t× p à (x−⊥s × y−qs ) \w, qui se réduit à x@ (y−qs \w),
via les règles T1 et L3. La règle P7 est alors la seule pouvant s’appliquer à y−ps \w, qu’elle
réduit à ⊥, d’où, avec la règle L1, (t× p) ↓R= ⊥. Et si elle ne s’applique pas, y−ps \ w est
en forme normale.

• Si p = y−qs \r et t = x−⊥s , alors la règle P4 réduit t×p à (x−⊥s ×y
−q
s )\r, qui est ensuite réduit

à x @ (y−qs \ r), via les règles T1 et L3. La règle P7 est alors la seule pouvant s’appliquer
à y−qs \ w, qu’elle réduit à ⊥, Et si elle ne s’applique pas, y−qs \ w est en forme normale.
Si t = x−⊥s \ w, alors la règle P5 réduit à t × p à (x−⊥s × (y−qs \ r)) \ w, qui se réduit à
x@ (y−qs \ (r+w)), via les règles P4, T1, deux fois L3 et P6. La règle P7 est alors la seule
pouvant s’appliquer à y−qs \(r+w), qu’elle réduit à ⊥, d’où, avec la règle L1, (t× p) ↓R= ⊥.
Si elle ne s’applique pas, y−qs \ (r + w) est en forme normale.

• Si p = c(p1, . . . , pn) et t = x−⊥s , alors la règle P1 réduit t×p à x@(c(z1
−⊥
s1 ×p1, . . . , zn

−⊥
sn ×

pn) \ ⊥). De plus, par induction sur on p, pour tout i ∈ [1, n], vi = (zi
−⊥
si × pi) ↓R est un

motif quasi-additif, d’où c(v1, . . . , vn) est un motif quasi-additif. Par conséquent, avec le
Lemme 4.11.2, par confluence (et via la règle M2), (t× p) ↓R= (x@ c(v1, . . . , vn)) ↓R est
un motif quasi-additif. Si t = x−⊥s \ w, alors la règle P5 réduit t × p à (x−⊥s × p) \ w. On
a montré que v′ = (x−⊥s × p) ↓R est un motif quasi-additif, et donc, avec le Lemme 4.11.3,
par confluence, (t× p) ↓R= (v′ \ w) ↓R est un motif quasi-additif.

• Si p = y@r, alors la règle L5 s’applique à t×p, qu’elle réduit à y@(t×r). D’où, par induction
sur p, v′ = (t× r) ↓R est un motif quasi-additif, et, par confluence, (t× r) ↓R= (y @ v′) ↓R,
qui est un motif quasi-additif, d’après le Lemme 4.11.2.

• Si p = p1 + p2, alors la règle S3 réduit t× p à t× p1 + t× p2. De plus, par induction sur p,
v1 = (t× p1) ↓R et v2 = (t× p2) ↓R sont des motifs quasi-additifs. D’où, par confluence,
v = (t× p) ↓R= (v1 + v2) ↓R, et comme v1 + v2 est un motif quasi-additif, d’après le
Lemme 4.11.2, v également.

Si t = c(t1, . . . , tn), on procède par induction sur la forme de p :

• Si p = ⊥, alors la règle E3 réduit t× p à ⊥.
• Si p = y−qs , alors la règle P2 réduit t× à c(t1 × z1

−q
s1 , . . . , tn × zn

−q
sn ) \ q. De plus, par

induction sur t, pour tout i ∈ [1, n], vi = (ti × zi−qsi ) ↓R est un motif quasi-additif, et
donc c(v1, . . . , vn) est un motif quasi-additif. Par conséquent, d’après le Lemme 4.11.3, par
confluence, (t× p) ↓R= (c(v1, . . . , vn) \ q) ↓R est un motif quasi-additif.

• Si p = y−qs \r, alors la règle P5 réduit t×p à (t×y−qs )\r. On a montré que v′ = (t× y−ps ) ↓R
est un motif quasi-additif pattern, d’où, avec le Lemme 4.11.3, et par confluence, (t× p) ↓R=
(v′ \ r) ↓R est un motif quasi-additif.
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• Si p = c(p1, . . . , pn), alors soit c 6= c′ et la règle T4 réduit t× p à ⊥, soit c = c′ et la règle
T3 réduit t× u à c(t1 × p1, . . . , tn × p1). De plus, par induction sur t, pour tout i ∈ [1, n],
vi = (ti × pi) ↓R est un motif quasi-additif, d’où c(v1, . . . , vn) est un motif quasi-additif.
Par conséquent, d’après le Lemme 4.11.2, par confluence, (t× p) ↓R= c(v1, . . . , vn) ↓R est
un motif quasi-additif.

• Pour les cas inductifs p = y @ r et p = p1 + p2, on procède comme précédemment.
Si t = x@w, alors la règle L4 réduit t×p à x@(w×p), et par induction sur t, v′ = (w × p) ↓R

est un motif quasi-additif. D’où, par confluence, v = (t× p) ↓R= (y @ v′) ↓R, et comme y @ v′

est un motif quasi-additif, d’après le Lemme 4.11.2, v également.
Enfin, si t = t1 + t2, alors la règle S2 réduit t× p à t1× p+ t2× p. De plus, par induction sur

t, v1 = (t1 × p) ↓R et v2 = (t1 × p) ↓R sont des motifs quasi-additifs. D’où, par confluence, v =
(t× p) ↓R= (v1 + v2) ↓R, et comme v1 + v2 est un motif quasi-additif, d’après le Lemme 4.11.2,
v également.

Par induction, on a donc v = (t× p) ↓R un motif quasi-additif. De plus, d’après le Lemme 4.11.2,
v est soit ⊥, soit une somme de motifs quasi-symboliques. Et, si t est linéaire, on a v = ⊥ si et
seulement si Jt× pK = ∅.

Lemme 4.14. Soient une version aliassée τ d’un terme t ∈ T (C,X ) de sorte s et un motif
additif linéaire et régulier p. On a :

1. v := τ ↓R est soit ⊥, soit une verion aliassée de t ;
2. v := (τ \ p) ↓R est soit ⊥, soit une somme de versions aliassées de t. De plus, si t est

linéaire et v = τ1 + τ2 + · · · + τm, alors pour toute substitution σ telle que σ(t) ∈ T (F),
Jσ(t)K ⊆ Jτ \ pK ⇐⇒ ∃ k ∈ [1,m], Jσ(t)K ⊆ JτkK ;

3. v := (τ × x−ps ) ↓R est soit ⊥, soit une somme de versions aliassées de t. De plus, si t est
linéaire et v = τ1 + τ2 + · · · + τm, alors pour toute substitution σ telle que σ(t) ∈ T (F),
Jσ(t)K ⊆ Jx−ps K ⇐⇒ ∃ k ∈ [1,m], Jσ(t)K ⊆ JτkK.

Démonstration. On prouve le Lemme 4.14.1 par induction sur la forme de τ et t.
Si τ = x@ u et t = x, avec u un motif quasi-symbolique, alors par confluence v = x@ v′ ↓R

avec v′ = u ↓R, qui d’après le Lemme 4.11.1 est soit ⊥, soit un motif quasi-symbolique. Dans le
premier cas, la règle L1 s’applique à x@⊥, qu’elle réduit à ⊥. Sinon, v = x@ v′ est une version
aliassée de t.

Si τ = c(τ1, . . . , τn) et t = c(t1, . . . , tn), avec τ1, . . . , τn des versions aliassées de t1, . . . , tn, res-
pectivement. Par induction, pour chaque i ∈ [1, n], vi = τi ↓R est soit ⊥, soit une version aliassée
de ti. S’il existe i ∈ [1, n] tel que vi = ⊥, alors par confluence, t ↓R= c(t1, . . . , ti−1,⊥, ti+1, . . . , tn) ↓R,
d’où, avec la règle E1, t ↓R= ⊥. Sinon c(v1, . . . , vn) est en forme normale, et une version aliassée
de c(t1, . . . , tn).

Démonstration. D’après le Lemme 4.14.1, la forme normale de τ est soit ⊥ (auquel cas, avec la
règle M5, on a (τ \ p) ↓R= ⊥) ou une version aliassée de t. On considère donc que τ et p (dont
la forme est preservé, d’après le Lemme 4.7) en forme normale. On prouve ainsi le Lemme 4.14.2
par induction sur la forme de p.

On remarque que si v = (τ \ p) ↓R est une simple version aliassée de t, on a, d’après la
Proposition 5.4, JvK = Jτ \ pK. D’où, pour toute substitution σ, on a Jσ(t)K ⊆ Jτ \ pK ⇐⇒
Jσ(t)K ⊆ JvK.

Si p = ⊥, alors la règle M2 s’applique à τ \ p qu’elle réduit à τ , qui est en forme normale. Si
p = x−⊥s , alors la règle M1 s’applique à τ \ p, qu’elle réduit à ⊥.

Si p = c(p1, . . . , pn), on procède par induction sur la forme de t et τ :
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• Si τ = x@ r et t = x, alors la règle L3 s’applique à τ \p, qu’elle réduit à x@(r \p). D’après
le Lemme 4.11.3, la forme normale de (r \ p) est soit ⊥, soit une somme v1 + · · ·+ vm, avec
chaque vk un motif quasi-symbolique. Si r \ p ↓R= ⊥, alors, par confluence, (τ \ p) ↓R= ⊥,
via la règle L1. Sinon, par confluence, (τ \ p) ↓R= (x@ (v1 + · · ·+ vm)) ↓R, et on peut
alors appliquer la règle L2 m−1 fois pour réduire x@(v1 + · · ·+vm) à x@v1 + · · ·+x@vm

qui est en forme normale, et une somme de version aliassée de t. De plus, si r = y−qs , alors
on a soit (τ \ p) ↓R= x @ (y−qs \ p) ou (τ \ p) ↓R= ⊥, et si r = y−qs \ w, alors on a soit
(τ \ p) ↓R= x@ (y−qs \ (w + p)) ou (τ \ p) ↓R= ⊥.

• Si τ = c′(τ1, . . . , τm) et t = c′(t1, . . . , tm) avec chaque τi une version aliassée de ti, alors soit
c′ 6= c et la règle M8 s’applique à τ\p, qu’elle réduit à τ , qui est en forme normale, soit c = c′.
Dans ce cas, la règle M7 s’applique à τ \u, qu’elle réduit à

∑
i∈[1,n] c(τ1, . . . , τi \ pi, . . . , τn).

De plus, par induction sur la forme de p, pour tout i ∈ [1, n], vi = (τi \ pi) ↓R est soit ⊥,
soit v1

i + · · · + vmi
i , avec chaque vki une forme aliassée de ti ; on note mi = 0, si vi = ⊥.

Ainsi, par confluence, on a τ \ p ↓R=
∑

i∈[1,n] c(τ1, . . . , vi, . . . , τn) ↓R. D’où, pour chaque
i ∈ [1, n] tel que vi = ⊥, on peut appliquer les règles E1 et A1/A2 pour éliminer le terme
c(τ1, . . . , vi, . . . , τn) de la somme. Si vi = ⊥ pour tout i ∈ [1, n], on a alors τ \ p ↓R=
⊥. Sinon, on peut alors appliquer S1 (

∑
i∈[1,n]mi) − 1 fois, et on obtient (τ \ p) ↓R=∑k∈[1,mi]

i∈[1,n] c(τ1, . . . , v
k
i , . . . , τn). De plus, si τ est linéaire et pour tout x ∈ Var(t), τ@x =

y−qs ∨ τ@x = y−qs \ w on a, par induction, pour toute substitution σ telle que σ(t) =
c(σ(t1), . . . , σ(tn)) ∈ T (F)

Jσ(t)K ⊆ Jτ \ pK
⇐⇒ (∀j ∈ [1, n], Jσ(tj)K ⊆ JτjK) ∧ (∃ i ∈ [1, n], Jσ(ti)K ∩ JpiK = ∅)
⇐⇒ (∀j ∈ [1, n], Jσ(tj)K ⊆ JτjK) ∧ (∃ i ∈ [1, n], Jσ(ti)K ⊆ Jτi \ piK)
⇐⇒ (∀j ∈ [1, n], Jσ(tj)K ⊆ JτjK) ∧ (∃ i ∈ [1, n],∃ k ∈ [1,mi], Jσ(ti)K ⊆ Jvki K)
⇐⇒ ∃ i ∈ [1, n],∃ k ∈ [1,mi], Jσ(t)K ⊆ Jc(τ1, . . . , v

k
i , . . . , τn)K

Enfin, si p = p1 + p2, on procède par induction sur la forme de t et τ :

• Pour le cas où τ = x@ r, on procède comme précédemment.

• Si τ = c(τ1, . . . , τn) et t = c′(t1, . . . , tm) avec chaque τi une version aliassée de ti, M6’
s’applique à τ \ p, qu’elle réduit à (τ \ p1) \ p2. De plus, par induction sur la forme de p,
v′ = (τ \ p1) ↓R est soit ⊥, soit une somme de versions aliassées de t. Dans le premier cas,
la règle M5 réduit v′ \ p2 à ⊥, d’où par confluence τ \ p ↓R= ⊥. Dans le deuxième cas,
v′ = v1 + · · · + vm, et on peut appliquer la règle M3’ m − 1 fois sur (v1 + · · · + vm) \ p2,
pour le réduire à v1 \ p2 + · · ·+ vm \ p2. De même, par induction, on a, pour tout i ∈ [1, n],
v′i = (vi \ p2) ↓R est soit ⊥, soit une somme v1

i + · · ·+ vmi
i de forme aliassées de t ; on note

mi = 0, si v′i = ⊥. On peut alors éliminer les termes v′i = ⊥ de la somme via les règles
A1/A2, et par confluence, v = τ \ p ↓R est soit ⊥, soit une somme de versions aliassées de
t. Enfin, si τ est linéaire et pour toute variable x ∈ Var(t), τ@x = y−qs ∨ τ@x = y−qs \ w,
on a, par induction, pour toute substitution σ telle que σ(t) ∈ T (F) Jσ(t)K ⊆ Jτ \ pK =
Jτ \ p1K \ Jp2K ⇐⇒ ∃ i ∈ [1,m], Jσ(t)K ⊆ JviK \ Jp2K = Jvi \ p2K ⇐⇒ ∃ i ∈ [1,m], ∃ k ∈
[1,mi], Jσ(t)K ⊆ Jvki K

Par induction, on a donc v = (τ \ p) ↓R est soit ⊥, soit une somme de versions aliassées de
t. De plus, si t est linéaire et v = τ1 + τ2 + · · · + τm, alors pour toute substitution σ telle que
σ(t) ∈ T (F), Jσ(t)K ⊆ Jτ \ pK ⇐⇒ ∃ k ∈ [1,m], Jσ(t)K ⊆ JτkK.
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Démonstration. On prouve maintenant par induction sur la forme de t, que pour tout motif
additif linéaire et régulier p, v = (t× x−ps ) ↓R est soit ⊥, soit une somme τ1 + · · · + τm de
versions aliassées de t, telle que, si t est linéaire, on a :

• ∀k ∈ [1,m], ∀x ∈ Var(t), τk@x = y−ps′ ∨ v
k
@x = y−ps′ \ u,

• ∀σ, Jσ(t)K ⊆ Jt× x−ps K ⇐⇒ ∃ k ∈ [1, n], Jσ(t)K ⊆ Jσ(τk)K

On remarque que si v = (τ × x−ps ) ↓R est une simple version aliassée de t, on a, d’après la
Proposition 5.4, JvK = Jτ × x−ps K. D’où, pour toute substitution σ, on a Jσ(t)K ⊆ Jτ × x−ps K ⇐⇒
Jσ(t)K ⊆ JvK.

Dans le cas t = x, T1 est la seule s’appliquant à t×x−ps , qu’elle réduit à x@x−ps , qui est une
version aliassée de t.

On considère maintenant le cas où t = c(t1, . . . , tn). Dans ce cas, P1 est la seule règle pouvant
s’appliquer à t× x−ps , qu’elle réduit à c(t1 × z1

−p
s1 , . . . , tn × zn

−p
sn ) \ p. De plus, par induction, on

a, pour tout i ∈ [1, n], vi = (ti × zi−psi ) ↓R est soit ⊥, soit une somme de versions aliassées de ti.
Par conséquent, on a t× x−ps =⇒∗R c(v1, . . . , vn) \ p.

• S’il existe i tel que vi = ⊥, alors la règle E1 s’applique à c(v1, . . . , vn) \ p, qu’elle réduit à
⊥ \ p, qui peut ensuite être réduit à ⊥ via la règle M5.

• Sinon, par induction, pour tout i, vi =
∑mi

k=1 v
k
i avec chaque vki une version aliassées de

ti. On peut alors appliquer les règles S1 et M3’
∏
imi − 1 fois, chacune, pour réduire

c(v1, . . . , vn) \ p à
∑
c(vk11 , . . . , v

kn
n ) \ p. Pour chaque c(vk11 , . . . , v

kn
n ) \ p de cette somme,

c(vk11 , . . . , v
kn
n ) est une version aliassée de t. On sait donc, d’après le Lemme 4.14.2, que

vk1,...,kn = (c(vk11 , . . . , v
kn
n )) ↓R est soit ⊥, soit v1

k1,...,kn
+ · · · + v

mk1,...,kn

k1,...,kn
, avec chaque

vkk1,...,kn une version aliassée de t ; on note mk1,...,kn = 0, si vi = ⊥. D’où, pour chaque
(k1, . . . , kn) ∈ [1,m1] × · · · × [1,mn] tel que vk1,...,kn = ⊥, on peut appliquer les règles
A1/A2, pour éliminer ces termes de la somme. On a donc, par confluence, (t× x−ps ) ↓R=∑k∈[1,mk1,...,kn

]

(k1,...,kn)∈[1,m1]×···×[1,mn] v
k
k1,...,kn

. De plus, si t est linéaire, on a, par induction, ∀(k1, . . . , kn) ∈
[1,m1] × · · · × [1,mn], ∀x ∈ Var(t), c(vk11 , . . . , v

kn
n )@x = y−ps ∨ c(vk11 , . . . , v

kn
n )@x = y−ps \ u.

D’où, d’après le Lemme 4.14.2, ∀(k1, . . . , kn) ∈ [1,m1] × · · · × [1,mn],∀k ∈ [1,mk1,...,kn ],
∀x ∈ Var(t), vkk1,...,kn@x

= y−ps ∨ vkk1,...,kn@x
= y−ps \ u. De même, on a, pour toute substitu-

tion σ telle que σ(t) = c(σ(t1), . . . , σ(tn)) ∈ T (F) :

Jσ(t)K ⊆ Jt× x−ps K

⇐⇒ Jσ(t)K ⊆ Jc(t1 × z1
−p
s1 , . . . , tn × zn

−p
sn ) \ pK

⇐⇒ (∀i ∈ [1, n], Jσ(pi)K ⊆ Jti × zi−psi K) ∧ Jσ(t)K ∩ JpK = ∅
⇐⇒ (∀i ∈ [1, n],∃ ki ∈ [1,mi], Jσ(ti)K ⊆ Jvkii K) ∧ Jσ(t)K ∩ JpK = ∅
⇐⇒ (∀i ∈ [1, n],∃ ki ∈ [1,mi], Jσ(t)K ⊆ Jc(vk11 , . . . , v

kn
n )K) ∧ Jσ(t)K ∩ JpK = ∅

⇐⇒ ∀i ∈ [1, n],∃ ki ∈ [1,mi], Jσ(t)K ⊆ Jc(vk11 , . . . , v
kn
n ) \ pK

⇐⇒ ∀i ∈ [1, n],∃ ki ∈ [1,mi], ∃ k ∈ [1,mk1,...,kn ], Jσ(ti)K ⊆ Jvkk1,...,knK

Par induction, on a donc v = (τ × x−ps ) ↓R est soit ⊥, soit une somme de versions aliassées
de t. De plus, si t est linéaire et v = τ1 + τ2 + · · ·+ τm, alors pour toute substitution σ telle que
σ(t) ∈ T (F), Jσ(t)K ⊆ Jτ × x−ps K ⇐⇒ ∃ k ∈ [1,m], Jσ(t)K ⊆ JτkK.
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Lemme 5.5. Soient p et q des motifs étendus conjonction-linéaires et linéaires à droite d’une
conjonction, si p =⇒R q, alors pour toute valeur v ∈ T (C), et pour toute substitution σ, on a :

p
σ
≺≺ v ⇐⇒ q

σ
≺≺ v

Démonstration. Soient p et q des motifs étendus. On commence par remarquer que, pour une
variable fraîche z−ps , pour tout v ∈ Ts(C) exempt de p, pour toute substitution σ, il existe une

substitution σ′, avec σ(x) = σ′(x) pour toute variable x ∈ Dom(σ), telle que z−ps
σ′

≺≺ v. Par

simplification, on suppose par la suite que si z−ps est une variable fraîche, on a toujours z−ps
σ′

≺≺ v
pour tout v ∈ Ts(C) exempt de p. De plus, comme on ne considère que des motifs conjonction-
linéaires dont le motif à droite de la conjonction est linéaire, on considère que p1 × p2

σ
≺≺ v ⇐⇒

p1
σ
≺≺ v ∧ p2 ≺≺ v.
On prouve par induction sur p que la propriété est monotone :
• Si p = p1 + p2, on considère q1 et q2 tels que pour tout v ∈ T (C) et pour toute substitution
σ, on a pi

σ
≺≺ v ⇐⇒ qi

σ
≺≺ v, on montre que pour tout v ∈ T (C) et pour toute substitution

σ, on a p1 + p2
σ
≺≺ v ⇐⇒ p1 + q2

σ
≺≺ v :

p1 + p2
σ
≺≺ v ⇐⇒ p1

σ
≺≺ v ∨ p2

σ
≺≺ v

⇐⇒ p1
σ
≺≺ v ∨ q2

σ
≺≺ v

⇐⇒ p1 + q2
σ
≺≺ v

De même, pour tout v ∈ T (C) et pour toute substitution σ, on a p1 + p2
σ
≺≺ v ⇐⇒

q1 + p2
σ
≺≺ v.

• Si p = p1\p2, on considère q1 et q2 tels que pour tou v ∈ T (C) et pour toute substitution σ,
on a pi

σ
≺≺ v ⇐⇒ qi

σ
≺≺ v, on montre que, pour tout v ∈ T (C) et pour toute substitution

σ, on a p1 \ p2
σ
≺≺ v ⇐⇒ q1 \ p2

σ
≺≺ v :

q1 \ p2
σ
≺≺ v ⇐⇒ p1

σ
≺≺ v ∧ p2 ≺6≺ v

⇐⇒ q1
σ
≺≺ v ∧ p2 ≺6≺ v

⇐⇒ q1 \ p2
σ
≺≺ v

De même, en remarquant que p2 ≺6≺ v ⇐⇒ q2 ≺6≺ v, pour tout v ∈ T (C) et pour toute
substitution σ, on a p1 \ p2

σ
≺≺ v ⇐⇒ p1 \ q2

σ
≺≺ v.

• Si p = p1×p2, on considère q1 et q2 tels que pour tout v ∈ T (C) et pour toute substitution σ,
on a pi

σ
≺≺ v ⇐⇒ qi

σ
≺≺ v, on montre que, pour toute v ∈ T (C) et pour toute substitution

σ, on a p1 × p2
σ
≺≺ v ⇐⇒ p1 × q2

σ
≺≺ v :

p1 × p2
σ
≺≺ v ⇐⇒ p1

σ
≺≺ v ∧ p2

σ
≺≺ v

⇐⇒ p1
σ
≺≺ v ∧ q2

σ
≺≺ v

⇐⇒ p1 × q2
σ
≺≺ v

De même, pour tout v ∈ T (C) et pour toute substitution σ, on a p1 × p2
σ
≺≺ v ⇐⇒

q1 × p2
σ
≺≺ v.
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• De même, pour p = x @ p′, avec q tel que pour tout v ∈ T (C) et pour toute substitution
σ, on a p′

σ
≺≺ v ⇐⇒ q

σ
≺≺ v, le même raisonnement permet de montrer que pour tout

v ∈ T (C) et pour toute substitution σ, on a x@ p′
σ
≺≺ v ⇐⇒ x@ q

σ
≺≺ v.

• Si p = c(p1, . . . , pn), on considère q1, . . . , qn tels que, pour tout v ∈ T (C) et pour toute sub-
stitution σ, on a pi

σ
≺≺ v ⇐⇒ qi

σ
≺≺ v, on montre que, pour tout v1, . . . , vn ∈ T (C) et pour

toute substitution σ, on a c(p1, . . . , pn)
σ
≺≺ c(v1, . . . , vn) ⇐⇒ c(p1, . . . , pk−1, qk, pk+1, . . . , pn)

σ
≺≺

c(v1, . . . , vn) :

c(p1, . . . , pn)
σ
≺≺ c(v1, . . . , vn) ⇐⇒ ∧ni=1pi

σ
≺≺ vi

⇐⇒ ∧k−1
i=1 pi

σ
≺≺ vi ∧ qk

σ
≺≺ vk ∧ ∧ni=k+1pi

σ
≺≺ vi

⇐⇒ c(p1, . . . , pk−1, qk, pk+1, . . . , pn)
σ
≺≺ c(v1, . . . , vn)

On montre que toutes les règles de R préservent le filtrage par substitution :

• Pour la plupart des règles, la preuve est immédiate par définition du filtrage par substitution
σ
≺≺.

( ⇒ ⊥) Pour les règles (E1), (E2), (E3), (M5), (T4) et (L1), la preuve est immédiate en montrant
(par contradiction) que pour tout v ∈ T (C), r ≺6≺ v, avec r le membre droit des règles
considérés.

(M1) De même, pour la règle (M1), on montre par contradiction que pour tout u ∈ T (C), v \
x−⊥s ≺6≺ u. On suppose donc qu’il existe u ∈ T (C) et une substitution σ telle que v

σ
≺≺ u et

x−⊥s ≺6≺ u. Comme on ne considère que des motifs bien sortés, on a v : s, d’où u : s, i.e.
x−⊥s ≺≺ u ce qui est une contradiction. Donc, pour tout u ∈ T (C), v \ x−⊥s ≺6≺ u.

(M6’) Pour la règle (M6’), on montre que, pour tout u ∈ T (C) et pour toute substitution σ, on
a α(v1, . . . , vn) \ (v + w)

σ
≺≺ u ⇐⇒ (α(v1, . . . , vn) \ v) \ w

σ
≺≺ u :

α(v1, . . . , vn) \ (v + w)
σ
≺≺ u ⇐⇒ α(v1, . . . , vn)

σ
≺≺ u ∧ v + w ≺6≺ u

⇐⇒ α(v1, . . . , vn)
σ
≺≺ u ∧ v ≺6≺ u ∧ w ≺6≺ u

⇐⇒ α(v1, . . . , vn) \ v
σ
≺≺ u ∧ w ≺6≺ u

⇐⇒ (α(v1, . . . , vn) \ v) \ w
σ
≺≺ u

(M7) Pour la règle (M7), on montre que, pour tout u ∈ T (C) et pour toute substitution σ, on
a α(v1, . . . , vn) \ α(t1, . . . , tn)

σ
≺≺ u ⇐⇒ α(v1 \ t1, . . . , vn) + · · ·+ α(v1, . . . , vn \ tn)

σ
≺≺ u :

α(v1, . . . , vn) \ α(t1, . . . , tn)
σ
≺≺ u ⇐⇒ α(v1, . . . , vn)

σ
≺≺ u ∧ α(t1, . . . , tn)≺6≺ u

⇐⇒ u = α(u1, . . . , un) ∧ ∧ni=1(vi
σ
≺≺ ui) ∧ (∨nj=1tj ≺6≺ uj)

⇐⇒ u = α(u1, . . . , un) ∧ ∨nj=1(∧ni=1(vi
σ
≺≺ ui) ∧ tj ≺6≺ uj)

⇐⇒ α(v1 \ t1, . . . , vn) + · · ·+ α(v1, . . . , vn \ tn)
σ
≺≺ u

(T2) Pour la règle (T2), on montre que, pour tout u ∈ T (C) et pour toute substitution σ, on a
x−ps × y−qs

σ
≺≺ u ⇐⇒ x@ y−ps

σ
≺≺ u.

172



A.3. Preuves et lemmes du Chapitre 5

Si p = q,

x−ps × y−qs
σ
≺≺ u ⇐⇒ x−ps

σ
≺≺ u ∧ y−ps

σ
≺≺ u

⇐⇒ σ(x) = u ∧ u p-free ∧ σ(y) = u ∧ u p-free
⇐⇒ σ(x) = u ∧ u ⊥-free ∧ σ(y) = u ∧ u p-free
⇐⇒ x−⊥s

σ
≺≺ u ∧ y−ps

σ
≺≺ u

⇐⇒ x@ y−ps
σ
≺≺ u

Si q = ⊥,

x−ps × y−qs
σ
≺≺ u ⇐⇒ x−ps

σ
≺≺ u ∧ y−⊥s

σ
≺≺ u

⇐⇒ σ(x) = u ∧ u p-free ∧ σ(y) = u ∧ u ⊥-free
⇐⇒ σ(x) = u ∧ u ⊥-free ∧ σ(y) = u ∧ u p-free
⇐⇒ x−⊥s

σ
≺≺ u ∧ y−ps

σ
≺≺ u

⇐⇒ x@ y−ps
σ
≺≺ u

(P1) Pour la règle (P1), on montre que, pour tout u ∈ T (C) et pour toute substitution σ, on a
x−ps × α(v1, . . . , vn)

σ
≺≺ u ⇐⇒ x@ (α(z1

−p
s1 × v1, . . . , zn

−p
sn × vn) \ p)

σ
≺≺ u, avec z1 , . . . , zn

des variables fraîches :

x−ps × α(v1, . . . , vn)
σ
≺≺ u ⇐⇒ x−ps

σ
≺≺ u ∧ α(v1, . . . , vn)

σ
≺≺ u

⇐⇒ σ(x) = u ∧ u p-free ∧ u = α(u1, . . . , un)

∧ ∧ni=1 (vi
σ
≺≺ ui)

⇐⇒ σ(x) = u = α(u1, . . . , un) ∧ p≺6≺ u
∧ ∧ni=1 (vi

σ
≺≺ ui ∧ ui p-free)

⇐⇒ ∧ni=1(vi
σ
≺≺ ui ∧ zi−psi

σ
≺≺ ui)

∧ σ(x) = u = α(u1, . . . , un) ∧ p≺6≺ u
⇐⇒ ∧ni=1(zi

−p
si × vi

σ
≺≺ ui)

∧ σ(x) = u = α(u1, . . . , un) ∧ p≺6≺ u
⇐⇒ σ(x) = u ∧ p≺6≺ u ∧ α(z1

−p
s1 × v1, . . . , zn

−p
sn × vn)

σ
≺≺ u

⇐⇒ σ(x) = u ∧ α(z1
−p
s1 × v1, . . . , zn

−p
sn × vn) \ p

σ
≺≺ u

⇐⇒ x@ (α(z1
−p
s1 × v1, . . . , zm

−p
sm × vn) \ p)

σ
≺≺ u

(P2) Pour la règle (P2), on montre que, pour tout u ∈ T (C) et pour toute substitution σ, on
a α(v1, . . . , vn)× x−ps

σ
≺≺ u ⇐⇒ α(z1

−p
s1 × v1, . . . , zn

−p
sn × vn) \ p

σ
≺≺ u, avec z1 , . . . , zn des

variables fraîches :

α(v1, . . . , vn)× x−ps
σ
≺≺ u ⇐⇒ α(v1, . . . , vn)

σ
≺≺ u ∧ x−ps ≺≺ u

⇐⇒ u = α(u1, . . . , un) ∧ ∧ni=1(vi
σ
≺≺ ui) ∧ u p-free

⇐⇒ u = α(u1, . . . , un) ∧ p≺6≺ u
∧ ∧ni=1 (vi

σ
≺≺ ui ∧ ui p-free)

⇐⇒ ∧ni=1(vi
σ
≺≺ ui ∧ zi−psi

σ
≺≺ ui)

∧ u = α(u1, . . . , un) ∧ p≺6≺ u
⇐⇒ ∧ni=1(zi

−p
si × vi

σ
≺≺ ui) ∧ u = α(u1, . . . , un) ∧ p≺6≺ u

⇐⇒ p≺6≺ u ∧ α(z1
−p
s1 × v1, . . . , zn

−p
sn × vn)

σ
≺≺ u

⇐⇒ α(z1
−p
s1 × v1, . . . , zm

−p
sm × vn) \ p

σ
≺≺ u
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(P7) Pour la règle (P7), on montre par contradiction que, étant donné un motif x−ps tel que
{[x−ps ]} = ∅, pour tout u ∈ T (C), on a x−ps ≺6≺ u. On suppose qu’il existe v ∈ T (C) et
une substitution σ telle que x−ps

σ
≺≺ v, on a alors v ∈ Jx−ps K ⊆ {[x−ps ]}, ce qui est une

contradiction. Donc, pour tout u ∈ T (C), x−ps ≺6≺ u.

Lemme 5.15. Soient un terme t ∈ T (F ,X a), pour toute position ω ∈ Pos(t) telle que t|ω =

ϕ!P
s (t1, . . . , tn) avec ϕ!P

s ∈ Dn, on a Jt
[
t|ω 7→ z−ps

]
Kc ⊆ JtKc avec z−ps une variable fraîche et

p = .Pc (t1, . . . , tn).

Démonstration. Soient un terme t ∈ T (F ,X a) et ω ∈ Pos(t) telle que t|ω = ϕ!P
s (t1, . . . , tn) avec

ϕ!P
s ∈ Dn, on note u := t

[
t|ω 7→ z−ps

]
avec z−ps une variable fraîche et p := .Pc (t1, . . . , tn).

Si u ∈ T (C,X a), par définition, on a JuKc =
⋃
v∈Jz−p

s KJt
[
t|ω 7→ v

]
K ⊆ JtKc.

Si u a k > 0 symboles définis, on suppose maintenant que pour tout t′ ∈ T (F ,X a) tel
que u′ := t′

[
t|ω 7→ z−ps

]
a strictement moins de k symboles définis, on a Ju′Kc ⊆ Jt′Kc, et on

montre que JuKc ⊆ JtKc. Soit w ∈ JuKc, par définition, il existe une position ω′ ∈ Pos(u) avec
u|ω = ψ!P ′

s′ (u1, . . . , um) où ψ!P ′
s′ ∈ Dm et une valeur vTs′(C) exemple de .P ′c (u1, . . . , um) telles

que w ∈ Ju
[
u|ω′ 7→ v

]
Kc. Par hypothèse d’induction, on a donc w ∈ JtKct|ω′v et v exempt de

.P
′

c (t′1, . . . , t
′
m), avec t|ω′ = ψ!P ′

s′ (t′1, . . . , t
′
m). Donc w ∈ JtKc.

Par induction sur le nombre de symboles définis dans u, on a donc bien JuKc ⊆ JtKc.

Lemme 5.17. Étant donnés une règle de réécriture ls _ rs, avec ls = ϕ!P
s (ls1, . . . , lsn) où ϕ ∈ Dn,

préservant la sémantique substitutive JKs, un terme t ∈ T (F ,X ) et une substitution σt tels qu’il
existe une position ω ∈ Pos(t) avec t|ω = σt(ls), alors on a pour toute substitution valeur ς avec
Var(t) ⊆ Dom(ς) :

Jt
[
σt(ls) 7→ σt(rs)

]
Kς ⊆ JtKς

Démonstration. Soient une règle ls _ rs, avec ls = ϕ!P
s (l1, . . . , ln) où ϕ ∈ Dn, préservant la

sémantique JKs, un terme t ∈ T (F ,X ) et une substitution σt tels que tels qu’il existe une position
ω ∈ Pos(t) avec t|ω = σt(ls). On prouve par induction sur k le nombre de symboles définis dans
t|ω que, pour toute substitution valeur ς avec Var(t) ⊆ Dom(σ), on a Jt

[
σt(ls) 7→ σt(rs)

]
Kς ⊆ JtKς .

• Si k = 1, alors ϕ est le seul symbole défini dans t|ω donc σ(li) ∈ T (C,X ) pour tout i, et par

définition de la sémantique modulo ς, on a JtKς =
⋃
ς′Jt
[
t|ωz

−p
s 7→ K

]
ς′
avec ς ′ une substi-

tution valeur telle que ς ′(z−ps ) est une valeur exempte de p := .P
(
ς(σt(l1)), . . . , ς(σt(ln))

)
et ς ′(x) = ς(x) pour tout x ∈ Dom(ς).

On note u := t
[
t|ω 7→ z−ps

]
et σ := {z−ps 7→ σt(rs)}, on a alors σ(u) = t

[
σt(ls) 7→ σt(rs)

]
et d’après le Lemme 5.12, on a Jσ(u)Kς ⊆

⋃
ς′JuKς′ avec ς

′ une substitution valeur telle que
ς ′(x) = ς(x) pour toute variable x ∈ Dom(ς) et ς ′(z−ps ) ∈ Jσt(rs)Kς .

Comme Jσt(rs)Kς ⊆ Jσt(rs)Kς = Jx−ps K, on peut conclure que Jt
[
σt(ls) 7→ σt(rs)

]
Kς ⊆ JtKς .

• On considère maintenant un terme t et une subsitution σt tels que k > 1 et on suppose
que pour tout terme r ∈ T (F ,X ) et toute substitution valeur σr tels qu’il existe une po-
sition ωr ∈ Pos(r) avec r|ω = σr(ls) ayant strictement moins de k symboles définis, on
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a, pour toute substitution valeur ς avec Var(r) ⊆ Dom(ς), Jr [σr(ls) 7→ σr(rs)]Kς ⊆ JrKς .
Comme k > 1, il existe une position ω′ ∈ Pos(t), avec ω < ω′ et t|ω′ = ψ!P ′

s′ (t1, . . . , tm)

avec ti ∈ T (C,X ) pour tout i ∈ [1, n], telle que JtKς =
⋃
ς′Jt
[
t|ω′ 7→ z−ps′

]
Kς′ avec ς ′ une

substitution valeur telle que ς ′(z−ps′ ) est une valeur exempte de p := .P
′
(ς(t1), . . . , ς(tm))

et ς ′(x) = ς(x) pour tout x ∈ Dom(ς).

On note u := t
[
t|ω′ 7→ z−ps′

]
et σu := {x 7→ σ(x)

[
t|ω′ 7→ z−ps′

]
}, et par construction on a

u|ω = σu(ls), qui a strictement moins de k symboles définis. Donc, par hypothèse d’in-
duction, on a Ju [σu(ls) 7→ σu(rs)]Kς′ ⊆ JuKς′ . De plus, en notant σ := {z−ps′ 7→ t|ω′}, on a
σ(u [σu(ls) 7→ σu(rs)]) = t

[
σt(ls) 7→ σt(rs)

]
et d’après le Lemme 5.12, on a Jσ(u [σu(ls) 7→ σu(rs)])Kς ⊆⋃

ς′Ju [σu(ls) 7→ σu(rs)]Kς′ avec ς ′ une substitution valeur telle que ς ′(x) = ς(x) pour toute
variable x ∈ Dom(ς) et ς ′(z−ps′ ) ∈ Jt|ω′Kς = Jx−ps′ K.

On peut donc conclure que Jt
[
σt(ls) 7→ σt(rs)

]
Kς ⊆ JtKς .

Par induction, la relation est donc vérifiée.
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B

Méta-encodage de R

On donne ci-dessous un méta-encodage du système de règle R, présenté en Figure 4.8. Des
outils de vérification automatique de la terminaison, comme TTT2 ou AProVE ont été utilisés
pour montrer la terminaison de l’encodage, et donc du système R.

La plupart des règles du méta-encodage sont des traductions directes des règles du système
R, en ignorant les conditions dépendantes de l’algorithme getReachable. L’encodage des règles
M7, T3, P1 et P2 utilisent des symboles intermédiaires pour générer les différents sous-termes du
membre droit de la règle. Enfin, l’encodage combine les règles E1 et S1 qui necessitent d’examiner
les sous-termes du motif considéré pour déterminer si la règle peut être appliquée. De plus, pour
éviter d’examiner infiniment les sous-termes, après l’application maximale de ces règles, les termes
générés sont localement gelés jusqu’à l’application d’une autre règle.

(VAR u u1 u2 v v1 v2 w f g lu lv n m i p q)
(RULES

plus(bot,v) -> v
plus(v,bot) -> v

times(bot,v) -> bot
times(v,bot) -> bot

appl(f,lv) -> split(f,lv,nil)
split(f,cons(u,lu),lv) -> split(f,lu,cons(u,lv))
split(f,cons(bot,lu),lv) -> bot
split(f,cons(plus(u1,u2),lu),lv) -> plus(appl(f,rest(lu,cons(u1,lv))),

appl(f,rest(lu,cons(u2,lv))))
split(f,nil,lv) -> frozen(f,rest(nil,lv))
rest(lu,nil) -> lu
rest(lu,cons(u,lv)) -> rest(cons(u,lu),lv)

plus(u, plus(v, w)) -> plus(plus(u, v), w)

times(plus(u1,u2),v) -> plus(times(u1,v),times(u2,v))
times(v,plus(u1,u2)) -> plus(times(v,u1),times(v,u2))
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minus(v, var(n,bot)) -> bot
minus(v, bot) -> v
minus(plus(v1,v2), w) -> plus(minus(v1, w), minus(v2, w))

minus(bot, v) -> bot

minus(appl(f,lu), plus(v,w)) -> minus(minus(appl(f,lu),v),w)

minus(frozen(f,lu), plus(v,w)) -> minus(minus(appl(f,lu),v),w)

minus(appl(f,lu), appl(f,lv)) -> genm7(f,lu,lv,len(lu))
genm7(f,lu,lv,z) -> bot
genm7(f,lu,lv,s(i)) -> plus(genm7(f,lu,lv,i), appl(f,diff(lu,lv,s(i))))
diff(nil,nil,i) -> nil
diff(cons(u,lu),cons(v,lv),s(s(i))) -> cons(u,diff(lu,lv,s(i)))
diff(cons(u,lu),cons(v,lv),s(z)) -> cons(minus(u,v),lu)
len(nil) -> z
len(cons(u,lu)) -> s(len(lu))

minus(frozen(f,lu), appl(f,lv)) -> genm7(f,lu,lv,len(lu))
minus(appl(f,lu), frozen(f,lv)) -> genm7(f,lu,lv,len(lu))
minus(frozen(f,lu), frozen(f,lv)) -> genm7(f,lu,lv,len(lu))

minus(appl(f,lu), appl(g,lv)) -> appl(f,lu)

minus(frozen(f,lu), appl(g,lv)) -> appl(f,lu)
minus(appl(f,lu), frozen(g,lv)) -> appl(f,lu)
minus(frozen(f,lu), frozen(g,lv)) -> appl(f,lu)

times(var(m,p), var(n,p)) -> alias(m, var(n, p))
times(var(m,p), var(n,bot)) -> alias(m, var(n, p))
times(var(m,bot), var(n,p)) -> alias(m, var(n, p))

times(appl(f,lu), appl(f,lv)) -> appl(f, genprod(lu,lv))
genprod(nil, nil) -> nil
genprod(cons(u,lu), cons(v,lv)) -> cons(times(u,v), genprod(lu,lv))

times(appl(f,lu), frozen(f,lv)) -> appl(f, genprod(lu,lv))
times(frozen(f,lu), appl(f,lv)) -> appl(f, genprod(lu,lv))
times(frozen(f,lu), frozen(f,lv)) -> appl(f, genprod(lu,lv))

times(appl(f,lu), appl(g,lv)) -> bot

times(frozen(f,lu), appl(g,lv)) -> bot
times(appl(f,lu), frozen(g,lv)) -> bot
times(frozen(f,lu), frozen(g,lv)) -> bot
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alias(n, bot) -> bot
alias(n, plus(u1,u2)) -> plus(alias(n, u1), alias(n, u2))

minus(alias(n, v), u) -> alias(n, minus(v,u))
times(alias(n, v), u) -> alias(n, times(v,u))
times(v, alias(n, u)) -> alias(n, times(v,u))

times(var(n,p), appl(f,lv)) -> alias(n,minus(appl(f,genprodl(p, lv)),p))
genprodl(p, nil) -> nil
genprodl(p, cons(v, lv)) -> cons(times(var(z, p), v), genprodl(p, lv))

times(var(n,p), frozen(f,lv)) -> alias(n,minus(appl(f,genprodl(p, lv)),p))

times(appl(f,lv), var(n,p)) -> minus(appl(f,genprodr(p, lv)),p)
genprodr(p, nil) -> nil
genprodr(p, cons(v, lv)) -> cons(times(v, var(z, p)), genprodr(p, lv))

times(frozen(f,lv), var(n,p)) -> minus(appl(f,genprodr(p, lv)),p)

times(appl(f,lu), minus(var(m,p), v)) -> minus(times(appl(f,lu), var(m,p)), v)

times(frozen(f,lu), minus(var(m,p), v)) -> minus(times(appl(f,lu), var(m,p)), v)

times(var(n,p), minus(var(m,q), v)) -> minus(times(var(n,p), var(m,q)), v)

times(minus(var(n,p),u), v) -> minus(times(var(n,p),u), v)
minus(minus(var(n,p),u), v) -> minus(var(n,p),plus(u,v))

minus(var(n,p),v) -> bot
)
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C

Cas d’étude

On définit des cas d’études utilisés comme exemple dans le mémoire et/ou disponibles comme
fichier de test dans l’implémentation [CL20].

C.1 Aplatissement de liste

On considère des expressions pouvant être un entier ou une liste de telles expressions. Ce
langage d’expression peut être représenté par l’algèbre de termes définie par la signature Σlist =
(S, C ] D) décrite par les types algébriques :

Expr := int(Int)
| lst(List)

Int := z
| s(Int)

List := nil
| cons(Expr, List)

Le but est de proposer une fonction d’aplatissement flatten : List 7→ List. Le symbole
flatten !P1 est donc annoté avec P1 = {⊥ 7→ pflat} où pflat = cons(lst(l1), l2).

On propose plusieurs versions.

C.1.1 flatten1

Une première version consiste simplement à utiliser une fonction de concaténation de liste
concat . On a donc les symboles définis suivant :

flatten !P1 : List 7→ List
concat !P2 : List ∗ List 7→ List

avec P2 = ∅.
Le comportement des fonctions associées à ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

flatten(nil) _ nil
flatten(cons(int(n), l)) _ cons(int(n),flatten(l))
flatten(cons(lst(l), l′)) _ flatten(concat(l, l′))
concat(cons(e, l), l′) _ cons(e, concat(l, l′))
concat(nil , l) _ l
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C.1.2 flatten2

Une deuxième version consiste à considérer la même fonction concat en observant que la
concaténation de deux listes plates est une liste plate. On a donc les symboles définis suivant :

flatten !P1 : List 7→ List
concat !P2 : List ∗ List 7→ List

avec P2 = {pflat ∗ pflat 7→ pflat} 1.
Le comportement des fonctions associées à ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

flatten(nil) _ nil
flatten(cons(int(n), l)) _ cons(int(n),flatten(l))
flatten(cons(lst(l), l′)) _ concat(flatten(l),flatten(l′))
concat(cons(e, l), l′) _ cons(e, concat(l, l′))
concat(nil , l) _ l

C.1.3 flatten3

Une dernière version consiste à considérer une fonction fconcat qui effectue à la fois une
concaténation de deux listes, et leur aplatissement. On a donc les symboles définis suivant :

flatten !P1 : List 7→ List

fconcat !P2 : List ∗ List 7→ List

avec P2 = {⊥ ∗ ⊥ 7→ pflat}.
Le comportement des fonctions associées à ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

flatten(nil) _ nil
flatten(cons(int(n), l)) _ cons(int(n),flatten(l))
flatten(cons(lst(l), l′)) _ fconcat(l, l′)
fconcat(cons(int(n), l), l′) _ cons(int(n), fconcat(l, l′))
fconcat(cons(lst(l1), l2), l) _ fconcat(l1, cons(lst(l2), l))
fconcat(nil , l) _ flatten(l)

C.2 Formule logique

On considère des formules logiques représentées par les termes de l’algèbre définie par la
signature Σformula = (S, C ] D) décrite par les types algébriques :

Int := z
| s(Int)

Var := var(Int)
| skolem(VarList)

VarList := nil
| cons(Var,VarList)

Formula := predicate(Int,VarList)
| not(Formula)
| and(Formula,Formula)
| or(Formula,Formula)
| impl(Formula,Formula)
| exists(Var,Formula)
| forall(Var,Formula)

On considère différentes transformations classiques des formules logiques.

1. le système ne préserve pas la sémantique sans cette annotation, comme défini et vérifié dans l’exemple
flatten_fail fourni avec l’implémentation
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C.2.1 Forme normale négative

On considère une fonction nnf qui transforme une formule logique en sa forme normale
négative. On a donc le symbole défini :

nnf !P : Formula 7→ Formula

avec P = {⊥ 7→ impl(f1, f2) + not(!predicate(i, l))}.
Le comportement de la fonction associée à ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

nnf (predicate(s, t)) _ predicate(s, t)
nnf (not(predicate(s, t))) _ not(predicate(s, t))
nnf (not(and(p1, p2))) _ or(nnf (not(p1)),nnf (not(p2)))
nnf (not(or(p1, p2))) _ and(nnf (not(p1)),nnf (not(p2)))
nnf (not(exists(s, p))) _ forall(s,nnf (not(p)))
nnf (not(forall(s, p))) _ exists(s,nnf (not(p)))
nnf (not(not(p))) _ nnf (p)
nnf (not(impl(p1, p2))) _ and(nnf (p1),nnf (not(p2)))
nnf (impl(p1, p2)) _ or(nnf (not(p1)),nnf (p2))
nnf (and(p1, p2)) _ and(nnf (p1),nnf (p2))
nnf (or(p1, p2)) _ or(nnf (p1),nnf (p2))
nnf (exists(s, p)) _ exists(s,nnf (p))
nnf (forall(s, p)) _ forall(s,nnf (p))

C.2.2 Skolémisation

On considère une fonction skolemize de skolémisation des formules logiques. Pour effectuer
la skolémisation, on introduit également des fonctions replaceVar et filterVar qui remplace la
variable skolémisée dans une formule, et dans une liste de variables, respectivement. On a donc
les symboles définis suivant :

skolemize !P : Formula ∗ VarList 7→ Formula
replaceVar : Formula ∗ Var 7→ Formula
filterVar : VarList ∗ Var 7→ VarList

avec P = {⊥ 7→ exists(x, y)}.
Le comportement des fonctions associées à ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

skolemize(predicate(s, xs), l) _ predicate(s, xs)
skolemize(and(p1, p2), l) _ and(skolemize(p1, l), skolemize(p2, l))
skolemize(or(p1, p2), l) _ or(skolemize(p1, l), skolemize(p2, l))
skolemize(exists(x, p), l) _ skolemize(replaceVar(p, skolem(x, l)))
skolemize(forall(x, p), l) _ forall(x, skolemize(p, cons(var(x), l)))
replaceVar(predicate(s, xs), skl) _ predicate(s, replaceVar(xs, skl))
replaceVar(and(p1, p2), skl) _ and(replaceVar(p1, skl), replaceVar(p2, skl))
replaceVar(or(p1, p2), skl) _ or(replaceVar(p1, skl), replaceVar(p2, skl))
replaceVar(exists(x, p), skl) _ exists(x, replaceVar(p, skl))
replaceVar(forall(x, p), skl) _ forall(x, replaceVar(p, skl))
filterVar(cons(x, xs), skolem(x, l)) _ cons(skolem(x, l),filterVar(xs, skolem(x, l)))
filterVar(cons(x, xs), skolem(x′, l)) _ cons(x,filterVar(xs, skolem(x′, l)))
filterVar(nil , skl) _ nil
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C.3 Algèbre de Peano

On considère des entiers naturels représentés par des termes de l’algèbre de Peano définie par
la signature de type suivante :

Int := z
| s(Int)

On considère différentes transformations dans l’algèbre de Peano.

C.3.1 Simplification d’addition

On considère un langage d’expression définie dans l’algèbre de Peano par des additions d’en-
tiers ou de variables. Ces expressions peuvent donc être décrits par des termes de sorte Expr,
décrite par la signature :

Expr := int(Int)
| var(Int)
| plus(Expr,Expr)

On considère dans ce langage d’expression, une fonction removePlus0 qui simplifie une ex-
pression en éliminant l’élément neutre de l’addition, i.e. l’entier 0 représenté par le constructeur
z . On a donc le symbole défini :

removePlus0 !P1 : Expr 7→ Expr

avec P1 = {⊥ 7→ plus(int(z ), e),⊥ 7→ plus(e, int(z ))}
On peut vérifier que le CBTRS suivant ne préserve pas la sémantique :
removePlus0 (int(n)) _ int(n)
removePlus0 (var(n)) _ var(n)
removePlus0 (plus(int(z ), e)) _ removePlus0 (e)
removePlus0 (plus(e, int(z ))) _ removePlus0 (e)
removePlus0 (plus(e1 \ int(z ), e2 \ int(z ))) _ plus(removePlus0 (e1), removePlus0 (e2))

On considère donc une fonction intermédiaire add qui construit une addition simplifiée de
deux expressions. On a donc les symboles définis suivant :

removePlus0 !P1 : Expr 7→ Expr

add !P2 : Expr ∗ Expr 7→ Expr

avec P2 = {plus(int(z ), e) ∗ plus(int(z ), e) 7→ plus(int(z ), e), plus(e, int(z )) ∗ plus(e, int(z )) 7→
plus(e, int(z ))}

Le comportement des fonctions associées à ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

removePlus0 (int(n)) _ int(n)
removePlus0 (var(n)) _ var(n)
removePlus0 (plus(e1, e2)) _ add(removePlus0 (e1), removePlus0 (e2))
add(int(z ), e) _ e
add(e, int(z ))) _ e
add(e1 \ int(z ), e2 \ int(z )) _ plus(e1, e2)
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C.3.2 Multiplication par 0

On considère des fonctions d’addition plus et de multiplication mult et on vérifie qu’une
multiplication par 0 vaut toujours 0. On a donc les symboles définis suivant :

plus !P1 : Int ∗ Int 7→ Int

mult !P2 : Int ∗ Int 7→ Int

avec P1 = {s(i) ∗ s(i) 7→ s(i)} et P2 = {s(i) ∗ ⊥ 7→ s(i),⊥ ∗ s(i) 7→ s(i)}.
Le comportement des fonctions associées à ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

plus(z , n) _ n
plus(s(i), n) _ s(plus(i, n))
mult(z , n) _ z
mult(s(i), n) _ plus(n,mult(i, n))

C.4 Listes triées

On considère une algèbre de listes abstraites définie par la signature Σsorted = (S, C ] D)
décrite par les types algébriques :

Expr := A
| B

List := nil
| cons(Expr, List)

où les constructeur A et B représentent des valeurs telles que A < B .
On peut ainsi représenter les listes triées par les valeurs de sorte List exemptes du motif

psorted = cons(B , cons(A, l)).
On considère différentes transformations sur les listes triés.

C.4.1 Tri insertion

On considère une fonction sort effectuant un tri par insertion des listes via une fonction
insert . On utilise également des fonctions leq et ite qui correspondent à l’opérateur ≤ et à la
construction if-then-else. On a donc les symboles définis suivant :

sort !P1 : List 7→ List
insert !P2 : Expr ∗ List 7→ List

ite !Pif : Bool ∗ List ∗ List 7→ List

leq !P≤ : Expr ∗ Expr 7→ Bool

avec P1 = {⊥ 7→ psorted}, P2 = {⊥ ∗ psorted 7→ psorted}, Pif = {false ∗ psorted ∗ ⊥ 7→
psorted, true ∗ ⊥ ∗ psorted 7→ psorted} et P≤ = {⊥ ∗ A 7→ false,B ∗ ⊥ 7→ false,A ∗ B 7→ true}.

Le comportement des fonctions associées à ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

leq(x,B) _ true
leq(A, y) _ true
leq(B ,A) _ false
ite(true, l, l′) _ l
ite(false, l, l′) _ l′

insert(x,nil) _ cons(x,nil)
insert(x, cons(y, l)) _ ite(leq(x, y), cons(x, cons(y, l)), cons(y, insert(x, l)))
sort(cons(x, l)) _ insert(x, sort(l))
sort(nil) _ nil
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Pour vérifier la préservation de la sémantique avec l’approche par linéarisation, on peut
remplacer le membre gauche de la règle

insert(x, cons(y, l)) _ ite(leq(x, y), cons(x, cons(y, l)), cons(y, insert(x, l)))
par insert(x@ (A + B), cons(y @ (A + B), l)).

C.4.2 Tri fusion

On considère une fonction sort effectuant un tri fusion des listes. Pour se faire, on introduit
une sorte de paire de listes :

Pair := pair(List, List)

On utilise toujours des fonctions leq et ite qui correspondent à l’opérateur ≤ et à la construction
if-then-else, ainsi que des split , sortP et merge, qui sépare une liste en une paire, trie une paire
de liste et fusionne une paire de listes triées. On a donc les symboles définis suivant :

sort !P1 : List 7→ List
split : List ∗ List ∗ List 7→ Pair

sortP !P2 : Pair 7→ Pair
merge !P3 : Pair 7→ List

ite !Pif : Bool ∗ List ∗ List 7→ List

leq !P≤ : Expr ∗ Expr 7→ Bool

avec P1 = {⊥ 7→ psorted}, P2 = {⊥ 7→ psorted}, P3 = {psorted 7→ psorted, cons(A, l)) 7→
cons(A, l))}, Pif = {false ∗ psorted ∗ ⊥ 7→ psorted, true ∗ ⊥ ∗ psorted 7→ psorted, false ∗
cons(A, l)) ∗ ⊥ 7→ cons(A, l)} et P≤ = {⊥ ∗ A 7→ false,B ∗ ⊥ 7→ false,A ∗ B 7→ true}.

Le comportement des fonctions associées à ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

leq(x,B) _ true
leq(A, y) _ true
leq(B ,A) _ false
ite(true, l, l′) _ l
ite(false, l, l′) _ l′

split(nil , l1, l2) _ pair(l1, l2)
split(cons(x,nil), l1, l2) _ pair(cons(x, l1), l2)
split(cons(x, cons(y, l)), l1, l2) _ split(l, cons(x, l1), cons(y, l2))
merge(pair(nil , l)) _ l
merge(pair(l,nil)) _ l
merge(pair(cons(x, l1), cons(y, l2))) _ ite(leq(x, y), cons(x,merge(pair(l1, cons(y, l2)))),

cons(y,merge(pair(cons(x, l1), l2))))
sortP(pair(l1, l2)) _ pair(sort(l1), sort(l2))
sort(l) _ merge(sortP(split(l,nil ,nil)))

Pour vérifier la préservation de la sémantique avec l’approche par linéarisation, on peut
remplacer le membre gauche de la règle

merge(pair(cons(x, l1), cons(y, l2))) _ ite(leq(x, y), cons(x,merge(pair(l1, cons(y, l2)))),
cons(y,merge(pair(cons(x, l1), l2))))

par merge(pair(cons(x@ (A + B), l1), cons(y @ (A + B), l2))).
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C.4.3 Suppression

On considère une fonction delete supprimant la première occurrence d’un élément dans une
liste, et on vérifie qu’une liste reste triée par suppression. On utilise également des fonctions eq
et ite qui correspondent à l’opérateur = et à la construction if-then-else. On a donc les symboles
définis suivant :

delete !P : Expr ∗ List 7→ List
ite !Pif : Bool ∗ List ∗ List 7→ List
eq !P= : Expr ∗ Expr 7→ Bool

avec P = {⊥ ∗ psorted 7→ psorted,⊥ ∗ cons(A, l) 7→ cons(A, l)}, Pif = {false ∗ psorted ∗
⊥ 7→ psorted, true ∗ ⊥ ∗ psorted 7→ psorted, false ∗ cons(A, l)) ∗ ⊥ 7→ cons(A, l), true ∗ ⊥ ∗
cons(A, l)) 7→ cons(A, l)} et P= = {A ∗ A 7→ false,B ∗ B 7→ false,A ∗ B 7→ true,B ∗ A 7→
true}.

Le comportement des fonctions associées à ces symboles est décrit par le CBTRS suivant :

eq(A,A) _ true
eq(B ,B) _ true
eq(A,B) _ false
eq(B ,A) _ false
ite(true, l, l′) _ l
ite(false, l, l′) _ l′

delete(x,nil) _ nil
delete(x, cons(y, l)) _ ite(eq(x, y), l, cons(y, delete(x, l)))

Pour vérifier la préservation de la sémantique avec l’approche par linéarisation, on peut rem-
placer le membre gauche de la règle

delete(x, cons(y, l)) _ ite(eq(x, y), l, cons(y, delete(x, l)))
par delete(x@ (A + B), cons(y @ (A + B), l)).

On peut également prouver que dans une liste quelconque, la suppression de toutes les oc-
currences d’un élément donné garantit son absence. On considère alors les annotations P = {A ∗
⊥ 7→ B ,B ∗ ⊥ 7→ A} et Pif = {false ∗ A ∗ ⊥ 7→ A, true ∗ ⊥ ∗ A 7→ A, false ∗ B ∗ ⊥ 7→
B , true ∗ ⊥ ∗ B 7→ B}.

Et le comportement des fonctions associées à ces symboles est alors décrit par le CBTRS
suivant : 

eq(A,A) _ true
eq(B ,B) _ true
eq(A,B) _ false
eq(B ,A) _ false
ite(true, l, l′) _ l
ite(false, l, l′) _ l′

delete(x,nil) _ nil
delete(x, cons(y, l)) _ ite(eq(x, y), delete(x, l), cons(y, delete(x, l)))

Pour vérifier la préservation de la sémantique avec l’approche par linéarisation, on peut
remplacer le membre gauche de la règle

delete(x, cons(y, l)) _ ite(eq(x, y), delete(x, l), cons(y, delete(x, l)))
par delete(x@ (A + B), cons(y @ (A + B), l)).
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C.4.4 Inversion

On considère une fonction reverse d’inversion des listes et on vérifie que l’inversion d’une liste
triée est inversement triée On a donc les symboles définis suivant :

reverse !P : List ∗ List 7→ List

avec P = {psorted ∗ cons(B , l) 7→ pinv, cons(A, l) ∗ pinv 7→ pinv} où pinv = cons(A, cons(B , l)).
Le comportement de la fonction associée est décrit par le CBTRS suivant :{

reverse(nil , l) _ l
reverse(cons(x, l1), l2) _ reverse(l1, cons(x, l2))

On peut également vérifier que l’inversion d’une liste inversement triée est triée (et donc
qu’une inversion double ramène à une liste triée), en prenant l’annotation P = {psorted ∗
cons(B , l) 7→ pinv, cons(A, l) ∗ pinv 7→ pinv, pinv ∗ cons(A, l) 7→ psorted, cons(B , l) ∗ psorted 7→
psorted, }.

C.5 Non-linéaire

On considère dans cet exemple les termes de l’algèbre définie par la signature Σnl = (S, C]D)
décrite par les types algébriques :

S1 := c(S2,S2)
| d1(S2, S2)
| d2(S1)

S2 := a
| b

On étudie un système non-linéaire avec différentes règles dont la satisfaction de profil peut
être vérifiée, ou non, en fonction de la méthode d’analyse choisie (par linéarisation, par évaluation
stricte, ou via la sémantique substitutive).

On considère les symboles définis suivant :

f !Pf : S1 ∗ S2 7→ S1
g : S1 7→ S2
h!Ph : S2 ∗ S2 7→ S1

ϕ!Pϕ : S2 ∗ S2 7→ S2

id!Pid : S2 7→ S2

avec Pf = {⊥ ∗ ⊥ 7→ c(a, b)}, Ph = {b ∗ ⊥ 7→ c(a, b),⊥ ∗ a 7→ c(a, b)}, Pϕ = {b ∗ ⊥ 7→
b,⊥ ∗ b 7→ b} et Pid = {b 7→ b}.

Le comportement de la fonction associée au symbole f est décrit par le CBTRS suivant :
f (c(x, a), b) _ c(x, x)
f (c(x, b), a) _ h(x, x)
f (d(z), a) _ c(g(z), g(z))
f (c(x, y), x) _ c(ϕ(x, y), ϕ(y, x)))
f (d(z), b) _ c(id(b), id(g(z)))

L’approche par linéarisation ne permet de prouver la préservation de sémantique d’aucune
règle. L’approche par évaluation stricte permet de prouver que la première règle préserve la
sémantique. L’approche par sémantique substitutive permet de prouver que les trois premières
règles préservent la sémantique.
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C.6 Réduction de motifs étendus

L’approche d’analyse statique permet également de vérifier la caractérisation des formes nor-
males des motifs obtenues suivant l’approche proposée dans [CM19].

Pour cela, on considère une algèbre dont les termes représentent des motifs étendus avec les
opérations de disjonction et de complément, et où les noms de variables et de symboles sont
encodés par des entiers de Peano. La signature Σ = (S, C ]D) de l’algèbre peut être décrite par
les types algébriques suivant :

Int := z
| s(Int)

List := nil
| cons(Expr, List)

Expr := bot
| var(Int)
| apply(Int, List)
| plus(Expr,Expr)

Le complément est encodé par un symbole défini annoté du profil ⊥ ∗ ⊥ 7→ (cons(bot +
plus(t1, t2), l) + plus(bot , t) + plus(t, bot)) pour spécifier la caractérisation des formes normales
données par la Proposition 2.3.

Le système considéré est un encodage du système R\ présenté en Figure 2.2.
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Filtrage, 7
Filtrage non-linéaire, 100
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Réécriture stricte, 11
Système de réécriture, 9
Système de réécriture ordonné, 23
Système de réécriture à constructeurs, CB-

TRS, 9

Satisfaction de profil, 57
Satisfaction par substitution, 113
Satisfaction stricte, 103

Sémantique de motif, 49
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Résumé

La transformation de programmes est une pratique très courante dans le domaine des sciences
informatiques. De la compilation à la génération de test en passant par de nombreuses approches
d’analyse de codes et de vérification formelle des programmes, c’est un procédé qui est à la fois
omniprésent et crucial au bon fonctionnement des programmes et systèmes informatiques. Cette
thèse propose une étude formelle des procédures de transformation de programmes dans le but
d’exprimer et de garantir des propriétés syntaxiques sur le comportement et les résultats d’une
telle transformation.

Dans le contexte de la vérification formelle des programmes, il est en effet souvent nécessaire
de pouvoir caractériser la forme des termes obtenus par réduction suivant une telle transfor-
mation. En s’inspirant du modèle de passes de compilation, qui décrivent un séquençage de
la compilation d’un programme en étapes de transformation minimales n’affectant qu’un petit
nombre des constructions du langage, on introduit, dans cette thèse, un formalisme basé sur les
notions de filtrage par motif et de réécriture permettant de décrire certaines propriétés couram-
ment induites par ce type de transformations.

Le formalisme proposé se repose sur un système d’annotations des symboles de fonction
décrivant une spécification du comportement attendu des fonctions associées. On présente alors
une méthode d’analyse statique permettant de vérifier que les transformations étudiées, exprimées
par un système de réécriture, satisfont en effet ces spécifications.

Mots-clés: analyse statique, filtrage par motif, réécriture, sémantique de motif, spécification
algébrique, transformation de programmes

Abstract

Program transformation is an extremely common practice in computer science. From
compilation to tests generation, through many approaches of code analysis and formal verification
of programs, it is a process that is both ubiquitous and critical to properly functioning programs
and information systems. This thesis proposes to study the program transformations mechanisms
in order to express and verify syntactical guarantees on the behaviour of these transformations
and on their results.

Giving a characterisation of the shape of terms returned by such a transformation is, indeed,
a common approach to the formal verification of programs. In order to express some properties
often used by this type of approaches, we propose in this thesis a formalism inspired by the
model of compilation passes, which are used to describe the general compilation of a program as
a sequence of minimal transformations, and based on the notions of pattern matching and term
rewriting.

This formalism relies on an annotation mechanism of function symbols in order to express
a set of specifications describing the behaviours of the associated functions. We then propose
a static analysis method in order to check that a transformation, expressed as a term rewrite
system, actually verifies its specifications.

Keywords: algebraic specifications, pattern matching, pattern semantics, program transforma-
tion, static analysis, rewriting
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