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1 DESEQUILIBRIO EN UNA MAQUINA ALTERNATIVA SIMPLE

Se considera una maquina alternativa simple, formada por un mecanismo de biela-
manivela (Figura 1), que se utiliza en un motor o en un compresor para accionar un
piston deslizante, sobre el que actla la presién de unos gases. Se estudian los esfuerzos
producidos por las fuerzas de inercia debidas al movimiento de la maquina, en particular
los esfuerzos no equilibrados, que son transmitidos a la sustentacién de la maquina.

Se empleara la siguiente notacion:
m,,: masa de la manivela OA.

Jm: momento de inercia de la manivela en su centro de gravedad C, situado a una
distancia c del punto de giro O.

my: masa de la biela AB.

J»: momento de inercia de la biela en su centro de gravedad G, situado a una
distancia a del punto A de unién de la biela con la manivela (cabeza de la biela)
y b = L — a del piston (pie de biela).

m,: masa del piston.

Figura 1 Maquina alternativa simple

1.1 CINEMATICA
Interesa poner todas las magnitudes en funcion del angulo de la manivela 8, que es
normalmente la magnitud de entrada en maquinas alternativas.
La posicion del pistdn respecto del punto fijo es:
s =RcosO + Lcos¢

La relacion entre los angulos de la manivela 8 y la biela ¢ se establece aplicando el
teorema del seno al triangulo OAB:
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Rsinf = Lsin ¢

sin¢ = Asin@
siendo A la relaciéon entre el radio de la manivela y la longitud de la biela:
1 R
L

En las maquinas habituales (motores, compresores) este parametro varia entre 0.1y 0.4.

e La velocidad angular de la biela ¢ respecto a la de la manivela 8 se obtiene
diferenciando la relacion entre ambos angulos:

cos¢ ¢ = Acos6 6

)= 2 cos 6 g
¢= cos ¢

Se define la funcidn:

Con lo que se tiene: ¢ = f 6
e Lavelocidad del piston es:

$§=—Rsind § —Lsing ¢
Sustituyendo ¢ = f 6:

$=—(Rsin@+1L fsing) 0

e La aceleracion del pistdn es:
. : : . df . d . :
§=—(Rsinf@+L fsing) o — (R cos 8 +L%sm¢ +Lf d—e(smd)))ez
La % (sin ¢) se obtiene de la expresién de sin ¢:

d d
%(smqb) —E(Asmé?) = Acos@

daf
La —= es:
70 &S

a6~ "de =_Acos¢_icosz¢@(cos¢)

df 1 d (cos@) siné cosf d
cos ¢

Pero:

d d . _ . P
%(cos ) = d_H(l —sin? )2 = —(1 — sin? ¢) /2 sm¢%(sm ®)

1
sing Acosé
% ¢

d
a6 (cos @) = — cos
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df _
Luego - gueda:

df sinf cosf 1 _
—=-1 + A2 sin ¢ cos 6

dd  “cos¢ cos? ¢ cos ¢

df AsinH Y. coszt9t
dd " cos¢ cos? ¢ an¢

af sin @

dg  “cos¢

+ f2tan¢

e Laaceleracién angular de la biela se obtiene derivando ¢ = f 6:

. df
¢—f9+%92

1.2 CINEMATICA APROXIMADA

En maquinas alternativas, el movimiento es periddico, por lo que se puede expresar
mediante un desarrollo en serie de Fourier, en funcidn del dangulo de entrada 6. Para
ello es necesario aproximar el dngulo ¢ como un desarrollo en serie en funcién de 6.

Para el sin ¢, la relacion entre ambos es exacta:
sin¢ = Asin@

Para el cos ¢ es necesario apoyarse en el sin ¢, el cual se relaciona con el sin 8 mediante
la expresién anterior:

cos¢p = (1 —sin? $)*/? = (1 — A? sin?9)1/?

Aplicando el teorema binomial generalizado, se efectia un desarrollo de la potencia r
de un binomio donde r es real, en la forma:

(x + y)r — Z:;O (Z) xr—k yk

donde los coeficientes binomiales emplean el factorial descendente con un niumero real:

Hr-1..r—k+1
(£)= r)(r k!(?‘ +1)

Para el caso de (1 + x)/2, conr = 1/2 se tiene:
1 1 1 5
1 1/2=1 a2 M3 T 4
(1+x) +2x g% +16x 78~ +

Por lo tanto, se puede poner:

1 1 1
cos ¢ = 1—5 Azsinze—g/l‘*sin‘*e—E A8sin® 0 + .-
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A continuacidén, para poner de manifiesto los armdnicos del movimiento, es necesario

sustituir las potencias de sin 8 en funcion de los multiplos de 6, para ello se emplean

relaciones trigonométricas adecuadas, como:

sin? 0 = %(1 — c0s 26)
sin* g = %(3 + cos 46 — cos 26)

sin® @ = %(10 — cos 60 + 6 cos 46 — 15 cos 26)

Con ello se obtiene la expresién aproximada del angulo de la biela ¢:

1 1 1
cos¢p = A (AO +Z A, cos 20 —EA4 cos 46 +£A6 cos 60 + )

donde los coeficientes A; son:

1 1. 3, 5 .
b= "G Tmet T
A3 1525 A3 325 9 A°
A=At gt A=grge e ATt

Para valores de A habituales, pueden aproximarse los desarrollos en serie de A; con los

primeros términos. Para simplificar desarrollos posteriores, se supondra 4; = 1.

Empleando la aproximacion de cos ¢, la posicion del pistén queda, en su forma
aproximada:

R
s=Rcos€+Icos¢

1 1 1
s =R(Ay + cosO + 1 A, cos 260 — EA4 cos 46 + %A6 cos 66 + )
Derivando, se obtiene la velocidad del piston aproximada:

1 1 1 .
s = R(—sin@ _EAZ sin 260 +ZA4sin40 —6A6sin60 + )0

La aceleracion del piston es:
. . 1 1 1 )
§=R (—sm@ _EAZ sin 260 +ZA4 sin 460 _3A6 sin 66 + )9 +

+R(—cos 6 — A, cos 20 + A, cos 40 — Ag cos 66 + -++) 62

Para hallar la velocidad angular de la biela, lo mas sencillo es derivar respecto del
tiempo la expresion aproximada inicial del cos ¢.

1 1 1
cos ¢ = 1—5 Azsinze—g/l‘*sin‘*e—E A8sin® 0 + .-

: i 2 o 143 6 65 ;
—smgbd):(—/l sm@cosH—E/l sin HCOSH—EA sin 9c059+--->9
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En el término de la izquierda se puede sustituir sin ¢ = Asin 8, y simplificar con el de la
derecha, con lo que se obtiene:

; 1. . 6 _ )
¢ = (Acos@ +§A3sm29c050 +E2551n40c050+--->9

A continuacion, empleando las expresiones trigonométricas para las potencias de sin 8
y de cos 8 ya vistas, y agrupando términos se puede poner:

. 1 1
qb=A(Blc059—§B3c0530+—Bsc0550+--->9

5
Siendo:
B_1+,12+3,14+ B_3,12+27/14+ B_15,14+
1= 8 64 37 8 128 >7 128

Aligual que para los coeficientes A;, para los valores habituales de A, puede aproximarse
el desarrollo en serie de B; con los primeros términos.

e La aceleracidon angular de la biela se obtiene derivando la expresion aproximada de
su velocidad:

.. 1 1 .
¢=A(Blc059—§B3c0530+§ Bsc0550+--->9

—A(B;sin@ — B;sin360 + Bgsin560 + --) 62

1.3 SUSTITUCION DE LA BIELA POR MASAS EQUIVALENTES

Se pueden sustituir las propiedades de la biela en su centro de gravedad por (Figura 2):
e Dos masas situadas en sus extremos Ay B: my mg

e Un momento de inercia sin masa: Jpg

my b my, a

Joo=Jp—mpab

A G B Ma Mg
Figura 2 Masas e inercia equivalentes a la biela

Esta sustitucidn es exacta. Se puede comprobar que se conserva la masa de la biela:

mbb+mba
L L

Mgyse = My + Mp = =my
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También se conserva la posicion del centro de gravedad:

myba
mya= A mg b
Asimismo, se conserva el momento de inercia respecto del centro de gravedad:
) " ba? ab?
Jsuse = mua” +mpb® + Jpo = my, I +_L +Jp —mpab=],

Para comprobar que se conserva la energia cinética, se hace uso de la relacion entre las
velocidades de tres puntos A, G, B alineados sobre una barra, a distancias AG=a y GB=b
entre ellos, con AB=L si la barra tiene velocidad angular ¢:

b a

vézzvj+L

Demostracién. Al estar A, G y B alineados, la relacidn entre las velocidades de A

vi—ab ¢?

y Gy de By G se puede poner:
vszG‘l'wxm:vG_a(belAB
vB:vG‘l'wXG—B):vG‘l‘bd)elAB

donde e, 45 es un vector unitario en direccidon perpendicular a la recta AGB.
Elevando al cuadrado ambas ecuaciones, multiplicando la primera por b y la
segunda por g, y sumando se obtiene:

bvj+av§ =b(v(2; _Za(i)vG'eJ_AB+a2(i)2)+a(Ug+2b(i) vG'eJ_AB‘}‘bZ(i)Z)
bvZ +avi=bvZ+ba’d?+avi+ ab?P?
Dividiendo por a + b = L y simplificando se obtiene la relacidn buscada.

La energia cinética del sistema equivalente, formado por las masas my,, mg y la inercia
rotativa J,, es:

1 , 1 , 1 )
Tsust = EmAUA + EmBUB + E]bo ¢
Sustituyendo los distintos valores:

1 b, 1 , 1 .2

Tsust =5Mp VAt 5My Vs +§Ub —mpab) ¢
1 b , a

Toust = Emb <ZUA + Z

En el primer término se identifica la velocidad del centro de gravedad v, con lo que

v-ab§?)+3) 67

obtiene que la energia cinética del sistema equivalente es igual a la de la biela T},

1 ) 1 5
Tyuse = Emva +§]b ¢ =T,
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1.4 SISTEMA DINAMICO EQUIVALENTE

La maquina alternativa simple se puede sustituir por su sistema dinamico equivalente,
formado por dos masas rotativas m,,, m,, una masa en traslacion (m,, + mg), la inercia

al giro de la manivela J,,, y una inercia rotativa sin masa J,, (Figura 3).

Y

Figura 3 Sistema dindmico equivalente a la maquina alternativa simple

1.5 ECUACIONES DE EQUILIBRIO DINAMICO

Los esfuerzos exteriores actuantes sobre el mecanismo manivela + biela + pistén son:
fuerza debida a los gases F,, reacciones en el apoyo de la manivela X, Yy, reaccion
lateral en el pistdn Yy y par motor sobre la manivela T,,. El conjunto de los esfuerzos
exteriores y de inercia sobre el mecanismo se muestra en la Figura 4.

Figura 4 Fuerzas exteriores y de inercia sobre la maquina alternativa simple

Las ecuaciones de equilibrio dindmico del mecanismo biela + manivela + piston son:
IFy =0
Xo + (mpc + myR) 6% cos 6 + (m,,c + muR) Gsinh — (mp + mB)S' -F=0
IFy, =0
Y, + (my,c + myR) 6% sin @ — (m,,c + myR) B cosO + Yz =0

7
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M, =0
Yg s — (M +myR?>+J,) 04+ oo+ Ty =0

De ellas se pueden obtener X, Yy Yz en funcién del par motor T,,, de la fuerza en el
cilindro F,, y de las magnitudes cinematicas 0,0, ¢ Es decir que, una vez conocido el
movimiento, las tres ecuaciones anteriores resuelven el problema de la dindmica
inversa, proporcionando las reacciones en los apoyos del mecanismo.

1.6 FUERZAS SOBRE LA SUSTENTACION

El mecanismo de biela-manivela esta soportado por un bloque sobre el que se apoya la
manivela y desliza el pistén. El bloque a su vez estda soportado por alglin tipo de
sustentacion, como una bancada, chasis de vehiculo, etc. (Figura 5).

Las fuerzas que ejerce el mecanismo sobre el bloque que lo soporta son (en azul en la
Figura 5): reacciones en el apoyo de la manivela X, Y, fuerza debida a los gases en la
camara del bloque F; y reaccion lateral en el piston Yg.

Los esfuerzos transmitidos entre el bloque y su sustentacion son una fuerza con
componentes Fpy, Fpy y un momento M, (Figura 5, en rojo). Estos esfuerzos se calculan
referidos al punto O, pero en la realidad se producirdan en los distintos puntos de
sustentacion del bloque. Es decir que Fpy, Fpy, Mp son la resultante neta de todas las
fuerzas de interaccién entre el bloque y su sustentacién, trasladadas a O.

yi/77774

/77774

cmmmcccaaad

-
H
'
'
'
'
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

/77774

Figura 5 Fuerzas aplicadas sobre el bloque de la maquina y su sustentacion

La Figura 6 muestra el conjunto del mecanismo biela-manivela y el blogque que lo
contiene, con todas las acciones que actuan sobre él. Las fuerzas Fy, Yg, Xy, Yy no
aparecen por ser fuerzas interiores al sistema conjunto mecanismo + bloque.
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0.,

Mp Mp T
Fmé O

] 1

Figura 6 Conjunto de la mdaquina alternativa, con su bloque y sustentacion

yI/7774

/77774

/77774

Los esfuerzos efectuados sobre el bloque por su sustentacion se obtienen del equilibrio
del bloque (Figura 5):

Fpx = Fg — Xo
Fpy =Yg =Yy
MD = _YBS

Introduciendo los valores de X, Yy, Y5 se obtiene:
Fpx = Myor R (0% cos @ + 6sinB) —myq §
Fpy = Myor R (6% sin6 — 6 cos 0)
Mp = —(maR?> + mpc® + 1) 0 + Joo d + Tpp,
siendo:

c c b
Myot =‘mvmﬁ-l_‘va =mm§+mbz

a
Mipq = My +Mp =mp+mbz

Analizando los valores de las fuerzas transmitidas a la sustentacion por el bloque,
Fpx, Fpy, se observa que se corresponden con las fuerzas de inercia debidas a (Figura 7):

e Una masa m,,; situada a una distancia R girando con el angulo 6.
e Una masa my,, en traslacién con la distancia s.

Asi pues, m,.,; representa la masa equivalente del mecanismo en la rotacién 6, y m,,
la masa equivalente del mecanismo en la traslacién s.

En las fuerzas transmitidas a la sustentacidn por el bloque no aparece la fuerza debida a
la presidon de los gases, por ser una fuerza interior al sistema biela-manivela-bloque.
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Figura 7 Fuerzas transmitidas a la sustentacién debidas a las fuerzas de inercia

El par transmitido a la sustentacidn M, tiene términos debidos a las distintas inercias al
giro, asi como el término T, que es el par aplicado desde el exterior sobre la manivela,
y que se transmite hasta la sustentacion del bloque de la maquina alternativa (Figura 8).

Figura 8 Par transmitido a la sustentacién Mp debido a las fuerzas de inercia

Introduciendo los desarrollos en serie de § y ¢ se obtienen los distintos armonicos
existentes en las fuerzas transmitidas a la sustentacion:

Fpx = Mot R (0% cos @ + 6sin 0)

+ Myyq R 67 (cos O + A, cos 20 — A, cos 460 + Ag cos 60 — )

- Ay . Ay As
+myq RO (smH +751n29 —Tsm49 +?sm69 —)

Fpy = MR (6%sin6 — 6 cos 6)
Mp = —J,0 2 0% (B, sin® — B; sin 36 + Bssin 560 — -++)

.. B3 Bs
+Jpod 0 <B1 cos 6 —?00539 +?00559 — )

—(MuR? + myc? +J,) 0 + Ty

Como ya se ha indicado, para los valores habituales de A las reacciones Fpy, Fpy, Mp
pueden aproximarse mediante sus primeros términos, normalmente dos.

10
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1.7 EQUILIBRADO DE LA FUERZA TRANSVERSAL F py

La fuerza Fpy transversal al movimiento alternativo de deslizamiento, que se transmite
por la maquina a su sustentacion, puede cancelarse completamente (tanto en régimen
estacionario como no), sin mas que hacer m,.,; = 0. Esto se consigue facilmente pues:

c b

Myot =mmE+me= 0
bR
mp,Cc = —mbT

El término de la derecha es fijo para una biela dada, por lo que basta con elegir el
producto m,,c igual a dicho valor. Nétese que se obtiene un valor negativo para c, lo
gue corresponde a situar el centro de gravedad de la manivela en la zona del contrapeso
(Figura 9). Esta es la solucidn que se adopta siempre, por su sencillez.

Figura 9 Equilibrado de la fuerza transversal mediante contrapeso en la manivela

1.8 EQUILIBRADO DEL PAR DE DESEQUILIBRIO M

El par de desequilibrio, transmitido por la maquina a su sustentacion (Figura 8), es:
Mp = —(maR?> + mpc? + 1) 0 + Joo @ + Tpn,
Para anular los términos debidos a la inercia deben ser nulos a la vez:
Jpo =0 - Jb—mpa(l—a)=0
MmuR? + mpc? + J, =0
Estas condiciones son incompatibles.
e Laprimerarequiere que L —a > 0, pues J,, mp,a son > 0.

e lasegundarequiere que my < 0 pues todos los demds sumandos son > 0. Pero

comomy = w debeserL —a <0, esdecirL < a.

Por lo tanto, en el caso general con un movimiento no estacionario, no se puede cancelar
el par de desequilibrio. Sin embargo, para el caso estacionario § = 0, basta con cumplir
la primera condicidn J,o = 0.

11
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Joo=Jp—mpab=0

Esta condicién no es dificil de cumplir al disefar la biela, adoptando unos valores
adecuados de las magnitudes involucradas. Para una biela ya disefiada, se pueden afiadir
masas mg,q, My, a distancias a;, b; de los extremos hasta que se cumpla la relacion
anterior (Figura 10). Estos valores deben cumplir:

ai(L + ay )mgy + by (L + by) myy = g
siendo /[ el valor de J,,, antes de afiadir las masas. Este método aumenta el valor de la
masa de la biela en un 10% a 15%.

d; d b b1

¥ 0 O

o
Ma1 G Mp1

Figura 10 Equilibrado de una biela por adicion de masas

Notese que, aunque se efectue un disefio con J,, = 0, en la expresion del par de
reaccion Mp siempre estd presente el par motor aplicado desde el exterior sobre la
manivela Tp,.

1.9 FUERZA DE DESEQUILIBRIO LONGITUDINAL F p y

La fuerza de reaccion longitudinal Fpx que se transmite por la maquina a su sustentacién
se anula, para cualquier régimen, si se cumple que M., = 0y My, = 0.

La condicion m,.,; = 0 ya se ha tenido en cuenta para eliminar la fuerza trasversal Fpy.

La condicion m;,, = 0 es:

a
mtm=mp+mbz=0

Como my, y my, son positivos, para cumplir con esta condicién se deberia hacer a < 0,
es decir desplazar el centro de gravedad de la biela mas alla del punto A. Esto se podria
hacer a base de afiadir un contrapeso en prolongacién de la biela, aunque esto no se
hace nunca, por consideraciones de tipo practico. Por lo tanto, esta fuerza Fpy en la
direccidn del eje de deslizamiento de la maquina queda siempre presente como fuerza
de desequilibrio debida al movimiento alternativo de la maquina, y se transmite a la
sustentacion.

Suponiendo que la maquina se ha equilibrado para fuerzas transversales (Fpy = 0), lo
cual implica m,,; = 0, y en régimen estacionario § = 0, el valor de la fuerza de
desequilibrio longitudinal que actta sobre la sustentacién de la maquina (Figura 11) es:

12
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Fpx = Mg R w? (cosO + A, cos 20 — A, cos 40 + Ag cos 60 — )

siendo w = @ = C*. Considerando sélo los dos primeros armdnicos y con A,
aproximado sélo con su primer sumando, se obtiene la expresion habitual, simplificada,
de la fuerza de desequilibrio transmitida a la sustentacidn, que se emplea en muchas
ocasiones:

Fpx = Mg R w? (cosB + A cos 20)

y/77774

y/77774

y/77774

Figura 11 Fuerza de desequilibrio longitudinal Fpy debida a la masa en traslacién m;,,
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2 MAQUINAS CON CILINDROS EN LINEA

Se considera una maquina con varios cilindros en linea, todos iguales, separados una
distancia fija d. Suponiendo que cada mecanismo biela-manivela estd equilibrado de tal
forma que m,,; = 0y Jpo = 0, sélo se produce una fuerza de desequilibrio longitudinal
Fpx, en la direccion del eje de deslizamiento de los pistones, que actua sobre la
sustentacion de la maquina (Figura 12).

Figura 12 Cilindro tipo de una maquina de varios cilindros en linea

En régimen estacionario w = 8 = C*® el valor de la fuerza de desequilibrio debida al
pistdn j (Figura 13) es la ya deducida en el apartado 1.9:

Fpxj = Mirq R w? (cos 0; + A, cos 26; — A, cos 40; + A cos 60; — )
Definimos F4; como la fuerza de desequilibrio del primer armoénico:

Fy1 = Myrq R w?

Figura 13 Fuerzas de desequilibrio actuantes sobre la sustentacion de una
maquina de varios cilindros en linea
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Si la maquina tiene n.;; cilindros en linea, la fuerza total de desequilibrio producida por
todos los cilindros de la maquina es:

Fpx = z Fpx
j=1,7‘lcil
Fpx = F4q (Z cos8; + A, X cos 20; — A, X cos46; + Ag L cos 66, — )
Las fuerzas Fpx j producen un momento respecto al eje Y de valor:

Mpy = Z z; Fpx j

J=1ncy
Mpy = F4q (Z zjcos6; + A, X z;jcos 20; — Ay X zj cos 40; + Ag Z z; cos 66, — )
Las condiciones para el equilibrado total de la maquina son:
Equilibrio de fuerzas de orden n: ). cos ng; =0 n=1,2,46,...
Equilibrio de momentos de orden n: ), zicosnd; =0 n=1,2,4,6..

Las posiciones angulares de los distintos pistones se pueden referir a la posicién del
primero:

0] = 01 + ij ] = 1'ncil

siendo «; el angulo de giro del cilindro j medido con respecto al del cilindro 1, es decir
el angulo de la manivela del cilindro j respecto a la manivela del cilindro 1, adoptando
al = 0

Las condiciones de equilibrio se pueden poner como:
Y cosnb; = cosnb, Xcosna; —sinnb, sinna; =0
X zj cosnb; = cosnb, X zjcosna; —sinnb, X z;jsinna; =0

Dado que las funciones cos n8; y sin 8, pueden tener cualquier valor entre 0y 1 al variar
04, las condiciones de equilibrado quedan:

e Condiciones de equilibrado de fuerzas de orden n:
Z cosna; = 0 Z sinna; = 0 n=12,4,6,..
j j

e Condiciones de equilibrado de momentos de orden n:

ZZ]- cosna; = 0 ZZj sinna; = 0 n=12,46,..

J J

15
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2.1 FUERZAS DE DESEQUILIBRIO

Se definen los coeficientes:

C, = z cos na; Sy = z sinna;
J

j
Sn
D, =+/C2+S3 tan 8, = —

Cn

Con ellos, los términos Xcosn6; que aparecen en la expresion de la fuerza de
desequilibrio horizontal se pueden poner como:

z cosnf; = Z cosn(f; + a;) = C, cosnb; — S, sinnb; = D, cos(nb; + f,)
J j

Empleando estos coeficientes, la fuerza de desequilibrio de toda la maquina queda

finalmente:

Fpyx = Fa1 Dy cos(6; + B1) + F4q Ay D, cos(26, + )
- FAl A4_ D4_ COS(4‘91 + ﬁ4) + FAl A6 D6 COS(601 + ﬁ6) +

Esta expresion indica que el arménico n de la fuerza de desequilibrio total Fpy es la
proyeccién sobre el eje X de deslizamiento de una fuerza rotativa de médulo F4q D, 4,
(empleando A; = 1), que gira a la velocidad nw y tiene un desfase de valor 8, (Fpx, €n
la Figura 14). La proyeccién es en direccién positiva o negativa segun el armodnico.

Por lo tanto, la condicién de equilibrado de fuerzas del armdnico n queda:

D,=0 > C,=0 S,=0

Figura 14 Fuerza de desequilibrio debida al armdnico n en una maquina con varios cilindros

16
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2.2 MOMENTO DE DESEQUILIBRIO

Se definen los coeficientes:

! — . . ! —_— . 1 .
C, = Z Zj COs na; Sn z zj sinnaq;

J J

SI
Dl = /C,gz + 52 tan ), = —
Cr

Con ellos, los términos X z; cosné; que aparecen en la expresion del momento de
desequilibrio se pueden poner como:

Z zjcosn 6; = Cy cosnb; — Sy sinnb; = Dy cos(nb, + fr)
J
Empleando estos coeficientes el momento total de desequilibrio queda:
Mpy = Fay Dy cos(6y + B1) + Faq Ay Dy cos(20; + B3)
_FAl A4 Dé_ COS(4’91 + ﬁé_) + FAl A6 Dé COS(681 + ﬁé) + cee

El médulo de cada arménico del momento de desequilibrio total tiene una expresién
similar al médulo de la fuerza de desequilibrio correspondiente (con A; = 1):

|Mpyn| = Fa1 Ay Dy n=1246,..
Por lo tanto, la condicién de equilibrado de momentos queda:

Dp=0 > Ch=0  S,=0

2.3 MAQUINA DE 2 CILINDROS Y CICLO SIMPLE

Esta maquina corresponde a los motores de dos tiempos y a los compresores de simple
efecto. Las dos mufiequillas del cigliefial se sitian a 180° (Figura 15). Tomando el origen
de coordenadas Z en el punto medio entre los cilindros, que estan separados una
distancia d, se tiene que:

N
=
I
o
N
=
I
I

Q

N

[

2

N

N

I

+
N N
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2

Figura 15 Maquina de dos cilindros y ciclo simple

e Fuerza total de desequilibrio debida al armdnico 1. Es nula:
Cy =Zcosaj =cosO0+costr=+1—-1=0
j
S, = Zsinaj =sin0+sinT =0
j

e Momentos debidos al armdnico 1:

, d d
C; =ZZ]- cosa; = —Ec050+§cosn =—d
J

S = sz sina; = —;sino +;sinn =0
j
D =d Bi=m
Existe un momento de desequilibrio Mpy de ordenn = 1.
Las fuerzas de desequilibrio debidas al arménico 1 en ambos cilindros son:

Fpx1,1 = Fay cos 0, Fpx12 = Fa1 cos(0; + ay) = —F,; cos 6,

Estas dos fuerzas Fpy,,; del armonico 1 de ambos cilindros se equilibran entre si, y por
ello la fuerza total de desequilibrio es nula (Figura 16).

El armdnico 1 del momento de desequilibrio total no es nulo, y corresponde al par de
las dos fuerzas de desequilibrio, que estan separadas una distancia d:

Mpy, = F41 D1 cos(8, + 1) = F41 d cos(6; + m) = —F4; d cos 0,

18
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X 1 X
. H] O
,d/2 Fox,1 Fox1,1
||% A
R DS Y
-+ -[H=—=1| - - {d== - <<«—8
VA Moyi
DY1 | '
E a2 Fox1,2
DX1,2 |
Rl Q2
2

Figura 16 Esfuerzos de desequilibrio debidos al armdnico 1, en maquinas
de dos cilindros y ciclo simple

e Fuerza total de desequilibrio debida a los arménicos 2, 4, 6, ...
Cn =Zcosnaj =cosO+cosnt=1+1=2
j
Sp = Zsinnaj =sin0 +sinnt =0
j
D, =2 =0 n=24,6,..

Existen fuerzas debidas a todos estos armdnicos n = 2, cuyo valor es:

Fpxn = F41 Dy, A, cos(nBy + Br) = Mg R @? 2 Ay, cosnb, n=246,..
e Momentos de desequilibrio debidos a los armédnicos 2, 4, 6, ...
d
Cy = sz cosna; = —ECOSO +§cosnn =0
J
d d
Sy = ZZ]- sinna; = —EsinO + Esinnn =0
J
Por lo tanto, todos los momentos de orden superior n = 2 estan equilibrados. Las
fuerzas de desequilibrio Fpx,, estan situadas en el eje X.

2.4 MAQUINA DE 2 CILINDROS Y CICLO DOBLE

Esta maquina corresponde a los motores de 4 tiempos. Las dos mufiequillas del cigliefial
estan situadas en el mismo sentido (Figura 17), y sus pardmetros son:

19
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tecnun

Se puede estudiar como una maquina de un cilindro con todas las masas al doble. Por lo

tanto, tiene todas las fuerzas de desequilibrio en todos los arménicos, como en la

maquina simple.

X X
{1 H  H O 1,2
I:DX,Z I:DX,l
Z Y
—rc—} —-t—; === - = - %T—
| |
' d/2 di2 |
N 1

Figura 17 Maquina de 2 cilindros y ciclo doble

Los momentos estan todos equilibrados, ya que:

d d
Cy, =sz cosna; = —Ec050+§c050 =0
j
, . d d
Sn=Zstmnaj=—§sm0+§sm0=0
j

2.5 MAQUINA DE 4 CILINDROS Y CICLO DOBLE

Esta maquina corresponde a los motores de 4 cilindros y 4 tiempos. El cigliefial es plano,

con mufiequillas a 180° (Figura 18). Tomando el origen de coordenadas en el punto

central del ciglieial, sus parametros son:

] a; Zj
1 0 _34d
2

2 T _E
2

d

3 T il
+2
3d
4 0 —
+ 2
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X X
I Foxz J) 1,4

Foxa
Foxe

1-<

O 23

: d 3 d . d J

Figura 18 Maquina de 4 cilindros y ciclo doble

e Fuerzas debidas al armonico 1

Cl=Zcosaj=+1—1—1+1=O

]

51=ZSinaj=O+0+0+O=0
J
Todas las fuerzas del primer armonico estan equilibradas.

e Fuerzas debidas a los armonicos 2, 4, 6, ...

C, = 2cosnaj = cos 0 + cosnm + cosnm + cos0 = 4
J

Sp = Zsinnaj =sin0 + sinnm + sinnw +sin0 =0
j

D, =4 Bn=0 n=246,..
Todos los armdnicos superiores n = 2 estan presentes.

¢ Momentos

, 3d d d 3d
Cp = sz cosna; = —70050 —Ecosnn+§cosnn+70050 =0
J

, _ 3d . d . d . 3d .
Sn=szsmnaj=—751n0—Esmnn+§smnn+751n0=0
J

Todos los momentos de desequilibrio son nulos. Dada la simetria del sistema, la fuerza
total de desequilibrio esta situada en el eje X (Figura 18).

e Enresumen, los armdnicos de la fuerza de desequilibrio total son:

Fpxn = F41 Dy, A,, cos(n6; + B,,) n=246,..
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Sustituyendo F4; y con los valores D, =4y (3, = 0:
Fpxn = F41 4 A,, cos(nf,) n=246,..

La fuerza de desequilibrio producida por el arménico n (Fpxy,) €s la proyeccién sobre el
eje X de un vector de médulo Fy; 4 A,, = my-q R w? 4 4,, situado con un angulo n 6,
respecto a la posicién 8, del cilindro 1 (Figura 19), es decir, girando con velocidad 2w.

X

A Foxn

n91

2,3

Figura 19 Fuerzas de desequilibrio debidas a los arménicos n=2, 4, ...
en la maquina de 4 cilindros y ciclo doble

La fuerza debida al armodnico 2, que es la mas importante, vale:
Fpxy = F41 4 A, cos(20,) =~ myyq R w? 4 Acos(2wt)

Esta fuerza se puede equilibrar mediante dos masas iguales girando en sentido contrario
avelocidad 2 w, situadas en el bloque del motor, en el centro entre los 4 cilindros (Figura
20). Este dispositivo es conocido como equilibrador de Lanchester, por su inventor. Las
componentes horizontales de sus fuerzas centrifugas se anulan, y las masas se eligen
para que la componente vertical de sus fuerzas centrifugas sea igual a Fpy».

X
1,4

‘FDXZ

2,3

2m

Figura 20 Equilibrado del armodnico 2 de la fuerza de desequilibrio en la
maquina de 4 cilindros y ciclo doble
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2.6 MAQUINA DE 3 CILINDROS Y CICLO DOBLE

Esta maquina corresponde a los motores de 3 cilindros y 4 tiempos. El ciglieial tiene
mufiequillas a 120° (Figura 21). Sus parametros son:

J a; Zj
1 0 —d
2 120° 0

3 240° +d

X X
1
z Y
— -] — - —- j J: —Y®- 1
3L g 12y ’ ’
I f :

Figura 21 Maquina de 3 cilindros y ciclo doble

e Condicidn de equilibrado de fuerzas:
C, = Z cosna; = cos 0 + cos(120 n) + cos(240 n)
J
Sp = sinna; = sin 0 + sin(120 n) + sin(240 n)
j

Los valores para distintos n se muestran en la tabla siguiente:

n Cn Sn D,
1,2,4,8,10, 14 0 0 0
6,12 3 0 3

Por lo tanto, esta maquina estd equilibrada en fuerzas hasta arménico 6.

e Condicion de equilibrado de momentos

Cp = Z zj cosna; = —d cos 0 + d cos(240 n)
j

Sy = Z zjsinna; = —dsin0 + d sin(240 n)
J
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Los valores para distintos n se muestran en la tabla siguiente:

n Cn Sn Dy, Bn
3
1,4 ——d _ﬁd V3d —150°
2 2
3
2,8 —=d +‘/_§d V3d +150°
2 2
6 0 0 0

Por lo tanto, existen momentos de desequilibrio desde los armdnicos mas bajos. Para el
armonico 1, su valor es:

Mpy1 = Myrq R 0% V3 d cos(6; — 150°)
Para el arménico 2, su valor es:
Mpy, = Merg R w2 Ay V3 d cos(20, 4+ 150°)

donde A, se puede aproximar por A = R/L.

2.7 MAQUINA DE 5 CILINDROS Y CICLO DOBLE

Esta maquina corresponde a los motores de 5 cilindros y 4 tiempos. El ciglieial tiene
mufiequillas cada 144° (Figura 22). Tomando el origen de coordenadas en el punto
central del cigiienal, sus parametros son:

J aj Zj
1 0 —2d
2 216° —d
3 144° 0
4 72° +d
5 288° +2d

e Coeficientes para el equilibrado de fuerzas. Los valores para distintos n, calculados
con el procedimiento Matlab DesequilibrioEnLinea.m, se muestran en la tabla
siguiente:

n C, S, D,

1,2,4,6,8,12,
14, 16, 18, 24

0 0 0

10, 20, 30 5 0 5

Por lo tanto, esta maquina estd equilibrada en fuerzas hasta armanico 10.

24



Desequilibrio en maquinas alternativas tECﬂ |.| n

e Coeficientes para el equilibrado de momentos:

n C Sn Dy, n
1,46  —0264d —0363d  0449d ~126°
2,8 —4.736d  F1539d  4.98d F162°
10 0 0 0

Por lo tanto, existen momentos de desequilibrio desde los armdnicos mas bajos.

2.8 MAQUINA DE 6 CILINDROS Y CICLO DOBLE

Esta maquina corresponde a los motores de 6 cilindros y 4 tiempos. El cigliefial tiene
mufiequillas cada 120° (Figura 22). Tomando el origen de coordenadas en el punto
central del cigliefal, sus parametros son:

J a; Zj

1 0 -2.5d
2 240° -15d
3 120° -0.5d
4 120° +0.5d
5 240° +1.5d
6 0° +2.5d

e Coeficientes para el equilibrado de fuerzas. Los valores para distintos n, calculados
con el procedimiento Matlab DesequilibrioEnLinea.m, se muestran en la tabla

siguiente:
n Cn Sn D,
1,2,4,8,10, 14, 16 0 0 0
6,12,18,24 6 0 6

Por lo tanto, esta maquina estd equilibrada en fuerzas hasta arménico 6.

e Coeficientes para el equilibrado de momentos:

n Cn Sn Dr, Br
1..24 0 0 0

Por lo tanto, no existen momentos de desequilibrio.
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2.9 MAQUINA DE 8 CILINDROS Y CICLO DOBLE

Esta maquina corresponde a los motores de 8 cilindros y 4 tiempos. El cigliefial tiene 8
mufiequillas, cada 90°. Tomando el origen de coordenadas en el punto central del
cigliefial, sus parametros son:

J i %

1 0 -3.5d
2 180 —2.5d
3 270° ~15d
4 90° —0.5d
5 90° +0.5d
6 270° +1.5d
7 180° +2.5d
8 0 +3.5d

e Coeficientes para el equilibrado de fuerzas. Los valores para distintos n, calculados
con el procedimiento Matlab DesequilibrioEnLinea.m, se muestran en la tabla

siguiente:
n Cn Sn D,
1,2,6,10, 14, ... 0 0 0
4,8,12,16 8 0 6

Por lo tanto, esta maquina estd equilibrada en fuerzas hasta arménico 4.

e Coeficientes para el equilibrado de momentos:

n Cn Sn Dr, Bn
1..24 0 0 0

Por lo tanto, no existen momentos de desequilibrio.

2.10 POsICION DE LOS CILINDROS EN MAQUINAS EN LINEA

La actuacion de la maquina (expansion en motores, compresion en compresores) debe
hacerse en intervalos regulares, por lo que es necesario que los distintos cilindros estén
separados angularmente entre si un intervalo angular uniforme y.

El valor del intervalo angular y depende de la duracién angular del ciclo de la maquina 'y
del niumero de cilindros de la misma (n.;;).
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Ciclo simple. La duracién del ciclo es una revolucion (360°). Es el caso de motores de dos
tiempos y compresores de simple efecto. El intervalo angular entre cilindros es:

360°

Nl

'y:

Ciclo doble. La duracién del ciclo es de dos revoluciones (720°). Es el caso de motores
de cuatro tiempos. El intervalo angular es:
_720°

Neig

14

Ademas, la disposicion de los cilindros debe guardar cierta simetria a fin de minimizar
los momentos de desequilibrio. Las disposiciones habituales de cilindros y el angulo y
entre ellos se muestran en la Figura 22.

1 1 1
. . 4
Ciclo simple >
(3609)
3 2 5 3
2 1802 1200 900 720 602 450
1,2 1 1,4 1 1,6 1,8
. 5 4
Ciclo doble
(7209) 3,6 4,5
3 2 2 3 |25 3,4
23 o 2,7
3602 2400 , 1802 1442 1200 , 902

Figura 22 Disposiciones angulares de los cilindros en maquinas en linea

Efectuando el analisis del desequilibrio a las distintas disposiciones, se obtienen los
armoénicos de las fuerzas de desequilibrio que existen en cada una de ellas, que se
muestran en la tabla siguiente.

Numero de Numero de posiciones Armonicos de la
cilindros Ciclo angulares del ciguefal fuerza de
n.i Ngng desequilibrio
2 Simple 2 2,4,6, ..
2 Doble 1 1,2,4,6, ..
3 Ambos 3 6,12, 18, 24, ...
4 Simple 4 4,8,12, 16, ...
4 Doble 2 2,4,6,8, ..
5 Ambos 5 10, 20, 30, ...
6 Simple 6 6,12, 18, 24, ...
6 Doble 3 6,12, 18, 24, ...
8 Doble 4 4,8,12,16
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Una regla general, que puede comprobarse haciendo un estudio detallado, es la
siguiente: para maquinas en linea de 3 o mas cilindros y dngulo a uniforme, sélo existen
fuerzas de desequilibrio para los armoénicos multiplos pares de ng,g. Asi puede
comprobarse con las maquinas estudiadas anteriormente. Una excepcion importante a
esta regla es el motor de 4 cilindros, que tiene armdnicos de desequilibrio de orden 2
en ciclo doble y de orden 4 en ciclo simple.
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3 MAQUINAS CON CILINDROS OPUESTOS

En este caso, todos los cilindros estdn en un mismo plano, pero la mitad estan orientados
segun el eje +X y la otra mitad esta orientada a 1809, segun el -X, en la conocida como
disposicion boxer. Se considera que todos los cilindros son iguales y estan separados una
distancia fija d, con los cilindros impares deslizando segun el eje +X y los cilindros pares
segun el -X (Figura 23). Cada cilindro esta unido a una manivela diferente.

Figura 23 Maquina con cilindros opuestos

Suponiendo que cada mecanismo biela-manivela esta equilibrado de tal forma que
Mot = 0y Jpo = 0, cada uno de ellos produce una fuerza de desequilibrio longitudinal
Fpx, enladireccion del eje de deslizamiento de cada pistén. Por lo tanto, la mitad de las
fuerzas de desequilibrio esta orientada segun el eje +X y la otra mitad segun el -X.

En régimen estacionario w = 6 = C%€ la fuerza de desequilibrio debida a un cilindro
imparj = 1,3,..es:

Fpxj = Fa1 (cos 0, + A, cos 26; — A, cos 48; + Ag cos 66; — )

Para un cilindro par k = 2,4, .., la fuerza de desequilibrio tiene el mismo valor, pero su
signo es contrario.

Fpxx = —F4; (cos 8, + A, cos 26, — A, cos 46, + Ag cos 66, — -+ )
La fuerza total de desequilibrio producida por todos los cilindros de la maquina es:
Fpx = Fpx; + Fpxp = z Fpxj+ z Fpxk
j=1,3,. k=2,4,.

donde el primer sumatorio corresponde a los cilindros impares y el segundo los pares.
Sustituyendo el valor de las fuerzas:

Fpx1 = Fqq (Zj cos8; + A, X cos 20; — A, Xj cos 46; + Ag Z; cos 66; — )

29



Desequilibrio en maquinas alternativas tECﬂ |.| n

Fpxp = —F41 (Z cos 0y + A, X cos 20, — Ay L, cos 460, + Ag Zj, cos 66, — )

La condicion de equilibrado de fuerzas Fpy = 0, es decir Fpy; = —Fpxp implica que:
z cosnb; = 2cosn9k n=12,4,6,.. j=13,.. k=24,.
j K

Para los cilindros impares, las posiciones angulares de los distintos pistones se pueden
referir a la posicion del primero de la misma forma que en las maquinas en linea: 6; =
0, + a; j = 1,3,. siendo a; el angulo de giro del cilindro j medido con respecto al del
cilindro 1, es decir el angulo de la manivela del cilindro j respecto a la manivela del
cilindro 1, adoptando a; = 0.

Luego las condiciones de equilibrio para los cilindros impares se pueden poner como:
¥; cosnb; = cosnb, X;cosna; —sinnb; Z;sinna;

Para los cilindros pares, la relacion entre el giro del cilindro 6;, y el giro del primer cilindro
0, es: 0, = m— 60; — ay. Luego:

L, cosnb, = X, cos(nm —nb; —nay)
X, cosnf, = cosnb; X, cos(na, —nm) — sinnb, X sin(na;, — nmn)

Dado que las funciones cos n8; y sin 8; pueden tener cualquier valor entre 0y 1 al variar
04, sus coeficientes deben ser iguales para los cilindros pares e impares, y las
condiciones de equilibrado de fuerzas quedan:

Coj=Cpe J=13,.. k=24,..
Snj=Suk  j=13.. k=24..

siendo:
Cnj = Zjcosna; Cok = Zrpcos(na, —nm) j=1,3,.. k=24,..
Snj = Xj sinna; Spk = Zisin(nay —nm) j=13,.. k=24, ..

Para el par de desequilibrio se procede de la misma forma, y se llega a que las
condiciones de equilibrado son:

Chi=Chne  Jj=13.. k=24,.
Sni=Swm  Jj=13,.. k=24..

siendo:
Cnj = Zj zj cos na; Cok = Xk Zp cos(nay, —nm)  j=13,.. k=24,..
Spj = Xj z; sinna; St = Zp zgsin(nay —nm)  j=13,.. k=24,..
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3.1 MAQUINA DE 4 CILINDROS OPUESTOS Y CICLO DOBLE

tecnun

Esta maquina corresponde a los motores de 4 cilindros y 4 tiempos con arquitectura
boxer. El cigliefial es plano, con mufiequillas a 180°. Tomando el origen de coordenadas
en el punto central del cigliefial, sus parametros son (Figura 24):

j,k aj, Ay Zj, Zy
3d
J 2
k=2 T _g
2
d
=3 —
J T t5
k=4 0 3
2

Figura 24 Disposicién de los cilindros en un motor boxer de 4 cilindros

e Fuerzas debidas al armonico 1

Cyj = z cosaj = cos0 +cosmt =0
j=1,3,..

Sij = sina; = sin0 +sint =0
j=1,3,

Cik =

Sik =

z cos(ap —m) =0

k=24,..

z sin(ap —m) =0

k=24,..

Como C;; = Cq;, = S1; = 5S¢, = 0, no existen fuerzas desequilibradas en el armédnico 1.
1j 1k 1j 1k

e Fuerzas debidas a los armdnicos n= 2, 4, 6, ...

cosna; = cos0 + cosnmt = 2

sinna; = sin0 4+ sinnt =0

Cn]:z
J

SM:Z
J

Cok = Z cos(nay —nm) = 2

k

Snk = Z sin(na, —nm) =0

k

Como Cyj = Cpi Y Snj = Spk se cumple la condicion de equilibrado, y no hay fuerzas de

desequilibrio en los armdnicos superiores.
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e Momentos debidos al armoénico 1

Cij = ZZ]- cosa; = —2d Cix = sz cos(ay —m) = —2d
J k

{j=22jsinaj=sin0+sinn=0 S{k=22kisin(ak—n)=0
J k

Como C;; = Cix, ¥ S1; = Six = 0 no existen momentos de desequilibrio en el arménico
1.

e Momento de desequilibro debido a los armédnicos n=2, 4, 6, ...

! _ i _— ! —_ —
Chj = Zcosnaj =cos0+ cosnm = —1 nk = Z cos(nay —nm) = +1
j k
Snj =ZSinnaj =sin0+sinnTt =0 ik =Zsin(nak—nﬂ) =0
j k

Como Cp; # Cpy, existen momentos de desequilibrio debidos a los arménicos n > 2.

3.2 MAQUINA DE 6 CILINDROS OPUESTOS Y CICLO DOBLE

Esta maquina corresponde a los motores de 6 cilindros y 4 tiempos con arquitectura
boxer usados en aviacién y algunos vehiculos.

La regularidad de marcha requiere actuacion de los cilindros cada 120°, por lo que el
ciguefial tiene mufiequillas a 120° Los tres cilindros impares estan separados
angularmente entre si 120° y los tres cilindros pares estan también separados 1209, pero
desfasados 180° respecto de los impares (Figura 25).

Figura 25 Disposicién de los cilindros en un motor boxer de 6 cilindros
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Tomando el origen de coordenadas en el punto central del cigliefal, sus parametros son:

Ik a;, Ay Zj, Z
j=1 0 —-2.5d
k=2 180° -1.54d
j=3 120° -0.5d
k=4 300° +0.5d
J=5 240° +1.5d
k=6 60° +2.5d

e Los coeficientes para el desequilibrio de fuerzas, calculados con el procedimiento
Matlab DesequilibrioBoxer.m, se muestran en la tabla siguiente:

n Crj Cnk Snj Snk
1,2,4,8,10, 14, 16 0 0 0 0
6,12,18 3 3 3 3

Como Cp; = Cp = Spj = Spx = 0 en la mayoria de los armonicos, o bien Cy,; = Cyy ¥
Snj = Sni en los armdnicos multiplos de 6, se cumple la condicion de equilibrado, y no
hay fuerzas de desequilibrio.

e Los coeficientes para el desequilibrio de momentos se muestran en la tabla

siguiente:
n CT’lj ik Sr’l}' nk
1,2,4,8,10, 14, 16 -3d —-3d —/3d —\/3d
6,12, 18 —-1.5d 1.5d 0 0

En los arménicos que no son mdltiplos de 6, se cumplen las condiciones Cp; = Cpy ¥
SI

nj = Syx Y no hay momentos de desequilibrio.

En los arménicos multiplos de 6, se obtiene Cy,; # Cpy, y por lo tanto existen momentos
de desequilibrio.
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4 MAQUINAS CON CILINDROS EN V

4.1 MECANISMO SIMPLE EN V

En este caso cada manivela mueve dos conjuntos biela + pistdn, situados formando un
angulo ¥ entre sus ejes de deslizamiento (Figura 26). Cada uno de ellos se trata como
en el caso de un mecanismo simple con un cilindro. Se denomina I al mecanismo situado
a la izquierda mirando la maquina de frente con la bisectriz de la V vertical, y D al otro.

Figura 26 Maquina simple con cilindros en V

Debe situarse la mitad de la masa de la manivela m,, en cada mecanismo, pues una
manivela mueve dos mecanismos. Por lo tanto, el valor de la masa rotativa a emplear
en cada mecanismo es:

La masa en traslacion en cada mecanismo es la misma que en la maquina simple:
a
Merq = My I +m,

Cada una de las bancadas I y D produce unas fuerzas actuantes sobre la sustentacion
de la maquina, debidas al desequilibrio, en sus direcciones de deslizamiento Fy;, Fxp y
transversales Fy;, Fyp (Figura 27).
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Pt
FDY e
NN
2N
3.
A

Figura 27 Fuerzas sobre la sustentacidn debidas al desequilibrio en maquinas en V

Considerando el régimen estacionario =0 6 =w=Ct, los valores de las fuerzas
Fx1, Fxp, Fy;, Fyp se obtienen del estudio de la maquina de un cilindro (apartado 1.6).
Los valores para el banco I son:

Fy; = (Mot + Mira) R w? cos 6

+ Mg R @? (A, cos 26, — A, cos 40, + Ag cos 60, — -++)

Fy; = Myor R w? sin 6,
Los valores para el banco D son similares, cambiando el subindice I por D.
Fyp = (Myor + Myyrg) R w? cos 0p

+ Myrq R 0? (A, cos 20, — A, cos 40 + Ag cos 66 — «++)

Fyp = Myo: R w?sin B

Respecto al par de desequilibrio My, se considera que se ha equilibrado, es decir que
Jpo = 0, como se indica en el apartado 1.8.

La resultante de las fuerzas totales de desequilibrio producidas por ambos bancos, I y
D, situados formando un dngulo 1, es (Figura 27):

Y .Y
Fpx = (Fx; + Fxp) COSE — (Fy; — Fyp) SIHE

Y Y
Fpy = (Fx; — Fxp) sin— + (Fy; + Fyp) cos—
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Sustituyendo las fuerzas debidas a cada banco:

Fpx = cos% [(Myor + Merg)R w?(cosB; + cosBp)]

+ cos% [Mrq R w? (A, (cos 26, + cos 26p) — A,(cos 46, + cos 46p) + )]

— sin% [M,or R w?(sin@; — sin 6p)]

Fpy = sin% [(Myor + Mirg)R w?*(cosB; — cos Bp)]

+ sin% [Mirq R w? (A, (cos 20, — cos 20) — A,(cos 46, — cos 46p) + )]

+ cos% [M,0r R w?(sin @ + sinp)]

El dngulo de giro de la manivela 8 se mide desde el eje bisectriz de la V (Figura 26). Por
lo tanto, los angulos de giro de cada banco son:

_ P _ P
6,=0-- Op =0+

Sustituyendo 6y y 0, en las expresiones de Fpx y Fpy y operando se obtiene:
¥ 2
Fpx =2 (my, + cos 5 Mira R w* cos 6
+ 2 Mypq R w? cos% (A3 cosyp cos26 — A, cos 2y cos46 + Ag cos 4y cos66 + )
oW 2
Fpy = 2 | myy; + sin 5 Mra R w*sin 6@
+ 2 Mypq R w? sin% (A, siny sin 20 — A, sin 2y sin46 + Agsin4y sin66 + -+-)

4.1.1 Equilibrado de las fuerzas primarias

Las fuerzas primarias (primer armoénico) son el primer sumando de Fx y Fpy. Se pueden
cancelar si se cumplen las relaciones:

Myt + COS? > Mitra = 0

Myt + SIN? > Mitra = 0

Sumando y restando estas ecuaciones se llega a:

2Mpot + Mppg =0

2¢

P .
2 —=0
> sin >

La segunda ecuacion se cumple siy = 90°.

Cos
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La primera ecuacion se cumple si:

2Mpot + Mppg =0

Sustituyendo my.,; YM¢rq:

c a
mm§+2mbz+mbz+mp =0

Despejando el primer sumando de la derecha:

c 2b+a
Mg ==m (=) =y

Los dos términos de la derecha sin fijos para un disefio de la biela y el pistén, pero la
ecuacion anterior permite determinar la masa de la manivela m,, y la posicion de su
centro de gravedad (c) para lograr el equilibrado. Se obtiene un valor negativo para la
distancia (c) del centro de gravedad de la manivela al punto de giro, es decir que se debe
situar un contrapeso en la mufiequilla, al igual que en la maquina simple de un cilindro.

Por lo tanto, en la maquina en V pueden equilibrarse las fuerzas primarias adoptando
un angulo de 90° entre las bancadas y situando contrapesos adecuados en la manivela
(Figura 28).

Figura 28 Equilibrado de las fuerzas primarias en maquinas en V a 90°
mediante contrapeso en la manivela
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4.1.2 Maquina simple en V a 90°

Figura 29 Mdquina simple en V a 902

Suponiendo que el dngulo delaVesy = 90°y que se ha equilibrado el primer armdnico
mediante contrapesos en la manivela, las fuerzas no equilibradas quedan:

Fpx = V2 My R 0% (A, cos460 + Ag cos66 + )
Fpy = V2 Mg R w? (4, sin 26)

En la fuerza Fpy en direccion del eje de la V existen todos los armdnicos de orden
superior (4, 6, ...). En la fuerza transversal Fpy solo existe el arménico de orden 2y
desaparecen los superiores, por la presencia de los factores sin 2y, sin 41, etc.

En resumen, las fuerzas de primer orden pueden equilibrarse mediante contrapesos,
pero queda una fuerza transversal al eje de la V, de segundo orden, ademas de las
fuerzas longitudinales segun el eje de la V, de orden 4 y superior (Figura 30).

Figura 30 Fuerzas de desequilibrio en la maquina simple en V a 90°
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La relacién entre las fuerzas Fpy y Fpy es A4 /A,, y para los valores habituales de A4 (0.1
a 0.4) dicho factor es del orden de 0.025 a 0.038. Por lo tanto, las fuerzas Fpy en
direccion del eje de la V son de un valor muy inferior a las transversales Fpy y de
ordinario se ignoran.

4.2 MAQUINAS EN V A 90° CON VARIOS CILINDROS

Estudiamos una maquina con varias filas de cilindros iguales, en V a 90°, equilibradas
cada una de ellas para orden 1 como se ha indicado antes. Por lo tanto, para cada fila
solo queda como fuerza sobre la sustentacidn una fuerza transversal de desequilibrio,
de orden 2. No se consideran las fuerzas de orden 4 y superior en la direccion X (eje de
la V) por ser de valor mucho mas pequefio.

La Figura 31 muestra una fila tipica, situada a una distancia z; del origen.

Figura 31 Fila con dos cilindros en V en una maquina con varios cilindros en V a 90°
La fuerza transversal de desequilibrio de orden 2 para la fila j es:
Fpy; = V2 Mg R 02 (A;sin 26;)
El mdédulo de esta fuerza es Fp,:
Fp, = \/Emtra R w? A,

Por lo tanto, la fuerza de desequilibrio transversal es la componente vertical de una
fuerza rotativa de modulo F, y frecuencia 2w:

FDY,j = FDZ Sin 26]
Esta fuerza produce un momento segun el eje X de valor:

MDX,j = Zj FDY,j = Zj FDZ sin 26]
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La fuerza y el momento de desequilibrio totales, debidas a todas las filas de cilindros,

FDY S ZFDYJ' = FDZZ Sin 26]
MDX = ZMDXJ' = FDZsz sin 26]

Empleando la relacion entre el giro de las distintas filas: 6; = 6, + «; se puede poner:

z sin26; = sin 26, Z cos 2a; + cos 26, Z sin 2q;

Z z; sin 260; = sin 26, Z zj cos 2a; + cos 26, Z z; sin 2q;

Se definen las constantes:

C, = Z cos 2q; S, = Z sin2a; Cy = sz cos2a; S; = ZZ]- sin 2a;

Se obtiene asi la expresidn final de la fuerza lateral Fpy y del momento de desequilibrio

son:

Mpyx, que son de orden 2:
FDY = FDZ (Cz Sin 281 + SZ COoS 291 )

Mpyx = Fp, (C; sin26; + S, cos 26, )

4.3 CONDICIONES DE EQUILIBRADO

Las condiciones de equilibrado son del mismo tipo que para las maquinas con cilindros
en linea:

Equilibrado de fuerzas: C; =0 S, =0

Equilibrado de momentos: C; =0 S; = 0.

4.4 MAQUINA CON 8 CILINDROS EN V A 90°

Las cuatro mufiequillas se sitian a 90°, en una disposicion antisimétrica (Figura 32). El
origen de coordenadas se sitla en el centro de una mufiequilla extrema, que se numera
como 1.
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Figura 32 Maquina con 8 cilindros en V a 90°

Los valores de los distintos parametros geométricos se muestran en la tabla siguiente.

j a; z; 2a; cos 2a; sin 2a; zjcos2a;  zjsin 2q;
1 0° 0 0° +1 0 0 0
2 90° d 180° -1 0 -d 0
3 270° 2d 540° -1 0 -2d 0
4 180° 3d 360° +1 0 +3d 0

Esta maquina tiene equilibrado total de fuerzas y momentos de orden 2. El equilibrado
de orden 1 se hace de forma individual en cada fila, mediante contrapesos en la
manivela.

4.5 MAQUINA CON 6 CILINDROS EN V A 90°

Las tres mufiequillas se sittian a 120°. El origen de coordenadas se sitta en el centro de
una mufiequilla extrema, que se numera como 1 (Figura 33).
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—_——— W

—X=-=

Figura 33 Maquina con 6 cilindros en V a 90°

Los valores de los distintos parametros geométricos se muestran en la tabla siguiente.

j a; Z 2aj cos2a; sin2aq; Zj COS 2q; z; sin 2a;
1 0° 0 0° +1 0 0 0

2 120° d 240° -1/2 —/3/2 —d/2 —d+/3/2
3 240° 2d 480° -1/2 432 —2d/2 —2dV/3/2

C,=0 S,=0  C;=-3d/2 Sy = —3dV3/2

Esta maquina tiene equilibrado total de fuerzas, pues C, =0 S, = 0. En efecto, las
fuerzas de orden 2 en direccion Y debidas a las tres filas son:

FDYZ = FDYZ,I + FDYZ,Z + FDY2,3 = FDZ Sin 291 + FDZ Sin 292 + FDZ Sin 203
Fpy, = Fpy sin 20, + Fp, sin 2(0, + 120°) + Fp, sin 2(6; + 240°)
Desarrollando, se obtiene:
1 V3 1 V3
Fpy, = Fpa <sin 20, — Esin 20, — 7cos 20, — Esin 20, + 7cos 201> =0
Es decir que las fuerzas de desequilibrio transversales a la maquina se anulan entre si.

Sin embargo, existe un desequilibrio de momentos de orden 2, pues los momentos no
se anulan, ya que C; y S; no se anulan. Su resultante es:

3d 3dV3
MDXZ = FDZ <_751n 201 -

cos 291>
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5 PROCEDIMIENTOS MATLAB

5.1 PROCEDIMIENTO DESEQUILIBRIOENLINEA.M

%
%

Coeficientes de desequilibrio de una maquina con cilindros en linea
Alpha: Posicion angular de las mufiequillas (grados)

Z: Posicion axial (2) de los cilindros
nVals: Arménicos a estudiar
d: Separacion entre los cilindros

clear variables

%% Datos de la maquina a estudiar

%
%
%
%
%
%

%
%
%
%
%
%

%
%
%
%
%
%

%
%
%
%
%
%

%
%
%
%
%
%

%

% Maquina de 2 cilindros. Ciclo simple

Alpha=[0 180];

d=1; % Separacién entre los cilindros

% Origen de coordenadas Z en el punto medio entre los cilindros
Z=[-d/2 +d/2];

nvals=[1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 24];

% Maquina de 3 cilindros. Ciclo simple o doble
Alpha=[0 120 240];

d=1; % Separacién entre los cilindros

% Origen de coordenadas Z en el cilindro central
Z=[-d 0 +d];

nvals=[1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 24];

% Maquina de 4 cilindros. Ciclo doble. Mufiequillas cada 180°
Alpha=[0 180 180 0];

d=1; % Separacion entre los cilindros

% Origen de coordenadas Z en el punto medio entre los cilindros
Z=d*[-1.5 -0.5 +0.5 +1.5];

nvVals=[1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 24 30];

% Maquina de 5 cilindros. Ciclo simple o doble
Alpha=[0 216 144 72 288];

d=1; % Separacion entre los cilindros

% Origen de coordenadas Z en el cilindro central
Z=d*[-2 -1 0 +1 +2];

nvals=[1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 24 30];

% Maquina de 6 cilindros. Ciclo doble. Mufiequillas cada 120°
Alpha=[0 240 120 120 240 0];

d=1; % Separacion entre los cilindros

% Origen de coordenadas Z en el punto medio entre los cilindros
Z=d*[-2.5 -1.5 -0.5 +0.5 +1.5 +2.5];

nvals=[1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 24 30];

Maquina de 8 cilindros. Ciclo doble. Mufiequillas cada 90°

Alpha=[0 180 270 90 90 270 180 0];

d=

%

7=

1; % Separacioén entre los cilindros
Origen de coordenadas Z en el punto medio entre los cilindros
d*[-3.5 -2.5 -1.5 -0.5 +0.5 +1.5 +2.5 +3.5];

nvals=[1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 24 30];

%% Calculos
fprintf("Ndmero de cilindros: %d\n*,length(Alpha));
for j=1:length(Alpha)

fprintf("j: %1d Alpha: %6.1Ff Z: %5.1f\n",j,Alphad).Z());

end

%

Coeficientes del equilibrado de fuerzas

fprintf("Equilibrado de fuerzas\n®);
for n=nVals
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Cnh=sum(cosd(n*Alpha));

Sn=sum(sind(n*Alpha));

Dn=sqrt(Cn"2+Sn"2);

Betan=atan2d(Sn,Cn);

fprintf("n: %2d Cn: %8.4FfF Sn: %8.4Ff Dn: %8.4Ff Betan: %8.2f\n",n, Cn,
Sn, Dn, Betan);
end

% Coeficientes del equilibrado de momentos
fprintf("Equilibrado de momentos\n");
for n=nvals
Cpn=sum(Z.*cosd(n*Alpha));
Spn=sum(Z.*sind(n*Alpha));
Dpn=sqrt(Cpn™2+Spn"2);
Betapn=atan2d(Spn,Cpn);
fprintf("n: %2d Cpn: %8.4F Spn: %8.4F Dpn: %8.4F Betapn: %8.2f\n",n, Cpn,
Spn, Dpn, Betapn);
end

5.2 PROCEDIMIENTO DESEQUILIBRIOBOXER.M

% Coeficientes de desequilibrio de una maquina boxer con cilindros opuestos
% Cilindros pares e impares situados a 180°

%

% Alphal: Posicion angular de las mufiequillas impares (grados)

% ZI: Posicion axial (Z2) de los cilindros impares

% AlphaP: Posicidén angular de las muiequillas pares (grados)
% ZP: Posicion axial (2) de los cilindros pares

% nVals: Arménicos a estudiar

% d: Separacion entre los cilindros

clear variables
%% Datos de las maquinas

% Maquina de 4 cilindros. Ciclo doble. Mufiequillas cada 180°
Alphal=[0 180];

AlphaP=[180 0];

d=1; % Separacién entre los cilindros

% Origen de coordenadas Z en el punto medio entre los 4 cilindros
Zl=d*[-1.5 +0.5];

ZP=d*[-0.5 +1.5];

nvals=[1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 24 30];

nvals=[1 2 4 6 8 10 12];

% % Maquina de 6 cilindros. Ciclo doble. Mufequillas cada 120°

% Alphal=[0 120 240];

% AlphaP=[180 300 60];

% d=1; % Separacion entre los cilindros

% % Origen de coordenadas Z en el punto medio entre los 4 cilindros
% Zl=d*[-2.5 -0.5 +1.5];

% ZP=d*[-1.5 +0.5 +2.5];

% nvals=[1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 24 30];

% nVals=[1 2 4 6 8 10 12 14 16 18];

%% Calculos

fprintf("Ndmero de cilindros: %d\n*, length(Alphal)+length(AlphaP));
for j=1:length(Alphal)
fprintf("j: %1d Impar Alpha: %6.1f Z: %5.1fA\n",2*j-1,Alphal().Z1(g));
fprintf("j: %1d Par Alpha: %6.1F Z: %5.1Ff\n",2*j,AlphaP().ZP(J));
end

% Coeficientes del equilibrado de fuerzas
fprintf("Equilibrado de fuerzas\n®);
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for n=nVvals

% Cilindros impares

Cnl=sum(cosd(n*Alphal));

Snl=sum(sind(n*Alphal));

fprintf("n: %2d Impar Cnl: %8.4f Snl: %8.4f\n",n, Cnl, Snl);

% Cilindros pares

CnP=sum(cosd(n*AlphaP-n*180));

SnP=sum(sind(n*AlphaP-n*180));

fprintf("n: %2d Par CnP: %8.4f SnP: %8.4f\n",n, CnP, SnP);
end

% Coeficientes del equilibrado de momentos
fprintf("Equilibrado de momentos\n~);
for n=nvals
% Cilindros impares
Cpnl=sum(ZI .*cosd(n*Alphal));
Spnl=sum(Zl .*sind(n*Alphal));
fprintf("n: %2d Impar Cpnl: %8.4F Spnl: %8.4f\n",n, Cpnl, Spnl);
% Cilindros paresD
CpnP=sum(ZP .*cosd(n*AlphaP-n*180));
SpnP=sum(ZP.*sind(n*AlphaP-n*180)) ;
fprintf("n: %2d Par CpnP: %8.4F SpnP: %8.4f\n",n, CpnP, SpnP);
end
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