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Введение 

Задача розничной продажи товара с ограниченным сроком годности формулирует-

ся следующим образом [1–4]. Продавец, приобретая (производя) партию товара Q по 

цене d за единицу продукции, перепродает ее по розничной цене c. Считается, что вре-
мя реализации T ограничено. По истечении времени T товар не может быть реализован, 

а продавец может нести дополнительные затраты, связанные с утилизацией непродан-

ной единицы продукции b. Необходимо определить оптимальный размер партии товара 

Q и розничную цену c, которые обеспечивают продавцу максимальную среднюю при-

быль. Сложность задачи определяется в основном тем, что для ее точного решения 

необходимо знать статистические характеристика спроса на товар. Для различных мо-

делей спроса на товар решение задачи содержится, например, в работах [1,5,6]. 

1. Математическая модель задачи. Средняя прибыль 

Будем считать, что поток покупателей является пуассоновским потоком интенсив-

ности ( )c   , которая зависит от розничной цены товара. Покупатели покупают товар 

независимо друг от друга, объем покупки ξ есть случайная величина с моментами 

{ }M a  ,  2

2M a   и плотностью распределения p(x). 

Пусть T – длительность торговой сессии и n – число покупателей, которые купили 

бы товар за время T. Тогда объем спроса на товар за время T при фиксированном n есть 

1 2 ...n nx        . 

Обозначим pn(x) – плотность распределения вероятностей величины xn. Тогда об-

щий объем спроса на товар x за время T имеет плотность вероятностей [1,2] 
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( )
( ) ( )
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T

n

n
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p x p x e

n







 . Можно показать [1,5], что при 1T  величина x является 
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асимптотически нормальной со средним значением mx и дисперсией 
2

x , равными соот-

ветственно 

 
xm Ta  , 2

2x Ta   . (1) 

Подсчитаем теперь среднюю прибыль продавца за торговую сессию [1,5]. На по-

купку партии товара размера Q тратится Qd средств. Если спрос на товар x Q , то за 

время T будет распродана вся партия товара и выручка составит Qc. Если x Q , то за 

проданный товар он выручит xc средств и потратит на утилизацию ( )Q x b  денег. 

Усредняя по x, получим, что средняя прибыль продавца составит величину 

 
0 0

( ) ( ) ( ) ( )

Q Q

Q

S dQ cQ p x dx c xp x dx b Q x p x dx



        . 

Для определения оптимальной величины Q вычислим 

( ) ( ) ( )
Q

dS
d b c b p x dx

dQ



      , откуда оптимальный объем партии товара Q будет 

определяться как решение уравнения 

 ( )
Q

d b
p x dx

c b





 . (2) 

Так как d c , то уравнение (2) заведомо имеет единственное решение. 

При 1T , когда распределение спроса может быть аппроксимировано нормаль-

ным распределением со средним mx и дисперсией 
2

x , определяемыми соотношениями 

(1), соотношение (2) дает 

 2 1
d b

Q Ta Ta
c b

 
      

 
, (3) 

где ψ(x) – функция, обратная к функции Лапласа. 

Еще одной характеристикой, которая представляет большой интерес при анализе 

задачи продажи партии товара с ограниченным сроком реализации, является случайное 

время t(Q) реализации партии товара размера Q. Можно показать [5,6], что при 1Q  

t(Q) имеет асимптотически нормальное распределение со средним значением mt и дис-

персией 2

t , равными соответственно 

 
t

Q
m

a



, 2 2

2 3t

Qa

a
 


. (4) 

Из приведенных выше соотношений вытекает, что для определения величины оп-

тимальной партии товара необходимо даже в асимптотическом случае 1T  знать 

такие характеристики потока покупателей как λTa и λTa2. Если они заранее неизвестны, 

а процесс продаж повторяется неоднократно, то можно попытаться определить размер 

оптимальной партии товара по результатам торговых сессий. 

2. Адаптивный алгоритм 

Рассмотрим следующий естественный алгоритм определения оптимального объема 

партии товара, предлагаемой на продажу. 

Пусть на шаге с номером m на продажу была выставлена партия товара размера 

Qm. Тогда в конце торговой сессии возможны два варианта: 

1) товар был продан в количестве m mx Q , т.е. остался непроданный товар в коли-

честве m mQ x ; 
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2) весь товар был продан, продажа товара окончилась в момент времени 
mt T , т.е. 

на время 
mT t  товара не хватило. 

Тогда на шаге с номером 1m   на продажу выставляется партия товара 

        1
m

m m m m m m m m

m

Q
Q Q k Q x I Q x k T t I T t

t
        , (5) 

где 0 1k   – некоторая постоянная, I(x) – единичная ступенчатая функция. 

Таким образом, при наличии непроданного товара на шаге m его количество на 

следующем шаге уменьшается на величину, пропорциональную остатку 
m mQ x , а при 

недостатке продаваемого товара его количество на следующем шаге увеличивается 

пропорционально величине недостающего товара на время 
mT t . 

Пример. На рис. 1 приведен пример, иллюстрирующий работу рассматриваемого 

алгоритма при следующих условиях. Параметры 10T  , 1  , величины покупок 

имеют экспоненциальное распределение со средним 1a  , начальное значение 
1 1Q  . 

Как видно из приведенных графиков, характер получающейся реализации процесса Qm 

зависит от выбора параметров k. 

 

Рис. 1. Изменение величины партии товара, предлагаемого к продаже 

На рис. 2 приведены выборочное среднее Mm и выборочное среднеквадратичное 

отклонение Sm величины партии товара, предлагаемого к продаже, при 10T  , 100T   

и 1  . Объем выборки равен 1000. Значение 100 11.234M   при 10T   и 

100 101.012M   при 100T  . 

 

Рис. 2. Изменение выборочного среднего Mm и выборочного среднеквадратичного отклонения Sm величины партии 
товара, предлагаемого к продаже 
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Из приведенного примера следует, что с ростом T выборочное среднее стремится к 

λTa в соответствии с асимптотическим соотношением (3). Приведем доказательство 

этого факта на «физическом» уровне строгости. Пусть 
m mQ T  . Величины γm, соглас-

но (5), будут удовлетворять рекуррентному соотношению 

        1
m

m m m m m m m m

m

k z I z k T t I T t
t




           , 

где m
m

x
z

T
  при 1T  являются нормальными случайными величинами с математиче-

ским ожиданием 
zm a   и дисперсией 2 2

z

a

T


  , поэтому 

     
 

   

2

22

2
0

1

2

m z

z

m y

m m m m

z

M z I z ye dy a I a

   


          


  

при T   и фиксированном γm, где использована аппроксимация δ-функции [7]: 

2 2

( , ) ( )xx e x
   


 при  . 

Далее, при 1T  1m mQ T  . Поэтому tm – нормальная случайная величина с 

моментами (4) и 

  
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2 2
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2
2
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2 2

2
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22

t m
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x m T zT

m
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T t T x T z
M I T t e dx e dz

t x z
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  

 

   
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  , 

где 
1

1

a
 


, 2

2 2 3

a

a
 


, поэтому при T   

    m m
m m

m m

T t a
M I T t I a

t

    
     

 
. 

Таким образом, при 1T  

          1 |m m m m m m mM k a I a k a I a                , 

откуда    1 (1 )m mM a k M a       или    1 1(1 ) 0m

mM a k M a        при 

k  . 

Далее, 

 

             

 
 

 
 

 

2 2 22

1

22

2

2

2

2 .

m m m m m m m m m m m

m m m m

m m m

m m

a a k z I z k a z I z

T t T t
k a I T t k I T t

t t

                   

   
     

 (6) 

Усредняя по zm и tm входящие в (6) слагаемые при 1T  и фиксированном γm, получим, 

что     
2 22

1 | (1 )m m mM a a k a         или 

     2 22

1 | (1 )m mM a k M a      ,  откуда   2
0mM a    при m . Сле-

довательно, при 1T  величина партии товара 
mQ aT . 

Заключение 

В данной работе рассмотрена задача розничной продажи товара с ограниченным 

сроком годности T. Предложен адаптивный алгоритм, позволяющий по результатам 

повторяющихся торговых сессий определить оптимальную величину партии товара, 
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предназначенного для продажи. Показана сходимость в среднеквадратичном предло-

женного алгоритма в случае, когда 1T . 
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