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Apropriacao do raciocinio combinatério nos movimentos de pecas de um
jogo e na construcao de diagramas de arvore

Appropriation of combinatorial reasoning in the movement of pieces in a game and in the
construction of tree diagrams

Paulo Jorge Magalhaes Teixeira

Resumo: Este trabalho objetiva tornar conhecida a proposta de ensino-aprendizagem acerca de
contetidos basicos de combinatéria por meio de um jogo de tabuleiro ‘Grelha quadrada 3 x 3°. A
proposta deste jogo estd em consonancia com indicagoes presentes na BNCC — Base Nacional
Comum Curricular (BRASIL, 2018) para o ensino e aprendizagem de Matematica nos anos iniciais
do Ensino Fundamental, e visa fomentar a apropriacdo, o exercicio e o desenvolvimento do
raciocinio combinatorio enquanto as possibilidades de tomadas de decisdo relativas a
movimentacdo de tampinhas de garrafa pet sobre o tabuleiro de um jogo sao avaliadas, enquanto um
diagrama de arvore mostrando essas possibilidades vai sendo construido em paralelo. O desenrolar
das andlises de possibilidades de jogadas deu-se logo ap6s o inicio de uma partida (antes da
primeira movimentacdo) e a partir de um dado momento de jogo até que a partida chegasse ou nao
ao seu final. Em prosseguimento, apds o consequente reconhecimento das regras do jogo, foram
propostos problemas de combinatéria aos jogadores, conforme preconiza a teoria de Resolucdo de
Problemas, (ONUCHIC, 1999). Trata-se de uma pesquisa bibliografica que culminou com a
proposicao do jogo, segundo o qual se objetivou dimensionar a importancia e a contribui¢cdo que a
proposicao e criacdo de um jogo didatico representam para a melhoria do processo de ensino
aprendizagem de combinatdria com estudantes dos anos iniciais, em particular arvores de
possibilidades, bem como disponibilizar material didatico para uso de professores.

Palavras-chave: Jogo. Combinatéria. Pensamento Combinatério. Arvore de Possibilidades.

Abstract:

This work aims to make known the teaching-learning proposal about basic combinatorial contents
through a board game 'Square grid 3 x 3°. The proposal of this game is in line with indications
present in the BNCC - National Common Curricular Base (BRASIL, 2018) for the teaching and
learning of Mathematics in the early years of Elementary School, and aims to encourage the
appropriation, exercise and development of combinatorial reasoning while the possibilities of
decision making regarding the movement of pet bottle caps on a game board are evaluated while a
tree diagram showing these possibilities is being built in parallel. The development of the analysis
of the possibilities of moves took place right after the beginning of a match (before the first move)
and from a given moment of play until the match reached its end or not. In continuation, after the
consequent recognition of the rules of the game, combinatory problems were proposed to the
players, as recommended by the theory of Problem Solving (ONUCHIC, 1999). This is a
bibliographical research that culminated in the proposition of the game, according to which the
objective was to dimension the importance and the contribution that the proposition and creation of
a didactic game represent for the improvement of the teaching-learning process of combinatorics
with students of the initials, in particular trees of possibilities, as well as making teaching material
available for use by teachers.
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INTRODUCAO

Nos ultimos vinte e poucos anos o ensino de combinatéria na educacdo basica tem sido
razdo de preocupagdes dos educadores e pesquisadores matematicos, como Batanero et al. (2016) e
Bryant e Nunes (2012), muito em funcdo das orientagcdes presentes quando do lancamento dos
“Principios e Normas para a Matematica”, em NCTM (2000), mormente em documentos
curriculares, orientadores e/ou prescritos, em alguns paises, como é caso no Brasil com os PCN —
Parametros Curriculares Nacionais, em (Brasil, 1997, 1998), e a BNCC — Base Nacional Comum
Curricular, em Brasil (2018). Ademais, varios estudiosos da Educacdao Matematica, como Grando
(2000), Muniz (2010), entre outros, defendem a proposta de jogos como um recurso didatico que
possibilita o desenvolvimento de conhecimentos matematicos, mas também em relacdo as diferentes
formas de pensamento matematico.

Tais pesquisadores e os autores da BNCC (BRASIL, 2018) ressaltam a importancia de um
trabalho exploratério com conceitos basicos de Combinatéria desde os Anos Iniciais do Ensino
Fundamental de modo que o letramento combinatério se dé de modo continuo, crescente e que se
consolide por meio de agdes pedagogicas ja na escola, as quais podem ter inicio com a proposicao
de um jogo didatico, por exemplo. Contudo, para caracteriza-lo como recurso de ensino é
necessario que ele apresente desafios as criancas, além da diversdao, como é o caso do que é
proposto aqui. Assim, é possivel aos alunos elaborarem estratégias variadas nos jogos que sdo
propostos por seu professor, compartilha-las com os colegas e a partir de reflexdes, ampliarem seus
conhecimentos. Ademais, os jogos didaticos possibilitam aprendizados matematicos e aprendizados
extra-matematicos e em muitos casos incluem o levantamento e testes de hipdteses, a criacao de
estratégias, a reflexdo, a andlise, o debate e a argumentagao.

Por parte dos professores se espera que o ensino de tais conceitos se inicie com a
compreensdo acerca das primeiras intuicOes das criancas em relacdo a agOes de selecdo,
agrupamento e combinacdo de objetos entre si, bem como o contato com 0s conceitos iniciais de
Combinatéria, de modo informal. Por outro lado, a aprendizagem é um processo pessoal e subjetivo
do aluno, o qual pode, inclusive, ndo ocorrer com éxito segundo o que é desejado e esperado pelo
professor. Também sdo esperadas possiveis dificuldades cognitivas quando do confronto de ideias e

concepgdes dos estudantes, caso um ensino pedagogico ndo tenha sido desenvolvido com
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orientacdo, cautela e num continuo. Dai a importancia de estabelecer mecanismos pedagogicos que
visem minimiza-las.

O professor pode fazer bom uso de jogos para o desenvolvimento e a apropriacao de
contetidos matematicos, a partir dos quais “observara conhecimentos e fragilidades dos alunos em
relacdo aos conceitos que nele sao tratados, construidos ou em construcao”.

Alguns jogos didaticos - como é o caso do Jogo Grelha Quadrada 3 x 3, objeto deste
trabalho - se prestam bem a atender questdes relacionadas com a compreensdo de conceitos iniciais
de combinatéria, uma vez que contribuem para o conhecimento, compreensao e desenvolvimento
do raciocinio combinatério. Nao apenas para o bom desenrolar do jogo em si, mas também como
ferramenta pedagogica que facilita o trabalho do professor em relacdo a identificagdo e a
compreensdo de elementos dessa tematica pelos alunos enquanto jogam e em relagdo a orientacoes
para a resolucao de problemas que deles sdo derivados, contribuindo fortemente para a consolidacao
do letramento matematico. A BNCC (BRASIL, 2018) orienta-se pelo pressuposto de que a
aprendizagem em Matematica esta intrinsecamente relacionada a compreensdo, ou seja, em relagao
a apreensdo de significados dos objetos matematicos, sem deixar de lado as aplicagGes. Os
significados desses objetos resultam das conexdes que os alunos estabelecem entre eles e os demais
componentes; entre eles e seu cotidiano, e entre os diferentes temas matematicos.

No que concerne ao estudo de nogOes de natureza combinatéria e a exploracdo de
habilidades, sugerido pelos autores da BNCC (BRASIL, 2018, p. 294) para serem desenvolvidos a
partir do 5° ano do Ensino Fundamental, os objetos de conhecimento sdo os problemas de
contagem do tipo “Se cada objeto de uma colecdo A for combinado com todos os elementos de
uma colecdo B, quantos agrupamentos desse tipo podem ser formados?”, e a unica habilidade
requerida “(EFOSMAQ9) Resolver e elaborar problemas simples de contagem envolvendo o
Principio Multiplicativo, com a determinacdo do numero de agrupamentos possiveis ao se
combinar cada elemento de uma colecao com todos os elementos de outra colecdo, por meio de
diagramas de arvore ou de tabelas®.

Ressalte-se que a habilidade acima, a qual é sugerida pelos autores da BNCC para ser
desenvolvida com alunos do 5° ano do Ensino Fundamental ndo s6 é a primeira no conteudo de
Combinatdria como é a tnica para este segmento nos cinco primeiros anos iniciais.

Diferentemente do que aponta a habilidade descrita acima, presente na BNCC, o autor

entende que etapas importantes associadas a mobilizacdo e o exercicio do raciocinio combinatério
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ficam bastante comprometidas quando o estudante ndo € instado a resolver problemas de contagem
que envolvem os dois Principios Basicos de Contagem: Multiplicativo e Aditivo em conjunto. Tais
tipos de problemas ndo estdo condicionados a combinacdo de cada objeto de uma colecio com
todos de outra colecdo - tal como é nomeado na referida habilidade -, mas a um ou mais dentre os
elementos (ndo todos) da outra colecao.

Ademais, o Principio Multiplicativo é evocado logo de imediato, o que talvez possa deixar
transparecer aos desavisados que somente esses tipos de problemas tenham resolugdes via
representacdes graficas por meio de tabelas e arvores de possibilidades, com equivaléncia em
representacOes numéricas via aplicacdo deste Principio. Desse modo o Principio Aditivo nunca sera
evocado, tanto na representacdo numeérica quanto na representacdo grafica. O Principio Aditivo
também pode/deve ser aplicado a partir de tabelas de dupla entrada e em diagramas de arvores, e
confirmado em uma correspondente representacao numeérica.

Com a proposicao deste jogo objetiva-se promover compreensdo acerca da mobilizacdo e o
exercicio do raciocinio combinatério para a constru¢do de um diagrama de arvore, ndo com o
propdsito de quantificar possibilidades - ndo envolve diretamente o Principio Multiplicativo -, mas
com o objetivo de enumerar (mostrar) todos os possiveis resultados que podem ser obtidos quando
da disputa de uma partida no jogo.

As possibilidades de movimentagdo das tampinhas sobre o tabuleiro de jogo perpassam pela
mobilizacdo e o exercicio do raciocinio combinatério e, diferentemente do que aponta a habilidade
da BNCC acima, a construcdao da arvore de possibilidades ndo esta condicionada a combinacgao de
cada objeto de uma colecdo com todos os objetos de outra colecdo. Por conta disso, e por meio da
utilizacdo deste jogo, o inicio da proposta de trabalho com combinatdria estd centrado no
desenvolvimento da nocdo de obtencdo de todas as possibilidades que atendem as condi¢des do
problema combinatorio associado, qual seja: enumerar todas as possibilidades como o Jogo Grelha
Quadrada 3 x 3 pode vir a se desenrolar ao longo de uma partida.

Enquanto os alunos constroem o diagrama de arvore de possibilidades, espera-se que eles
compreendam que o referido diagrama é uma representacdo grafica que permite exibir todas essas
possibilidades - quando esse quantitativo de possibilidades nao é demasiado grande, melhor ainda,
com € o caso do quantitativo no presente caso. Por outro lado, embora esse total de possibilidades

ndo seja numeroso torna-se complexo fazer uso de uma representacao numeérica para quantifica-lo.
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E muito comum que pessoas se esquecam de considerar uma ou outra possibilidade que
atenda a solugdo qualitativa ou quantitativa de um problema de Combinatéria por ndo conhecerem
uma maneira como todas as possibilidades podem ser enumeraveis - construir um diagrama de
arvore, por exemplo -, ndo necessariamente tendo de construi-lo por completo.

Tais conhecimentos contribuem enormemente para o desenvolvimento e aprimoramento da
mobilizacdo e o exercicio do raciocinio combinatério, mormente para a determinacao do
quantitativo de possibilidades, isto é, quando for preciso fazer uso de uma representacao numérica.

Ademais, o conhecimento acerca da construcao de arvores de possibilidades vai além desse
Unico proposito. Também se mostra imprescindivel durante a etapa de aprendizado com
experimentos aleatdrios, nos quais seja requerido determinar todas as possibilidades que podem vir
a acontecer. E importante que os alunos verbalizem esses resultados com o propésito de dar inicio a
construcao do correspondente espaco amostral, e para tal faz-se necessario construir uma arvore de
possibilidades para identificar todos os eventos simples. Também compreenderem que a estrutura
da arvore de possibilidades servira de apoio para a determinacdo da respectiva arvore de
probabilidades, a qual facilitard& em muito o calculo das probabilidades de cada um dos eventos
simples e, também, de eventos compostos.

Este trabalho é um recorte de uma pesquisa ampla do grupo de pesquisa formado por
professores de matematica e estudantes de graduacao do qual o proponente é o coordenador. Tal
pesquisa objetiva responder a seguinte questdo principal: “Em consonancia com as orientacdes
presentes na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que situacoes de aprendizagem um
professor de matematica precisa selecionar, dirigir e propor de modo a identificar e conhecer como
o raciocinio combinatério é apropriado, exercitado e desenvolvido pelos seus alunos do Ensino
Fundamental, durante a resolucdo de problemas préprios da tematica combinatéria, de modo a
compreender as dificuldades que eles enfrentam e para ajuda-los a superar essas dificuldades?”

De modo a encontrar subsidios que respondam a questdo de pesquisa, parte dela se
direcionou no sentido de compreender de que forma cada tomada de decisdo em relacdo a uma
possivel jogada no jogo de tabuleiro Grelha Quadrada 3 x 3, por cada jogador, contribui para que os
jogadores e demais alunos compreendam acerca das possibilidades de se construir um diagrama de
arvore que retrate esses momentos e como essa construcao deve ser feita.

Inicia-se por fazer uma pesquisa bibliografica acerca do objeto matematico e o uso de jogos

no ensino aprendizagem da Matematica basica e ela levou a conceber testar e propor o Jogo Grelha
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Quadrada 3 x 3, objeto do presente recorte da pesquisa. Tomamos com referéncia texto dos autores

dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), em Brasil (1997), segundo os quais

[...] um aspecto relevante nos jogos, é o desafio genuino que eles provocam no aluno, que
gera interesse e prazer. Por isso, é importante que os jogos facam parte da cultura escolar,
cabendo ao professor analisar e avaliar a potencialidade educativa dos diferentes jogos e o
aspecto curricular que se deseja desenvolver (BRASIL, 1997, p.49).

Levando em conta os aspectos basicos que caracterizam uma investigacdo qualitativa, como
0s que estdo presentes em Franco (2005), o estudo se caracterizou como uma investigacao de
natureza qualitativa. Assim, este trabalho tem o propoésito de apresentar as regras do jogo e como
objetivo pedagdgico o de permitir que os alunos construam um diagrama de arvore, além de
apresentar propostas de proposicao de problemas que tém relacdo direta com o jogo e o objeto
matematico requerido para prover as resolucdes, qual seja: o conhecimento, desenvolvimento e o
exercicio do raciocinio combinatério para a constru¢ao do diagrama de arvore.

Uma vez compreendido como o diagrama de arvore pode ser construido é recomendavel
finalizar tais momentos construtivos representando todas as possibilidades que se apresentam a
partir dos primeiros movimentos das pecas do jogo grelha quadrada 3 x 3, pelos dois jogadores,
considerando que o quantitativo de possibilidades ndo é demasiado grande e o fato de que o
diagrama pode ser construido por partes. Tendo o diagrama de arvore sido construido de inicio,
tem-se o propdsito de que o aluno compreenda que ele retrata todos 0s possiveis modos como uma
partida do jogo pode se desenrolar a partir de um particular momento do jogo, que pode ou ndo ser

o momento da jogada inicial.

2. REFERENCIAL TEORICO

O raciocinio combinatério é imprescindivel a todo sujeito que continuamente dele se
aproprie, o compreenda e fagca correto uso por toda a sua escolaridade, de modo que esteja
preparado para mobiliz4-lo quando da resolucao de diferentes tipos de problemas durante o estudo
de Combinatoria, mas ndo apenas com este fim.

E importante perceber e identificar a estreita relacdo que hé entre o raciocinio combinatério
e o raciocinio probabilistico e ndo naturalizar a Combinatéria como darea coadjuvante da
Probabilidade. Tanto o raciocinio probabilistico, um dos raciocinios matematicos que devem ser

desenvolvidos ainda na tenra idade, desde o 1° Ano do ensino fundamental, quanto o raciocinio
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combinatério, cuja orientacdio é a de que seja desenvolvido a partir do 5° Ano do ensino
fundamental, segundo os autores da BNCC, tém significativa importancia para o letramento
matematico dos cidadaos, enquanto agentes transformadores sobre a ordem social, ao permitirem o
acesso, a compreensao e o manejo de informacdes.

Uma vez que o raciocinio combinatério seja compreendido, apropriado e exercitado, ele
permite o provimento de conhecimentos matematicos suficientes ao entendimento e a apropriacao
de todos os outros conceitos da combinatéria que sdo necessarios para resolver uma extensa
variedade de diferentes tipos de problemas de contagem. A compreensdo e a conceptualizacao dos
conceitos de arranjo, permutacdo e combinacdo passam, necessario e obrigatoriamente, pelo
exercicio e o desenvolvimento do raciocinio combinatorio, e sdo estes conceitos da Combinatoria os
que mais fortemente sdo explorados com os estudantes do ensino basico. Assim, tanto o letramento
matematico combinatério quanto o matematico probabilistico devem ser feitos em um constante, e
se estenderem ao longo do tempo por muitos anos, e ndo apenas durante o periodo de estudos da
escola basica.

Tais letramentos precisam continuamente ser alimentados (adquiridos, exercitados) uma vez
que ndo fazendo assim podem vir a ser esquecidos ou exercitados de maneira incorreta, mormente
em situagOes cotidianas distantes da escola (particularmente em relacao a literacia estatistica, muito
presente na vida do cidaddo contemporaneo que precisa compreender certas questdoes e
procedimentos inferenciais estatisticos associados aos conceitos de risco, por exemplo). Em muitas
vezes causando situacoes equivocadas de compreensdo de probabilidade que afetam fortemente nas
tomadas de decisdo - principalmente nas areas de investimentos, seguros e avaliacdes. Dai a
importancia de o ensino destas duas tematicas serem feitas na escola desde os anos iniciais,
estendendo-se para uma formag¢ao mais ampla do cidaddo. Mediante o exposto, entende-se o porqué
de a sua importancia no ensino da matematica ser constantemente ressaltada por professores e
pesquisadores e quase sempre ser posta a prova em diferentes areas da propria Matematica e/ou em
diversas situagOes cotidianas, as quais exigem seu correto exercicio para a compreensao do contexto
em que esta presente, e dele se precise para a tomada de uma decisdo, por exemplo.

Diante de tais argumentos, os quais sdo tdo caros aos professores e pesquisadores, parece-
nos nao ser dificil entender que um estudante nao se transforma em um sujeito letrado
combinatoriamente de um dia para outro. Tampouco a escolaridade na escola basica parece ser

suficiente para dota-lo de tal competéncia matemadtica embora ndo seja isso o que se queira, almeje
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e busque enquanto professores neste segmento de ensino. Portanto, como tudo comeca do inicio, é
preciso iniciar com consisténcia e cuidados desde as situacdes presentes no cotidiano dos alunos e
de suas familias.

Por exemplo, faz-se oportuno permitir que os estudantes reflitam acerca da quantidade de
modos como pode escolher uma calca e uma camisa para sair se no seu armario ha tantas pecas de
cada, ou refletir quando do uso de materiais manipulaveis, de modo que compreendam acerca do
exercicio do raciocinio combinatério, por exemplo. Ou, ainda, o reconhecimento acerca de
representacdes espontaneas (mais lddicas) ou graficas para se chegar as representacdes numéricas.
Tudo no seu tempo e hora, para se chegar adiante a complexidade que é propria da mobilizacdo e do
exercicio do raciocinio combinatério para resolver situacdes amplas e mais complexas.

Mas, afinal, o que é o raciocinio combinatorio?

“Uma possibilidade (agrupamento-solugdo) para um problema combinatorio é resultante da
combinagdo entre dois ou mais objetos, letras, algarismos, pecas, cores etc., presentes no contexto
do problema”. Tais combinacdes e respectivas possibilidades sempre podem ser apresentadas em
um diagrama de arvore, a partir do momento em que o sujeito que o esta construindo se coloque na
posicao de alguém que vai executar tais a¢des de combina¢do mobilizando e exercitando o
raciocinio combinatério. No caso particular do jogo em questio e antes de movimentar sua
tampinha de movimentacdo no jogo, o sujeito jogador ja deve refletir a luz das regras do jogo qual
(is) movimentacdo (Ges) e (sdo) possivel (is) ser (em) feita (s) a partir da situacao de jogo deixada
pelo seu oponente por ocasidao da jogada anterior, “combinando-as” entre si para que a sua jogada
impeca o seu oponente de fazer a jogada seguinte, ou que ele a faca com certa dificuldade.

O exercicio do raciocinio (pensamento) combinatorio por alunos e/ou professores é
perceptivel a partir do enfrentamento de situagdoes-problema de contagem nas quais o enunciado
pede seja feita a enumeracdo (solucdo qualitativa) de todas as solucdes (possibilidades,
agrupamentos-solucdo) ou que se determine o seu quantitativo total (solucdo quantitativa). Para
enumerar as solucoes, faz-se uso de uma representacao grafica (esquema, produto cartesiano, tabela
de dupla entrada ou uma arvore de possibilidades (diagrama de arvore), quando for o caso), nas
situagOes em que o quantitativo de possibilidades a “combinar” nao seja demasiado grande.

Para contar a totalidade de solugdes, tal contagem pode ser feita uma a uma (ou por grupos)
diretamente a partir da representacao grafica que tenha sido utilizada (caso esse quantitativo nao

seja demasiado grande) ou, faz-se uso de uma representagdo numeérica para efetuar a contagem total
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a partir da mobilizacdo e exercicio do raciocinio (pensamento) combinatério. Em qualquer das duas
situacoes, a contagem de possibilidades permite que se utilize um novo jeito de pensar, isto é, sera
preciso mobilizar e exercitar o raciocinio combinatério para dar conta de obter uma resposta
qualitativa ou obter uma resposta quantitativa.

Fato é que para fazer a contagem de todas as possibilidades que atendem a solucdo de um
problema de combinatdria, ndo sera preciso lancar mao de um repertério de férmulas para dar conta
da contagem, mas sim por meio de um processo que apenas vai exigir a construcdao de um modelo
simplificado, claro, objetivo e explicativo a respeito da situacdo presente no contexto. O modelo
podera atender a situagOes particulares, de inicio, mas também pode ser mais geral, como é o caso
da construcdao de um diagrama de arvore. Em particular, o diagrama de arvore constitui uma
representacdo grafica bastante adequada para introduzir e compreender ideias combinatdrias iniciais
relativas ao exercicio do raciocinio combinatdrio segundo o qual é possivel conhecer cada uma das
possibilidades e obter o quantitativo total destas, quando da exploracao e resolucao de uma extensa
variedade de problemas de Combinatéria.

Uma vez que um sujeito cumule experiéncias diversificadas no trato de situacdes préprias da
Combinatdria, ou seja, uma vez que tenha total dominio sobre o conceito combinatério presente no
enunciado de um problema de contagem, por vezes basta que faca um simples rascunho de como
seria o diagrama de arvore para que defina de pronto uma estratégia para encaminhar a resolucao do
problema e, assim, obter o quantitativo de todas as possibilidades. Mas, ndao pense ser sempre uma
tarefa simples resolver um problema combinatério, pois em alguns problemas pode ser que varios
conceitos combinatdrios precisem ser mobilizados em conjunto.

Em comum entre os diferentes tipos de problemas combinatérios o fato de ser indispensavel
o exercicio do raciocinio combinatorio, além da necessidade de o sujeito que esta prestes a resolver
o problema ter plena compreensao acerca da situagao envolvida, segundo os termos do enunciado.
Por vezes, problemas combinatorios com enunciados concisos exigem resolucdes engenhosas e/ou
complexas e, nestes casos, para a mobilizacdo do raciocinio combinatorio, sera preciso fazer uso de
procedimentos diretamente relacionados com o seu exercicio por reiteradas vezes.

As citacOes seguintes ajudam-nos a uma ampliacdo conceitual acerca da mobilizacdo e

exercicio do raciocinio combinatoério:
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Inhelder e Piaget (1955), apud Navarro-Pelayo, Batanero e Godino (1996), apontam a
maneira como o raciocinio combinatério (embora o chamem de raciocinio hipotético-dedutivo),

opera com as possibilidades, segundo a citacdo a seguir:

[...] De acordo com Inhelder e Piaget (1955), o raciocinio hipotético-dedutivo opera com as
possibilidades que o sujeito descobre e avalia, por meio de opera¢ées combinatérias. Esta
capacidade pode relacionar-se com os estadgios descritos na teoria de Piaget: depois do
periodo das operacdes formais, o adolescente descobre procedimentos sistematicos de
construgdo combinatdria, ainda que para as permutagoes seja necessario esperar a idade de
15 anos (NAVARRO-PELAYO, BATANERO e GODINO, 1996, p. 2).

Para Inhelder e Piaget (1955), apud Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1997):

[...] as operacdes combinatérias representam algo mais importante que um mero ramo da
matematica. Elas constituem um esquema tdo geral como a proporcionalidade e a
correlacdo, que emergem simultaneamente ap6s a idade de 12 a 13 anos (estagio das
operagdes formais, segundo Piaget). A capacidade combinatéria é fundamental para o
raciocinio hipotético-dedutivo, o qual opera pela combinacdo e avaliacdo das possibilidades
em cada situacdo (BATANERO, GODINO e NAVARRO-PELAYO, 1997, p. 27).

Resultados de uma pesquisa que foi feita por Fischbein (1975) mostram que a “capacidade
de resolver situacOes-problemas que envolvem o raciocinio combinatério (problemas
combinatorios)” nem sempre se alcanca no nivel das operagdes formais se um ensino especifico do
assunto nao for oferecido. Ou seja, ainda que de forma indireta, Fischbein (1975) aponta que o
raciocinio combinatorio precisa ser exercitado, estimulado e desenvolvido pelo professor enquanto
ele propde que os seus alunos resolvam problemas de Combinatéria e ele atue como mediador da
aprendizagem. Neste particular contexto, o papel de mediador da aprendizagem (o mesmo que
organizador) exige do professor que ele conheca bem seus alunos no tocante as expectativas e
competéncias cognitivas uma vez que ele é responsavel por escolher os problemas que possibilitam
aos alunos construirem conhecimento, e compreenderem aspectos procedimentais de resolucao dos
problemas. Para tal, sera preciso que ele constantemente os acompanhe durante todo o processo de
resolucdo de problemas de combinatdria e probabilidade, tendo em vista os objetivos os quais
propde que eles os alcancem, durante todo o decorrer da aprendizagem.

Uma vez que consideramos ser a aprendizagem fruto de agoes efetivas do préprio estudante,
no sentido de promové-la para si, referimo-nos ao olhar do professor de organizador da
aprendizagem como responsavel por orientar, incentivar e cuidar para que o estudante esteja sempre

se questionando para poder acompanha-lo de perto de maneira que ndo esmoreca frente as
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dificuldades que encontre mas que prossiga. Outra faceta do papel do professor em todo o processo
de ensino-aprendizagem deve ser a de portar-se como um ouvidor, isto é, aquele que compartilha
com os alunos informacdes, textos, materiais etc. que sdo necessarios a todo o processo de
aprendizagem e, que ele sabe de antemdo, que os alunos sozinhos provavelmente ndo teriam

condicoOes de obté-los. Acerca de parte dessas questoes, assim se manifesta Freire (2013):

[...] Meu papel fundamental, ao falar com clareza sobre o objeto, € incitar o aluno a fim de
que ele, com os materiais que ofereco, produza a compreensdo do objeto em lugar de
recebé-la, na integra, de mim. Ele precisa se apropriar da inteligéncia do contetido para que
a verdadeira relacdo de comunicacdo entre mim, como professor, e ele, como aluno se
estabeleca. [...] Ensinar e aprender tém que ver com o esforco metodicamente critico do
professor de desvelar a compreensdo de algo e com o empenho igualmente critico do aluno
de ir entrando como sujeito em aprendizagem, no processo de desvelamento que o
professor ou professora deve deflagrar. Isso ndo tem nada que ver com a transferéncia de
conteido e fala da dificuldade, mas, ao mesmo tempo, da boniteza da docéncia e da
discéncia (FREIRE, 2013, p.116).

Ademais, o proprio professor deve servir de exemplo ao exercitar coletivamente o raciocinio
combinatorio enquanto promove a resolucao de problemas de contagem durante os momentos de
reflexdes e discussdes. Ou seja, enquanto exerce o papel de mediador.

Portanto, de maneira a acompanhar de modo diligente a compreensdo, a apropriacdo, o
exercicio e o desenvolvimento do raciocinio combinatério de seus alunos, o professor precisa estar
atento a maneira como eles se comportam em cada um desses momentos durante a resolucao de
cada problema que tenha proposto, e eles o estiverem resolvendo.

Em relagdo a conceptualizacao do raciocinio combinatorio, Xxxxxx (xxxx) salienta que

[...] o raciocinio combinatério é um conjunto de acdes cognitivas, ndo inatas ao sujeito, as
quais permitam que ele encaminhe procedimentos sistematicos de selecdo, particao ou
colocagdo de objetos, pessoas, niimeros ou letras, combinando-os adequadamente, de modo
que o resultado dessas acdes tenha significado e obedeca as sistematizacdes necessarias a
garantia de obtencado de todas as possibilidades (agrupamentos-solucdo) que satisfazem ao
problema de contagem proposto. Além do mais, o resultado das “combinacdes” é obtido
com a exploracao e o exercicio do raciocinio combinatério de maneira recursiva em relacao
ao que antes ja havia sido “combinado”. As “combinagdes” feitas, passo a passo, podem ser
visualizadas por meio da constru¢do de uma representacdo grafica, ou compreendidas por
meio de uma representacao numeérica via uma ou mais opera¢oes numéricas multiplicativas
e/ou aditivas. Portanto, podemos entdo caracterizar o raciocinio combinatério como o
raciocinio que é derivado do ato de “combinar” (o mesmo que associar, juntar, compor)
objetos (ou pessoas, letras, algarismos) com outros de igual natureza ou ndo
(XXXXXXXX, xxxX, p. 36-37).
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Nao obstante passados mais de 13 anos que os PCN foram lancados, o ensino tradicional da
matematica baseado na exposicdo de um resumo de parte do conteido por meio de definigOes,
exemplos e exercicios de fixacdo/aplicacdo presentes ou ndao no livro didatico ou em fichas de
atividades auxiliares, ainda esta muito presente nas escolas. Metodologia que prima em dar
importancia aos aspectos relacionados com o “treinar técnicas” e “operacionalizar” no seu uso por
meio de uma abordagem sucinta, fragmentada, desarticulada de temas sociais e desvinculada da
realidade do aluno, colocando-o diante de acdes de passividade pois ele vé, ouve e reproduz. E, para
ele, se todas as vezes ele faz tudo isso razoavelmente bastante bem, fica-lhe a sensacdo de que
aprendeu o contetido que foi ensinado. Ensino em que acontece o “ensinar por ensinar” o “calculo
pelo calculo” e nada mais, configurando a reproducao de um “conhecimento” sem sentido para o
aluno. Nessas situagdes, pouco ou nada do cognitivo do aluno é explorado e deixado que venha a
tona em sala de aula porque o professor em poucas ou em nenhuma vez lhe da voz. No coletivo,
muito pouco é refletido sobre as amostras das realizacGes pessoais ou dos colegas que
poderiam/deveriam estar reunidos em grupos pequenos, de até 4 alunos, por exemplo.

Entende-se que as consideragGes acima tém uma consideravel visibilidade quando sao
sustentadas em reflexdes oriundas de trabalhos de renomados educadores, como é o caso, tais como

as que estao presentes em todo o trabalho de Freire (2013), como no recorte a seguir:

[...] Somente quem escuta paciente e criticamente o outro, fala com ele, mesmo que, em
certas condic¢Ges, precise fala a ele. O que jamais faz quem aprende a escutar para poder
falar com é falar impositivamente. Até quando, necessariamente, fala contra posi¢des ou
concepcoes do outro, fala com ele como sujeito da escuta de sua fala critica e ndo como
objeto de seu discurso. O educador que escuta aprende a dificil licdo de transformar o seu
discurso, as vezes necessario, ao aluno, em uma fala com ele (FREIRE, 2013, p.111).

Por conta de toda essa pratica pedagdgica entendemos que o aluno ndo se torna participe da
sua prépria aprendizagem, ou seja, ndo reflete sobre o que lé e ouve e tampouco discute questdes
com os seus colegas e o professor. Ou seja, o aluno ndo é instado pelo seu professor a estabelecer
conexdes entre 0s seus conhecimentos anteriores e apropriagdes de novos saberes, as quais podem
ser estabelecidas por meio da resolugdo de problemas em conjunto com os colegas ou durante a
exposicao da producao acerca daquilo que compreendeu e cumulou. Segundo Freire (2013, p. 83),
“O fundamental é que professor e alunos saibam que a postura deles, do professor e dos alunos, é
dialogica, aberta, curiosa, indagadora e ndo apassivada, enquanto fala ou enquanto ouve. O que

importa é que professor e alunos se assumam epistemologicamente curiosos” (grifos do autor).
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Uma vez que o professor de Matematica ja saiba de antemdo que o conceito de mobilizacao
do raciocinio combinatdrio estara presente em um particular conjunto de problemas que vai propor
aos seus alunos ele precisa ter amplo dominio acerca deste conceito e dos seus diferentes
significados, conforme seja a aplicacdo que estd em estudo. A maioria das aplicacdes de conceitos
combinatorios pode ser explorada com alunos do ensino fundamental, mas também com os alunos
do ensino médio. O dominio do conteido permite ao professor sentir-se em condi¢des de fazer a
transposicao didatica - para cada um dos significados do raciocinio combinatério -, conforme seja o
universo dos alunos em que a temadtica estara sendo desenvolvida. Mas ndo é uma tarefa simples,
pois o professor precisa ter plena compreensao acerca das ferramentas que devem ser mobilizadas
para caracterizar o modelo matematico que atenda a situacdo que estara sendo explorada. E o
conhecimento que Shulman (1986, p. 2) chama de “conhecimento pedagégico do contetido”
(traducdo nossa), conhecimento para o ensino de um determinado conteudo, matematico ou nao.

Para este particular contexto tal conhecimento deve ser mobilizado pelo professor de modo
que ele tenha plena compreensdo acerca dos significados dos dois principios de contagem - os quais
precisam também ser apropriados pelos alunos quando da apresentacdo e o desenvolvimento da
tematica independentemente do conteido que esteja sendo explorado, e para qual universo de
alunos do ensino basico tenha o propésito de atender. Neste estudo, o objeto matematico ressaltado
contempla as competéncias associadas com o proposito de propor, refletir, discutir e resolver
problemas de combinatéria, os quais, por sua vez, exigem a mobilizacdo e o exercicio do raciocinio
combinatorio, explorando ideias basicas em um contexto da combinatoria desde os anos iniciais e
em um crescente, ao longo de toda a escolaridade basica. Também porque os problemas
relacionados com o contetido devem ser explorados ao longo de toda a educagdo basica segundo
uma metodologia que se aproxima de uma espiral: o conteido é retomado de tempos em tempos,
para ser ampliado com a proposicdao de problemas de contagem mais complexos.

Todo o estudo tem o proposito de tornar conhecidas as diferentes técnicas de contagem para
resolver problemas de combinatéria - desde os mais simples aos mais complexos -, 0s quais exigem
técnicas de contagem mais sofisticadas e/ou o uso de mais que um contetido em conjunto com outro
(s). Em comum, todos exigem a mobilizacdo e o exercicio do raciocinio combinatorio.

Ao iniciar o estudo, o professor precisa estimular a exploracdao de conceitos matematicos
associados com o pensamento aditivo, o pensamento multiplicativo e o raciocinio combinatério por

meio da proposicao de diferentes tipos de problemas que envolvem diferentes técnicas de contagem.
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Trata-se de um conteudo da Matematica que precisa ser apresentado, explorado, discutido e
fundamentado desde os anos iniciais do ensino fundamental uma vez que tais experiéncias
permitem promover a inser¢do dos alunos em problemas presentes no cotidiano de suas familias,
desde entdo, a partir de conceitos da propria Matematica. Por essas razdes consideramos que o
conhecimento e a apropriacdo de conceitos da Combinatoria, pelos alunos, mostram-se importantes
e indispensaveis ser desenvolvidos na escola ja desde a mais tenra idade.

Por conta dessas considera¢des concordamos com Xxxxxxxx (2020) quando enfatiza que

[...] tais experiéncias apresentam possibilidades de novas aprendizagens no exercicio
docente a partir de acdes dialégicas e da interacdo entre pares, as quais vém reforcar uma
tese muito presente na area de formacdo e pratica docente de professores em grupos
colaborativos, segundo a qual é pela reflexdo na pratica e sobre a pratica que se pode
reestruturar os conhecimentos profissionais dos professores (XXXXXXXX, xxxx, p.111).

Em prosseguimento, seguem as regras e consideracoes a respeito do jogo.

3. 0 JOGO GRELHA QUADRADA 3X 3

L. Material a ser disponibilizado para uso durante o desenrolar do jogo: O jogo utiliza um
tabuleiro quadrado 3 x 3 (trés quadrados menores dispostos no sentido vertical por 3 quadrados
menores dispostos no sentido horizontal, totalizando 3 x 3 = 9 quadrados menores), denominado
por Grelha Quadrada 3 x 3, como mostrado na Figura 1, a seguir, mais a esquerda e um outro,
numerado, mais a direita. Trata-se de um jogo entre dois oponentes: A e B. Para realizar os
movimentos sobre o tabuleiro sdo utilizadas duas tampinhas de garrafa pet de cores distintas. O
jogador que vai dar inicio ao jogo sera decidido por meio de uma disputa tipo par ou impar. O
vencedor dessa disputa deve colocar sua tampinha de garrafa pet no quadrado localizado no canto
inferior a esquerda (ou canto superior a direita) e o seu oponente devera colocar a sua tampinha de
garrafa pet no quadrado localizado no canto superior a direita (ou canto inferior a esquerda), como
mostrado no tabuleiro intermediario da Figura 1, a seguir, o qual mostra a disposicao das tampinhas
antes de o jogo ter inicio. Para o restante do texto, considere que o jogador A foi o vencedor da
disputa par ou impar. O tabuleiro mais a direita, mostrado na Figura 1, abaixo, aponta para um

momento de jogo que foi interrompido apés o 3° movimento, feito pelo jogador A, o Gltimo a jogar.

Figura 1: Tabuleiro do Jogo Grelha Quadrada 3 X 3, possiveis posi¢oes iniciais, os possiveis 3 primeiros movimentos

de uma partida e os quadrados do tabuleiro numerados
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Fonte: o autor.

II. Objetivos do jogo: O objetivo de cada jogador é capturar a tampinha do seu oponente ou
posicionar a sua tampinha na posicao do seu oponente quando do inicio da partida. Para atender a
qualquer um desses dois objetivos sera preciso que cada jogador obedeca as regras do jogo, as quais
serao mostradas em prosseguimento.

III. Regras do jogo: As regras do jogo precisam ser compreendidas pelos jogadores antes do
inicio de uma disputa. Eis as quatro regras para o jogo: 1° regra: Conforme os dois primeiros
tabuleiros mostrados na Figura 2, a seguir, a primeira regra estipula que o jogador A pode
movimentar sua tampinha na posicao vertical, uma posicao por vez, para cima ou para baixo e
também pode movimentar sua tampinha na posicao horizontal, uma posicao por vez, somente para a
direita, sendo permitido retornar com a sua tampinha a qualquer posicdo anteriormente visitada
apenas por uma vez, durante o decorrer de uma mesma partida; O jogador B pode movimentar sua
tampinha na posicdo vertical, uma posicdo por vez, para cima ou para baixo e também pode
movimentar sua tampinha na posicao horizontal, uma posicao por vez, somente para a esquerda,
sendo permitido retornar com a sua tampinha a qualquer posicdo anteriormente visitada apenas por

uma vez, durante o decorrer de uma mesma partida.

Figura 2: Movimentos permitidos serem feitos e movimentos possiveis de captura de uma “tampinha” no Tabuleiro do

Jogo Grelha Quadrada 3 X 3

l t

Fonte: o autor.

2% regra: E obrigatéria a captura da tampinha do oponente sempre que possivel: quando as
tampinhas do jogador e do seu oponente se encontrarem em diagonal (deve ser respeitado o sentido

horizontal do jogador que vai fazer a captura: a captura da tampinha de B pelo jogador A se dara
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em diagonal para a direita ou em diagonal para a esquerda, enquanto que a captura da tampinha de
A pelo jogador B se dara em diagonal para a esquerda ou em diagonal para a direita. A captura da
tampinha do oponente se dard sempre que as duas tampinhas estiverem adjacentes (juntas),
respeitando o sentido de movimentacdo vertical (para cima ou para baixo) e o sentido de
movimentacdo horizontal (para a direita ou para a esquerda, conforme seja o jogador). 3 regra:
Sera obrigatorio finalizar a disputa sempre que um jogador estiver com a sua tampinha junto ao
quadrado inicial do seu oponente, ou sempre que a tampinha do seu oponente estiver em posi¢ao
que o permita fazer a captura. 4° regra: O movimento das tampinhas durante o desenrolar de uma
partida do jogo ndo podera ultrapassar o limite maximo de 8 (oito) movimentos. Assim, cada
jogador podera movimentar sua tampinha no maximo por 4 vezes. Quando o jogador B fizer o 8°
movimento (considerando que o jogador A inicia a disputa, como dito) a disputa estara encerrada.
Em qualquer momento de uma partida a disputa sera finalizada e o empate estard configurado no
momento em que a tampinha de um jogador estiver adjacente (junta) a tampinha do seu oponente,
impossibilitando que uma jogada seja feita, O mesmo ocorre se, ap6s 0 8° movimento, o jogador B
ndo conseguir colocar a sua tampinha na posicao inicial do jogador A.

IV. Objetivo pedagdgico do jogo: A restricao em relacdo ao numero maximo de oito
movimentos tem duas razoes: A primeira é a de permitir que o jogo nao se estenda por muitos
movimentos tornando-se cansativo e desinteressante pelos jogadores. A segunda razdo tem a ver
com a resolucdo de problemas combinatérios e probabilisticos associados ao jogo - que sdo
sugeridos em  prosseguimento - de modo que o  professor avalie a
viabilidade/possibilidade/importancia de propor aos seus alunos. Tal razdao vai ao encontro de
encurtar as resolucdes de alguns problemas, sem deixar de permitir que o exercicio dos raciocinios
combinatorio e probabilistico, durante a construcdo de diagramas de arvore (para se chegar a lista
de todas as possibilidades como o jogo poderia se desenrolar, a partir de determinado momento do
jogo ou desde o seu inicio), bem como a determinacdo da chance de cada jogador vencer uma
partida. Espera-se que cada jogador se comporte como um jogador pro ativo, isto é, um jogador que
deseja vencer e aprender algo novo, com o jogo e pelo jogo. Podemos dizer que o jogo é, por assim
dizer, um disparador do ensino aprendizagem de alguns conceitos de combinatéria e de
probabilidade, mormente a oportunidade de aprender a construir diagramas de arvore e de mobilizar
e exercitar o raciocinio combinatério durante a sua construcao. Para resolver os problemas,

sugerimos que o professor e alunos recorram a constru¢ao de diagramas de arvore com o propoésito
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de identificar todas (ou algumas) possibilidades que o rumo de uma partida pode tomar. Esta ai o
primeiro conhecimento basico de combinatoria, a partir do jogo: a construcao de diagramas de
arvore. Uma vez construido o diagrama de arvore, por completo (a partir do inicio de uma partida
ou de um particular momento do jogo), todos os resultados finais possiveis ao prosseguimento da
partida tornar-se-ao conhecidos. Por sua vez, importante salientar aos alunos que cada resultado
final mostrado no diagrama da arvore podera ser alcangado por um jogador, conforme tenha sido o
desenrolar de uma partida. Entdo, acrescentam-se aos objetivos pedagogicos do jogo a oportunidade
de os jogadores, para cada movimento de sua tampinha, se depararem com a necessidade de ter de
tomar uma decisdao e dar prosseguimento a partida respeitando-se as regras que foram estabelecidas
para o jogo; exercitem o raciocinio combinatério, enquanto vao aprendendo a construir um
diagrama de arvore; apropriem-se de novos conhecimentos que sdo proprios dos conteidos de
combinatoria e de probabilidade.

V. Organizagdo dos alunos em sala: Os participantes podem participar do jogo tanto de
modo individual (um contra o outro) quanto em grupos menores.

VI. Alunos comunicando a aprendizagem: Recomendamos ao professor oportunizar aos
alunos a possibilidade de eles mostrarem o que aprenderam com o jogo promovendo reflexdes e
discussdes conjuntas a esse respeito, pedindo que eles escrevam sobre o que aprenderam.

VI. Explorando problemas associados com o jogo:

Uma vez os alunos estejam familiarizados com as regras do jogo apds terem jogado por
algumas rodadas, o professor pode propor os problemas a ele relacionados em prosseguimento as
disputas. Para tal, sugerimos alguns problemas como os que estdo presentes no item 5.

Em seguida, seguem consideracoes a respeito da metodologia do estudo.

4. METODOLOGIA E OS SUJEITOS DO ESTUDO

O estudo contou com a participacdo de quatro estudantes, doravante designados sujeitos do
estudo, os quais foram separados em duas duplas para efeito das disputas e durante a resolucao dos
problemas: A e B contra B e C. Também contou com a mediagdo de uma colega professora que
ensina Matematica para os anos iniciais, que atuou como mediadora. No estudo foi utilizada a
metodologia “Design Experiment in Educational Research” de Cobb; Confrey; DiSessa; Lehrer e
Schauble (2003). A escolha da metodologia se deu em funcao dela ser dotada de flexibilidade de

adaptacdo ao desenho inicial proposto, considerando as producdes fornecidas pelos sujeitos do
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estudo. Segundo a metodologia, um desenho basico flexivel - que pode ou ndo sofrer modificacoes
ao longo de todo o processo do estudo - deve ser preliminarmente elaborado. Por conta de possiveis
modificacoes, a metodologia permite que sejam geradas novas conjecturas, como é preciso, as quais
precisam ser testadas a posteriori. Além do mais, tal metodologia prevé a elaboracdo de
experimentos de ensino de conteiidos da Matematica com vistas a obtencdo de inovacoes.

Salienta-se que o pesquisador precisou se responsabilizar por identificar as adaptagdes que
se fizeram necessarias implementar ao longo do estudo ao assumir o papel de orientador, intervindo
durante o desenrolar das tarefas propostas somente em momentos criticos considerados por ele
como de bloqueio. O presente estudo - previsto para ser desenvolvido ao longo de 5 a 6 aulas de 40
minutos cada — foi desenvolvido quando o propésito inicial foi de analisar a produgao dos alunos no
tocante ao conhecimento, apropriacao e exercicio do raciocinio combinatério; na construcao de
diagramas de arvore, e nas resolucdes e comunicacdo de respostas referentes a um conjunto de
problemas que foram propostos ao final de trés partidas, para todos os sujeitos do estudo.

As disputas no jogo tiveram o proposito de se tornarem disparadores no tocante ao ensino
aprendizagem para a construcao de diagramas de arvores. Segundo Lopes e Rezende (2010, p.680),
“A associacdo do jogo com a resolucdo de problemas torna as aulas mais atraentes e participativas,
os alunos tornam-se ativos na construcao de seu proprio conhecimento”.

Para atender os propoésitos do jogo um planejamento precisou ser elaborado, tomando por
base o objetivo de desenvolver o conceito de raciocinio combinatério segundo o significado de
construcao de diagramas de arvore, para cada problema proposto. Inclusive, por conta do momento
que atravessavamos de isolamento social, foi propicio que parte do estudo (envio das regras do jogo
e tabuleiro) fosse encaminhado pelo pesquisador aos sujeitos do estudo por meio de aulas on-line. O
estudo reuniu um forte cunho descritivo em relacdo as regras do jogo quando do retorno dos sujeitos
ao presencial (apenas para fins de participar do estudo), incluindo os didlogos havidos entre os
estudantes e entre eles e o pesquisador. Em Xxxxxx (xxxx) o diagrama de arvore completo esta
apresentado. Contém todas as possibilidades como uma partida do jogo pode se desenrolar, desde os
primeiros movimentos possiveis serem feitos por um dos jogadores.

Uma vez que nos dias de hoje o retorno as aulas presenciais ¢ uma realidade, recomenda-se
que este estudo seja desenvolvido mais uma vez, agora em um ambiente natural (sala de aula), para
a coleta direta de dados da producao apds reflexoes, intervengoes e discussdes dos alunos entre si e

estes com o professor - momentos em que o professor podera exercer o papel de mediador e
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incentivador na promocao de reflexdes e discussoes coletivas que visem a construcao de diferentes
digramas de arvore, e a constatacdo pelos alunos do resultado obtido em uma partida a luz de um

dos ramos da arvore de possibilidades.

5. RESULTADOS E ANALISES

Os quatro estudantes foram divididos em duas duplas; A e B contra B e C, com a professora
de matemadtica mediando o desenrolar do jogo e a explicagdo/esclarecimento das regras do jogo.
Trés partidas foram disputadas, com a dupla A e B vencedora em duas delas (a mesma dupla que
iniciou jogando), o que suscitou a seguinte pergunta do pesquisador: O que vocés acham do fato de
a mesma dupla sair vencedora nas duas primeiras partidas?

Respostas dos sujeitos: A: Acho que vence quem inicia jogando; B: Mera coincidéncia. Com
mais partidas a dupla que ndao comeca jogando pode vir a vencer; C: Acho que nds perdemos
porque em uma das posicoes fizemos o retorno e eles ndo; D: Ndo tenho uma opinido a respeito.

O pesquisador pediu que os alunos avaliassem o resultado final de uma partida cujas
movimentacdes até o 5° movimento (realizado pelo jogador A, que iniciou jogando) sdo mostradas

na Figura 3, a seguir.

Figura 3: Momento de uma partida no Tabuleiro do Jogo Grelha Quadrada 3 X 3, apds o 5° movimento ter sido relizado

pelo jogador A
mov. " Zrmov. 2 mow. mov.  u? mov. mov. mov. @ mow.
B] A A
A A A

Fonte: o autor.

Também lembrou aos sujeitos do estudo que a indicacdo da cor verde em uma posicao do
tabuleiro, conforme assinalado na Figura 3, acima, evidencia que o jogador A ja fez um movimento
de retorno a uma posicdo por ele percorrida e, portanto, ndo lhe é permitido fazer mais nenhum
outro retorno; que o nimero maximo de movimentos em uma partida € igual a 8; e que o jogador B
sera o jogador a fazer o 6° movimento na partida. Uma vez que tivessem feito tais observagoes, o
pesquisador pediu que eles indicassem os possiveis movimentos que o jogador B poderia vir a fazer

no decorrer desta partida, agora por ocasiao do 6° movimento.
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Corretamente, os sujeitos responderam que o jogador B podera movimentar sua tampinha no
sentido horizontal para a esquerda ou no sentido vertical para cima, retornando a uma posicdo por
ele ja percorrida. Entdo, o pesquisador pediu que um dos sujeitos do estudo escrevesse em uma

folha de papel em branco, essas duas possibilidades, as quais sdo mostradas na Figura 4, a seguir:

Figura 4: Momento de uma partida no Tabuleiro do Jogo Grelha Quadrada 3 X 3, ap6s o 6° movimento, possiveis serem

realizados pelo jogador B

mov. " Prmov.  ? nov. mov. 1 mow. Mmov. mov. @ mc
B] A A
A A A Al |B]
A

Fonte: o autor.

O pesquisador explicou aos sujeitos do estudo que o registro das duas possibilidades de
jogada como mostrado na Figura 4, configura o registro de dois ramos de um diagrama de arvore
em fase de construcdo. Agora, em continuidade, o pesquisador indicou aos sujeitos ser a vez de o
jogador A fazer a movimentacdo de sua tampinha por ocasido do 7° movimento da partida, e que
este movimento seria o dltimo a ser feito por ele nesta partida. Os sujeitos responderam que na
primeira situacdo o jogador A podera movimentar sua tampinha apenas no sentido horizontal para a
direita, jd que ndo pode mais fazer movimentos de retorno a uma posicao ja percorrida, e que na
segunda situacdo o jogador A vence a partida ao capturar a tampinha do jogador B. A Figura 5, a

seguir, mostra essas duas possibilidades, ampliando o desenho do diagrama de arvore.

Figura 5: Momento de uma partida no Tabuleiro do Jogo Grelha Quadrada 3 X 3, ap6s o 7° movimento, possiveis serem

realizados pelo jogador A
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t2mov. " Pnov. mov. mov.  u? mov. mov. mov. @ mov.

L

A A

A A A Al [B A|B]

A Avence apartida

Fonte: o autor.

O pesquisador indicou ser a vez de o jogador B fazer a movimentagdo de sua tampinha por
ocasido do 8° movimento, o ultimo de uma partida. Nesta unica situagao de jogada o jogador B
vence ao capturar a tampinha do jogador A. A Figura 6, a seguir, mostra essa possibilidade,

finalizando o desenho do diagrama de arvore iniciado a partir do 6° movimento.

Figura 6: Momento de uma partida no Tabuleiro doJjogo Grelha Quadrada 3 X 3, apds o 8° movimento, possivel ser

realizado pelo jogador B

mov. " Prov. 2 mow. mov. u? mow. mov. mov. 2 mov.
A A
A A A Al [B] A[B| Bvenceapartida
A Avence apartida

Fonte: o autor.

O diagrama de arvore mostrado acima foi apenas um dentre alguns que foram propostos aos
sujeitos do estudo, a partir de um dado momento de uma partida. Outros momentos de jogo foram
apresentados para que eles construissem arvores que mostrassem o transcorrer de uma possivel
partida, desde o particular momento até o seu final conforme as possibilidades de movimentacao
das tampinhas dos jogadores A e B. Considerando o desembaraco dos alunos em relacao a
compreensdo das regras do jogo - mormente no que refere as tomadas de decisdo de possibilidades
de movimentacdo da sua tampinha em cada momento do jogo, exemplificando a mobilizacdo do
exercicio do raciocinio combinatério - e as diferentes construcbes de diagramas de arvore,

consideramos que ter sido bastante produtiva a apropriacao de conhecimentos relativos a esses
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momentos construtivos de um diagrama. Satisfatoriamente, também, foi a proposicao e a resolucao
de problemas associados com o jogo - como os que sdo apresentados a seguir -, segundo a Teoria de
Resolucdo de Problemas defendida por Onuchic (1999), aos sujeitos do estudo em um s6 grupo de
estudo. Eis os enunciados dos problemas propostos:

Problema 1: E possivel que os dois jogadores movimentem suas tampinhas por no maximo 2
vezes em uma mesma partida e mesmo assim ja se conheca um vencedor? Se sim, como? ....

Problema 2: A e B estdo jogando o Jogo Grelha Quadrada 3 x 3. Supondo que ap6s o
jogador A ter feito o 5° movimento sua tampinha esteja no quadrado de nimero 6 (com retorno de 5
para 6) - numeracdo conforme mostrado na Figura 1, acima - e a tampinha do jogador B esteja no
quadrado de nimero 9, ha algum movimento que A possa fazer para impedir que B venca o jogo?
Explique.

Problema 3: A e B estdao jogando o Jogo Grelha Quadrada 3 x 3. Considerando que o
jogador A inicia jogando, vocé identifica ao menos uma estratégia ganhadora que permita ao
jogador B vencer o jogo? Em caso afirmativo, descreva-a. Por estratégia ganhadora estende-se
uma sequéncia de movimentos que leve um jogador a vitéria, independentemente das jogadas que o

seu oponente venha a fazer ao longo da disputa.

CONSIDERACOES FINAIS

Ao apresentar e analisar o Jogo Grelha Quadrada 3 x 3 e algumas possibilidades de
contribuicdo para o estudo inicial de construcdo de diagramas de arvore e a apropriacao do
raciocinio combinatério por estudantes do Ensino Fundamental, entendemos ser este um caminho
promissor para iniciar o ensino da tematica Combinatdria neste segmento de ensino.

Considerou-se atraente e lidica esta proposta de trabalho e mais uma possibilidade para o
professor explorar esses contetidos no decorrer do seu trabalho docente, sem desconsiderar outras
propostas didaticas. Assim, tanto a proposicdo e avaliacdo do presente trabalho pedagogico quanto
o entendimento das regras e as disputas do jogo revestem-se de boas oportunidades para o professor
ampliar conceitualmente seus conhecimentos de contetido e conhecimentos pedagdgicos de
contetido acerca da tematica, segundo o que defende Shulman (1986).

Ademais, o entendimento acerca dos propositos do jogo representa mais um degrau para o
professor galgar na construcdo e (re) significacdo da longa pratica docente, no que refere aos

conhecimentos acima e também em relacdo aos conhecimentos curriculares.
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Embora o jogo tenha sido testado por um pequeno numero de 4 estudantes os resultados que
foram obtidos mostraram-nos que a ampliagdo conceitual que ele proporcionou ao aprendizado dos
estudantes foi bastante significativo, tendo em vista que o raciocinio combinatério foi mobilizado,
exercitado e desenvolvido, por muitas vezes, durante a construcdo dos ramos das arvores de
possibilidades.

Em consequéncia de todo o trabalho desenvolvido no tocante aos conhecimentos
relacionados com a construcdao de diagramas de arvore, tal habilidade foi amplamente contemplada
tal qual foi ela elencada pelos autores da BNCC. Com um niimero mais expressivo de problemas
que podem ser propostos para resolucao e um aumento na quantidade de sujeitos de estudo (uma
turma como um todo), sdo esperados resultados que se tornardo promissores ao longo do estudo da
tematica Combinatoria.

Nao podemos considerar relevante que a proposicao de um jogo, em um contexto de sala de
aula, revista-se da ideia de que seja visto como “uma diversao”, o jogo pelo jogo, e mais nada além
do fato de ocupar os alunos com o seu jogar e divertir-se. Um jogo didatico deve fazer parte de um
contexto de ensino aprendizagem mais amplo que o simples fato de possibilitar que o joguem. Ou
seja, um jogo didatico deve propiciar condi¢cdes favordveis para a apropriacdo de um ou mais
conhecimentos, como € o caso do presente Jogo Grelha Quadrada 3 x 3.

E neste contexto que nesse jogo se apresenta uma proposta de ir além da diversio, ao
permitir que os jogadores exercitem o raciocinio combinatério para construirem diagramas de
arvore.

Se, por exemplo, considerarmos alteracdes nas regras do jogo de modo a ele servir para um
experimento aleatério segundo o qual as jogadas devem ser feitas em decorréncia do resultado
mostrado na face de um dado cubico, o diagrama de arvore que foi construido sera tutil para o
estabelecimento do espaco amostral de possibilidades (eventos simples provaveis ocorrer). Por
conta disso a proposicao deste jogo nao tera sido concebido visando apenas a diversao dos alunos,
mas presta-se também a possibilitar que os alunos construam conhecimentos por meio dele e com
ele quando do seu jogar.

De modo que um jogo possa se caracterizar como um recurso auxiliar do professor no
ensino aprendizagem da Matematica escolar é imprescindivel que ele faca o jogador pensar para
tomar uma decisdo sobre a jogada que vai fazer em seguida e os desdobramentos de ter tomado uma

decisdo e ndo outra. O presente jogo se propoe a tal.
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Ademais, um jogo didatico precisa apresentar desafios a todos os que o jogam de modo que
para vencer o jogo um jogador precise superar tais desafios, por meio do estabelecimento de
estratégia (s) proativa (s) que o permitam sair vencedor e ndo que os jogadores considerem o jogo
apenas como s6 mais uma diversdo, entre tantas outras, em que ora um venga ora venga o outro.

E evidente que a diversio é um componente importante para o desenrolar de um jogo mas a
diversdo ndo pode ser apenas o mote que motive um professor a propor um jogo didatico uma vez
que é preciso que ele contemple alguns componentes didaticos: o pensar, o avaliar, o decidir e o
jogar, como € o caso do Jogo Grelha Quadrada 3 x 3, e ndo um jogo de sorte e azar.

Além do mais, é recomendavel e saudavel que os alunos apds terem elaborado estratégias
pessoais para vencer um jogo as compartilhem com os colegas do seu “time”, e em algum momento
posterior a disputa também o facam com os colegas que foram os seus oponentes quando da
disputa, também com os outros colegas que nao participaram do jogo até entdao. Enquanto partilham
as variadas estratégias pessoais de jogo invariavelmente os alunos criam uma atmosfera agradavel
de trocas, reflexdes e questionamentos entre si, as quais os levam a uma ampliacdo conceitual
acerca do conhecimento matematico subjacente ao jogo em si e o0s conhecimentos que
subliminarmente também estdao presentes quando do desenrolar do jogo.

Um jogo didatico, como é o caso do jogo grelha quadrada 3 x 3, favorece, pois, a
oportunidade de trabalhos em grupo, a descoberta, a partilha de saberes e a ampliacdo da
aprendizagem de um novo conteddo matematico nele presente - estendendo-se ao desenvolvimento
de competéncias que visam preparar cada jogador para competir no jogo de modo mais eficiente e a
apropriacao de conceitos de Combinatoria.

O presente jogo também possibilita o exercicio do pensamento (raciocinio) combinatorio; a
analise de possibilidades para se fazer a combinagao de possibilidades de jogadas; a reflexdo para a
tomada de decisoes; a realizacdo de testes de hipoteses, as quais sdo levantados durante as
discussOes coletivas; a ampliacdo do debate acerca da descoberta e a ampliacdao de estratégias de
jogo que visam a melhoria, compreensdo e a apropriacdo de conceitos. Por fim, um jogo didatico
também leva os atores envolvidos a atitudes relacionadas com o héabito e o desenvolvimento de
acOes pertinentes ao processo de argumentacao.

Portanto, ressaltamos o quanto um jogo didatico pode favorecer o trabalho de um professor
no tocante a apresentacao e o desenvolvimento de ferramentas matematicas concernentes ao ensino

e aprendizagem de um conteido, por meio dele e a partir dele. Em particular, o ensino
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aprendizagem de combinatoria (em conjunto com o de probabilidade), desde os anos iniciais do
ensino fundamental, por meio do Jogo Grelha Quadrada 3 x 3.

Ressaltamos, também, que o bom uso de um jogo e a sua adequada exploracdo pode
contribuir para que o professor melhore seus instrumentos observacionais em relacdo ao rendimento
e conhecimentos de seus alunos, de modo mais amitde. Tudo isso, porque o jogo permite ao
professor conhecer melhor as dificuldades de seu aluno e as interpretacdes que ele faz quando da
leitura do enunciado de um problema, por exemplo. Também em relacdo as fragilidades conceituais
que porventura o aluno possa vir a ter - mais facilmente identificaveis durante o desenrolar de uma
partida do jogo -, bem como em relacdo as concepcoes e as crencas de cada aluno a respeito do
conhecimento matematico objeto do jogo e em relagdo as atividades se seguem ao seu desenrolar.

Com base em todas essas consideragdes, o professor pode/deve refletir acerca de quais
conhecimentos e competéncias terd de considerar para ajudar seu aluno a superar as dificuldades
que tenha e, assim, poder contribuir para melhorar o rendimento escolar dos seus alunos no tocante
ao ensino aprendizagem da Matematica como um todo.

Finalizando, enfatiza-se a pertinéncia de se realizarem futuros estudos que abordem as
propostas presentes nos problemas que foram sugeridos (talvez outros), de modo a conhecer mais
amiude como se da a compreensao e o exercicio do pensamento combinatdrio para a construcao de
diagramas de arvores em uma dimensdo mais ampla e em diferentes contextos; bem como a
possibilidade de estabelecer outros espagos amostrais e posterior quantificacdo e comparacao de

probabilidades, tudo em consonancia com as habilidades e competéncias presentes na BNCC.
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