N

e-Boletim de Fisica

International Centre for Physics
Instituto de Fisica, Universidade de Brasilia
Ano 14, 2021 e http://periodicos.unb.br/index.php/e-bfis/ @ eBFIS 11 11301-1(2021)

Campos de Calibre e o Modelo Padrao de Particulas Elementares: uma revisao
pedagogica

Luz, R. R[]
International Center of Physics, Universidade de Brasilia, 70.910-900, Brasilia, DF, Brazil

Ambrésio, G. Vﬂ and Costa, C. NE|
Departamento de Fisica, Universidade Federal de Juiz de Fora, 36036-330, Juiz de Fora, MG, Brazil

Moreira, R. P. ME
International Center of Physics, Universidade de Brasilia, 70.910-900, Brasilia, DF, Brazil

Paiva, R. A. Sm
Faculdade Gama, Universidade de Brasilia, campo Leste (Gama), 72444-240, Brasilia-DF, Brazil

Petronilo, G. X. A7
International Center of Physics, Universidade de Brasilia, 70.910-900, Brasilia, DF, Brazil and
Campus Universitario Darcy Ribeiro, Brasilia-DF — CEP 70910-900

O campo de calibre SU(3) do Modelo Padrao (MP) tem sido motivagdo para uma variedade de
estudos. O presente artigo abordard alguns aspectos tedricos da simetria SU(3) no cendrio do MP.
Serdo apresentados o campo de calibre U(1), assim como o campo interagao forte. A exibigao destes
campos serao realizados com o méximo de detalhes possiveis, tratando das respectivas lagrangianas

referente a cada um destes.

I. INTRODUCAO

Descrito como uma teoria capaz de explicar a maior
parte das interagoes das particulas, o Modelo Padrao
(MP) das interagoes fundamentais [I, 2], incorpora as in-
teragoes forte (SU(3)), fraca (SU(2)) e eletromagnética
(U(1)). O desenvolvimento deste modelo tem como
esséncia o principio de gauge (calibre) [3H6], no qual traz
um conjunto de transformacoes de simetrias onde a teo-
ria fisica é medida através de uma mudanca dos campos
de calibre do correspondente grupo de simetria local e/ou
global.

Na Fisica, diversas teorias sao expressas por lagra-
gianas invariantes sob determinadas transformacoes de
simetrias. A despeito disso, as interagoes exibidas pelo
Modelo Padrao sao representadas por lagrangianas in-
variantes sob a transformacao denominada de trans-
formacao de calibre. Esta lagrangiana invariante exibe
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um conjunto de bésons mediadores chamados de bdsons
de calibre. As transformagoes de calibre sao descritas
por um grupo de simetria unitario e, no caso do Modelo
Padrao, o grupo de calibre representativo é dado como
SU(3) x SU(2) x U(1).

A introducéo do termo de calibre em geometria diferen-
cial foi realizada por Weyl [7]. Em seu trabalho, o autor
propds uma teoria de gravitagao na qual o comprimento
de um vetor alterava-se sob transporte paralelo. Vale
ressaltar, que no periodo das pesquisas realizadas por
Weyl, o objetivo era formular uma teoria eletromagnética
(uma teoria de calibre abeliana) compativel com a Rela-
tividade Geral de Einstein.

Com um trabalho seminal, Yang e Mills [§] os foram
responsaveis por inserir os primeiros estudos acerca de
simetria para grupos de calibre ndo abelianos. A pro-
posta era tornar local a simetria de isospin das interagoes
fortes. Para tanto, o roteiro escolhido foi o mesmo
tracado por Weyl em seu trabalho de 1929 [7]. A fim
de escrever as equagoes de forma local, Yang e Mills in-
troduziram um campo de calibre que satisfazia a simetria
de calibre nao abeliana, tal fato abriu novos horizontes
para este tipo de teoria [9].

Assim, o presente trabalho tem por objetivo apresen-
tar, enquanto uma revisao literaria e com profundo cunho
pedagdgico, os conceitos e ferramentas fundamentais uti-
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lizadas em fisica de altas energias. A apresentacao do
mesmo esta organizada da seguinte forma. Na segao II é
feita uma andlise da estrutura da teoria de calibre U(1),
através da construgao de uma acgao invariante de Lorentz
e do comportamento desta acdo sob transformagoes de
fase global e local. A secao III analisa alguns aspectos
que estao envoltos do campo de interacao forte. As con-
sideragoes finais sao tecidas na secao IV.

II. CAMPO DE CALIBRE U(1)

O estudo das simetrias de calibre foi introduzido
por Weyl [7] como uma tentativa de obter a derivagao
geométrica do campo eletromagnético no ambito da rela-
tividade geral. Posteriomente, o uso da transformacao de
calibre na fisica de particula originou-se com os trabalhos
de Yang e Mills [§]. A teoria de calibre mais simples do
modelo padrao é a eletromagnética descrita pelo grupo
abeliano U(1) [5]. Esse campo de calibre permite através
de simetrias do grupo de Lorentz impor invaridncias no
funcional da acao do campo de Dirac que resultam na
interacao eletromagnética com os férmions.

Esta secao serd voltada em construir uma agao que
seja um invariante de Lorentz, bem como demonstrar o
comportamento da equagao de Dirac perante as trans-
formacoes de calibre global e local. A despeito disso, é
observado que tais simetrias podem ser usadas para gerar
dindmicas, isto é, as interagoes de calibre.

Considere ¢ (), o spinor de Dirac e v* correspondendo
as matrizes de Dirac 4 x 4 das quais satisfazem a relacgao
de anti-comutacao {y*,7"} = 2¢"¥, com (u = 0,1,2,3)
[10]. Seja

b =vl(@)’ (1)

como sendo o spinor adjunto de Dirac.
Y(x)(x) é um escalar de Lorentz, isto é

O produto

[
= 91 (@)1 S [A]7" %S [A] ¥(x)
= (@) S (A7 S [A]¢()
=Pl (a)y ¥ (z)
= P(x)P(x), (2)

onde A e S[A] sdo, respectivamente, a matriz de trans-
formagao do grupo de Lorentz e a matriz de trans-
formacao na representacao spinorial do grupo de Lorentz
[10]. A mesma anélise pode ser feita para o produto
(x)y*4(x), onde conclui-se que este produto é um ve-
tor de Lorentz, que permite construir escalares de Lorentz
ao contrair o indice g com outros indices. Os produtos
Y(x)Y(z) e p(x)yHip(x) sdo suficientes para se escrever
uma a¢ao que gere as equacdes de Dirac para 1(x) e 1 (z).
Observando-as, a agao fica definida como

S = [ dwi@)(ir0, - myv() 3)
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A partir da agao, infere-se que a densidade de La-
grangiana de Dirac é dada por

Lo = P(z)(iy" 0y — m)ip(x). (4)

Com a Lagrangiana em maos, torna-se factivel mostrar
que a mesma mantém-se invariante sob a Otica da trans-
formacao de fase global, em outras palavras, ao incre-
mentar a transformacao ¢'(z) — Uv(z) na lagrangiana
notar-se-a4 que esta nao se altera, como pode ser obser-
vado

L L
b =0 (279, ~m )0
() (iwau - m) V()
=UtU(2) (Maﬂ -~ m> ¥(x)
=e~ e (z) (wau - m) Y(x)
L =(x) (m”au —~ m) ¥(x)
o =Lo

sendo U = e** um elemento do grupo abeliano U(1).
Percebe-se que quando a transformacao é dita de fase
global o parametro A ndo depende das coordenadas do
espago-tempo como foi apresentado. Por outro lado, se
esse parametro A depender das coordenadas do espagco-
tempo, a transformagao de calibre é dita de fase local

U =@ (5)

e substituindo essa transformacao na densidade La-
grangiana de Dirac, tem-se

Ly =1 (z) <i’y“(9u - m) ' (x)
= eiiA(m)i/_)(.T) <i7“8H — m) eiA(x)d)(:z:)
= ¢ MY (@)in (e ()
— N () me ) ()
= TN P(@)in e (9, 40, A)(x)
— mem AN )
= ()i (8 + 10, M) (x) — mib () ()
= 0a) (70, = m ) (o) ~ T2 B,1)0(2)
£6 - ,C() - Eezto
Neste caso, ao aplicar a transformacdo de fase local,

verifica-se que a densidade Lagrangiana de Dirac nao
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é mais invariante, uma vez que surge um termo adi-
cional em relagdo a original representado por Le,: =
— (@) (0, 0) 0 (@).

Com o intuito de recuperar a invariancia, se faz
necessario adicionar um termo que seja um invariante
de calibre e contenha um novo campo que se transforme
de modo a cancelar os termos nao invariantes oriundos
de L. Para este fim, introduz-se a seguinte densidade
Lagrangiana

1= —i()edu(2)y"P(z), (6)

em que A, () corresponde ao novo campo que, sob trans-
formacao de calibre, muda da seguinte forma

() = Ayle) — 1 0,A(). @

Uma transformacao como esta também deixa invari-
ante a teoria eletromagnética. Assim, é natural tomar A,
como sendo o potencial vetor do campo eletromagnético
[10]. Desta forma, a densidade de Lagrangiana invariante
de calibre assume

Lo+ L1 = () (iv" 0 — m)p(x) — P(x)eA, ()7 ¥(2)
= Y(2)in" (O +ieA,) ¥(z) — mip(a)(x)
= P(x) [iv" (O +ieAy) — m]1(z)

Lo+ L1 =1(x) (i7" Dy —m) (), (8)

onde foi introduzida a derivada covariante

p = Ou+ied,(x). (9)

Vale ressaltar que a derivada covariante D,u(z) segue
a mesma transformacao do campo ¢(z), ou melhor, a
derivada covariante nao muda o fator de fase nos termos
D,(z) [B], de tal modo que

(D) = (9, + ieAl,(z)) ¢/

1 .
= {8,1 +ie (Au(x) - e@,ﬂ\(m))} M@y
=M@ (Op +ieA,(z))
=UD,1b, (10)
mostrando que o termo i)y* D, (z) é invariante.

Usando o fato que D,, é invariante de calibre, pode-se
definir o tensor do campo eletromagnético como

F

py =

—i[D,, Dy = 0,A, — 0, A,. (11)
Em que o comutador das derivadas convariantes repre-

senta o tensor de curvatura F),, que estd associado com
Ay
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Assim, a insercao de outro termo na Lagrangiana se
faz necessario para que se consiga derivar a equagao de
movimento em relagado a A, [5]. A escolha mais simples
que preserva a invariancia de Poincaré e de Calibre serd

1

o=~ FuF". (12)

Logo, a Lagrangiana final toma a seguinte forma

L=Ly+ L1+ Lo,

L= (@) (0" Dy~ m)(a) — JFw ™, (13)
que corresponde a teoria de particulas fermidnicas
que possui interagao com o campo eletromagnético da
eletrodinamica quantica (QED).

A interacao eletromagnética pode ser generalizada
para as demais interagoes. Para tanto, faz-se a escolha
de um determinado grupo de simetria compativel com a
prescricao desejada. Como exemplo desta generalizacgao,
na proxima secao serd abordado o campo de interacao
forte representado pelo grupo de simetria SU(3).

III. O CAMPO INTERACAO FORTE

Existe um tipo de forca fundamental na natureza que
mantém os nicleos atomicos estaveis. Essa forga que su-
pera as repulsdes eletromagnéticas é chamada de forca
nuclear forte [TTHI4]. A teoria de campo proposta na
década de 1970 por David Politzer, Frank Wilczek e
David Gross, responsavel por explicar as interagoes nu-
cleares fortes denominada de Cromodindmica Quantica
(QCD) [I5], [16], é tida como uma teoria de calibre nédo
abeliana (Yang-Mills), representada através do grupo de
simetria SU(3) [I7H22]. Nesta teoria, as particulas que
constituem a matéria sao descritas pelos quarks. E, além
disso, esta prevé a existéncia de particulas mediadoras
da interagao forte denominados de glions. Estes glions
s@0 os boésons de calibre distribuidos em oito espécies [111-
141 23H26].

Para formular a Cromodinamica Quéantica precisa-se
compreender as consequéncias da propriedade da cor do
quark. E, com a finalidade de tornar a discussao simples,
considere um quark sem massa no qual serd descrito pela
equagao de Dirac, sendo que o campo de Dirac represen-
tard o campo de quarks denotado por ¥;, i = 1,2,3. O
indice ¢ rotula o estado de cor permitido pelo quark, onde
estes estados de cores representam uma simetria. Com
isso, a interacao forte fica alicercada na simetria de cali-
bre SU(3). Assim, tem-se uma simetria exata, ou seja, a
carga de cor tende a ser conservada [TTHI4]. Nesta secao
serd explorada a matemética do grupo SU(3) e posterior-
mente construida a lagrangiana representativa da QCD.

Considere uma transformacao do tipo

¥ —>Uz‘j¢j (14)
= Un 1 + Upptha + Uiz,
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tal que 91, 2 e 13 sdo bases ortonormais. Nesta
situacdo, tomando a transformacio para 1%, resulta

Pl — ULy U i (15)

Em que o produto ¥f%); = 0, se i # j de acordo com
a condicao de ortogonalidade. Se a condicao de normal-
izagao for imposta

|Ui1\2+|Ui2\2+\Ui3|2 =1 (16)

Entao, haverd conservagao da probabilidade. Contin-
uando neste caminho, o produto ¥f%); é o mesmo in-
dependente do estado, ou seja

WMy = Py = g Py;. (17)
Numa notagao mais familiar, tem-se
U1
Y =whr +uste +usps = | uz |, (18)
us

sendo u7, us e ug numeros complexos. Como Y obedece
a condicao de normalizagao

U
(u*{ ud u§) U (19)
u3

= |U1‘2 + ‘U2|2 + |U1|2 =1.

Dessa maneira, uma rotagao SU(3).
transformagao resulta

dada pela lei de

Y= Uy, (20)

onde U é uma matriz 3x 3. Esta matriz U possui entradas
complexas com 18 parametros. Contudo, nem todos os
elementos sao independentes, pois ocorre a existéncia de
vinculos. Neste caso, U satisfard as seguintes condigoes
[29, B1]:

o UTU =1;
o U cU(3);
o detU =1;

e 18 parametros, sendo 9 reais e 9 imaginarios;
e Com a restricao da unidade se fixa 9 parametros.

Entao, a matriz Usx3 possui 8 parametros indepen-
dentes, configurando uma caracteristica da algebra de
Lie do grupo SU(3) como um espago vetorial de 8 di-
mensbes. E as matrizes de base T € M (3, C) satisfazem
a condicao,

(1) = 1° (21)

onde a = 1,2, ...,8. Desta forma, um elemento do grupo
SU(3) pode ser escrito exponenciando a algebra de Lie

U=, (22)
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no qual a® é uma constante real. Desse modo, o passo
seguinte serd desenvolver as matrizes de base da dlgebra
de Lie. Partindo da matriz T escrita na forma geral

U Uy U
x us |, (23)

sendo {u,z,z} € R, {uj,us,uz} € C. A matriz T pode
ser reescrita como
u a; — iag b1 — ibg
T=|ai+1ias T c1 —ica | . (24)
bl + ibg c1 + iCQ z

Neste sentido, T' é representada por uma combinacgao lin-
ear de seus geradores, ou seja

T = a1T1 + CL2T2 + uTg + b1T4 —+ b2T5
+81T6 + C2T7 + Z‘Tg. (25)
E fazendo algumas redefini¢oes
Uy = ay — iag,
ug = by — iby,
ug = C1 — iCQ. (26)
Entao, uma mudanga de base foi realizada. A base nova

contida no espago vetorial é denominada de base de Gell-
Mann, dadas por

010 0 —i 0 100
T,=1100]|, Tw=[(i 0 0], T3=[0-10
000 000 000
001 00 —i 000
000 Ts=(00 0|, Twx=[001
100 i 00 010

00 0 L (100

Th=100—i|, Tx=—|01 0

04 0 V3 \0 0 —2

em que estes geradores pertencem ao grupo de simetria
SU(3). Logo, a algebra de Lie consiste de 8 matrizes 3x 3
que obedecem as conjunturas:

e Serem hermitianas;
o Tr =0
e Linearmente independentes (L.IL.).

Tomando qualquer um dos geradores, obtém-se

T,

5| =it (27)

sendo f;;i as constantes de estrutura. E assim, os ger-
adores T constituem a base do espaco vetorial. Neste,
além da operacao de soma, revela-se uma outra operagao
que serd a de comutacao ([,]). Desse modo, se tomar o
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comutador de dois elementos da base, uma combinacao
linear de vetores da base é obtida. Com isso, é encon-
trado um elemento de dentro do espago vetorial.

Seguindo o raciocinio e comparando com a defini¢ao
de algebra de Lie, isto é:

1. Espago vetorial;
2. Operagao de soma definida;

3. Lei de composicao, que neste caso corresponde ao
comutador ([,]);

4. E a necessidade de uma lei de composigao que
cumpra os requisitos:

[4,B] =~ (B, 4],
[A,B+C] = [A,B] +[A,0],
[A,[B,C]] +[C.[A, B + [B,[C, A = 0.

Portanto, conforme observado, o espago vetorial das
matrizes hermitianas com traco nulo representam uma
algebra de Lie. A relagao de comutagao, Eq., é sufi-
ciente para reconhecer de forma inequivoca a lei de com-
posigao de um grupo [28] B0]. No caso estudado aqui, o
grupo SU(3).

A préoxima etapa, serd observar como a simetria
SU(3). opera na lagrangiana de Dirac (quark sem
massa). Assim,

L = in.0¢ = P'iy. 0
= Pliy. 01 + PPiy. 02 + iy O, (28)
onde (i = 1,2,3). Utilizando a lei de transformagao j
estudada para v e seu conjugado 1, ou seja
Y — U,
Y — U, (29)

Ao atuar uma transformacao de simetria do tipo SU(3).,
nota-se que a lagrangiana de Dirac fica invariante,

L = iy 0 — YU in.0UY = iry.0v, (30)

sendo U uma matriz unitéria e constante. A vista disso,
foi considerado uma transformagéo SU(3). independente
de pontos no espago-tempo. Agora, para uma trans-
formagao unitdria SU(3) dependente do espago-tempo,
tem-se

L = pin.0p — YpUTiy.0Up =

= U (Uiy.0 — T*U~.0a%(x))1p

— Gir. 0 — FT (.00 ()

= L =T (y.00" (2))1). (31)
Em que U(z) = " ®7T" ¢ a invariancia na lagrangiana

de Dirac é perdida simbolizando que o operador derivada
0, realizou deslocamentos nos campos de férmions na
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lagrangiana de Dirac. Para resturar a invariancia, insere-
se um campo Af, que cancela o 1ltimo termo na Eq.
Diante disso, a lagrangiana fica escrita

L = p(in.0 + gv.A"T)1p, (32)

no qual g é uma constante de acoplamento. Para esta la-
grangiana ser invariante, o campo AZ deve se transformar
na forma

Al — A+ AAY, (33)
entao, tem-se
L =Y(iv.0 + gy. AT —
YU (i7.0 + gyALT* + g7.AALT*) Uy
= QUi .Uy + U (g7.A%T*
+gVAAT*) Uty =
= i 0 — BT (7.00% () )
U (g7. AST + g7y AALT*) Uy
= Yiry.0¢ — Py.0a (2) T
+pUT (g7. ALT® + g7.AALT)U . (34)
Para a Eq. ser invariante, realiza-se algumas
operagoes algébricas que ficarao a cargo do leitor veri-
ficar. Neste caminho, encontra-se a transformagao dada
por
1
AAT* =UALTUT + ;U(@Ma“(m’)T“ —gUtAST*U)UT.
(35)

Fazendo a substituigao de 0, pelo operador D,

8 — D, = 0, — igAST", (36)

’

sendo D,, a derivada covariante. Atuando-o frente uma
rotagdo SU(3), resulta

D, — 0, —igAj, —igAA;T"
=0y —igA;T"~
1
—ig |UASTUT + ;U(@Ma“(x)T“ —gUtAST*U)UT
=0, —iU(gAj}, + D (x))TUT.
Ou na forma compacta
D, —UD,U". (37)
Com isso, a nova lagrangiana se transforma como
L = iy.Dp — pUTiy* (UDUN Uy =
= iy.Dip. (38)
A invaridncia em L é restaurada sob uma transformagao
de calibre SU(3).. Assim, os requisitos para a construcao

de uma lagrangiana invariante sob SU(3). serd confec-
cionar um operador D,,, onde possa ser introduzido um

eBFIS 11 11301-5(2021)
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novo campo A,. Este novo campo em geometria diferen-
cial é chamado de conexdo da variedade SU(3) [14] 23}
27]. Na etapa seguinte serd explorado esses elementos
matemadticos (conexdo e curvatura) usando a ideia de
transporte paralelo de vetores.

Considere o transporte paralelo de dois pontos no
espago-tempo x1 a xg por dois caminhos diferentes. Uma
expansao em série de Taylor é feita nesses pontos

To = 11 + Az + Ay (39)
Caminho 1:

Ye1 (1 + Az + Ay) = ¥(z1 + Ax) +
+ Ay Dyp(Yr + Ax) + ...

= "/}(371) + AxMD/ﬂ/}(l‘l) + Ay”Dﬂ/}(fﬁ)
+ Azt Ay D, Dp(xr) + ... (40)

Caminho 2:

Yea(x1 + Az + Ay) = Y(z1 + Ax)+
+ Azt Dp(1 + Ay) + ...

= w(xl) + Aquuw(zl) + Ay”DM/J(iﬁ)

+ Azt Ay" D, Dyp(xr) + ... (41)
Tomando a diferenga da Eq. e Eq. , resulta

Ye1 (1 + Az + Ay) — Yea(x1 + Az + Ay) =
= Azt Ay”" (DD, — D, Dy)Y(x1),  (42)

ou seja, o termo entre parénteses na Eq. (42) é escrito
como

[DmDv} = (DuDV - DVD/L)

= (0 — igALT*) (9, — igALT") — (9, — igALT")x

x (0 — igALT®)

= 0,0, — igd AVT® — igd, ALT +i*g* AT AL T~
— (0,0, — ig0, ALT* — igAVT 0, + i*g> ALTY ALT*)
= 0,0, —igd, AVT® —igALT*d, — g* A% AST*T"—
—8, 0y +igd, ALT* +igALT 0, + g* AL ALT T

= —ig (0, ALT* — 8,AUT" — igAL A} [T, T"])

= —igFy,T"
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Onde esta diferenca de operadores é denominado de ten-
sor de curvatura ou tensor de campo de Yang-Mills. E,
possui a seguinte forma

F, =0, A% — 0,A% + gf** Ab AS,. (43)

Ou seja, F}, representa uma medida da curvatura do
grupo de simetria interno SU(3) com conexao A,. Além
do mais, F}}, transforma-se sob o calibre SU(3)

FSVTa N eiab(w)TbFﬁuTae—iab(a:)Tb _
=UFS,T°U". (44)

No entanto, é preciso tomar o trago das matrizes sob a
transformacao de calibre SU(3)

Tr[FS,T*F**TY — TrlUF,, T*UTUF* T U]
= Tr[Fe, T°UTUF* T UT)

%

= Tr[Fg,T*F*PT). (45)

Em que a normalizacao para as matrizes é feita usando
a forma de Killing Tr[T°T%] = 157, Por fim, a la-
grangiana da cromodinamica quantica toma a forma

1 _
—ZF% FH 4 ahiny. Di,

Lacp = —1F

no qual Af representa o campo de gluon.

IV. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, realizou-se uma revisao acerca dos ele-
mentos das interagoes eletromagnéticas do campo de cal-
ibre U(1), e generalizou-se para as interagoes nucleares
fortes, responsédveis pela coesao entre prétons e néutrons
no interior dos ntcleos atémicos. Mostrou-se que a in-
teragao forte é regida por um grupo de simetria de calibre
nao abeliana denominada de grupo SU(3). Tendo como
os constituintes fundamentais da teoria os quarks, enti-
dades confinadas ao interior dos prétons, néutrons e os
demais hadrons, que interagem e se ligam uns aos outros
pelos glions, denominados de bdsons vetoriais da QCD
cuja teoria de calibre SU(3) estd associada ao niimero
quantico de cor. Por fim, foi construida a lagrangiana da
QCD e demonstrada a sua invariancia perante a simetria

SU(3).
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