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Introduccion

El presente trabajo se encuentra inmerso dentro de la rama de la topo-
logia conocida como teoria de los continuos e hiperespacios. Particularmente,
se centra en la existencia de arcos ordenados en los hiperespacios 2% y C(X)
de un espacio métrico X, siguiendo los resultados expuestos en 1999 por
Sam B. Nadler Jr. y Alejandro Illanes en los capitulos 14 y 15 de su obra
Hyperspaces: Fundamental and Recent Advances ([9]). El propésito de esta
tesis es desarrollar de manera profunda las demostraciones expuestas en estos
capitulos, a fin de facilitar la consulta a futuros lectores, asi como ser fuente
de inspiracién para posibles futuros trabajos relacionados a la teoria de los
continuos y sus hiperespacios. Con tal fin se presenta este trabajo, el cual
esta organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, se exponen las definiciones y resultados que seran tutiles
para el desarrollo de los capitulos siguientes. Entre otros temas, se define la
métrica de Hausdorff para un hiperespacio de un espacio métrico, asi como
la topologia de Vietoris. Ademas, se define una nueva convergencia en hi-
perespacios y se demuestra que ésta coincide con la convergencia respecto
a la métrica de Hausdorff. Esto nos ayuda a estudiar la compacidad de los
hiperespacios CL(X), 2% y C(X) cuando X es un espacio métrico compacto.
Posteriormente, se define el concepto de funcién de Whitney y se demues-
tra la existencia de una funcién de Whitney para cualquier hiperespacio de
un compacto. Finalmente, se enuncian algunas definiciones y resultados rela-
cionados al cubo de Hilbert y al concepto de dimension de un espacio métrico.

El Capitulo 2 se centra en desarrollar las demostraciones del Capitulo 14
de [9]. Aqui, se define el concepto de arco ordenado en un hiperespacio y se
demuestra la existencia de arcos ordenados en C'(X). Como consecuencia, se
demuestra que 2% y C'(X) son continuos arco conexos siempre que X es un
continuo. Finalmente, bajo esta misma condicién, se vera que el hiperespacio
2X contiene un cubo de Hilbert.

En el Capitulo 3, que corresponde al Capitulo 15 de [9], se estudian condi-
ciones necesarias y suficientes para asesgurar la existencia de arcos ordenados
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en 2%, donde X es compacto. Como consecuencia, se tiene la arco conexidad
local de 2% y C'(X) en un punto particular. Posteriormente, se estudian condi-
ciones necesarias y suficientes para que estos hiperespacios sean homogéneos
y/o cubos de Hilbert. Finalmente, se involucra el concepto de grupo topoldgi-
co y se relaciona con la estructura de cubo de Hilbert de estos hiperespacios.

Se espera que el lector esté familiarizado con los resultados mas impor-
tantes de la teoria de espacios métricos y la topologia general. De no ser el
caso, se sugiere consultar [10] y [16].
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, presentaremos algunas definiciones y resultados ttiles
que se necesitaran en los capitulos siguientes. A lo largo del presente trabajo,
usaremos la letra X para denotar un espacio métrico con métrica d. A la
topologia generada por la métrica d se le denotara por 7,. Dado x € X y
r > 0, se denotard por By(z,r) = {y € X : d(y,z) < r} ala bola con centro
en x y radio r, omitiendo la referencia a la métrica cuando esto no provoque
confusién. Dado A C X, los simbolos intx(A) y frx(A) denotaran el interior
y la frontera de A en X, respectivamente. Salvo cuando sea necesario, se
omitira la referencia al espacio X. Se usaran los sfmbolos clx(A) y A para
denotar la cerradura de A en X, omitiendo la referencia al espacio X si no
hay riesgo de confusion.

De aqui en adelante, se aceptara que un espacio métrico X es compacto si
toda cubierta abierta de X admite una subcubierta finita. Equivalentemen-
te, X es compacto si y solo si X es totalmente acotado y completo, lo cual
equivale, a su vez, a que todo subconjunto infinito de X admite un punto
de acumulacién. Un espacio métrico X es conexo si no existen subconjuntos
ajenos, abiertos y no vacios de X que cubren a X. La condicién de abiertos
puede reemplazarse por cerrados o separados, segin sea conveniente. Algunas
definiciones y resultados sobre compacidad y conexidad en espacios métricos
y topolégicos pueden consultarse en [10], [16] y [17].

Por otro lado, se usaran los simbolos N y R para denotar el conjunto de
los niimeros naturales y el conjunto de los niimeros reales, respectivamente.
Dado n € N, R™ denotara el conjunto {(xy,...,2,) : z1,...,2, € R}. Todo
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subconjunto de R"™ se considerara con la métrica euclidiana y la topologia
inducida por ésta. Finalmente, en el presente trabajo se supondréd verdadero
el Axioma de Eleccién, o equivalentemente, el Lema de Zorn (todo conjunto
parcialmente ordenado L, en el que cada cadena tiene una cota superior en
L, admite un elemento maximal), véase [7].

1.1. Continuos

La teoria de los continuos se encarga de estudiar espacios métricos parti-
culares: aquellos que tienen la cualidad de ser compactos y conexos.

Definicién 1.1. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y
con mas de un punto. Dados un continuo X yY C X, diremos que Y es un
subcontinuo de X si 'Y es un continuo como subespacio de X o bien, si' Y
tiene exactamente un punto.

La propiedad de ser un continuo es una propiedad topoldgica, es decir, si
X es un continuo y Y es un espacio métrico homeomorfo a X, entonces Y
también es un continuo. Ejemplos de continuos son los siguientes:

(a) Cualquier intervalo cerrado [a,b] en R, con a < b.

(b) La circunferencia unitaria S* = {(z,y) € R? : 22 + y* = 1}. M4s atin,
para todo n € N, definimos y denotamos la esfera n-dimensional por

S" ={zx e R"": ||z|| = 1},

donde || - || es la norma euclidiana en R™"*!. Se puede verificar que S™ es
un continuo, para cada n € N. Cualquier continuo homeomorfo a S! se
llama una curva cerrada simple.

(¢) Cualquier bola cerrada en R™, D(x,r), con x € R™ y r > 0.

(d) El conjunto {(z,sen(1)):0<z <1} U{(0,y) € R* : =1 < y < 1},

conocido como seno del topdlogo.

(e) El conjunto I" = [[;_,[0,1] es un continuo dotado con la topologia
producto. Cualquier continuo homeomorfo a I"™ se llama una n-celda.
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Figura 1.1: Ejemplos de curvas cerradas simples.

Figura 1.2: El continuo seno del topdlogo.

(f) El conjunto

1~ =],
n=1
es un continuo dotado con la topologia producto. Cualquier continuo
homeomorfo a I es llamado cubo de Hilbert.

Definicién 1.2. Un arco es un espacio métrico que es homeomorfo al in-
tervalo cerrado [0,1] con la métrica usual de R.

Dado que [0,1] es un continuo, se sigue que todo arco también es un
continuo. Algunos ejemplos de arcos son:

(1) Cualquier intervalo de la forma [a,b] con a < b. Se puede verificar que
la funcién h : [0,1] — [a,b] definida por h(t) = a + t(b — a), es un
homeomorfismo.

(2) En R? con la métrica euclideana, dados dos puntos distintos (z1,1) y
(x2,y2), el segmento de recta que une (z1,y;) con (za,ys2) es un arco.
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Figura 1.3: Ejemplos de 2-celdas.
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Figura 1.4: Ejemplos de arcos.

Sean C'un arco, h : [0, 1] — C un homeomorfismo, p = h(0) y ¢ = h(1). Se
puede verificar que si g : [0,1] — C' es también un homeomorfismo, entonces
{9(0),9(1)} = {p,q}. A los puntos p y ¢ les llamaremos los puntos extremos
de C.

Definicién 1.3. Un espacio métrico X es arco conexo si dados cualesquie-
ra dos puntos distintos x,y € X existe un arco en X cuyos puntos extremos
sonzx yYy.

El siguiente teorema muestra la relacién entre los espacios conexos y los
arco CONnexos.

Teorema 1.4. Todo espacio métrico arco conexo es conexo.

Demostracion. Sea X un espacio métrico arco conexo y sean x,y € X arbi-
trarios con x # y. Luego, existe un arco C' cuyos puntos extremos son = y .
Por ser C' un arco, es conexo. Asi, x y y pertenecen a un subconjunto conexo
de X. Esto implica que X es conexo. [ |

En general, no todos los espacios métricos conexos son arco conexos. Co-
mo contraejemplo se tiene X = {(z,sen (1)) :0 <z <1} U{(0,0)} C R?,
que es Cconexo Pero no arco conexo.

El siguiente lema nos mostrara que para verificar la arco conexidad de
un espacio métrico, es suficiente fijar un punto y construir arcos entre este
punto fijo y los demds puntos.
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Lema 1.5. Sean X un espacio métrico y p € X. Si para cualquier x €
X \ {p}, eziste un arco con puntos extremos x y p, entonces X es arco
conexo.

Demostracion. Sean x,y € X con x # y. Si x = p o y = p, por hipétesis,
existe un arco con puntos extremos z y y, y termina la prueba, asi que
supongamos que x # p # y. Entonces existen arcos A; y A, tales que A, tiene
puntos extremos x y p, y As tiene puntos extremos y y p. Sean o : [0,1] — A;
y as : [0,1] = Az homeomorfismos tales que a;(0) = z, (1) = p,a2(0) =y
y asg(1l) = p. Definamos A = {t € [0,1] : ay(t) = ax(t)}. Observemos que
A# D (yaquel e A)y A estd acotado inferiormente. Sea m = inf A. Por
[10, Lema 1, pag 161], A es cerrado en R, lo que implica que m € A, con lo
cual aq(m) = ag(m). Definamos S : [0, 1] — A; U Ay como

B ay(t) si te[0,m]
Blt) = { oz (3=tm) si t € [m,1]
Observemos que

= [ estd bien definida, ya que ai(m) = az(m).

= 3(0) = a1(0) =z y B(1) = a2(0) = y.
= 3 es continua por el Lema del Pegado, ya que a; y s son continuas.

= [ esinyectiva, ya que ay y ag lo son, y 5([0, m])NB([m, 1]) = a1 ([0, m])N

a3([0,m]) = {a1(m)} = {aa(m)}.

Por lo tanto, 3([0, 1]) es un arco en X con puntos extremos = y y. Se concluye
que X es arco conexo. |
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Recordemos que dado un espacio métrico X, dos subconjuntos £y F' de
X estan separados si ENF =0y ENF = 0. Dado Y C X, diremos que
E y F forman una separacion de Y si Y = FU F, E' y I estan separados
y son no vacios. Cuando este hecho ocurra, lo denotaremos por Y = E|F.
Observemos que Y = E|F implica que Y es disconexo. Finalmente, diremos
que dos subconjuntos no vacios K y L estdn separados en X si existen E
y F subconjuntos de X tales que X = E|F,K C Ey L C F. Se tiene la
siguiente proposicion:

Proposicién 1.6. Sea X un espacio métrico y sean K y L subconjuntos no
vacios de X . Se cumple que K y L estdn separados en X si y solo si existe G
un subconjunto abierto, cerrado y no vacio de X tal que K C G y GNL = (.

Demostracion. Supongamos que K y L estan separados en X, entonces exis-
ten E y F subconjuntos de X tales que X = F|F;K C Ey L C F. Sea
G =FE.Como X = EUF es cerrado y E y F estan separados, E'y F son ce-
rrados y abiertos de X. Entonces G es cerrado, abierto (ya que G = X \ F),
no vacio y K C G. Finalmente, dado que GNF = @ y L C F, entonces
GNL=0.

Reciprocamente, supongamos que existe G subconjunto abierto, cerrado
y no vacio de X talque K CGyGNL=(.Sean E=Gy F = X\G.
Al ser E y F cerrados y ajenos, entonces E y I estan separados. Como
X =FE|F,K CEyLCF, podemos concluir que K y L estan separados en
X. [ |

Un resultado fundamental en la teoria de los continuos, conocido como el
Teorema del cable cortado, enuncia lo siguiente:

Teorema 1.7 (Del cable cortado). [0, Teorema 12.9] Sea X un compacto y
sean B y C subconjuntos cerrados de X . Si ningin subconjunto conexo de X
intersecta tanto a B como a C, entonces B y C' estan separados en X.

En los Capitulos 2 y 3, dado un continuo, con frecuencia sera necesario
mostrar la existencia de subcontinuos propios con mas de un punto. Para
demostrar este resultado, nos valdremos de un teorema muy importante en
la teoria de los continuos, conocido como el Teorema de golpes en la frontera.

Teorema 1.8 (De golpes en la frontera). Sean X un continuo y U un sub-

conjunto propio de X, abierto y no vacio. Si K es una componente de U,
entonces K Nfr(U) # 0. En particular, KN (X \ U) # 0.
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Demostracién. Supongamos por contradiccién que K N fr(U) = ). Obser-
vemos que K y fr(U) son subconjuntos cerrados de U. Ademés, K # ().
Observemos también que fr(U) # 0, ya que si fr(U) = 0, entonces U es un
subconjunto cerrado y abierto de X, lo que contradice la conexidad de X.

Ademds, si existiese un subconjunto conexo A de U tal que AN K # 0,
se tendria que A C K, y puesto que K Nfr(U) = 0, entonces AN fr(U) = (.
Hemos probado que ningtin subconjunto conexo de U intersecta tanto a K
como a fr(U). Por el Teoremal[l.7] se tiene que K y fr(U) estdn separados en
U. Esto significa que existen E y F subconjuntos separados de X tales que
U=FEUF,KCEyfr(U)CF.

Veamos que E'y F'U (X \ U) forman una separacién de X. Observemos
que E£Qy FU(X\U) # (. Ademés,

EUFUX\U)]=(EUFRUX\U)=UU(X\U)=X.

Finalmente, para ver que E'y F'U(X \U) estdn separados en X, probaremos
primero que £ N (X \ U) = 0. Supongamos que existe x € E N (X \ U).
Como E C U, entonces 1 € UN(X\U)=UNX\U = fr(U) C F, es decir,
x € ENF, lo que es una contradiccion ya que E y F estan separados. Asi,
EN(X\U)=0. Por lo tanto,

EN[FU(X\U)] = (ENF)U[EN(X\U)] = QU[EN(X\U)] = EN(X\U) = ()
y
Eme@Fﬁﬂ:Em(FuYTﬁ)
— (ENF)U(ENX\D)
=pup=0.

Por consiguiente, £y F'U (X \ U) forman una separacién de X. Como esto
contradice la conexidad de X, se concluye que K Nfr(U) # 0.

La segunda parte del teorema se sigue de que KN (X \U) 2 (K NU)N
X\U=Knfr(U) #0. [

El teorema anterior serd tutil para probar el siguiente resultado:
Teorema 1.9. Sea X un continuo.

(a) Si A es un subcontinuo propio de X, U un subconjunto abierto de X y
A C U, entonces existe B subcontinuo de U tal que A C B.
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(b) Eziste un subcontinuo propio de X con mds de un punto.

Demostracion. (a) Sean A un subcontinuo propio de X, U C X abierto y
ACU.SiU = X, entonces B = X es el subcontinuo buscado y termina
la prueba, asi que supongamos que U C X. Como X es un espacio normal,
existe V' subconjunto abierto tal que A C V' C V C U. Observar que V #+ X,
yvaque V CU C X. Como A es conexoy A C V, existe una componente B
de V tal que A C B. Por el Teorema se tiene que BN(X\V) # 0, y como
A C V| sesigue que A # B. Finalmente, observemos que B es compacto (ya
que B es un cerrado de X y X es compacto), conexo y no vacio, es decir, B
es un subcontinuo de U.

(b) Sean p € X y U C X abierto tal que p € U. Como {p} es un
subcontinuo propio de X tal que {p} C U, por (a), existe B subcontinuo de
U tal que {p} C B. Por lo tanto, B es el subcontinuo propio de X buscado.
[ |

1.2. Hiperespacios y métrica de Hausdorff

Si X es un espacio métrico, entenderemos por un hiperespacio de X a
una coleccion de subconjuntos de X con alguna propiedad en particular. Por
ejemplo, podemos considerar

CL(X)={AC X : Aesno vacio y cerrado en X}.
Otros hiperespacios que se consideran en este trabajo son:
» CLCO(X)={A € CL(X): A es conexo}
» 2X ={A e CL(X): A es compacto}
» C(X)={A e CL(X): A es compacto y conexo}

» Fo (X)) ={A e CL(X):1<|A| <n}, donde n € Ny |A| denota la
cardinalidad del conjunto A. Al hiperespacio F,,(X) se le conoce como
el n-ésimo producto simétrico de X. Notar que F1(X) ={A € CL(X) :
|A| = 1} y se le llama espacio de singulares de X.

» F(X) =U,~, Fu(X), que se conoce como el espacio de subconjuntos
finitos de X.
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Observacién 1.10. En el caso de que X sea compacto, los hiperespacios
CL(X) y 2% coinciden, esto es, CL(X) = 2.

Es posible dotar a C'L(X) de una métrica especifica, llamada la métrica
de Hausdorff, para la cual necesitaremos del siguiente concepto.

Definicién 1.11. Sea X wun espacio métrico. St x € X y A € CL(X),
definimos y denotamos la distancia del punto x al conjunto A como

d(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

Para cualquier r > 0 y A € CL(X), denotamos la nube alrededor de A y
radio v como

N(r,A) ={zx € X : d(z,A) < r}.

-

——_———

Figura 1.5: Nube de radio r alrededor de A

La siguiente proposicién enlista algunas propiedades ttiles de la distancia
de un punto a un conjunto y de las nubes alrededor de un subconjunto de
un espacio métrico.

Proposicién 1.12. Sean X un espacio métrico, A,B € CL(X) y z,y € X,
entonces se cumplen las siguientes condiciones:

1) [d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).
2) x € A siysolo sid(x,A) =0.
3) Siry <ry, entonces N(r1, A) C N(rq, A).

5

(1)

(2)

(3)

(4) Si A C B, entonces d(z, B) < d(z, A).
(5) N(e,A)UN(e,B) = N(e, AU B).

(6)

6) La funcion f: X — R, dada por f(z) = d(x, A), es continua.



10 Preliminares

Demostracion. (1) Sea a € A. Dado que d(z, A) < d(z,a) < d(z,y)+d(y,a),
se tiene que d(z,A) — d(z,y) < d(y,a). Como a € A es arbitrario, se si-
gue que d(x,A) — d(z,y) < d(y,A), de donde d(z,A) — d(y, A) < d(z,y).
Andlogamente se prueba que d(y, A) — d(z, A) < d(z,y), concluyéndose que
d(z, A) — d(y, A)] < d(z, )

(2) Supongamos que z € A; luego, d(z, A) < d(x,z) = 0. Por otro lado,
como d(x,a) > 0 para todo a € A, se cumple que d(z, A) > 0. Asi, d(z, A) =
0. Reciprocamente, supongamos que d(z, A) = 0. Veamos que x € A. Sea
e > 0. Como 0 = inf{d(z,a) : a € A} < ¢, existe a € A tal que d(z,a) < &;
dado que a € B(z,£) N A, se tiene que B(z,e) N A # (). Luego, v € A = A.

(3) Sea z € N(ry, A), entonces d(z, A) <1 < ry, de donde z € N(rq, A).
Por consiguiente, N(ry, A) C N(ry, A).

(4) Supongamos que A C B, entonces {d(z,a) : a € A} C {d(x,a) :
a € B}, de donde inf{d(x,a) : a € B} < inf{d(z,a) : a € A}, esto es,
d(z,B) <d(z,A).

(5) Sea x € N(e, A) U N(e, B), supongamos sin pérdida de generalidad
que x € N(g, A). Por el inciso (4), se tiene que d(x, AU B) < d(z,A) < ¢,
con lo cual z € N(g, AU B). Por lo tanto, N(e, A)UN(e,B) C N(e, AUB).
Reciprocamente, sea x € N(e, AU B), entonces existe z € AU B tal que
d(z,z) <e.Siz € A, entonces x € N(g,A); ysiz € B, entonces z € N(e, B).
En cualquier caso, x € N(e, A) U N (e, B), lo que prueba que N(e, AU B) C
N(e,A) U N(g, B). Por lo tanto, N(e, A) UN (e, B) = N(¢, AU B).

(6) Sea xp € X. Veamos que f es continua en xy. Sea £ > 0. Por el inciso
(1) se cumple que |d(z, A) — d(zo, A)| < d(z,x¢), asi que tomando § = ¢, se
cumple que si d(z, z) < d, entonces |f(x)— f(xo)| = |d(z, A) —d(xg, A)| < €.
|

A continuacién definiremos la métrica de Hausdorff.

Definicién 1.13. Si X es un espacio métrico con métrica acotada d, la
métrica de Hausdorff para CL(X) inducida por d, denotada por Hy, para
cada A,B € CL(X) es

Hy(A,B)=if{r >0: ACN(r,B) y BC N(r,A)}.

Observacién 1.14. (1) La condicién de que la métrica d sea acotada nos
asequra que el conjunto que define a Hy(A, B) no es vacio (si k > 0 es
una cota superior para d, entonces AC N(k+1,B) y BC N(k+1,A))
y por ende su infimo eziste, con lo cual Hy(A, B) siempre estd definida.
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(2) Si Hy(A,B) < ¢, entonces A C N(e,B) y B C N(g,A). En efecto,
si Hd( ,B) < ¢, entonces € no es cota inferior del conjunto {r > 0 :
N(r,B) y B C N(r,A)}, por lo que ezxiste 6 > 0 tal que A C
(6 B),B C N(6,A) y§ < . Respectivamente, por la Proposicién[1.19

(3), se tiene que A C N(e,B) y B C N(eg, A).

(3) El reciproco del inciso anterior se cumple cuando A y B son compac-
tos. En efecto, supongamos que A C N(e,B) y B C N(e, A). Enton-
ces d(a,B) < € para cada a € A, y d(b,A) < e para cada b € B.
Sean f : A — R yg: B — R dadas por f(z) = d(z,B) y g(z) =
d(x,A). Como f y g son continuas (por la Proposicion 6)) y A
y B son compactos, entonces f y g alcanzan su mdxrimo, es decir, exis-
ten puntos ag € A y by € B tales que d(ag, B) = méx{d(a,B) : a €
A} < e y d(by,A) = max{d(b,A) : b € B} < e. Sea 6 > 0 tal que
max{d(ag, B),d(by, A)} < § < e, entonces A C N(6,B) y B C N(6,A),
con lo cual Hy(A,B) < § < e.

(4) Se sigue del inciso (2) que si A,B € CL(X) y 6 > 0, entonces A C
N(Hq(A,B)+9,B) y BC N(Hy(A,B)+9,A).

Verifiquemos que Hy es, en efecto, una métrica en C'L(X). Para ello, sera
conveniente usar la notacion

M(A,B)={r>0: ACN(r,B)y BC N(r,A)}
para cada A, B € CL(X).

Teorema 1.15. 5t X es un espacio métrico acotado, entonces Hy es una
métrica en CL(X).

Demostracion. Se tiene de la definicion que Hy(A, B) > 0y que Hy(A, B) =
Hy(B, A) para cualesquiera A, B € CL(X).

Supongamos que Hy(A, B) = 0y veamos que A = B. Como inf M (A, B) =
0, existe una sucesién decreciente {r,},eny en M(A, B) tal que r, — 0y
A C N(rp, B) para cada n € N. Sea a € A, entonces para cada n € N se
tiene que d(a, B) < r,, luego existe b, € B tal que d(a,b,) < r,. Por tanto,
la sucesién {b, },en €s una sucesién en B y converge al punto a. Por ser B
cerrado, se concluye que a € B. Esto prueba que A C B. Anédlogamente,
B C A, concluyéndose que A = B.
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Ahora veamos que Hy(A, A) = 0 para todo A € CL(X). Observar que
A C N(r,A) para todo r > 0. Asi, Hy(A, A) = inf M(A, A) = inf RT = 0.

Finalmente verifiquemos la desigualdad del triangulo, es decir, hay que
probar que si A, B,C' € CL(X), se cumple Hy(A,C) < Hy(A, B)+Hy(B, C).
Sea £ > 0. Por (4) de la Observacién [I.14] se tiene que

AgN(Hd(A,B)Jrg,B). (1.1)

BCN (Hd(B, 0) + g C) . (1.2)
Sea a € A. Por (L.1)), se tiene que d(a, B) < H4(A, B) + 5, de donde existe

b € B tal que

d(a,b) < Hy(A, B) + g (1.3)

Por ([1.2)), se tiene que d(b,C) < Hyq(B,C) + 5, con lo cual existe ¢ € C' tal
que
d(b, ¢) < Hy(B,C) + g (1.4)

Por lo tanto,
d(a,c) < d(a,b) +d(b,c)
< Hy(A,B) + - + Hy(B.C) +
— Hy(A,B) + Hy(B,C) + <.

DN ™

Como a es un punto arbitrario de A, hemos probado que
ACN (Hy(A,B)+ Hqy(B,C) +¢,C). (1.5)
Por un argumento similar, se cumple también que
CCN(Hy(A,B)+ Hy(B,C)+¢,A). 1.

Asi, Hy(A, B)+ Hq(B,C)+e € M(A,C), conlo cual Hy(A,C) < Hy(A, B)
Hy(B,C)+e. Como € > 0 es arbitrario, se cumple la desigualdad H,(A, C)
Hy(A, B) + Hy(B, C), lo que concluye la demostracién.

Los hiperespacios CLC(X), 2%, C(X), F,,(X) y F(X) adquirirdn la métri-
ca de subespacio de CL(X).

D
~—

mA+

La colecciéon C'L(X) también puede dotarse de una topologia especifica,
denominada la topologia de Vietoris, que mencionamos a continuacién:
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Definicién 1.16. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. La topologia de Vie-
toris Ty para CL(X) es la topologia mds pequena con las siguientes propie-
dades:

(1) Si U es un abierto de (X, ), entonces {A € CL(X) : A C U} es un
abierto de (CL(X),Tv).

(2) Si B es un cerrado de (X, T), entonces {A € CL(X): A C B} es un
cerrado de (CL(X),Ty).

Nuevamente, los hiperespacios CLC(X), 2%, C(X), F,(X) y F(X) tendran
la topologia de subespacio heredada por la topologia de Vietoris en C'L(X).

Asi pues, resulta natural preguntarse si la métrica de Hausdorff en C'L(X)
induce la topologia de Vietoris. La respuesta es afirmativa cuando y solo cuan-
do X es un espacio métrico compacto, como se vera mas adelante.

Si Sy, ..., .8, son subconjuntos de X, usaremos la siguiente notacion:
(S1,...,S,) = {AEC’L(X):AQ USiyAﬂSi#Q)paracadal §i§n}.
i=1

Al conjunto (Sy,...,S,) le llamaremos vietérico. Los vietéricos nos pro-
porcionan una base para la topologia de Vietoris, tal como lo muestra la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.17. [9, Teorema 1.2] Si (X, 7) es un espacio topoldgico, en-
tonces

By ={(Ui,...,U,) :neNyU, €7 para cada 1 <i<n}
es una base para Ty .

La Proposicion [1.17] sera 1til en los capitulos posteriores.

Proposicion 1.18. Si Ay, ..., A, son subconjuntos abiertos de un espacio
métrico X, entonces (Ax, ..., A,) es un abierto de (CL(X),Tv). Asimismo,
st Ay, ..., A, son subconjuntos cerrados de X, entonces (Ai, ..., A,) es un

cerrado de (CL(X),Ty).
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Demostracidn. Si Ai, ..., A, son abiertos de X, por la Proposicién [[.17], se
tiene que (Ay,...,A,) es un bésico de la topologia de Vietoris para C'L(X).
En particular, (A;,..., A,) es abierto de CL(X).

Ahora observemos lo siguiente: si K es un subconjunto cerrado de X,
entonces:

(1) Por la Definicién [1.16] (2), (K) = {4 € CL(X) : A C K} es un cerrado
de CL(X).

(2) (X,K) ={A e CLX): ANK #0} =CL(X)\{A e CL(X): AC
X \ K} es un cerrado de CL(X), yaque {A € CL(X): AC X\ K} es
un abierto de CL(X) por la Definicién [1.16] (1).

Supongamos que Aj, ..., A, son cerrados en X. Observemos que
(A1, ..., An)

:{AGCL(X):AgUAiyAﬂAi#QparacadalSign}

i=1

= {AECL(X):AQOAZ}

N{A e CL(X): AN A; # 0 para cada 1 <i < n}

(U)o ()

Como | J;_; A; es un cerrado de X, por (1) se sigue que (| J;_, A;) es un cerrado
de CL(X). Asimismo, (2) implica que (X, A;) es un cerrado de CL(X) para
cada i € {1,...,n}, con lo cual N, (X, A4;) es un cerrado de CL(X). Asi,
se concluye que (Ay,...,A,) = (U, 4) N (N7, (X, A;)) es un cerrado de
CL(X). n

Teorema 1.19. Sea X un espacio métrico. Las condiciones siguientes son
equivalentes:

(a) X es compacto.

(b) La topologia de Vietoris Ty y la topologia inducida por la métrica de
Hausdorff Ty, en CL(X) coinciden.



1.2 Hiperespacios y métrica de Hausdorff 15

Demostracion. [(a)=-(b)] Supongamos que X es compacto. Por la Observa-
cién CL(X) = 2%. Probaremos que Ty = 7y,. Veamos primero que
Ty C 7g,. Sea (Ay,...,A,) € Ty. Dado que (4;,...,4,) = (U, 4) N
(N, (X, A;)), sera suficiente probar que (U) € 75 y (X,U) € 74 para cada
U € 14. Para ello, sea U € 14 y veamos que (U) € 74. Si U = X, entonces
(U)y ={A e CL(X): AC X} = CL(X) € tq,, asi que supongamos que
U#X.Sean A€ (U)ye=d(A, X\U) =inf{d(a, X\U) : a € A}. Observe-
mos que € > 0, yaque Ay X\U son compactos. Veamos que By, (A, e) C (U).
Sea B € Bpy,(A,¢), entonces Hy(A,B) < e. Luego, B C N(g, A). Pero
por la eleccién de ¢, se cumple que N(e, A) C U. Asi que B C U, con
lo cual B € (U). Hemos probado que para cada A € (U) existe ¢ > 0
tal que By, (A,e) C (U). Esto prueba que (U) € 7y,. Ahora veamos que
(X,U) € 1y,. Sea A € (X,U). Entonces ANU # . Sea p € ANU. Como
p€eUyUE T, existe 6 > 0 tal que N(J,{p}) = B(p,d) C U. Probaremos
que By, (A,0) C (X,U). Para ello, sea B € By, (A,0). Luego, Hy(A, B) < .
Se sigue que A C N(6, B). Dado que p € A, existe b € B tal que d(b,p) < 9.
Como N(6,{p}) = B(p,0) C U, entonces b € U. Luego, BNU # 0, lo que
muestra que B € (X,U). Asi, se concluye que (X,U) € 7y,. Por lo tanto,

Ty C 7y,.
Probaremos ahora que 7, C Ty. Sea A € CL(X) = 2% y r > 0. Como
A es compacto y A C |J,c4 Ba(a, §), entonces existen ay,...,a, € A tales

que A C U, By(a;, ). Luego, A € <Bd(a1, )5 Balan, §)> Veamos que
(By(a1,%),... Balan, %)) € Bp,(A,r). Sea K € (By(a1,%),...Balan, 5)).
Veamos que K C N(r, A). Sea € K. Dado que K C (J;_, By(a;, §), existe
j € {l,...,n} tal que x € By(a;,3), luego, d(x,A) < § < r, esto es, v €
N(r, A). Asi,

K CN(r,A).

Ahora veamos que A C N(r, K). Sea z € A. Dado que A C U}, Ba(as, %),
existe j € {1,...,n} tal que x € By(a;, ). Como K N By(a;,5) # 0, sea
y € KN By(a;,%). Se sigue que d(z,y) < d(z,a;) +d(aj,y) < 5+% =r, con
lo cual d(z, K) < r, esto es, x € N(r, K). Asi,

AC N(r, K).

Por la Observacion [1.14] (3), Hy(A,K) < r, es decir, K € By, (A,r). He-
mos probado que para todo A € CL(X) y todo r > 0, existe un vietori-
co (Uy,...,U,) tal que A € (Uy,...,U,) € Bpg,(A,r). Esto prueba que
TH, g Tv.
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[(b)=-(a)] Supongamos que Ty, = 7p,. Esto implica que Ty es metriza-
ble. Para probar que X es compacto veremos que todo subconjunto infinito
numerable de X admite un punto de acumulacion. Sea A C X infinito nume-
rable. Luego, A es separable. Luego, CL(A) es separable. Como C'L(A) es un
subespacio de CL(X) se sigue que C'L(A) es metrizable, y por ser separable,
es segundo numerable. Luego, por [4, Proposicién 3.6], A no es un espacio
discreto, con lo cual A tiene un punto de acumulacién, el cual es también un

punto de acumulacién de A en X. Por lo tanto, X es compacto. |

1.3. Convergencia en hiperespacios

Habiendo definido una métrica en C'L(X) (a saber, la métrica de Haus-
dorff), es posible hablar de sucesiones en C'L(X). Més atin, una sucesién
{A, }nen converge a un elemento A € CL(X) si para cada ¢ > 0 existe
N € N tal que Hy(A,, A) < ¢ para cada n > N. Sin embargo, la definicién
que daremos a continuacion resultard ttil en los capitulos posteriores. En la
Proposicién [1.23], veremos que ambas definiciones son equivalentes cuando el
espacio métrico X es compacto.

Definicién 1.20. Sean X un espacio métrico y {A,}nen una sucesion en
CL(X). Se define el limite inferior y el limite superior de la sucesion
{A; }nen, respectivamente, como

liminf A, ={x € X : si U es un entorno de x, entonces UN A, # ()

para cada n € N salvo para un nimero finito}

limsup A, = {z € X : si U es un entorno de x, entonces UN A, # ()

para una cantidad infinita de n's, con n € N}.

Siliminf A,, = A = limsup A,,, decimos que la sucesion { A, }nen converge a
A y este hecho se denotard por lim A,, = A.

Observacion 1.21. Si X es un espacio métrico, {Ap}nen €s una sucesion
en CL(X) yx € X, se cumplen:

(1) liminf A,, C limsup A4,,. Como consecuencia, la sucesion converge a A si
y solo si A C liminf A,, y limsup 4,, C A.
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(2) x € liminf A, si y solo si para todo € > 0 existe N € N tal que B(z,e)N
A, # 0 para cada n > N.

(3) = € limsup A,, si y solo si para todo € > 0 eziste J C N infinito tal que
B(z,e) N A, # 0 para cadan € J.

(4) limsup A,, puede escribirse como

limsup A,, = ﬁ G A;.

n=1i=n

Como consecuencia, limsup A, es cerrado de X, ya que es interseccion
de conjuntos cerrados.

(5) Si para cada n € N se cumple que B, C A,, entonces liminf B, C
liminf A,, y limsup B,, C limsup A,,. En consecuencia, lim B,, C lim A,,
cuando lim A,, y lim B,, existan.

Lema 1.22. Si X es un espacio métrico compacto y { A, }neny una sucesion
en CL(X), entonces limsup A,, # (.

Demostracién. Para cada n € N, sea z,, € A, (ya que A, # () y considere-
mos la sucesion {z, },en. Como X es compacto, existe {x,, }reny una subsu-
cesién de {x, }nen convergente a algin z € X. Veamos que z € limsup A,.
Sea U un entorno de z. Como {z,, }ren converge a z, existe N € N tal que
x,, € U paracada k > N. Dado que z,, € A,,, se tiene que A,,, NU # () para
cada k > N. Esto implica que z € limsup A,,. Por lo tanto, limsup A,, # 0.
|

Proposicién 1.23. Sean X un espacio métrico compacto y {A,}nen una
sucesion en CL(X). Silim A,, = A, entonces A € CL(X) y { A, }nen converge
a A en CL(X) con respecto a la métrica de Hausdorff. Reciprocamente, si
{A}nen converge a A en CL(X) con respecto a la métrica de Hausdorff,
entonces lim A,, = A.

Demostracidn. Supongamos que lim A, = A. Por la Observacién [1.21] (4)
y el Lema [1.22 se tiene que A = limsup 4, € CL(X) = 2%. Veamos que
{A, }nen converge a A en C'L(X) con respecto a la métrica de Hausdorff. Sea
e>0.ComoACN(5,A) =U,eca Bla, 5), entonces {B(a, 5) : a € A} es una
cubierta abierta de A en X. Como A es compacto, existen ay, ..., a; € A tales
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que A C Ule B(a;, 5). Como ay, ..., a; € A= liminf A,, por la Observacién
1.21| (2), existen M, ..., My tales que

A,NB (al, %) # () siempre que n > M,

A,NB (ag, %) # () siempre que n > M,

A,NB <ak, %) # () siempre que n > M,,.

Sea Ny = max{M,..., My} y consideremos n > N;. Veamos que A C
N(e, Ap). Seaa € A C Ule B(a;, ), entonces existe j € {1,...,k} tal que
a € B(aj,%). Como A, N B (a;,5) # 0, sea b € A, N B (aj,5); observemos
que d(a,b) < d(a,a;) +d(a;,b) < 5§+ 5 = ¢, con lo cual d(a, A,) < ¢, es
decir, a € N(e, A,). Esto prueba que

A C N(g, A,) para todo n > Nj. (1.7)

Afirmacién: Existe Ny € N tal que si n > Ny, entonces A, C N(e, A). En
efecto, supongamos lo contrario. Entonces existe J C N infinito tal que para
cadan € J, A, Z N(e,A). Para cadan € J, sea z,, € A, N (X \ N(eg, A)).
Entonces {2, }nes es una sucesion en X \ N(e, A). Como X \ N(e, A) es
un cerrado del compacto X, entonces también X \ N(e, A) es compacto,
asi que existe {x,, }reny subsucesién de {z,},ecs convergente a algin punto
z € X\ N(g,A). Veamos que z € limsup A4,. Sea U un entorno de z. Como
{2y, }ren converge a z, existe M € N tal que x,, € U para cada k > M.
Dado que z,,, € A,,, se tiene que A, N\U # () para cada k > M. Esto implica
que z € limsup A,,. Pero limsup A, = A C N(e, A), con lo cual z € N (e, A),
lo que es una contradiccién. Esto prueba la afirmacion.

Finalmente, sea N = max{Ny, N»}, por y la afirmacién anterior,
se tiene que A C N(e,A,) v A, € N(e, A) para todo n > N. Esto nos
permite concluir que {A,, }en converge a A en C'L(X) respecto a la métrica
de Hausdorff.

Supongamos ahora que {A,},eny converge a A respecto a la métrica de
Hausdorft.

Probaremos primero que limsup A, C A. Sea = € limsup A,, y sea ¢ > 0.
Como { A, }nen converge a A respecto a la métrica de Hausdorff, existe N € N

tal que Hy(An, A) < § para todo n > N. Esto implica que A, C N(5,A)
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para todo n > N. Como z € limsup A, existe J C N infinito tal que
B(z,5) N A, # 0 para cada n € J. Sea m € J tal que m > N. Luego,
B(z,5) N A, # 0. Sea y € B(x,5) N Ap. Como A, € N(5,A4), se sigue
que d(y,A) < 5. Por (1) de la Proposicién @, se tiene que d(z,A) <
d(z,y) +d(y,A) < 5+ 5 = ¢e. Como € > 0 fue arbritrario, se concluye que
d(xz,A) =0, es decir, z € A.

Ahora probaremos que A C liminf A,,. Sean z € Ay ¢ > 0. Como
{A; }nen converge a A respecto a la métrica de Hausdorff, existe N € N tal
que Hy(A,, A) < e para todo n > N. Esto implica que A C N(g, A,) para
todon > N.Sean > N. Como z € A C N(e, A,), se tiene que d(z, 4,) < €.
Entonces existe a,, € A, tal que d(z,a,) < ¢, con lo cual a,, € B(x,e) N A,.
Hemos probado que B(z,¢) N A,, # () para cada n > N. Esto implica que
x € liminf A,,.

De lo anterior, se sigue que A C liminf A, C limsup 4, C A. Por la
Observacién [1.21] (1), se concluye que lim 4,, = A. [ |

Proposicion 1.24. Sea X un espacio métrico acotado. Entonces la funcion
u: CL(X) x CL(X) — CL(X), dada por u(A, B) = AU B, es continua.

Demostracion. Sean { A, }nen Y { Bn }nen sucesiones en C'L(X) que convergen
a Ay Ben CL(X), respectivamente. Probemos que la sucesion {u(A,,, By) }nen
converge a u(A, B) = AU B.

Sea € > 0. Queremos demostrar que existe N € N tal que Hy(A,UB,,, AU
B) < e para cada n > N. Como {A,},en converge a A, existe N; € N tal
que si n > Ny, entonces Hy(A,, A) < 5. De igual forma, como {B,}nen
converge a B, existe Ny € N tal que si n > Ns, entonces Hy(B,,B) < £.
Sea N = max{N;, No} y consideremos n > N. Se sigue que Hy(A,, A)
y Hy(B,,B) < 5, conlo cual A C N(5,4,),A, € N(5,A4),B C N(5,B,
y B, € N(5, B). Esto implica, por (5) de la Proposicién , que AU
N(5,A) UN(5,B,) = N(5, A, UB,) y A, UB, C N(5,A)UN(5,B
N(5,AUB). Por lo tanto, Hy(A, UB,,AUB) < § <e.

Asi, la sucesién {u(A,, B,) }nen converge a u(A, B), lo que prueba que u
es continua. |

1N ot

1.4. Propiedades de los hiperespacios

Nuestro interés ahora es probar que C'L(X) con la métrica de Hausforff es
compacto cuando X es un compacto. Para ello necesitaremos los siguientes



20 Preliminares

lemas.

Recordemos que un espacio métrico X es totalmente acotado (o precom-
pacto) si para cada € > 0 existe un numero finito de puntos zy,...,z, en X
tales que X = J_, B(;,€).

Lema 1.25. Sea X un espacio métrico acotado. Entonces X es totalmente
acotado si y solo si (CL(X), Hy) es totalmente acotado.

Demostracion. Supongamos que X es totalmente acotado y veamos que
CL(X) también lo es. Sea ¢ > 0. Entonces existen z1,...,z, € X tales que
X =i, Ba(w;, 5). Definamos A = p({z1,...,z,})\{0}. Observemos que A
es finito y A C CL(X). Probaremos que CL(X) C |J{Bu,(D,¢) : D € A}.
Sea A € CL(X). Definamos J = {i € {1,...,n} : By(z;;5) N A # 0}.
Observemos que J # () (ya que A es no vacio) y que J es finito. Defina-
mos D = {x; : i € J} y notemos que D € A. Veamos que Hy(A, D) < e.
Sea a € A. Como A C X = |J, By(z;, 5), existe j € {1,...,n} tal que
a € Bqy(zj,5). Luego, r; € D, con lo cual d(a,D) < d(a,z;) < 5. Co-
mo @ es un punto arbitrario de A, se tiene que A C N(5, D). Ahora vea-
mos que D C N(5,A). Sea x; € D. Luego, Bd( s5)NA # 0, lo que
implica que x; € N(5,A). Esto prueba que D C N( A). Por lo tan-
to, 5 € M(A,D) y en consecuencia, Hy(A, D) < 5 < . Se concluye que
A € U{Bu,(D,e) : D € A}. Por lo tanto, CL(X) C J{Bu,(D,e) : D € A}
y asi CL(X) es totalmente acotado.

Ahora supongamos que C'L(X) es totalmente acotado. Para probar que
X también lo es, sea ¢ > 0. Entonces existen Ay, ..., A, € CL(X) tales que
CL(X) = U, Bu,(A;,e). Para todo i € {1,...,n}, sea a; € A;. Veamos
que X C U, Ba(a;,¢). Seax € X. Luego, {z} € CL(X) =}, Bu,(Aie),
por lo que existe j € {1,...,n} tal que {z} € Bpy,(Aj,€). Se sigue que
Hy({z},Aj) < e, y el inciso (3) la Observacién implica que A; C
N(e,{z}). Como a; € A;, entonces d(aj,x) < ¢, es decir, x € By(a;,e).
Esto implica que = € |J;_, Ba(a;,€). Asi, X C |J, By(a;, €). Se concluye
que X es totalmente acotado. |

Lema 1.26. [I, Lema 4.2] Sean X un espacio métrico, { Ap}nen una sucesion
de Cauchy en CL(X) y e > 0. Entonces ezxiste N € N tal que si m > N,
entonces existe una sucesion de numeros naturales {ny}ren tal que m = ny
y para cada k € N,

€
N < Ngy1 Y Hd(Ank’Ank+1) ﬁ'
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También recordemos que un espacio métrico X es completo si toda suce-
sion de Cauchy en X es convergente en X.

Lema 1.27. Sea X un espacio métrico acotado. Se cumple que X es completo
sty solo si (CL(X), Hq) es completo.

Demostracion. Supongamos que X es completo. Para ver que C'L(X) tam-
bién lo es, sea {A,},en una sucesion de Cauchy en C'L(X). Demostrare-
mos que {A,}neny converge a limsup A, en C'L(X) respecto a la métrica
de Hausdorff, asi que la prueba se hara en dos partes. Primero veamos que
limsup A,, € CL(X). Por la Observacién [L.21] (4), se tiene que limsup 4, es
un cerrado de X, asi que para ver que limsup € CL(X), solo resta verifi-
car que limsup A,, # (). Por el Lema [1.26] existe una sucesién de niimeros
naturales {ny }ren tal que para cada k € N,

g < Nig1 ¥ Ha(Any s Anyyy) <

Nk+1

?.
Por la Observacion [1.14] (2), para cada k € N, se cumple que

1
Ank g N (ﬁ714nk+1> .

- 1
Sea z,, € A,,, entonces existe z,, € Ay, tal que d(z,,,7,,) < 5. Luego,
existe z,, € Ap, tal que d(z,,,T,,) < 2% Continuando recursivamente este
proceso, obtenemos la sucesién {x,, }rey en X tal que para cada k € N,
d(Zpy, Ty, ,) < 5. Veamos que esta sucesién es una sucesion de Cauchy en
X. Para ello, sea € > 0. Observemos que si j,I € N con j < [, entonces

d(xnj ) $nz) < d(xnj’ Inj-ﬂ) + d(xnj+1’ xn‘j+2) +ot d(‘rnz_u xm)
1 1 1
< 5 + ﬁ + -+ F
Como la sucesion {%}neN converge a 0, es posible elegir M; € N tal que si
J,1 > My con j < I, entonces d(w,;, Ty,,) < 2% + 2]% + e+ 2%1 < e. Esto
implica que {x,, }ren es una sucesion de Cauchy en X. Por ser X completo,
existe z € X tal que {z,, }ren converge a x. Veamos que z € limsup A,,. Sea
r > 0. Como {z,, }ren converge a z, existe My € N tal que z,, € By(z,r)
para cada k > Ms. Asi, x,, € By(x,r)NA,, para todo k > M. Esto implica
que z € limsup A, y asi limsup A4,, # (. Por lo tanto, limsup A4,, € CL(X).
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La segunda parte de la prueba consiste en verificar que {A,, } ey converge
a lim sup A, respecto a la métrica de Hausdorff. Para ello, seane > 0y r = £.
Como {A,, }nen es una sucesién de Cauchy en CL(X), existe N; € N tal que
para cada n > Ny, se tiene que Hy(Ay,, A,) < §. Por otro lado, el Lemam
garantiza la existencia de Ny € N tal que si m > N,, entonces existe una

sucesion de nimeros naturales {ng fren tal que m = ny y para cada k € N,

r
ng <MNgy1 y Hd(Ankv A”kJrl) ?
Sea N = max{Nj, No}. Veamos que para cada m > N se cumple que

Hy(A,,limsup A,)) < . Sea m > N. Notar que si n > m, se sigue que
Hy(Ap, An) < Hy(Ap, An) + Hy(An, A,) < § + 5 = 5. Esto implica que
para cada n > m, A, C N(5, An).

Afirmacién 1: N(g, Am) € N(r, Ap). En efecto, sea y € N(5, Ay,). Lue-
g0, Ba(y,5) NN (5, An) # 0. Sea z € By(y,5) N N(5, Ay,). Entonces existe
a € A, tal que d(z a) < 3. Luego, d(y,a) < d(y,z) +d(z,a) < 5+ 5 =r,lo
que implica que y € N(r, Ay,). Por lo tanto, N(3, Ay) € N(r, Ay).

Afirmacién 2: limsup A, € N(r, Ay,). En efecto, dado que A, € N (3, Ap)
para cadan > m, se tiene que | J;~, A, € N(§, Ap,), de modo que U o An C
W A, C N(r,A ), asi
que sera suficiente probar que limsup An C U2, A,. Para ello, sea y €

A,). Por la Afirmacién 1, se sigue que (J°° A,

n=m

limsup A,, y supongamos que y ¢ (U~ A,, entonces existe 0 > 0 tal que
Ba(y,0)N(U,—,, As) = 0. Esto implica que para todo n > m, By(y,0)NA, =
(). Se sigue que By(y,d) intersecta a lo mas a una cantidad finita de términos
de la sucesion {A, }nen, lo que contradice que y € limsup A,,. Por lo tanto,

limsup A, C .2, A,y asi limsup A, C N(r, A,,).
La Afirmacién 2 implica que
limsup 4, € N (g,Am> . (1.8)

Veamos ahora que A,, C N(5,limsup A,). Por la eleccién de m, existe una
sucesion de nimeros naturales {ng tren tal que m = ny y para cada k € N,

T
N <Ngy1 y Hd(Ank’Ank+1) §~
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Por la Observacion (2), para cada k € N, se cumple que

r
Ank g N <ﬁ;Ank+1> .

Sea z,, € A,,, entonces existe z,, € Ay, tal que d(zy,,7,,) < 5. Luego,
existe 2, € Ay, tal que d(z,,,7,,;) < 3z. Continuando recursivamente este
proceso, obtenemos la sucesién {x,, }rey en X tal que para cada k € N,
d(fnk7$nk+1) < 5. Veamos que {2y, }ren €s una sucesiéon de Cauchy en X.
Para ello, sea s > 0. Observemos que si 7,/ € N con j < [, entonces

d(:}:nj,xm) < d(x”j’ ‘/Enﬁl) + d(xnﬁl’ x"j+2) +-t d(xm_l, -Tm)

T T T
<§+2]+1++F

Como la sucesion {%}neN converge a 0, es posible elegir M3 € N tal que si
7,1 > Ms con j < [, entonces %—i—#%—- . -+2%1 < 2, conlo cual d(xy,, Ty,) <
5 + 5 T+ g=r < s. Esto prueba que {7, }ren es una sucesién de
Cauchy en X. Por ser X completo, existe y € X tal que {z,, }ren converge a
y. Observemos que y € limsup A, y que d(2p,, Tn,) < §+5z +- -+ 51 <7
para todo k € N. Como {z,, }ren converge a y, existe My € N tal que
para todo k > My, d(x,,,y) < r. Sea k > M,. Se sigue que d(x,,,y) <
d(xp,, T, ) + d(2n,,y) <7 +71r =35, conlo cual z,, € N(5,limsupA,). Por
ser x,, € A,, arbitrario, se concluye que

An=A4, CN (%,h’msup An) ) (1.9)

En resumen, de (L.8) y (1.9) se tiene que limsup A, € N (5, An) y Am C
N(5,limsup A,) para cada m > N. Luego,

Hy(A,,limsup A,) < = <«

DO | ™

siempre que m > N. Esto prueba que {A,},en converge a limsup A,, en
CL(X), concluyéndose que C'L(X) es completo.
Reciprocamente, supongamos que C'L(X) es completo.

Afirmacién 3: Fi(X) es un cerrado de CL(X). En efecto, sea C' €

F(X). Entonces existe una sucesion {C,}nen en Fi(X) que converge a C
con respecto a la métrica de Hausdorff. Supongamos que C ¢ Fi(X). Sean
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x1,x9 € C con x1 # g, y 1 = d(x1,22) > 0. Como {C),}nen converge a
C, existe N € N tal que Hy(C,,C) < § para cada n > N. Sea n > N.
Como C,, € F1(X), pongamos C,, = {c}. Dado que Hy(C,,C) < %, entonces
C C N(5,Cy) = By(c, 3). Por lo tanto,

d<w1ax2) S d(xlyc) + d(C7 1,'2) < g —+ g =T,

lo que es una contradiccién. Por lo tanto, C' € Fi(X), de donde Fi(X) C
F1(X), concluyéndose que Fi(X) es un cerrado de CL(X).

Como Fi(X) es un cerrado de CL(X) y CL(X) es completo, por [10
Teorema 3, pag 118], F1(X) es completo. Pero Fi(X) es homeomorfo a X
(ya que h: X — Fy(X) dado por h(xz) = {z} es un homeomorfismo). Por lo
tanto, X es completo. |

Teorema 1.28. Si X es un espacio métrico, se cumple que X es compacto
si y solo si (CL(X), Hyq) es compacto.

Demostracion. Como X es compacto si y solo si X es totalmente acotado y
completo, por los lemas y esto es equivalente a que (CL(X), Hy)
es totalmente acotado y completo, es decir, equivale a que (CL(X), Hy) es
compacto. |

Corolario 1.29. Si X es un espacio métrico compacto, entonces (2%, Hy)
es compacto.

Demostracion. Si X es compacto, por la Observacién [1.10, 2% = CL(X). En
virtud del Teorema [1.28] se concluye que (2%, Hy) es compacto. |

También CLC(X) con la métrica de Hausdorff es un hiperespacio com-
pacto, como se vera en el siguiente teorema:

Teorema 1.30. Si X es un espacio métrico compacto, entonces el hiperes-
pacio (CLC(X), Hy) también es compacto.

Demostracion. Como CLC(X) C CL(X) y CL(X) es compacto (por el
Teorema [1.28)), bastard demostrar que C'LC(X) es un cerrado de C'L(X).
Para ello, sea A € CLC(X). Entonces existe una sucesion {A,}nen en
CLC(X) que converge a A. Notemos que A € CL(X), asi que para ver
que A € CLC(X), solo resta verificar que A es conexo. Supongamos por
contradiccion que A es disconexo, entonces existen U y V' subconjuntos no
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vacios de X, ajenos, cerrados en A y tales que A = U U V. Notemos que
U y V son cerrados en X; luego, U y V son compactos. Como UNV = 0,
entonces d(U, V) = inf{d(u,V) : uw € U} > 0. Sea ¢ = d(U,V). Dado que
{An}nen converge a A, existe N € N tal que Hy(A,, A) < § paracadan > N.
Sea n > N. Por (2) de la Observacién , se tiene que A C N(5,4,) vy
A, € N(5,A). Pero A =UUV; luego, N(5,A4) = N(5,U)UN(5,V), con lo
cual A, € N(5,U)U N(5,V). Observemos que N(5,U) y N(5,V) son sub-
conjuntos abiertos de X. Veamos que N(5,U) N N(5,V) = ). Supongamos
que existe x € N(5,U) N N(5,V), se sigue que d(z,U) < 5y d(z,V) < 5.
Entonces existe u € U tal que d(z,u) < §; luego,
e=d(U,V) < du,V) < d(u,z) +d(z,V) < §+ % —c,

lo que es una contradiccién. Por lo tanto, N (5, U)NN(5,V) = 0. Asi, N(5,U)
y N(5,V) son abiertos ajenos tales que A, C N(5,U)U N(5,V). Por ser
A, conexo, A, € N(5,U) o A, € N(5,V). Supongamos sin pérdida de
generalidad que A, € N(5,U). Afirmamos que N(5,4,) € N(s,U). En
efecto, sea z € N(5,A,), entonces existe a € A, tal que d(z,a) < 5. Pero
A, € N(5,U), ast que existe u € U tal que d(a,u) < 5. Luego, d(z,u) <
d(z,a) + d(a,u) < 5+ 5 = ¢, es decir, z € N(e,U). Observemos que € =
mf{d(u,V) : u € U} implica que VN N(e,U) = 0. En efecto, si existiese z €
VNN (e, U), entonces d(z,U) < ¢, por lo que existe u € U tal que d(z,u) < ¢,
de donde d(u, V') < e, lo que es una contradiccién. Asi, VN N(e,U) = 0.

Como VC AC N(5,4,) C N(e,U), se tiene que V=V N N(e,U) = 0,
lo que es una contradiccién. Por lo tanto, se concluye que A es conexo. Asi,
CLC(X) es un cerrado de CL(X) y, por ende, es compacto. |

Corolario 1.31. Si X es un espacio métrico compacto, entonces (C(X), Hy)
es compacto.

Demostracion. Si X es compacto, por la Observacion [1.10, se tiene que
C(X)=2XNCLC(X) = CL(X)NCLC(X) = CLC(X). En virtud del
Teorema [1.30, se concluye que (C(X), Hy) es compacto. [ |

Lema 1.32. Sean X y Y compactos y f : X — Y. Entonces la funcion
f*:2% = 2Y dada por f*(A) = f(A), es continua.

Demostracion. Observemos que si A € 2%, dado que f es continua, se tiene
que f(A) € 2¥. Asf, f* esta bien definida.
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Ahora sea (Wi,...,W,) un vietérico en 2¥ = CL(Y). De la Proposi-
cion sabemos que (Wy,...,W,) es un béasico de la topologia de Vie-
toris para 2%, asi que para ver que f* es continua, bastard probar que
()1 ((Wy,...,W,)) es un abierto de 2% = CL( ). Como Wh, ..., W, son
abiertos en Y y f es continua, se tiene que f~1(W1),..., f~1(W,) son abier-
tos en X, de donde (f~*(W,),...,f *(W,)) es un abierto de 2%. Asi que
para terminar la prueba, demostraremos que

(f*)_1(<W17 s 7Wn>) = <f_1<W1>7 R f_l(Wn)> :
(W,

Sea A € (f*)7( W,)), entonces f(A) = f*(A) € (Wy,...,W,). Esto
implica que f(A) C Uz:l W,y f(A)NW; # 0 para cada i € {1,...,n}.
» Como f(A) C ., W;, se sigue que

se e (U -Us

» Veamos que A N f~1(W;) # 0 para cada i € {1,...,n}. Sea i €
{1,...,n}. Como f(A)NW; # 0, sea y; € f(A) N W, entonces exis-
te 7; € A tal que f(z;) = vi; luego, z; € AN f~1(W;), con esto,
AN (W) # 0.

De ambos incisos concluimos que A € (f~1(Wy), ..., f~1(W,)), lo que prue-
ba que (f*)"Y((Wy,...,W,)) C (f~1(Wy),. 1(I/Vn)) Ahora sea A €
(f71(W),..., f~Y(W,)). Entonces A C |J;_ 1f (I/VZ) AN ft(w;) # 0
para cada i € {1,...,n}. Veamos que f*(A) = f(A) € (Wy,...,W,).

» Dado que A CJ;", f~1(W,), se sigue que

oo (Qrn)ygromne Qe

» Veamos que f(A)NW; # () paracadai € {1,...,n}. Seai € {1,...,n}.
Como AN f~H(W;) #0, seax; € AN f~1(W, ) entonces f(xz)ef( )n
W, con esto, f(A)NW; # 0.

De los incisos anteriores se concluye que f*(A) = f(A) € (Wy,...,W,), con
lo cual A € (f*)~'((Wy,...,W,)), lo que demuestra que

FHW) e W) € (F) T (WA, W)
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y asi,
()W W) = (W), fH W)
|

Los siguientes dos lemas nos proporcionan una idea geométrica del hiper-
espacio de subcontinuos de un arco y de una curva cerrada simple. Ambos
lemas seran ttiles en el Capitulo 3.

Lema 1.33. Si X es un arco, entonces C(X) es una 2-celda.

Demostracion. Supongamos primero que X = [0, 1]. Observemos que C'([0, 1])
consta de los intervalos de la forma [a,b] con 0 < a < b < 1. Sea h :
C([0,1]) — R? dada por h([a,b]) = (a,b). Observemos que h es inyectiva y
que h(C([0,1])) es el tridngulo en R? con vértices (0,0), (0,1) y (1,1).

T

Figura 1.6: Imagen del homeomorfismo h, la cual es una 2-celda.

Para verificar que h es continua, sea {[a,, b, }nen una sucesion en C([0, 1])
que converge a [a,b] en C([0, 1]). Para ver que {(ayn, b,) }nen converge a (a, b)
en R?, sea ¢ > 0. Como {[an, by]}nen converge a [a,b], existe N € N tal que
si n > N, entonces Hy([an, by, [a,b]) < % (aqui d es la métrica euclidiana
en [0,1]). Sean > N. Por la Observacién (2), se tiene que

9 €

() ()
la,b] C N (% [an,bn]> - (an - %,bn + %) .
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Se sigue que

a4, —a < bn—b<%,
v b—b, < —

7

E’
NG

a—a, <

Por lo tanto,

@ be) — (@ D)l = /(an = 02+ (bn — B < \/ (E) " (E) -

de donde concluimos que h es continua. Ademads, C([0, 1]) es compacto por
el Corolario [I.31] Asi, h es un homeomorfismo sobre su imagen, la cual es
una 2-celda. Esto prueba que C(]0, 1]) es una 2-celda.

Ahora supongamos que X es un arco arbitrario. Veamos que C(X) es
homeomorfo a C([0,1]). Para ello, sea h : X — [0,1] un homeomorfismo.
Sea k : C(X) — C([0,1]) como k(A) = h(A). Veamos que k es inyectiva:
sean A, B € C(X) tales que k(A) = k(B), esto es, h(A) = h(B). Por ser h
biyectiva, se tiene que A = h™'(h(A)) = h~'(h(B)) = B. Ahora veamos que k
es sobreyectiva: sea J € C([0,1]). Como J es compacto y conexo en [0, 1] y ™!
es continua, se sigue que h~'(J) € C(X). Luego, k(h=*(J)) = h(h™'(J)) = J.
Asi, k es biyectiva. Para ver que k es continua, observemos que k = h* [¢(x)
y que h* es continua por el Lema[l.32] Finalmente, observemos que C'(X) es
compacto por el Corolario [[.31] Asi, dado que k es biyectiva, continua y su
dominio es compacto, se concluye que k es un homeomorfismo, esto es, C'(X)
es homeomorfo a C([0,1]) y es, por tanto, una 2-celda. [ |

Lema 1.34. Si X es una curva cerrada simple, entonces C(X) es una 2-
celda.

Demostracion. Supongamos primero que X = S!. Por el Corolario m,
C(S') es compacto. Observemos que cualquier subcontinuo de S* solo puede
ser un conjunto singular, un arco o el mismo S!. Sean

F={ACS": Aesunarco} y
G={{(zy}:(z,y) S}

Luego, C(S') = FUGU{S;}. Sea D = {(z,y) € R? : 22 +y* < 1}. Definamos
k:C(SY) — D por
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= k(A) = (1 - l(A)> m(A) si A € F, donde I(A) denota la longitud del

or
arco A y m(A) denota el punto medio del arco A que divide a A en dos
subarcos de igual longitud.

= k({(z,9)}) = (z,9) si (z,y) € S*.
- k(S) = (0,0).

h(A)

Figura 1.7: Imagen del homeomorfismo k, la cual es una 2-celda.

Por construccién, k es biyectiva y continua con dominio compacto. Asi, k es
un homeomorfismo. Luego, C(S') es homeomorfo a D, que es una 2-celda,
asi que C(S!) es también una 2-celda.

Ahora supongamos que X es una curva cerrada simple arbitraria. Veamos
que C'(X) es homeomorfo a C'(S'). Para ello, sea h : X — S un homeomor-
fismo. Definamos k : C(X) — C(S') como k(A) = h(A). Veamos que k es
inyectiva: sean A, B € C(X) tales que k(A) = k(B), esto es, h(A) = h(B).
Por ser h biyectiva, se tiene que A = h™'(h(A)) = h™*(h(B)) = B. Aho-
ra veamos que k es sobreyectiva: sea J € C(S'). Como J es compacto
y conexo en S' y h™! es continua, se sigue que h7'(J) € C(X). Luego,
k(h=Y(J)) = h(h~1(J)) = J. Asi, se tiene que k es biyectiva. Para ver que k
es continua, observemos que k = h* [¢(x) y que h* es continua por el Lema
1.32, Finalmente, observemos que C'(X) es compacto por el Corolario
Asi, dado que k es biyectiva, continua y su dominio es compacto, se concluye
que k es un homeomorfismo, esto es, C'(X) es homeomorfo a C'(S!) y es, por
tanto, una 2-celda. [ |
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1.5. Funciones de Whitney

Nombradas en honor al matematico estadounidense Hassler Whitney, las
funciones de Whitney estan estrechamente relacionadas con la estructura de
arco en los hiperespacios, y su importancia radica en que siempre es posible
construir una de estas funciones en cualquier hiperespacio de un compacto.
Por otro lado, las funciones de Whitney conservan cierto parecido con el
concepto de medida de un conjunto.

Definicién 1.35. Sean X un espacio métrico compacto y H C 2X. Una
funcion de Whitney para H es una funcion continua w : H — [0,00) que
satisface las siguientes condiciones:

(1) Para cualesquiera A, B € H con A C B y A # B, se tiene que w(A) <
w(B).

(2) w(A) =0 siy solosi AeHNF(X).

Observacion 1.36. (1) El primer inciso de la definicion anterior es equi-
valente a que w : (H,C) — ([0,00),<) como funcidn entre conjuntos
parcialmente ordenados sea estrictamente creciente.

(2) Siw:H —[0,00) es una funcion de Whitney para H y N C H, entonces
w [n es una funcion de Whitney para N .

Definicién 1.37. Sea X un espacio métrico compacto. Definimos la funcion
didmetro como la funcién diam : 2% — [0, 00) dada por

diam(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.

Ejemplo 1.38. En R con la métrica usual, dado A C R acotado y no vacio,
el didmetro de A es diam(A) = sup A — inf A.

Lema 1.39. Si X es un compacto, entonces la funcién didmetro diam : 2% —
[0,00) es continua.

Demostracidn. Sea e > 0. Sean 6 = 5y A, B € 2% tales que Hy(A, B) < 6.
Veamos que | diam(A) —diam(B)| < e. Como A es compacto, existen ay, as €
A tales que diam(A) = d(ay, az). Por (2) de la Observacién se tiene que
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A C N(4, B), asi que ay,ay € N(6, B), es decir, d(ay, B) < 0 y d(ag, B) < 4,
por lo que existen by, by € B tales que d(ay,b1) <y d(ag,by) < d. Luego,

diam(A) = d(ay,as) < d(ay,by) + d(by,ba) + d(be, az)
<0+ d(bhbg) + 6= d(bl,bg) + e
< diam(B) +¢.

Por lo tanto, diam(A)—diam(B) < €. Andlogamente, se prueba que diam(B)—
diam(A) < e. Por lo tanto, | diam(A) — diam(B)| < ¢, lo que concluye la de-
mostracion. |

Recordemos que un espacio topoldgico X es separable si contiene un sub-
conjunto A numerable y denso en X.

Lema 1.40. Todo espacio métrico compacto es separable.

Demostracion. Sea X un espacio métrico compacto.

Afirmacion: Para cada n € N, existe A, C X finito tal que X C
UmGAn B(I’7 %)

En efecto, sea n € N. Como X es compacto y X C J,.x B(z,2),
entonces existen zi,...,x, € X tales que X C |J_, B(x;, %) Definiendo
A, ={x1,...,2,}, se prueba la afirmacion.

Sea A = [J,,cny An- Observemos que A es numerable. Veamos ahora que
A es denso en X, es decir, que A = X. Sean p € X y ¢ > 0. Entonces
existe m € N tal que % < e. Por la afirmacién, existe A,, C X finito tal que
p € X CU,ea, Blz, %) Luego, existe a € A,, tal que p € B(a, %) Como
d(p,a) < % < g, se sigue que a € B(p,¢). Ademas, a € A,,, C A, con lo cual
B(p,e) N A # (). Como ¢ > 0 fue arbitrario, se concluye que p € A. Esto
prueba que A es denso en X, concluyéndose que X es separable. |

Teorema 1.41. Si X es un espacio métrico compacto, entonces cualquier
hiperespacio de X tiene una funcion de Whitney.

Demostracion. Si w es una funcién de Whitney para CL(X) y H C CL(X),
por (2) de la Observacion w [y serd una funcién de Whitney para H. Asi
que bastard probar que existe una funciéon de Whitney para CL(X). Para
ello, observemos que X es separable (por el Lema , asi que tomemos
Z = {z, : n € N} un subconjunto denso numerable de X. Para cada n €

N, definamos f, : X — [0,1] como f,(z) = m. Ahora definase para
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cada n € N, la funcién w,, : CL(X) — [0,1] como w,(A) = diam(f,(A)).
Finalmente, definamos w : CL(X) — [0, 1] como

°°1

Observemos que para todo A € CL(X), 0 < wn(A) < 1, con lo cual
o smwn(A) < 3 o5 = 1y la serie 07| sw,(A) converge por el
criterio de comparacién, por lo que w esta bien definida.

Veamos que w es una funcién de Whitney para C'L(X). Observemos que

= diamof; para cada n € N, asi que los lemas [1.39) y [I.32] implican que
w, es continua para todo n € N. Por el Criterio M de Weierstrass, se tiene
que w es continua.

Ahora sean A, B € CL(X) con AC By A # B. Como A C B, se tiene
que fn(A) C f.(B) para todo n € N, con lo cual w,(A) = diam f,(A) <
diam f,,(B) = w,(B) para todo n € N. Para comprobar que w(A) < w(B),
sera suficiente probar que existe m € N tal que w,(A) < w,,(B). Para ello,
seanp € B\ Ayr= %d(p, A). Notemos que r > 0, ya que A es cerrado y
p ¢ A Como p € X = Z, entonces B(p,r) N Z # 0. Sea z,, € B(p,r) N Z.
Dado que d(z,,p) < r, se tiene que

1 1

. 1.10
1+d(zm,p)>1+7’ ( )

fm(p) =

Ahora, como d(p, A) — d(zpm, A) < d(p, zm) < 1, se tiene que r + d(z,, A) >
d(p, A) = 2r, lo que implica que d(z,,, A) > r, con lo cual

1 1

' (a) = . 1.11
fm(@) 1+d(zm,a)<1+r (L11)
para todo a € A. Combinando (1.10]) y (1.11)), se tiene que

1

Pero como p € B, se deduce que

sup fin(A) < sup fn(B). (1.13)

Por otro lado, como A C B, se cumple que f,,(A) C f,,(B), con lo cual

fnf f,,(B) < inf f,u(A). (1.14)
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Se sigue de (1.13), y del Ejemplo que wy,(A) = diam f,,(A) <
diam f,,(B) = wn(B), lo que prueba que w(A) < w(B).

Finalmente, veamos que w satisface que w(A) = 0 si y solo si A € F;(X).
Asi pues, sea A € CL(X). Supongamos que A € F;(X), digamos, A = {x}.
Luego, w,(A) = diam f,,(A) = diam{ f,(z)} = 0 para cada n € N, por lo que
w(A) = 0. Ahora supongamos que A ¢ F|(X). Sean z,y € A con z # y, y sea
r = 1d(z,y) > 0. Como Z es denso en X, existe z,, € B(x,r) N Z. Notemos
que z,, ¢ B(y,r) (de lo contrario, d(x,y) < 2r, lo que es una contradiccién),
lo que implica que f,,(z) # fn(y). Con esto, w,(A) = diam f,,(A) > 0,
luego, w(A) > 0.

De todo lo anterior, se concluye que w es una funciéon de Whitney, lo que
prueba el teorema. [ |

1.6. El cubo de Hilbert

El cubo de Hilbert I*° esta estrechamente relacionado con la estructura
topoldgica de un continuo. En particular, un resultado conocido en topo-
logia general (y que se demostrard en esta seccién) es que todo continuo
puede ser encajado en el cubo de Hilbert. Més atin, 2% tiene encajado un
cubo de Hilbert cuando X es un continuo (este resultado se demostrara en
el Capitulo 2). Es por eso que dedicaremos esta seccién a enunciar algunas
propiedades del cubo de Hilbert que utilizaremos en los capitulos posteriores.

El conjunto I*° puede dotarse de la métrica d,, definida por

oo o0 - 1
doo((#n)nz1, (Un)nz1) = Z Q_nlxn — Ynl,

n=1

la cual induce la topologia producto en I*°; es decir, el cubo de Hilbert es
metrizable.

Una propiedad muy importante de los continuos es que el cubo de Hil-
bert contiene una copia de cualquier continuo, es decir, todo continuo es
homeomorfo a un subespacio del cubo de Hilbert.

Teorema 1.42. Todo continuo se puede encajar en un cubo de Hilbert, es
decir, todo continuo es homeomorfo a un subespacio del cubo de Hilbert.
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Demostracion. Sea X un continuo y d una métrica para X. Por ser X sepa-
rable (Lemal[1.40)), existe D = {p1, ps, . ..} un subconjunto denso y numerable
de X. Para cada n € N, definamos h, : X — [0, 1] por h,(x) = m.
Observemos que h,, estd bien definida y es continua, para cada n € N. Ahora

definamos h : X — I*° por
h(l’) = (hl(x), hz(m), - ) .

Dado que h,, : X — [0,1] es continua para cada n € N, se sigue que h :
X — I es continua. Veamos que h es inyectiva. Sean z,y € X con = # .
Para ver que h(x) # h(y), serd suficiente probar que existe j € N tal que
hj(x) # h;(y). Seae = 1d(z,y) > 0. Como D es denso en X, entonces z € D,
de donde B(z,e)ND # 0. Sea p; € B(x,e) N D. Por la eleccién de ¢, se tiene
que B(z,e) N B(y,e) =0, con lo cual d(y,p;) > € > d(x,p;), lo que implica
que h;i(y) = 1+d(1y7pj) < 1+d(1$7pj) = h;j(x). Asi, h;(x) # h;(y), lo que prueba la
inyectividad de h.

Asi, se tiene que h es inyectiva y continua cuyo dominio es compacto y
cuyo codominio es de Hausdorff. Luego, X es homeomorfo a h(X), es decir,
h es un encaje de X en . [ |

Definicién 1.43. Un espacio topologico X es homogéneo si para cuales-
quiera p,q € X, existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(p) = q.

De manera intuitiva, un espacio topoldgico es homogéneo si su estructura
topologica es la misma en cada uno de sus puntos.

Ejemplo 1.44. (1) Para cada n € N, la esfera n-dimensional S™ en R™"!
es homogénea, ya que para cada par de sus puntos existe una rotacion de S™,
la cual es un homeomorfismo, que lleva uno de estos puntos en el otro.

(2) El intervalo cerrado [0, 1] no es homogéneo. En efecto, supongamos que
existe f : 0,1] — [0, 1] homeomorfismo tal que f(1) = 1. Como [0,1]\ {1} es
conezo, se tiene que f([0,1]\ {1}) es conexo. Pero f([0,1]\{1}) = f([0,1])\
{f(1)} =1[0,1]\{3}, el cual es disconezo, teniéndose una contradiccion. Con
esto, se asequra que [0,1] no es homogéneo.

Nuestro interés ahora es probar que el cubo de Hilbert /*° es homogéneo,
para lo cual usaremos la siguiente notacién: sea S = {x € I® : 7,(x) €
(0,1) para todo n € N}, donde 7, : I*° — [0, 1] denota la n-ésima proyeccién
de I* en [0,1]. Denotemos también por Hom(I®) = {f : I® — I> |
f es un homeomorfismo}.



1.7 Dimensién de un espacio métrico 35

Lema 1.45. Siz,y € S, entonces existe f € Hom(I*) tal que f(z) = y.

Demostracion. Sean z,y € S, entonces m,(x), m,(y) € (0,1) paratodon € N.
Para cada n € N, definamos f,, : [0, 1] — [0, 1] como

—t () si te[0,m,(z)]
o T (2)
falt) = { Ta(y) + B (1= m(y) st t € [ma (@), 1],

Notemos que f, es un homeomorfismo y f,(m,(x)) = m,(y) para cadan € N.
Sea f : I*® — I* dada por f((zn)nen) = (fn(2n))nen. Observemos que

f € Hom(I*®) y f cumple que f(x) =y. [ |
Lema 1.46. [13| Lema 3.4] Si x € I, entonces existe h € Hom(I™®) tal que
h(z) € S.

Teorema 1.47. El cubo de Hilbert es homogéneo.

Demostracién. Sean x,y € I™°. Por el Lema[1.46] existen hq, hy € Hom(I>)
tales que hy(z), ha(y) € S. Luego, por el Lema [1.45] existe hy € Hom(I*>)
tal que hs(hi(z)) = ho(y). Sea h = hy' o hs o hy. Entonces h € Hom(I®) y
cumple que h(z) = y. Esto demuestra la homogeneidad de I°°. |

1.7. Dimensién de un espacio métrico

Algunos teoremas de los capitulos posteriores requieren del concepto de
dimension. Por esa razon, definiremos dicho concepto a continuacion.

Definicién 1.48. Sean X un espacio métrico separable yp € X. Definiremos
la dimension de X, denotada por dim(X); y la dimension de X en p,
denotada por dim,(X), de manera recursiva:

» Definimos dim(X) = —1 si y solo si X = 0.

= Definimos dim(X) = 0 si y solo si X # 0 y para todo p € X y todo
entorno U de p, existe G un subconjunto cerrado y abierto de X tal que
peGCU.

» Supongamos que ya hemos definido dim,(X) <n—1ydim(X) <n-—1,
para algin entero n > 0. Entonces diremos que dim,(X) < n si y solo
st cada vecindad de p en X contiene una vecindad de p en X cuya
frontera tienen dimension a lo mds n — 1. Diremos que dim(X) < n si
y solo si dim,(X) < n para todo p € X.
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» Diremos que dim,(X) = n si dimy(X) < n y dim,(X) £« n — 1. Asi-
mismo, diremos que dim(X) = n si dim(X) <n y dim(X) € n — 1.

» Finalmente, diremos que dim(X) = oo st dim(X) £ n para todo n € N.

Observacion 1.49. Si 74 es la topologia inducida por la métrica d de un
espacio métrico separable X, se cumple que dim(X) = 0 si y solo si 1,4 tiene
una base que consta de subconjuntos cerrados y abiertos de X.

Proposicion 1.50. Si A es un subespacio del espacio métrico separable X,
entonces dim(A) < dim(X).

Demostracion. Si dim(X) = oo, se satisface la desigualdad de manera in-
mediata, asi que supongamos que la dimension de X es finita. Haremos la
prueba por induccién sobre una cota superior para dim(X). Si dim(X) < —1,
entonces X = () y por ende A = (), con lo cual dim(A4) = —1 y asi dim(A) <
dim(X). Ahora supongamos que el resultado se cumple para cualquier espa-
cio métrico de dimensién no mayor a n — 1. Supongamos que dim(X) < n.
Sea a € A y U una vecindad de a en A. Entonces existe V' vecindad de a
en X tal que U =V NA. Como a € V y dim(X) < dim(X), se sigue que a
tiene una vecindad Wen X tal quea € W C V' y dim|[frx(W)] < dim(X)—1.

Afirmacién: fr,(WNA) C frx(W). En efecto, sabemos que fry(WNA) =
ca(WnA) Necla(A\W). Como cly(WNA) Cclx(W)ycla(A\ W) C
clx (X \ W), entonces fra(W N A) Cclx(W) Nelx (X \ W) = frx(W).

Ahora, por hipdtesis inductiva,
dim[fra(W N A)] < dim[frxy(W)] < dim(X) — 1.
Como WNACVNA=UyWnNA es una vecindad de a en A cuya frontera

en A tienen dimensién a lo mas dim(X) — 1, se sigue que dim,(A) < dim(X).
Como a € A fue arbitrario, se concluye que dim(A) < dim(X). [ |

Recordemos que un espacio métrico X se dice totalmente disconexo si
X # () y para todo x € X, la componente conexa de X es {x}.

Teorema 1.51. Sea X un espacio métrico compacto. Se cumple que dim(X) =
0 st y solo si X es totalmente disconexo.
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Demostracion. Supongamos que dim(X) = 0 (luego, X # () y que X no
es totalmente disconexo. Entonces existe un subconjunto conexo C' de X
que tiene al menos dos puntos distintos p y ¢. Sea r = d(p,q) > 0. Como
dim(X) = 0, existe N un subconjunto cerrado y abierto de X tal que p €
N C B(p,r). Se sigue que ¢ ¢ N, de donde N NC' C C. También se tiene
que N N C' es cerrado y abierto en C. Esto contradice que C' es conexo. Por
consiguiente, se concluye que X es totalmente disconexo.

Reciprocamente, supongamos que X es totalmente disconexo. Para de-
mostrar que dim(X) = 0,seap € X y U un entorno de p. Si U = X, definimos
G = X y la prueba termina, asi que supongamos que U # X . Entonces {p}
y X \ U son subconjuntos cerrados y no vacios de X. Ademads, dado que X
es totalmente disconexo, ningin subconjunto conexo de X intersecta tanto
a {p} como a X \ U. Asi, por el Teorema[L.7}, {p} y X \ U estdn separados
en X. Por la Proposicion [1.6, existe G C X cerrado y abierto de X tal que
p € G CU. Esto prueba que dim(X) = 0. |

Lema 1.52. La dimension es una propiedad topoldgica, es decir, si X y'Y
son espacios métricos separables homeomorfos, entonces dim(X) = dim(Y).

Demostracion. Sea h : X — Y un homeomorfismo. Probemos que dim(X) <
dim(Y). Si dim(Y") = oo, se satisface la desigualdad, asi que supongamos que
la dimensién de Y es finita. Haremos la prueba por induccién sobre una cota
superior para dim(Y"). Si dim(Y) < —1, entonces Y = ) y por ende X = (),
con lo cual dim(X) = —1 y asf dim(X) < dim(Y"). Ahora supongamos que el
resultado se cumple para cualquier espacio métrico de dimensiéon no mayor a
n— 1. Supongamos que dim(Y’) < n. Seap € X y U una vecindad de p en X.
Entonces h(U) es una vecindad de h(p) en Y. Como dim(Y) < dim(Y"), existe
una vecindad W de h(p) en Y tal que h(p) € W C h(U) y dim[fr(W)] <
dim(Y)—1. Asf, (W) es una vecindad de p en X tal que p € h= (W) C U.
Ademds, frx(h™'(W)) es homeomorfa a fry (W). Por hipdtesis inductiva, se
cumple que dim|[fryx (A~ (W))] < dim[fry (W)] < dim(Y") — 1. Hemos probado
que dim,(X) < dim(Y’). Como p € X fue arbitrario, se sigue que dim(X) <
dim(Y'). Andlogamente se prueba que dim(Y') < dim(X), concluyéndose que
dim(X) = dim(Y). [

Teorema 1.53. Sea X un espacio métrico separable. Se cumple que dim(X) =
0 si y solo si dim(2%) = 0.

Demostracion. Supongamos que dim(X ) = 0. Por la Observacién [1.49] exis-
te W = {W,},c; una base para 7, que consta de subconjuntos cerrados y
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abiertos de X . Definamos
Q={W;,....W;)n2¥ :n e Ny W, €W para cada 1 <i < n}.

Como los elementos de W son cerrados y abiertos en X, se sigue por la Pro-
posicion que los elementos de €2 son cerrados y abiertos en 2%. Adem4s,
observemos que € es una base para 2X. Por lo tanto, dim(2%) = 0.
Reciprocamente, supongamos que dim(2%) = 0. Luego, 2¥ # () y por
consiguiente X # () y Fy(X) # 0. Como Fy(X) C 2%, por la Proposicién
se tiene que dim(F;(X)) = 0. Y dado que X es homeomorfo a F;(X),
se concluye por el Lema que dim(X) = 0. [



Capitulo 2

Arcos ordenados y arco
conexidad de 2% y C(X)

En este capitulo demostraremos la existencia de arcos ordenados en C'(X)
cuando X es un continuo. Posteriormente, probaremos que los hiperespacios
2% y C(X) son arco conexos si X es un continuo. Como consecuencia, se
tendrd que 2% contiene un cubo de Hilbert siempre que X sea un continuo.

2.1. Existencia de arcos ordenados en C'(X)

Gracias a la estructura de R, se sabe que ([0, 1], <) es un conjunto total-
mente ordenado. En un arco C', es natural preguntarse si los homeomorfismos
del intervalo [0, 1] con C' preservan el orden, y de ser asi el caso, podriamos
“ordenar” a los elementos de un arco. La respuesta es afirmativa, basta definir
el siguiente orden en C: si h : [0,1] — C' es un homeomorfismo, definase

h(p) < hlg) si y solosip < q.

En el caso de los hiperespacios, la relacion de contencion “C” es de orden
parcial. Sin embargo, cuando hablamos de un arco « en un hiperespacio
‘H, entenderemos que el orden parcial en ‘H restringido a « coincide con el
orden total del arco a. Esto queda establecido en la Definicién [2.2] pero antes
definamos el concepto de red:

Definicién 2.1. Una coleccion N de conjuntos es una red o nido si para
cualesquiera Ny, Ny € N se cumple que Ny C Ny o bien Ny C Nj.

39
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Una red desde Ay hasta Ay es una red N tal que Ay, Ay € Ny Ag C N C
Ay para cualquier N € N.

Definicién 2.2. Sean X un espacio métrico compacto y H C 2X. Un arco
ordenado en H es un arco en H que es también una red.

Una red compacta N' C 2% es una red que es también un subconjunto
compacto de 2% .

Lema 2.3. Sean X un espacio métrico compacto, H C 2% y w una funcién
de Whitney para H. Si N es una red compacta en H, entonces w [y es un
homeomorfismo.

Demostracion. Veamos que w [ es inyectiva: sean F,G € N con F # G.
Por ser N una red, se tiene que F' C G o bien G C F, lo que implica que
w(F) < w(G) o bien w(G) < w(F). En cualquier caso, w(F) # w(G). Asi,
w [n es inyectiva. Luego, es posible restringir el codominio de w [y a w(N)
para tener una funcién biyectiva. Ademas, w [y es continua, ya que w lo es,
y como N es compacto, concluimos que w [ es un homeomorfismo. |

Una red M desde Ay hasta A; es maximal si no existe N red desde A,
hasta A; tal que M C N.

Lema 2.4. Sea X un espacio métrico compacto y sean Ay, A1 € C(X) con
Ay C Ay Si M es una red mazimal en C(X) desde Ay hasta Ay, entonces
M es compacto.

Demostracion. Dado que M C C(X) y C(X) es compacto, bastara probar
que M es un cerrado de C'(X). Para ello, sea { M, },en una sucesién en M
que converge a A € C(X). Probaremos que A € M. Veamos primero que
MU{A} es una red. Como M es una red, solo resta verificar que si M € M,
entonces M C Ao A C M. Asi pues, sea M € M. Como M es una red y
{M,} hen es una sucesién en M, se tienen dos casos:

= Caso 1: M C M, para una cantidad infinita de n € N: en este caso,
veamos que K = {B € CL(X) : M C B} es cerrado en CL(X). Para
ello, sea { L, }nen una sucesién en K que converge a L € C'L(X); veamos
que L € K, es decir, que M C L. Por la Proposicién [I.23] bastard
probar que M C limsup L,,. Sea x € M. Como M C L, para cada
n € N, entonces = € L,, para cadan € N. Asi, si U es un entorno de z,
entonces U N L,, # () para todo n € N, con lo cual 2 € limsup L,, = L.



2.1 Existencia de arcos ordenados en C(X) 41

Esto prueba que K es cerrado en C'L(X). Ahora bien, como la sucesién
{M,,} nen converge a A, se cumple que A € K, es decir, M C A.

= Caso 2: M, C M para una cantidad infinita de n € N: en este caso,
observemos que el Corolario implica que C(M) es compacto, y
como la sucesién { M, }en converge a A, se tiene que A € C(M), en
particular, A C M.

De ambos casos, se concluye que M U {A} es una red. Ahora observemos
que Ag € M, C A; para todo n € N, lo que implica que Ag C A C A;.
Asi, hemos probado que M U {A} es una red desde Ay hasta A;. Por la
maximalidad de M, se concluye que M = M U{A}, es decir, Ac M. N

Lema 2.5. Sea X un espacio métrico compacto y Ay, A1 € C(X) tales que
Ao C Ay y Ay # Ay St M es una red mazimal en C(X) desde Ay hasta Ay,
entonces M es un arco desde Ag hasta A;.

Demostracion. Sea w una funcién de Whitney para C'(X) (la cual existe por
el Teorema . Sean tg = w(Ap) y t1 = w(A;y). Como Ay C Ay y Ag # Ay,
se sigue que tg < t;. Ademads, como M es una red desde Ay hasta A; y
Ay # A, se sigue que w(M) C [ty,t1]. Més ain, por el Lema se sabe
que M es compacto, y por el Lema [2.3] se tiene que M es homeomorfo a
w(M). Asi que para demostrar que M es un arco, serd suficiente demostrar
que w(M) = [to,t;]. Para ello, supongamos que w(M) # [to,t1]. Entonces
existe x € [to, t1] \ w(M). Observar que ty # x # t1, ya que to,t; € w(M).
Definamos

So = [to,]?] N W(M) y Sl = [I,tl] N w(./\/l)

Notar que Sy # 0, ya que ty € Sy. Sea sy = sup Sy. Como Sy es un cerrado
de R, entonces sy € Sy, esto es, sp € w(M) y ty < 5o < z. De igual forma,
S1 # 0, ya que t; € S;. Sea s; = inf S;. Como S; es un cerrado de R,
entonces s; € Sy, esto es, $1 € w(M) y = < 57 < t;. Observemos que sg < 1
y w(M)N(so, s1) = 0. Sean My, My € M tales que w(My) = sy w(M;) = s1.
Dado que M es una red, w(Mj) < w(M;) y w es una funcién de Whitney, se
sigue que My € M;. Ademds, M C C(X), lo que quiere decir que My y M;
son continuos. Como M, es un subcontinuo propio de M, por el Teorema
1.9| (a), existe un subcontinuo propio B de M; tal que My C B.

Veamos ahora que M U {B} es una red. Como M es una red, solo resta
verificar que si M € M, entonces M C B o B C M. Asi pues, sea M € M.
Dado que w(M) N (sg, s1) =0, se tiene que w(M) < s9 0 w(M) > s1.
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» Siw(M) < 59 =w(My), dado que M es una red, se sigue que M C Moy;
y como My C B, se tiene que M C B.

» Siw(M) > s; = w(M;), usando nuevamente que M es una red, se tiene
que My, C M; pero B C M, por lo que B C M.

De ambos incisos se concluye que M U{B} es una red. Pero B € C'(X), con
lo cual M U {B} es una red en C(X). En suma, el hecho de que sg,s; €
w(M) C [to,t;] implica que Ay C My € B C M; C A;. Hemos probado
que M U {B} es una red en C'(X) desde Ay hasta A;. Por la maximalidad
de M, se concluye que M = M U {B}, es decir, B € M. Sin embargo,
dado que My € B C M;, se tiene que so < w(B) < s1, lo que contradice el
hecho de que w(M) N (sg,s1) = (. Esta contradiccién proviene de suponer
que w(M) # [to,t1]. Por lo tanto, se concluye que w(M) = [to, 1], lo que
prueba el lema. [ |

Lema 2.6. Si X es un espacio métrico compacto y Ag, A1 € C(X) son tales
que Ao C Ay, entonces existe una red maximal en C(X) desde Ay hasta A;.

Demostracion. Definase

A={N CC(X): N es unared desde Ay hasta A;}.

Observar que A # 0, ya que {Ag, A1} € A. Ademds, (A, C) es un conjunto
parcialmente ordenado. Veamos que toda cadena en A tiene una cota superior

en A. Sea C una cadena en A. Verifiquemos que | JC es una cota superior de
C en A.

» Veamos primero que | JC es unared. Sean F, I’ € | JC, entonces existen
C1,Cy € Ctalesque F € Cy y F € (5. Por ser C una cadena, se cumple
que C; C C5 o Uy C (. Supongamos sin pérdida de generalidad que
C7 C s, entonces E, F' € (5. Por ser C5 una red, se tiene que £ C F
o F' C E. Asi, hemos probado que | JC es una red.

s Ademads, para cada C' € C se cumple que Ay C C C A, por lo que
Ay CUC C A

» Finalmente, es claro que C' C | JC para todo C' € C.

Por lo tanto, | JC € A y |JC es una cota superior de C. Asi, por el Lema de
Zorn, existe un elemento maximal M en A. Finalmente, observar que M es
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una red maximal en C'(X) desde Ay hasta A;. [

Los lemas anteriores son tutiles para demostrar el siguiente teorema:

Teorema 2.7. Sea X un espacio métrico compacto y Ay, Ay € C(X) tales
que Ag C Ay y Ay # Ay. Entonces eziste un arco ordenado en C(X) desde
Ag hasta A;.

Demostracidn. Por el Lema [2.6] existe una red maximal M en C(X) desde
Ap hasta A;. Ahora, por el Lema[2.5, M es un arco desde A hasta A;. Por
la Definicién 2.2} se concluye que M es un arco ordenado en C(X) desde A
hasta Aj;. [ |

2.2. Arco conexidad de 2¥ y C(X)

Lema 2.8. Sea X un espacio métrico compacto y A un subcontinuo de 2% con
mds de un punto. Si A es una red, entonces A es también un arco ordenado.

Demostracién. Sea w una funcién de Whitney para 2% (la cual existe por el
Teorema. Como A es una red compacta en 2%, por el Lema , se tiene
que w [ 4 es un homeomorfismo. Asi, w(.A) es un continuo, que resulta ser un
intervalo cerrado y acotado de R con més de un punto. Por consiguiente, A
es un arco, y por ser A una red, se concluye que A es un arco ordenado. W

Teorema 2.9. Si X es un continuo, entonces 2 y C(X) son arco conexos.

Demostracion. Primero probaremos la arco conexidad de 2% : sea K € 2% con
K # X y sea Ay una componente de K. Como Ay, X € C(X) y Ay # X, el
Teorema [2.7| nos asegura la existencia de un arco ordenado a en C'(X) desde
Ap hasta X. Sea h un homeomorfismo de [0, 1] sobre « tal que h(0) = Ag y
h(1) = X. Definamos f : [0,1] — 2% como f(t) = K U h(t). Notar que f es
continua por la Proposicién [1.24] f(0) = K y f(1) = X. Luego, f([0,1]) es
un subcontinuo de 2% con mas de un punto. Més atn, el hecho de que « sea
un arco ordenado implica que f([0,1]) es una red desde K hasta X. Asi, por
el Lema[2.§8] £([0,1]) es un arco ordenado en 2% desde K hasta X.

Hemos probado que para cualquier K € 2% con K # X, existe un arco
en 2% entre K y X. Por el Lema [1.5] se concluye que 2% es arco conexo.

Finalmente, probaremos que C(X) es arco conexo. Si Ay € C(X) con
Ay # X, por el Teorema existe un arco en C'(X) desde Ay hasta X.
Nuevamente, el Lema nos permite concluir que C'(X) es arco conexo. l
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Corolario 2.10. Si X es un continuo, entonces 2% y C(X) son continuos
arco conexos.

Demostracion. Como X es compacto, por los corolarios y [1.31] se tiene
que 2% y C(X) son compactos. Por el Teorema [2.9, también son arco cone-
x0s, lo que implica, en virtud del Teorema[l.4] que son conexos. Por lo tanto,
2% y C(X) son continuos arco conexos. [ |

Notemos que 2% y C(X) son arco conexos aun cuando el continuo X
puede no ser arco conexo, como es el caso del continuo seno del topdlogo.

2.3. El cubo de Hilbert encajado en 2%

Como consecuencia de la arco conexidad de 2%, asegurada por el Teorema
, veremos que 2% contiene un cubo de Hilbert siempre que X sea un
continuo. La prueba de este hecho se basa en la existencia de arcos en 2.
Para enunciar y probar este resultado, necesitaremos el siguiente lema:

Lema 2.11. [9, Lema 14.11] Sean X un continuo y p € X. Entonces existe
una sucesion { A, tnen de subcontinuos de X \ {p} tales que:

(a) Para todo n € N, A, tiene mds de un punto.
(b) A, NA, =0 sin#m.

(c¢) im A,, = {p}.

Teorema 2.12. Si X es un continuo, entonces 2% contiene un cubo de Hil-
bert. Como consecuencia, 2% es de dimensidn infinita.

Demostracion. Sea p € X. Por el Lema , existe una sucesion {A, }nen
de subcontinuos de X \ {p} que cumplen (a), (b) y (c¢) de dicho lema. Para
cada n € N, se tiene que A, es un continuo; por el Teorema 2.9 existe un
arco a, en 247, Notar que I, @, es un cubo de Hilbert. Encajaremos
[[02, an en 2% de la siguiente manera: sea (B,)5>, € [[—, a,. Notar que
B,, C A, para cada n € N. Esto implica por (5) de la Observacién [L.21] que
lim B,, C lim A,, = {p}. Pero lim B,, # 0 por el Lema , con lo cual la
sucesion { B, }nen converge a {p} en 2. Definamos h : [[°7, i, — 2% como

h((Bn)nzi) = (U Bn) U {p}.
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Veamos que h es continua e inyectiva.

Primero verificaremos que h es continua: para cada k € N, sea B¥ =
(BF)>2 ;s sea B = (B,)%%, y supongamos que la sucesién {B*}pen conver-
ge en [[02, a, a B. Veamos que {h(B¥)}iey converge en 2% a h(B). Sea
e > 0. Por la continuidad de la funcién didmetro (Lema , se tiene que
lim,, o diam(A4,) = diam(lim A4,,) = diam({p}) = 0. Entonces existe N € N
tal que diam(A,,) < e para cada n > N.

Como {B"*}yen converge en [[°2, o, a B y la convergencia en [[°7, ay,
es coordenada a coordenada, se cumple que

lim BY = By,
k—oo
lim BY = B,
k—oo

lim B;cv_l = BN—I-
k—o0

Entonces existen K1, ..., Ky_1 tales que:

si k> K, entonces Hy(BY, By) < ¢;
si k> Ky, entonces Hy(BY, By) < ¢;

si k> Ky_1, entonces Hy(BY_,,By_1) < ¢.

Definase K = max{K,...,Ky_1}. Sean > N.

Afirmacién: Hy(B* B,) < ¢ para todo k € N: en efecto, sea k € N.
Como B,, B¥ € 24" por (3) de la Observacién bastard verificar que
Bf C N(e,B,) y B, € N(g,B¥). Veamos que B* C N(e, B,). Sean z € B*
y b € B, Como B¥ C A, y B, C A,, entonces z,b € A,, de donde
d(z,B,) < d(z,b) < diam(4,) < ¢, con lo cual x € N(g,B,). Luego,
Bf C N(e, B,). Anélogamente se prueba que B, C N(g, B¥), lo que con-
cluye que Hy(BF B,) < ¢.

Hemos probado que para todo n € N y para todo k£ > K, se cumple
que Hy(BE, B,) < e. Veamos que Hy(h(B*),h(B)) < ¢ para todo k > K.
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Sea k > K. Por (3) de la Observacién [1.14] bastard probar que h(B¥) C
N(e,h(B)) y h(B) C N(g,h(B*)). Sea z € h(B*) = (U, B¥) U {p}. Si
r = p, entonces x € h(B) C N(g, h(B)), asi que supongamos que = €
U2, BE; entonces existe n € N tal que z € BF. Como BF C N(e, B,),
se cumple que d(x,B,) < €. Pero B,, C h(B); por (4) de la Proposicién
[1.12] se sigue que d(x, h(B)) < ¢, es decir, z € N(g, B,). Esto prueba que
h(B*) C N(e,h(B)). Andlogamente se prueba que h(B) C N(e, h(B*)).
Por lo tanto, Hy(h(B*),h(B)) < e siempre que k > K. Esto prueba la
continuidad de h.

Ahora veamos que h es inyectiva: sean (B,,)%,, (Cy)52, € [, a, con
(Bn)X, # (Cn)5e,. Entonces existe m € N tal que B,, # C,,,. Como B,, C
A Cp T Ay A NA, =0 sin # m, se tiene que U~ B, # U, Ch.
Ahora, como p ¢ A, para cadan € N, entoncesp ¢ |J.—, B, yp ¢ U~ Cn,
con lo cual (U~ Bn) U {p} # (U,—,Cn) U {p}, es decir, h((B,)5>;) #
Rh((Cp),). Esto prueba que h es inyectiva.

De lo anterior, se concluye que [[°7; o, estd encajado en 2. Finalmente,
dado que los cubos de Hilbert son de dimensién infinita, concluimos por la
Proposicién que 2% tiene dimensién infinita. [ |

Corolario 2.13. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces son equiva-
lentes las siguientes proposiciones:

(a) dim(X) # 0.
(b) dim(2%) = oo.
(c) 2% contiene un cubo de Hilbert.

Demostracion. [(a)=-(c)] Supongamos que dim(X) # 0. Por el Teoremal[l.51]
X no es totalmente disconexo. Luego, existe una componente C' de X con
mas de un punto. Notemos que C es un continuo; por el Teorema 2¢
contiene un cubo de Hilbert. Pero 2¢ C 2%, luego, 2¥ contiene un cubo de
Hilbert.

[(c)=>(b)] Supongamos que 2% contiene un cubo de Hilbert. Dado que los
cubos de Hilbert son de dimension infinita, concluimos por la Proposicion
1.50| que 2% tiene dimensién infinita.

[(b)=>(a)] Supongamos que dim(2%) = co. En particular, dim(2%) # 0.
En virtud del Teorema se concluye que dim(X) # 0. [ |



Capitulo 3

Existencia de arcos ordenados
en 2X

En el Teorema del capitulo anterior, dados Ay, A; € C(X) con Ay #
Aq, vimos una condicién suficiente para la existencia de arcos ordenados entre
Aoy A;. La condicion era simplemente que Ag C A;. Sin embargo, si ahora
Ap, Ay € 2% la condicién no siempre es suficiente para asegurar la existen-
cia de arcos ordenados en 2% desde Ay hasta A;. Por ejemplo, consideremos
X =[0,1], 49 = {0} y A; = {0,1}. Aqui, Ay, A; € 2X¥ y Ay C Ay, pero la
tnica red desde A hasta A; es {{0},{0,1}}, la cual no es homeomorfa a

[0,1] y por tanto, no es un arco. Luego, no existe arco ordenado en 2% desde
Ap hasta A;.

A partir de ahora, cuando digamos que « es un arco ordenado desde
Ao hasta A, entenderemos que Ag C A; y que Ag y A; son los puntos
extremos de «. Hay que notar que un arco ordenado desde Ag hasta A; no
necesariamente es un arco ordenado desde A; hasta Aj.

3.1. Arcos ordenados en 2%

El Teorema nos muestra una condicion suficiente y necesaria para la
existencia de un arco ordenado en 2% desde Ay hasta A;. Para enunciarlo y
demostrarlo, necesitaremos el siguiente lema:

Lema 3.1. Sea X un espacio métrico compacto y sean My, My € 2% tales
que My C My, My # M, y cada componente de My intersecta a My. Entonces

47
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existe C' € 2% tal que My C C C M, y cada componente de C intersecta a
M.

Demostracion. Dado que My C M;, tomemos p € M;\ My. Sea K la compo-
nente de M; que contiene a p. Por hipétesis, K; N My # (). Sea g € KyNMy y
sea K la componente de My que tiene a ¢. Como K es conexo, g € KoM K,
y Ko C M, entonces Ky C K;. Més aun, Ky C K; \ {p}, ya que Ko C My y
p ¢ M,y. Notemos que Ky es compacto, ya que Ky C X, X es compacto y Ky
es cerrado en X. Asi, K es un subcontinuo propio de K;. Por el Teorema
(a), existe B subcontinuo de K7 \ {p} tal que Ky € B. Sea C' = My U B.
Obsérvese que C' es un compacto no vacio de X, es decir, C' € 2%. Ademés,
My C C C M,. Como Ky € B, entonces B € My, lo que implica que
My © My U B, es decir, My # C. Para ver que C' # M, simplemente no-
temos que p € My y p ¢ C. Solo resta verificar que cada componente de C'
intersecta a M,. Para ello, sea L una componente de C. Se tienen dos casos:

(1) Si LN B =0, entonces L C My, y como L # {), se tiene que L N My # .

(2) Si LN B # (0, dado que B C C' y B es conexo, se tiene que B C L.
Pero Ky C B, asi que Ky C L. Como Ky # () y Ky C My, se sigue que
LN My #0.

En ambos casos se concluye que L N My # (), lo que completa la prueba. W

Teorema 3.2. Sean X un espacio métrico compacto y Ay, A1 € 2% con
Ag # Ay. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Emiste un arco ordenado en 2% desde Ay hasta Aj.
(b) Ay C Ay y cada componente de A; intersecta a Ay.

Demostracion. [(a)=(b)] Supongamos que existe a un arco ordenado en 2%
desde Aj hasta A;. Entonces Ay C Ay, asi que solo resta verificar que todas
las componentes de A; intersectan a Ay. Supongamos por contradiccion que
existe una componente K de A; tal que K N Ay = (). Como Ay C A, por el
Teorema del cable cortado (Teorema, se tiene que K y Ag estan separados
en A;. Entonces existen £y F' subconjuntos de X tales que A; = E|F, Ay C
Ey K CF.Definamos E={Aca: ACE}yF={Aca: ANF #0}.
Observemos lo siguiente:

» £#£0, ya que Ay € £. También F # 0, ya que A; € F.
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» £EUF = a. En efecto, si A € a, entonces AC A, =FUF.S1i ACE,
entonces A € £. Si A Z E, entonces ANF # (), de donde A € F.

= ENF=0,yaque ENF = 0.

s £ y F son cerrados en «. En efecto, como F U F = A; es cerrado
y E y F estan separados, entonces E y I’ son cerrados. Luego, £ es
cerrado en « (por la Definicién [1.16). Por otro lado, X \ F es abierto
en X, de donde {A € a: A C X \ F'} es abierto en «, con lo cual
F=a\{Aca: AC X\ F} es cerrado en a.

Los incisos anteriores implican que « es disconexo. Pero esto contradice el
hecho de que a es un arco. Por lo tanto, concluimos que toda componente
de A; intersecta a Aj.

[(b)=(a)] Supongamos (b) y definamos

A={N C 2% N es una red compacta desde A, hasta A; y para cada
N € N, cada componente de N intersecta a Ag}.

Observar que A # (), ya que {Ag, A1} € A. Ademsds, (A, C) es un conjunto
parcialmente ordenado. Veamos que toda cadena en A tiene una cota superior
en A. Sea C una cadena en A. De la misma forma que en el Lema [2.6] se
verifica que | JC es una red desde Ay hasta A; y es una cota superior para
C. Para ver que | JC € A, solo resta demostrar que para todo N € |JC, cada
componente de N intersecta a Ag. Sea N € | JC, entonces existe N € C tal
que N € N. Como N € A, se cumple que cada componente de N intersecta
a Ao.

Luego, por el Lema de Zorn, A tiene un elemento maximal M. Observar
que M es una red compacta desde A hasta A;. Para ver que M es un arco
ordenado en 2% desde A, hasta A;, solo resta probar que M es un arco. Para
ello, sea w una funcién de Whitney para 2% (la cual existe por el Teorema
[L.41). Sean to = w(Ap) y t1 = w(A;). Como Ay C Ay y Ag # Ay, se sigue que
to < t;. Ademads, como M es una red desde Aj hasta A; y Ay # Aj, se tiene
que w(M) C [to, t1]. Més atin, M es compacto. Por el Lema [2.3] se tiene
que M es homeomorfo a w(M). Asi que para demostrar que M es un arco,
seré suficiente demostrar que w(M) = [to,t1]. Para ello, supongamos que
w(M) # [to, t1]. Entonces existe x € [tg, t1]\w(M). Observar que ty # x # t1,
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ya que to, t; € w(M). Definamos
SO = [t07x] mCU(M) y Sl = [x7t1] mW(M>

Notemos que Sy # 0, ya que ty € Sy. Sea sqg = sup Sy. Como Sy es cerrado
en R, entonces sy € Sy, esto es, sg € w(M) y tg < sp < . De igual forma,
S1 # 0, ya que t; € Sp. Sea s; = inf S;. Como S; es cerrado en R, entonces
sp € Sp, esto es, 51 € wWM) y x < 51 < t;. Observemos que sy < s1 y
w(M) N (sg,s1) = 0. Sean My, My € M tales que w(My) = so y w(M;) = s1.
Dado que M es una red, w(Mp) < w(M;) y w es una funcién de Whitney,
se sigue que My C M;. Veamos que cada componente de M; intersecta a
M. Sea L una componente de M;. Como M; € M y M € A, se tiene que
LN Ay # 0. Ademds, dado que My € M y M es una red desde A, hasta Aq,
se sigue que Ay C M. Luego, L N My # (). Por el Lema existe C' € 2%
tal que My € C' € M; y cada componente de C' intersecta a M. Veamos
que C' € M; si probamos que M U {C} € A, por la maximalidad de M,
concluiremos lo deseado.

Afirmacién 1: MU{C} es una red: en efecto, como M es una red, solo
queda probar que si M € M, entonces M C C' o C C M. Sea M € M.
Como w(M) N (s, s1) = 0, entonces w(M) < 59 0 w(M) > s1. Dado que M
es una red y w una funcién de Whitney, en el primer caso se concluye que
M C M, C C, mientras que en el segundo caso se concluye que C' C M; C M.

Afirmacién 2: M U {C} es una red compacta: en efecto, M U {C} es
una red por la Afirmacién 1, y es compacta por ser union finita de compactos.

Afirmacién 3: M U {C} es una red desde A, hasta A;. Esto se sigue
del hecho de que M es una red desde Ag hasta A; y de que Ag C My C C C
M1 - Al.

Afirmacion 4: Cada componente de C intersecta a Ag: en efecto, sea
@ una componente de C, luego, Q N My # ). Sea 2 € Q N My y sea (g la
componente de My que tiene a z. Como () es un subconjunto conexo de M,
que tiene a z, entonces Qg C @. Ahora, como My € M y M € A, se tiene
que Qo N Ag # 0. Luego, Q N Ay # 0.

De las cuatro afirmaciones anteriores, concluimos que M U {C} € A, de
donde C' € M. Pero My C C C M, lo que implica que sy < w(C) < s;.
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Esto contradice el hecho de que w(M)N(sg, s1) = 0. Esta contradiccién vino
de suponer que w(M) # [to, t1]. Por lo tanto, w(M) = [to, t1], lo que prueba
que M es un arco. Esto demuestra (a). [

Si « es un arco ordenado en 2% desde Ay hasta A; y H C 2%, diremos
que « empieza en H si Ag € H. Cuando esto ocurra, diremos que « se queda
en HsiaCH.

Corolario 3.3. Sean X un espacio métrico compacto y o un arco ordenado
en 2%, Si a empieza en C(X), entonces o se queda en C(X).

Demostracién. Supongamos que « es un arco ordenado en 2% desde Ay hasta
Ay, donde Ay € C(X). Veamos que a C C(X). Para ello, sea B € « con
B # Ay. Notemos que Ay C B. Sea 3 el subarco de o desde Ay hasta B.
Como B C a, entonces 3 es una red, es decir, 3 es un arco ordenado en 2%
desde Ay hasta B. Por el Teorema [3.2] cada componente de B intersecta a
Ag. Pero Ay es un subconjunto conexo de B, con lo cual B tiene solo una
componente. Esto quiere decir que B es conexo, es decir, B € C(X). Esto
prueba que o C C(X), como queriamos. [ |

3.2. Arco conexidad local de 2% y C(X)

Definicién 3.4. Un espacio topologico Y es localmente arco conexo en
un puntop € Y si para todo entorno U de p existe V' un subconjunto abierto
arco conexo de Y tal que p € V C U. Decimos que un espacio topologico es
localmente arco conexo si es localmente arco conexo en cada uno de sus
puntos.

Definicién 3.5. Un espacio topolégico Y es localmente conexro en un
punto p € Y si para todo entorno U de p, existe V- C'Y abierto y conexo
tal que p € V C U. Decimos que Y es localmente conexo si es localmente
conexo en cada uno de sus puntos.

Un continuo localmente conexo es llamado un continuo de Peano.

Observaciéon 3.6. Si un espacio topologico Y es localmente arco conexo en
un punto p €'Y, entonces Y es localmente conexo en p. Como consecuencia,
Y es localmente conexo siempre que Y sea localmente arco conexo.

Observaciéon 3.7. La arco conexidad local y la conexidad local son propie-
dades topologicas.
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El siguiente corolario es consecuencia del Teorema[3.2]y del Corolario[3.3]

Corolario 3.8. Si X es un continuo, los hiperespacios 2% y C(X) son lo-
calmente arco conexos en X.

Demostracion. Verifiquemos primero la arco conexidad local de 2% en X. Sea
U C 2% un entorno de X. Entonces existe ¢ > 0 tal que X € By, (X,¢e) C
U. Veamos que Bp,(X,€) es un subespacio arco conexo de 2¥. Para ello,
sea Ay € Bpy,(X,e) con Ay # X. Por ser X conexo, se satisface (b) del
Teorema (con A; = X); luego, existe a un arco ordenado en 2% desde
Ap hasta X. Veamos que o« C By, (X,¢). Sea A € a, entonces 4y C A.
Como Hy(Ag, X) < ¢, se sigue que X C N(Ap,e) C N(A4,¢). Por otro lado,
A C X C N(X,e). Por (3) de la Observacién|L.14] se tiene que Hy(A, X) < ¢,
es decir, A € By, (X, ¢).

Hemos probado que para todo Ay € By, (X,¢) \ {X} existe un arco en
Bp,(X,¢e) con puntos extremos Ay y X. Por el Lema , se concluye que
By, (X, ¢€) es arco conexa. Esto prueba la arco conexidad local de 2% en X.

La prueba de la arco conexidad local de C'(X) en X se realiza de manera
andloga al caso anterior, observando que ahora Ay € C(X) y el Corolario
nos asegura que o C C(X). |

Corolario 3.9. Si X es un continuo, los hiperespacios 2% y C(X) son lo-
calmente conexros en X.

Demostracion. Es consecuencia del Corolario y la Observacién 3.6 W

3.3. Hiperespacios homogéneos

En esta seccién, dado un continuo X, estudiaremos la homogeneidad de
los hiperespacios 2¥ y C(X). Es conveniente recordar que un espacio to-
polégico X es homogéneo si para cada x,y € X existe h : X — X homeo-
morfismo tal que h(z) = y.

Lema 3.10. [12] Teorema 2.67] Sea X un continuo. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(a) X es un continuo de Peano.

(b) 2% es un continuo de Peano.
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(¢) C(X) es un continuo de Peano.

Los siguientes teoremas caracterizan la homogeneidad de 2% y de C(X)
cuando X es un continuo.

Teorema 3.11. Sea X un continuo. Entonces son equivalentes las siguientes
ProposiCLOnes:

(a) 2% es homogéneo.
(b) X es un continuo de Peano.

(c) 2% es un cubo de Hilbert.

Demostracion. [(a)=(b)] Supongamos que 2% es homogéneo. Como X es un
continuo, por el Corolario , 2% es un continuo. Ademsds, por el Corolario
3.9, 2% es localmente conexo en X. Como 2% es homogéneo, para cada A € 2%
existe un homeomorfismo que envia X en A. Luego, 2% es localmente conexo
en cada uno de sus puntos, es decir, 2% es localmente conexo y, por ende, es
un continuo de Peano. Luego, por el Lema [3.10, X es un continuo de Peano.

[(b)=(c)] Es consecuencia del Teorema de Curtis-Schori (véase [9, Teo-
rema 11.3]).

[(¢c)=(a)] Por el Teorema [1.47] los cubos de Hilbert son homogéneos. M

Definicién 3.12. Un triodo simple es la union de tres arcos que unicamente
se intersectan en un punto extremo v de dichos arcos, el cual es llamado el
vértice del triodo.

Figura 3.1: Triodo simple

Todo triodo simple es un continuo. En efecto, sea T" es un triodo simple
que es unién de los arcos Ay, Ay y As tal que la interseccion de ellos es {v}.
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Como la unién finita de compactos es compacto y T' = A; U Ay U As, se
tiene que T' es compacto. Por otro lado, como A;, Ay y As son conexos y
AN AyN Az = {v} # 0, se sigue que T es conexo.

En el siguiente lema, se demostrara que los tinicos continuos de Peano
que no contienen triodos simples son el arco y la curva cerrada simple.

Lema 3.13. 57 X es un continuo de Peano sin triodos simples, entonces X
es un arco o una curva cerrada simple.

Demostracion. Supongamos que X no es un arco. Por [8, Teorema 6.2], X
contiene una curva cerrada C'. Si X = C, entonces X es una curva cerrada
simple, asi que supongamos que X # C. Sea p € X \ C y a € C. Por ser
X un continuo de Peano, se tiene que X es arco conexo (véase [14, Teorema
8.23]). Sea A un arco que une p y a, y sea « : [0, 1] = A un homeomorfismo
sobre A tal que a(0) = py a(l) = a. Definamos F = {t € [0,1] : a(t) € C'}.
Observemos que F' # () (yaque 1 € F) y que F = a~}(ANC). Como ANC es
un cerrado de X y « es continua, se sigue que F' es cerrado. Sean ty = min F'
y ¢ = a(tyg). Observemos que p # ¢, ya que p ¢ C mientras que ¢ € C.
Luego, ty # 0. Sea A; = «([0,1o]) el subarco de A que une p y g. Notemos
que A1 NC = {q}. Como C es una curva cerrada simple, existen arcos Ay y
Aj tales que AsN Az = {q}. Luego, A;UA3UA;3 es un triodo simple contenido
en X, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, X = C, es decir, X es una
curva cerrada simple. |

Para el siguiente teorema, diremos que un arco A contenido en X es un
arco libre si A\ {p, ¢} es abierto de X, donde p y ¢ son los puntos extremos
de A.

Teorema 3.14. Sea X un continuo. Entonces son equivalentes las siguientes
ProposiCILONES:

(a) C(X) es homogéneo.
(b) X es un continuo de Peano sin arcos libres.
(¢) C(X) es un cubo de Hilbert.

Demostracion. [(a)=(b)] Supongamos que C'(X) es homogéneo. Como X es
un continuo, por el Corolario , C'(X) es un continuo. Ademds, por el Co-
rolario 3.9 C'(X) es localmente conexo en X. Como C(X) es homogéneo,
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para cada A € C(X) existe un homeomorfismo que envia X en A. Luego,
C(X) es localmente conexo en cada uno de sus puntos, es decir, C'(X) es
localmente conexo y, por ende, es un continuo de Peano. Luego, por el Lema
.10, X es un continuo de Peano. Veamos ahora que X no tiene arcos libres.
Supongamos que existe A un arco libre en X. Por el Lema , C(A) es una
2-celda con interior no vacio. Sea G € inte(x)(C'(A)). Entonces C'(A) es una
vecindad de G en C'(X). Como C(X) es homogéneo, se sigue que todo punto
de C'(X) tiene una vecindad en C'(X) que es una 2-celda.

Afirmacién: X no contiene un triodo simple. En efecto, si X contu-
viera un triodo simple, por [9, Ejemplo 5.4}, C(X) contendria una 3-celda.
Luego, los puntos de la 3-celda no tendrian una vecindad en C(X) que es
una 2-celda, lo cual es una contradiccion. Asi, X no contiene un triodo simple.

Hemos probado que X es un continuo de Peano que no contiene triodos
simples. Por el Lema [3.13] se sigue que X es un arco o una curva cerrada
simple. En cualquier caso, los lemas y implican que C'(X) es una
2-celda. Asi, C'(X) no es homogéneo. Esto es una contradiccién, de la que se
concluye que X no tiene arcos libres.

[(b)=(c)] Es consecuencia del Teorema de Curtis-Schori (véase [9, Teo-
rema 11.3]).

[(c)=(a)] Por el Teorema [1.47] los cubos de Hilbert son homogéneos. M

3.4. Grupos topoldgicos

En esta ultima seccién, abordaremos el concepto de grupo topoldgico y
concluiremos que el cubo de Hilbert no es un grupo topoldgico y por ende,
2% y C(X) tampoco lo son.

Definicién 3.15. Sea (G, *) un grupo. Decimos que G es un grupo to-
pologico si existe una topologia T que hace que la operacion x : G X G — G
y la inversion £ : G — G que envia cada elemento de G a su inverso, sean
continuas.

La siguiente proposicién resume dos propiedades importantes de los gru-
pos topoldgicos.

Proposicién 3.16. Sea (G,*) un grupo topolégico. Se cumplen:
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(a) Dado a € G, las funciones q, v, : G — G dadas por p,(9) = g*a y
a(g) = a* g, son homeomorfismos.

(b) G es un espacio topolégico homogéneo.

Demostracion. (a) Observemos que ¢, = * lGx{a} ¥ Ya = * [{a}xc- Luego,
Ya ¥ Y, son continuas. Por un argumento similar, ¢,-1 y ¥,-1 son continuas.
Finalmente, observemos que @, © -1 = @41 0 p, = lg y ¥y 0 Py-1 =
Y1 01, = 1g. Por lo tanto, ¢, y ¥, son homeomorfismos.

(b) Sean g1, g2 € G. Definamos h : G — G dada por h(g) = g * g; ' * go.
Como h = ¢ o7 xgy) POT (a) se cumple que h es un homeomorfismo. Adema4s,
h(g1) = go. Luego, se concluye que G es un espacio topolégico homogéneo. B

Definicién 3.17. Dados X un espacio topologico, p € X y f : X — X,
se dice que p es un punto fijo de f si f(p) = p. Diremos que X tiene la
propiedad del punto fijo si toda funcion continua h : X — X tiene un

punto fijo.

Ejemplo 3.18. (1) Cualquier n-celda tiene la propiedad del punto fijo. Este
resultado se conoce como el Teorema del Punto Fijo de Brouwer (véase [B]).

(2) Un grupo topolégico no trivial G no tiene la propiedad del punto fijo.
En efecto, sea a € G distinto del elemento neutro; entonces @, : G — G es
una funcion continua tal que ©,(g) = g * a # g para todo g € G.

Recordemos que, dados A un subespacio de un espacio topolégico X y
r: X — A, se dice que r es una retraccién de X en A si r es continua y es
tal que r [ 4= 14. Cuando existe una retraccién de X en A, se dice que A es
un retracto de X. Dado € > 0, se dice que r : X — A es una e-retraccién si
7 es una retracciéon y para todo z € r(X) se cumple que diam(r~!(z)) < e.

Lema 3.19. Sea X un espacio métrico compacto.

(1) Si X tiene la propiedad del punto fijo, entonces cualquier retracto de X
tiene la propiedad del punto fijo.

(2) Si para cada n € N ezisten un subconjunto X,, C X y una funcion
continua f, : X — X, tales que X,, tiene la propiedad del punto fijo y
n €S una %—retmccio/n, entonces X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. (1) Sean Z un retracto de X y r: X — Z una retraccion de

X en Z. Sea f: Z — Z continua. Como for: X — X es continua, entonces
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for tiene un punto fijo p en X. Dado que (for)(p) =py (for)(X) C Z, se
tiene que p € Z, con lo cual r(p) = p. Esto implica que p = f(r(p)) = f(p).
Asi, hemos probado que Z tiene la propiedad del punto fijo.

(2) Sean f: X — X continua y n € N. Notemos que f,of [x,: X, = X,
es continua. Luego, f, o f [x, tiene un punto fijo, digamos, p,. Ahora, como

fn €s una %—retraccién, se cumple que

A () pe) = AT (o), £u(F(0))) < ciam[f (ul F )] < 5

Hemos probado que la sucesion {p, }nen cumple que d(f(pn), pn) < Zin para
cada n € N. Por ser X compacto, existe una subsucesiéon de {p,}nen con-
vergente a un punto p € X. Del hecho de que d(f(pn),pn) < 2% para cada
n € N, se concluye que f(p) = p. [ |

Teorema 3.20. Si X es un continuo, entonces 2% y C(X) no son grupos
topoldgicos.

Demostracién. Supongamos por contradiccién que 2% y C(X) son grupos
topoldgicos. Por la Proposicién , 2X v C(X) son homogéneos. Por los
teoremas y[3.14] 2% y C(X) son cubos de Hilbert. Demostremos que un
cubo de Hilbert tiene la propiedad del punto fijo.

Para cada n € N, definamos

I, ={(t;)2, € I : t; =0 para cada i > n + 1}.
y sea r, : I*° — I, la retracciéon natural de I*° en I,, dada por

rn((tl);)il) = (t17 s 7tn7 07 Oa ‘. )

para todo (¢;)32, € I°°. Observemos que para cada n € N, 7, es una 2%—
retraccion para I respecto a la métrica d.,. Notemos también que I, es
una n-celda, para todo n € N. Luego, I,, tiene la propiedad del punto fijo,
para todo n € N. Aplicando (2) del Lema [3.19] se concluye que I tiene
la propiedad del punto fijo. Esto contradice (2) del Ejemplo . Asi, 2% v

C(X) no son grupos topoldgicos. [ |



58

Existencia de arcos ordenados en 2%




Referencias

1]

Barragan, Franco; Romero, Armando; Sanchez, Salvador; Grijalva,
Victor, Breve introduccion a la métrica de Hausdorff, Capitulo 3 en
Topologia y sus aplicaciones 3 (Editores: Angoa, J.J., Escobedo, R., Iba-
rra, M.). Direccién de Fomento Editorial, Textos Cientificos, Benemérita
Universidad Auténoma de Puebla, 2014.

Chaves, Levent Arturo, Estudio del n-ésimo hiperespacio de un conti-
nuo, tesis de licenciatura en matematicas, Facultad de Ciencias Fisico
Matemaéticas, BUAP, presentada el 2 de febrero de 2018.

Cérdova, Vianey, Elementos Bdsicos de Hiperespacios de Continuos,
tesis de licenciatura en matemaéticas, Facultad de Ciencias Fisico Ma-
tematicas, BUAP, presentada el 26 de agosto de 2011.

Escobedo, Rail; Lopez, Maria de Jesus; Serapio, Ivan, Una breve intro-
duccion a los hiperespacios de conjuntos, Capitulo 8 en Topologia y sus
aplicaciones 3 (Editores: Angoa, J.J., Escobedo, R., Ibarra, M.). Direc-
cién de Fomento Editorial, Textos Cientificos, Benemérita Universidad
Auténoma de Puebla, 2014.

Garcia, Daniel, Teoremas del punto fijo y aplicaciones, trabajo final de
grado de matematicas, Facultat de Matematiques i Informatica, Univer-
sitat de Barcelona, presentado el 19 de enero de 2020.

Grijalva, Victor, Métrica de Hausdorff, tesis de licenciatura en ma-
tematicas aplicadas, Universidad Tecnolégica de la Mixteca, presentada
en diciembre de 2013.

Hernandez, Fernando, Teoria de Conjuntos. Una introduccion| (3a ed.),
Sociedad Matematica Mexicana, México, 2011.

29


https://www.fcfm.buap.mx/assets/docs/docencia/tesis/matematicas/LeventArturoChavesMoreno.pdf
https://www.fcfm.buap.mx/assets/docs/docencia/tesis/matematicas/LeventArturoChavesMoreno.pdf
https://www.fcfm.buap.mx/assets/docs/docencia/tesis/matematicas/VianeyCordovaSalazar.pdf
http://diposit.ub.edu/dspace/bitstream/2445/164998/2/164998.pdf
http://jupiter.utm.mx/~tesis_dig/13146.pdf
http://computo.fismat.umich.mx/~fhernandez/Papers/contenido_3a.pdf

60

REFERENCIAS

8]

[10]
[11]

[12]

[14]

[15]

[16]

[17]

Herrera, David; Libreros, Antonio de Jestis; Macias, Fernando, |El arco y
la curva cerrada simple, unicos continuos localmente conexos sin triodos
simples, Capitulo 6 en Matemdticas y sus aplicaciones 12 (Editores:
Herrera, H., Macfas, M.) Coleccién Manuales y textos, Serie Ciencias
Exactas, Direccién General de Publicaciones de la Benemérita Univer-
sidad Auténoma de Puebla, 2019.

Mlanes, Alejandro; Nadler, Sam B. Jr., Hyperspaces: Fundamentals and
Recents Advances, Monographs and Textbooks in pure and Applied
Math., Vol. 216, Marcel Dekker, New York, Basel, 1999.

Iribarren, Ignacio, Topologia de espacios métricos, Limusa, México, 2008.

Macias, Sergio, Topics on Continua (2da ed.). Ciudad de México: Sprin-
ger, 2018.

Marquez, Nancy, |Introduccion a los continuos de Peano, tesis de licencia-
tura en matematicas, Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP,
presentada en julio de 2017.

Maya, David; van Mill, Jan, Continuos homogéneos, Capitulo 10 en To-
pologia y sus aplicaciones J (Editores: Angoa, J.J., Escobedo, R., Iba-
rra, M.). Direcciéon de Fomento Editorial, Textos Cientificos, Benemérita
Universidad Auténoma de Puebla, 2016.

Nadler, Sam B. Jr., Continuum Theory. An Introduction, Monographs
and Texbooks in Pure and Applied Mathematics, Vol. 158, Marcel Dek-
ker, New York, ISBN:0-8247-8659-9, 1992.

Nadler, Sam B. Jr., Hyperspaces of sets, Monographs and Textbooks in
pure and Applied Math, Vol.49, Marcel Dekker, New York, Basel, 1978.

Salicrup, Graciela, Introduccion a la topologia, Sociedad Matematica Me-
xicana, México, 1997.

Willard, Stephen, General Topology, Addison-Wesley Series in Mathe-
matics, USA, 1968.


https://www.fcfm.buap.mx/cima/public/docs/publicaciones/MatematicasYSusAplicaciones12.pdf
https://www.fcfm.buap.mx/cima/public/docs/publicaciones/MatematicasYSusAplicaciones12.pdf
https://www.fcfm.buap.mx/cima/public/docs/publicaciones/MatematicasYSusAplicaciones12.pdf
https://www.fcfm.buap.mx/assets/docs/docencia/tesis/matematicas/NancyMarquezLazaro.pdf

Indice alfabético

arco, [3| n-celda,
arco ordenado, [40) nube, [9]
conjuntos separados, [0] propiedad del punto fijo,
continuo, [2] punto fijo de una funcion,
continuo de Peano, q
cubo de Hilbert, [3, B3] [44 red,

red compacta,
didmetro de un conjunto, red maximal,
dimension, retraccion,

retracto, [50|

e-retraccion,
espacio arco conexo, [

espacio flomple/to, . Teorema de golpes en la frontera, [f]
spacio AoMOogeNeo, Teorema del cable cortado, [6]

espacio localmente arco conexo, topologfa de Vietoris,
espacio localmente conexo,

espacio separable, vietdrico,

espacio totalmente acotado,

separacion, [6]

funcién de Whitney,
grupo topoldgico,
hiperespacio,

limite de una sucesion en un hiperes-

pacio, [L6]
limite inferior,
limite superior,

métrica de Hausdorft,

61



	 Introducción
	Preliminares
	Continuos
	Hiperespacios y métrica de Hausdorff
	Convergencia en hiperespacios
	Propiedades de los hiperespacios
	Funciones de Whitney
	El cubo de Hilbert
	Dimensión de un espacio métrico

	Arcos ordenados y arco conexidad de 2X y C(X)
	Existencia de arcos ordenados en C(X)
	Arco conexidad de 2X y C(X)
	El cubo de Hilbert encajado en 2X

	Existencia de arcos ordenados en 2X
	Arcos ordenados en 2X
	Arco conexidad local de 2X y C(X)
	Hiperespacios homogéneos
	Grupos topológicos

	  Referencias
	 Índice alfabético

