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1.2 PARTE

PRIMEIROS PASSOS
PARA UMA MATEMATICA NATURAL
NO 1.° ANO

J. J. Dumora e a Comissio Matematica



INTRODUCAO

Apesar das novas instrugdes oficiais serem transi-
torias, elas vdo permitir ao professor, da 1.2 classe em par-
ticular, libertar-se dos mecanismos e, acima de tudo,
tomar em consideragdo a inteligéncia e raciocinio 16gico
de seus alunos.

Se bem que ndo recorra explicitamente i teoria dos
conjuntos, este programa, que parece bastante reduzido,
a primeira vista, deve permitir-nos abordar largamente,
a partir da 1.* classe, toda a gama das nogdes matema-
ticas de base. E necessirio que, a partir da mais tenra
idade, a crianca possa desenvolver o seu raciocinio e o
seu poder de criagao.

A fim de auxiliar os camaradas a tomar consciéncia
dos dominios que a crianga da 1.® classe pode abordar
(ndo dizemos conhecer), construimos um organigrama
que nao pretende ser um modelo completo e a seguir
cegamente. Demos relevo, ndo as nogdes matematicas
abordadas, mas as relagdes entre elas existentes. Este
organigrama pode ler-se tanto no sentido vertical como
no sentido horizontal. Tentdmos também desmistificar
certos termos matemadticos através de exemplos colhidos
nas nossas aulas, mas seria arriscado pensar que, com si-
tuagdes idénticas, tivéssemos podido abordar todas as
vias indicadas. Os exemplos escolhidos sio a sintese do
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nosso trabalho e nio generalizagdes resultantes de uma
unica classe.

No decorrer do ano e com a vossa participagdo (*)
contamos publicar os resultados de experiéncias em que
aparecerao, ao mesmo tempo, O ensaio experimental
da crianga e a reparti¢ao do professor.

Esperamos que este documento vos ajude a expressar
0 vosso pensamento ou a precisa-lo, que vos advirta dos
pontos criticos a vigiar atentamente, para que a voOSSa
participagdo ndo va perturbar o progresso da criancga.

Sao necessarias experiéncias para que este documento
corresponda ao objectivo fixado.

Nio temos regras a dar; no entanto, achamos que
os nossos principios pedagdgicos — o tenteio experimental,
0 método natural — devem guiar-nos e evitar-nos pro-
vocar bloqueamentos.

A crianga faz parte da vida e, muito naturalmente,
procura compreendé-la. Para isso, isola factos da sua
propria vida, procura os elos entre os elementos, esta-
belece relagoes.

Progressivamente ird construindo um sisterpfl fie
abstracgdes, formando estruturas e, por experiencia,
constatard que é capaz de compreender situagoes de ca-
racter geral.

Partindo da vida, a ela regressa constantemente, a
fim de controlar as suas préprias descobertas. Fara inu-
meros testes através das experiéncias mais diversas.
Por conseguinte, hd preparagdo, mas preparagdo somente,
para a aquisicio de nogdes matemadticas que sO mais
tarde serao afectadas.

Com efeito, uma nogdo matemdtica é uma abstracgao
complexa que resulta simultaneamente de um trabalho
de pesquisa e de um fenémeno de impregnagdo no espi-
rito de cada crianga.

(*) Das escolas ligadas a8 CEL — (N. do T.)
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O facto de manipular cubos ou qualquer outro tipo de
material ndo poderia constituir uma prova de aquisig¢do
de nogdes matematicas. :

Experiéncias em ntimero elevado com o material
conduzem muitas vezes, na maioria das criangas, a for-
macao de mecanismos, aos quais se cingem.

Pode exprimir-se 0 nosso pensamento por este depoi-
mento recolhido no estdgio do Sudoeste:

«Quando quis ajudd-la a compreender, ela estacionou. »

A CRIANGCA NA VIDA wvskor
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palavra definigio de C + selecgbes
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(0 sinal; ‘ s Propricdade de € dominios
sim depen g
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dia, i 0 exterior
d slm O simetria representagio conjuntos |‘mluu 5 Glaste, strds
e Venn «
e sagital (dlagramas) 4 coquerds
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LR equivaléncia / \.\r‘rmo @ conjuntos transformagdes
relagio R g mag yer tamt v lasoes'dd simetria
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tempo
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2low dores sobre os
rsinais de iy 0?«. conjuntos
operaci pares a adigiio
perag é reunido
@ téenicas de 4 1\
(cdlculo mental) diferenca dreas
volumes




* Pontos criticos do organigrama, onfie devemos estar
atentosjaos progressos das criangas e a nossa parte de
professor:

— todas as simbolizagdes )

as diversas escritas, as representagoes

— a nogdo de conjunto

— a correspondéncia termo a termo

— as bases

— os sistemas de numeracao

— as técnicas operatdrias diversas € naturais

— as transformacgdes geométricas e suas composigoes

— a pratica da medida

CONJUNTOS

As nogdes evocadas nesta parte foram ji divulgadas,
hd algum tempo, nos nossos\livros de matematica, nio
julgando, por isso, necessdrio voltar a explici-las. Para
melhor documentagao poder-se-ao consultar os folhetos
«Estruturas Matematicas», sendo os exemplos citados
extraidos na maior parte de documentos provenientes da
1.2 classe.

A) A nogdo de conjunto

Nao se deve pensar que a nogdo de conjunto seja uma
nogao simples, implicitamente adquirida desde o inicio.
Seria bom saber em que medida ela ocorre naturalmente
as criangas.

B) O conjunto e as suas representagies

Nao se deve confundir a noqio de conjunto e a repre-
sentagdo de um conjunto. As criangas sdo capazes de,
mecanicamente, fazer espléndidos diagramas (o exercicio
ou a ficha pré-fabricados conduzem unicamente a uma
solugdo pré-resolvida) sem saber na verdade que, cons-
tituir um conjunto, ndo é desenhar uma «rodela» e por
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qualquer coisa dentro, mas que o conjunto existe antes
de ser representado, sob uma forma real, que serd neces-
sério apreender para o definir:
— quer nomeando os elementos (conjunto em extensdo)
— quer determinando a propriedade e seus limites
(conjunto em compreensdo)
antes de o representar (seria igualmente preferivel aguar-
dar também que a crianga o represente a sua maneira,
antes de lhe propor as representacdes em vigor!).

] Conjunto e relagdao

Somente apés um longo ensaio e experimentagao das
suas descobertas a crianca é capaz de extrair as nogoes
de elementos, de pertenca.

E ao estabelecer, desde a sua mais tenra idade, .rela-
¢des entre os objectos do seu meio ambiente, que a crianga
chegard a seleccionar, a classificar e a definir o que a
rodeia. Que faz, alids, a matemadtica actual senao, como
diz Papy, «interessar-se mais nas relacoes entre os objectos
do que na sua natureza»?

A nogio de conjunto parece pois resultar naturalmente
das relagdes entre os objectos.

Esta nogio é muitas vezes considerada como um re-
sultado.

Por exemplo:

Jodio o—
Eurico

Alain

Paulo ¢——

Pedro o
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A observar esta representacdo sagital, as criancas
interpretam e dizem:

«Jodo e Alain foram para a beira-mar.» (Nogdao de
conjunto.)

«Eurico, Alain e Paulo foram para a montanha.» (No-
¢io de conjunto.)

«Pedro nao foi para a beira-mar, nem para a mon-
tanha.» (Inser¢do e nao insergdo.)

«Alain foi para a montanha e para a beira-mar.» (Apro-
ximag¢do da nogao de intersecgdo.)

Joao diz: Eu fui para a beira-mar, no Mediterraneo
mas o Mediterraneo é o mar! (Aproximagiao da ideia de
inclusdo.)

criangas que foram
para a beira-mar

Alain

criangas que foram
para o Mediterrdneo

As nogdes abordadas aqui estdo directamente ligadas
as nogoes de topologia (vizinhanga, dominios, fronteiras...)

D) Comparagio de conjuntoS

Na aula, cada crianga desenhou a sua familia. Alain
e Pedro comparam a sua familia.

Sfamilia
de Pedro

Samtlia
de Alain

17



Alain diz: Tu tens um pai, eu também, por um gesto,
depois por um trago.

Alain liga o seu pai ao pai de Pedro; a mae de Pedro
a mae de Alain, a irmd de Alain com a irma de Pedro,
Alain a Pedro.

(E uma correspondéncia termo a termo, mas selectiva.)

‘Fazer corresponder a avé de Pedro a irma de Alain
seria um pouco a prova de que as criangas compreende-
ram bem a nog¢do de conjunto.

Muitos ensaios terdo precedido esta realizagao.

Uma crianga habituada a trabalhar com conjuntos de
objectos idénticos como é muitas vezes o caso das fichas
(recordemos que ndo se misturam esfregdes com toalhas)
ndo faria esta correspondéncia.

E preciso ter descoberto o que € um elemento de um
conjunto:

a) que é uno;

b) que se pode substituir por qualquer elemento do
conjunto; )

¢) que s6 a propriedade comum é que importa (se €
que a ha).

Temos a impressdo de que se passa muitas vezes de-
masiado rapidamente e como, uma evidéncia sobre esta
nogdo: a correspondéncia termo a termo nao gieve ser um
truque, uma mecénica para comparar os conjuntos, dev,e
ser motivada e sentida. Sendo, toda a descoberta do nu-
mero nio serd sendo o manejo de um processo, pretensa-
mente novo, que conduz a um conhecimento artificial do
nimero.

Quer dizer que, para chegar ao nimero basta:

— fazer conjuntos; AT
— compara-los fazendo a correspondéncia termo a

LEso,

— agrupar os equipotentes;

— estabelecer um conjunto referéncia;

— e dizer que todos os conjuntos equipotentes ao con-
junto referéncia tém o mesmo cardinal, é impor
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as criangas um caminho que talvez nao seja o dnico
a seguir; arriscamo-nos, sobretudo, a avancgar de-
masiado depressa, a elaborar um sistema rigido.
O mais importante nao é atingir rapidamente o nd-
mero mas que cada crianga encontre por si a maneira
de o descobrir.

E necessirio desenlear a meada e nio ter receio de
perder tempo arriscando-se a tecer mais dificuldades.

Nao é o conhecimento do niimero que conta mas a sua
criagdo (*).

(*) ESTRUTURAS DA VIDA  ESTRUTURAS MATEMATICAS

(Folhetos de informagdo para os professores)

Estes folhetos nao tém a pretensdo de bastar para a vossa informa-
¢do matemdtica. Nao dispensardo a leitura de livros de iniciagio mate-
mdtica.

Também ndo sdo ligoes-modelo. O facto de uma nogao ser apre-
sentada de determinada maneira nio deve obrigar nenhum professor
a proceder do mesmo modo.

Eles procuram simplesmente demonstrar-vos que é possivel, a partir
de situagdes familiares, concretas ou abstractas, permitir as criangas
fazer experiéncias, raciocinar, construir conceitos matematicos.

A vida de todos os dias e a imaginagdo das criangas parecem-nos
bastante fecundas para lhes permitir um tipo de experimentagio de uma
riqueza inesgotdvel; é por isso que ndo pensamos que 0O recurso a um ma-
terial e a jogos artificiais seja indispensdvel.

O vocabulério introduzido destina-se, primeiro que tudo, ao mestre,
que deve esforgar-se mais por sensibilizar os seus alunos em relagdo aos
conceitos matemadticos, do que por ensinar-lhes palavras e definigdes
que ndo se baseariam numa experimentagdo realmente vivida.

Estes folhetos de dezasseis piginas aparecem em séries de cinco,
a partir do inicio das aulas de 1970.

1.9 série (n.° 1 a 5): 1) Os conjuntos; 2) Algebra de conjuntos; 3) As
relagdes: 4) Propriedades das relagdes; S) Fungdes e aplicagdes.

2.9 série (n.° 6 a 10): Leis de composi¢io — Estruturas, grupos
— Isomorfismos — Transformagdo do plano — Enumeragao.

Para informagées complementares: CEL — BP 282 — 06 — CAN-
NES.
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RELACOES

A) Tipos de relagdo

o

ao
s.m\"i"'*'*“f —

@ simetria
@ transitividade

(5) reflexividade
@ relagdo de ordem

@ equivaléncia
@ bindrio
@ permuta

aplicagdo
nogdo
de
operador

11

\

/

N/

rcpn.-svmucrio
sagital

N

/

-+ que,
tanto corno,
— que

orgam':aodo

do espacoe

R e
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B) Relagdo de equivaléncia

No recreio:

«Régis brinca sempre sozinho, ndo quer brincar comi-
go», queixa-se Regina ao voltar do recreio.

— Com quem brincaste tu entdo? ]

— Com Filipe; desciamos no «escorrega» de barriga
para baixo.

— Eu também estava com Filipe— disse Fabrfcio —
por isso também brincavas comigo (transitividade) (1).

— Nao! eu nao brincava contigo — disse Regina.

— Sim, Regina brincava com Fabricio visto que Fabricio
brincava com ela (simetria) (2).

Representa-se:

representacgao sagital: (3)

brincou com

Regina __ " Filipe

-

Fabricio

simbolizagio: (4)

Quando Regina desce do «escorrega», ela brinca com

ela prépria (reflexividade) (5). E necessario acrescentar:
Reginay) :

Abordamos a relagdo de equivaléncia (6) que corres-
ponde aos trés axiomas: transitividade, simetria, refle-
xividade.
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Filipe também desenhou os seus brinquedos:

Conjunto Conjunto
dos brinquedos dos brinquedos
de Filipe de Pedro

Pela correspondéncia termo a termo, verifica-se que
Filipe tem tantos brinquedos como Pedro.

Tinhamos visto que Pedro tinha tantos brinquedos
como Alain:

. '
Pedro ™ Alain
s\\\ N /5/
Filipe
—_—

tantos
brinquedos como

Portanto, Filipe tem tantos brinquedos como Alain.
Esta relagdo é transitiva.
Pedro tem tantos brinquedos como Alain, mas também

23



/”————._\
Pedro \_4’/

se pode dizer que Alain tem tantos brinquedos como Pedro.
Esta relacdo é simétrica.
Podemos dizer ainda que Pedro tem tantos brinquedos
como ele proprio.

Alain

Pedro Q

Esta relagiao € reflexiva.

Sendo a relacdo «tem tantos brinquedos como» tran-
sitiva, simétrica e reflexiva, é uma relacdo de equiva-
léncia.

Este segundo exemplo introduz a rela¢do de equiva-
léncia numérica, ou seja, equipoténcia (ver cortespon-
déncia termo a termo).

CJ) Relagio de ordem

Olivier nao quer meter a moeda de um franco no mesmo
bolso em que estd o lengo grande.

— Assim vou ficar com um buraco no bolso. Os dois
juntos pesam muito.

— Qual é mais pesado, a moeda ou o lengo? (+que) (7).

Utilizemos a balanga:

«0 lengo pesa mais do que a moeda.»

lengo ‘ moeda
(simbolizagdo) (4)
Maria Clotilde quer comparar o peso do seu lengo com
o da sua moeda:

moeda lengo pequeno

24

Sem pesar, ela deduz:

lengo - lengo pequeno
E a transitividade (1):
aRb

——— T | 0
bRc

Daniel que nao compreendeu bem, 1€, comecando pela
esquerda:

moeda lengo

«Ndo! ndo se pode ler ao contrdrio.» (Anti-simetria.)

Todas as relagdes correspondentes aos trés axiomas
(transitividade, anti-simetria, reflexividade), sao relagoes
de ordem (8).

D) Bindrios

— Esta manha faltaram quatro alunos: trés rapazes
e uma rapariga.

Poderiam ter sido 2 rapazes e 2 raparigas. Ou 3 rapa-

rigas e I rapaz, etc.

Representa-se:

rapazes raparigas
3 1
2 2
1 3
0 4
4 0

25



(3,1) e (2,2) e (1,3) etc., sdo os bindrios possiveis que

tém por resultado 4 (n.° 9).

" Poder-se-ia representar também:

G % 0 A 2 S “
0
A X
2 X
5 *
o

E) Aplicagées

1. Brigida trocou de cama com a irma. Também pode-

ria ter dormido no berg¢o do irmaozinho.

Representa-se:

cama de cama de cama de
Brigida Cristina Jodo Henrique
Brigida C Cristina Jodo Henrique
Cristina B Brigida Jodao Henrique
Jodo Henrique | C Cristina Brigida

Jodo Henrique | B Brigida Cristina
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(Ndo é possivel:

Cristina é demasiado grande!)

Haveria ainda outros casos possiveis.
2. Cristina nao cabe no berg¢o de Joio Henrique, mas

Brigida e Cristina podem dormir juntas na cama de Brigida,
por exemplo.

Representa-se:

cama de cama de cama de de
Brigida Cristina Jodo Henrique
C.,B Jodo Henrique
J. H., B. Cristina

B € J..H)

A primeira representagio mostra um exemplo de apli-
cagdo bijectiva (10) (cada elemento do conjunto partida
corresponde a um elemento do conjunto chegada) (11).

F) Permutagées

Designa-se pelo mesmo termo de «permutagdo»:
— a ac¢do de permutar
— o resultado desta operagdo

Ao observar o plano da aula, Guy, que fica ao fundo,
julga estar no lugar de Maria que fica a frente (ora o fundo
da aula esti representado no quadro na parte de baixo
do desenho). ‘

Esta troca agrada as criangas que oper .m toda a trans-
formagao.
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SIMBOLOS E SIMBOLIZACAO

Plano inicial:

Elvira Maria José Maria
Daniel Sérgio Mebyka
Dominique Jodo Lucas Alberto
Pascoal Roberto Guy

Novo plano (apds a permutagio) (12):

Pascoal Roberto Guy
Dominique Jodo Lucas Alberto
Daniel Sérgio Melyka
Elvira Maria José Maria

. ) A) Do objecto real para os simbolos
A permutacdo é aqui efectuada segundo a simetria

A ;elacéo iy rfectta L tre os elementos de um De 0 a I ano:

REpgasagao, clegtua s citie . i = objecto verdadeiro ou pessoa
mesmo conjunto. E um caso particular de aplicagdo bijec- p
tiva.

A Crianga, o seu eu.
a experiéncia das coisas que encontra a sua volta: a
mae, o biberio...

2.9 ano:
Associagdo das palavras representativas dos objectos’
(para uma crianga, uma palavra é um acto).

(A
®

A crianga aprende a falar. A palavra, conjunto de sim-
bolos gragas aos quais pode exibir as suas experiéncias,

3.9 ano:

29
28



permite-lhe comunicar; o desenho e a palavra escrita apa-
recem depois.

Portanto, para traduzir a sua experiéncia dos seres
‘e das coisas, para comunicar, uma crianga tem a sua dis-
posi¢do, varios modos de expressido:

a palavra dita (linguagem)

objecto ou

pessoa reais a imagem (o desenho)

a palavra escrita (escrita)

Desde o inicio, ha no objectivo de comunicar com os
outros o estabelecimento de convengoes, de cédigos. Na
maior parte das vezes, a crianga adopta a linguagem, a
imagem, as escritas utilizadas no seu meio ambiente, mas
fazendo-as passar sempre pelo crivo da sua experiéncia
pessoal.

Pouco a pouco, a crianga toma consciéncia de que o
desenho, a palavra pronunciada ou escrita se diferenciam
do objecto ou da pessoa real, que nao tém existéncia mas
constituem simbolos, convengdes que se ligam aos objectos
num objectivo de comunicagdo.

A palavra cdo ndo ladra, o retrato da mae nao pode
substituir os seus beijos.

Ora, esta separagdo do simbolo em relagio ao objecto
de inicio nido € evidente.

Sabina (4 anos) chora quando Alain quer recortar
a sua silhueta desenhada num grande cartao. Diz: «Vai-me
doer muito. Ndo quero.»

Tomar consciéncia do simbolo como tal € um processo
muito lento e primordial para progredir para o simbolismo
matematico.

30

B) Simboliza¢io do niimero

Em relagdo aos nimeros passa-se o mesmo processo:

e /\

Animais reais, 0bJecto de eyperiéncia.

trés

A palavra pronunciada.

EN

A imagem.

A representagio.

Ou porque a imagem € imperfeita, ou porque seja in-
capaz de fazer uma imagem fiel, ou porque produzir 20
vezes a mesma imagem € fastidioso e longo, a crianca
simplifica a sua representagio.

Dird: «® ¢ uma galinha.»

Af temos um sinal e a sua utilizacdo.

L]
Trés galinhas ® ®



Num grau de consciéncia mais elevado, desembara-
cando-se do suporte objectivo e querendo representar o
nimero, a crian¢a pode adoptar uma maneira caracteris-
tica de escrever e de reconhecer esse nimero, donde o
aparecimento de constelagdes (escrita pessoal do nimero).

trés o e o : ,'\, }_ AN

Ai ha ivencao, criagdio de um sinal (nogao de alga-
rismo # do niimero).

Se se prestar atengdo a crianga, ha uma riqueza infi-
nita de possibilidades de criagdbes apaixonantes que nos
levam directamente a invencdo de sistemas de nume-
ragao diferentes do nosso. Depois, pelas necessidades
de comunicac¢do, recaimos nas escritas em vigor.

Eh. L Trés palavra escrita

e o o :
BT oy, ) algarismo

C) Os sinais

— Encontramos o mesmo processo quando se trata
de traduzir qualquer propriedade de conjuntos.
Por exemplo: os nomes colectivos

animal o Py &

sinal convencional que nos permite designar passaros,
mamiferos, etc., a0 mesmo tempo. (E impossivel desenhar
um animal que tenha ao mesmo tempo 2 ou 4 patas, com
asas ou sem asas, etc.)

— O mesmo processo ainda para traduzir a negacao,
a ndo-propriedade: os que ndo sdo animais

A
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(0 sinal riscado torna-se o simbolo da negacio): «Ndo, ndo
¢é verdade, risca-se», processo muito natural.

— O mesmo processo ainda para o nascimento do sinal
= e #, dos sinais £, Yetc.

Ainda neste caso, a crianca deve, antes de se servir
dos sinais convencionais habituais, criar os seus préprios
sinais, melhora-los, simplifici-los, tomar consciéncia da
sua utilidade. Somente com a continuacio o professor
lhe podera dar os sinais de utilizacio corrente, o mais
tarde possivel. Se estes sinais forem dados prematura-
mente, ndo somente eliminamos toda uma parte de pes-
Quisa e de criacio, mas também é quase certo que nio
serdo assimilados pelas criangas; dessa maneira, o pro-
fessor impor-lhos-d sob a forma de mecanismos, o que
significa matar o espirito da matematica.

Do mesmo modo, se nao se tiver morto na crianga essa
necessidade de encontrar maneiras de se exprimir, ela
procurard fazer representacdes. Se nio se lhe tiver dado
bruscamente o diagrama de Venn (a famosa rodela), o
quadro cartesiano, etc., encontraremos na crianca, por
necessidade de clarificagio e de economia de meios, a
criagdo de representacoes mais ou menos perfeitas podendo
conduzir naturalmente, e sendo necessario, a represen-
tagdoes em vigor.

Nunca se deve ter pressa, as tentativas da crianca
nao sao tempo perdido, muito pelo contririo.

AS CAIXAS DE «<MATEMATICA»

Para a pré-primdria a caixa 00 (de material clissico)

* Simples, utilizdvel individualmente ou em grupo.
* Permite tentativas e experiéncias nos campos dos conjuntos, da
da numeragio, da légica, da geometria.
* Montagem de redes «universais» (bindrios, terndrios,... decimais).
* Figuras légicas em pldstico (48 pegas).
A CaiXa, viu ss sae wes wes svwnns 20 francos
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Para as outras classes: a caixa 0

* O «ensaio experimental» ao servico da «matematizagdo» gragas
a um material polivalente, permitindo a mais vasta experimen-
tagdo, oferecendo largas possibilidades de criagio.

* Miquinas de transformar, balangas, simetrias, permutacgdes,
isometrias, conjuntos, circuitos 1égicos.

2 caixas pldsticas ... ... ... ... ... ... 100 francos
(permite o trabalho em doze salas de um a trés alunos)

Informagées da CELBP 282 — 06 — CANNES.
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LOGICA

Na aula, um grupo de criangas conta:

Domingo, fomos a feira. Havia carrocéis: carros de
choque, baloigos, e até a lagarta.

Pode fazer-se o conjunto dos carrocéis da feira (1).

— Eurico, andaste no carrocel?

— Nao.
— Etu, Francisco?
— Sim.
Logica (2).
— Eu andei nos carros de choque e no baloigo.
- >

andou simbolo (3)

Francisco —>— carros de choque
baloigo
representacio sagital (4)
— E Martinho? Maria? Joel?

Martinho
\\

——>——= carros de choque
Maria \<baloiqo
Joel — lagarta

Eurico

Francisco
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Alain que nao tinha ido, pode saber em que andaram
as criancas (5).

Ele lé:

Martinho andou nos carros.

Francisco andou nos carros e de baloigo.

Maria andou na lagarta.

Joel andou de baloico.

Podera fazer (6):

— O conjunto das criancas que andaram de
carro
baloigo
lagarta

criangas que
andaram na lagarta

Martinho
Francisco

Joel

Francisco

Criangas que

\andaram nos carros

criangas que andaram
de baloigo

Jodo Maria apercebe-se que Francisco estd tanto no
conjunto das criancas que andaram nos carros como no

conjunto das criangas que andaram de baloigo. Intersecgao.
Chega-se a (7):

Paulo fez (8):

crniangas que andaram nos carros
e de baloigo ¢
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Os nossos correspondentes representaram de um modo
diferente esta situag¢do. Enviaram-nos o quadro scguinte:

9 e (10

l o
\
- N\ /4
— N 2 /
| |»e L] / <X
Martinho °
Francisco ° ®
Maria °
Joel
°
Eurico

As criangas verificaram o quadro:
— Algumas retomaram o trabalho que tinham feito
(representacdo sagital, conjuntos) (11) e (12).

relagoes

Logica
sim nao ~
L - Poicaid)
/ f A
/ / X p
/ <} | \ . i
7 , b i
simbolos / / / 1
—_— y; // 8 4 = intersccgdes
—— \/ — I
\ 3 \
representagio N
\ sagital ~ | e \ p
N e B qxadruu ¥ Wi
\ \ NS ; P,
N\ N & / 12710 .
\\ ' I+ o

conjuntos &
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— Alain interrogava-se: «Francisco andou nos carros?
sim; de baloi¢o? sim; de lagarta? ndo... etc. (13) e (14).

Atengdo:

Nio se deve julgar que uma situagao andloga na vossa
aula vos conduza obrigatoriamente a todas estas solucgoes.

Os exemplos sao escolhidos aqui de modo a explicar
os termos e as ligagdes. Os nimeros das setas ndo corres-
pondem a uma ordem a seguir rigorosamente: sio para
auxiliar & compreensdo do texto.

O NUMERO

A) Correspondéncia termo a termo

Depois do Natal, as criangas falam dos seus presentes.
Cada uma desenha o que recebeu.

ﬁ@

Conjunto Conjunlo
dos brinquedos dos brinquedo:
de Pedro de Alain

o
ﬁ_//
Conjunto Conjunto

dos bnnquedos dos bn'nquedos
de Maria de Jodo




As criangas querem saber quem tem o maior nimero
de brinquedos. Por meio de gestos as criancas fazem com-
paragdes. Um aluno tem a ideia de ligar os brinquedos
por um traco:

/'_\\\
|
1 e == .t;?;;/
\@_,/’/

/

\\_/_,r
Conjunto Conjunto
dos brinquedos dos brinquedos
de Pedro de Alain

A cada brinquedo de Pedro corresponde um brinquedo
de Alain, portanto Pedro tem tantos brinquedos como
Alain.

Conjunto
dos brinquedos
de Alain

Conjunto
dos brinquedos
de Jodo

Resta um brinquedo de Joao sem correspondente,
portanto Jodo tem mais brinquedos do que Alain.
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) ’

/
L
Cur;j-}llxr() Conjunto
dos brinquedos dos brinquedos
de Maria de Jodo

Os brinquedos de Maria nio correspondem a todos
0s brinquedos de Joio, portanto Maria tem menos brin-
quedos que Joio.

Por correspondéncia fermo a termo podemos obter
as nogdes seguintes:

tanto como mais que menos que

Ou ainda:

O mesmo nimero de elementos (tanto como).
Maior nimero de elementos (mais [do] que).
Menor nimero de elementos (menos [do] que).

A comparagio de conjuntos levar-nos-d primeiro a
definir (a maior parte das vezes) mais que € menos que
antes de tanto como que é unicamente um caso particular
desta comparagao. Simbolizagio < >

Parecem entao impor-se dois termos matematicos,
as nogdes de elementos e de nidmero.

B) A nogdo de elemento

Pressupde que a crianga tenha captado o que é a re-
presentagdo de um objecto.

Quando a crianca desenha um gato, faz corresponder
0 gato real & imagem do gato. E o gato por convengdo,
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porque a crianga se apercebe, de certeza, que o seu de-
senho ndo pode miar e, no entanto, estabelece uma iden-
tidade entre a imagem e o gato. Cada representagao
corresponde no seu espirito ao objecto ou a personagem
real. A sua afectividade impele-a mesmo para uma iden-
tificacdo total com o seu retrato ou o sinal que o representa
e do qual se deve defender e dai o interesse das repre-
sentagdes variadas de um mesmo objecto que niao se deve
cingir a um sistema de simbolos. E necessirio que a
crianca perceba, ao mostrar o seu desenho que, a palavra
escrita ou o simbolo do objecto real, é a mesma coisa, é
o objecto. E necessirio que tenha nitida consciéncia de
que as diversas representa¢des de um objecto ou de um
conjunto sao na realidade UMA mesma coisa. Sera assim
levada a definir a nogdo de igualdade em relagio as nogodes
de equivaléncia e de equipoténcia.

C) Igualdade — Equipoténcia

Na aula, os alunos da 1.2 classe.
A fotografia das criangas da 1.* classe representa:

A
& R

Conjunto das criangas da 1.9 classe

Lista dos alunos da 1.2 classe:
Alain Dupont
Sofia Durand
Jodo Dupont
Eurico Blanc
Maria Dubois
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Os rapazes e as raparigas da 1.2 classe:

Cédigt’ rapaz - @

rapariga . A
Os alunos da 1.2 classe:

X X

cédigo aluno — X

A nogio de elemento apura-se cada vez mais.
Alain — fotografia — nome
(real) (identidade)
Alain torna-se pouco u pouco °® ou X
°rapaz ou X aluno da 1.2 classe.

Distingue-se o elemento por uma das suas qualidades

que pode ser implicitamente o nimero, sendo a sua qua-
lidade de ser UM.

Todos estes conjuntos sio iguais porque nio passam
das diversas representagoes de um mesmo conjunto, sio

0s critérios de definigio que mudam: um conjunto ndo é
1guul sendo a si proprio:

A crianga dird: é a «<mesma coisa», hi uma identidade.

_ Pelo contrdrio, se cada crianga da 1.® classe tiver uma
bicicleta,
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Criangas da 1.* classe:

tem
X > hicicleta
X \ > bicicleta
X C o bicicleta
X > bicicleta
S = bicicleta
as bicicletas = ao con-

3 i junto d
nao posso dizer que o conjun . ] e
junto das criancas da 1.* classe. E uma simples questao

de bom senso. A crianga nao dira: é a «mesma coisa» m,as.

ha tantas bicicletas como criangas ou ha o mesmo niime ro.
A ambiguidade serve para realgar esta e:{zupote;zc(z;

(equivaléncia em nimero) o sinal convencional em Vig

chama-se igual (=).

D) O cardinal

Ao passar directamente a .comparagao qua1-1t1t'flt1\$
de conjuntos, parece esquecer-se que O NUMEro nao edso»
ndo uma qualidade, do mesmo modo que «pontiagu
ou ser «irmio de...», nao pode ser privilegiado a cu;;a
dos outros, pois nio pode ser verdadeiramente c'oncebl o
sendo no seu contexto e em relagdo ao seu arpb.lente.

O estudo das relagoes de equivfalenma é mdlspeln-
savel como preliminar ao estudo do nimero. Por exemplo,
a pratica da medida de gabinete de cdlculo pode favore;:er
esta maturagio: ter o mesmo peso, 0 mesmo tamanho,
etc. (sem nenhuma ideia de ndmero). g

O estudo das formas, das cores, de t}odas as relagoes
de equivaléncia em geral, ¢ indi:spensav_el. Quando se
pode dizer que dois conjuntos sao eq}uzpotentes, quer
dizer que tém a mesma propriedade numeérica ou 0 mesmo
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cardinal, e nio se pode deduzir repentinamente que por
convengdo este cardinal se chama trés, por exemplo. Seria
preciso deixar acumular-se primeiramente os conjuntos
compostos nas diversas classes, a fim de que o nimero
se separe bem do objecto e que ndo se diga ji somente
trés magds, mas também trés de um conjunto formado
por uma chdvena, um cachimbo e um indio.

Quanto maior e mais variado for ® nimero de conjun-
tos pertencentes a classe trés, mais prazer tera a crianga
em escolher a sua referéncia de trés.

Em nossa opinido, seria um erro trabalhar com nime-
T0os pequenos e eliminar os grandes em seu favor.

A crianga que chega 4 1.* classe tem ja mecanismos
montados, sabe contar, ou melhor, tem o seu processo
de contagem. E preferivel trabalhar também com niameros
que ela ndo conhega, onde tudo serd uma descoberta,
onde serd necessario avancar passo a passo.

Um outro erro seria querer, como no antigo programa
(ou mesmo em certos livros de matemadtica moderna para
a 1.* classe), estudar os nimero de 0 a 10, depois de
10 a 20... Retiramos entio a crianca todo um trabalho de
classificagio, de simbolizagdo, de numeracio. Sé pela
experiéncia e tentativa a crianga estabelecerd, numa sc-
gunda fase, comparagdes com os nimeros, os ordenara,
descobrird a sequéncia dos nimeros ¢ a lei que a rege.

Do ponto de vista da simbolizagdao, a crianca tem a
porta aberta a invengio, se se encontrar perante o problema
de nomear e escrever um nimero que nao conhece mas
que acaba de descobrir. Serd, sem diivida, levada a esta-
belecer sistemas de numerag¢ao, em lugar de se cingir
ao sistema de base dez, sistema tdo rotineiro que para

muitos se torna impossivel compreender o seu meca-
nismo.
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NUMERACAO

A) Divisdo

Eurico trouxe esta manha a sua colec¢do de moedas
de Napoleio.
Alain classifica-as:
— Tém todas uma abelha de um lado, mas do outro
lado, hd:
. As que tém uma cabega (busto).
Il. As que tém personagens a pé.
Il. As que tém personagens a cavalo.

Nenhum conjunto é vazio.

Nio hd intersecgoes.

Diz-se que os conjuntos sio disjuntos.

Todas as moedas da colecgio pertencem a um dos

conjuntos I, II, III.
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O conjunto que tem por elementos I, 1I, IIl ¢ wma di-
visdo de C. 1, 11, Il sdao parcelas de C.

Eurico diz: «Hd muitas moedas. Vou contd-las.» En-
gana-se; recomeca. Ha muitas; entao diz: «Vou contd-las
a quatro e quatro.» Assim, agrupa-as e diz:

OOOOOO

quatro quatro quatro quatro quatro trés

Estd a fazer uma divisdo. Certas parcelas sdo equi-
potentes (t€m o mesmo nimero de elementos), mas nao
todas.

Eurico estd satisfeito, contou as suas moedas.

Observagdo:
Muitas vezes as criancas fazem agrupamentos diversos
com a preocupagdo da justeza, porque nao gostam do

«resto». Vemos que é légico, porque corresponde a uma
matematica: as divisdes.

B) Os agrupamentos

Se se observarem bem as criancgas, notar-se-dao certa-
mente os passos seguintes:

a) A influéncia do meio é importante: a crianca diz
os seus nimeros (1, 2, 3, 4; oud e 4, 8 e 4, 12...). Utiliza
a sua mecanica sem lhe apreender o sentido. Isso estard
bem enquanto o nimero de objectos nao for demasiado
importante.

(Se quisermos obter progressos naturais e uma ten-
tativa valida, nio devemos evitar as situagbes em que
aparecem grandes nimeros, 0s que Se encontram mais
vezes nas situagdes reais.)
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b) A crianca faz entdao apelo as suas referéncias. Con-
tard da seguinte maneira:

— agrupa por constelagées:

trés — cinco

= "
x X
P
Cx_x x x quatro
»
=)
dois

Hi Se 3¢ 4c6e 2. (Isto encontra-se muitas vezes
na seccio dos mais crescidos na escola infantil.)

¢) Depois encontra-se isto (exemplo de Eurjco):

w %X @ XD @ @ @)

trés trés trés trés trés dois

) Depois isto:

@D ECDECD ED x

trés  trés  trés  trés e resta |

Aqui j4 ndo hd comparagao com as referéncias, mas
a adopg¢io de um sistema com a escolha de uma referéncia
(sistema de numeragao).

Observagdo:

Cada crianga tem a sua preferéncia por um agrupa-
mento determinado. E raro que seja «dez». A maior parte
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das vezes, é 3, 5, 4, 2,... etc. A crianga contara entdo os
seus grupos e dira:

«Hd 4 grupos de 3 e 1.»

Temos aqui um cgrupamento de primeira ordem.

A crianga procurara entdo simbolos para escrever
rapidamente. Ter-se-4, a maior parte das vezes:

"G el

O quadro: _E:? . )
4 1

€, na maior parte da vezes, introduzido pelo professor.
E, no entanto, muito iitil; serd apenas necesséario procurar
nao o introduzir prematuramente e evitar a sua mecani-
zagao antes de ter sido perfeitamente compreendido.

(¢ que geralmente nio é o caso das fichas a venda nas li-
vrarias.)

e) Porque conhece a cantilena (1 e 1, 2; 2 ¢ 2, 4; 4 e 4,
8;) Jodo Luis agrupa:

@ @ W

edizz8e8e4e3ou2 grupos de 8 1 grupo de 4 e res-
tam 3.

Ha agui um agrupamento de 2.2 ordem (com mudancga
de cardinal ou de cardinais).
Encontra-se muitas vezes este processo.

2z

A causa disto-é muitas vezes:
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— Quer o material natural empregado (ex.: as caixas
de biscoitos de diferentes embalagens).
— Quer por agrupamento privilegiado (o par, o binario).

O que é notdvel é que este agrupamento irregular se
encontra nos diversos sistemas de numerag¢io (o sistema
romano, por ex.). Este processo é muitas vezes eliminado,
o que é lamentdvel. E um dos fundamentos do cilculo
mental.

f) Quando encontraremos, entao, o agrupamento
com base regular?

Exemplo:

2.9 agrupamento 1.9 agrupamento
G o | @] x
: ( > \ 3

Constatamos que este agrupamento ndo é natural:

a) Raros sdo os exemplos deste agrupamento na vida
corrente;

b) E certo que, nas nossas 1.* classes, pudemos che-
gar ai, mas foi necessario, como se costuma dizer, «dar
a ultima demao», quer fazendo apelo a um material espe-
cialmente concebido para conduzir as bases, quer for¢cando
0 processo por estar inscrito no programa.
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Em ambos os casos, constatimos que, a mecanica
uma vez montada, funcionava bem, que as criancas se
divertiam muito com o material, mas parece-nos ter aqui
um exemplo do que se nido deve fazer. As criangas tém a
sua disposicio um mecanismo que nao podem utilizar
na vida. Toda a construcao abstracta deve verificar-se
pela experiéncia e, para nés, o pais do quatro nao existe.

C) Cédigo numérico

E o estabelecimento de um sistema de referéncia apds
o inicio de um sistema de numeragao.

Por exemplo:

por convengao:

6 ovos uma caixa de 6 ovos
R REEE

* x
AR

pelo que 25 ovos se representardo:
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Descodificagdo:
Tenho trés caixas de ovos e 3 ovos:

[':]E'J:ll o
‘ v Y

.

Tenho X kX XXX XXX X X X
portanto . x x x xx XXx

21 ovos

D) Comparacdo dos cardinais
Utilizando os cédigos:

Tenho 26 ovos.

Cdédigo: 6 ovos —

Terei

Novo

Terei

s e
I

4 caixas de 6 e 2 ovos

codigo: 12 ovos -»] 1 diizia [

]I IR

2 dizias e 2 ovos

Novo cédigo: 10 ovos _,

Terei

2 dezenas e 6 ovos
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Portanto o cardinal 26 pode escrever-se:
4 Gel» e 2 na base 6

2 (doz® e 2 na base 12

2 (dez) e 6 na base 10

Esta comparacao s6 se realizard sobre agrupamentos
da 1.2 ordem. Aparecerd naturalmente, sobretudo se se
for levado a comparar o trabalho individual de varias
criangas (ndo tendo cada crian¢a forgosamente agrupado
na mesma base).

Base 2 e Base 10:

Isto ndo é falso, se se considerar que o 1.° agrupamento
foi feito na base 2 e o 2.° agrupamento na base 10 (agru-
pamentos irregulares). Posso muito bem conceber o se-
guinte:
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Porque contar noutras bases além da base 10?

A numeragio decimal é de tal modo habitual, que se
torna muito dificil compreender a sua formagdo, e, por
isso, a sua necessidade. Contar noutras bases, criar outros
sistemas de numeragdo ajuda-nos a compreender melhor
a formagio do sistema que se emprega na vida corrente.

Mas na vida, alids, nem sempre empregamos o sistema
decimal: pensemos nas horas, nas maquinas de calcular,
nos ordenadores (*).

(*) FOLHETOS PROGRAMADOS

Uma outra férmula para o trabalho individual, no mesmo principio
que as bandas programadas, com praias pergunta, praias resposta,
praias abrindo-se a pistas de pesquisa...

Um complemento ao célculo vivo que permite as criangas trabalhar
individualmente com situagdes matematicas (e, em particular, numé-
ri’cz.\s) correntes e respeitando ao méximo os diversos métodos de racio-
cinio.

Estes folhetos encontram-se agrupados em séries de 10 sobre um
mesmo conceito matematico:

Série C.3 (0 a 9) Aplicagio linear.

Série B.1 (0 a 9) Conjuntos — relagdes (a sair).
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OPERACOES SOBRE OS CARDINAIS — A ADICAO

O novo programa limita a adi¢do o estudo das operagoes
(técnicas operatérias) na 1.% classe. Isso demonstra a
inutilidade obstinada do trabalho mecénico que tentamos
impor as criancas, sem resultados efectivos e duradouros.
Mas, por outro lado, nio se deve crer que ndo é necessario
abordar as nogdes de divisao, de diferenca, etc., a pretexto
de que nio é do programa. Somente, nao se deve impor
a lei e uma técnica operatdria. As operagdes sobre os con-
juntos (reuniio, complemento, diferenca), os diversos
agrupamentos em numeragio, permitir-nos-do aborda-los.

A) Diferentes casos de adigdo

Pode ser abordada de duas maneiras; confundi-las é
para as criangas uma causa de incompreensao.
A crianga faz a diferenca entre as 3 situagbes seguintes:

a) Tenho 3 coelhos numa gaiola, 6 noutra, vou juntd-los.

b) Havia 3 coelhos na gaiola, a mde pés ld mais 6 que
comprou no mercado.

¢) Na coelheira hd uma gaiola com 3 coelhos e uma
gaiola com 6 coelhos.
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Estas trés situagdes traduzem-se em matematica tra-
dicional por 3+6=09.

Ora elas fazem apelos a nogdes matemadticas comple-
tamente diferentes.

Em a € a reunido de conjunto:

(3,6) 2, [3sg)ow 9

Em b € a nogdo de operador:

3 9

el

Em ¢ € a nogio ge par:

(36)

A d_1_ferenga fundamenta) parece ser a existente entre
a reunido de conjunto e nogio de operador

B) Operador ¢ operqgao

Eu ganho beyyjy,
L d
Joao Paulg desenﬁsa'-se‘

Tenho 18 berlindes
estou contente
vou jogar

58

18 é o conjunto de partida.
Ele joga.

Ganhei trés
estou contente

A\

Jodo Paulo

Marcos

Ganhei 6

estou contente

Ele joga.

A A

Jodo Paulo Bernardo

Ele joga.

Perdi 5
dou-os a Jaky
ndo estou contente

Jodo Paulo Jaky

Apés o recreio, Joio Paulp faz as suas contas. Para
isso, recapitula as suas diferentes acgdes e diz:

«Ganhei 3 a Marco, 6 a Bernardo, mas dei 5 a Jaky.
Ganhei 4.»
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O que interessa aqui a Joao Paulo sdo as suas acgoes,
em nenhum momento intervém os 18 berlindes.

O conjunto partida é, aqui, independente. Joao Paulo
trabalha sobre as suas ac¢des, sobre operadores.

Se ele tomar para cddigo:

ganho -+ }
simbolizagao
perdo ———» — )

Jodao Paulo pode escrever:

I +3e+b6e—5= +4 |

C) O sinal

E necessario fazer bem a distin¢io entre os (+ —) que
simbolizam acgoes e o (€©) que ¢ uma coordenagdo que s¢
costuma por continuidade traduzir também por + (o que
cria uma ambiguidade no espirito das criangas).

"é@@ P

d

e
R

iguais a 9.
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Em algebra este @ ndo se escreve. Esta distingdo
fundamental deve ser bem clara, pois as criancas esbarram
nela.

Para elas ()@ corresponde a uma ac¢do e ndo a uma
coordenagdo.

E necessario fazer a distin¢do entre @ que é um ope-

rador e o termo @ do par (3,6) no conjunto seguinte:

(3,6) nao é um numero, é um par. Enquanto tenho
(3,6), nio fiz a operagio (é o caso ¢, na coelheira ha uma
gaiola com 3 coelhos e uma gaiola com 6 coelhos).

Se eu juntar os coelhos, retino, opero sobre o par (3,6)

(caso a)

(3.6 ) —®—+- IJc()' ou |3+6l0U9

sio as diferentes escritas

de um mesmo niimero

sdo os resultados

ndo indica uma operagdo a efectuar,
3+6 w7 2
bl ja esta efectuada.

A diferenciar de
() 9

_—

que indica uma operagio sobre o 3sendo (+6) o operador.
(Caso b, a mae compra 6 coelhos...)

Observagdo:

Na rcunido de conjuntos, as criancas dizem natural-
mente ¢. E dificil fazer admitir que este e se possa simbo-
lizar por +. As criancas ndo lhe véem a utilidade e opoem-
-se a ela, dizendo «ndo é a mesma coisa».
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D) Representagées diversas

Se retomarmos o exemplo dos berlindes, Jodao Paulo
pode saber quantos berlindes tem no saco depois do jogo.
Ele fard a seguinte operagao:

Eu ganhei 4 A8

conjunto de partida
conjunto de chegada

acgdo
18 ]

estado inicial estado final

Ou: 18 e = 22

+4
18 )

Operagdo sobre um nimero (18).
Nio se deve confundir com o diagrama seguinte:
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18+ 4

que se traduzird por:

®

(18,4) - B

Operagao sobre um par.

(Este diagrama pode corresponder a situagdo: Jodo
tem 18 berlindes Paulo 4. Ao todo, quantos ha?)

E) Técnicas operatérias da adi¢do

Para realizar tecnicamente 18 e 4 devemos utilizar
a numeragdo. Nio existe wma técnica operatéria. Cada
crian¢a pode ter a sua, adaptada a sua propria visao das
coisas. Ndo temos o direito de impor uma. a pretexto de
que é a que toda a gente conhece e que se cré ser a mais
eficaz. Essa é uma das causas dc indmeros bloqueamenios.
O predominio da base 10 e a mecanizagdao das técnicas
mataram o cdlculo mental, que apela, porque mais indi-
vidual, para circuitos muito mais diversos.
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Para 18 e 4 alguns exemplos:

18 e 2 e 2 22
8 E4 e 10 22
1Se 4 e 3 22
18E S menos | 22
18¢ 8 menos 4 22
18e 1 ele? 22
16 e 4 e 2 22

Apelo a uma base

base 4

|2 eZl

A criagao de uma técnica cperatdria necessita, antes
de tudo, do conhecimento da operagdo que se quer fazer.
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E, no que respeita a adig¢do, conhecer primeiro as suas
diversas propriedades, apelar para tal ou tal propriedade,
exercitar tal ou tal técnica.

* Dizer 4 e 8 em lugar de 8 e 4 é utilizar a proprie-

dade comutativa da adigao (a+b)=(b-+a).

* Dizer (16 e 4) 20 e 2=22

ou 4 e 2) 6 e 16=22
é apelar para uma outra propriedade da adigao: a
associativa (a+b)+c=a+(b+c).

Pode sempre substituir-se na adi¢io um conjunto por
um outro conjunto equivalente, desde que sé interesse
a propriedude numérica.

E também tomar consciéncia de que cada algarismo,
da direita para a esquerda, representa o nimero de con-
juntos por uma certa ordem, crescendo as ordens da direita
para a esquerda. A crianga ndo pode pois fazer e compreen-
der uma adic¢io se ndo dominar plenamente a numeracao.

E necessario que saiba utilizar o zero, que é neutro para
a adigdo. correspondendo a um conjunto vazio.
(a+o==a)

Conveng¢amo-nos de que, se a crianga ndo compreen-
deu, nio descobriu, ndo assimilou estas diferentes nogoes
«ndo servird de grande coisa, como afirmou Dienés, man-
dd-la executar um grande niimero de ‘‘adigées’’ mesmo
empregando o material concreto mais moderno. E neces-
sdrio muito menos prdtica do que habitualmente para
chegar a uma técnica eficaz, quando os principios sao
correctamente compreendidos».
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A EXPLORACAO DO ESPACO

Desde a mais tenra idade que a crianga explora o es-
pago. Olha, tacteia, toca, depois mexe-se, desloca-se.
Parte a conquista do mundo que a rodeia. Faz a sua expe-
riéncia por tentativas.

O que conta ndo sdo os objectos ou as pessoas na sua
fria realidade mas as relagdes possiveis com eles, o que
deles pode fazer.

Procura torna-los seus passando-os pelo crivo da sua
afectividade. A crianca ndo tem uma visio de adulto, as
suas necessidades ndo sao as dos adultos. Surpreende-
mo-nos, por vezes, na 1.°% classe, ao descobrir que nogoes
que julgamos simples, tais como diante, atrds de, dentro
de, fora de, antes de. depois de... sio apenas imperfei-
tamente assimiladas. A razdo é que elas de maneira ne-
nhuma sio prioritarias para a crian¢a muito pequena. S6
se tornam prioritdrias quando a crianga aprende a ler e a
escrever, quando lhe é necessdrio situar-se ou situar um
objecto em relagio a outros.

O que é vital, no inicio, sdo as desloca¢des no espaco,
a fim de actuar sobre este e de obter o que deseja.

A nogao de vizinhanga, fronteiras, a ideia de buraco,
de passagem, da continuidade, o estudo de todas estas no-
¢oes fundamentalmente primeiras sio o objecto da to-
pologia.
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A) A topologia

Segundo certos autores, pode definir-se topologia
como «uma geometria de forma primitiva e rudimentar
subjacente a todas as geometrias». Desta maneira, € pos-
sivel discerni-la nas acgdes e reflexdes das criancas.

Uma das nogdes fundamentais que ela aborda € a da
continuidade e, para o fazer, estuda as nogdes de proxi-
midade, de conjuntos abertos e de conjuntos fechados, de
fronteira.

Proximidade:

A mesa de Cristina estd em completa desordem.
— Vou, diz cla, arrumar o meu lugar. Sento-me e
arrumo tudo a que puder chegar com a mdo.

— Vais arrumar o teu saco que estd encostado ao pé
da tua cadeira?

— Sim, porque lhe posso tocar. Chego a ele, portanto,
0 saco estd na minha proximidade.

— E a mosca que voa por cima da tua cabega?

— Se ela voasse mais devagar, poderia apanhd-la.
Deveria arrumd-la também. Ela estd na minha proxi-
midade.

Cristina delimitou intuitivamente a sua proximidade.
Sdo todos os pontos que se encontram no interior da esfera
que tem por raio o comprimento do seu brago.

Verificamos que a exploragio da proximidade permite
determinar a posigio relativa dos seus pontos. A crianga
pode assim precisar e aprofundar o seu conhecimento de
termos tais como:

Sobre — sob — a esquerda — & direita — diante de
— atrds de — no interior — no exterior — em cima de —
debaixo de — etc.
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A professora diz a Brigida, que estd perto do quadro:

— Tu estds a falar muito alto, Brigida! Quem pretendes
tu que te ouga? )

— Eu falo aos meus colegas que estdo de pé junto
do quadro.

— Tu pretendes, sem divida, falar também com An-
dré que estd do outro lado da parede, no corredor?
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— Oh! ndo! Eu ndo posso falar com André. cle nao
me ouviria. Seria necessdrio que eu esiivesse perto da
porta, que ele me ouvisse!

Olivier:

— Seria necessdrio mesmo que a porta estivesse
aberta. Se a porta estivesse aberta, André estaria pro-
ximo, mas se a porta estiver fechada, André ji nao estard
proximo.

Olivie: experimentou desenhar as diferentes proxi-
midades. Desenhou primeiro a proximidade mais facil,
a de Cristina. Em seguida, representou a vizinhanga de
Eurico, quando este de encontrava perto da saida da
aula.

Eurico tem duas proximidades, consoante a porta esteja
aberta ou fechada. Com o auxilio do exemplo de Eurico,
concluiu que Brigida também tem duas proximidades:

— A proximidade de Brigida, enquanto a parede existe;
— A proximidade de Brigida se a parede ndo existisse.

Surge, além disso, uma relagio entre as duas proxi-

midades, que o desenho embora esquemdtico, pde em
evidincia:

M[
V2
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A proximidade de Eurico com a porta € igual a inter-
sec¢do da proximidade de Eurico sem a porta da aula..

Sejam:

C o conjunto dos pontos da aula.

V1 a proximidade de Eurico com a porta.
V2 a proximidade de Eurico sem a porta.
Temos: V1 =C () V2.

Conjunto aberto, conjunto fechado:

! Num passeio, chegdmos a um prado vedado. Guy ex-
plica:

— Para mim, o prado estd aberto, .ndao .estd jechadz.
Porque posso passar a quatro patas por baixo do argi'frilce;
— No entanto, para as vacas, estd fechado, rec

Fabiig,

— Para nés, o prado estd aberto, para as vacas estd
feChado,

. No fim do passeio encontrdmos a porta da aula fechada
a chave,

.

— E agora, Guy, podes entrar? :
— Ndo, a aula estd fechada e as paredes impedem-me
de entrar.

3 r na
No prado, pudemos passar a vedagao. Para entra
aula € preciso ter as paredes em conta.

Conjunto nem aberto, nem fechado:

Brinca-se aos policias e ladroes. Quqngo pm la,drio
€ apanhado, é levado para a prisdao. A prisao € o caixote
de areia.
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Jodo Lucas foi apanhado, conduzido para a prisao,
mas fugiu.
®  — Tu nado tens o direito de fugir da prisao!

— Mas esta prisao ndo tem muros! Quando me le-
varam para ld, nao tinha muros!

— Sim, mas agora, hd um muro! Tu ndo podes fugir!

A prisao aberta quando se quer entrar nela, fechada
quando dela se quer sair, ndo esta aberta, nem fechada.

Continuicdade:

Eis, rcalizadas por algumas criancas, a partir de uma
bola de terra, transformagoes continuas, bijectivas, cha-
madas homeomorfismos. Elas ilustram esta divertida
citagao: «Um topologista é um matemdtico que ndo sabe
distinguir um colete de salvagdo de uma chdvena de café. »

01 F

A transformagdo de Olivier: o boneco e a bola sio
«.op« ogicamente equivalentes».

T

O

N

A transformacao de Régis: equivaléncia topolégica en-
tre o cesto e a bola.
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A transformacdo acima ndo é um homeomorfismo,

porque a colagem impede que a transformagdo seja bi-
jectiva.

Formas geométricas

Doménica fala-nos das paredes do seu quarto. Tenta-
EOs desenhd-los observando as paredes da sala de aula.
m seguida, critica-se cada desenho.

Jodo Miguel representou cada parede por uma linha,
ou seja:

L

— Uma parede nao é uma linha, é um plano.

Desenho de Marion:

T aw |

{ | 11 e

As quatro paredes estdo representadas em superficie,
mas a aula ja nao tem a sua forma.
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Desenho de Manuel:

As quatro paredes estdo representadas em espessura,
mas a espessura nio se V€.

Desenho de Silvia:

Tenta dar a profundidade (3.* dimensdo) por um
desenho que tem a forma de um cubo.
Apds a discussdo, é este o adoptado.

B) Deslocamentos, simetria, rotagdo

S6 depois de ter abordado mais ou menos intuitiva-
mente estas nogdes topoldgicas, € que a crianca se inte-
ressa pelos movimentos que transformam as coisas. Abor-
daremos, assim, apds o estudo de diversas deslocacoes,
as nogdes de simetrias e de rotagoes.

Deslocagoes

A educagdo corporal serd de grande utilidade para a
aprendizagem destes conceitos, mas ndao se deve parar
numa tomada de consciéncia intuitiva do conceito, sera
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necessario experimentar representar a situacdo, a acgao,
0 movimento, simbolizd-lo. Alain conta: Ontem, desci a
duna de Pyla rolando como uma barrica.

O professor: Mostra como fizeste.

Alain: Ndo posso, ndo hd aqui nenhuma duna.

Recriamos a situagdo, por meio de uma tdbua. Faze-
mos um plano inclinado com o grande painel de célculo

e o banco.

Eurico diz a Alain: A duna é mais inclinada mas isto
deve servir; sobe e rola. (Nogio de inclinagao.)

A experiéncia tem éxito. Alain refaz o seu «rolar como
Uma barrica»,

Tentamos desenhar isto para os correspondentes (¥).

1.° desenho:

(2 "
(€ \
Critica: !
— Ele ndo estd na vertente. A vertente fica ali (1).
— Ou ali (2).

excepto em

Alain: td por toda a parte,
A vertente estd p viente (B),

cima e em baixo; o boneco estd sobre essa ve
Eurico: Sim, mas o teu boneco nao desce.

\
(*) Nas escolas que utilizam o método Freinet utiliza-se corrente-

mente a correspondéncia com outras escolas. — (N. do T.)
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2.° desenho:

/\\
j I \
Critica:

— Ele desce mas nao rebola, desliza (tentamos fazer
o movimento indicado pela flecha). Alain refaz o movi-
mento de rebolar lentamente, dizendo: Estou deitado de
costas, depois de lado, depois sobre o ventre, depois sobre
o lado esquerdo, depois de costas.

3.° desenho:

(decomposi¢ao do movimento)

Critica:
— Sim, mas tu tens 5 bonecos.
— Mas é o mesmo que rebola; ele fuz jstq (

gesto).
O professor: Mostra-o com uma seta. )

4.° desenho:

Critica:

— Sim, ele rebola, muas nao desce. Sdo
duas setas.

Dai resultam diversos ensaios acompanhados de gestos.

necessdarias
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yQ 9,
20, 9

Sdao necessarias 2 ao mesmo tempo. Finalmente Pa-
tricio descobre:

Ry

/
/

/

Nota: Este exemplo foi escolhido porque aborda vér.ias
nogdes. Foi realizado no fim do ano escolar (més de _Malo).
Eis algumas desloca¢des desenhadas pelas criancas:

Fomos dar um passeio:

Jodo desejaria ser alpinista:
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Pascoal caiu da escada:

Ana rolou pelas escadas abaixo:

S

Anténio joga ao agarra com a irmd a volta dq mesa:

ﬂﬁ

Manuel e o irmdo brincam «aos crocodilos» com ag suas
irmds:
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Simetrias

Segundo uma misica muito conhecida, inventamos
uma deslocagdo: estavamos repartidos em 3 grupos.
Eis o plano da nossa deslocacio:

R

taslint Q)

3 pontos de partida, A, B, C. Os trés grupos partem
tos. Encontram-se todos, a0 mesmo tempo, no mos-
trador; depois o grupo A dirige-se para B, o grupo B para
A, o grupo C volta para tras e encontram-se todos a0 mesmo
tempo em C.

jun

As criangas nio empregaram os termos A, B, C. Sou-
bgram somente tragar setas, dispor bem os pontos de par-
tida e, com uma pequena explicagio (para substituir os
A, B, Q) os correspondentes souberam compreender o
nosso trabalho.

As transformacgdes geométricas sdo bem esbogadas
pelos alunos da 1.? classe. Encontramos mesmo esbogos
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de composic¢do das transformacgdes. Das géneses ulteriores
descrever-se-10 mais precisamente 0s comeg¢os € tenta-
tivas neste sector das matematicas.

CJ) A pritica da medi¢do

Devemos salientar que o estudo das propriedades
topolégicas das deslocagdes e transformagoes geométricas
vai progressivamente conduzir a medicao.

A pratica da m.cdigilo apresenta uma dificuldade im-
portante para a crianga pequena.

O que é a medig¢do?

Medir é contar um fendmeno que varia de uma m
neira continua, por exemplo, o crescimento de uma b‘llmlfb
o decorrer do tempo, as deslocagoes no espaco. E lb ‘a.
menos facil do que contar carneiros ou bcrlind'cs ‘(1"Lm
descontinuo). Nao se pode medir uma (]ll(()lll.(lt;(/(’ thlO)
varia de maneira continua a ndo ser que se tome um .
dade referencial e que se mega o crescimento, dm(.l l,( ne
a distdncia em fungdo desta referéncia, que é enrg tlgiar).
mada unidade de medida. o cha-

Portanto, € necessdrio que a crianca descubra o co
ceito de medida e s6 o pode fazer por tentativas multi ]an-

Medir ndo € tomar um metro e dizer que o pélioptes.
12 m de comprimento e 6 m de largura, é descobrir o

] AL g ue,
para medir o patio, € necessario tomar uma medida q

uni-

taria padrao. Quer seja a caixa de fosforos, o pé, o polegar

ou o metro, mede-se sempre em relacio a outra coisa
Medir, nao é somente medir distincias, medem-se DCSOS'
o tempo, a capacidade. ‘

O conceito de medida sé pode ser abordado na |
classe, mas é necessdrio que, desde a mais tenra idade
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a crianca tenha ocasido de fazer miiltiplas experiéncias.
S6 apés um longo ensaio, apds miiltiplas avaliagdes ela
sabera medir.

Comprimentos:

— Se medissemos a sala de aula para os correspon-
dentes?

— Sim, mas precisamos de metros e nds ndo 0s temos.

As criangas medem com os pés. Ivo: 35 pés, Eurico:
41, Nadine: 37, Maria: 40.

Uns descobrem ou compreendem que o que contou
mais pés tem os pés mais pequenos, € inversamente.

— Os correspondentes irdo saber como s@o 0s pés
de Ivo?

— E preciso enviar-lhes as nossas medidas. )

Em seguida, resolve proceder-se a medigao por meio
de alguma coisa que os correspondentes pudessem ter
na sua sala de aula; depois de discutirmos, adoptamos
as BTJ (*). As criangas dispdem-nas a todo o compri-
mento da sala de aula. Verifica-se que ndo chegam. Cris-
tina propde retirar tudo e medir com uma umnica BTJ,
fazendo marcas a giz. Recusa do grupo, que prefere le-
vantar as primeiras BTJ utilizadas e contd-las na se-
quéncia das 27 ji contadas.

A sala de aula mede 35 BTJ, colocadas a todo o com-
Primento. »

Verificamos que foram, primeiramente, utlh;adas
varias referéncias, as pegadas, depois, por necessidade
de comunicagdo, conservou-se apenas uma. -

Encontram-se, alids, outras dificuldades na pratica

da medigio na 1.* classe:

—_—

(*) Fichas de trabalho. — (N. do T.)
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— Dificuldade de conceber o ponto marcado O como
a origem da medicao;

— Dificuldade em conceber comprimentos como equi-
valentes, enquanto tém a mesma medida, etc.

Pesos:

Interessante também a maneira como os alunos da
1.2 classe utilizam a balanga para comparar os pesos dos
objectos (ou melhor, a sua massa). Utilizam, em geral,
um método de aproximagdes sucessivas. Por exemplo:

Filipe decide classificar as pedras da colecgdo;. ele
diz: Vou fazer 2 montes: grandes e pequenas.

Filipe toma uma pedra em cada mio e toma-lhes o
peso (avalia o seu peso) depois coloca a que achou mais
pesada no monte das «grandes» e a outra no monte das
«pequenas», depois agarra noutras duas pedras.

Régis diz que seria mais certo se ele usasse a balanga.
Filipe procede da seguinte maneira:

2 conjuntos: as grandes (pesado) a, as pequenas (leve)
b. Pega em 2 pedras, coloca-as sobre cada um dos pratos
e diz: O prato que baixa tem a grande, e coloca-a em a.
O prato que levanta tem a pequena e coloca-a em b, etc.

Constatagdo apés a experiéncia:

Em a ha pedras de todos os tamanhos (peso).

Passa-se a mesma coisa em b.

Verificagio de Régis. Constatagio do insucesso. E
o processo que ndo serve, donde as diversas tentativas
de varios alunos.

Jodo Luis diz: Eu vou deixar a pedra azul sobre o prato.
Experimenta as pedras que ele julga menos pesadas
que a pedra azul e faz o conjunto das menos pesadas que
a azul. Mas quando lhe surge uma pedra mais pesada,
ele tira a azul e coloca esta no conjunto das menos pesadas.
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Continua a proceder dessa maneira e fica muito espantado,
quando, no final, se lhe depara o mesmo conjunto de inicio.

Mas a tentativa de Jodo Luis prepara a de Malik. Este
diz:

— E preciso deixar a mesma pedra sobre o prato,
até chegar ao fim. Em a coloco todas as pedras mais pe-
sad¢lzs que a azul e em b coloco as menos pesadas que a
azul.

No final, Malik coloca a pedra azul entre os 2 conjuntos.

@ o @
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2.* PARTE

PRIMEIRA EXPERIENCIA DE MATEMATICA LIVRE
NO 2.°© ANO

Paul le Bohec




ADVERTENCIA

«Freinet solicitou-me que reservasse a relacdo da minha
expedi¢gdo matemadtica na 2.* classe para os ‘‘Documentos
do Instituto’’.

Sinto-me contente pela escolha desta publicagdo um
pouco confidencial, pois nela posso expor sem desvios
nem precaucgdes tudo o que realizimos ao longo do ano.
Do ponto de vista da matematica pura, sem divida que
o meu trabalho tem alguns erros. Tranquilizemo-nos:
havera sempre erros... ou insuficiéncias.

Mas, em minha opinido, é primeiramente, do ponto
de vista pedagdgico que se deve raciocinar com justeza.
O resto vira por si s6. E saberemos, um dia, adquirir um
nivel matematico aceitavel.

Mas a aquisi¢do de uma cultura pedagodgica das mate-
maticas serd mais laboriosa porque, segundo a nova con-
cepgdo, poucas foram as pessoas que progrediram e nao
podemos esperar grande ajuda de ninguém.

E por isso que submeto a minha tentativa a vossa apre-
ciagao. Se dela exalasse um perfume de verdade peda-
gogica suficientemente grande para que sentissem a ne-
cessidade de se constituirem em equipas, eu teria atingido
0 meu objectivo.

E desejo-o.

87




Peco desculpa da rapidez de redacgio deste l'clrfto
da minha experiéncia. Mas temos pressa. Dessa maneira
podera ser util. o

Verificareis também que insisto e torno a Insistir,
bastante e repetidas vezes nas mesmas teclas. E que en-
contrei resisténcias e tenho a tenta¢io da demonstracao.
Serd, no entanto, preciso que cada um faga a sua redes-
coberta.

Coragem.»

Eis o que escrevi ha trés anos. Soube depois, que,
tal como havia sido apresentada, a minha brochura tinha
prestado certos servigos. Ainda agora parece poder ser ttil.
No entanto, ao relé-la, encontro-a enfermada de um de-
feito grande: estd ultrapassada. Apesar disso, creio poder
difundi-la de novo. Com efeito, ela introduz poucos termos
novos. E isso parece-me ser uma qualidade, pois os livros
que se encontram no mercado estao de tal modo sobre-
carregados de simbolos que o leitor depressa se sente
desencorajado, o que produz bloqueios muito lamenta-
vei_s. Sendo os termos novos pouco numerosos, eles serdo
mais facilmente assimildveis, tanto mais quanto estiverem
ligados de um modo continuo a vida. E por esta razao
que, apesar deste meu desejo de rejuvenescimento, farei
poucas correcgoes ao texto inicial.

Mas o leitor que seja perseverante e vé até ao fim e
que queira um suplemento de informacido, encontra uma
alimenta¢do mais densa na segunda experiéncia. E muito
recente, posto_que data do primeiro trimestre de 1968-
-1969. Tenta.rel ajustar ai a linguagem moderna.

O essencial, a meu ver, para esta brochura, é estar

bem integrada na vida e na psicologia das criangas e dos
professores.

P. LE BOHEC
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MATERIAL CUISENAIRE

Se bem que a ordem cronoldgica nao seja extrema-
mente importante, comego pelo material Cuisenaire. Tal-
vez para nio ter que voltar a fazer-lhe referéncia. Antes
do comego das aulas, tive nas mios o livro de Madaleine
Goutard As Matemdticas e as Criangas que varios cama-
radas me tinham recomendado. Este livro havia-me inte-
ressado. Com efeito, as reflexdes pedagdgicas do autor
agradavam-me, se bem que, a luz da experiéncia da Escola
Moderna, eu sentisse que elas ficavam aquém do que po-
deriamos esperar.

O que igualmente me agradou, foi a promessa de re-
sultados ripidos, notdveis e até mesmo surpreendentes.
Nio é que eu alguma vez tenha sido tentado pela procura
do espectacular por si préprio. Somente 0 espectacqlar
que encontra uma realidade profunda pode ser aceite.
Nio é necessirio rejeita-lo por sistema: pode ser um au-
xiliar para o avango das ideias. Da surpresa pode surgir
o interesse e a compreensio, desde que as ideias tenham
valor bastante.

Devo reconhecer que, para levar a cabo a experiéncia
que queria tentar, ndo poderia negligenciar nenhum ele-
mento de seguranga.

E, se alguns dos meus possiveis oponentes nao foram
suficientemente perspicazes para se admirarem com 0s
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resultados inesperados, nao fiquei a perder, no plano da
diminui¢do das minhas angistias preliminares.

Mas, independentemente destes resultados quc po-
diam contribuir para alimentar a minha seguranca e a
minha audacia, felicito-me de poder abordar um pouco
mais, com Madeleine Goutard, o campo das matematicas
modernas sobre as quais eu sentia que nunca viria a saber
o suficiente.

Portanto, lancei um apelo a um camarada bem colo-
cado que me emprestou S caixas, o que veio a revelar-se
suficiente. E no iltimo dia de férias vi-me, de serrote
na mao a construir, a toda a pressa, um material colectivo
em contraplacado, no qual a unidade tinha o valor de um
decimetro quadrado em vez de um centimetro cubico.

Com este material, decidi praticar uma pedagogia
da invencdo e da descoberta, ou, se se preferir, uma pe-
dagogia «a posteriori».

Evidentemente que ndo dava aula nenhuma. Exami-
nidvamos simplesmente em conjunto, quer com o ma-
terial individual, quer com o material colectivo, as criagdes
de cada um. E, a pouco e pouco, iamos progredindo.

O que me parece interessante, é que os nimeros nao
surgiram no principio. Com efeito, com o auxilio do sim-
bolismo que se segue, fomos capazes de escrever todas
as igualdades e desigualdades que queriamos. Para fa-
cilitar a compreensao, dou também o valor em cm?, o que
nao fizemos; pelo menos, no inicio.

1 2 3 4 5
branco encarnado  verde rosa amarelo
b e v r a
6 7 8 9 10
verde escuro preto  castanho azul laranja
\ p C A 1

Para ulteriores explicagdes, podem consultar o livro
de Madeleine Goutard.
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INVENCAO DE SINAIS E DE ALGARISMOS

Sinais

No inicio, depardmos com igualdades do tipo: amarelo +
+rosa=azul (5+4=9). Dou a tradugao numérica para vos
facilitar a compreensio, mas relembro que 0s numeros
nessa altura nao intervinham.

Mas como escrever que o amarelo acrescentado ao
rosa tem um comprimento idéntico ao da régua azul? Para
o sinal +, nio houve necessidade de procurar um, porque
este sinal era conhecido desde a 1.* classe. Conhecido e
até assimilado, porque faz parte da vida corrente.

Para «igual», «inventimos» um sinal. Com efelfo,
para nés, é a classe que inventa os sinais de que necessita
para evitar a fadiga e avan¢ar mais depressa. As criangas
compreendem muito bem esta preocupagdo de ganhar
tempo e sdo as primeiras a proporem economias de te{npo:
nao ¢ a isso, em grande parte, que se chama matematizar?

Para o sinal «tio comprido como» tivemos de escolher

entre:
)g @ Patricio
Pedro W Paulo

Jaime
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Pouco a pouco, levei-os a preferir o sinal de Paulo.
Porqué?

— Porque é mais simples.

— Nao seria possivel simplificd-lo ainda mais?

— Sim, conservando somente a parte redonda.

— Ou ainda?

— Suprimindo a parte redonda.

As criangas disseram:

— Este sinal quer dizer «semelhante».

— Ou ainda?

— Igual. Mas jd o conheciamos.

— Sim, conheciam. Mas acabaram de o reinventar.

Eu pretendia, por razdes de comunicagio com o resto
da sociedade, fazé-los adoptar o sinal e a palavra usuais.
Na escola infantil, como as coisas contam mais do que
0s sinais € como ndo se tem pressa, talvez tivesse aceite que
se gastasse mais tempo com as criagdes escritas e faladas
das criancas. Mas na 2.* classe pelo menos por essa ra-
zao, eu nao o podia fazer.

No entanto, as criangas viram, ao menos, que os sinais
e as palavras eram criagdes humanas e que nao haviam
nascido do nada ou caido do céu.

A propésito desta igualdade a+R=A, e, a propdsito
de tudo, deveria temer os matemdticos. Com efeito, ao
frequentd-los um pouco, apercebi-me de que punham
tudo em causa. Mesmo as coisas mais simples. Por pouco,
ficariamos paralisados, a ponto de ndo mais poder proferir
uma palavra. (O que alids € vilido em relacio a todos
os especialistas.)

Felizmente para a minha 1.2 e 2.2 classe, bem como
para mim, esta primeira aproximacdo é suficiente. Ja
nos permite percorrer parte do caminho. Quando os meus
alunos estiverem no segundo ano, viremos a analisar
as coisas mais apuradamente. Aguardando este futuro
bem longinquo, contentemo-nos com o que € ainda comum-
mente aceite, esforcando-nos por progredir sempre que
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pudermos, com o auxilio dos professores de matematica,
que encontrario em nds gente da melhor boa vontade.
Precisamos também de encontrar um sinal para ex-
primir:
«ha uma diferenga entre»

Obtivemos:

o

Jaime Robin :
(demasiado longo) (parecido com laranja=0)

S

Patricio
(parecido com S)

Jaime II Patricio
(muito bom, muito rdpido) (perfeito)

Procuramos também um sinal para as desigualdades
e, por acaso, as invencgdes giravam todas a volta do sinal
oficial.
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Partindo da boca que se abria para o lado em que se
encontrava o bolo maior, as criangas fixaram muito bem
este sinal.

S AL N
30 >

Para a multiplicacdo e divisio, obtivemos os simbolos
classicos.

Algarismos

E, como se pode esperar tudo, encontrei, um dia, no
caderno de exercicios de Jaime, a criagcdao seguinte:
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Os seus algarismos derivavam dos algarismos arabes.
As outras criang¢as notaram-no, depois, durante alguns
momentos, so fizeram o mesmo.

Eis algumas das suas cria¢des (os primeiros nimeros):

Patricio

w K & § ® o9 ®HOSE

Lamento apresentar aqui apenas alguns testemunhos
desta pesquisa, desta criagdo intensa de algarismos.

Haviamos chegado a uma conclusdo de um nivel bas-
tante elevado, posto que tinhamos descoberto que os bons
sinais deviam ser rapidos, bonitos e, sobretudo, diferente§.

Entdo, cada um dos dez alunos da 2.* classe contri-
buiu com um algarismo e, assim, obtivemos o0s «algaris-
mos» da classe. Ei-los:

A A O 5
1 2 3 4 5
[ ZomiX mesiasimix]
6 7 8 =) o

A partir dai, abrem-se ingimeras perspectivas.

Observamos os algarismos arabes e concluimos em seu
favor: sido rapidos, bonitos e diferentes, desde que bem
feitos. Sim, a humanidade fez bem em os adoptar.
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Patricio afastou-se da via comum. Quis exagerar:
inventou vinte algarismos diferentes para os 20 primeiros
numeros.

Mas a critica da classe fez-lhe compreender que, se
ja tinha inventado 1, 2, 3, etc., ndo havia nccessidade
de sinais especiais para 11, 12, 13, etc.

Por sua vez, Joao Francisco inventou sinais para os
dez primeiros nimeros. A critica permitiu-lhe compreen-
der que para o 10 nao tinha de inventar um sinal novo,
visto que ja tinha o /. Bastava inventar o zero. No scu
10, encontrava-se novamente o seu /.

Isto jd significava abordar o principio da numeragio.

Vdrias criangas puseram-se a escrever os cem pri-
meiros nimeros com os algarismos da classe. E isso per-
mitiu-nos tomar consciéncia do papel que desempenhava

o algarismo das dezenas, papel perfeitamente sublinhado,
por exemplo, na casa dos trinta.

AR AY AN AA AO

A5 AQ AZ AX AQ

Esta construcdo «marginal» permitia descobrir em que
lei se fundamentava a nossa pratica quotidiana. E era,
por comparagao, a ocasido de confirmar o que apenas
havia sido confusamente apercebido no ano anterior.
Com a diferenga que, desta vez, as criangas raciocinavam
sobre os seus préprios algarismos; o que, evidentemente,
era mais atractivo e permitia olhar de uma maneira nova
as coisas antigas.

Esta actividade de simbolizacdo, tio excitante para o
espirito, parece-me muito interessante e até indispen-
sdvel. Por tentativa experimental, a crianca é capaz de
compreender esta actividade, porque €é simbolizando
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que nos tornamos simbolizadores. Se a crianca estiver
bem treinada, ndo sentira complexo algum perante os sim-
bolos dos outros. E isso parece-me de importancia capital,
pois sdo muitas vezes os simbolos que se encontram na
origem dos bloqueios em matematica: apresentam-se,
muitas vezes, de enfiada e empurram-se uns aos outros,
sem se esperar que tenham sido aceites os primeiros.
Desse modo, a tarefa de ordenagdo acha-se rapidamente
ultrapassada.

E necessdrio, portanto, proceder a uma desmistifi-
cagio dos simbolos. Com esse fim, escrevo, por Vvezes,
no quadro, a lista dos meus alunos, da seguinte maneira:

e P J
Miguel Patricio Jaime
P al. F
Robin Pedro Jodo Francisco
b —w
Le Blanc Paulo

Acabamos de ver, através deste primeiro exemplo
de ciiagdo de sinais, que podemos aceitar tudo das criangas
e que as suas invencgdes quase sempre permitem a des-
coberta de nogdes e campos interessantes.

Mas regressemos ao Cuisenaire e as estruturas que
ele nos permitiu descobrir.

Propriedade comutativa

E muito facil de verificar com as réguas. Vejamos duas
criagdes de Patricio:
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A propriedade comutativa da multiplicacao também ¢
facilmente verificavel por sobreposi¢do: 3 parcelas de 4:

ata+tl+ati=ltata+l+a.
a+R+b=R+b+a.

(3 R) substituem perfeitamente 4 parcelas de 3 (4v).
Verificamos consequentemente que vXR=RXyv,

Simetria

E uma propriedade comutativa um pouco mais restrita.
E tma estrutura muito importante: entra na definicao
da relacido de equivaléncia (reflexividade, simetria, transi-
tividade). Esta propriedade ndo ecra sequer assinalada,
até agora, na escola primaria. E, todavia, ela é muito aces-
sivel as criangas que a apreendem muito rapidamente:
sobretudo com as regras que permitem uma descoberta
quase instantanea. O acesso rapido a simetria é, muitas
vezes, o indicio de um temperamento matemadtico. Entre
nos, foi Paulo quem abriu o caminho.

v | R

rR | v

e +tb+et+b+et+b+et+b —
b +et+b+e+bt+e+bte
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Ha também a simetria dos membros de uma igualdade.
Sdo entdo necessarias duas igualdades para a exprimir.

I+c=A+e+p
A+te+p=Ii+c

Naturalmente, o que se verificard frequentemente
com a continuagao, as crianc¢as retomam sempre na vida
as estruturas criadas abstractamente.

Assim uma crianga diz-nos: «Ontem. o pai tinha mais
caranguejo no prato do que a mde. Por isso, ele deu um
pouco a mae. E desta vez, era a mde quem tinha mais. »
E cu disse:

— A scgunda ¢é simdétrica da primeira.

Propriedude ndo comutativa da subtracgdo e divisdo
Com a continuagdo descobriu-se que 10—1 era dife-
rente de 1—10 ¢
10 .. 2
— diferente de —
2 10

Esta ndo comutatividade da subtracgdo e da divisdo
nio deixa de causar uma certa surpresa as criangas.

A ndo comutatividade intervém também nas relacoes
de ordem: nio se pode escrever indiferentemente

A >p e p > A

Se se quiser inverter as letras, serd necessdrio inverter
também o sinal.

Propriedade associativa

Outra estrutura importante. Enquadra-se na defini¢ao
do grupo comutativo (associa¢do - neutro - inverso - comu-
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tatividade). Tem aplica¢does imediatas no plano do calculo,
sobretudo quando esta associada a comutatividade.

Para nos, derivou muito naturalmente da igualdade
referéncia de Remi.

e+b+et+btetbtet+b=
=b+e+b+e+b+etbte

De passagem quero assinalar que esta criagao de
Remi foi uma revelagao. Todas as criancas da aula a tor-
naram a fazer: para o prazer da vista, parece (encarnado-
-branco, encarnado-branco...). E quando todas as criangas
aceitam a criacdo de um colega, isso significa que a apre-
ciaram verdadeiramente.

Encontrava-se e+b (ou b+e) em todos. Disse que se
tratava de um par, como os pares que dangam nos bailes.

Formaram-se pares: 1 crianga da 2.? classe, 1 crianca
da 1.2 classe e dangaram. O ruido, os risos, a danca: nada
melhor para compreender uma estrutura. J4 se estd para
além de Cuisinaire; ¢ um apelo a vida. E a alegria penetra,
serd um sentimento que fixard a nogdo.

Para distinguir os pares uns dos outros, serd preciso
separa-los uns dos outros.

Aqui estao algumas invengdes:

< e+b >

r+b

(e+b)

Passo a passo, conduzi as criangas aos paréntesis

mais econdmicos, mais préticos e, sobretudo, ji experi-
mentados.

Desse modo, obtive inven¢des da forma:

(e+b)+(et+b)+(e+b)+(e+b)=v+v+v+v.
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Propriedade transitiva

O que se deduz rapidamente com as réguas é que se
se tiver a+a=b e b=c, poder-se-d concluir que a=c.

Exemplo: V+R=]
e =v+p

ou seja V+R=v+tp

Cdlculo aritmético

Surgiu de imediato. Com efeito, muito rapidamente
as criangas descobriram os nuimeros passando pelas uni-
dades: os pequenos brancos (b)

S0=50 b 60=060 b 4 a=20b

Revelaram interesse pelo cardinal da colecgéo.

E cvidentemente que reencontrdmos nos numeros o
que haviamos descoberto com as réguas.

Entretanto, na aula de gindstica, eu havia notado a
criagdo seguinte: .

«Duas criancas estavam de mios dadas. Uma terceira
crianga disse: ‘‘agora eu’’ e tomou o lugar de uma dglas.»

E evidente que exultei perante uma tio maravilhosa
ocasido que materializava e confirmava tdo bem o que,
de manhi, haviamos descoberto. E viamos com Pascoal (P),
Cristiano (C) e Remi (R) que, inicialmente, se tinha o par
(P+C) e R chegara depois.

Passava-se entio de (P+C)+R a P+C+R quando
P e C largaram as mdos, depois tinhamos P+ R+C, depois
(P+R)+C, quando P e R deram as maos. Tinhamos .
passado assim de (P+C)+R a (P+R)+C (Propriedade
associativa).
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Este jogo constituia uma referéncia excelente, tanto
mais que o pequeno Robin declarou que os bragos que se
davam para isolar o par eram os paréentesis.

=

Foi a partir desse instante que deu a aula a loucura do
cilculo e, durante uns dias, ndo se pensou noutra coisa.
Alids, cor* minha grande satisfagdo, pois contribuia para
o alivio das minhas angistias possiveis, ou seja, as minhas
preocupagdes de calculo.

Assim, sem concessao nenhuma, sem nunca ter diri-
gido, sempre aceitando tudo, acabamos por cair na maté-
ria do programa obrigatdrio. Alids, pode ter-se confianga,
pois as criangas amam os nimeros € chegam a eles es-
pontaneamente.

Cristiano era o mais obstinado: enquanto os seus com-
panheiros andavam a volta disto e daquilo, enchia as pa-
ginas do seu caderno com impressionantes séries de
igualdades.

Eis apenas algumas:

S+5+4+2=-16
8+2+4+4+1=15

1 +16 +8 = 25

18 +16 + 20 + 10 = 64

Pouco a pouco, como que por magia, toda a assisténcia
foi tomada desse frenesim.

No quadro, examindmos as adi¢des propostas e des-
cobrimos os pares interessantes. Neste trabalho, Pedro
era o rei... Foi, além disso, nesta ocasido, que Pedro se
revelou um pequeno matematico.
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(Pedro distingue-se, sobretudo, pelo facto de criar
pouco; mas excede-se na critica, melhor dizendo, na obser-

vagao dos factos, na andlise.)
Eis os exemplos que obtivemos:

I EYESEFEYL

+3+44+10+1+2+5 =27
+ 3 + 5
10/

4t/ +1

ﬁ/\

+ 2

As vezes, sdo os trios que se revelam interessantes.

4 +
4 +

+6+4+3+1

2
24+ 4H+6+3+1) =20

Ou ainda:

7+7+4+9+5
T4+ +4+9) +5
(7+5) +20 = 32

Que se poderia ter escrito assim:

7+7+9+4+9=2(7+9) =32

Em face de uma adi¢do proposta interrogdvamo-nos
qual seria a solugao mais rendosa, mais econémica, mais

elegante. Que ginastica! Que prazer!



Houve também um grande periodo de ensaio para o
calculo aritmético. Nao sé se descobriram as propriedades
associativa e comutativa mas também se passou a fase
seguinte da experiéncia, ou seja, a repeti¢ao para a inte-
gracdo. Ou, para empregar a linguagem pratica das minhas
criangas: fomos arrastados. E ndao nos termos contentado
em descobrir, mas em ter também integrado a associati-
vidade e a comutatividade, eis o que era verdadeiramente
novo.

OPERACOES

Comecei a falar de operagdes. Vou continuar, porque
estou a falar de réguas Cuisinaire, que tao titeis nos foram
neste campo.

Eu préprio fiz inimeras descobertas. Um pouco acerca
da adi¢io. Mas foi sobretudo a adi¢io que mais me fez
reflectir.

Preciso relatar esta aventura.

Um dia, no caderno de Pedro, encontrei: 2 1=3 p, 0
que significa:

2 réguas de 10=3 réguas de 7.

Evidentemente que a classe protestou.

E Pedro foi o primeiro a rir do seu erro.

Com as réguas, verificimos que, para obter 3 pretos,
$a0 necessarios 2 laranja mais um 1 branco.

3 preto=21+1b (21=20+1)

E verificimos também que, se se pusessem 2 laranja
a0 lado de 3 preto, havia uma diferenga que se exprimia
«comecando pelo maior», da seguinte maneira:

3p—21=1b (21—20=1)
Reescrevemo-las para bem isolar as quantidades

p=20415b
b=3p—21
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Restava a terceira quantidade: 2 1.
Tinhamos, com 2 I:

21=3p—15b

Isto ja foi mais dificilmente aceite.

— Ah! ndo senhor, isso ndao é igual!

E, todavia, quando Pedro, que havia compreendido,
colocava um branco sobre a extremidade do terceiro
preto para apagar o ultimo centimetro quadrado, era bem
igual.

Entdo, tinhamos: Tradugio:

3p=21+16b 21=20+ 1
1b= 3p—21 1=21—20
21=3p—15b 20=21—1

Poderiam reprovar-me ter tomado estas duas reguazi-
tas laranja e estas trés pretas para fazer esta demonstra-
¢do. Com uma reguazita de cada cor, teria sido até mais
simples, mais nitido, mais ficil.

Pois bem, ndo fiz nenhuma demonstragao.

E nao fui eu quem escolheu estas réguas: limitei-me
a aceitd-las. E ai que a descoberta, a tomada de cons-
ciéncia da existéncia dessas 3 igualdades se insere. Ja
nao era, portanto, possivel transpor, porque essa era a
nossa unica referéncia. Se eu tivesse tentado introduzir
uma segunda referéncia mais conforme aos meus de-
sejos de clareza, teria langado a confusdo. Uma referéncia
deve ser bem soélida, bem firme: devemos poder basear-
-nos, apoiarmo-nos nela. Posto que fora sobre este aci-
dente matematico, que deu que falar, que se baseou tudo
o que contribuiu para o fixar na memoria: o erro de Pe-
dro, a cara que ele fazia, os risos, os protestos, a recusa,
a discussdo e finalmente a aceitagio — e também a sim-
plicidade da construgao destas trés igualdades por isola-
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mento sucessivo de cada um dos trés termos — eu ja nio
podia modificar nada.

Progredi pedagogicamente, quando compreendi que,
para a classe, a melhor referéncia ndo era a referéncia
mais bonita que o meu espirito adulto poderia ter gostado
de oferecer as criangas, mas a primeira que se apresentava.
Porque é o acontecimento que fixa, € o acaso que sur-
preende e interessa. No presente caso, creio que um dos
elementos determinantes da fixagdo foi a discussdo que
se seguiu a recusa da ultima igualdade.

Mas voltemos as nossas trés igualdades.
Ja muitas vezes notara nos recentes livros de mate-
matica

a—b=¢t «» a=b+ec

Mas nunca prestara muita atengdo a segunda parte,
porque isso ndo se usava no meu tempo de escola.
Na realidade, hd uma terceira igualdade.

a—c=>b

Temos a trilogia:
a=b+c; b=a-c;c=a-b

O que ja sabeis talvez hd bastante tempo. Tém sorte!
Eu sé agora, aos 45 anos, a descubro. Que vergonha!

E porque me demorei um pouco neste ponto, com-
preendo agora o erro de alguns dos meus alunos.

Verifiquemos, por exemplo, um problema de Patricio.
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Eu tinha 150 c e queria comprar uma mascara de 200 c.
Quanto me faltava?
Grande parte das criangas escreveram:

150 ¢ + 50 ¢ = 200 ¢

dando assim a resposta 200 ¢ & questdao: Quanto me faltava?
Para nés € claro:
150 + x = 200 portanto x = 200 — 150

Mas para as criangas ¢ mais dificil.
Com efeito:

150 4+ S0 = 200 esta certo.

Entdo, porque é que sendo uma igualdade certa, cla
nao serve?

Mas, visto que as criangas estao habituadas a traba-
lhar com as trés formas:

150 + 50 = 200
200 — 150 = 50
200 — 50 = 150

podem escolher a igualdade que isola a resposta a per-
gunta. Mas, a partir do momento que saibam trabalhar
com 0s X, isso torna-se¢ ainda mais claro:

150 + x = 200
200 — x = 150
200 — 150 = x.

Algumas criancas trabalharam com esta tripla relacao
de dependéncia entre trés numeros. Mas ficimos por ai,
ou seja, na fase da descoberta; nao houve verdadeiramente
repeti¢do para assimilagdo. Talvez seja da competéncia
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da 3.7 classe. De qualquer maneira, parece-me ser de en-
corajar a experiéncia com esta relagdo tripla.
Mas ndo terminei a minha subtrac¢do. Discutindo-a
com o meu filho Hervé, compreendi um pouco melhor.
Partamos de:

a [ E
A

=a+ E

Se igualarmos o amarelo, teremos:

[ E ]

[ A

Por um lado, tinhamos A inteiro, por outro lado, ao
colocar E, tinhamos comegado a tirar E. Nada mais res-
tava a tirar, para proceder a igualdade que a diferenga a.

A—E=a
Compreender-se-a melhor usando os vectores:

E

a

0 A

Para se obter uma igualdade, quer dizer, para se
tornar ao ponto zero, posto que ja comeg¢amos a subtrair
E, é necessdrio subtrair ainda a para obter A = E + a.

O que da:
A—E—a=0
donde
A—E=a
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Isto chama-se calcular o resto, subentendendo o resto
para obter a igualdade de ponto zero.
Mas, se na igualdade A = a + E

eu tirar E

desta vez ndo seremos tentados a igualar ao ponto zero
mas ao ponto 9.

0 A 9

Desta vez, para igualar, nao se volta atras, avanca-se.
E é um + que aparece.

at+.=A—a+E=A
donde E = A—a

Agora ja ndo se trata de calcular um resto mas uma
falta: é diferente.

Hervé diz-me que eu discuto a torto e a direito, que,
quando se tem uma soma de dois termos, convenciona-se
que, conhecendo a soma e um dos termos, para se achar
o outro far-se-d4 uma operagido chamada subtrac¢do e que
se dotou do sinal —. As duas operagdbes a = A — E e
E = A — a sao idénticas.
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Talvez matematicamente ele tenha razdo e eu sinto
bem que o meu raciocinio matematico ndo é suficiente-
mente solido; mas, psicologicamente tenho razio.

Isso torna-se dficil nas nossas aulas: calcular um resto
ou uma falta ndo é de modo nenhum a mesma coisa. E
e preciso abordar a questio francamente, talvez por in-
termédio de vectores, que tanto agradam as criancgas.

No segundo caso, as criancas deveriam poder escrever,
durante algum tempo:

at+x=A

donde XxX=A—a

Pouco a pouco, por treino e procura de economia, as
criangas viriam a escrever directamente x = A — a.

Mas, na minha opinido, é bom revelar-lhes 0 avesso
da questao. E em lugar de preferir a formula mégica «para
obter uma diferenca, subtrai-se», elas traduziriam pri:
meiro a realidade por uma equagdo que trabalhariam a
sua maneira.

Na realidade, poder-se-ia também procurar igualar
ao ponto S entre o ponto 0 e 0 9. Os vectores complemen-
tares mudam entio de sentido. Mas como o seu valor
numérico nido sofre alteragio, nao vou falar deste caso.

Multiplicagao

Abordamos agora uma questdo espinhosa da peda-
gogia, que eu também nao fui capaz de resolver inteira-
mente e que submeto a vossa apreciagao, para que me
esclarecam.

Na minha opinido, 4% 7 pode ler-se de duas maneiras;
4 vezes 7 ou 4 multiplicado por 7. No primeiro caso. é o
multiplicador que aparece primeiro, no segundo caso €
o multiplicando.
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Ora o costume actual é escrever para cada 4 montes

de 7 couves 7 X 4.

Para as criancas é uma dificuldade de ordem psicold-
gica. Efectivamente, elas traduzem a operagao X pela
palavra «vez». E é bem cdmodo dizer 4 vezes 7 couves. E
seria bastante cémodo poder também escrever 4 X7 da
esquerda para a direita como se escrevem as palavras.
Na minha opinido, dever-se-ia permitir esta forma de
escrita as criangas. Mas, conjuntamente, seria necessario
associar a ela a nogdo de operador que se exprime por
7% 4. E para ser perfeito, seria também necessario ganhar
um tal hdbito das duas formas que as criangas pudessem

indiferentemente usar uma ou outra.

Quis introduzir na minha aula a noc¢io de operador,
que julgo ter tirado de um livro de matematica. Os cama-

radas melhor informados devem dizer se estou em erro.

Um dia, Jaime, da 1.? classe, tinha construido esta

formula, que é notdvel.

<KL KL L LIK|I<
]
CTECTECTECTRCTEC]

VXp pPXV

Lé-se V operado por p e nio p operado por V.
(6%7) (7:¢6)

No primeiro caso (6X7), colocamos primeiramente o
6, é a matéria sobre a qual se vai operar uma transfor-
magio, sendo esta transformacio ( X 7).

Esta nocao de operador pareceu-me importante e ttil.
Desse modo, fiz um consideravel esforco intelectual. Cabe-
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-vos julgar. Com efeito, eis como eu apresentei a questao.
O preto dd uma pancada na cabeca do verde para o

adormecer. E enquanto este dorme, ele faz-lhe uma par-
tida. Mete-lhe companheiros no quarto, depois foge.

Este modo de representar as coisas poderd parecer-vos
pouco sério e pouco digno de um educador consciente

o
< < <I<I< <

L -

(.

das suas responsabilidades e da gravidade da sua missao.
E se, psicologicamente, estiver certo?

E parece-me que estd, porque se riram, para nao dizer
que se divertiram. E nio se esqueceram. Nao ¢ verdade
que as criancas véem, todos os dias, filmes de «cow-boys»,
a que se entregam, simulando, as mil maravilhas, o des-
maio que se segue a uma pancada na cabe¢a? E nio é
preferivel que se riam?

Sobrepondo as 7 reguazitas verdes e as 6 reguazitas
pretas vimos que 6 x 7 =7 X 6.
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Até agora sé existia uma maneira sacrossanta de se
exprimir, por exemplo, » preco de 178 objectos a 6 ¢ cada.
Era:

6c X 178
Mas para realizar a operagdo, colocivamos:

178
X 6

O que significa reconhecer a propriedade comutativa
da multiplicacdo. Porque ndo reconhecé-la no texto?
178 vezes 6 (178 X 6) ou 6 a multiplicar por 178 (6 X 178),
ndo ¢ a mesma coisa? De qualquer mancira, ha alguma
razao para levantar os bracos ao céu ¢ arrancar os poucos
cabelos que nos restam? Nio seria melhor reservar as
nossas arrelias ¢ bater os pés para as coisas que realmente
valham a pena? Todavia, colocar primeiramente o ndmero
a operar, depois o operador que transforma, parece logico.

(E também o calenddrio [Fevereiro] que nos permite
ver que 4 X 7e 7 X 4 sio dois aspectos complementares
de uma mesma realidade.)

Divisdo

Da mesma maneira que para a, b, c,
Temos com o sinal de operagio -+

::b+C b;ﬂ“c c=a-—-b
para a divisdo, temos com D, d e q:

D — dq d- D N

q = 0y
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Também aqui se trata de duas divisdes di‘sti.ntas, con-
soante se calcula o multiplicador ou o multiplicando do

produto dq.
Calcula-se o «nimero de partes» ou o «valor de uma

parte». ) i
Apercebi-me que as duas coisas estavam intimamente

ligadas.

Com efeito, durante as férias de N.atal, na gcasiéo de
uma desinfec¢io os empregados da llmpeza’ tinham-nos
preparado um belo espectdculo: tinham destruido as nossas
caixas e deitado todas as reguazitas para .dentro de uma
caixa, em completa desordem. Era preciso r.econstxtul.r
as cinco caixas, quer dizer, dividir as reguazitas de di-

versas cores pelas S caixas.

Vejamos como fizemos:

Robin Miguel Gilberto Pascoal Jodo Paulo

Demos primeiro uma a cada um, depois outra, etc...
O que, por exemplo, para 15 dava:

E vé-se que S X 3 e 3 X 5 € a mesma coi§a. Isto, .jé
nés sabemos, mas o que sucedeu, fci que as criangas d1§-
seram: sio necessarios S para fazer uma primeira distri-
buigdo, 5 para fazer uma segunda distribuicdo e S para
uma terceira distribuicao.
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Trés distribui¢des ao todo, portanto: trés a cada um.

O que em mim ha de pedagogo exaltou, porque, se as
criangas conheciam a divisao «Dividido entre». de que
tinham uma longa experiéncia, porque cla se encontra
constantemente na vida, a divisdo «quantas vezes» ¢ mais
delicada. E € justamente na ocasido de uma «divisdo entre
S» que as criangas introduziam a expressio «quantas
vezes», no momento das distribuigoes.

Com 15, sdo necessdrios S para uma distribui¢io:

Em 15, quantas vezes ha S5?

3 vezes, portanto 3 a cada um.

Podemos agradecer aos empregados da limpeza o
facto de nos terem fornecido uma referéncia tio boa.

Creio que, também aqui se deve realcar uma tentativa
experimental rica para a assimilagio das duas formas
da divisdo. E até mesmo, como para a adicio e para a
subtrac¢do, temos interesse em fazer aparccer as 3 rela-
¢oes de interdependéncia entre os trés ndmeros.

—axb - P p_ P
- . b a

Sendo as criangas responderiam erradamente 2 questao
que lhes fez Miguel.

Quantos caramelos de S ¢ terei eu com os 30 ¢ de meu
padrinho?

Escrevem: 5 X 6 = 30.
Porque pensam intuitivamente:

S X x =30

Portanto x € 6 portanto: resposta:
S X 6 = 30 o que é falso.
Como para

150 +x = 200 <> x'= 200 = 150
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seria necessario que as criancas se habituassem as trés
formas:
30 30

5x 6 =30 5:—6— 6='5—

que passassem facilmente de uma para a outra e que sou-
bessem isolar a resposta correcta.
Senio, visto que 5 X 6 = 30 é certo, elas ndo com-
preenderdao porque é que a sua resposta € incor‘recta.
O que nio poderio atingir sendo através de um inten-
sivo ensaio experimental que talvez esteja no campo da
3.2 ou da 4.* classe.

Relagao entre subtrac¢do e divisdo

Dado que estamos pedagogicamente a aperceber—.nos
do que se esconde nas operagdes, tentemos Ver, v1s~t0
que a adi¢do se encontra na multiplicagdo, se a subtracg¢ao
nao se encontrard, por acaso, na divisao.

Mas claro que sim, claro que sim; vejamos o problema
de Robin:

Tenho 16 carros para Gerardo e para mim.

Quantos sao para cada um?

Obtenho repetidas vezes a resposta seguinte:

16 —8=28 (E vos?)

Como 150 + 50 = 200, este erro é rico de informa-
¢des. Pois, de facto, quando se faz uma divisao, fazem-se
subtracgoes.

Tenho 30 c. Se compro um caramelo, fico com 30 ¢ —
— 5¢ = 25c. Se comprar outro, fico com 25 — 5 = 20 etc.

E vemos assim que a operagao foi:
30 -5-5-5-5-5-5=0
ou 30-(6x5 =0
donde 30 = 6 X 5
30,

6
5
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E claro que nio se deve ensinar tudo isso as criangas.
Mas se se basear o seu ensino na inveng¢io. na criagao.
na descoberta infantil, precisamos de contar com estas
dificuldades. Ou mais simplesmente. serd necessario
ter retlectido um pouco; ¢ necessario estar avisado do que
pode acontecer. E necessdrio, por exemplo. esperar ver
descobrir a divisdo por uma via nio prevista. E preciso
saber reconhecé-la para ndo arriscarmos cstupidamente
interditar-lhe a sua aceitacido. Felizmente que as regua-
zitas Cuisinaire permitem, ao professor, a compreensio
rapida de intmeras coisas.

Na nossa aula. temos uma boa referéncia para a di-
visdo: o calenddrio, mais uma vez.

Por exemplo. no nosso més de Janciro. assinalado
permancntemente com um «punaisc», no contraplacado.

ha 28 + 3 = 31
Ou seja, também, 31 — 3 = 28 ¢ 31 — 28 = 3.
Mas 28 ¢ 4 X 7 ou 7 X 4

portantoz*8 =7 28 = 4
4 %
E se reintroduzirmos a adicio 28 + 3 = 31

Temos 31 = (4 X 7) + 3
ou scja também:
31 —@4 X7 =3e3l—3=4x7

E reencontramos D - dq +r
D-r= dq

Mas, dircis. porqué todas estas reflexdes pessoais.
quando nos havia sido prometido comentdrios sobre as
li¢des «a posteriori», a partir de cria¢des das criangas?
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Terdao que esperar, é necessdrio que eu trabalhe tam-
bém para mim ¢ que cu me explique coisas. E que, com
efeito, tenho obtido repetidamente criacdes do tipo:

hn
wn
N

+5+5+
+7+7+

~
~
~

Digo cntdo aos meus alunos:

— Estao a fazer divisoes. Poderiam escrevé-las de
outra mancira. mas tém o dircito de as cscrever como
fizeram.

E cles trabalham com esta forma tio licita como as ou-
tras ¢ que ndo passa de uma derivagdo um pouco especial
da experiéncia de Cristiano sobre a adigdo.

Ha também esta forma interessante:

31-7-7-7-7=3

E é um excelente cdlculo mental ¢ uma excelente pre-
paraciao para a pratica da divisdo. E, também, dc pas-
sagem, uma aprendizagem sem dor da tabua dc multi-
plicacdo, que, alids, nunca se aprende de cor, mas que
se sabe, por ensaio experimental, inventando sem cessar
num meio em que os casos ¢ a afectividade organizam
referéncias constantes.

Naturalmente que se obtera um dia:

74+7+7+7+8 - 306.
E descobrir-se-a facilmente que se¢ pode dizer:

T+7+7+D+7+1
ou(@x 7+ x7+1
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E como evidentemente se conhece o que é um factor
comum, temos:

74+ +1 = 36
(7x5) +1 = 36

Nao se trata de divisao? Sim; e excelente até.

Porqué sempre -2 — q +%
d d
e nunca
D =dq +r; ou D - dq = r.

Nido, ndo, na via que eu sigo, é necessirio permitir
tpAdo e saber aceitar tudo. Nao se devem limitar as expe-
riencias. E sempre iitil, eficaz, produtivo. E, tal como o
texto livre, as técnicas faladas, o desenho livre, nunca é
gr’at.uito. Nao temos aqui que partir 4 conquista do do-
minio das operagdes e preparar a teoria das operagdes?
. Este ano, a parte as fracgdes e a procura de niimeros
mtelros'com as reguazitas, no inicio do ano, nido fizemos,
por assim dizer, divisdes, no sentido habitual do termo.
Mas ﬁzerpo-las em quantidade de uma forma nao cldssica.

Na minha opinido, a divisdo cldssica sé deveria ser
abordada. na S.* classe. Seria entdo facilmente assimilada
porque viria na altura devida e ndo seria sendo a siste-
matiza¢ao, a ordenagdo de uma aquisi¢io. Penso que,
nessa altura jd as criancas a teriam assimilado muito bem.
Mas se falo no Ciclo, é para que se recue bem no tempo
as exigéncias do programa e para que se permita aos pro-
fessores a paz tdo necessaria 4 ultrapassagem dos planos
antes da data prevista.

E se, por acaso, num ou noutro campo, a pesquisa
livre ndo tiver dado o resultado esperado, serd entdo
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possivel conduzir, as criancas, por meio de caixas de en-
sino, ao resultado desejado. Digo isso, por todas as ra-
s0cs. Pode sonhar-s¢ com um programa. Num momento
preciso, devem assegurar-se certas bases. se¢ ndo se quer
ver comprometido todo o desenvolvimento ulterior. Aos
dez anos, por exemplo, ndo ¢ permitido que uma crianga
ndo saiba nadar. jogar a bola., andar de bicicleta. falar
em publico, escrever, ler, desenhar.

Aos dez anos, ndao ¢ assim tdo necessario que uma
crianga saiba calcular. porque neste campo poderda sempre
treinar-se de uma maneira valida. Mas, aos dez anos,
a criancga devera ter integrado numerosas estruturas ma-
tematicas. seniao o scu desenvolvimento ulterior estara
definitivamente comprometido.

Quc pensais vos?

Na minha opinido. ¢ no que diz respeito a certos pontos
precisos. se a simples actividade criadora o ndo permitir,
num momento dado, dotar a crianc¢a de um ou outro uten-
silio indispensdvel, serd necessdrio passar-se a repeti-
¢do para assimilagdo, a necessidade de recorrer as caixas.

Mas. de certeza que ja sabeis: qual ¢ ou qual serd o
programa, isto ¢, a escala de conhecimentos a adquirir
no tempo? Eis a questao!

No cntanto, rio de mim mesmo. ao pensar nas exi-
glncias limitadas dos  programadores actuais. Porque
eu pressinto que um ensaio tdo generoso como o que cu
proponho dard resultados rdpidos ¢ espantosos. Como
se deve avancar quando ndo se ¢ impedido de trabalhar!

Mas nio revelo as minhas esperangas secretas a nin-
guém, porque «cles» poderiam aumentar as exigéncias
¢, assim. suprimir um ganho.
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POTENCIAS E RAIZES

Poténcius

As criangas operando 7 por 4 (preto por rosa) 6 por
8 etc.. chcgando naturalmente a operar 4 por 4 (rosa por
rosa), S por S, etc... e mesmo 4 por 4 por 4 quer dizer
4 X 4 >< 4, que se escreve 4",

Para este fim, colocamos as réguas em cruz.

umm."l -mml
R
Q

E podem montar-se assim torres de varios andares
de dez andares, por exemplo, com o 2, o que faria 2"

2" & ficil de calcular porque se encontra na vida (os
concursos da Televisdo do «dobro ou nada») e que € uma
contagem familiar:

2e2=44c4-88c¢e8—16etc.
2100 2 094,

Com as potencms de 10, é 1gualmente tacil, pois que
10°¢ 100, 10" ¢é 1000, 10" é um milhdo, 10” sio mil milhdes.

(Este milhao, estes cem milhdes que agradam tanto as
criangas.)

Para as poténcias de 10, nio demorardo muito a encon-
trar um truque. Basta escrever tantos zeros quantos o
cxpoente indica.
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106 = 1 000 000 10° = 100 000
10* — 10 000 103 = 1 000
102 = 100 10 = 1D 18° = 1

Estes iltimos resultados 10' = 10 e 10° = 1 obtidos
por um sabio «decrescendo» sio muito importantes. Te-
remos ocasido de os encontrar nas numeragdes nao deci-
mais e quando se fizer o estudo da numeracdo de posi¢ao.

As criangas revelaram bastante prazer neste novo
jogo das poténcias. Era agraddvel, porque se baseava
no uso das réguas e nas torres de uma so cor que se podiam
montar com as maos.

Poder-se-ia, talvez, dispensar as réguas para falar de
poténcias, em favor de bilhetes e moedas, ou do sistema
decimal. Mas, deve reconhecer-se que as réguas permitem
uma boa implantacdo das raizes e das poténcias.

Mas Pedro trabalhou sem o uso das réguas E, se Paulo
foi o especialista da simetria, Cristiano, o especialista
do calculo numérico, Pedro da associacio, Miguel da té-
bﬂua .9, Pedro tornou a revelar-se, no que respeita as po-
tencias. O que revela, com este dltimo aluno, que cada
crianca poderia constituir uma personalidade matema-
tica original, seleccionando no mundo das matematicas,
os elementos que mais especificamente lhe convém. E a
partir destes elementos bem adaptados, bem assimilados,
ele poderia construir um saber sélido e préprio, que s
teria que se deixar frutificar num clima favorivel.

Eis as poténcias que mais frequentemente aparece-
ram na 2.2 classe:

21 22 23 24 25 26 27 28 29 210
ghegangdage

4! 4% 43

51 52 53 62 72 82 92

10' 10% 10% 10% 10° 106 107 108 10°
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E claro que, e quero sublinhar bem isso, porque foi
uma caracteristica da nossa experiéncia de matematica
livre, as poténcias s6 duraram um certo tempo. E foi assim
para tudo.

Por vezes. a classe interessava-se numa tnica coisa.
E parccia que nunca mais a deixaria. Eu aceitava, porque
queria verdadeiramente entrar no jogo. Mas, de repente,
um dos alunos tomava outra via. Eu assinalava-a a classe
porque essa era a minha tarefa.

Mas quando nao havia ainda feito o percurso completo
do que acabava de descobrir, ela ignorava a nova pista.
Todavia, por vezes, quando ja estavam cansados de girar
a volta de um mesmo assunto, aproveitavam a descoberta
da nova pista para lhe tirar a tangente.

Mas alguns alunos afastavam-se momentaneamente
do grupo para retomar criagoes deixadas por planear,
quer porque, naquela altura, tinha havido uma supera-
bundincia de descobertas e ndo houvera tempo de se
debrucarem sobre elas; quer para retomar um tema de
procura e avang¢ar um pouco mais no seu desenvolvimento;
quer, enfim, porque, ao prolongar um tema, poder-se-ia
desembocar, por uma simples derivacio, sobre qualquer
coisa de novo e de muito interessante.

Mas, dirdo, deixar as criangas assim, ao sabor da sua
inspiragao, ndo serd fazé-las correr os riscos de um es-
voagar estéril? Podem estar tranquilos — e essa foi para
mim a descoberta essencial — ha sempre posi¢des, com-
paracoes, ordens sucessivas, que dao um conhecimento
profundo de todos os assuntos.

Ruizes

Podera causar surpresa. Mas é a operacdo inversa
das poténcias.
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Poténcia, segundo Cuisenaire, é o nimero de andares
da torre de uma dada cor.

A raiz € a cor da torre.

Quando se conhece o valor numérico total e o expoente
(a altura da torre), pode achar-se a cor.

V27

E uma torre de trés andares de que se conhece a altura
mas de que se ndo conhece a cor (verde, quer dizer: 3).

Devo assinalar que explordmos menos as raizes do que
as poténcias. Nio se trata de, na 2.2 classe, aprender,
possuir estas nogdes, mas simplesmente de as ter abor-
dado, pelo menos, uma vez, quer dizer, ter fixado uma base
na mente. Deste modo, todas as poténcias e raizes que apa-
recam na vida, saberdo onde se situar, porque havera um
lugar para elas.

} Elas saberao, por si sés, apoiar-se na base instalada.
Ire.lo, elas mesmas, tomar o seu lugar, sem que quem es-
teja encarregado da reparti¢io dos conhecimentos tenha
de se fatigar.

_Parface-me que, para a captagdo das raizes, o ensaio
terla,SIdO m§is longo que para as poténcias. Mas nio
chega’nzos até ao seu final. Tivemos de passar adiante,
no inicio de Dezembro, por causa do Cuisenajre. Mas,
em meados de Fevereiro, reencontrimos as poténcias
€ raizes, quando tivemos de trabalhar as areas de qua-
drados (rectingulo pequeno de Serge de Buzet).

E: desta vez, nio era artificial, vinha da vida e somente
da vida e das criacdes das criancas que se tinham posto

a quadricular os seus cadernos de exercicios de matema-
tica.

Poder-se-ia pdr, como principio, partir sempre da vida
e somente da vida. Mas esperar que a vida oferega con-
Cfe.tamente todas as possibilidades é estabelecer o prin-
cipio de que nada se pode fazer senio a partir do concreto.
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Mas eu penso, com Bachelard, que nao € um bom prin-
cipio. Para ser criador, o pensamento deve ser livre de
jogar como quiser. Depois, investe as suas descobertas
no real, o que o confirma na boa opinido justificada que
tem de si préprio.

Entdo, depois de ter jogado artificialmente com 10°,
10', 102, etc., fica feliz de descobrir na vida o sistema de-
cimal.

105 10* 10® 10% 10' 10°
[4 g ranget we

Nao insisto mais sobre os contributos do Cuisenaire.
Poder-se-ao obter outras informagdes nos livros de Gat-
tegno e Madeleine Goutard. Devo, no entanto, apontar
que, se, na minha opinido, Madeleine Goutard exp0s ex-
celentes principios no seu primeiro livro, os esquece um
pouco no segundo. A meu ver, nao se deve pedir ao Cuise-
naire mais do que ele pode dar. Nao nos devemos sobre-
tudo cingir ao Cuisenaire. Isso seria tornar um bom uten-
silio de passagem numa limitagdo (*).

Porém, antes de terminar, gostaria de retomar um
outro ponto interessante do Cuisenaire.

Pudemos substituir 5 réguas encarnadas por uma régua
laranja (5 X 2 = 10). Mas também se podia fazer a ope-
racdo inversa: Sendo dada uma laranja, quantas encar-

nadas seriam necessdrias para a cobrir (10 + 2).
Escreve-se para isso:

10 medido por 2 =

O que corresponde bem i nog¢io de medida. Medir,
nao € olhar «quantas vezes» a unidade cabe no compri-
mento a medir?

(*) Permito-me recomendar-vos, a este propdsito os artigos surgidos
no Educador (n.° 12, 13, 15 de Margo - 1 de Abril, 1966, p. 2). (CEL).
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Para «medido por» as criancas arranjaram trés sinais
+ — . Guardamos todos trés.
Esta expressdao de «medido por» é muito pratica. Per-
mite-nos, em par.icular, compreender que
8
— ¢é impossivel
0

porque ndo existe a medida zero.

Por outro lado, quando se quer medir uma régua pe-
quena com uma régua um pouco maior, é-se obrigado
a tomar, para unidade de medida, um bocado (uma frac¢io)
da régua maior.

Também ai, o Cuisinaire ¢ um bom apoio visual.

Portanto, vé-se que é um utensilio interessante. Mas
as criangas abandonaram-no depressa (ao fim de um més),
porque queriam voar mais alto.

No entanto, de vez em .juando, para se repousarem
ou reassegurar, retornavam a apoiar-se neste sélido ro-
chedo. Constatd-lo-emos mais para a frente.

Retomo agora o meu didrio para prosseguir o relato
da‘ Nossa viagem nas antecdmaras dos espacos mate-
maticos.

Fqleg.‘no inicio, acerca das pesquisas em relagao a
associatividade e comutatividade.

Eis um trabalho de Patricio sobre o assunto.

8+@+1)+2 - 15
9+(1+2)+3 =5
10+0+4)+1 =15
B 4 (142) +1 = 15
12 N o W o M T

E um quadro muito interessante, a que talvez se pu-
desse dar o nome de quadro de equivaléncia. Na realidade
nio o €, é uma sequéncia de igualdades. E seria banal
s¢ o ndmero 15 nao aparecesse em todas. E pois uma se-
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quéncia que tem uma unidade. E ¢é este bem comum
a todas as igualdades que permite dar a sequéncia, que
poderia ser qualquer uma, o nome especial de quadro.

Quando foi criado, ndao pensei em tirar partido dele.
Somente pensava na associatividade.

Mas Jaime deve ter pressentido nele qualquer coisa
de interessante.

Com efeito, enquanto toda a gente trabalhava com as
adigoes, ele partia subitamente para um caminho novo.
Tive oportunidade de me aperceber disso, porque foi esse
facto que provocou em mim uma atitude nova que suscitou
a sequéncia da minha experiéncia. A partir desse dia,
pus-me a espera.

E valeu a pena.

Eis a criagio de Jaime (o 15 — 10):

19 +3 =22
17 +5 = 22
IS +7 =22

Porque é que cle tinha escolhido o niimero 22? Nao
sei. Talvez por causa do nimero de alunos da aula (22).

Um aluno disse:

— Teriamos podido continuar.

— Entao continuemos.

Mas como termindvamos por 1 + 21, tinhamos colo-
cado 21 + 1, ao alto da coluna, por causa da simetria.
Efectivamente, ao analisar a cria¢do de Jaime, verificimos
a simetria em relagdo a 11 + 11 (simetria obtida por comu-
tatividade).

21 + 1 =22 9 +13 = 22
19+3 222

7+15 =22
17+ 5—22

5417 = 22
15047 = 22

3419 =22
13+ 9—22 o o2
1l %11 = 92 =
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Nesse mesmo dia, Jaime quis fazer um quadro de
equivaléncia das diferengas. Mas enganou-se. E fizeram-
-lhe ver.

No dia seguinte, experimentou um novo quadro de
adicao.

Paro um pouco aqui para assinalar a atitude da crianga
que procura. Satisfeita com o seu primeiro sucesso, ela
tinha querido atacar a vontade e abordar também a subtrac-
¢ao. Mas como € mal sucedida, vai atacar profundamente:
torna a adi¢ao em que tdao bem sucedida fora da primeira
vez e vai progredir.

Tinha aberto uma brecha e acreditava que a brecha
era nas quatro operagdes. Mas era sd na adig¢do. SO na
adigao ele pode dar o segundo passo. Eis o segundo quadro:

18 + 4 = 22
16 + 6 = 22
14 + 8 =22
12 +32° =22
8 +.45 = 22

Desta vez, o quadro estd bem ordenado, no que, pelo
menos, diz respeito a primeira coluna. Mas na segunda
coluna hd uma derrapagem. O grupo auxiliou Jaime a
tomar consciéncia do seu erro e ele retomou e prolongou
a sua criacdo da seguinte maneira:

22+

(=22 14+ 8 -22 6 +16 =22
20+ 2=22 12 +10 = 22 4+18 =22
18 + 4 =22 10 +12 = 22 2 +20 =22
16 + 6 =22 8+14 = 22 0+22=22

Analisdmo-lo e verificimos que os niimeros se encon-
travam duas vezes: uma vez na primeira coluna, outra
vez na segunda coluna. Era uma confirmagio da comu-
tatividade e da simetria descobertas com as réguas Cuise-
naire.
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Mas este segundo quadro, comparado com o primeiro,
permitiu-nos constatar que havia uma diferenca cntre os
dois. No primeiro quadro, hd um [ no comeco. No se-
gundo, ha um 0.

21 +1 =22 22+ 0= 22
19 +3 =22 20+2 =22
17 +5 =22 18 +4 - 22

E a primeira intui¢do de paridade.

Sem divida que se poderia ainda ter descoberto uma
outra coisa. Mas basta uma coisa de cada vez. Por hoje
ja € bom. A vida é longa. Ndo é necessario devorar tudo
de uma vez.

Além disso, a partir do dia seguinte, fomos um pouco
mais longe, pois uma crianga disse:

— Em lugar de se saltar 2, poderiamos saltar sé 1.

22 +0=22
21 +1 =22
20 +2 =22
19 +3 =22

O que jia niao é o mesmo que ontem. Voltamos entdo
ao quadro de ontem e compardamos os trés quadros.

24+ 0=22| 240=224,
214+ 1 =22 21 #1 =122
204+ 2-=-22| 204+2=229
194+ 3 _-22 19 +3 =22
I8 4 4 =22 |18 44 =« 20046
17+ 5-22 1745 =22
16+ 6 =22 | 16+6 =224
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O quadro da esquerda contém os dois outros e a per-
feita alternancia entre os dois quadros da direita causou
surpresa e satisfacido.

Correspondia a um certo desejo de perfei¢io prdprio
de cada crianga.

E de notar que na formagdo dos quadros, as criangas
nao fazem o calculo da soma, mas, por exemplo, para

—

(SRS
o
+ +
o ©

justapdem duas progressdes aritméticas de razdes opostas
(t+ 2 e —2). O que demonstra que elas perceberam a
estrutura do quadro. Quando as criancas descobrem um
«tr.uque» para economizarem calculos, é um sinal de in-
teligéncia matemadtica, porque é isso mesmo a matemd-
tica: encontrar truques que permitam avancar mais de-
pressa com o menor esforgo.

Hd também nestes quadros uma interessante ideia
de compensagao, ou, se se preferir, da constincia da soma
dos complementares.

Este trabalho sobre as progressdes ¢é inconsciente:
ainda se esta na intuigdo vaga. A consciéncia dele vird
quando se abordarem, por exemplo, os multiplos e as
classes de equivaléncia em que o médulo se torna razdo.

Mas gracas a Remi, a ideia precisa-se bastante rapi-
damente.

32 -2 -30
Eis o seu quadro: 33 k ;2 . %2
GGt g ii3g
24 o L 93
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Oh! eu compreendi o seu truque: tira 2 ao que achou.
E sempre assim.

No dia seguinte, Remi continua o seu trabalho. Mas
alarga a sua descoberta a adi¢do e a subtraccao de 3.

0+2=2 32 -3=29
2+2=4 29 — 3 =26
4+2=6 26 -3 =23
6 +2 =28 23 -3=12

Sao bem progressoes aritméticas. Outrora, quando
nos estudavamos, obrigavam-nos a fazer progressoes como
«contar e descontar, por 2, por 3, etc.». E era bem «obri-
gar». Mas «descobrir» € infinitamente melhor. Aqui é
a crianca que dd o seu trabalho: nisso esta toda a diferenca.
E, atenc¢do, ndo é para um treino util ao calculo mas para
uma explora¢io dos niimeros e dos seus mistérios. Nao
é isso também diferente?

Quadros ordenados
Algumas criangas querem seguir a via descoberta

por Remi e Jaime. Mas nao se apercebem de que os seus
quadros nao estio ordenados.

Exemplo:
20+1 =21
13+1 =14
17 +1 = 18
12 +1 =13

E necessdaria a critica da classe, para que eles tenham
consciéncia disso.

Esta nogdao de ordem é muito importante. No ensino
habitual, nao se lhe faz muita referéncia. Porém, é uma
no¢ao que as criangas descobrem espontaneamente. E
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basta sublinhar a ordem existente ou inexistente para que
a estrutura se fixe. E esta estrutura, é um utensilio suple-
mentar para a investiga¢ao do real.

Evidentemente que as criangas sao livres de ordenar
ou nao ordenar. Regra geral, sucumbem a tentacdo: é
uma tendéncia natural.

Factor comum

Estava de bastante bom humor este ano e pronto a
dar uma oportunidade a todas as estruturas que se apre-
sentassem.

Mas nao esperava de modo algum, vir a tratar de fac-
tores comuns.

Uma manha, Miguel Robin escreveu:

101+ 10 A+ 10 ¢
o que significa 10 réguas laranja + 10 réguas azuis + 10
réguas castanhas.

(Dou-vos a traducdo.)
dez 10 + dez 9 + dez 8.

Pressentindo que isto poderia ser interessante, mandei
dispo: aaula a volta de Miguel, que primeiramente, reuniu
as réguas em grupos separados.

10 1 10 A 10 ¢
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Foi entido que nos surgiram claramente duas possibi-
lidades para exprimir a situacao.

Efectivamente, Pedro perguntou:

— Porque ndo se juntam umas as outras?

— Estd bem.

Poder-se-ia, entdo, dizer como antes:

101+ 10 A+ 10 ¢

ou ainda 10 trios (I + A + c¢).

(Emprego a expressdo trio, mas serd melhor talvez,
dizer triplo ou triplicado.)

E tinhamos:

1001+ 10A +10c=10(0 + A + ¢).

Exclamei:

— Mas é a descoberta do factor comum.

Eles riram:

— O factor, o factor (1)! E o senhor Prigen..

— Ah! nao, é o Roger Le Goff.

Tive uma inspiragao.

— Qual é o vosso factor?

E descobriu-se que Roger era o factor comum a Patri-
cio, Pedro, Miguel, Patricio e Cristiano.

E o senhor Prigent é o factor comum a Remi, Jaime,
Pascoal, Jodao Francisco e a Robin.

O que se pode escrever:

Rogério (Patricio + Pedro + Miguel + Patricio + Cris-

(1) Em francés facteur = carteiro. — (N. do T.)
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tiano) e o senhor Prigent (Remi + Jaime + Pascoal + Joao
Francisco + Robin).

Que se 1€ «factor de».
E para 101 + 10 A + 10 ¢ é 10 o factor comum.
E escreve-se 10(1 + A + ¢).

Assim, partindo de uma invengdo escrita de Robin e
recorrendo as réguas e a vida, chegdmos a uma nocio,
todavia dficil. Aprendi, no decorrer do ano, a respeitar
as criagoes das criangas. Nada é verdadeiramente gratuito.
E muitas vezes me apercebi que as pequenas loucuras
conduzenr frequentemente a razio.

Isto parece-me importante, embora, 2 margem do que
habitualmente se faz. Perddo, nio é a margem do que
habitualmente se faz na Escola Moderna em francés, em
canto, em desenho e em pintura. Mas é a margem do que
habitualmente se faz em cilculo.

Em cilculo, como em «falado», alguns camaradas
temem o «qualquer coisa». Mas nio se deverd, sobretudo,
temer ser o «seja quem for», isto é, aquele que ndo sabe
ver 0 que sempre ha de profundo em todas as criagdes in-
fantis, mesmo as que, na aparéncia, siao as mais loucas?

Quanto a mim, ji fiz a minha escolha. Serd boa esta
escolha. Tenho a presungao de o crer. Imaginem que eu
pensa que ¢ também necessario favorecer o ensaio experi-
men' | no plano do pensamento.

Bachelard escreveu: «Q real serve para nos fazer
pensar. »

Assim o real ndo seria o essencial; é de pensar que so-
bretudo se trata. E pode-se partir tio bem de um sonho,
de uma criacdo infantil, de uma asticia, de um desenho,
de um quiproquo, de uma construgio geométrica real ou
artificial, como da vida. O essencial é pensar.

Em que pensava Robin quando escreveu 101 + 10 A +

+ 10 c. Pensava em algo que ele apercebia intuitivamente
no seu conjunto, ou entao nio tinha senio um elo da ca-
deia.
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Que importa, posto que a classe lhe permitiu obter
um desenvolvimento do seu pensamento?

Dado que estudo aqui a aproximagio de uma nocio,
devo esclarecer que, eu, professor, ndo tinha uma ideia
preconcebida, nio sabia, de modo nenhum, aonde podia-
mos chegar.

Evidentemente que, aqui, ajudei voluntdria e involun-
tariamente a precisar a ideia.

Pude fazé-lo porque sabia o que era um factor comum.
Mas hd certamente muitas coisas nas quais eu nio pude
pensar porque delas nao fui informado. Sinto entdao a ne-
cessidade de me informar. Estudo pela necessidade de ser
informado de indmeras coisas. O conhecimento verda-
deiro s6 advém da pratica. E, como é de um conhecimento
pedagdgico que tenho necessidade, a pratica pedagogica
é-me suficiente. Mas encontro-me em condi¢des especiais.
Efectivamente, aceitaria com alegria fazer o que me fosse
dito para fazer. Mas até aqui, ninguém me quis dizer o
que era necessario fazer. Portanto, sou constrangido a
passar ao quarto meic do conhecimento: a descoberta.

E o lado bom das novas matemdticas e da pedagogia
destas matematicas. Nestes campos, o professor é quase
tio inculto como os alunos e esta humildade obrigatéria
permite-lhe estar ao seu nivel e senti-los melhor. O protes-
sor integra-se entdo no grupo: esta ao mesmo plano que
os alunos. E o companheiro que sabe apenas um pouco
mais e ndo o professor que estd a mil léguas de distdncia
dos seus alunos, sozinho com a sua sapiéncia. O professor
é um elemento da equipa de investiga¢do. O seu papel
é procurar e procurar sempre informagdes para a equipa.
Para que haja sempre novos campos a explorar.

Porque a série dos quatro meios do conhecimento: ler
(informar-se) - ver - fazer - descobrir, seria incompleta
se ndo desembocasse, apds a descoberta, num regresso a
informagao (para recomecar o ciclo).

Creio que seria necessirio aos professores uma espé-
cie de manual pedagdgico, que se pudesse consultar a
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todo o momento. O que se pode facilmente constituir sobre
o plano local (camaradas professores, filhos estudantes,
colegas advertidos). E depois consultamos a rubrica de
Pellissier, brochuras livros da CEL e outros.

Queria dizer uma iltima palavra acerca do jogo de pa-
lavras «factor dos CTT» e «factor de». Fez-nos rir; experi-
mentamos, portanto, uma sensagido. E é esta emogao que
melhor permite fixar as recordacoes.

Apds um ano de experiéncias, dou conta que, de cada
vez que cedemos a fantasia, ao inesperado, ao insdlito
mesmo, a referéncia foi melhor estabelecida; situava-se
no passado como uma ilhota visivel, a4 qual facilmente se
poderia voltar. Tudo o que permita a compreensio afectiva
¢ licito, valido, razodvel. Mas desde que seja a alegria
que esteja na sua base, encontra-se a referéncia com mais
prazer e avanga-se, impulsionado por esta recordagdo
feliz. E necessdrio, a todo o custo, que se estabelecam
referéncias de todas as espéries: afectivas, espaciais,
casuais, poéticas, artisticas, musicais, etc.

Na minha opinido, o trabalho na 2.2 classe ndo é fazer
adquirir conhecimentos definitivos, mas estabelecer s6-

lidos'pontos de apoio, donde se possa partir para novas
amplia¢des do mundo real.

E retomo, agora, o meu didrio.

O neutro na adi¢do e subtracgdo

Nao conseguia encontrar a razio por que o / e o 0 apre-
sentavam tantos atractivos para as criancas.

Foi uma emissao de televisio «Construgdes matema-
ticas» que me esclareceu, quando me permitiu compreen-
der o que era o rneutro.

O neutro na adigao e subtraccdo é o zero: ele nio muda
em nada os resultados. As criangas gostam muito de igual-
dades deste género:
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10 000 — 0 = 10 000

300 - 0 = 300 0+0=0
7+0=7

1 000 000 000 + 0 = 1 000 000 000
T+%=f m"'%:m

Inversos ou simétricos ou opostos

Creio que foi Jaime quem teve a ideia dos grupos de
zeros que em nada modificavam os resultados.
Exemplo:

10+10-10+10-10+10-10=10

Lembrdamo-nos dos paréntesis e isolaram-se 0s grupos
de zero.

10 +(10—10)+(10—-10)+(10—10) = 10.
Vejamos outros exemplos:

1—1+1-1+1-1+1=1
18-8 +8=18
q-q+q9-q+tq-q=0
R-R+R-R+R—-R+R=R

A fim de explicar o mecanismo dos inversos, ou melhor,
para lhe dar uma coloragao afectiva, coloquei-me diante
do quadro e duas criangas puxavam-me as maos, cada
uma de seu lado.
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«Se for s6 um a puxar-me, eu tenho que me mover.
Se os dois puxarem, ndo me movo.» Efectivamente, Pas-
coal e Cristiano, que tinham a mesma estatura e o mesmo
peso neutralizavam-se.

O neutro na multiplicacdo e na divisdo

Evidentemente que é o 1.

As criangas gostam muito dos numeros neutros
1 (X, =)e0(+, —).

No inicio, confundem um pouco, depois, apds tenta-
tivas, distinguem-nos um do outro.

A nogdo de neutro é muito importante, porque inter-
vém‘na estrutura do grupo comutativo.

E uma estrutura importante da ciéncia de hoje (Ba-
chelard).

Consideremos uma opera¢iao qualquer.

Se quisermos, chamemo-la: estrela (sinal *).

Se tivermos:

= b * a (Comutacio)

[ R ]
* ¥ *
(ox=o

= a (n = neutro)
* ¢ = (a * b) * (associa-
tividade)
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a*a'! = n(aeoseuinverso dio um neutro: exemplos
para a adi¢do 1 + (— 1) = 0; para a multiplica¢do

A operacdo * di ao conjunto dos nimeros utilizados
uma estrutura de grupo.

Nio é necessario abordar este assunto na priméria}.
Mas, se a criang¢a conhece o que é um neutro, a associatl-
vidade, a comutagio, o inverso, compreenderd rapida-
mente, quando se tratar desta questdo.

A propdsito de inverso e de neutros, devo sa]ieptar
que as criancas gostam igualmente das operagoes do tipo:

amarelo 1 50/50 - 1 _‘i Ad] 5000 _
amarelo 4 5000
L2 afa = 1 ~00 1.000 000 000 _ |
i 2 000 1 000 000 000
A ) X | ” 0 2
S = % = mas também e impossivel

Devemos agora assinalar a existéncia do

Conjunto dos inteiros relativos
Os niimeros Z

O conjunto dos nimeros naturais ou inteiros positivos
€ o conjunto N. Os ndmeros relativos (inteiros positivos,
negativos e nulos) fazem parte do conjunto Z.

Encontramo-los na vida:

— no termdémetro + 5, — 5
— No despertador 2 h 10, 2 h — 10.
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As criangas fazem operagdes com Z. Tanto pior se se
obtém nimeros negativos.

«Z é Zorro, pode ir até abaixo do zero.»

Cito esta frase, para demonstrar que as criangas nao
demoram a criar referéncias a partir da vida (aqui, a te-
levisao).

Para saber se a operacio 4 — 8 é possivel, é necessario
precisar em que conjunto se devem escolher os nimeros.

Assim em N: 4 — 8 é impossivel

eemZ:4 —8 = 4.

Classes de equivaléncia

Ja aborddmos a dlgebra moderna, posto que falamos
de associatividade, comutatividade, simétricos, etc. Mas,
dg facto, isso nao vos parece completamente novo. Para
nos, o que houve de novo foi 0o nio nos contentarmos com
um exercicio rdpido apds a licio do professor: nao, pelo
contrdrio, jogou-se bastante com este calculo e esta abun-
dancia de relagdes é que foi nova.

E eis o que é mais «matematica moderna». Com a ajuda
das minhas criangas, espero ser capaz de vos fazer assi-
milar facilmente esta nogdo nova, sem que tenhais de
fazer grandes esforgos, como eu tinha, quando eu «nao
operava» as matematicas.

Retqmemqs o querido calendario de todos os dias. Nao,
aqtes, € preciso que vos diga que, na minha aula, cada
crianga tem um nimero.

Jaime € o 1; Jodao Francisco o 2; Patricio o 3; Cristiano
o 4; Robin o S; Pascoal o 6; Miguel o 7; Remi o 8; Pedro
0 9; Patricio o 10.

E é tudo para a 2.? classe (10 alunos).

Tivemos a sorte de ter 10 alunos na 2.2 classe, porque
a 1.2 classe é homodloga da 2.2 classe, o 1 da 1.2 classe
é o 11 da aula.
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Eis, portanto os meus 24 alunos.

l< 6 _ .11 16 21
2 7 12 17 22
3 8 13 18 23
4 9 14 19 24
5 10 15 20

———— ~——eT N <. —
2.2 classe 1.2 classe

Dou esta indicagio porque esta personaliza¢do dos ni-
meros tem a sua importancia. Ela permite introduzir esta
querida afectividade que é o catalisador soberano de toda
a aquisigao.

Na televisio (Construgdes matematicas), eu tinha
apreendido as classes de equivaléncia. Disse para comigo:
«Porque nio as hei-de revelar as criangas?» Efectivamente,
neste dominio da criagdo e da observagao ou, s€ se pre-
fere, da invengdo e da descoberta, nao temos ainda qual-
quer programa, porque nao soubemos ainda debrugar-10s
sobre as criagdes da crianga. Assim, para estabelecer o
programa é preciso fazer bastantes experiéncias. Entao,
porque ndo as classes de equivaléncia? No ano passgdo,
eu havia-as introduzido pelo processo indirecto de um jogo
de nimeros que um deles distribuia.

O 1 a Filipe; 0 2 a Yann; o 3 a Pedro; o 4 a mim mesmo;
o S a Filipe; 0 6 a Yann; o 7 a Pedro; o 8 a mim mesmo.

Evidentemente que era melhor introduzi-los artifi-
cialmente do que nao os introduzir. Mas, este ano, porque
eu os tinha assimilado, soube-os ver na vida de todos
os dias. Elas estavam mesmo debaixo do meu nariz € eu
nao as via. E, no entanto, tinha o calendario a minha dis-
posicgao.
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O CALENDARIO

Eis uma coisa simples, familiar & Escola Moderna,
que dele se serve frequentemente para o seu calculo vivo.

Saber o que hd neste calenddrio. O més de Janeiro,
por exemplo.

Janeiro 1 2 3 4 5 6 7
8 9 100 11 12:'143:/i14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 31

E depois, ver o més de Fevereiro.
8 15 22

N AW —
—
p—
—
oo
NS
[

Na minha aula, colocimos Outubro, Novembro, Dezem-
bro na forma horizontal de Janeiro: 1 — 2 — 3, etc.

Mas para quebrar o habito nascente, introduzimos um
sistema diferente de afixagio sobre a placa de contra-
placado. )

De facto, a dominante, é o sistema Janeiro. E sempre
necessario uma dominante, porque é necessaria uma re-
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feréncia sdlida. E se houvesse igualdade nas apresenta-
¢oes horizontal e verticul, a referéncia seria flutuante, nao
seria uma referéncia, n as uma confusdo. Portanto, o més
de Janeiro encontra-se sempre afixado (poderia ser Outu-
bro, Dezembro).

Mas a apresentacao do sistema Fevereiro introduz a
possibilidade de uma outra apresenta¢io. E ttil langar
esta semente que impede os alunos de ficarem condicio-
nados definitivamente a um sistema. E preciso introduzir
a segunda possibilidade, porque os quadros que a vida
oferece apresentam-se indiferentemente sob os dois as-
pectos, que se completam.

A bem dizer, «é a mesma coisa, apesar de ser o con-
trario».

Mas ha outras apresentagoes:

Eis a de Patricio (708) para Marco.

5
10 11 12 13 14 15 16
17 18 19 20 21

22 23 24

26.4 27 .28, .29 30 31

Primeira constatagdio

Deveria ‘ter-se esperado que fosse Abril, porque, com
30 dias, teria sido perfeitamente simétrico.

Segunda constatagdo

: O que se pode ver a esquerda em 1 — 2 — 5 — 10 —
— 17 — 22 — 25 é a progressio aritmética (e a regressio)
da diferenca (razao?)

[ - Pigdye gy
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A direita, igualmente

1-4-9-16-21-24-25

Diferengas: 3 -5-7-5-3-1.

Sim, mas, 1 — 4 — 9 — 16, ndo vos lembra nada?

Podeis estar tranquilos, as criangas descobri-la-iam
bem, esta sucessio de quadrados, se esta apresentagao
estivesse permanentemente no quadro.

Para Abril, Robin quis o quadrado de S.

Abril:
1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 .24 @2

26 27 30

Depois nio se podia achar nem o quadrado de 4, nem
o de 3, mas simplesmente o de 2 e o de 1:

52 + 22 +1%2 = 30

Para Maio, Pedro disse: .
— Vamos fazer primeiro o quadrado de 2, depois o
de 3 e, assim por diante, até 10.
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Mas verificamos que ndo podiamos ir tao longe.

O que dava:
12 +22 +32 442 4+ 12 _ 34
Também aqui, seria melhor se se trabalhasse com Abril

12 + 22 +32 442 _ 30

Teria sido mais nitido.
Vejamos o que apareceu para Junho:

5 6

P g g 1

SN o Y (A

16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28
29 30

Observando esta estrutura, descobrimos que 1 — 3 —
— 6 — 10 — 15 — 21 — 28, é sucessivamente:

1,1 +2,1+243,1+2+34+4 etc.
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Mas, retomemos este querido calendario de todos os
nossos dias.

1 2 3 4 S 6 7)

8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 31

Um dia, por acaso, quando tinhamos acabado de espe-
tar a folha da véspera no quadrado de contraplacado, Jaime
(1) disse:

— Oh! eu tenho trés filhos Remi (8), Gilberto (15) e
Rogério (22). 1 -8 - 15 - 22, é a minha familia.

Felizmente que tinha acabado de ver uma emissdo na
televisio e estava pronto a receber esta descoberta de
Jaime e a dela tirar partido. Eu disse:

— Ndo, Jaime, ndo sdo os teus filhos, sdo os teus alu-
nos I -8-15-22, ¢é a tua classe.

— Também a minha aula — disse Jodo Francisco
(2) —tem 4 alunos e 2 - 9 - 16 - 23. Mas é a classe dos que
ndo fazem nada, porque somos todos Domingo (verificai
Janeiro de 1966 ou Outubro de 1966).

Pascoal (6) disse:

— Também nés somos a classe dos que nada fazem,

pois somos Quinta-feira 6 - 13 - 20 (*¥).

Entao Jaime interroga-se:
— Como é que ndo hd sendo sdbados na minha classe?
— Pois bem, descubram.

(*) Em Francga, a quinta-feira ndo hd aulas. — (N. do T.)
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Léem a primeira linha:

1 2 3
sabado domingo scgu
depois a segunda

8
sibado

ada

terga

quarta

6

quinta

sexta

— Jd compreendi — disse Patricio. — Quando se li-

quidou §. D. S. T. Q. Q. S., recomega-se com Jaime S.

Foqueél.D.S. T.Q.Q.85.7?

— Sao todos os dias da semana.
Pedro observa o calendario

1 2
8 9
15 16
22023
29 30

e depois diz:

— Descobri uma coisa. 8 é uma fila completa e 1.

Patricio encadeia:

15 sao 2 filas de 7 e 1.

3
10
17
24
31

4
11
18
25

22 sao 3 filas de 7 e 1.
29 sao 4 filas de 7 e 1.

Pergunto entao:
—FE 1?

A resposta nao se faz esperar:

— FE zero filas de 7 e 1.
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5
12
19
26

13
20
27

14
21
28

Tomamos entdo as réguas da classe e medimos 8, 15,
22, 29, com a régua 7. E, de todas as vezes, vemos que
sobra um pequeno branco (1).

QNS
8 Al
15 7777777777770

[$9]
o

77 72777724

E, portanto, a familia «resta 1», quando se mede por 7.
Ou ainda, para empregar um termo «moderno» familia
resto-1 (médulo 7).

Ou ainda, pode dizer-se que é a classe «resto 1» ou
classe 1 e 2-9 - 16 - 23, é a classe de resto 2 (médulo 7)
ou 2 (médulo 7).

Os 31 nimeros repartem-se, portanto, por 7 classes:

Nio se satisfacam com esta leitura e tomem sim as fo-
lhas de um calenddrio ou escrevam os nimeros, ou exami-
nem bem os meses de 31 dias, tal como eles se apresentam
em certos calenddrios. (E o més de Agosto o melhor, porque
comeca por uma segunda-feira.)

1965 OUTUBRO NOVEMBRO

SEG. l 11 18 25 1 8 15 22 29
TER. 5 12 19 26 2 9 16 23 30
QUA. 6 13 20 27 3 10 17 24

QUI 7 14 21 28 4 11 18 25

SEX. 8 15 2 29 5 12 19 26

SAB. 9 16 23 30 6 13 20 27

DOM. 10 17 24 31 7 14 21 28

L
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Nio o tenho & mao, mas apresento-vos Novembro de
1965 (apresentacdo vertical).

Verdo que se trata de coisas da vida corrente. Basta
abrir os olhos para os ver. E esta a caracteristica da peda-
gogia Freinet na matemadtica. Tudo se pode encontrar na
vida.

Se, por exemplo, vdo ao correio e, distraidos, passam
adiante, sem reparar, terdo de voltar atrds, para deitar
a carta no correio. Infelizes! Encontram-se em plena re-
lagao de Chasles.

E afirmo-vos: agora, a vida vai esclarecer as mate-
maticas e as matematicas vdo esclarecer a vida. E chega-
reis a compreender até a geometria vectorial, etc.

Voltemos ao calenddrio:

A classe 1 é 1-8-15-22-29... Porque estes nu-
meros divididos por 7 dao resto 1.

Também se da a estas classses o nome de classes re-
siduais (resto — residuo). Mas também tém outro nome:
classes de equivaléncia. Escreve-se que:

1 é equivalente a 8, a 15, a 22, a 29 (médulo 7). E isso
escreve-se:

1

8 =15 =22 =29 (méd. 7)

Pode escrever-se também a classe 2.

=9 =16 =23 = 30 (mdd. 7)

E as classes 3, 4, 5, 6 .

Falta uma; ndo é a classe 7; é a classe 0. A divisdo por
7 faz-se exactamente 0 -7 - 14 - 21 - 28.

E especial — tem um nome especial — é a classe dos
multiplos de 7. Voltaremos a encontri-la.

Véem que tudo isto estava a vista. E niao é de modo
nenhum artificial. Diz-se frequentemente:

— Que dia serd 30?7 Esperem, hoje, terca, é 8. Por-
tanto, terga 15, terca 22, ter¢a 29. Serd uma quarta.
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Também se costuma dizer: de hoje a 8 dias, de hoje a
15 dias.

Na minha aula, para tudo o que respeita a médulos
e classes de equivaléncia, é o calendario que serve de refe-
réncia. E é também o mddulo 7, que é particularmente
interessante.

Algumas criangas adoram os médulos. Constroem sobre
o médulo 10.

2 =12=22 =32
mas transpdem com o médulo 9
9 =19 =129 = 39
0 que, evidentemente, é falso. Os restos da divisdo por 9

sio diferentes. E isso demonstra-se muito bem, pelo
Cuisenaire.

| 2
(777777 8
VR 14

W VI A T 20

8]

= 8 = 14 = 20 (mddulo 6)

E em lugar de ensaiarem com
D=d+d+d+r

ensaiam
D=r+d+d +d.

E tém esse direito.
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Algumas criangas encontram o truque para as classes
de equivaléncia justamente no Cuisenaire: comeg¢am pelo
resto

Patricio parte da classe O e tira sempre 1:

6 =12 = 18 = 24
5 =l 1] = 5
4 =10 = 16 = 22
3= 9 =15 = 21
2= 8=14 =20
1l = 7 =13 = 19

AAs‘dlferengas mantém-se iguais, as classes de equi-
valéncia subsistem.

Ele é-esperto: € um bom truque.
Depois Pedro parte daf para as progressoes.

0-6-12-18-24-30-36-42-48-54-60
etc:

_ Era uma nova pista. E é também a tibua da multi-
plicagao.

D}epms chegdmos ao médulo 2, que permite classificar
0S nuUmeros pares € os nimeros impares.

Os primeiros divididos por 2 dio um quociente exacto.
Os segundos ddo resto 1.

Podem adicionar-se as classes de equivaléncia

i

A soma de dois nimeros impares é um nimero par.
As classes de equivaléncia ddo uma nova luz sobre a
paridade.
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SISTEMAS NAO DECIMAIS

Podemos aborda-los também através do calenddrio,
porque ele faz parte da vida.

Mas hd outras coisas bem interessantes na vida, por
exemplo, apanhar seixos (ou as dizias de ovos).

Sao faceis os sistemas ndo decimais. Sdo até infantis,
dado que as criangas os assimilam muito bem. Melhor que
os adultos, que foram tio bem condicionados ao sistema de-
cimal que perdem a biissola logo que saem da sua gaiola.
Pode-se jogar sem perigo com estes sistemas, porque se
dispde de uma referéncia sélida imposta pela vida: o sis-
tema decimal. Ele ndo se diluird nunca na atmosfera.
E bom que as criangas se sintam a vontade em todos os
sistemas. E ficil, desde que se parta da vida. Além disso,
na vida, os pequenos ingleses, canadianos, americanos
sdo obrigados a dar-se conta dele. Mas também em Franca
€ facil. Sobretudo, quando se regressa da pesca.

Espalhem a vossa colheita sobre a mesa. Tém, por
exemplo, 36 seixos. Nao os vdo contar, um por um, nao,
agrupam-nos por duzias.

E isso da:

SR 00 aakd
255552

3 duzias
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Tém trés dezenas e 6 seixos e formam trés duzias e
zero. Podem fazer um quadro:

dizias seixog
nao incluidos
3 0

Assim, 36 escreve-se 30 no sistema de base 12:
10 12 *)
| 3 | 6 | | 3 ' 0 I
Se dispuserem de 65 minutos, temos:
sessenta  minutos isolados

R

ou

horas minutos

R

donde 65 se escreve
60

]

Voltemos ao calendario:
1 2 3 4 S 6 7
8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 31

(*) Trata-se de uma notagdo de minha invengio. Creio que deve-

mos escrever 30,5, 0 que segnifica 30 no sistema 12.
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Ha quatro semanas e 3 dias, que se podem escrever:

semanas dias 7

s s el s

E é 31 no sistema decimal que se escreve por con-
vengdo, sem precisar a base.

10

31 e nao
I 3 | 1 |

Mas o calenddrio disposto verticalmente é ainda mais
legivel no sistema 7, porque sé as semanas e os dias estao
no seu lugar.

18 111 T e LG
2 9 SRR IR B T 0 (RS OV T
310 111 i b e e e D O
4 11 1t q g 0
5 11 g L L A
6 1o B de i Wrred
7 1 7 i ili Wl a0
7 TS 76 7
1,3 |2 3||3 3|4 3]

é

10 17 24 31
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Esta constatag¢do € muito interessante porque as crian-
¢as que inventam o tabuleiro de xadrez de cem casas no

sentido «vertical» compreendem melhor, por que razao
encontram

1 11 21 31 41 51 61 71 81
2 12 22 32 etc.

3 13 23

& “ »

etc.

Isso permite-lhes uma melhor assimilacio do tabu-
leiro de xadrez de 100 casas «horizontal». E preciso des-
mistificar o sistema de 10 e ndo deixar pensar que ele nos
caiu do céu e que é um mistério.

Além disso, podemos deixd-las fazer muitas tentativas

com os sistemas, porque, caros professores de calculo,
0 que ¢ este trabalho, sendo a divisdao?

— Ndo, a divisao é isto:
31 7
3| 4
— Sim, sem divida, mas vimos que também era:
7+7+7+7+3 =31
e 31 -7 -7 -7 -7 =3

e (4x7) +3 = 3l
e 31 — (4x7) =3

d+d+d+d+r =D
D-d-d-d-d
dxq +r =D

D - dq

= I

= I
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E eis como isto

7
I4|3|
31

se trata da divisao.

Mas entiio o sistema decimal é a divisao? E claro que
sim.

E mesmo, parece-me, a divisdo de um nimero pelo
polindmio.

1on ... +10% +103 +10% +10" +10°

E evidente que se chega rapidamente aos quadros de
3 casas, de 4 casas, etc.

o
(o)
(@)
N
wn
O

Explicagio: 78 gkl gl

2 |24 |
459

e o exercicio é muito interessante. E na divisio que mais
preocupagdes temos com os restos.

159



Nos éramos privilegiados, porque tinhamos arranjado
um tesoureiro para os 1, um tesoureiro para os 10, etc...
Vejamos os seus nomes:

Filipe, para 1000 Bouffant, para 100
Patricio, para 10 Brient, para 1

Depois chegamos a

Filipe Bouffant
103 102
Patricio Brient
10! 10°

Esta personifica¢do das poténcias tem interesse porque,
quando mudamos de sistema, reencontramos 0s nossos
rapazes.

Sistema 7
Filipe Bouffant  Patricio  Brient
73 72 71 70
Sistema 2
23 22 21 20

Naturalmente que, também tinhamos pacotes, sacos,
malas para as poténcias 1, poténcias 2, poténcias 3, mas
rapidamente os abandondmos.
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Nao insisto senao para dizer que, para nds, depois,
1966 era claro.

103 102 10! D

b be [ e

Nota: Os canadianos tém o sistema bindrio na vida
corrente.

galao | meio galioruartilhj pinta lmeio litro

9? 23 92 ol |7 2
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QUADRICULADOS

Esta actividade foi uma revelagao para mim. Nunca
teria pensado nela! O que demonstra que, se o professor
se contenta em mostrar o que sabe, em manter o grupo
nos unicos caminhos que conhece, ha, para as criangas,
uma falta consideravel a superar.

E é de todo o interesse inspirar confianca a criatividade
infantil, que, felizmente, ultrapassa o mestre e os seus
estreitos limites.

Um dia, recebemos a brochura de Serge de Buzet,
sobre o rectingulo. As criangas apoderaram-se da ideia
e comegaram a fazer exercicios sobre quadriculados. E,
de repente, Jaime escreveu niimeros no interior. E iniciou-
-se a aventura rica e original dos quadriculados.
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Examinamos esta cria¢ao de Jaime e vimos que havia
a coluna dos impares e a coluna dos pares. (A paridade
agrada muito as criancas.)

Vejamos agora o que fez Robin: escreveu os 100 pri-
meiros nimeros, como se quisesse fazer um tabuleiro
de xadrez de 100 casas, mas coloriu a vermelho todas as
casas pares, o que da faixas brancas e encarnadas.

4 2|73 ¢! s é§7 8J9 4o

11|42 | 15 | 1¢ 75 16 17 }399 20
27|22 |23 |24 2526 27 |29 29 |30
37|32 |33 |34 35 36 3738 39 40
4142145 |44 45 46147148 49 |50
51/52|53|54 1555657 |58 59 60
67]62 63 |64 65 (66 67 68 69|70
7772|7274 7576777879 80
91182 |83 [84|85 (86 87 |88 89 90
97192 93|94 |95(969798] 99 100

Robin, muito contente com o seu feito recomeca:

112|z(4|5|6
71819 |1o]11}12
412|141 5 161717118
19120|21|22|23 |24
25 |26|2)|28|29|30
31(32|33\34|55|%6

Mas, desta vez, com 36 casas.

Verifica-se, é simples, que a paridade dd uma estru-

tura de faixas.
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Cristiano, atraido pela beleza das criagdes de Robin,
lanca-se no caminho aberto por Jaime. E, de repente, o
que é que se descobre? A estrutura do tabuleiro de xadrez.

Como foi?

1 |12 3 |49 5 6o F
819 L1011 |12113| 14
15 |16 |17 (18|19 120 |21
22|23 |24|25|26)27| 28
29|30(31|32|33 34|35
36[37138|39 |40 (41|42
4314445 46|47 |48|49

Enquanto que para o quadrado de 10 por 10 e o qua-
drado de 6 por 6, os pares eram agrupados em faixas,
agora isso altera-se. Pde-se a questdo, mas ndo hd res-
posta, pelo menos imediatamente.

Como se faz? Como se faz?

E Robin cria:

Ao observar esta criagdo, descobre-se que comega
por um branco e termina por um encarnado, porque hi
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um numero exacto de pares (branco-encarnado). Ora, os
pares conhecem-se, porque se usaram as réguas Cuisi-
naire. Recordo-vos a famosa igualdade referéncia de Remi.

branco + encarnado +b + e+ b +e +b +e =
=e+b+e+b+et+b+e+b
oud(h+e)=4( + b)

Que coincidéncia extraordindria: aqui, temos outra
vez pares «branco-encarnado» que se aproximam, neste
15 de Fevereiro, aos pares apercebidos em 15 de Outubro.

Apercebemo-nos que, para o quadrado de 7 por 7 de
Cristiano, ao alto, h 3 pares completos e o resto 1. O quarto
par estd dividido em dois, enquanto que, para 6 ¢ 10, os
pares se mantinham completos.

— Entao?
— Entao, quando a iinha de cima é um ndmero par,
temos faixas e, quando é impar, temos um tabuleiro de

xadre porque o que estd isolado dessarranja a linha se-
guinte.

Mas a construcdo de Cristiano sé nos tinha dado isto.
Efectivamente, Robin e Miguel exclamaram:

— Mas, a criacdo de Cristiano é a mesma coisa que o ca-
lendario. E exactamente igual.

— Como?

Porque na primeira fila do calendario também ha 7
folhas.

— Ah! sim, é verdade.

166

E as criancas descobrem que, também aqui, como no
calendario, o 8 estd sob o 1, porque*hd uma fila e 1.

j 1filael

5]

2 filas e 1

3 filas e 1

Reencontramos as classes de equivaléncia: 8 - 15 - 22
sdo da mesma familia: a familia de resto 1 (quando se
divide por 7) (mddulo 7).

E a familia de Jaime.

Podemos escrever:

8 = 5= 22 (médule 7)

Il

ou seja:

1 equivalente a 8 equivalente e 15 equivajente a 22
(médule 7).

Encontramos exactamente o que haviamos encontrado
no calendério. Verifica-se que nao hd necessidade de nos
preocuparmos com a assimilacao. Basta avancar a toa,
hd sempre comparagdes.

E eu prevejo que, em breve, nos contenta_remos em
avangar sem nos preocuparmos em meter as coisas na ca-
bega. Ao fim de 15 anos de pesquisa ininterrupta, a colheita
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seria prodigiosa (para ingressar no Ciclo. E porque nio
continuar depois no primeiro e segundo ciclo, numa orde-
nagao continua dos conhecimentos adquiridos).

Mas ainda nao chegdmos ao fim. Efectivamente Pedro
compara as duas cria¢ges de Robin e Cristiano:

~

5

1 345 6
7 8 9101112
1314151617 18
1920 21 222324
25 etc.

1 3 4 5 6 7
8 91011121314
151617181920 21
222324252627 28
29 etc.

Pde a questao:

— Como € que, para Cristiano, h4 um 8 sob o 1 e, para
Robin, hd um 7 sob o 1. Deve haver um erro.

O 7 néo € da familia de Jaime, posto que a familia de
Jaime € 1-8-15 - 22. E aqui, temos 1 - 7 - 13. Porqué?

— Pois bem, descubram.

— Eu sei porqué, diz Patricio. E porque, para Robin,
o modulo é 6, nao é o médulo 7.

— Ah, sim! diz Pedro. E para o outro quadrado de
Robin (10 X 10), a familia de Jaime é 1 - 11 - 21 - 31, etc.

Entdo a classe encontra-se, durante uns bons momen-
tos, submersa nos quadriculados (com um regresso ofen-
sivo  ¢>s modulos).

9 (mddulo 4)
14 (mddulo 6)

to

Q

Eis um exemplo de quadriculado.

A familia 1€ 1 - S - 13 (resto 1, médulo 4).

A familia 2 (a de Fanfan) é 2-6-10 - 14 (resto 2,
(mddulo 4).

A familia 3 (Patricio) € 3 -7 - 11 - 15.

A familia 0 (Robin) ¢ 0 -4 -8 - 12 - 16.
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E as criancas nao tardam a descobrir uma lei para os
quadriculados: a classe 0 estd sempre no fim. Por exemplo,
para 6, temos:

0-6-12-18 - 24 - 30 - 36.

E a classe zero, porque a linha de cima se encontra
completa e depois ndo resta mais nada. Assim, no quadri-
culado 4 X 4, temos uma fila de 4, ou seja 4. 2 filas, ou
seja 8, etc. 9

Digos as criancas que a classe 0 tem um nome, a classe
dos miiltiplos. Aqui, os miltiplos de 4, sio 0 -4 -8 -12-

16, e os multiplos de 6 sdo 0 -6 - 12 - 18.
Entao Jaime diz:
— Eu compreendi, comega-se sempre por zero.

[S9)

S5 6 T.#8

2

3.
9.
2

4
1

eoo
SN
o

—

4. 21.

E ¢é entdo a grande aventura dos muiltiplos, tdo agra-
davel para aqueles que se preocupam com as tdbuas de
multiplicacio (ndo é o meu caso).

Algumas criangas avangam até aos muiiltiplos de 12, 16,
19, etc., nada os detém. O que é interessante é que isso
parte delas e que demonstram uma coragem muito grande.
Enquanto que...
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Véem como derivamos do rectingulo de Serge para os
quadriculados, para a paridade, para os miiltiplos. Mas
eis que voltamos atrds, a luz das dltimas descobertas.

1 2
3 4
5 6
7 | 8
Mas é o que Jaime fizera!
2 -4 -6 - 8 sao miltiplos de 2.

E1-3-5-7.

E a classe 1, a classe de Jaime, a classe de equiva-
lencia 1 (médulo 2).

Porque no médulo 2 ndo hd sendo 2 classes: os muiil-
tiplos (a classe 0) e a classe 1, ou ainda a familia - resto 1
(mddulo 2).

O que vem langar uma nova luz sobre a paridade.

Mas, entretanto, o rio corre. Iriamos parar nos qua-
driculados? Em breve lhes vamos fugir. Mas, por enquanto,
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as criangas estdao a colorir horizontalmente as filas e ja
nao escrevem 0S numeros.

Alguém pergunta:

— Quantos quadrados hd?

— Descubram.

— Pois bem: 12 quadrados na linha de cima. 5 filas
iguais fazem 60.

— Sim, porque se pode dizer 5 vezes 12 (12 X 5) = 60.

Assim, decobriram sozinhos, sem que ninguém lhes
perguntasse nada, o calculo da drea do rectidngulo.

No inicio da minha carreira, eu explicava a li¢io uma
iinica vez (infeliz daquele que ndo estivesse presente no
dia da li¢@ao). E, com uma simples demonstragdo tio clara
aos meus olhos, era obrigatéria a sua compreensao.

Enquanto que agora, apds um exercicio «inumeravel»,
tudo é perfeitamente assimilado.

E eis que Patricio inventa algo. Faz um quadriculado
sobre as duas paginas do caderno de matemadtica. E desta
vez, ele nao os pinta.
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Robin segue a mesma via: quadricula uma folha. Cal-
cula: 20 filas de 33 faz 660 quadrados.

Custo a crer. 660 quadrados uma tunica pagina.

Mas tenho de me render a evidéncia.

E claro que eu sabia calcular 20 X 33 = 660.

Mas eu ignorava o que isso podia representar, na rea-
lidade, porque sé o sabia abstractamente. Mas as criangas,
essas saberao o que representam 20 X 33 quadrados.

A auséncia de cor permite-nos reencontrar a proprie-
dade comutativa da multiplicacdo, tendo em atencgao
também as filas verticais.

Ha assim um progresso para a abstracc¢do, porque se
passa sem o apoio da cor.

E, um dia, abordar-se-a o rectingulo nu, em toda a
sua pureza.

Serd possivel, com a continuagio, que a férmula
S = C X 1 seja introduzida no decorrer da vida escolar
da crianga. Mas far-se-d sem prejuizo, porque tera tido,
anteriormente, um duplo exercicio: exercicio com os sim-
bolos e exercicios com o rectingulo. E a lei serd entdo
perfeitamente aceite e assimilada.

Eu fiz batota. Robin ndo me tinha apresentado 20 filas
de 33, mas 19 de 33; pensei que estaria acima das suas
forcas e disse-lhe que prolongasse os seus tragos até obter
uma vigésima fila. Entdo, ele calculou 10 X 33 e depois
20 X 33.

Mas venho a encontrar o seguinte, no seu caderno:

19
X 33

57
57

627

Eu exclamo:
— O qué, tu sabes fazer estas operagdes de dois al-
garismos? No entanto, nés ndo a tinhamos visto senao
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uma vez e apressadamente, quando Patricio me tinha
perguntado como se faziam.

— Sim, eu tinha compreendido e agora vou continuar.
Descobriu entdo que

18 172 16
X 33 X 33 X 33 etc.
0
até FEE

Evidentemente Jue vdrios camaradas o seguiram. Se
bem que se tenha posto de parte o quadriculado para abor-
dar a multiplicacio.

Chegou o momento, creio, de felicitar o mestre. Em
lugar de manter, forcadamente, o rebanho dentro do qua-
driculado, matéria tdo rica, deixa-os a vontade. Sera pre-
Ciso muita coragem para isso? Claro que nao. Claro que
nao. Agora, sei que voltaremos a esse assunto, tal como
voltdimos a paridade (a propésito das classes médulo 2).

Assim, a partir de Serge de Buzet e sem fazer o que ele
fizera, tinhamos abordado, sucessivamente, o tabuleiro
de xadrez. a paridade, as classes de equivaléncia, os miil-
tiplos, os moédulos, os pares, as filas, os quadriculados,
a drea do rectingulo e eis-nos na multiplicagao.

«O essencial, diz Pierre Macherey, é que a ordem que
a ciéncia institui, é sempre proviséria. Deve-se trabalha-la,
confrontd-la incessantemente com outros tipos de ordem.
E esta passagem de ordem em ordem, por rupturas suces-
sivas, que define o processo do conhecimento.»

Noto, de passagem, que também tivemos ocasido de
rever as poténcias, posto que algumas criangas tinham
calculado as dreas de virios quadrados. Assinalei, de pas-
sagem, que eram poténcias, como as que tinhamos conhe-
cido no inicio do ano.
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Mas ninguém se interessou por elas, ninguém se deteve
nelas. Nio insisti, porque agora tenho confianca: sei que,
necessariamente, no futuro, se produzirio uma ou mais
repeticdes.

E preciso constatar, caros camaradas, que me modi-
fiquei muito. Outrora, teria feito parar toda a classe e teria
pisado e repisado esta tecla, até ter a certeza que as crian-
cas sabiam tudo. E sé depois teria continuado. Porque,
procedendo dessa maneira, nao teria feito outra coisa e
teria, sobretudo, parado o motor que se encontra em cada
uma das minhas criangas. E ter-se-iam tornado veiculos
mdveis mas niao automoéveis. Entdo, teria de as rebocar,
como fazia antigamente, com muito custo. E quando eu
parasse, elas paravam também sobre as suas pequenas
rodas de ferro, incapazes de fazer, por si proprias, um
movimento.

Felizmente que isso terminou. Deixei de bater com toda
a forca numa tecla, depois noutra, depois noutra. Nao, eu
ndao me preocupo, deixo que se trate livrcemente de varios
assuntos. A vida se encarregara de os ir ordenando.

Nao fago parar a classe, porque tenho confianca. Ja
ndo tenho medo de ndao cumprir o programa, porque su-
primi o programa. Sim, tenho confianga; se as criangas
tiverem toda a liberdade de proceder a um exercicio inu-
meravel, a colheita sera rica. E, se o seu apetite se torna
maior, entdo posso estar tranquilo e deixa-los avancar.

O essencial na 2.2 classe, é de abordar, uma primeira
vez, e solidamente, as nogdes, a partir da «intervencao»
do meio ambiente ou a partir de criagoes das criancas,
num clima afectivo que contribua para a fixacdo dos conhe-
cimentos.

As adivinhas em X

As criangas gostam de brincar com as incdgnitas.
Deve dar-se-lhes essa oportunidade. Eis algumas equagoes:
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x+10+x =100 — x = 45
100 +x +x =108 —x =4

Nio sei como isso se passa, mas a passagem de um
termo para outro membro faz-se sem dificuldade.
Exemplo: 90 + x = 100.

Pode-se tirar 90 a esquerda, na condigdo de se tirar
90 a direita.

Com a continuagdo, mostrei os meus calculos e de-
monstrei que era necessdrio tirar uma mesma quantidade
para conservar o equilibrio; mas ja tinham assimilado isso.

X +X =x —s x = 0 (Pedro)

Fracgoes

Tinhamos de chegar a elas, posto que tinhamos equa-
¢oes do tipo

x +x +x +x =1

E como se tinha uma experiéncia da divisao, dividimos
o cubo de valor 1 em 4 e isso fazia %

Entao surgiu:

Il

X+x+x+x+x+x +x=7—X
X X X e +x = 48 — X

Il

x+x+x+x+x+x—%-x+x-+-x:_196

1

—_— X = —

10
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X+X+X+l;0 —_—> X = -—

9 3
X Fx +x = _ X = -
9 9
P}
x+x+x+x;,i‘0 — % — 5,,,
20 20
|3X:~—B——> X - _l_,
12 12
P L S ‘2 s

Como se procedeu aqui? Fizemos torres de distri-
buigao. Tomdmos L de barra de chocolate e cortimo-la

em 4 (ficticiamente), o que dava 11_2

Evidentemente que se trata do processo cldssico ¢ o
professor habitualmente faz essa demonstragio uma ou
duas vezes no quadro. Mas aqui o exericio foi muito mais
longo, muito mais rico, muito mais extenso. Tivemos muito
tempo para fazer tentativas.

5 5
x +x +x +x = = X = —
Como se processa isso? Desenhamos os 2
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e fazem-se torres de distribui¢do, cortando cada quarto
em 4 bocados, o que faz

O primeiro quarto fornece um bocado para cada um dos
X e como hd S quartos, da:

5

16

Evidentemente que o processo é infantil, a PrOV?_le
que as criangas de 7 anos a compreendem e acham facil.
O que efectivamente é.

Problemas

Inventam-se muitos problemas e, este ano, comecamos
com facturas ficticias.
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Eis algumas:

Pedro Deve O professor deve

100 | vacas 105

150 | porcos 100 1 vaca 30 francos

200 | bicicletas| 200 1 cavalo 60 francos

200 | pdssaros | 012 1 carroga 80 francos

240 | corvos 201 1 quinta 100 francos

200 |pombos 014

200 |casas 021 270 francos
Total 653

Trabalhdmos bem com as facturas, porque as criangas
gostam deste assunto.

Eu tinha facturas verdadeiras na minha pasta (nao
facturas .«preparadas anteriormente», mas «a posteriori»).
E as criangas referiam-se, espontaneamente, a «Joana
compra» e ao «Télex-consumidor». E verificivamo-las
a noite.

Naturalmente que ndo teria pensado nisso sozinho.
Elas tiqham uma longa experiéncia das tabelas de pregos,
que faziam parte da sua vida de todos os dias. E eu nem
pensava em esclarecé-las por uma reflexao critica da classe.
Mas em que mundo vivo eu, entio? Eu vivo baseado em
antigos métodos de trabalho, enquanto que as criancas
possuem mil informagdes novas, nas quais eu nio penso,
por falta de clarividéncia. E preciso partir da vida, sim,
mas da vida delas.

E pode dizer-se que o educador que nio vé televisio,
fica, muitas vezes, aquém. Enquanto que, a partir das
apostas das corridas de cavalos, das aventuras para crian-
cas, se podem inscrever bastantes coisas, nog¢des impor-
tantes, nos espiritos infantis. nos espiritos infantis.
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Os problemas expostos permitiram-nos encontrar estru-
turas, j4 abordadas pela abstracgio de Cuisenaire ou pelas
invengdes imaginativas.

Creio que seja uma ideia nova para a Escola Moderna.
Eu passava por um herege; mas encontrei um apoio em
Bachelard.

Bachelard afirma que as matematicas sao realizantes.
O espirito da crianca deve poder jogar livremente sem qual-
quer restricio, sem qualquer referéncia obrigatéria ao
concreto, no céu, poder-se-ia dizer. E eis que, subitamente,
pousa e se passeia por terra como se nunca a houvesse
deixado. E como Anteu, retoma forga apoiando-se no real.
Engel escrevia também que todas as criagdes matema-
ticas do homem encontravam a sua ilustra¢do na natureza.

Mas é perigoso querer formar o espirito matematico
assente somente sobre problemas reais.

Isto ndo quer dizer que seja necessdrio afastd-los,
pelo contrario. Mas os problemas reais, naturais (reﬁro-mg
aos que se impdem verdadeiramente a classe sem a soli-
citagdo do professor), ndo sao assim tdo numerosos. E se
quiséssemos alimentar-nos sé disso, seria um malogro. E,
de resto, a causa do malogro do calculo vivo fora das pe-
quenas classes. Nao se sai das «idas as compras», gira-se
num ciclo. Vamos a matematica! a matematica!

Querer fazer compreender o célculo referindo-se a
coisas da vida é introduzir quantidades de componentes
parasitas que perturbam a compreensao. Enquanto que
para a captagdo da estrutura da divisdo

2x = 24—>x = 12 é mais simples.

E é certamente, por esta razdo, que as criangas de 7
anos preferem os problemas de dlgebra «porque é mais
facil».

Entido parece claro: a vida no inicio com todas as suas
ricas conexoes... € @ chegada. Mas, entre os dois, um de-
sapego extremo. Pensai nos treinos dos futebolistas entre
os jogos. Os jogos sdo a vida rica com os seus multiplos
aspectos (camaradas, adversarios, publico, arbitros, com-

179



peti¢do), mas o treino (o exercicio) € muito mais rigoroso
e é no siléncio e na austeridade dos campos de treino
que se constréi uma vid: com mais €xito.

Passo sobre uma aventura de lapis de diferentes cores
que seria um pouco longa para contar aqui, e no decorrer
da qual se falou de vectores, de estatistica, e de maquina
de calcular. Expliquei o seu funcionamento ¢ a 2.2 classe
e mesmo a primeira seguiram com paixdo esta histdria de
cartdes perfurados. E lembraram-me os cartoes perfu-
rados do Seguro Social, que tém de assinar na escola e
os recibos de electricidade. Portanto, isto faz parte da
vida.

Descobrimos que em todos os problemas existem
quatro elementos.

Ha primeiramente as informagaes,

depois as questdes que se podem formular,
depois o programa que se estabelece,
depois as respostas que se obtém.

Temos, portanto, 4 sectores de exercicio e, em relaciao
a cada criagdo, podemos criticar os diversos aspectos:
insuficiéncia de informacéo, irrelevincia das questdes,
erros dos programas, erros das respostas.

Enunciados

Alguns enunciados sdo bastante reveladores da per-
sonalidade da crianca.

Eis, por exemplo, os textos de Patricio, a quem se
tinham destinado as caixas de aprendizagem, porque era
jovem e «pouco permeavel a experiéncia».

Mas ele trabalhara com tanto ardor que fora capaz
de se juntar ao grupo dos investigadores. Faz experién-
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cias no plano dos enunciados e € o primeiro a rir das suas
insuficiéncias. Toda a classe ri também. Mas eu aper-
cebo-me que hd no seu trabalho algo que se pode apro-
veitar.

Além disso, ndo se pode sempre aproveitar algo dc
todas as coisas? E quantas vezes é proveitoso o trabalho
sobre os dados fornecidos pelo proprio. Se Patricio anun-
ciou os seus proprios problemas, é deles que se deve
partir, para que ele progrida. E a sua criacio, o seu pen-
samento que € necessario esclarecer.

«Tenho um copo, parto-o, sou obrigado a comprar um
outro.»

Discussado

1—1+1=1

Ha um «pacote de zero» (dois oponentes).

«Tenho uma caixa, ela tem um buraco. Meto-lhe dgua,
a dgua torna a sair pelo buraco.»

Insuficiéncia de informacao.

— Quanta dgua metes?

— 1 litro.

Ah! bom. Entao temos Il — 11 =0lou0Ol+ 11—
—11=01L

Verdadeiro também para x litros.

— Tenho um cdo, vendo-o, jd ndo resta nada: 1 —
—1=0.
— Tenho um gato. Ele come ratos.

Insuficiéncia de informacao. Nao se pode perguntar
nada, porque nao ha informacdes suficientes. Que estes
problemas assentem sobre os nimeros 1 e 0 nio tem im-
portancia. Se houvesse 1585 / seria a mesma coisa. Os ni-
meros t€m pouca importdncia. O essencial é que a nogdo
de nimeros simétricos seja bem abordada.
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Produto cartesiano de um conjunto por si proprio
(«Tabuas» de Pitagoras.)

Este ano, e porque tinha S canhotos declarados (e 3
escondidos), tomei consciéncia da importiancia de uma
boa «espacializagio». A fim de a favorecer, permiti um
exercicio importante no espago (em gindstica: na aula e
no péitio) e um exercicio importante no plano das estru-
turas abstractas. Para este tltimo ponto, introduzi os xa-
drez de 1, 2, de 3, e mesmo de 4 pegas (rei, rainha, torre,
bispo). Organizdmos jogos e para tal tivemos de criar
eliminatdrias, como as de Rugby de Teledomingo (sempre
a vida).

Havia 4 jogadores: Pedro, Remi, Miguel, Robin. Como
organizar os jogos com as brancas, depois com as pretas?

Fui estipido: devia té-los deixado ensaiar para montar
esta estrutura. Em lugar disso, propus-lhes o quadro se-
guinte, que foi bem aceite, porque o desenhdmos a giz
no chao.

BRANCAS

PRETAS

Sucessivamente, os jogadoves pretos destacam-se do
grupo da esquerda para vir assegurar as suas partes
brancas e contra as outras 3. Por exemplo, Pedro que nao
encontra Pedro vem apresentar-se diante de Remi, depois
Miguel e, por fim, Robin.

Mimdmos estes encontros sucessivos avangando nas
casas desenhadas no chido e, tendo a mdo as pegas brancas
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ou pretas. Isso foi perfeitamente compreendido. (Na se-
quéncia examinamos os resultados de futebol de Trégastel.)

Fiquei espantado ao ver como as criancas compreen-
diam facilmente aquilo. Achavam muito natural.

Deste modo, quando, algum tempo depois, Miguel
inventou a sua «tdbua de Pitdgoras» da adi¢do, pudemo-
-nos referir imediatamente ao que ja tinhamos descoberto.

E desta vez, os jogadores eram: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9, 10.

E a relacdo ja ndo era «fazer um jogo com» mas «adi-
cionar a».

Observdmos a criagio de Miguel e como ele tinha
colorido os pares a encarnado, verificimos as diagonais
(aqui sao os duples que estao em diagonal — na verda-
deira tdbua de Pitigoras com a relagao x sao os quadrados).

Relation +
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Miguel tinha compreendido tio bem esta historia de
diagonais que comegou um segundo quadro, comecando
pelo meio.

Remi tentou imitar Miguel, mas manifestamente nao
tinha compreendido nada. Mas quinze dias mais tarde,
recuperou o tempo perdido, inventando a verdadeira
tabua de Pitdgoras, apos uma discussdo sobre as classes
zero, ou seja, as classes de nimeros que, divididos por um
outro niimero, ndo dao resto. Tinhamos trabalhado com
os multiplos e até com os miiltiplos comuns descobertos
por Jaime. Com efeito, tinha havido uma crise de multi-
plos e tinha-se escutado o que cada um tinha encontrado.

0 e srdneideg 8e. 10412, 14 16. -18 20 2
0 3 6 912 15 18 21 24

0 4 8 12 16 20 24

0 6 12 18 24

(8]

24

0 8 16 24
0 12 24
0 24

No dia seguinte, Remi retomou rodos os miiltiplos e
descobriu a tabua de Pitdgoras. E, no dia a seguir, re-
comec¢ou, mas, desta vez, verticalmente. Compararam-se
as duas tdbuas: eram iguais.

Somente uma tinha os numeros 8 X 17 e a outra
11 X 18S.

O que ndo é de admirar: é como o tabuleiro de xa-
drez (1) com a diferenca que, aqui, a relagao é «multi-
plicar por», em lugar de «reencontrar» ou de «adicionar»,
como no quadro de Miguel.

(1) Desta vez a referéncia é o tabuleiro de xadrez.
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No ano passado, eu tinha proposto as criangas achar
também as tabuas de — e de + ou, se se quiser, o pro-
duto cartesiano dos primeiros ndimeros por si préprio
(—, ). Mas, este ano, niao proponho nada: nido fago
mais do que aceitar tudo. Se ninguém mais seguir a pista
sendo eu, o professor, que a vejo abrir-se, nao tem impor-
tancia. Se nao fizéssemos o que eu tinha entrevisto, é
porque estidvamos a fazer outra coisa. E viriamos a re-
cuperar o assunto um dia ou outro.

Discussdo de operagoes

Isso era para mim uma coisa totalmente inesperada.
Foi Jaime (uma vez mais) quem introduziu as incdgnitas
nas suas adigdes. Esta simples modificacdo abriu-nos
vastas perspectivas. (E sempre assim: é sempre um sim-
ples passo ao lado que permite sair do mundo em que se
vivia e aceder a um novo mundo. E, numa classe criadora,
ha muitas ocasides de «passo ao lado», quer pela sequéncia
de uma modificagao voluntaria, quer por consequéncia
de um erro, quer por sequéncia de uma transposi¢io ou
de uma aproximagido de duas coisas que ainda nao se
tinham visto juntas. Se bem que nunca se ande a roda:
apanha-se sempre a tangente de uma maneira ou de outra.)

Eis h 67

h + h = 9. Ora, nao existe o algarismo 4 1/2. Por-
tanto, ha um nimero que ird juntar-se a coluna seguinte.
Mas seria necessario que 1 + 6 + x = 18. Nesse mo-
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mento, seria necessdrio que x = 11. Ora x ndo pode ir
sendo até 9.

Para que seja possivel, é preciso que um 8 substitua
o 6,

seja h 8 7
+ hx?7

98 4

Vejamos ainda hih
+ hih

2592

Nao serve, porque para i + i, seria necessario juntar
um ndmero para fazer 9. E, como h + h = 2, isso nio
é possivel.

— Mas, ndo, disse Robin (o autor), & é 6.

— Ah! bom. Entdo i é 4. Mas h + h (6 + 6) ndo
dd 25.

Mas o autor ndo se deixa perturbar por tio pouco.

— Mas ndo, 0 i é 9 e hd um niimero a juntar a h + h.

Mas para 1+ h + h = 25, Robin é obrigado a con-
fessar-se vencido. E além disso, 25 ultrapassava 19. Mas,
por dqas vezes, Robin tinha sabido responder a critica. Sdo
tais discussdes sobre o fundo das coisas que agucam a
inteligéncia e permitem compreender bem as operagoes.

As criangas gostam destas discussdes sobre as opera-
¢oes que conduzem sempre a surpresas.

10, é «um, zero»

A propésito de surpresa, eu tive uma, e de que ta-
manho! Foi Jaime, o da 1.? classe, quem a provocou.
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Pés-se a escrever os dez primeiros nimeros nos diversos
sistemas. E depois de alguns exercicios, ele construiu o
quadro seguinte:

| 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Systéme 2 1 10 11 100 101 1o 111 1000 1001 1010
s 3 | 2 10 11 12 20 21 222 100 101
S a 1 2 3 10 11 12 13 20 21 22
S 5 1 2 3 4 10 11 12 13 14 20
S 6 1 2 3 4 S 10 11 12 13 14
s 7 1 2 3 4 5 6 10 11 12 13
s 8 1 2 3 4 S 6 7 10 11 12
s 9 1 2 3 4 N 6 7 8 10 11
S 10 1 2 3 4 S5 6 7 8 9 10
s 1 2 3 4 ] 6 7 8 9 10

De que se trata?

E simplesmente o quadro da divisao dos 10 primeiros
numeros (salvo 1). E escreve-se o quociente e o resto
(ou os restos).

Assim 5 <+ 4 é 1 e o resto é 1.

Portanto, S escreve-se 11 no sistema 4.

No sistema 2, 5 dividido por 2 da 2 e resta 1, mas 2
dividido por 2 dé I e resta 0, S escreve-se entdo 101.

Mas eu aceitava muito bem que 2, 3, 4, se escrevessem
10 nos sistemas 2, 3, 4.

Mas quando vi que 10 se escrevia 10 no sistema 10,
fiquei surpreendido.

Assim este dez tao carregado efectivamente (10, a nota
positiva na escola — o 10 de paus — uma nota de dez
mil francos, etc.) era um banal «um, zero». Que surpresa
provocada por um rapaz da 1.2 classe. E que vantagem
para ele, poder navegar tdo facilmente no oceano da nu-
meragao!

Para terminar com o sistema de numeragio, eis algumas
invengdes de Patricio e de Cristiano.

230 560 1000000000 2
[4fs] [2fof [7]a] TJofo]1]
928 1i20 7000000004 1
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VECTORES E COORDENADAS

Ao regressar de Perpignan, estava bastante decidido
a lancar os vectores para o crisol da classe. A este propé-
sito, é necessdrio que eu esclareca a minha posicdo. Até
ai, tinha praticado quase unicamente (95 %, pelo menos)
0 ensino «a posteriori». Ndo tinha proposto nada, por
assim dizer. Mas tinha aceite tudo. Tinha-me espantado
com 0 que as criancas nos tinham permitido abordar.
Mas, no fim do ano, quis sondar as possibilidades das
criangas em dois ou trés campos determinados. Tendo
jé obtido certezas sobre a possibilidade de uma pedagogia
da criagdo na 2.? classe, queria ter outra certeza sobre o
nivel de compreensio das criancas. E estava proﬁto a exa-
minar a atitude das criangas perante certas estruturas
que nao eram habitualmente do seu nivel.

Mas, em relagdo aos vectores, nio tive de fazer qual-
quer esforgo. Com efeito, os desenhos das minhas criancas
representam frequentemente os filmes de «cow-boys».
E as setas voavam de todos os lados.

Disse-lhes: «Poder-se-ia desenhar unicamente setas,
as quais se poderia dar o nome de vectores.»

Eis a primeira cria¢io de Pedro.
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Constuatugoes

Sao todas horizontais, excepto uma.
Nio sio do mesmo comprimento.
Eis outras criagoes:

v ]
N NN

Ha vectores que se tocam, que se seguem, que estdo
em angulo recto (perpendicular), que sdo iguais, que sdo
iguais em comprimento, mas ndo orientados no mesmo
sentido.

Eis:

\

y N

«E uma rodu, os vectores partem todos do mesmo
ponto. Mas sdo desiguais. Se fossem iguais, poder-se-ia
Sfazer uma roda de ferro. E como o ponteiro do desper-
tador. »

Entao examinamos o ponteiro do despertador e as suas
diversas posigoes.

Assim, partindo de uma constru¢do em abstracto, de-
sembocamos no real. E isso é constante (e repito-o cons-
tantemente para os camaradas que disso duvidam).

A B C
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—_— —
EF+ FC = DA (mesmo comprimento, mesmo sentido)
I_HSS ) — —
ED diferente de (AB + BC) (sentido contrario)
— — —
AB + BC = — ED

Nao apresento aqui todas as criagdes porque elas sdo
muito numerosas.

Vejamos a de Patricio:

— —

—
AB + BC = AC

AB + BC = AC ¢ falso do ponto de vista do compri-
mento, mas

— —_ —_—
AB + BC = AC
é certo do ponto de vista do deslocamento.
o——

—_
T+ (-1 =0 (vector nulo)
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—
Pedro disse que 0 ¢ um neutro, nao modifica nada.
Miguel disse:
— E se se fizesse assim, o que é que teriamos?
— Teriamos uma adi¢do de vectores. teriamos v.

Mas se se completasse a volta, teriaumos zero? E claro
que sim.

O que temos?

. . -_ -_>
Miguel diz: u + v

— Sim, e que muais a_l_'gdu?

. —_
Pedro responde + (— u) e 0 outro ¢ — v.
Temos entido

VAV W+ (v
Jaime diz: hd opostos; podemos fazer grupos de zero.
— — —
u+t(—u)+v +(-.—_\7) :_6 (vector nulo)

Imediatamente Patricio exclama:
Pois bem, fizemos isso em Morlaix. Procurdvamos da
gare, passdamos por quatro ruas e encontrdmo-nos no
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mesmo ponto. Tinhamos feito um vector nulo (sempre

0 recurso a vida).
Mas Miguel quer saber mais. Ele diz: =
— Se fizéssemos duas vezes, isso daria ainda 07?
Evidentemente que sim.

— —_ = — — — - = =

u + v u v+u+v-u-v=0
—> - - b —

ou 2 (u+v -u v) =0

= — —
E 3 vezes = 0 e 4 vezes = 0 e 1000 vezes = 0.
— E duas vezes, como eu tinha perguntado?

=l

<

O que é que da? Vejamos:

<}

&

l <
<

|
c

4 —_—
Da 2 v.

Eu sabia-o mesmo sem o desenho, diz Pedro, por

causa dos pacotes de zeros.
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e — Ter-se-ia podido comegar por — u, ter-se-ia che-
- u
gado ao mesmo ponto.
Pl &, o i - Pode verificar-se na classe.
utv-—-u-+u-+v-u 2 v
. — Sim, a adigao dos vectores é comutativa:
— Ah! bom, e isto?
=
-u - — — —
s 4v-u=_u+4v
o -
Vi
) —
|V
Y Mas, Miguel, decididamente apaixonado pelos vec-
V| > tores, diz:
u
N rve — E agora, o que é que temos?
U
N =>
Pedro diz: ) d
Ha opostos e, Jaime diz que isso faz: _ Q—Bl 37
- — — B
4v+2u - 3u

=%
AL _‘*on +27% I+4T>’
— —
=4 v - u

+27 2
Poder-se-ia fazer somente: +43
- — — — — — —
\7’ —a—-b+2a+2b-3a-3b+4a
— — — —
7 +4b-5a—-2b=-3a
—>
,V
=2 . . =
Lv Discussao. Todo este caminho para — 3 A.
T Nao valia a penal
; i Verificamos na classe e vemos Daniel, que vai do ponto
Ter-se-1a _gax?ho tempo. O ao ponto B, fez no total a mesma desloca¢do que eu,
Mas Remi diz: que giro a volta das mesas da aula.
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Ao olhar o livro de Papy, proponho substituir as car-
teiras da aula por pontos.
Vejamos o que da:

E o inicio de toda a nossa experiéncia das coordenadas
cartesianas, quandv tomamos as carteiras como pointos

e ja nao as coordenadas no quadro, como tinhamos feito
no ano passado.

E o ponto origem € a carteira de Jaime, da 1.? classe.
E podemos desenhar as carteiras Jde cada um no quadro.

0 (Jaime)

E cada um pode procurar as suas coordenadas, pro-
curando o5 seus a e os seus b, como no livro de Papy.

0 a

Mas, posto que eu falava de vectores, volto a relagao
de Chasles.
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Passo por alto os exercicios, as descobertas, todo o
processo que nos permitiu chegar tdo proximo da «relacao
de Chasles», que digo a mim mesmo:

«Porque nao?»

Eis trés pontos

. . .

A B C

Mas, para compreender a sequéncia, € preciso que vos
diga que eu tinha levado a classe uma critica de meu filho
Hervé. Ele tinha dito:

— Tu ndo me vais fazer crer que, quando alguém
quer ir de A a B, se diverte a passar por C.

Patricio exclama:

— Es tu quem tem razdao. No outro dia, a minha mae
queria comprar um fogdo para fazer crepes, na loja de

ferragens. Mas, estava distraida: tinha chegado a far-

mdcia, e disse:
— O que é que eu fago aqui? Tenho de voltar atrds.
Assim, para ir de um ponto a outro, hd duas vias: a
via directa e a via distraida. Portanto, trés pontos

A B C

E seis animais (2 em cada ponto)

Directa Distraida

— — —_—

Partimos de A o rato vai para C AC = AB + BC
— p— —_—

o ourigo vai para B \B =~ AC + (B

Partimos de B a tartaruga vai para C BC = BA + AC
0 urso vai para A BA = BC + CA

pa— —_— -

Partimos de C a raposa vai para B CB = CA + AB
a galinha vai para A CA = (B + BA
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— Oh., senhor professor, para a rota distraida, hd
sempre, no meio, a mesma letra. Porqué?

Procurdmos e compreendemos que para ir de um ponto
a outro se pode ir directamente.

A B

.Sc se passa por um terceiro ponto, a cabeg¢a do pri-
meiro vector torna-se o pé do segundo vector. E assim
temos AC e CB.

o N " .. .
‘_Flhpe (1.* classe) diz: «O meu pai é motorista de ca-
mides. Faz Trégastel - Lannion, passando por Perros.

Mas, algumas vezes, vai directamente de Lannion a Tré-
gastel. »

Examinemos:

-L

(De Lannion hd também Trégastel directo e Perros-
-Guirec directo, Ah! ah! ah!) ’

- —

—
LT = LP + PT
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Véem como as criangas procuram sempre reinvestir
no real o que se construiu no imagindrio.

Mas, por vezes, hd obstaculos.

Eu conto:

«A Sra. Le Bohec e eu procurdvamos um buraco de la-
vagante nos rochedos. Foi a Sra. Le Boliec quem o encon-
trou, mas eu ndo me pude juntar a ela. porque havia dgua.»

— Sim, nadando.
— Ndu, a dgua estava demasiado fria.
— Era preciso ld ir de qualquer maneira. Ah! ah! ah!
Patricio: «O meu pai queria ir andar de barco. Mas
tinha de dar a volta pelo dique, embora sé tivesse de
atravessar dez metros.»
Jaime: «Fu, quando for a Itdlia, vou pela estrada
directa, porque quero passar pelo time! de Monte Branco.»
— E isso, pode-se passar através dos obstdculos em
lugar de os rodear.

°

Courmayeur

Chamonix

Robin: «Algumas vezes, muda-se de camioneta em B.»
A B C

S e —

—  —> —
E faz-se AB + BC em lugar de AC.
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— E mesmo quando se pede boleia. O meu irmdao...
— Sim, sim, a Relagdo de Chasles, encontra-se por
toda a parte na vida.

Neste momento, Miguel conduz-nos aos pontos do
livro de Papy e as carteiras que se podem representar por
pontos. Eu substituo os ¢ € os b do livro por x ¢ y.

Cada um procura as suas coordenadas.
Vém mostrd-las sobre o desenho do quadro. E escre-
vem-nas no seu caderno de matematica.

Ha descobertas.

— Eu. diz Robin, estou como Rogério para Juime,
mas estou do outro lado.

~ — Verifiquemos. Vao os trés para a vossa carteird.
E verdade. !

Robin X .

Roger

— E simétrico, diz Remi.
Fico confundido. Mas, entdo, para onde me arrastam
eles? Eu grito:

— Parem, parem, tenho medo!
Eles riem:
— Ndo, nao, vamos continuar.
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E cada um vai procurar o seu simétrico em relacdo a
Jaime Bonny. Mas Jaime Le Guern descobre que ele nao
tem simétrico.

IH.IL
g

Jacques AT e
Le Guern Philippe

Mas Patricio:

— Tens, tens, é o Homem Invisivel. (Ele tinha visto
um filme na televisdo. E assim introduz o imaginario.)
— Também eu sou simétrico do Homem Invisivel.

Discussao.

— Mas, ndo, é Jaime Le Guern.

— Sim, mas eu, ndo é em relagio a Jaime Bonny, é
em relacao a Brient (B).

— Oh! isto complica-se. Se nos pomos agora a mudar
as pontos de simetria.

Naturalmente que o fazemos. E vamos para as carteiras,
para verificar. Mas as criangas saem do quadro das suas
carteiras e falam da minha secretaria, do aquecimento
e dirigimo-nos assim para o plano da classe, no qual eu,
evidentemente, nao pensava. Sim, pode caminhar-se a
toa, pois chega-se sempre a qualquer parte.

Familia de pontos

Mas eis que alguém faz a observagio de que Jaime
Le Guern - Pedro - Jaime Bonny - Gilberto estio na
mesma linha.
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X

Estudamos as coordenadas destes pontos
(-2, =2) (=1, =1) (0, 0) (+1, +1)

FE que os y sdo semelhantes aos x.

Eu digo:

— E a familia y = x. Entdo os da primeira fila, que
também estdo em linha recta, que familia sao?

Procuremes os seus numeros (digo indiferentemente
os seus nimeros ou as suas coordenadas para os habituar

ao termo).
Robin (— 2 + 2) Pascal (— 1 + 2)
Didier (0, + 2) Marcos (+ 1 + 2)

Nao édificil, éy = + 2.

R P D M
X x X x

Mas querem saber: e a outra diagonal?

X

oOx

X

Achamos (—.2.+ 2), (51l 561),(0,,0)
(+1,- 1) (+ 2:= 2)

E a familia dos opostos: y € o contrdrio de x. Eu digo
y = — x. E aceite e mesmo compreendido. Mas eu acres-
cento que, para que seja mais completa, em lugar de
(0, 0), se deveria dizer (+ 0, — O0).

«Ou — 0, + 0, diz Patricio. £ @ mesma coisa, posto
zero.»

Eu aprecio. .

Neste momento, caminhdvamos iguaimente no campo
da teoria dos conjuntos. E na sequéncia de um trabalho
sobre a selecgdo dos sapatos da classe (sapatos altos, sa-
patos baixos, de lona, ndo de lona, de cabedal, de bor-
racha), escrevi no quadro coordenadas de pontos, para ver
o que iria dar. Eu ndo esperava encontrar o que encon-
tramos e sobretudo tanta compreensao (principalmente
da minha parte).

Eis o que deu:

+3. 2 ,_—\—2,4'2




Cada um veio estabelecer uma relagao entre os pontos
que queria.

A relacdo indicada atrds é a de Miguel. Ele escolheu
os seus pontos, por serem opostos (ou simétricos).

— E fdcil, ji a conhecemos, é a relagio y = — x.

Robin: Fu escolhi outros pontos:

(+2,-2) -2,+2 +2,+2

E fécil, s6 temos 2. Verifiquemos no quadro.

Ele poderia ter incluido um outro — 2, — 2.
X . . . X
5 ne O s s
. . . . X

— FEu, diz Pedro, tomo todos os pontos, salvo + 2 + 2.
Porqué?

— Porque este ndo tem sinal — e todos os outros tém.

—E(+ 1L —D(+2 —2)(—1, +1)(—2 +2?

Verificamos no grafico.

Demonstro-lhes que nao ha ninguém nos sectores
de coordenadas do mesmo sinal. Ndo sei se eles com-
preenderam. Mas eu, eu compreendi. Assim, aos 45 anos,
descubro que os pontos de um plano podem ser unidos
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por uma rela¢io. E um mesmo ponto pode entrar em re-
lagdes diferentes.

— Como, tu ndo sabias?

— Ndo, s6 estava informado. Agora, que tornei a des-
cobrir, sei-o definitivamente.

E uma loucura o que aprendo com as minhas criancas.
Isso verifica-se porque, em lugar de seguir passivamente
como um professor, devo manter-me alerta para responder
as questoes.

Devo confessar-vos que estou um pouco receoso quando
vejo para que caminhos me deixei arrastar. Felizmente
que posso afirmar. — Ndo, ndo é uma loucura, posto que
a cada instante se pode chegar ao real, ou seja, as posi-
¢oes das carteiras na classe. Isso di-me confianga.

Mas o que descubro é a facilidade das criangas neste
campo. Elas situam-se bem na classe, no patio de recreio,
no quadro, nos seus cadernos. Isso é positivo. E temos
sempre, se ha necessidade disso, a referéncia do real.

O que nao impede que eu trema. Tento sondar as pos-
sibilidades de compreensdo das criancas desta idade.

Mas entrevejo o infinito e digo para mim:

— Se as criangas podem abordar isto aos 8 anos (com
a ajuda do real), ndo estardo os programas desordenados
do principio ao fim?

E as nossas concepgdes pedagdgicas?

Felizmente que estamos a 15 de Junho. SO mais trés
semanas de aula. Espero bem que a nossa actividade ma-
tematica de exploracdo se torne um pouco mais lenta e
que possamos respirar um pouco. Sim, tornou-se um pouco
mais lenta. E paramos na criacao de 0,0 (Jaime Bonny,
1.2 classe).
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Reproduzo este desenho no quadro e os comentarios
comegam:

Patricio: Isso ndo estd certo. Devia ter-se continuado
sempre em linha recta (linha ponteada desenhada por
mim, PLB).

Filipe: Devia ter chegado até li (ponto b PLB).

Pedro: Ndo, devia ter feito a diagonal até ao canto de
baixo.

Jaime (2.° classe) pée-se a contar até 8: ele diz 8 pontos
encarnados (eu tinha desenhado todos os pontos a encar-
nado, no quadro). Entdo, sem nada dizer, desenho tragos
que unem os pontos, a branco.

Pedro conta-os; sé ha 7.

— Afinal sdo 8 ou 7. Tinhamos que nos entender.

—E8 67 68, 6 7.

Tornam a contar 8 pontos, 7 tragos.

— Porqué?

Remi: Porque hd um ponto em cada extremidade.

— FE entao?

— E entdo, isso ndo completa os pares.

— Que pares?
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— Os pares encarnado-branco (coincidéncia, é a ter-
ceira vez que temos de nos preocupar com pares encarnado-
-branco == réguus de Remi, quadrados de Robin).

— Como fazer, entao?

— E necessdrio suprimir um ponto encarnado em cima.

— Antes em baixo, que é a linha dos zeros.

E eis como caimos novamentc sobre 0s nossos passos
¢ sobre a linha das ordenadas nulas, que é na aula, a linha:
Patricio, Miguel, Jaime, Brient, Sérgio. E sobre as coor-
denadas derivadas do livro de Papy.

Jaime diz: E o ponto + 7, posto que se encontra no 7
das linhas do zero.

Miguel: Ele estd sobre a linha dos pontos + 7. Como
Miguel, Didier, Marcos e Pascoal se encontram sobre a
linha de + 2.

Rectifico agora o risco tragado por Jaime, tornando-o
rectilineo em todo o seu comprimento.

E para lhes pregar uma partida, digo: vou reencontrar
este ponto: + 7. Mas parto, sucessivamente, das abcissas
+ 3, + 5, + 9. E evidentemente que nunca atinjo o ponto.
Isso inquieta-os. Mas depressa encontram a solugdo. E,
ap6s uma curta discussao sobre a linha dos zeros vertical,
acham que é o ponto + 7, + 7.

207




Mas como é que se chega a esse ponto partindo de
Jaime (0, 0)?
Directamente. Apoio-me sobre esta palavra.

|
1 A7

— DIRECTAMENTE?

— Oh! talvez haja, contudo, uma linha indirecta.

— Pois bem, procurem-na.

Apés um longo exercicio, chegaram a udnica via, que eu
queria que eles descobrissem. Porque nos encontramos
na sociedade que escolheu esta via.

E reencontramos a adicio do vector.

B

_—  —

—
AB = AC + CB

Para todos os pontos da-se, entdo, primeiramente

AC (x) e CB (y)
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No dia seguinte, eu tinha convidado um inspector da
1.2 classe. Estava muito desconfiado e muito céptico. Nao
se fiou nas aparéncias. Interrogou, investigou. Mas a
demonstracgdo foi brilhante.

Sim, as criangas compreendemo x e 0 y.

Sim, sabem reconhecer o seu lugar no plano do quadro.
E o lugar dos seus camaradas. Sabem achar as coordena-
das de um ponto.

Conhecem arectay = x e arectay = — X.

Sabem porque os escolheu Jaime Bonny como origem
e nao Jaime Le Guern (s6 se teriam obtido coordenadas
positivas). Demonstracao irrefutavel. O inspector ren-
deu-se.

Mas eis uma criagdo de Pedro.

21

1234

Fico atrapalhado.

O que é isto? A que nos poderia levar? (Muito sim-
plesmente ao teorema de Thales.) Mas eu nao quis falar de
tal coisa as criancas.
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Robin retomou a criagao de Pedro:

ommnmind

pa—

~

— O primeiro ponto é o 7, o segundo ponto é 14, o
terceiro ponto é 21, o quarto é 28.
Entao digo: Vamos fazer um quadro.

primeiro segundo terceiro quarto
7 14 21 28

E o que dao estes quatro pontos?

— Uma linha recta.

Poderiamos tomar outros pontos.

— Os do calenddrio (em tridngulo de Junho).

— Bom, iremos fuzer um grdfico. Muas, primeiro fa-
remos o quadro.

l ] 2 3 4 5

X
Y I 1 3 6 10 15

E o que dd isto?

— Uma viragem.

— Pode dizer-se uma curva.

— Déem uns numeros quaisquer.

210

3 10 14 S (R |

Oh! a linha tem uma cabeca comica.

E o jogo prossegue. Fabricamos, assim, passaros que
voam, borboletas, barcos.

Mas Remi diz: 1S - 10 - S.

— Reparem, esses ndo sao uns niumeros quaisquer.

— E uma familia. E o mddulo 5.

— O que é que isso dd? — Reparem, uma recta.

Remi da entao 1-8-1S5-22.

Ainda uma familia. E a famila de «resto 1», a classe 1
(médulo 7).

O que da mais uma recta.

Entao é a crise dos graficos. Ha primeiramente tenta-
tivas para o bom aproveitamento das linhas do caderno;
para o lugar das unidades sobre os eixos. Em resumo,
para a precisao.

Vejamos a criacdo de Miguel.

Temos um grafico.

— Sr. professor, diz Jaime, é como no hospital, com a
temperatura dos doentes.

Mais uma vez, o regresso a vida.

— O primeiro niimero é o primeiro dia, o segundo
niimero o segundo dia, etc.

211




— Sr. professor, no fim é uma linha recta, porque se
trata da familia 4 - 8 - 12.

Nao ha necessidade de fazer o grafico: vé-se que é
uma recta sobre o programa. Mas, quanto as rectas, certas
criangas sentem que isso poderia passar para a origem.

Chegamos entao a L
2

J4 nao dizemos a fila de nimeros, mas sim a abcissa x

e a ordenada y.

x|01234567
(Miguel)

Y|76543210
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O que é uma extensdo no abstracto de uma realidade
concreta. »
Mas cis que Jaime propde um programa esquisito:

— Também ai se pode continuar a descer.

— Piedade! Oh! ndo, ndo vao fazer isso?

— Sim, sim.

E descobre-se que o sexto ponto é — 1. (Como no ter-
mometro.)

— E qual é o modulo desta vez?

Remi encontra imediatamente:

— E o mddulo — 2.

— E para Miguel, era o médulo — 1.

E se agora se comegam a interessar pela inclinagido
das rectas! E melhor ficar por aqui. Além disso, o fim das
aulas esta préximo.

A experiéncia nao foi assim tao gratuita, pois nessa
época, depois de termos visto um quadrante solar, durante
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uma excursiao da escola, observamos, hora apds hora, a
marcha da sombra da parede no pdtio. E a parede dos ga-
binetes e a parede da classe faziam perfeitamente as ve-
zes de eixos ortodoxos.

E seguimos bem a marcha da sombra no solo. E com-
preenderam-na muito bem no quadro.

E como é que o grafico da temperatura de um doente
nao é dinamico? Nao, podem acreditar-me. Nunca, seja
o que for, é gratuito. E recebem-se, por vézes, melhor as
verdades por se estar preparado para elas.

— Caminhemos para a frente, haverdi sempre apli-
cagoes prdticas.

E o que pensa Jean Claude Killy (*¥) quando mima com
a mao, antes da prova, a descida que vai fazer e que tem
necessidade de imaginar antes, para melhor a atacar.

(*) Campedo do Mundo de ski.
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TEORIA DOS CONJUNTOS

_ Eu ndo era um fandtico da matemdtica moderna. E
nao 1a, de certeza, precipitar-me sobre as criangas e fa-
z€-las devorar os diagramas de Venn. Mas estava decidido
a ser objectivo e a aceitar da matemdtica moderna tudo
0 que surgisse na nossa direc¢do, tudo o que nos fizesse
grogredir. Evidentemente que a matemdtica moderna nao
¢ sO a teoria dos conjuntos. Mas é também a teoria dos
conjuntos. E se ela nos pode ser itil, é preciso recebé-la
com um grande sorriso.

Fiel @ minha decisdo de partir das criagdes das criangas,
aguardei e nada aconteceu neste sentido antes de 26 de
Margo, dia em que Didier da 1.% classe, apareceu com
Imagens que comegou a seleccionar, espontaneamente.

. Examindmos a sua selecgdo, que se tornou a refe-
réncia da classe e verificdimos que havia trés espécies de
imagens: os homens, os animais e as paisagens, € que
certas imagens pertenciam, ao mesmo tempo a dois desses
grupos. Havia portanto uma intersecgdo entre os conjuntos.
O que sabiamos desde o ano passado, gracas a Silvano.

(E também no ano passado, a selecgdo tinha sido imposta
pela vida.)

Nio vou fatigar-vos com estes diagramas, que se en-
contram agora em toda a parte, a tal ponto que ji se tor-
naram indigestos. Mas vou simplesmente dar-vos a f:onhe-
cer algumas reflexdes e descobertas a este proposito.
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Pode dizer-se que, desde que se trata de fazer uma se-

lec¢do, de classificar, a Teoria dos Conjuntos pode ser

muito interessante. O que sucede frequentemente.

S6 a partir de 30 de Abril é que o ensaio experimental
sobre as selec¢des se efectuou verdadeiramente. Patricio
seleccionou cartas de jogar. Remi seleccionou imagens
de soldados, etc. Dificilmente me continha para ndo propor
as criangas que se fizessem selecgdes na aula. Mas veio
por si s6: houve uma selecgao: calgdes curtos, calgdes com-
pridos. Depois passaram para as blusas, sapatos, cores
dos olhos, dos cabelos, etc. Nada de sensacional, a nao
ser a espontaneidade. .

E depois, uma manha, Patricio disse-me:

— Esta noite pensei numa selecgdo. Venham cd Jaime,
Jodo Francisco, Miguel, etc.

Todos se olhavam. Qual podia ser a relagiao desta vez?
Olhavam para os tecidos, 6culos, sapatos, sardas. Ne-
nhuma das relagdes que nds aplicivamos para a selecgdo
efectuada por Patricio se «ajustava».

Entdo, disse-nos: — Juntei todos aqueles cujo nome
comegava por Le: Le Guern, Le Gall, Le Calver, Le Maré-
chal, Le Meur, etc.

Que revelagio! Interessimo-nos entdo nas iniciais dos
apelidos dos nomes préprios, dos dois a0 mesmo tempo
e de todas as coisas mais ou menos despropositadas.

Era uma espécie de jogo de adivinhas.

Exemplo de grdfico:

Alunos da aula

Presentes ausentes Total
L) [ |
GRANDES “l ¥ 10
TR O
PEQuenos| ', ', ! 14
Total 22 2 24
216

Fiquei espantado: 'bastava uma simples rela¢iao para
dividir o mundo e a$ rela¢does eram de toda a ordem. Mas
eu ainda ndo tinha esgotado todas as fontes de surpresa.

Passamos naturalmente aos quadros, de que jd tinha-
mos experiéncia e aos graficos.

DERIVAGAO GRAMATICAL

homem mulher
1 e
varios S es

Exemplo de grdfico

Alunos da aula

A partir daqui fazem-se os problemas. Exemplos:

Pode perguntar-se, por exemplo:
Quantos alunos grandes faltaram hoje?
‘ Quantos pequenos hd na aula?

As criangas inventaram graficos e era neeessario fazer
perguntas e calcular totais, diferencas, etc.
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Nada de sensacional, a ndo ser que isto partia das crian-
¢as, que traduziam, por meio de graficos, a realidade ou
reencontravam a realidade a partir de graficos.

Nio insisto. Toda a gente sabe isto.

Mas um dia, Fanfan escreve o seguinte texto (5 de
Julho, era tempo):

1"— OS passaros escutam os corvos e os m(’/r()s € 0S
esquilos cantavam,

2 — 0 corvos escutam os pdssaros e os melros dan-
cavam com os esquilos.

3 — Os melros escutam os esquilos e o melro canta
com 0s corvos.

4 — Os esquilos escutam os melros e os pdssaros
cantavam com o corvo.

E complicado!

Para ver claro, € necessdrio fazerem-se graficos. Ha
trés relagoes:
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A rclagao: escutar
B relagdo: cantar com
C relagao: dangar com

Eis os gréficos destas trés relagdes:

A) Relagdo: escutar

2
/_\ e ——
pdssaros { corvos

1 A

4

\_5’/-/.

Constatagées: 01 €02 giq simétricos, 03 e 0 4 tambem.

Para o 1 ha duas setas 4 partir d€ passaros.

B) Relacao: cantqr com

o~

74

/
pdssaros

i
melros .
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corvos



Observagoes:

Em I, os esquilos cantam com eles (reflexividade).
Em 3, 1 melro ¢ todos os corvos cantam em conjunto.
Em 4, 1 corvo e todos os passaros cantam em conjunto.

Para «cantar com» ha duas setas mas nao para «es-

cutar». Pode escutar-se alguém que nao nos escuta.

C) Relagao: dangar com

m.

Escutar
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Mas Remi critica os nossos graficos.

Os melros e os corvos também sao passaros.

Entao é preciso recomegar.

Mas ainda ha dificuldades.

Serd que os pdssaros que escutam os melros sdo: todos
os passaros ndo-melros ou todos os passaros nao-melros
¢ nao-corvos?

Surgem cntdo as nogdes de unido e conjuntos com-
plementares.

E surge, sobretudo, o significado da palavra «outro».
O conjunto complementar da Unido dos Conjuntos dos
Melros e dos Corvos tem o nome de Conjunto de Outros
Passaros.

Que perspectivas se me apresentam! Assim, o verbo
estabelece uma relacdo. Eu estava informado. Agora,
sei-o, ¢é diferente. Tive de o descobrir.

H4 uma liga¢do entre a gramdtica e as matematicas.
Um grafico pode traduzir um texto, posto que, ao ler o
grafico, eu podia reencontrar o texto.

Eis uma outra invenc¢do de Robin:

Os gatos apanham os cdes, os cdes apanham os lobos,
os lobos apanham as raposas, as raposas apanham os car-
neiros. os carneiros apanham as vacas, as vacas apanham
0S porcos.

Relagdo: apanhar

(el aye
@@
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Parece-me que € o que que aparece, eie assinala que
ha duas setas, é o lobo. O lobo apanha.

—-—)_——>

Oh! a minha cabeca! Venham as férias!

Compete-vos criticar todos os erros que eu aqui apre-
sente. O que € cevto € que, no préximo ano, a Teoria dos
Conjuntos aparecerd antes de 20 de Marco.

0 que € certo é que me vai ser preciso estudar muito.
Felizmente que posso contar com os mecus camaradas.

*

Termino aqui a narrativa da minha experiéncia.

Evidentemente que nio mencionei tudo. Nio falei dos
exercicios, omiti transi¢des e prolongamentos das nossas
descobertas. Nio falei do cdlculo vivo. Nio assinalei, por
exemplo, a compra de vdrios ldpis, que nos fez ver clara-
mente os vectores da estatistica e que provocou exercicios
sobre as operag¢des de linhas.

Teria sido certamente preferivel fazer um relatério
mais completo, mais cuidado da nossa experiéncia. Mas
estamos com pressa, porque o comego das aulas é depois
de amanha. Cada um deve receber a sua «<bomba de plas-
tico» a tempo de ser itil. No meio do ano, seria demasiado
tarde para fazer estoirar o programa.

A minha experiéncia modificou-se no fim do ano. Nessa
altura, quis sondar as possibilidades de «abordagem»
das criangas e, por isso, mudei de atitude.
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[nsisto em repetir. porque ndo queria que estas trés
ultimas semanas destruissem o belo resultado obtido:

«Pode-se centrar um ano inteiro de ensino de mate-
maticas sobre a criacio infantil.

*

Reccio ter sido demasiado longo na minha demons-
tracdo. Mas, com efeito, talvez o meu resultado interesse a
outros camaradas. Se. nas classes grandes, mais adian-
tadas. no Ciclo. no Liccu, na Faculdade, se quisesse tam-
bém basear o ensino sobre as criagoes dos alunos, com o
apoio do grupo (de que faria parte o professor), que re-
sultados nio se viriam a obter? E com alegria, com entu-
siasmo, com avidez!

Nio existe uma hierarquia dos meios de conhecimento:
informar (ler), ver, fazer, descobrir?

Ora. em certas Faculdades, hd mais informacdo (nao
existem policépias). Permite-se ver pouca ccisa (os anfi-
teatros estao repletos, os quadros longe, a lctfa pequepa)-
Nao se pratica o verbo fuzer (nem sequer existem caixas
diddcticas). E. sobretudo, nunca se da a ocasido de des-
cobrir.

Ah! Se se desencadeassem experiéncias a todos 0s
niveis!!!

Af esta, lancei o meu veneno. Posso retirar-me para o
meu buraco. ’

Deixarei de sondar as possibilidades das criangas.
Nio correrei mais riscos. Contentar-me-ei, unicamente, em
praticar a minha pedagogia «a posteriori».

Mas, de qualquer modo, uma tltima vez:

«Viva a matemadtica livre!»

Trégastel, 24 de Setembro de 1966.
P. LE BOHEC
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De,séreyen???,nest_e'-}Iyro duas experién-
cias do ensino da Matematica em duas
aulas, uma do 1.° ano, outra do 2.° da -
prlmelrg fase,do ensino primario. Ambos

_ os téxtos foram editados pelos «Dossiers
Pédagogiques» de I’Educateur, a revista
"do Ins‘tltut,o Cooperatlv_o da Escola Mo-
derna — Pedagogia Freinet.

Nele§, se ‘descreve com vivacidade e
‘método a experiéncia vivida por profes-
cores lidando com novos conceitog de
Matematica e conceitos novos sobre o
seu ensino. No dia a dia da aula, dei-
xandoras criancas descobrir, através do
tenteio experimental, os conceitos que

/ ..II;es'servlrao de base para o seu de:*zen-

' volvimento escolar e mental, ora regres-

sando ao programa ‘ora saindo dele,
ajudando a definir-se o interesse da
crianca e aproveitando a sua experiéncia
concreta, estes professores descrevem-
-nos ndo s6 o percurso fascinante da
apreensao da matem{\tica pelos alunos
— a transformagdo do concreto tem
abstracto —, mas também nos propdem
um programa concreto de ensino desta
disciplina. :






