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SENHOR~ 

r 

' 1 

No momento em que o Brazi l dobr1Ju n; 
verente ó ·joelho na Pre.rença de V. A. R. , 
brotou para este Continente huma fonte pe-
renne de felicidades. AI Scienciar, compa-
nhfiras inseparaveiI d.11- prosperidade do Es-
ta.do , e que) ao utrondo das armas , se 11ço-., 



lhhão e1pa':Jorida1 debaí"xo da Protecção de 
V. A. R., vierão fixar o seu domicilio mJ 
terreno mais fertit e 'mair abundante. A' 
Bahia teve a honra de olferecer as primi-
çia1 de submiuão e 'homenagem ao Mais- Ama-
vet dos Soberanos com aquetJa effusão de pra-
zer e alegria , que só podt'ão inspirar af 
Virtudu que adornão a Sublime Alma de 
P. A. R. He tambem hum filho seu (o maif 
rude e o mais inhabit) qrte tem a fo~tu
na· de al~at· a sua fraca voz na Primtira 
Cadeira de Mathematic41 de huma Acade-
rru'a até agora desconhecida na America Por-
gueza ; e he elle mesmo ·que, cum o mair , 
humilde respeito , . se anima a ojferecer a 
V. A. R. a primeira Obra Mathematica , 
1171pressa na Sua Reuia · O;Jic!'na T'ypngrafi-
et' ., estimulo para outros mais habeir que 
hum dia illwtr~iráõ a Nação com 01 seut 
escrito! immortaes. 

Sirváo estes motivos de obter aquelle 
gcf.Jalhaçío com que V. A. R. se tem dignado 
de acolher as tenues fadigas que j .í vírão 
a luz deb!tixo dor Seus Reaes Auspicias , 
l'rgr.:mento decisivo de que V. A. R. attende 
rntM.r á escassa offerta , do que ao sinr:eM 
toNlfelO que a dedúa 



. 
'À minha gratidão ; 1obejame11Ú empe-

nha~a por este novJJ beneficio , animará, 11-

sincera confissão , que tanta; vezes tenhtJ 
feito , e repetirei' até o ultimo instante , 
Je que tenho a gloría de ser 

DE VOSSA ALTEZA REAL 

O ~ais humilde e fel Vassallo 

• 1 

Manoel Fçrrtira d~ Araujo GuÍ!flará~s~ 
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PROLOGO DO TRADUCTOR; 
1 

N Ão pertendo fazer o elogio da 0bra ; 
nem . do Aurhor. Depois do que tc:m dito 
em seu abono la Grange, la Croix , e ou-
tros Sabios , ficão inuteis as singelas expres-
sões de- hum fraco 1 racluctor. Por ranto , 
nada avançando jcêrca dos presentes Elemen-
tos, recommendados de sobra por si mesmos~ 
limitar-me-hei a dizer poucas palavras :;obre a 
Traducção. ' 

Sd que mnitos presumidos Sabios olbão 
com desprezo p:ir~ semelhantes trabalhos, a 
que nunca se dedicarão , e dos quaes por 
conseqnencia ignorão todo o pezo. Aquelle 
que sacrific<i as horas do seu descanso a com-
municar aos seus compafriota(conhecimentos , 
que , sem elle , lb.es serião vedados , ou ao 
menos pouco vulgares , se considc:ra como 
hum servil copista , que: não tem facljga al-
gull'\a , S'.3.lvo a de transcrever as pala\Tras 
d0 Author, empreza, segundo elles, muito 
facil. Eu não faço a rninlw apologia, nem a 
&atira deUes. Contento-me com ser util e lhes 
~ix:o .o vão officio de declamadórei. Se bum · 



dia lhes couber igual sorte , eu ficarei assás' 
vingado dos seus sarcasmos. 

Outros , para diminnirem o pTeço da~ . 
boas tradncções e no numero das quaes es-
tou bem longe de éollocar as minhas) af- \ 
firmão que não se devem transcrever as' 

· expressóes do Author, e acarretão para cor-
-rob-orar esta opininiã.o ,. o nec verbum verbo 
de Horacio , e o non ut interpers de Cice-
ro , passagens , cujo v_erdadetro sentido de-
põe con rra a asserção impmdente dos ini-

' migos das traducçóes;; fieis. Não he propria 
deste lugar huma dissertação. E persuadido 
de que nada se póde accrescentar. ao que ~ 
diz Beau~ie no ;trtigo Traducrão da Nova 
Encyclopedia , a elle remetto aquelles que 
deseja rem conhecer toda a extensão desta fra-
se ~ingular :::: Traducrão livre. 

Inrimamente persuadido €la pequenez de 
minhas forças , e tendo a,ntes a franqueza 
de confessar os meus tenues con11ecirn.entoc; 
( I ) do que a inchada presunwção de sa-
bio, que tã o barato comprã.o Jilpmens , a<>s 
quaes pd.recé." •1 ne as sciencias se offerecem 
sem 1 difficuldacle , e que , honten: ignoran-
tes \~los primeiros elementos , hoje desafião 
os ~ewtons, e os Enlers ; en não Rodia dar 
ao Publico alguma prodnc~o miuha que 

1 \ e 1) Quam hcl!trm est confüeri nescire quod nescias, 
qnam isttl effutientem nauieare , atc1ue ipsurii tibi 
displ\cere ! Cicero. 



rastejasse COQ'l os chefes d'obra de tantos 
Authores celebres que tem ornado este secn-
lo : eu julguei mais sensato trasladar o yue 
elles ensinarão do que cansar o leitor com 

: as minhas bagatellas. 
D~v:o fazer aqui hnma adverrencia sobre a 

edição. El~ comecei a servir-me da 3·ª (dei 800), 
até qne hurn Official, muito estudioso e ri:rni· 
to erudito , teve a bondade de me · fran-
quear a 5.a (de 1804), e por esta co1-1feri 
a pt esenre traclucção. ·_Nesra ultima edição , 
o A. ommiuio o Prologo dds precedentes , do 

' · qual creio dever dar hn.Q) resumo. EU e de· 
clara haver seguido o methodo de Archimedes 

. e de Eu.elide~ , como mais pcroprio. para pôr 
' t:m evidencia as vcr.dades geometricas; aper-
feiçoando porém' quanto aquelles grandes Mes-
tres deixarão imperfoito , principalinen te a 
theoria dos solidos. Expoem depois a divi:>ão 
da sua Geometria em 8 liv ros na ordem se-
guinte: 

· ,, O livro 1 .o , intitulado Prir;.cipios con-
,, tém as propriedades das linl1as rect,ts que 
,, se encontrão , as das perpendiculares , o 
,, rheorema sol're a somma dos angulos de 
,, hum tri<1ngulo , a the oda das paralle-
» las , etc. : 

,, O livro !2.º , intitulado Circulo r'rara 
,, das propriedades mais sim ~lices do circulo , 
,, das cordas , dos tangentes , e da medida 
,, dos angulos por arcos ele circulo. 

,, Estes dois- primeiro~ livros remarão na 



;, solução de alguns pro_blema.s !cêrca da con!r' 
º• trucção das figuras. 

,, O livro ~·º , intitulado Proporpões d'1$ 
u figuras contém a medida qa superficies, a 
,, sua comparação , ª" propriedades do trian-
,, gnlo rectangulo , as dos triangnlos eyuian-
,, gulos, d~ ' figuras semelhantes,' etc.:. Este 
,, livro termina com huma serie de proble-
,, mas relativos aos objectoc; que n~lle se 

. ,, trarão. 
,, O livro 4.0 trata dos Paly,qonos regu-

,, lares e da medida do circulo. Dois lemmas, 
J ,, servem ele base a esra medida que he de-

,, monsrrada á maneira de Arclzimedes. Se-
" glJem-se cl~is methoclos de· approximação ·, 
,, hncn elos qnaes he de Jacob Gregory, 

,, A este livro acompanha hum appen-
'' dice, no qual se demonstra que o circhlo 
,, he maior que qualquer figura io;operimetra. 

· ,, O livro 5.0 co_ntérn as propriedades dos 
,, pLa,tLos e dos anguLos solidos'. .. O 6.o trata 
,; do<J polyedros. Este livro he escrito de 
,, hnm modo inteiramente novo. 

,, O livro 7.0 he lrnm tratado resumido 
,, da esfera e_ elos tria119ulos esfericos. 

,, O appendice aos Jivro 6.o e 7.0 tem 
,, por objecto os poLyedies reg lares ; materia 
,, rrapda por Euclides om muita exten-
,, são .. 

,, O livro 2.o trata dos- tres corpos re-
,. dondos , que são , a esfera o cône , e o cy• 
,, . Lm~(º; as snperficies ~ solidez.<(s destes co~ 



;; pos são medidas pot hum methodo analogo 
,, ~o de Archimedes. ,, . , 

Depois de expôr a divisão dos seus Ele-
mentos , o Autbor falia das Notas, que elle _ 
divide em tres classes : ,, lmmas , diz elle , 
., contém indagações relativas á perfeição dos 
., Elementos , outras (e são as mais . essen-
,, ciaes) contém demonstrações rigorosas q11~ . 
• , na segu11da leirura se deveráõ sub tituir a 
,, outras demonsrrãções menos complera:>, ou 
,, .menos exactas , que çid~áQlos em óilg1111$ 
,,, fog<tre• do texto , para não fazern,os de-
,, masiadament-t: d1fficil a primeira leitura dos 
,, Elementos; outras, finalmente, contém as 
,, sofoções analyticas· de divenos ·problemas 
., de Geomer'ria , 1.tteis , ou, curiosos. Oc , 
,,, que pertenderein -só a parte . elementar • 
,, podem prescindir destas noras. ,, 

No corpo da Geometria ha certac; passá..:. 
gens menos necessarias , que na prescn te 
edição distinguimos por este signal ,, . O Lei-
tor qne não quizer profundar a sciencía • 
póde passar adiante sem detrimento. 

Quanto á trigonometria, e ás ·addicçÕe! 
que eu fui obrigado a fazer em razão dhs 
differentes divisõec; do circulo , darei contá 
na Introducçãb ~ aquelle excellente Tratado, 
gue talvez lle abocanhado l?ºr quem o nãQ 
entende. 

Havendo fallado ácêrca da Obra , s6 
resta huma palavra sobre a edição. Posso 
affirmar qu.e empreguei nella toda a activi- ; 



'dade ; e desvelo ·de que sou capaz , e ªquelia 
intelligencia que me podião graugtar alguns 
annos de applicação em semelhantes traba-
lhos. Póde ser que nelh se encontrem mui-
tos defeitos , parte procedidos da brevidade 
com que desempenhei esta tarefa, parte da -
mio ha ignorancia nos preceitos dq arte: ( r). 
Sem ':!mbargo, ouso gabar-me de ser o pri-
meiro que fiz apparecer neste Clima huma 
Obra desça natureza á custa de trabalhos • 
de que e infelizmente ) he prova a minha 
sau.:ic: assás incommodada. O Leitor intelli-
gen te , attendendo ás minhas pequenas for~. 
ças, agradecerá com tudo os ~eus desejos. 

Ut desinl vires , Jamen esl laudanda voluntas. 
Ovid. 

Para os outros he escusada qualquer desculpa; 

\ , . 
\ 4 

(1) Aut operae celeris nimium, cura que carentis, 
Am ignoratae premit artis c:rimine turpi. 

Horat. 
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ELJE:ThfENTO§ 
DB 

GEOMETRIA~ 

L t V R O P R I M E 1 'R O. 

p R l N e I p I o s.' 

t> E F I N I Ç 6 E S1 

1. G E O ME T R i À he huma tdenda , qtiC' 
tem por objeéto a medida da extensão. , 

- A ,extepsáo tem tres dimensões 1 comprimento i 
1argura e altura.- · 

11. L inha he êompri'rnento (em largura. 
As ext tremi~ades da linh.a fe charnáo 'pontos : 

fogo' o pont.o náo tem extensão. . , 
11 I. Linha reEla he o caminho mais curto de· 

bum ponto a outro. 
IV. Linlta .curv a }Je aquella q1le não Ire re".• 

lla , nem compoíl:a de reé! as. . 
AB he huma reéta , lfig. 1 .. ), ACDB hum:> li'"J.. 

11ha 1uebrada, ou compbfla de linhai reél:as , e A.E,ij 
huma curnr. . 1 



" 

G E. o M .! T lt J A. 

V. S uperficie he o qu~ tem comprimento e lar-
gura fem ~ro fora ou altura. · 

V J. P !ano he huma fuperficie , ' na..qual toman-
do dois por.tos á ·ontade, e ?juntando-os por huma 
rcéla , elh fica toda dentro da fuperficie. · 

VII. A fuperficie , que nem 'he plana, nem 
compol!:a de fuperficies planas, he hnma Jup..erficie 
curva. , 

V III. S o/ido ou Corpo he. o que reu.ne as tre1 
dimensões da extcmfo. 

IX. ,Quando duas rectas AB , AC (fig. 2.) fe 
~ncontrão , a quanticíadc maior ou menor que ellds 
fe affafláo lrnnb da outra fe chama angulo ; o pon-
to de encontro; ou de iriter(uçáo, A he o vertice da 
angulo; as linhas AB, Aé são os lados . . 

O angu lo fe ck-nota humas vezes só pela letra 
do vcrtice , outras por trcs l ~ tras 13AC ou CAB , 
11avendo cuidado cm pôr no meio a l ~ tr:i do vertice. 

O s angnlos são, como todas as quantidades, ca-
, pazes de addiçáo, fub tracçáo , multiplicação, e' di vi -

~á . AfTim o :ingulo DCE (fig. 20.) he a fomrna dos 
doi s angulos DCB , BCE, e o "«ngulu DCB he a 
differenp dos dois an15ulos DCE , BCE. ' 

X. Q uando a lmha reél:a AB (fig. 3 .) eneon-
tra outra reéta CD , de maneira que os angnlos 
adjacer. t s BAC , BAD fejão igcacs entre si, c;ida 
:in1:,Tlo dcfte5 fc chama a11g1 lo rello , e a linha AB 
fo ~iz pcrpflldicul r fobre CD. 

XL O an!llllo BAC (fig . 4.), m nor que hum 
~ng~1 lo rc o' h~ hum ; angulo agudo ; o angulo m:iior 
DEF he 01tgulo obtujo . 

XII. Ch:llnáo-fe pnrallclas duas linh:is , que ,_ 
flando íltu::id::is no mefmo plano, não fe podem en~ 

e.'.'· n\:r;:ir , a qualquer diíbncil que fe imaginem prolon-
gad::is. ~ 

XII 1. Fis:ura plana he hutn plano terminado 
de todas as p:u tes por linh:?s. · 

1

' :::ie as linh·•s s5o reélas , o ef ~aço que ellas fe ... 
cl.á<j fe chama figura refJilima ou pvlygon'J , e as 



t. · t V 1t o 1. 3 
!nermas linhas todas formão o contorno ou · ptrime• 
Iro do polygono. 

XI V. De todos os polygonos o mais fim pie• 
he o de tres lados -i que fe chama triangulo ; o do 
quatro lados fe chatna quadrilatero ·: o de cinco • 
pentagónb ; o de feis kexagono , &e. 

· X V, - Chama-fe triangulo equilatero aq.uelle (jU~ 
t~m os tres lados iguaes (fig. 7.) ; ' triangulo ijoj.-. 
ceies tem s6 duis lados iguaes (fig. 8.) ; triangulo 

Jcaleno he ó que tem os tres lados defiguaelt 
(fig. 9·) . . . . 

X vr. . Triangulo reBangulo he aquelle que tem 
hum angulo reéto. O !~do oppofio ao aJ1gulo reéto 
{e chama hypoténufa, ABC (fig. ÍO•) he hum trian~ 
guio teél:angulo em A , o lado BC he a fua hy• 
potcnuía. . .. 

XVII. Entré os quadnlateros fo d1füngüe : 
Ü quadrado (fig. II ; ) que tem OS lados igl,laef 

e os angulos reétos. (Vê a prop. XXI. Liv; 1.) 
0 reBangulo (fig. 121 ). que tem os ~ngulo1 , 

t~étos- e não tem os lados iguaes. ( Vê a mefma 
prop.) • 

C5 parallélogrammo 011 rhomóo (fig . . 13. ) quo 
tem os lados- oppoflos parallelos. 

O !ofango (fig. 14.) que tem os ' lados iguaes , : 
tnas· os angulos não sáo reétos. 

FinaJJDente o trapezio ( fig. i 6. ) que só tem 
dois lados {arallelos. · 

XVII . Chatna-Íe diagonal a linha que une · 
os ;vertices de dois angulos não aàjacentes. Tal he AC e fig , 42. J. 

XIX. Polygono equilatero he aquelle que tem 
todos .Ós lados iguaes ; polygono equiangulo o quo 
tem todos os ar_igulos iguaes. 

XX. Dois polygonos são equilater.os entre sJ 
quahdo tem os lados· iguaes cada hum a cada 
hum , e poflos na mefma ordem , quer dizer, quan-
do feguindo os feus contornos no mefmo fentido' 
t> primeiro lado de hum he igu~l ao primeiro d~ 

.A ii 

. ' 

.. ' 

1• ' 



G E o M E 'r R t A. 

outro , 'o feguhdo de hum ao fegundo do outro , d 
terceiro ao terceiro , e aílim em diante . Do mefm<J 
modo fe percebe o que flgnifido dois polygono• · 
tqUiangulos entre .ri. 

Em ambos os cafos s os lados igúaes ou os an..1 
gulos iguaes fe . chamão lados au :mgulos homo/d-' 
gos, 

N. B. No~ quatro 1Jrinielros livros não fe tra-
tará fi:náo de figura~ tilana~ ou traçadas fobre hu-
ma fuperficie plana., 

Explicação dos lermo1 e dos Jignais; 

Axioma lte huma propofiçáo evidente poi si 
mefma. 

Tluorema he huma verdade ·que vem a fer· 
evidente por meio de hum radocinio que fe chama 
4emonfltaçá'o. 

Problema he huma quefü.o propofia qu~ t'eqü'er' 
ht1ma folução, , 

Lemma he huma verdade empregada fublidiaria .. 
metlte para demonflraçáo de hum theorema ou [o. 
luçáo dé h1:1m problema. q nome commurn de propojição fe attr'ibue in .. 
difFere\'l temente aO!l theorcm_as , ptoblc1nas e Iem.: 
inas. 

Cprol/atio he a confequenc"ia qué fe deóuz de 
huma ou de muitas propolições. 

Stholio he lrnma advertencia !rcêrca de l1uma ou 
ele mu

1

itas propofições precedentes , que tende a fa,. 
!Zer p~rceber o feu encade::1mento , a fua utilidade , 
a. fua refhicçáo ou a fua extensão . 

H ypotheje he huma fuppofiçáo feita , ·quer 0e1 
cnuncifdo da propofiçáo' , ~uet no decürfo de het-
ma cte~nonftraçáo. • 

O fignal = he o Iign'al de ºgualdade ; affim a. 
cx.prefs:áo A = B q1:1er dizer que A he igual a B. 

P ;
1
1ra C:<·primir qt1e A h~ menor que B , fc ef ... 

creve A < B, 



L I V R o I. 
1'ara exprimir que A he maior ql'le B , fe ef-

lrreve A > B. 
O fignal + fe pronunc_ia mais ; indi~a ~ addiçáo. 
O fignal - fe pronuncia menos ; indica a fu-

btracÇáo. Affim A + B reprefenta ~ fomma d!!$ 
quantidades A e~ B ; A - ~ reprefenta a fua diffe-
renç!l, ou o quç fica qu ;mdo fe tira ~ de A ; do mef-
mo modo A - B + C-, ou A + C - B , quer 

.dizt!r que f~ devç fom!'Il:tr A e e , e do todo fµbtra-
hir B. 

O fignal X indica mulriplicaçio ; affim . A X B 
reprçfçnta o produélo de A multiplicàdo µor ]3. 
Em vez do fignal X tambern fe cmprçga lrnm pol}-

..to ; aílim A. B he o mesmo que A X B. Tambem se 
índica o mefmo producto fem algum fignal intcrmedio 
por A B, porém esta expressão sómente se deve empre-
gar quando ao mefmo temRO se não houver de usar da 
expressão da linha A B , dist:;inci:i dos pontos A -e B. 

A expressão A >< ( B + C ........ D ) represc;nta o 
producto de A pela quantidade B + C - D. Se 
$e devesse multiplicar A + B por A - B + C , in-
dicar-se hia assim o producto ( A + B ) X ( A - .\l + C ) : tudo que fica fexado entre parenthesis se Tõ-
puta por huma só quantidade, . 

H1.1rn numerQ posto antes de huma linha ou de 
huma quantidade serve de mµltlpliçador '1 esta linh;i 
ou a ~sta quantidad~ ; assim para exprimir que a li-
nha AB (e toma trc;s vezes , fe efcrcve 3.AB ; para 
notar a Jl\Ctade do ;lngulo A , fe efcreve f A. 

-z O quadrado da linha AB fc m:irca por AB ; 

o feu cubo por AB J. A feu tempo expliçaremos o 
- qué querem dizer rigorofamente quadrado ou cubo 

de huma linha, 
O fign al V indica h4!Ua raiz que í1e ha-de 

extrahir ; oaílim V 2 he a raiz quadrada de 2 ; 

V A X B he a raiz qu:idrad:i do produélo A X 
B , ou a m eia proporcion:il entre A e B. 
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ÀxiomaJ, 

r. Du:is quantidades iguaes a huma terceir~ 
úo iguaes entre si, 

2. O todo he maior 9.ue a fua - parte, 
3 . . O t<;Ado he igual !!- fomma das parte$ em 

<JUC elle eílá dividido. 
-4. De hum ponto a outro não fe póde tirar 

mais de huma linha reéh. 
5. Duas grandezas , linha , fuperficie ou foli'. 

do , são iguaes , qu.mdo poíl:as huma fobre a oq\ra ~ 
coinçidem em toda a fua extensão. 

/ . 
PROPOSIÇÃO I. 

T H E R E M A. 

. 01 •ngu/01 reélos são lodo1 iguats tnfre sz~. 

Seja a linha reaa CD perpendicular a AB , e 
CH a EF (fig. 16.); digo que os angulos ACD; 
.EGH ferão iguaes entre si. 

Tomem-fe as ~uatro dillançias Íf!iuaes CA , 
CB, OE, GF, a d1íl:ancia AB ferá. igual á di1ran .. 
eia Elf , e poder-fe-ha pôr a linha EF fobre AB , 
de maneira que o ponto E caia 'em A , e o popto F 
cm B. Eflas duas linhas poíl:as defta maneini.' coin .. 
cidlr~o inteiramente huma com a butra ; porque , a 
não fer .iflim , haveria duas linhas reétas de A pa .. 
:ra B , o que he impoffivel (

1
axio. 4,) ; logo o pon .. 

to G , meio de EF , cahir fobr o ponto C , 
meio de AB. J\pplicando-fe d íl:a forte o lado GE 
fobre CA , digo que o lado GH cahirá fobrc CD i 
vorque 1, fupponhamos , fe hc poffivel , que cahe fo~ 
brc huma linha CK , differente de C.0-; como , 
:r.or hypothefe ( def. 10.) , o angulo EGH =:: HGF , 
ôeveria fer ACK = KCB. Mas o angulo ACK lie . 
maior que ACD 1 o ilnsulo KCB he menor que 
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BCD: demais, por hypotheíe, ACD = BCD; 1 -
go ACK he. maior que KC:8 ; logo ~. linhn. GH 
não pôde cah1r fobre hum!l lmh:1. CK d1ifcrente de 
CD ; logo ella cahe fobre CD , e o angnlo EGH 
fobre ACD ; logo todos os angulos 1·~él:os sã() 

- jguacs entre si. 

P R O P O S I Ç ! ... O II. 

T H E O R B M A, 

Toda a linha rella CD (fig. 17.), que encon-
tra oulra AB , faz. com t:fla dois a11gulos ndjacmtu 
ACD, BCD , cuja Jomma he igual a dois angulot 
rellos. · 

No ponto C , levante-fe fobre AD a peºrpcndicular 
CE. O angulo ACD he a fornrna dos ang ulqs 
ACE, ECO; logo ACD + BCD feri a fomma. 
dos trez ACE, DCE, BCD. O primeiro he reél:o, 
os outros dois juntos fazem o an~ulo reélo BCE ; 
logo a fomma dos dois angulos ACD , BCD hc 
igual a dois an~ulos reélos. 

Corollaria J: Se hum dos anr>ulos ACD, BCD • 
for reélo , o outro o ferâ igualmente. / ' 

CoNllonà J !. Se a linh:a. DE (fig. 1lt. ) for per-
pendicular a AB. reciprocamente AD íerá perpen-
dicular a DE. 

Porque , de fer DE perpendicular a AD , fo fe-
~1e que o ang11lo ACD he igual ao feu djacento 
vCB , e que ambos io reélos. Mas de fer reao o 
angula ACD fegue-fe que o feu adjacente ACE 
tambcm he reélo; logo o angulo ACE = ACD ; 
logo AB he perpendicular a DE. 
/ Corollario /! f. Torlos os angu los confecutivo! 
l3AC , CAD, D. E , EAF (fig. 34.) form1d os do 

. mcí no bdo da re a BF, valem em tomma dois an-
gulos re&.os ; porque a fomma delles h igu:il a c!oi; 
dois ·angulos B C > CAF. . . 
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J» R O P O S· I Ç Á O III, 

T H E O R E l4 A, 

Duas linhas reElas que tem dois pontos communl 
poincidtm 1m toda a Jua atensáo , e formão huma s~ 
! a mifma re{lq. 

Sej áo os. dois pontos communs A e B (fig, 19.); 
primeiro as duas )inha& dev~m r,zer huma só cntr~ 
A e B ; porque , fenáo fora affim , haveria duas re.,, 
éla de A pap B, Q q4e he impo{}ivel ( ;i.xiom,· 4.) ~ 
Supponh3mos depois que prolongando eíl:as linha? , 
cl las COTT)eç~o a feparar-fe n0 porito Ç , vin:lo hum a 
a ficar CD , e a outra CE. Tiremos pelo ponto C 
a li11ha CF, que faça com ÇA o angulo reél:o ACF. 
Como íl linha· ACD he refui, o ang4lo FCD ferá. 
reé}Q ( prop. 2; cor. 1. ) ; co1110 ~ linha ACE he 
xeéca , Q angulo FCE ferá igualmente re6b. Mas- a 
parte FCl'i: , não póde fer igual ao todo FCD; lo-
go as linhas reél:as que tem dois pontos A, ~ B com-. 
muns , ni? podem feparar-fe em ponto alg11m ~o 
fe4 prolongamento ; logo ellas form~o bnma sq e 'l 
T!lefma reéfa. 

f R 0 P (') S I Ç Á O JV. 

T H E O R E M A. 

Se dois angulos adj!lantes ACD', DCB (íig. 20.) 
'Valerem ' "' Jomma dois a;ig4/01 reElos, os dois lados 
u/erioref AC , CB, ejlqrá(J u linha reEla, 

Porque , fe CB n~o for o prolongamerito de 
AC , fcja CE elle prolongamento , en~~o a linha 
ACE fon:lo reél:a , a fomma dos angulos ACD, 
PCE , fe1á igu:il a dois reftos ~ rop. 2.). Mas , 
_pqr hypothefe , a fomma elos angulos ACD, DCB, 
t ambcm he igu. I a clois rcél:os ; logo AC D + 
~ÇB feria igu:il a J\CD + DCE.;, tir:mdo de j1µ .. 



L t V R o 1. 9 "'ª e outra parte ACD , ficari:i a parte DCB igual 
ao todo DÇf,, o que he impoffiTcl. Logo CB he 
o prolongameuto de AC. 

J> R O P O s_ I Ç Á O V, · · 

T H "E 0 R 1: M A. 

f(_uando duas refias AB , DE ( fi~, 2r.) }t cor .. 
fPO , os angulos oppojios v1rticalm:mte sao iguaef· 

Porque;:, com.o a li.nha DE he reél:a , a fomma 
dos :ingúlos ACD , ACE, he igual a dois reél:os ; e 
çomo a Jjn:1a AB hc reél:a , 4 fomll'!a dos angulos 
ACE, BCE. tambem he igual a dois reél:os. Logo 
11 fomma ACD + ACE he igual á fomm:\ ACE + BCE. Tirando ~~ huma e outra parte ·o mcfmo 
angulo ACE , ficara o arigulo ACD igual ao feu 
oppof1o BCE. 

Dt monflrar-fe-hi:i do mefmo modo que o angu 4 

lo ACE he ioual ao fcu ·oppoflo BCD, 
Scholio . Ôs quatro angulos formados em torno 

de huJV. ;>onto por duas linhas reél::is que fe cortáo, 
valem em fomma quatro angulos ryél:os, Porque º' 
angu l.os ACE , BCE, juntos, valem dois angulos 
rec1os ; e os outros dois ACD, BCD tem o mi:fmo 
,·,:lar. 

Em geral , fe qualquer num!:ro de reél:a~ CA , 
cn' &c. ( fi g . 22.) ' fe . encontrarem em hum ponto 
C, a fomma de todos os angulos confecutivos .ACB, 
BCD , DCE. ECF, FCA ,· fçrá igual a quatro an-
gulos reél:os. Porque, fe forma!femos no p~nto C qua-
tro angulos rcél:os , tii·:indo duas linh:is perpendiculares 
entre si, enc!tcr-fo-hia o mefmo efp:ic;o, quer pelo! 
<Jllatro angulos reél:os, quer pelos :ingu loi focccíli vos 
AC~ , ECD , &e, 
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P R. O P O S I Ç Á O VI. 

T H E Q a E M "'A. 

Dois triangalos sáo iguaes , tpu:ndo tem hum an. 
iulo igual comp1ehendido er.tre lados iguces ~ cada hum _ 
a cada hum . 

.s'eja ·o angulo A (fig. 23. ) igu2l ao angulo 
D, o lado AB igual a I;>E, o lado AC igual a 
pF; digo que os triangulos. ABC , DEF _feria 
iguacs . •. 

Com effcito, eíles triangulos fe podem pôr hum 
fobre o _?Utro, de m:meir:i que coincidáo perfeit:unen-
te. Primeiramente i fe puzermos o lado DE Cobre o 
f..: u igual AB , o ponto D cahirá 'em A , o o ponto 
E em B. M:!s como o angulo D he igual ao angu1 
lo A, aju!bndo-fe DE fobre AB, o bdo DF toma~ 
rá a direcção AC. Além diflo DF hc igual a AC~ 
logo o ponto F :!hirá em C, e o terceiro lado EF 

obrirá ex:iél:amcnte o terceiro lado BC ; ~ogo o 
triangulo D EF hc igual ao triangu lo ABO (a:. 5. )., 

Cor1Jllario. Havendo tres coufas igu es em àoi9 
triangulos, a s:ibc:r, o angulo A ~ D , o lado AB 

1 • =DE, e o lado AC :=: DF, [e pod concluir 
que :is outras tres tambem s:io. ig1.t~~s, a (aber , o. 

, .nn~ulo B =E , o angulo C = .f, e o lado BC 
=EF 

P R O P O S I Ç Á O Vfl, 

T H E ORE' MA. 

D oir tr:'cn ulos sãa iguaes quando ttm hum. larf• 
igual adja'cente a dais angulos iguaes , cada hum a ca-
ia hum. 

eja o lado BC ( fi~. '23 · ) igu:il :io lado EF, 
o :iniuto B i uul ao :ingulo k. , e. o. anóulo C i11u:i.l 
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JO angulo F ; digo que o triangnlo DEF fer.'.i igual 
;io triangulo ABC. 

Porque, para effeituarmos a fobrepo!içáo , po. 
nhamos EF fobre o feu igual BC , o p nto' E c:i. 
hiroí em B , " o ponto F em C. Como o angulo E 
be igual :io angulo B , o lado ED tomará a dire .. 
cçáo de BA ; affim o . ponto D fe ach:irá fobre :il. 
gum ponto d:t linh:t BA. Da mefma forte l como a 
ângulo F he igual ao angulo C , :t linha FD tomará. 
a direcção de CA , e o ponto D fe achará fobre ai, 
gum ponto do lado CA; logo o ponto D que deve 
ficar ao mefmo tempo nas du:ts linhas BA, CA , / 
cahirá na fua Ípterfecçáo A; lQgo os dois triangulos 
ABC, DEF, toincidem hum com ·O outro, e são 
perfeitamente .iguaes. 

Corollario. Havendo tres coufas iguaes cm dois 
triangulos, a faber, BC = EF, B = ·E, C = F, 
fe póde concluir que as outr:i tre tambem Fâo 
Jguaes , a faber , AB = D E , AC = D F , A = D, 

PROPOSIÇÃO VIII. 

T H E O R E M A. 

E;p ~t/o o lriangulo , qualquer l"'1o he flun1r que 
• Jtnnma --dos outros dois. 

Porque a reéta BC: (fig. 23.), por exemplo he 
o m:iis curto caminho de B para C ( def. 3. ) ; logo 
BC he menor que B. + AC. 

PR O P O S I Ç Á O IX. 

T H E O R E M A. 

Se? de hum ponto O (fig. '24·) tomado dentro do 
lriangu/o ABC , tirarmos 1ís ex tremidades de hum 
/aa'11 BC as linhas O B , OC , a J omma tlcjlas lin! ttr 
ftr .i mmor <Jlle a fomma dor 011tnu doi; lados AD , 
AC. 

I 
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Prolonguemos BO :ité o encontro do lado AC 
cm D , a linha reél:a OC he mais curta que O O + DC ( prop. ant.) ; ajuntando a cada parte BO , 
teremos ao + oc <. l30 + OD + DC , O\l BQ + OC < BD+ DC. · 

Temos igu;ilmente BD< BA +AD ; ajuntan.,. 
elo DC a cada parte , ti;remos BD + DC <( BA + 
AC. Mas j~ provámos que BO + OC < BD+ 
DC ; logo , com JDais forte raz~o 2 BO + QC < 
J3A + AÇ. 

P R O P O .S I Ç Á O X. 

T H E O R E M A, 

Se os dois lados AB; AC (fig. 25. ) , do tn'an- · 
iul~ ABC , forem iguaes aos dois lados .PE, DF , dq 
triangulo DÉF, cada hum a cada llum ; Je ao mef-
mtJ tempo o angulo BAC comprehendid? pelos primei ... 
ro1 , for maior 1ue o angulo EDF comprehendido 
pelos fegundos ' digo quo o /erÇEiro /ada BC do pri-
meiro t ( íangulo Jerá maior qu~ a terceira EF do fe-
gundo. 

Fa~:a-fe 0 angulo CAG =D, tomi;-fe AG =· 
DE, e ' ajuntc-fe CG, o triangulo. GAO fer~ igual 
ao trian\gtilo DEF , porque tem, por conflru\:~iio, hum 
angulo igual comprehcndido entre lados iguaes ( pr. 
6,) , logo ferá CG = EF. Agora podem acontecer 
tres caft?s , fcgundo o ponto G a ir fón! dp trian-
gulo ABC , ou fobre o la~o BC , ou dentro do 
mefmo triangulo, 

Primeiro cafo. A linha reilb CG (fig. 25.) he 
mais cJna que G I + 1 C , l\ 1 inha reéta AB he 
mais cu~ta que AI + I B ; logo GC + AB he me-
nor quo Gl + AI + IC + IB, ou, que he o 
mi:fmo, GC + AB < AG + BC. Tirlfndo de hu-
111a p:irte: AB e da outra a fua igu:il AG , ficará GÇ 
<BC; ora GC = EF; logo EF < BC. 

~tg1i;mb caJo. Se o po11to G ( fig. ~6 . ) cahe fo .. 
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bre o }:ido BC , he evidente que GC ou o feu 
igual .EF !Há menor que BC. . 

Teruiro cafo. Finalmente , fe o ponto G cah~ 
dentro do triangulo ABC ( fig. 27-) , ter-fe-h:i , fe-
gundo o theorerría precedente , AG + GC < AB 
·t BC. Tirando de huma parte AG e da outra a 
fua igual AB , ficar:í GC <_ BC, ou EF < BC. 

P R O P O S I Ç Ã O XI • 

• 
T H E O R E M A. 

. D oii triangu!ds slio JguatJ, 9ua11dó tem oi lrd 
}ados iguaes cada hum d cada hum. 

Seja o 12do AB ' = DE (fig. 23.) , AC ___: 
DF, BC:= EF, digo que fdá o angulo A ==D• 
J3 = E , C ...:_ :rr. . 

Porque , fe o angnlo .A foffe maior que o :ui:.. 
guio D , ton~o os lados AB, Ad sáo igu:ics aos 
fodus DE 1 DF, cada húm a cada hum , feguir-te-
hia pelo thcorcma ~recedente , que o lado l3C he 
111aior que EF; e fe o :mgulo 4, foffe m.enor que o 
ângulo D , feguir-.fe-hia que o lado BC he menor 
que EF; ora BC he igual a EF ; logo o angula 
A nfo pódc fer nem m:.iior nem menôt que o an-
gülo D; ltigo llie he igual. Do me(mo modo fe pro-
\·:irá que o 2ngulo B == E , e o ' fogulo C = F. 

Sc/10/I~. Póde .Je notar que os angulos · iguaes 
são oppoílos a lados iguaes. Affim os :mg11Ios 
iguaes A e D são oppoílo's :ios lados iguacs' BC , 
EF. 
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>? · Ein ·. hinii1 ~·1~:~11.guio . ljos(e!e.r .os angulo~ · (Jppq}ht~ , 
·(lOS , /af os iguaes são; rguaes. , ·: . ' , . ,·. ' '-, · . . 

• Seja . ,o lado -AB -~ AC (fig. ·.~8,); digo . que ~j 
fera o . angtilb f ,. - _ B. . '_- '. · · , . . · lv _ , · · 
· ". .- Tire-fe a linna AD. ,do ver-tice. A áo __ t>onto . D ; · 
meit>_ da · ~aje BC f os ·dois triangúfo,s ABb ,. -AD<S, . 
teráa r bS ·tres_ ladQs. jgua~·S1 Cada bllfu a. cáda. hurn ; ' 
a úiber, AD ~comin~tn: ;l ·AB -:::: AC,; -.por hypothe~ 
fe , ,f BP :::::: DC_ '; F,or coníl:nú:çáo ; logo , àn. vi~ ... 
tude -do · -thi::oretna: preced~nte , . o angu lo ' B. he' igual 
ao am~4]0 e .. '- . ·- . " . . ' . . . . f . ' . ' 

i '. . ..· êorollqh'o. Hum . friang~lo • ~cfuÜ;üetó . he ao me.f-"· 
· tno 'tei;npo 'equiangulo ,.- .jflo .he, tem 'os. f~us · aftgulas-

1 ': · iguaes ~ · . · · · · .. , . · · , , , . ' · 
· • e • SCholi'o:: A :·.igualdade· '·cios' triangti'lQs <A.BD ·,.. ·: 

,. ACD, prová . ao 'mefmç> ,tempo __ que . 9 ang-u)-o : BAJ) 
.. =' ,~AC , e que _o lmgi.ilo BDA :::::::: AbC ;.~ logo_ 

·'e~e.§ ulli~nps . s~0 ·_ reéfo~ ; lóg,a a linha_ tit{lt/a c!P. ver-
'/tce de hutti. tr1a11gulp ifpfr:e!trs ao meio •dá 6a]é_, ~ h~ 

. ,J:7rp'fhd2 c~lar a 'ijl'a ~.afe . , ~ é dív.id~ º: ang~io do vef. ~ 
ltr:e em duas J ar.fes zgua€S• · . \ . · 
· .·Em_ .. hum triangulo não iíof celes .!'e toma ipdif. 
f.erenteme1hte por /;i:iji hum lado quàlqu~~r , ·fi ep!ád~ 
.g_ feu ye[ fice. he o .1º angu1'9 . ºPP?fio." No tr~ngulo 
JÇ~fceles .Je' t9n:a par!1ç1:1I~:r:i~~\e pat.;\ba/e. o lfi~? .qut: • 

. r;ao he 1gtja.l aps outrqs, 1, . 1, · • ~ _ \ " 
1 ' . ~ ' f ' f ••• , \ ' 

·.'1 

. ; 

'. .. ~ . j 

1 • 
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Reciprõtamenre , ./~ doÚ . dngiilos fareni · ígu~e.t 
~m hu1~ 'trfang!Jlo , . os ladós p'/pojlos JeráD· iguaes ; i' 
a t'riangulo ferir ijojcelés. , ·. -.. ' · · ~ . 

~eja ' o an~uJo · ABC :=::: AC.·J.3 ' (fig:'. 29·] , ; 'digo r . 
·.que o lado AC ferá igual· ao lado ~B . . . · , 
_,, . Porque:-;., fe dtes lados não são jgúaes, foja ·AB 

. o maior. Tomé-fe B.D :>:: ~ç, e· tire-fe D<S: Co"." 
mo, p9r coníl:rucçáo, 9 triangulo -BCD \be ifof<:eles·; · 
teremos ( pr. 17.) o angulo BCD = DBC ; ma~ 
p'or hypothefe , o a_ngulo .·DB.C == ACB ; logo feria 
'a pai:te BOD igual ao todo BCA ., o _qu·e. ·he im.: 
pôffivel. - Logo_. os lados'. A'B 1 AC , sáo iguaes, e .<l. 

, : trianguio ABC hé ifofcd_es. · , 

'T H E 9 R É M'.A• 
. - - / . / 

.i ÍJe ef'O/s ladf!s d~ ,hunz 'tt1a11;g.u l11 lz~ . mai~t à~úe..,lll ','\ - · 
' ·9ue lze ,oppoflo a11 maior . ,qngula , · e rec1procamente , ek '1 

,t:foi.! anguias de' /tum 1 tricmgufo· h.e. 'mai'fJr -aque/le' 'JUe. 
lze cppo/l'.o ao maior lado. ' 1 

· - i. 0 Seja o. angulo 'C / _B- ( fig. 30. ) digo 
CJUC o lado AB oppoíl:o a~ ~ angul~ ç ' he .. 1'laior r' 

que ·o làdo ~C _oppo!lo 1 ao angulo B. ~ -. . 
Faça~fe o angulo-. BC_D :=: B ; _no tr.iangu\a ' 

B:pc- ter-fe~ha ( pr. 13· ) BD = l)C. M.?s ,a.' linllf · 
reéb AC he mais curta que AD + DC ,- e AD 

\ . -~ DC =AD'-+ I>B = A,B, Logo .AB he maio! . 
qt1e AC . . - . . _ . , · · .. 

' · 2. 0 Seja o lado AB ~ AC , ·digo que o 'an-
, _gulo C 1oppoíl:o ao lago AB -_ferá maior. que ~º an: 

gnlo . B , - oppofl:o ao ládo AC., - ' . · 
, .' ~ \ Pc~quc fé fóifo Ç :<. B, .fe_guir .. fe-~.i~ , _ pelo . ' 

'A ). 

' . 
( . ( 

·, ;"· ~ ' 
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que fica ~emonft~ado , que AB < AG , o que h~ 
contra a fuppoíição. Se fofTe C -=:: R , feguir-fe-hil 
( pr. 13. ) que AB =AC, o que tambem he c~n.., 
tra a fuppofição. Logo o angulo C deve fer maior: 
que B, . 

P R ó_ P O S I Ç Á Ô" XV. 
I 

T H E Q R E M A• 

De hum fmtló A ( fig. 3 I • ) dado fóra de humfl 
ftéla DE, não Je pó{Íe liraf máii de huma perpendi-
cular a if.a r'e8a. . 
. Porqüe 1 fopporihamos qúe fe podem tirar dua! 

AB e AC ; prolonguemos hurna dellas AB huma 
quaníidade BF = AI3, e. tiremos FC. ~ . 
. O triangufo CBF he igual ao triangulo A~C, 
Porque o angulo CBF he icélo' , bem comó CBA , 
o lado CB he commum , e o lado BF = AB. Lo.: 
~o eftes tnangulos s~o iguaes ( pr. 6. ) , e fegue-fe 
que o angulo BCF = BCA. O angulo BCA he· 
reél:o por bypothefe, logo o angulo BCF tambem he. 
reéto. Mas, fe os angulos adjacentes BCA , BCF 
valem juntos dois angulos . feél:os , a 1inha At.F de-
ve fe~ reé.lá ( pt. 4. ) ; donde refuTta sue entre ó's 
mefm<>s dois ponto's A e F ' poderiam s tjrar dúas 
linhas

1 
reél:as ABF , AÇF ; bra iíl:o fie impo.flivd 

( ax. '~·), logo he 1guarme'nte impoílivel tirar duas 
pcrper~drtulares de húm rrief mo· ponto fobi:e hà'I'dà 
linha :reéta. . 

~~cholio. P'or htirn ~eft'l\o ponto C (fig. í 7. ) ~a .... 
do fo~re a linha AB , he ig(ialment,e irnpoílivel tirar 

-duas petpendicúlarcs a f'fia Tinha. Põrqúe ' fe CD e 
CE fofTrm eíl:as perpendicul'arês , o an'gulo DCB fe-· 
ria re1él:o , bem como BCE , e a parte fêEia igúai 

. 3d 1910 1 o <1ue he impoffivel ( ax. 2.) 
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T H E O R E M· A• . j 
.n 1; ·> 

, Se de. hum pont? A_· (fig. 1..3 r,) , ..ftuodo »yoira dt 
· hum a recta D E , ' /1 rarm.os a perp.mdrcular,1 . .F:.B. fobre 
!fia recta_, , '.e-di.f.Jeren1e,s obliq'!f.º ,/:.~;.A.~:, ,AD , &c. 
a dijfermtts pontos ilo. mefma' ru:ltr i " , 

1; º. .fi pe_rpendicula~ .z\B Je:,á .1/laz's curta que ~uO'f-
quer obltqua. • ; ' · . , 

2. 1:> As duas oblrquâs AÇ , AE, {iradas de hu .. 
ma e otilra ·parte ·da perjmdicuü:ir 1 em dijjà11cilu ·iguaes 

-BC , BE , ferifo iguau. · ~ · · .• • '. / 
3. o' •De duàs obliquas ·Ac=; e AD, ou AB e AD , 

tiradas comóje quifer, ·-a que fe ajf'!flar mais dq. perpçndi . .' 
cular, Je"lcí a 11ú1is compri3a. · . 1 

Prolongue-fe a- perpendicular ·.x·;s .. .'IHl'P'!á quantl-
' clade BF == AB ,- e ajú.ntem-fe FC 1 FD. ! , 

' 1: o O triangulo BCF he i,Q;'Üat. ad ;', triáogulo 
BCA ; porque o angule rec.to CBf ~ :=11CB'.A , o la-
do CB he cotnmum , e . o lado pl~ == . BA , ·'logo p 
terceiro• lado· ( pr. 6. ) GF he ' igmtl ao' têr<;.eiro.' AC. 
Ora ABF, linha recta, he mais cm:ta'j1.ue AOF; linha 
qu.ébrada , logo AB , . metade de .ABF he mais curts 

· que i AC, metade de ACF-. Logo I'. 0 a 'perpendicular 
he mais curta que qualquer .'obliqua. ' , · ' · . 

2. o · l Se ·fuppofertnos BE ==BC , como temds 
,' alem difio AB commum; 'e o angúlo ABE =ABC, 

11fegue-fe que o triangulo ABE he igual ·.ao tri;tngulo 
A;BC. Logo os lados AE, AC sáo i~aes: Logo 2. o 

.1 duas obliquas que k affafiáo igualmente âa perpendi. 
cular sáo iguaes, - · · · ' 1 

, ~· 0 No tríangulo ADF a fomtna das. Jínhàs AC, 
CF' he menor ( pr. 9.) que a fornma dos lados AD , 
DF. Logo AL, metade da linha ACF, he mais cm•· 
ta que AD, metade de ADF. Logo ~· 0 as obliquas 
que fe affaftio mais da perpendicular são m,ais compri· 
das. .. 
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Corollario !. A perpendicular mede a verdadei-

ra dillancia de hum ponto a huma linha , porque hc 
mais curta que qualquer obliqua. 

/ [. - De hum mefmo ponto náo fe podem _tirar 
a huma mef ma linha tres reéhs iguaes. Porque , fe 
aílim fô r'a , haveria do mefmo lado da perpçndicula.r 
duas obliql;'a~ iguaes , o q~e he impollivel. 

P R O P O S I Ç Á O XVII. 

T H - E o R E M A. 

St pt!o ponto C , ( fig. 32. ) , meio tia link.s 
AB , ltvantarmos a pt:rpenâicular EF Johre ejla li-
nha·; 1."º lu1da ponto da ' perpendicular ejlará igual-
mente dijiante das duas exlremidad1s da linha AB ; 
2. o todo o ponto jituado f óra da perpmdicular ef-
lará defi&ualmmte di)iante das - mejmas extremidadu 
A e B. 

Porque r. 0 como fe fuppõe AC~ CB , as 
duas obl ;quas AD , DB fe affallão igualmente da 
perpendicular ; logo sáo iguaes. O mefmo acontece 
ás duas obliquas ' AE , EB , ás duas A.F , FB , &c. 
Logo I. 0 qualquer ponto da perpendicular eftá. 
igualmepte diftante dos extremos 'A e l\· -

2. 9 Seja I hum ponto fóra da pe11pendicular ; 
fe ajun~armos I~, IB, huma <lefias _linhas cortará 
a pcrpendiculzr em D , donde tirando DB teremo• 
DB =DA. Mas a linha reaa IB he menor que 
a l inha quebrada ID + DB , e IJD + DB == ID 
+DA= IA; logct IB < IA; logo 2. 0 todo o 
ponto fóra da perpendicular efiará defigualmente dif. 
tante d9s extremos A e B. 

i :· 
·.~. 

.. 
~ 

~ . ! . 
<- :J .1 

~ . . ~' . ..J._Y'...,_~ ·- :.,_._-l ' ·-- -~ 
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P R O P O S I Ç 1 O XVIII. 

. T H E o R E M A. 

Dois triangulos rt8angulos sio igua_u 1uando ltm 
a hypotinufa igual, e hum . lado -igual. , ' · 1 

Séja a hypot~nufa AC= DF (fig. 33.) , e o • 1 
lado AB = DE, di~o que o triangulo reá:angulo . 
ABC ferá igual ao tnangulo reélangulo DEF . . 
- Seria manifeih a igualdade , fe o terceiro lado 
BC foffe igual ao terceiro EF : fupponhamos , fe he 
poffivel , que efics lados náo são igu_aes , e que feja 
.BC o maior. Tome-fe BG = EF , e ajunte-fe AG. 
O triangulo ABG hc . igual ao ti'iangulo DEF ; 
porque o aogulo reél:o B hc 'igual ao angulo reél:o 
E, o lado AB =DE, e o lado BG = EF; logo 
efles dois triangulos são iguaes ( pr. 6. ) , e por con. 
fequencia AG = DF: mas , por hypothcfe , DF = 
AC; logo AG = Ae. Porém a obliqua AC não pó. 
de fer igual a AG ( pr. 16.), porque efiá maia 
affafiada da perpendicular AB ; logo he impoffivel 
que BC difira de EF ; logo o triangulo ABC hc 
igual ao triangulo DEF. 

P R O P O S 1 Ç Á O XIX. 

I . .) L EM MA • 

.Â fomma dos Ires angulos de hum triangu/1 v 
não P'de txadtr li' dois angulos rtélor. 

Seja , fe he poílivcl , ACB (fig. 35. ) hum 
triangulo nQ. qual a fomma dos tres apgulos hc 
maior que dois angulos reélos. -

Sobre AC prolongado tomc-fe CE= AC; fa. 
ça-fe o angulo- ECD = CAB, o lado .CD= AB.; 
ajuntem-fe DE e BD. O triangulo CDE ferá igual ' 
ao triangulo BAC , porque- tem hum angulo igual · 
comprehendido entre lados · iguaes cada hum a cada 

Bü 
.. 
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hum ( pr. 6.) ; log. teremos o :rngulo CED ::: 
ACB, d angulo CDE ·--- ABC, e o . ter.ceiro !ai.lo 
I:D igual ao terceiro BC. 

Como a linha ACE J:ie '· rea:i' a fomma dos 
angulos ACB , BCD, .(;CE he igu:il a dois angu-

,Jos reétos ( pr. z . cor. 3. } ; c;a fop,pomos que a 
~-~ fomma dos angu los do triangulo ABC he maior 

· q11e . dois • angulóSL 'reél,o.s '., logo ter~mos CAB + 
·ABC +,i ACB / ACB + ·BCD -tf!.E&D _. ; • tirando 

. de hutna e outra. .p'arte .A.CB cominu-p-i e CAB .= 
EC D , ficará ABC , i> !.BCD ; e porque os lados 

· ABI, BC .do tr~angu l di ' ABC , -Sâw.. i gu.~es aos laaos 
CD, ·CB .do triánguJo B1CD , fegile-fe· qqe o ter-
cei!9, , fadt;>· AC · h~ rua·orJ_que '·o 1,tirceü6 BD (pi:. 
I O. ) ~ . , < • • _, / 

11 l'migihemos· agora ,. c{t\c e pmlotlgm: rnclefin i<la-
m·ehtd a linha' .AC • e o da .mHma-.... maneira a fer ie 

-<le>S · tr\angu Íos ig11aeS. J•.e · if er~~lh~rlteJilen te • ?í{ pofl:os 
ASd , .ODF, , E·FG ;~ GHf·; &e ; :te .ajuntr.rrmos os 
v~1·tiees - (linhQs •pelás tr.ê&:.as 'BD. ,- DF· . FJ,J,, H.Ki , 
&0. ' ftfrmat11r'OÓ;; ' ªº" mef-mo ~t mpQi hblT)a ferie de 
tri artpo los intcrn'1edí1>s iLBGO , •tHi.J.1 , ~ FGH , &e. 
qí.1e -fâr~o ódçi~ .j~uaesn.,siMre si J ;p@rq_111('• tcrâó h.um 
angulo igual comprehcmlic\o. eóú-eola!!o · ·i~ti.acs ca a 
hum a cada hum ." L ogo reremos- BD _ lJF = FH 
- HK &e • ; - r ' c1 1 - . , ~ . . ..... 

I ll~ pofl:o, como temos AC / J3D , feja a dif-
ferença AC - BD .·--:-.rD i; nc ' \a ro que 2f> fedi a 
differen~; a cnrr~ a linha re a /\CE igual a 2AC , 
é a linh1a retta· ou q\1ebrat\.a. BDf' igual ·a ~BQ ; de 
fort~ qu e teremos AE - BF,:::;:2D. ·:!To :rne[rno mo-
Cio tereryios AG.:....... BH::.:: ,.,D, 1 Ait1 1-11B~ :;:::; . 4D, 
e affim , em diante . Ora , por ais ·peq'Í.1e,na• 'que fc:.. 
j a ' a diferença D , he eviden-te qi1l'! effai differança •, 
repetida hum nlirnero -de vezes • fufficien.te ; -Vir:Í. •. a fe r 
rnaiO'~ c1uê h.pm comf'.rimcn'to dad . Lbgo podere'rrroll 
fupp or a ferie dos tnangulos prolongada cio longe 
que feja AP - '.BQ > 2AB ; e a!Timl terí amos AP 

/ BQ 1+ :zAB. O ra , pelo contrario, a linha _reéh. 

> 
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AP he m~nor que a linha an, lofa ABQP, que 
ajunta os mefmos- extremos A e P , de maneir.i 
que teremos fempre AP < AB + •BQ + QP, o~' 
AP < BQ + 2 . B. Logo a hypothefe, de que . par-
t imos, he abfurda : 1 go ' li. (omjl1a dos tres · angulos 
do triangulo ABC riá:> pó~de C).icadcr, a dois an-
bu~os rcC'ws. 

, 
P R O P O S I· Ç Á O XX. 

T f-f. E O R. E M . A . 

Em lo do IJ triancrulo , a Jomma d~s tnz dngu-
les l~e 1/J11rTI a dois ang.ulos rc los . 

Ha\·endo já provado que a fomma dos tre'lí an~ 
gulos de hum triangulo não póJc exc.eJe r a d is 
a11gulos rcél: s , refl::t derl:luníl:rar. que eíta mefma. . 
fomma não pó !e fer menor do que dois :)ngulos reélo . 

cja ABC . ( ~ig: 35. a ) o ~riangulo propol~o , 
e· feja, fo 1,e- poJllvel , a fomo1a dos feus anguloi; = 2P - Z, marcapd P •hum angulo reélo , e fen-
do Z effa quantidade ~1~lque r c.iue, fe foppoem fa!t,1r 
á fomma dos angu~<;>s para q\,le c!la íCja igua l a 
dois rcél:os. 

Seja A o menor dos angulos do triangulo ABC ; 
fobre o lado opp úfio BC faç:i-fc o angulo BCD 
:;:::: ABC , e o anguJo Cl3D _ ACB; os triangu -
los BCD, A BC,, feráo iguaes (pr. 7. ) , porque t m 
hum lado ig ual IfC · adjacente a do is angulos ig uacs , 
ca<la hum a cad=\ hum. P clp ponto , D tire-ff; huma 
reél:a qualquer EF, ·que encontr~ em O e em F oio 
dois lados do ang 1 lo A prolongados ( 1 ) • 

( 1 ) Supponlw q_ue A he o menor angiJ!o do tríanvu~ 
J.o Al:iC, e por cpnfequencía menor ou não maior ,ue d~í~ 
ti::rcos do angulo re8c , a fim de fazer mais fcnfiv<;>! a ?OÍ-
fibi\ida.:ié de qué huma reéh tirad:i. pelo ponto D, encontre 
ae mel)no tempo os dai& lados Ai{ 1 AC ; prolon"dos. 

) 
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Como a fomma dos angulos de cada hum · def. 
tes triangulos ABC , BCD he 2P - Z , e a de ca-
da triangulo EBD , ' DCF não póde exceder a 2P 
( prop. 19.) , fegue-fc que a fomma dos angulos dos 

• quatro triangulos ABC , BCD, EBD , DCF, não 
paffa de 4P - 2Z + 4P , ou 8P - 2Z. Se d!!fla 
fomma tirarmos a dos angulos em B , C , D , que 
he bP , porque a fomma dos angulos formados em 
cada ponto B, C , D, he 2P ( pr. 2. cor. 3.) , o 
refio ferá igual á fomma dos angulos do triangulo 
AEF. Logo a fomma dos angulos do triangulo AEF 
náo palra de 8P - 2Z - 6P, ou 2P - 2Z. 

Affim em quanto he neceffario ajuntar Z á fom--
rna dos angulos do triangulo ABC para que ella che-
gue a dois reé\os , cumpre ao menos ajuntar 2Z á 
fommà dos angulós do triangulo AEF para comple-
tar os mefmos dois reaos. 

Por meio do triangulo AEF fe confhuirá feme-
Jhantemente hum terceiro triangulo , tal que feja 
mifter ajunt~ ao menos 4Z á fomma dos feus tres 
angulos , para que o todo feja· igual a doi · angulos 
reé\os ; e por mtio do terceiro , [e conflr irá da mef-

. ma maneira hum quarto, tal que fe deva ajuntar ao 
menos 8~ á fomma dos feus angulõs para que o to-
do feja igual a dois angules reé\os, e affim m di :rnte-: 

Ora , por mais pequeno que feja Z a refpeito 
do angulo reé\o P , a ferie Z , 2Z , 4Z , 8Z , cu-
jos termClls crefcem em razão dupla , conduzirá bem 
deprefrcl a hum termo igual a 2P, ou maior que 2P. 
Logo ent

1

ão fe chegará a hum triangulo tal que fe-
ja neceffario ajuntar :i fomma dos feus angulos hu-
m:i quantidade igual ou maior que 2P, para que a 
fomma tptal foffe fómente 2P. Efta con~quencia he 
vilive!mente abfurda; logo não póde fublifiir a hy-
pothefe de que partimos; quer dizer, que he impof-
fivcil qu~ a {i mma dos angulos cio triangulo ABC , 
feja menor que dois angulos reé\os : ella não p.óde 
fcr maior em virtu~e da propofição pr.cedentc , logo 
he igual a dois angulos reé\os. _ 
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Corollario !. Sendo' dados dois angulos de hucn 
friangulo , ou fómente a fua fomma; conhecer-fe-ha 
o terceiro, fubtrahindo de dois angulos reétos a fom-
ma deíl:es angulos. 

, II. Se dois angulos de hum triangulo forem 
iguaes a dois angulo~ de outro triangulo , cada hum 
a cada hum, o terceiro ferí igual ao terceiro , e 01 
triangulos ferão equiangulos entl'e si. . 

III. Não póde· haver-· em hum triangulo maia 
do que hum angulo reéto, porque, fe houveffe dois , 
o terceiro angulo viria a fer nullo. Com maior ra-
zão , hum triangulo não póde ter mais do que hum 
fá angulo obrufo. 

IV. Em hum triangulo reéhngulo a fomma 
dos dois angulos agudos he igual a hum angul<> 
reéto. 

· V. Em hum triangulo equilatero cada angulo 
he igual a hum terço dt dois angulos reétos , ou aos 
dois terços de hum angulo · reel:o ; de maneira que 
exprimindo por 1 o angulo rcét? , f~rá expreffq por ' 
~ o angul~ do triangulo 'equilatero. 

VI. Em qualquer triangulo ABC (fig. 4r.) 
fe prolongarmos o , 'lado C'A para D , o angulo ex-
icrno BAD ferá igual á fomma dos dois, internoll 
oppofr'os B e C : porque, ajuntando a huma e outra 
parte BAC , as duas fommas serão iguaei; a dois -an-
culos reétos. 

P R ~O P O S I Ç Á O XXI. 

T H E o Ri .M } •• 

'A Jomma de todot os angular internai de !tum 
jfflygono , lu igual a tantas ·v,;us dois angulos rtlfor 
9uantas "nida4u houver 'no numi:ro dos ladd m111n 
Joú. ' 

Seja ABCDEF (fig. 42.} &e. o polygo~o pro~ 
pofio ; fc dg vcrlicc de hum mefmo aniulo , A 1 ,i .. 
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rarmos a todos os vertices do~ angulos oppollos dia-
gonaes AC , AD , AE , &c. , he facil de vêr que 
<> polygono ficará repartido em cinco triangulos, fe 
elle ti ver fete lados; em feis triangulos, fe elle tiver 
cito la<los ; e em geral em tantos triangulos quantos 
forem os Uidos do polygono rnerios dois ; porque ef- · 
tes triangulos fe ,po\fen:i confiderar como tendo por 
vertice commum o ponto A , e por' bafe os differ'en-
tes lados do pol ygonoJ, excepto os dois que forrrtão 
o angulo A. \'.ê-[e ao mêfmo tempo que a fomma , 
dos angulos de , todos eíl:es triangulos não dilfere da 
fomma dos :ingulos do polygono; logo eíl:a · ultima 
fomma he igual a tantas vc:zes _dois reaos quantos 
r.Qo os triangulos , quer diz·er, quantas unidades ha 
no numero dos lados do polygono menos dois. 

C1Jrollario J. A ~ mma dos aneulos de hum 
,quadrilatero he igual a dois angulos ~élos multipli-
cados por 4- 2' o qub faz quatro an~ulos reaos. 
Logo , fe todos o~ angulos do quadrilatero forem 
jguaes , ca·fa hum delle ferá reélo ; o que jufüfica 
a def .. XVII.,_ na qual Iuppozemos que os quatro 
angulos de hurp quadrilatero são_ reélos no cafo do 
reélan~ulo e,: do quadraqo. . ' 

II. A fom~a dos angulos de hum pentagono 
he 2 angulos r~Çl:os , i'nulti pliéados por 5 ~ 2 , o 
que faz 6 angulos reélo . Logo quando hum penta-
gano for tqJiangulo , quer dizer, quando os feus an-
gulos forem 1 iguacs huns aos ou os, cada hum dcl-
les ferá igual ao quinto de fois angul s reélos ou 

6 1 • . 

aos - de hum angulo reélo, s 1 

l II. 4 fomma dos . angulos de hum hcxagono 
he 2 X ( 6 - 2 ) ou 8 angulos . rcélos; logo no 

• hexagano equiangulo, cada angulo he o fexto de 8 
:;mgu los reélios ou os ~ de hum aP-gulo reélo ; e ~f-

3 
lim em diante. 
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Scholio. Se qui2effemos applic::ir eíl:a propofiç:io a 

hum polygono que ti veffe hum ou mais angulo rein-
trantes , deveriamos conftderar cada ancrulo reintrante 
como maior que dois angulos reél:o~. i\Ias pat:i e\•itar 
todo o emb:iraço , aqui , e para o futuro, fó confid - / 
r aremos os polygonos de angulos falienfls , qut= [e ! 
podem por outro nome chamar polygonos conucxos. '.., 
Todo o polygono convexo he tal que huma linha 
r c a , tif3da como fe qµizer , não pó e encontrar o '· 
conLorno delle pol ygono em mais _de dois pontos,. 

P R O P O S -I Ç Á O X X I I. 

THEOREMA.. 

St duas linhas reélas , AC , BD (fig. 36.) fo~ 
ran pupe11diculara a lwma terceira AE , ejlas duas 
linlias J eráo,parà/le!as, q.uer rliza , ' que Jc núo poduíío 
encontrar a qualquer diflancia que je pro/011~111:111. 

Porque , fe ellas (e encontr:iffcm em hum ponto 
O , haveria duas perpendicular s OA • O~ , abaixa-
das do mefmo .ponto O fobrc huma mefrna linha AE. 
o q_ue he irnpoffivel ( pr. 15). 

P R O P O S I Ç Ã O X,X I I I. 

T H E o R E' M A. 

8e dua.- linlzas reElas, AC, BD (fig. 36.) .fize-· 
rem com huma te.rceira AB daur angulos internos CAB, 
ABD , ....._ cuja fomma jeja igual a dous cmgulos reétos. , 
as linhas AC , BD serão jJarallelas. 

Se os angulos CAB , ABD fo!Tem iguaes entro 
íi , ferião rcél:os ambos , e eíl:ariamos no cafo da. 
propofi ção antecedente ; fupponhamos por tanto qu<? 
cltes dois angulos fejão defiguaes , e ,pelo ppnto A 
abaixemos AE perpendicular Cobre BD, 

No triangulo reél:an~ulo ABE , a fomma dos dois 
an~ulos agudoi ABE, BAE he igual " hum angulo 

/ 
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teélo ( pr. ~o. cor. 4.) ; . fubtrahindo efla íomma da 
fomma dos angulos ABE , BAC , que , por hypothe-
fe , he igual a dois angulos rcB:os , ficará o angulo 
CAE igual a hum an~lo reélo. Logo :is duas linhas 
AC , BD são perpcndiGulares a_ huma mefma -linha 
AE ; logo sao p.irallelas ( PI. 22.) • 

PR O P OS 1 Ç ~ '0 XXIV. 

T H E o R E- M A. 

Se áuas linbas re8as AF , BD (fig. 36. a) /izt-
rem com huma /traira AB doir angulos inttrnos .FAB, 
ABD , cuja Jomma Jeja menor ou maior que dflis an-
gulos reE!os , digo que as duas lin~as AF , BD , pro-
longadas fi1ficienltmente , Je hão dt encontrar. 

Tire-fe AC de maneira que a fomma dos angu-
Jos CAB + ABD fcja igual a dois atigulos reB:os; 
podem acontecer dois cafos , fegundo for o angulo BAF 
menor ou maior que BAC , quer dizer , fcgundo for 
a fomma dada F AB + ABD menor ou maior que 
dois angulos rcB:os. _ 

Seja I. 0 o angulo BAF < DAC ; irc-fe pe-
lo ponto !} hurna obliqua qualquer AM que encon-
tre BD cm M , o angulo AMB lerá igual a M;\.C , 
porque aju \ritando a huma e outra parte huma 'mef-
ma quanti9ade MAB + ABM , as duas fommas são 
iguaes cada huma a dois angµlos reélos. Tome-fe 
agora MN 1= AM, e ajunte-fe\ AN, o angulo AMB 
ex~erno ao triangulo MAN, he igua_l á fomma dos 
dois internos oppcllos MAN , ANM ( pr. 20.) ; ellec · 
são iguaes 1entre {j , porque AM = MN; logo o an.-
gulo AMB , ou o seu igual MAC, he duplo de MAN; 
logo a linhia AN divide em duas partes iguaes o an-
gulo CAM , e encontra a linha BD em hum ponto 
N íituado em diíl:ancia MN = AM. Da mefma de-
monflraçâo fe fogue que , fe tomarmos femelhante- · 
mente fobre a linha BD , NP = AN , teremos o 
ponto P 1 ~ndc 1ha de hir ter a linha rcéb 1 que di. 
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vide cm dull.S partes iguaes o angulo 'CAN. Lo_go 
defia maneirà fe póde tomar fucccflivamente 'a meta-
de , -o quarto, o oitavo , o decimo-fexto , &e. do 
an~ulo CA~, , : as !inhas que effeitufo efias divi-
sões , encontrarao a linha BD em pontas _cada vez 
mais difiantes , porém faceis de determ,inaF , porque 
teremos succdl'i ·1amente MN = AM , NP = AN, 
PQ = AP , &c. Até fe póde, adve:·ti[ que cada dif-
tancia- de hum ponto de interfecção ao ponto A , 
náo he abfolutame~1te dupla da difiancia da interfec-
ção precedente ; porque AN ; por exemp!O', he mc.-
nor que AM + MN., ou que o duplo de . AM , 
igualmente AP < 2 AN, AQ < 2 AP, e affim cm 
diante. Mas continuando :i fubdividir o angulo CAM 
em razão dupla , chegare1nos facilmente "' a hum an-
gulo CAZ menor que o angulo d:ido CAF, e ain-
da ferá verdade que AZ prolongada encontra BD em 
hum ponto determinado ; logo com mais forte razão, 
a linha AF, fttuada no angulo BAZ, encontr:irá BD. 
Logo, fe os dois angulos BAF, ABD juntos fizerem 
huma fomma menor que dois angulos · reétos , as li-
nha$ AF , BD , prolongadas fufficientemente fe hão 
de encontrar. . 

· Supponhamos 2. 0 que os dois angulos FAB , 
A BD (fig. 36. b. ) fação huma fomma maior que 
dois angu los reél:os ; fe prolongarmos F A para G , 

BD para E, a fomma dos quatro angulos FAB, 
BAG , ABD •, ABE. , forá iguai a quatro angulos 
rcétos (pr. 2); e fe tirarmos della FAB + ABD 
maior que dois angulos reétos , o refio BAG + ABE 
ferá menor que dois angulos reéto . Logo , feguindo 
o prLmeiro cafo , as linhas. AG , BE , pràlonga<lall 
fqffic1entemente , fe devem êncontrar. 

Corollar(o. Por hum ponto dado A náo fe póde 
tirar mais de huma parallela á linha dada BD ; por-
que fó a linha AO he que faz a fomma dos do.is 
angulos BAC + ABD igual a dois angulot reélos, 
e dta he a. parallela pedida ; qualquer. outra linha 
AF faria a fomma dos dQis anguloi BAF + ABD, 
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menor ou maior que d is angulos rcél:os 
la Cl'l'Comraria a linha BD. 

P R O P O S I Ç Á O XXV. 

T · fj E o R E M A. 

log0 el-

~ ·/ Se duas linha; parai/elas AB, CD ( fi g -i7.) fe-
rtm encontradas par liuma fuq.nte EF , a ftn'!ima das 
dais angulos Íflternos AGÔ' coe ' foá igual a 
da:·s r1,1gulos reEfos . ,,, 

Porqu\:, íc e lia foffe maio r ou menor , a duas li-
nhas AB , CD , íe haviáo de en ontra r de lium 011 de 
outro bco, ná íeriáo p-: rallela . 

Corollario /. e o angu lo GOC he retro , A O 
t ambcm ha de fo r reélo ; logo todt1 a linha perpen-
dicula r â !Luma das parallelas he pi:1pwdicular á ou-
t ra . 

Corol!ario I [. C omo AGO + GOC he Í.iju:d a 
dois angulos reélo ,, e GOD + GOC tambcm hc 
jgu:il a dois angulos rcétos" t ira ndo de ambas a partes 

O C ', ficará o angu lo AGO ::::: GO . Por confe-
uencia os quarro ang u l , s agudos EG B, AGÓ , yO D , 
OF ~ ã iguacs entre fi, o meímo acontece ao q11:1-

tro angulos l1fufos AGE , OGB , OG , DOF; 
e ao mefmo wmp , fe aju ntarmos bum dos quatr 
ang ulos agudo~ a h 11m dos quatro obtufos , • a fomma 
fará ícmpre do i ~ angu los reétos. ' 

Sclwlio. Ordinariamente fe dá nomes parti-
culares a alg1m deftes angulos com parados dois a 
do í . Já chamámos aos angulos AGO , GOC, in-
lerno f da me/ma parle; os ang ulos BGO , GOD tem 
o mefmo. nome . O s angu los AGO , GOD fe chamá 
nllan ~s-111 /ernos ; ou limp le~menle alternar ,· o mcf-
mo he com qs ang.ulos BGO , GOC. Os ang ulos 
EGB, GOD, íe chamio inttrnos-ex ternos , e em fim 
-OS :ang u] O$ EGB , COF tomá o nome de altern os-
txlanos. Por tan to podemos confidcr:ir como dcmonf-
t radas as feguint ' propofi çõcs. 
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T. Os angolos internos da mefm:i pa·rte, valem. 

cm fomma doi angulo r e o . 
l I. O angulos alternos-éxtetno sáo1 iguacs. 
III. Os a:i~u los internos-externos s{lo iguae • 
IV. Os angulos alterno -i nternos são iguaes . 
Reciprocamente , fe Jorem ig u:.?es os angulos no-

tados em hum clcftcs cafos, pod ;remos onclui r que 
. as linhas a. que eUes fe r eferem io pa i;alldas . Seja, ,, 
por ex.e.mplo 1,. o angulo AGO = GOD ; como 

- GOC + GOD he igyal a dois reél:os , teremos t:im-
bei'n AGO + COG igual a dois . te :los ; logo 
( pr. 24 ) as linhas AG, CO são_ parallel s • 

. PR O P •O .S . I'.C Á. O X.XVI. 
, ' 

.T · 1-1 E O · R E M A . 

Duns•linliás AI3, CD , (fig. 38.) pnralle/as a /iu. 
ma te rceira EF, sáa par(ll/e/as entrf ji. , 

T.ire-fe a fec:rnte P QR perpendicular a EF. Ço-
mo AB hc parallcla a EF, PR fcrá perpendicular a 
AB ( pr. '.45· cor. r. ) ; do mefmo modo, como CD he 
1prallda a EF , a recante PR forá perpendicular a 
CD ; 1 go AB e CD sáo perpendicutares á mefn~a 
linha PQ , logo são parai l las ( pr. 20 ) . 
. ' 

P R :O P -O S I C .Ã O X X V II. . . 
'! f T H E o R E M A . 

D uss pnral/elas sá1 1m toda · a pdrtc igualmentt 
·iijianta. · 

• Entre as duas parallelas AC , BD ; 'tirem-fo•, 011-
de fe quizcr , as duas perpencliculares AB , CD (fig. 
39, ) , digo que eílas duas perpendiculares áo iguae~. 

As linhas AB , CD , perpendiculares a huma das 
parallelas , ~ão ao mefmo t~mpo perpendiculares a 
outra ( pr. 25 ; a fe tirarmos 'EF perpendicular fo-
bre o meie de_. AC , EF tamba1u ferá perpendi~ular 
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a BD , de maneira que todos os angulos em A , E , 
C , B , F , D fcráo reél:os. I llo poltó , eu digo que 
o quadrilatero AEFB póde fer poíl:o exaéhmente fo. 

, bre o quadtilatero CEFD ; po_rque o lado EF he 
1 cpmmum , o angulo AEF he igual a FEC., e o la-
~ do EA he ig~al a ,EC , por confüucção ; logo o poR-

to A cahir5 em C. Mas o angulo EAB he igúal a 
ECD ; logo AB e CD eíl:aráo na mefma direcção. 
De mais , o angulo EFB · = EFD ; logo FB e FD 
eflaráo tambem na mcfma direcção ; logo os dois 
quadril:iteros coincidirão inteiramente hum com o ou-
tro, e teremos por confequencia, AB = CD. 

P R O P O S T ·ç Ã p XXVIII. 

T H E o R E M A. 

Se dois angulos BAC , DEF (fig. 40. ) tiverem 
os lados para/li/os cada hum. a cada hum , e dirig-i-
dQs no mifmo Jentido, ejles dois angulos jt:ráo iguaes. 

Prolongue-fe , fo tor nccelfario , DE até ao en-
contro de AC em G ; o angulo .DEF he igual a 
DGG. ; po,rque EF he pafallela à GC ( pr. 2s;-); o 
angulo · DC1C hC' igual a EAC, porque DG he garal-
lela a. AB 1

, Jogo o angu!o DEF he igual a B/\C. 
Sch~liG,1 . El1a propofiçáo tem a z:ell:ricçáo de que 

EF fcja <l\rigido no mefmo fentido que AC ; e ED 
· no mefmo fentido ' que AB ; porque, fe prolongarmos 

FE para H , O· angulo DEH terá os feus lados pa-
rallelos aos do angulo BAC ; n\as elles angulos não 
ferão iguae~ , porque EH e AC são dirigidos em fen-
ti<los contr;uios : nefle cafo , o a,ngulo DEH , e o 

· angulo BA C fariáo em fomma dois angulos reél:os. 

P R O P O S 1 C 1 O XXJX. 
' 

T H E o R' E M A. 

, Os lados oppo}los de hum paralldogrammfl ião 
tzigus cbem como o.r angulos oppojlos. 
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Tire-Íe a diagonal BD ( fig. 44.) , os dois 

triangulos ADB , DBC , tem o lado commum BD; _ 
de mais , por caufa das parallelas AD , BC , o an-
gulo ADB:::::: DBC ( pr. 25.), e por caufa das pa-
r_!tllelas AB, CD, o angulo ABD = BDC. Logo 
os dois triangulos ADB, DBC, são i~uaes ( pr. 7.); 
logo o lado AB , oppoílo. ao angulo ADB , he igual 
ao lado DC, oppofto ao an3ulo igual DBC , e igual-
mente , o · terceiro !:ido AD he igual ao terceiro BC; 
logo os lados oppoílos do parallelogrammo são iguaes. 

Em fegundo lugar, da igualdade dos mefmos 
triangulos fe feguc que o angulo A he igual ao an. 
guio C , e tambem que o angulo ADC , compoll:o 
dos dois angulos ADB, BDC , he igual ao angulo 
ABC, compoílo dos dois angulos DBC , ABD ; lo-
~o os angulos oppo!ll)i de hum 13arallclogrammo são 
1guae~. 

Coro//arío. Logo duas par:illelas AB , CD • 
comprehendidas entre outras duas parallelas AD • 
BC , são iguacs. 

P R O P O. S 1 Ç Ã O XXX. 

T H E o R E MA. 

St tffl hu111· 9uadrilattro ABCD (fig. 44.) 01 
lados oppojlos forem iguats, dt manúra <]Ut Jtja AB = CD , e AD = BC , os lcdos iguats jtrao parai-
/elos , t a figura Jerá hum paralltlogrammo. 

Porque , -tirando a diagonal BD , os dois trian. 
gulos ABD , BDC , terão os trcs lados iguaes , ca. 
da hum a cada bum , logo ferão iguaes ; logo o a.rl. 
gulo ADB , oppofl:o ao lado AB , bc i~al ao an- .. 
guio DBC, oppoll:o ao lado CD; logo (_pr. 25.) o 
lado AD be parallelo a BC. Por femelhante razao , 
AB , hc parallclo a CD ; logo o quadrilatero AnCD 
he hum parallelogrammo. -

I 
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P R O P O S I Ç Á O XXXI. 

THEOREM..,_, 

Se OJ dois lados orpof!os AB ; CD ' ae hum 
911ddrifalero .forem · iguats e para/leios, os outros doir 
lados, Júlio lambem iguoes e parai/dos, e a. figura 
ABCD Jerá hun. raralldof!rammo. 

TirL-fe a di:igo!'al ED ; como AB he paralle-
b a CD, os a gulos alternos ABD, BDC , .são 
ig u::es ( !'T· 25. ) , além diíl:o o lado AB-= DC , o 
lado DB J.e commum ; logo o trian_gulo ABD he 
ígu:il ao triangulo DBC -( pr. 6.) ; logo o lado AD 
==...-EC, o ang1.1-0 ADE:= DBC, e j)Or confequen-

•• ia • AD he arallc,Ta a BC ; logo a figur:i ABCD 
l.e hum parall lo~rammo. 

P R O P O ~ I Ç Á O XXXII. 

T H t O R E M A. 

As duas diagonaes AC J! DB (fig. 4~· ) de hum 
raralldogrammo- fe cor/po 11111/uamenle ent duas par-
tes iguats _ 110 ponto O. 

P rque , compa rando o triangulo ADO com o 
triangulo COB , fe acha o lado AD = CB , o an-
gulo ADO :::::;. CBO ( pr. 25.), e o angulo DAO 
:= O B ; logo elks dois tria'figulos sáo iguaes ( pr. 
7:); log<> AO, lado oppoflo 1 ao angulo ADO , he 
1gtlal a qc , !;ido oppoflo ao angulo OBC ; logo 
tambem DO = Oil . . 

Sc/1o?io. No cafo do· lofango, os lados AB, BC 
fendo iguaes, os triangulos AOB , OBC , tem 011 
trez lado igu:ics , cada hum a cada hum , e por 

l confequencia áo iguaes ; donde fe fegue que o angu-
Jo AOB = .BOC , e aflim :is duas diagonacs de hum 
lofango fe corLáo mutuamente: em angulbi reétos. 
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LIVRO ll. 

O CIRCULO, E A MEDIDA _DOS ANGULOS. 

D .E F I N l ç ó E s. 

J. e lrcumferencia de circulo he huma linha 
curva ( fi . 46.) que tem todos os feus pontos igual-
mente dif antes de hum ponto imerior que fe chama 
u111ro. 

Circulo he o ef paço fechado por eíl:a curva. 
,, NB. Muitas vezes no difcurfo fe confunde o 

circulo com a circ11mfcrencia ; mas ferá fempre facil 
t cfiabelecer a exaélidáo ,das exprefaóes a quem fe fe~-
br:ir que o circulo ·he huma fuperficie que ·tem com- ~ 
ptill}ento e largura , e a circumferencia he buma li-
nha. ,, • 

II. Toda a linha reél:a CA , CE , CD , &e. 
tirada do centro á circumferencia , fe chama raio olL 
feini-diamelro.· Toda a linha , como AB , que paífa 
pelo centro , e termina de ambas as panes na cir-
cumferencia, fe , chama diametro. 

Em virtude da definição do circulo todos os raio~ 
são iguaes ; todos os diametros sáo iguaes e du pios da, 
uio. 

III. 'chama-fe arco huma porçfo de cfrcumfe .. · 
renda como . FHG. ' 

Corda 'ou Jubündente do arco he a linha rcél.a 
FG que une os feus dois extremos. , 
' IV. Segme'!'º _he a fuperficie ou por~ão do cir-
culo comprehend1da entre o arco e a corda. · 

. ·~ NB. A' mefma corda FG correfpondem fempre 
to1s arcos FHG / FEG , e por çgnfequ<i,ncia tam'"=lal e . 
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~ois feg ntos ; mas. fempre fc falia der m1is peq~ 
no , falvo quando fe adverte o contrario. ,, 

V. Sdlor he a parte ..do circulo omprchendida. 
e ntre hum arco DE,, e os _dois raios CD , CE, ti-
rados aos extremos defie arco. 

VL •Chama-fe linha. i'nfcrita no circulo aquella 
<JUC tem os extremos na circurnfcrencia , como AB 
(fig. 47 . )~ - . 

Angulo infcrita aquclle , como BAC , que tem o 
vcrtice na circumferenciá , · e he formado por duas 
cordas : 

Triangulo infcrito aquclle, como ABC, cujes tres 
;ngulos tem os fcus vertices na circumforencia: 

E em geral figura inféritq aquella cujos angu-
los tem todos os íéús vertices na ircuinferencia : ao 
mcfmo tempo fe diz que o circulo efiá circ1mfcrito 
a dia figura . 

VII. Chama-fe fecante huma linha que encon-
tra a ircumfer ncia em dois pontos , como AB 
'fig. 48. • . 

VIII. rangente hc huma linha que fó tem hum 
:ponto commum com a circum'fcrenci:\, como CD. 

O ponto commum M fc cham prmlo de con-
uB~ . 

I 1 
• Igualmente dilas circumferencias são tan-

gentes huma a outi·a quando tem fó hum ponto com-
mum. 

X. Hum polygonn l1e circunfcrito a h'um cir. 
,u/o quando t9doS os feus lados ão tangentes :i cir-
cumferencia ; no mcfmo cafo e diz que o' circulo ef~ 
#1. infi:rilo no polygono. 

PROPOSIÇÃO I. 

T R E o R E J\l A. 

'. Todo o diapU/ro AB (fig. 49. ) divide ocircu/1 e - ~ 
/1u1.. til·cumfer nria em duas partes i,guaes. 

P rque , fc apliCílIIDO il ti ura AEB fobre AFB , 
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amferv::mdo a bafe co:nmtlm AB , a linha CUt'Va AEB ' 
deve cahit exaé'h1mente [obre a linha curva AFB, pois:;.. 
a náo fel aíli m , bavei:; ia em huma , ou em outra ponto5 
defigualm'enre âilbntes do centro , o que he cp,ntra a 
defini~ão do 'circulà. ' . 

PROPOSIÇÃO 

T I{ Jt o ~ E M A. 

'roda a corda he m~nor que o diame(ro. . 
Porque fe aos extremps da corda AO tirarqtos o 

raios AC , CD , teremos AD < AC + CU• 011 
AD< AB. 

Corollario . Lo&o a maio,r linha reéb que fe1 p6do 
infcrever em hum cuculo he igual ao feu dia11wt10. 

P R O ' P O S I Ç ! O Ili. 

T H R ô :a E MA. 

' Ruma linha refla ,ão t áde 111tontr:ar hum.a circum.· 
f ert>icia nn mais de dois p onlor. 

PoJ;que, fct a encontrafre em tres, efies, tr~onto9 
efiariáo igualmente diftantes do centro ; logo ;Q.averia 
tres reé.las igu:ies tiradas de hum ni<:fmo 'ponto fobs:c · I'· 
m e ma linha reé.la, o que he impqfilvel (pr. í6. liv.1)., 

PROPOSlÇ!O 

TliEOREMA. 

No mefmo 'citculo ou nn ârtulot igttQf.t , tz1'eo1 
;guats são Juóttndidos jf!r cordas ig,uats ,. e r1eipr«a• 
mente cordas igua,ts juhtentid4 artos igfia6s. t 

Sendo o raio A e (fig. 50.) igual ao raio EO , e e 
arcoAMD igual ao areo ENG, digo que a cO'r.dá AD 
ferá igual á corda. EG. . 

Po.rquc, f.epd~ o diam(;c:>. AB ii1.1al ~ diai.net.ro EF 
. ~ 
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;, fcmi~ciiettloAMDB poderá aplicar-fe exaélamente r~ 
b'rc o ferm-circulo ENG F, e a linha curva AMDB coin-
cidirá inteiramente com :. linha curva ENGF. Mas 
illppoí'ôos 3 porçã0 ,AMI!> .igual :í porçáo ENG; logo 
o ponto D cahirá fobre o ponto G ; logo a corda AD 
he igual á coi:da EG. _ . . 

Reciproc~mente , fuppondo femprê o aio AC= 
EO , fe a cotda AD= EG , digo que o arco AMD 
ferá igual ao arco ENG. . 

Porque , t irando os raios CD , OG, os dois trian-
gulos ACP 1 EOG , terão · os tres lad~s iguaes cada 
laurfl a cada hum , a faber, AC :::= EO , CD= OG, 
e AD -- EG-, logo eíl:es triangulos ferão iguaes ( 11. 
1.); logo o angulo ACD .::- EOG. Mas, pondo o femi-

ctJ}o ADB f ubre o fcu igual EG F , como o angu lo 
AGD :=:. EOG , he claro que o raio CD cahirá fobre 
o raio OG , e o ponto D fobre o pomo G; logo o arco 
AMD hc · gual ao arcq G. / 

P R O P O S l Ç Á O V. 

T ti i ·o R E MA 

me{mo circulo ou em circu/os iguaes , o maior 
..s,.to IM f11li,tendido pia maí,or corda ," 1 ,-eciprocamenle 
( <*n t o que os arcos de que fe trata fcjáo menores 
~úe a · fi mi-circumferepci' ) . 

Porque,,, feja o arco AH mai9r que AID (fig. "º.), 
e fejá ~. a otd~ ,,\D, AH , e os .raios CD , 
CH ; os duii; lados AC, ÇH, Clo triangulo ACH sáo 
• Uiles aos d~s lados AC, CD dó triangulo AC~: o 
angulo ACH he maior que CD ; 1 o o u:.rceir~ la-
ào AH nmài<Jr que o terce.iro D (10. 1.); logo a 
~ que fu.btende o. maior ar o he a ~ior. 

Reciprocamente , fo a c\>f\Ja AH fo fu ppe ~ior. 
ut Q, cone ir-fJ-ba -dos efm s os que o 

ACH he maior .4U , e q~ 1m o ât-
c;o AH he m:ii r que AD. ' 
' · ' oJio. • fu raos que oi> ar i de que fe 
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fnta são menore~ que a femi-drcumfarcncia. Se fof. 
, fem m,;llores , teria 1ugar :i propriedade _t:onlraria : au-

gmentando o arco, diminuiria a corda_, e reciprocamen-
te. Ailim o arco AKBD ;fen,00. maior que AKBH, a 
cordà AD do primeiro he menor que a corda AH d9 
fégundo. . · . · ·r·· .••. . · 

P R ·o ~O S '1 Ç Á O V •. \ . 
' ' ~, f 

T H i o . k .E .M A..• 
. · · , . ~ ·I 

O r.a.ia. CG , pu;e11dicular a hu'fUl .,;;da .~'B ., id/ .. : 
' flide rjla carda , e o arco fllóJendido AG B 1 ' çat,f, ~u11l e/!'> 

tlu:u pariu i uars. · '· . • ,, ' 
.- Tirem e os rai A€ , CU ; eíle• r~os sio, ácer-' 

ca da perpendicular C.D , duas obliq'1u Jg,uaes ; loge> 
cll:is fe affaíláo igualfll~te da perpendlc41ar , ( 1p. 1.) 
Jogo AD ·'= DB. . 

Em fegú~do lugar , cQl;ilo AD ::=. P:B t ,GC he 
huma p,rpend1cullµ" livan~a ) ao tneio de ~~ .; loge> 
(17. 1.J catia ponto deíta_J>erpençlicular <\eve eft~ . igual-
mente dijlan te 40 dóis ~~remos A e B. O pôo~o 'G hc: 
l1um fle~ pontos.; 1~ a.,-Qifianéia AG=GJ3. Mas ; 
fe a corda AG for igtaal ~ cqrda GB , o arco ·AG fe-
rá i&ual ao arco G& '(.p_&zi4·); logo o x;aio .Cq , pet~ 
pendicular • cor.da AJ , 4iv1de o arcw fubtt;n4ido. pot 
efl:a cgrdll ettl du p · UJCS no ponw O\ 

Sc/;q/iq. O centf.O , o ma ~1 1: . A , e 
o mejo .(} do amo !ubtplldi por tna\ e , são 
tres pontos tua ti~ IJlé 1'n 1cul~ f. 
Corda. Ofa lf.lílã dofl ,ronfos,.,pa det ., T ·"*-
ílçáo de huma inha ; lo~o toáa a linha quê palfã .~ 

'. dois dos ponto$ menQiewdos , paif;l1á ~i:Kariamértte 
pelo tçrceiro, e férá ~rpeildicular á rd~; 

Támbem fe fegut: qud a perpendicular :Jevantaáa ª' 
meio .da ctrda paJ!à p~o cenlrt , e pdô meio d1 atct1/f'D~ 
kndidp_ tor ejla coràa . ' 

~ P ue e(b perpen~u}ar he a melnia que se • 
xar1a o <:entro fobre a d\cfma corda 1 porque êll ' 
paf.s~Q -.ml>tu pelo meio de corda.. ., · 

,, , 
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PR.OPOSIÇÃO 
1 T H E o R EM A. 
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poderia tambem efiar fóra da linha FG por femelhan-
lhante razão ; logo eO:aria ao mefmo tempo nas dua9 
linhas DE , FG. Ora duas linhas reétas nã:o fe podem 

• cortar em mais de hum pon~o ; logo 1o huma circuJ,ll-
ferencia póde paílar por tres pontos dados. 

Corol/ari9. Duas circum('erencias não f~ podtm 
encontrar em mais de dois pontos ; porque , · fe 1:ive[-
fem tres •pontos communs , ' terião o mefmo' écntro ., 
• farião hum a f ó e ~a mefrna circumferencia. 

PROPOSIC!'O . ' 

igualmentt dijla11fu J, 
at!jigtll'lC! 1 a mwor hc á 

,, 

-" 

-
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P R O P . O S I_Ç .Ã O IX. 

T H E o~ EM A. 

À perptndicu/4T BD,. tirada ao -txtre111D do raú 
C;A (fig. 54.) he t1.mgel!lt á eircumfertncia , 

Porque toda a obij'qua CE he mais ~n1prida que 
n pe~p'enaicular CA' ( 16. 1.) '; logo o ponto E ' eíl:Í: 
iõra do circulo , logo a linha BD tem fó o pomo A 
commum com a circumferencia ; logo BD he tangen ... 
te (def.8.) . 

Scholio. N~o fe pude t" r. por hum ponto dado 
A mais de huma tangent á circumierencia; por-
que , fe foe podeffe tirar outr , cita não feria já per-
pendicular ao rai €..:\ ; logô áccrca de a nova tan 
gente , o raio CA teria bPstia obliqua , e a perpen-
dicul.4r , abai"acla do centro fobre cita tangente , feria 
mais curta que CA ; log<J dl:a pertendida. tangent(;) 
entraria· no cfrctllO, e fe . ho!na fecante. 

, 
PR.OPOSIÇl-0 
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lela · P. Mas como C.H he perpendicular i corda 
MP, Q.._eonto H he ·meio do arco fHP; lo o- os 
=tr 'M.tt , HP , comprebendido entre as parallelu 
AB, DE, são iguaes. 

III. Finalmente, fe as duas p&bllelu ~E , I L , 
forem ungentes , buma em H , ou ra em tire.fe 
a fecanie J>arallela AB ,. tere , o ue fica onf-
trado , MH : HP e ::5j ) o arcô intei-
r9 HMK = PJ( , e de is o que cada 
hum deft s arcos be hum'l f emi ncia. 
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( Jig. 57. ) , mas tambem Ô r~io )Daior AD deve Je-s; < AC + CD ('fig. 58.). Ora toâás as veze~ qu , 
fe 1>9der conlhuir o triahgulo CAD , he e ·o ~ 
:is circumfen:ncias defcritas dos centrns e é D I fc 1 
cortaráõ em A e- B. · 
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ponto· A tirarmos AE perpendicular ll CD , a reél:a 
AE ferá quma tangente c9111mum a todos eftca• 
circulos. 

J>ROPOSIÇ!P 

THJ:OR E M.A. 



, 
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Jj_ com:J tioü nume_ros Ínll!Íros , o~ arcos interceptas :AB, 
PE , tjfarão en{rt fi como os mifmof numeros , t lt4 
-Temos tjla • pr!porçóo : • 

Angulo -A.C~: an~lo DCE.: a.rco1\B: arco OE, 
Supponharoos , por exentplo , que os angul<3,_9 

~CB, DCE, cfiejáo entre si como 7 para 4; ou, 
«JUe vem a fer ó . mefmo, fupponhâmos que o angu-
Jo M , que }>a.de fervir ~ çommum medida , fe 
contenha fete vezes no angy}o AC.B , e · quatro no 
angulo DÇE. Os· angulos paroiaes. -AC.m~, • mCJT , 

/ 11Cp , &c .. DCx , xCy , &e. fendo iguaea entr.e ·si , 
ó arco.s pa~ Am , -mn, np , &c. D~, ry.. &e. 
'fcráo uimb~ iguaes entre fi . ( 1: 5. ) ; logo o arco 
jnteiro AB efl:ará para " rco int~iro· DE, .Gom.o 7 
efi"á para 4. Ora hc ~vidente· que o mef mo raoioci-
·nio teria J at , qiiando em , ''~z de. 7 e 4 tiveílemos 
outros.1 ri :os quaeíquer ; logo fo ~ ra'Láo aos. an-
gulót ACB , .DCE~ pódcr fet expre.tfa em nume-
ro. intc'ro , O. ·ar,ços AB , DE, efiarão ~tre fi 
éonR> é1s ~us, AeB, D~.E. 

Stholi~ R~amenta, fe os arcos;_),'\.B ·, Dt, 
ell.iye{fom en re ti «>mo dojs numero, inujros., os 

..angu1o5 AGB, QCE, eíl:ari~o entre fi co o osmef-
mO! 'ftumr ros e teríamos. ~em ACjS : DCF: : : 
A.B DE. .l>orque , ft l uae'S os ~s ,rarc!aes .-A• , , &e. f' ·V , ~e. s ang\iios , par~1aes 

mC. _, &e. i>C.-, , e. ,eão tambenJ 

p'Ollo no maior ; 

. ' 
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(e não for verdadeira a proporção enunciada , o an-
gu lo ACB ferá par~ o angulo ACD .) como o ilrco 
AB eíl:á para hum arco maior ou menor que AD. 
Supptmliamos efte arco 'maior, e reprefen~emo-lo por 
AO, teremos affim: 

Angulo. ACB. : angulo ACD:: arco AB : arco AO. 
Imaginemos agora que o arco AB elteja divididÓ 

cm partes iguaes' .cada huma diS quaes feja menor 
que DO , haverá ao menos hum ponto de divisão 
entre D e e : feja I efle ponto , e ajuntemos CI; 
os arcos · AB , AI eíl:aráo entre fi como dois i'lu= 
meros inteiros ,, e teremos , em virtude do theore-
ma precedente , 

Anwo ACB: angulo ACI: : arco AB: arco AI. 
Cottji;mos eífas duas pr porçóe~ , e notando que 

os :mtece<kntes são os me~ os, concluiremos que 
os confeqüe · são pro~otciõ es , e affim , . 

Angi#o 00: angufo ~CI:: arco AO: arco AI. . 
Ma aTéO 40 he maior que o arro AI ; 

logo , pa~· qüe a proporção fúbfifülfe, cria .i'teceí- ·· 
fario ~ue ' o angulo ACD folfe maioi: q e· o angur 
lo AC I ; ora ao contrario he menor ; logo he im-
polfrvel que o angulo ACB feja para o angulo -
ACD, como . o arco AB eftá para hum arco maior 
.que AD. 

· Demonffrar-fe-hia por hum raciocipio inteira-
mente fethelhante, que o quartQ termo da ' pr.opoc-
çáo não J>{ fer mel)Ot qtJlll AD ; lt>go he exaé\a.. 
mente AIJI• temos a ropQr~áo: 

Angpk. . an lo ACD ~: ~r*> arco A-D. 
1 C4rtif}4r.10. omo o aflgulo no centro · elo circu-

lo , e o ~ $tcepto entte Os, f eqs lados tem. . 
ht19Ja tal li'gaç~ a:.alie, qu:mdD"b au~nt:\ ou oi-
mmue .em qualcf1#r. razio ' o R* 11 
diminue na ~efma raz.áo , ~ . lfecec "' a 
de4las grandezas. para medi!ll. d tnt. Áffim , da-
qui ·mi di;tnte tomaremos o arce A:B por me · do 
angulo ACB. Cumpre só~ oofervar, nà jitÓtxípa-
ração dos angulos eruto 6, que os arcios que íet• 

.. 
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vem de medida ' devem fer defcritos com raios 
iguaes ·; porque ifto fuppoem. todas as propofiç6e8 
precedentes. 

Scholio !. Parece mais natural nied,ir liuma 
<iUanticlade por outra quantidade :da mefma ef pecie, 
~ fobre ellt> princip·o conviria referir todos os angu-
Jos ao ::mgulo reél:O'. Aílim , fendo o angulo reéto a 
t'midade de medida , hum angulo agudo feria expref-
fo por hum numero comprehendido entre o e 1: , e 
hum angulo obtufo por hum numero entre 1 e 2. 
]yfas .e!la maneira de exprimir m angulos náQ feria 
a mais commodâ no ufo ; achou-fe multo mais fim-
ples Medillos por arcos de circulo , 'Pela facilidade 
d e fazer arcos igu:ies a arcos dados , e ppr muitas 
outras raz..õés. Em fim, fc a medida d~ âslgulos pe-
los ar,cos <l~ circulo he de alguma (p te indiroéta , 
nem por ' iffi he menos fàcil alcançar meio della 

.. :i rnc rlida dircéla e abfol11ta. Porque, pararmos 
o arco que ferve d medicb l .hum· â lo com o 
quarto da circumferencia , eremo. a rai .do angu-
Jo dado para o angulo rcélo , que he a medida ab-
foluta. 1 

· Stholiq '[/. Tudo que fe demon<lrou nas tres 
yiropofiçôes preccdc11tcs , ~:ira ~ófui,:ua áo dos ngu-
los com os arcos , tem lugar 1guâfment para com-
parar fe8-ores com arco ; po!iue os. feél:ores são 
t uaes qu31ldo os ang ~s o , . e'! -geral são 

roporc1onae 'aos ang 10$, logo oisJJ. oru ACB, 
• C,D , l'!!P.ados nfl' mé[mo Wi/tf 'f1J cir"'~ 
iguau, tjino t!tlre úJ, eomq o ar'" ,~, 'ª-
/tt thfles "!efiMli feiiorts.. 

Daqui :(~ v@' qtte s arcos 
v ?te fie t!& a at\gulos pod<W1 1o;ltl'llJllJj!lllft 

o c:élõroa 
cu los 
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T 1i E O R ' E M A. 

o angulo inferi!~ BAP ' e ag. 64. ) ltm por m;_ 
"tlida a· metade do arco BD eomfrehendido mire os ' 1 

Jeus lados. ' 
• . Supponhamos primeiro -'JUe o centro do circulo 

dleja lituado no - angulo BAD , fire-fe o cliametro 
AE ~e os ra(os :.B ', CD. O angulo BCE~ eJCtemo 
ao triangulo ABC , hi; igual á fomma ·dos dois in· 
t ern,os C AB '· A,Be (~o. 1. ) : .lllas o triangulo BAC 
he ifofceles , e o angulo CAB ::: ABC; log~ o an-
gulo BCE he duplo de BAC. O anglllo SOE, o-
mo angulo central , tem por medida o aroo BE ; lq-
go o :mgulo ,BAC tem por medida metada de :BE. 
'.Pela mefma razão o angulo CAD ter.fo: e?Jt medida 
a metade de ED.; logo BAC + CAll ou BAD 
iterá por medida a metade •de BE + ED ou a meta-
de BD. 

Logo todo o angulo infcrito tem por 'medida a 
metade do aréo coi'npreh ndido entre feus- fados. -

Coro1la11-io 1 
/. Todos os - angulos BA:C , BDC ~-

( fig. 66. ) infcritos no mefmo fegme ,._ tguaes ;, 
porque teln J')r ~da a m tade do ·a. BOQ; 

II. Todo o aQgulo A.AD (fig. 61) infc~ óo 
ÍCQli-circul he rçélo que tem pbr · aa meta. 
de da fem.i~ircumfer ltOD , u ~ <}lla.rt 
circumfetência. · 
. Para ~mo~ft.rar a meftna coufi 'CIG 
a, tire-fe o raio AC ; o n;ia_~~ 

'les , 'OJ'Ql o angulo BAC := ·.l-11fff.~~'# 
CAD tambem he ifofõêl • gt 
ADC; logo BAC +· , 
ADB ; m~s fo os dois itngul 
ABD valem juntos o tcrcetro 
los do tria~ulo yó\ler!o du;u 
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mas ellu nlcm dois , reélos ; logo o anguto BAD 
he reéto. . 

III. Todo o angulo BAC (fig. 66.)infcritoetn 
bum fegmento maior qu~ o femi-circulo he agudo; por- • 
que tem por _medida ~ metade do arco BOC menor 
que a. feroi-~ircumferencia. __ 

E todo o ang-ulo BOC infcrito em hum fegmen-
to menor que o ícmi-6rculo he obtufo; porque tem 
por medida a metade do arco BAC maior que a fe. 
mi-circumferencia. 

J V. Os angulos oppoflos A e C de hum qua... 
drila ro infcrito ABCD (fig.' 6S.) valem dois angu-
los · rcélos , p rquc o angulo BA:D tem por medida 
:a etade do arco B D , o llllgulo BC D tem por 
~Mla a metade do arco BAD ; logo os dois angÜ-
lo BAI), BCD , cm fomma, tem pot medida a 
metade' oda circumferencía ; logo a fua fomma equi-

, vale G dois angulos reétos. 

P R O p· O S I Ç Á O XI.X . . 
T H ~ O R E M A. 
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Problemas relativas aas doiI primeiros Livros. 

PRO li LEMA h 

!Jivitlir a linha dada AB (fig. 70, ) ttn t!ual 
Jarta iguau. • 

. Dos pontos A e B , como centroi:, com hum 
raío maior que a metade de ' AB , defcre,·ão-fe dois 
:arcos que fe cortem em D ; à.. ponto D ferá igual. 
mente di11ante dus pontos A e B. Maroue-fe do 
mefmo modo acima ou abaixo da linha AB hum fe-
gundo ponto E , igualmente difbnte dos ponto~ A e 
13. Pelos dois pàntos D , E , tite-fe a linha DE > 
digo que DE cortará a linha AB em duas partes 
iguaes no ponto e. 

Porque , cftando os dois pontos D e E cada 
hum igualmente ài!lante doi; extremos A e B , de~ 
vem achar-fe ambc:;s na perpendicular levant ea Cobre 
o meio de AB. Mas por dois pontos dados r.io póda. 

, palfar mais .de huma linha reél:a ; logo a 1 nha. DE 
ferá a perpendicular que côrta a linha AB em duas 
partes iguaes no ponto e. 

P R O B L E M A n. 

Por hum ponto · A ( fi g. 7t.) , dadrJ /obre a li: .. 
rtha BC , levantar huma pupmd culnr a ejla linha. 

Tomem-fe os pontos B e C em igual diílanci1 
ele A , depois dos pontos -B e C , comó centros , e 
com hum raio maior q,1e BA , defcr~váo-fe dois ar-
cos que f e cortem cm D; tire;fe AD, que ferfl a 
perpendicular pedida. -

Po1 que , e~ando o ponto D igualmente dillante 
ele B e de C , pertence á perpendicular levantada 
fobre o meio de BC ; logo AD he efta perpendicu-
lar. 

D 



50 G r õ ~ 1 T "' 1 A; 
'Scholio.• A mef ma coníl:rucçio ferve para fazer 

hum angulo reélo BAD em hum ponto dado A, 
(oÕrc bWlla linha dada BC. 

l' R O B L :t M A II J.,. . 

De hum _ponto A , ( fig. 72. ) dado [tira da re. 
· l'fll BD, ahai.wr li.uma perpendicular fobré rfta re,,. 
Ela. 

Do ponto A , como centro , e com hum raio 
{ufficientemente grande , defcreva-fe. hum arco que 
corte a linha BD nos dois pontos B e D. Marque. 
fe depois hum ponto E igualmente diíl:ante dos pon. 
tos B ~ D , e tire-fe AE que feri a perpendicular 
pedida. · 

Porqüc , os dois pontós A e E eíl:áo cada hum 
igualmente diíl:antcs dos pontos B e D ; logo ;t linha 
.AE. he perpendicular ao meio de BD. 

P R O B L E M A IV • 

.JVo po1~/o A da linha AB , 'fi~ ·73·) fazer .hum 
1mgulo igua'l ao angulo dado K. , 

Do ve:rtice K , como centro , e com hum raio 
cirbitrario , _defere' a-fc o 

1
arco I L , terminado nos dois 

fados do angulo Do ponto A , como centro , e com 
hum ra io J,r\B igual a KI , dcfcrcva-fe o arco inde~ 
finido BO. Tome-fe depois h m raiq igual á corda 
LI ; do ' p:onto B, como centro, e com eíl:e raio , 
defcreva-fe 1hum ª!CO que corte \ em D o arco inde-
finido BO ; tire-fe AD e o angulo J::?AB ferá igual 
ao angulo clado K. 

Porque. , os dois arcos BD , LI , tem raios 
jguaes , e :cordas igvaes ; iogo sáo iguacs ( 4. 2. )° ;· 
logo o angl

1

ilo BAD = I KL. 

-, 
i 
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p R o B L E M A V~ 

, Dividir hum angula cu hum arco d'aáo · tm duar 
/artes iguaa. · 

r. 0 Se houvermos de dividir o arco AB ( fig. 
74.) em duas partes iguaes, dos pontos A e B , co-
mo centros , e com o mefmo raio , dcfcre~eremos 
dois arcos que fe cortem em D. Pelo ponto D e 
pelo centro Ç tiremos CD , que cortará o arco 
.AB cm duas panes iguaes no ponto E. 

Porque , os dois pontos C e D efião cacJ:i 
hum igualmente diilantes dos extremos A e B d:i 
corda AB ; logo a .linha CD he perpendicuJ;i.r fo-

. bre o meio deíl:a corda ; logo ella divide o arco AB 
em duas partes .iguaes. no ponto E ( 6. 2. ) • 

2. 0 Se houvermos de . dividir em duas partes 
iguaes o :rngulo ACB , com(premos por defcrever 
do vcrtice C , como centro , o arco AB , e o ref-
to como diffemôs. He cl\l.I'o que a linha CD divi-
dirá em duas p:mes iguaes o angul() ACB. 

Scholia. Pela mt::fma coníl:rucção fe póde dividir 
cirda metade AE , EB , em duas partes iguaes ; af-
fim, por fubdivi sões fucceffins, dividiremos hum angu-
lo ou hum arc0 dldo cm quatro partes iguaes, i::m. 
oito , em dezefeis , &e. 

P R 0 B L E M A VI. 

Par hum ponto dado A ( fi g. 75. ) tirt;r ham~ 
}inlta parai/da á linha dada BC. 

Do ponto A , como centro , e com hum raio 
fufficientemente g rande , defcreva-fe o arco indefinido 
.EO; do ponto E , como centro, e com o mcfmo 
raio , defcreva-fe o arco AF, tome-fe ED := AF , 
e tirc-fe AD q_ue ferá a parallela pedida. 

Porque , ªJ untando AE, fe vê que os angi1l os 
:alternos AEF, EAD , sfo iguaes ·; lo<Yo as liuh:u 
AD, EF, &áo parafülas ( 25. 1'. ) • t> 

D ii 

.. 
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f Jl O B L E M A VII; 

Sentlo dad~s dois an'gulos A e B de hum tri<Llt'tl 
:ulo , achar o terceiro. 

Tire-fe a linha indefinida D EF { fig. 76. ) , fa-
ç a-fc no ponto E o angulo DEC = A, e o angulo 
CEH = B : o angulo refiante HEF fetá o terceiro 
an ulo pedido; porque dlei tres angulos juntOS- valem 
dois angulos reétos. 

P R O B L E M A VIII. 

Sendo dados deis lados B e C (fig. 77 . ) d,e 
hum lríongulo e o angulo f. que el/es comprelundem , 
a'ifcrever o triangulo. , 

Havendo tirado a linha indefiniàa DE, faça-fe 
110 ponto D o ~ngulo ED F igual ao angulQ . dado 
A ; tome-fo depois DG = B, DH = C. , e tue-fe 
GH; DG~I fetâ o triangulo pedido. -. 

P R O D L E M A IX. 

Senr/o dados hum ado e dois angulos de hu11t· 
triangulo , defcrever o triangulo. 

Os do,is ang11los dado.; serão ou ambos adjacen'. 
tes ao lado dado , ou hum adjacente e o outro op-
poflo. N elle u !timo cafo · proc\1re-fe o terceiro, e 
d !le modq1 fe tc1 áo os dois a gulos adjacentes. If-
to pofio , tire-fe a rcéta DE igual ao lado dado 
(fig . 78. ) , faça-fe no ponto D o angulo EPF 
igual a hum dos angulos adjacentes, e no ponto E 
o ang11lo DEG , igual ao outro; a~ duas linhas DF, 
EG , fc C\>Tta1áó cm H, e DEH ferá o trian,ulo 
pedido. 

P R O B L E M A X. 

Sendo dados os tres lodos A , B , C , (fig. 79·) 
~ hum lr{angu/o , difcre.vt!r o trian;u/I). 
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Tire-Íe DE igual ao lado A; <lo pont9 E como 

centro , e com hum raio igual ao fegundo lado B ,, 
1 defcreva-fe h_um. ar_co ; do po!"lto D , como centro , e 

COill hum ra10 igual ao terceiro )ado C , cfefcreVd-fe 
ontro arco , que corte o pr:meiro em F ; ti1em-f" 
DF, EF , e DEF ferá o trÍdngulo pedi,!o. 

Scho/iq. Se hum . dos lados fo!Te maior que a 
fomma dos outro dois , os arcos não fc, cortaríá ; 
mas a folu çáo ferá fempre poflivel, [e a fomma de 
dóis lados , tomados como fe quizer ~ for m.Uor que . 
o terceiro. 

p ll o B L E M A xr. 

Sendo dados dois lados A e B de hum trian. 
guio, com o angulo C oppojlo ao lado B, defcrroer 
' lriangulo. 

Ha dors cafos : I. o fe o angulo e { fig. 80. ) he 
reél:o ou obt11fo, faça-fe 9 anaulo EDF igual ao angulo 
C; tome-fe DE = A, do ponto E , cotno centro, o 
com hum raio igual ao lado dado ·B, defcrcva-fe hum 
:arco que corte em F a linha DF ; tire-fe EF , e 
DEF ferá o triãngulo pedido. _ 

Neíle primeiro caf, he neceffario que o lado :S 
feja maior que A , porque o angulo C fendo reél:o 
ou obtufo, he o maior dos angulos do triangulo ; lo-
go o lado oppoíl:o deve fer o maior. 

2. o Se o angulo C for agudo (fig. 8r.) , e B 
for maior que A , a mefma conílrucçáo tem lugar,, 
e DEF he o triangulo pedido. 

Mas fe , - O angulo e fendo agudo , o lado B 
( fig. 82. ) for menor que A , então o arco defcrito 
do centro E com o raio EF = B , cortar:é o lado 
D F em dois pontos F e G , fituados do mef mo la-
do de D : logo haverá dois triangulos DEF , DEG, 
que fati farão igualmente ao problema. 

Scholio. O problema feria impoffivel em todos 
os cafos, fe o lado B fo!Te menc\· que a pcrpendi4 
cular abaixada da E fobrc a linha Df. 

/ 
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l' R o B r. E M 4 xn. 

Sendo dados os lados adjrunztes A e B ( fi .~· • 
83, ) dl hum paral/e.fogrammo com O angufo C <jUl e/ler 
comprehendmi , dejcrever o parallelogrammo. _ 

Tirc-fc a linha· DE = A , faça-fe no ponto D 
<> angulo FDE = C, tome-fe DF = .B; defcreváo-
fc doi! arcos hum do ponto F , como centro , e 
c9m hum raio FG = DE, outro do ponto E , co-
mo centro, e com hum raio EG = DF; no ponto , 
G , cm ciue eíl:e.s clois arcos [e cortá.o , tirem [e FG , 
EG; e D'EGF [e1á o parallelogrammo pedido. 

:; Porque , por con!l:rucção , os lados oppollos sio 
iguaes ; logo a figura defcrita he hum parallelogram 
mo ( 29. I. ) , e eíl:e par2lle!ogrammo ha formado 
com os lad,os e o angulo dados. 

Corallario. Se o angulo dado foffe reél:o , a figu-
ra feria hum reél:angulo ; e fe além diffo os lado:i 
foífem iguaes, feria hum quadrado. 

l!. R o n L :! M .A , :icur. 

Achar o antro dl hum circulo 'ou dl hum arco 
if1.do. 

Tcunem-fe arbitrariamente na circumfcrencia ou no 
arco tres .pontqs A, B, C, (fig.84.) ajuntem-fe, ou 
imaginem-Ce juntos AB e BC , di 1dá.o-fe. cflas duas . 
linhas em du:

1

ts partes iguaes pelas perpendiculares 
DE, FG ; o ponto O cm que ell:as perpendiculares 
fe encontrarem , ferá o centro procurado. _ 

Sc/if)/io. A" mefma con!lrucçáo ferve para fazer 
palrar huma circumferencia pelos tres pontos d,11dos , 
A , B,, C , e tambem par.a dcfcrever huma circum-
fercncia na q'ual fique infcrito o triangulo dado 
ABC. 
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? R O lS L E M A XIV", 

P1r hum ponto dadô tirur huma tangmte .s lzuwt 
,Jrrn/o -dado. 
· Se o ponto dado A (fig. 8 s.) c!liver ·na circtim:. 
ferencia, tire-fe o raio CA, e cond1,1za-fe AD per-
pendicular a CA ; AD fe1á a tangente pedida 
( 9· 2.). . . 

Se o ponto A ( fig. 86. ) c'Il:iver fóra do circu-
lo , ajunte-fe o ponto A e o centro pela linha· re€ta 
CA ; divida-fe CA em duas partes iguaes no ponte> 
O ; do ponto O , como centro , e çom o raio OC • 
<lcfcreva-fe huma circumferencia que cortará a cir. 
eumferencia dada no ponto B; tire-fc AB, e cfra [e. 
rá a tangente pedida. · . · 

Porque, tirando CB , o angulo CBA infcrito n<>. 
Cerni-circulo, he reél:o ( 18. 2.); logo AB he per-
pendicular ao extremo do raio CB • logo he tan. 
gente. . 

. Scltolio. Eíl:ando o ponto A fóra do circufo, vê .. 
fe que ha fempre duas tangentes iguaes , AB , AD , 
qoc pafsão pelo ponto A : são iguaes , porque os _ 
triangnlos reél:angulos CBA , CDA , tem a hypoté-
nufa CA commum, e o lado CB = CD. Logo são 
iguaes ( 18. i.); logo AD= AB, e ao mefmo t«ln· 
po o angulo CAD -:- CAB. 

P R O B L E M A XV. 

ln/crtvtr hum circulo em hum _triangulo daág 
AJ3C ( tig. 87. ) . 

Di_vidfo-fe os an~los A e B em dois igu.aes _ 
pelas linhas AO e BO ,- que f~ encontrarão cm O ; 
do ponto O abaixem-fe as perpendiculares OD, OE, 
OF, fobre os tres lados do triangulo; digo que ellas 
perpendicul~rcs f çráo iguaes entre fi ; porque , por; 

·, 



' < 

5~ G E o M E T 1t I A; 
confhucçã-, , o angul• DAO = OAF, o angul!Y 
ret lo ADO = Al O ; logo o terceiro ang.µlo ACD 
he i:rual ao terceºro AOF. Além diflo , o lado AO " 
hr. c~rnmum ~ aos, dois triangulos AOD, AOF, e os 
af'll! t1 los adjaeentes ao lado igual ~ão iguaes ; logo 
DO= OF. - Provar-fe-ha do mefrr.o modo que os 
dois triangulos EOD, EOE , são iguaes : logo OD 
::::;:: OE; logo as trcs perpendiculares OD , OE , 
OF , são iguaes entre fi. , 

Agora , fe do ponto O , como centro , e com o 
raio OD , defcrevermos huma circ11mferencia , he 
claro que ella ficará. infcrita no triangulo ABC ; 
Forque o lado AB, perpendicular ao extremo do 
ra•o O D ,. he tangente ; o mefmo acontece aos lados; 
J:;C, AC. 

Scholio. , As tres linha.s que dividem Íi!Ualmente 
cm dois os ires angulos , concorrem em hum mef ~ 
mo ponto~ 

P ' O B L E M A XVJ. 

St1!Jn li.uma rtéla dada' AB (fig. 88. e 89. ) , 
;tjtrt'titr hum J( gmenlo capaz do angulo dado é , 
ljUeT dizer , hu111 Jegmenlo lat que todos os anguior 
'lleílt injcritos f ejão iguae.s ·ao angulo dqdo e. 

Prolongm:-fe1 AB para D , t~ç'\_~fe no ponto B 
o angulo DB E J= C, tire-fe BO perpendicular a' 
DE, e GO pt:rf>enJ icular ao meio do, AB ; do pon. 
to de encontro :O , corno centro , e com o Faio 
OB , d.ef(reva-fe1 hum circulo , o feg,mento pedido 
ftrá AMP. . 

urqu::; coT'ro BF he perpendicular ao extremo 
oo raio OB , P/F he tangente , e o angulo ABF 
t:m yor me l id~ metade do arco AKB ( 19. 2:); 
ot;ma1s , o an ulo AMB , como angulo infcnto , 
tem Lam cm pui medida metade do arco A KB ; lo. 
go o angu o AMB = ABF = EBD = C; lo~o to-
~-s os , ng ulós 1 infi ritos no fegmento AMB ii<>-
Jji,UcJ S it êl l1QU!ti

1 

UcldO C. 
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Scliolio. Se o angulo dado olfe reél:o , o fe. 

gmcn_u bule.do feria o femi-circulo defcrito fobro 
o u1c4'lletro AB. 

p R o B L E. M A xvrr. 

Achar a razií~ 11umerica de duas linlias 7;eé1dl 
Jndas AB , CD, ( fi~. 90.) je ejlas linhas tiverem 
1ntre fi medida commum . 

feve-fe a menor CD f 1bre a maior AB tantas 
vezes quantas nclla fe cu tiver; por exemplo duas 

,vt:t.ts <5m o refio BE. 
Leve-fe ' o r4flo BE fobre a linha CD tantas 

veus quantas nella fe contiver , por exemplo , hu-
ma v ... z e m o rtflo DF. 

Lei e-fe o fcgundo rcl1o D F Cobre o primeiro 
BE , quantas vezes nelle fe contiver, huma vez por 
exemplo , com o refio BG. 

Levc-fe o terceiro refio EG Cobre o fegundo 
DF ~uantas vezes nelle fe contiver. 

Cont inue-fe deíl:a maneir:i até haver hum reílo 
que fe contenha hum numero exaél:o de vezes no 
precedente. · 

Então e - e ulti :no rc'lo ferá a medida com-
rnum das linhas pi opufi.:i , e confiJer:mdo-o corpo 
tJnidadc , achar-fe-hi > facilmente os valores dos 
rd los precedentes, e fin:ilmente os das linhas pro-
p oflas , donde fc concluirá a fu razio em nume-
TOS. 

Por exemplo, fe achnrmos que GB fe contém 
duas vezes exaél:as em F D , BG ferá a medida 
e mmurn das duas linhas propofias. Seja BG = r ~ 
teremo FD = 2 ; mas EB contém huma vez FD 
mais GB; logo EB == 3 ; CD contém huma vez 
EB mais FD; logo CD= 5; em fim AB contém 
duas vezes CD mai EB; logo AB = 13; l o~o a. 
razáe das duas linhas AB, Çl) hc a de i 3 para ,. 
Se tomaffcmos a linha CD por unidade , a linha A:S 

, 
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f cria ~ , e fe a linha AB foílc a unidade , a linha : s s 
CD feria -. 

JJ 
Scholio. O victhodo explicado he o meímo qtÍe 

enfina a arithmetica para achar ·o commum divifor 
de dois numeros ; aílim elle não h:i miíl:er outra 
demonlhaçáo. 

Póde fer que por mais longe que fe continue a 
operaçáo, nunca fe ache htlm reíl:o que fe contenha 
lrnm numcr<' de vezes exaao no precedente. Entio 
as duas linhas náo tem medida commum , e ~iio o 
que (e chama incommenfuravtÍr: depois veremo5 hum 
exemplo na razão da diagonal para o bdo do qna-
drado. L ,0go não fe póde neíl'e cafo achar a razão 
exaéb em ryumeros ; mas defprefando o ultimo rcf 
to , fe achará huma razão mais ou menos approxi-
mada , c::._onforme f~ levar a operação mais OU tnCll94 

longe, 
r . 

P R O B L E M A XVIII. 

Stnd() dados. ii:ois a11pilos A e ~ (fig. 91. ) ; 
11char o. J ua med1d~ commulfl , Je a ltverem , _e po,; 
ti/a a Jua razão n11 1111/nrr&s. 

Defcrcvio-fe çom raios igu:ies o' arcos CD , · 
EF , que fervem 9e mcdicta a elles angulos; depois 
ptoceda-fe par:i a comparação dos arcos CD , EF , 
como no problema 1 precedente , porque hum arco fe 
póde ajuílar folrre outro uco do mefmo raio , como 
huma re8a fobre outra. Chegar- fe-ha por eflc modo 
á medida commum dos arcos CD , EF.., fe a tive .. 
rem , e ~ fua razip cm numcros. Ella razão fcrá a 
mefma que a dos angulos dados ( 17. 2.}; e fe DO 
for a medida e:oni11j1um dos arcos, DAO fcrá a dos 
angulos. 

S h.o/i(). Della maneira fe pôde :iéhar o valor 
abrolnto de hum ~1ngnlo , comparando o ar.co que 
Jhe ferve de :ocdid:iL1 com a circumfcrcncia toda : por . 
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CX.emp1o , fe o arco CD for para a 

~ 

cómo 3 para 25 , o angulo A ferá os 
JZ 1 

angulos reétos, ou - de hum angulo zs 

·so 
circumfcrencia 
J_ de quatro. 
Zj 
reéto . . 

Tambem poderá acontecer que os arcos compa.,-
ridos não tenháo medida commum ; então haverá fó-' 
mente Fara os angulos razões em numeros , mais ou 
meoos ªFrroxim:idas , conforme fe levar a operaçáCJ 
mais ou menos longe. 

,, 

I 

/ 

I 
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-PROPORÇÓES DE FlGURAS. 

- D E F I N I Ç Ó E S. 

I. e Hamarei figuras equivr,/mtes aquellas 
cujas fopcrficies sá 1 uaes. 

Duas figuras podem fer equivalentes , ainda 
que fej ão muit\> diíli ~ni lhantes , por exemplo , hum 
circulo póde fer equivali:nte a hum quadrado, hum 
triangulo a hum reétangulo , &c. 

A denominação de figuras iguaes fe referva para 
irquellas, que aplicadas huma fobre a outra, coinci-
dem em todo;, os feus pontos. Taes são dois <:ir-
culos que tem os raios iguaes , dois triangulos que 
tem os tres Idos iguaes , c:ida hum a cada hum , 
&e. 

II. Duas figu ras sáo femelhantu , quando tem 
os angulos igna«~s cad:i. hum a cada hum , e o~ lados 
lzomologos propcircionaes . • ntendo por lados homologas 
aquelles, que tc~m a mefma pofiçáo nas duas figuras, 
ou que sã.o adjkcentes a angulos iguaes. Efias mef-
mos :mgulos íc chamá.o angu/o; hom!llotos. 

Duas figunLs iguaes fcmpre são femelhantes ; mas 
du:is figuras fetnelhantes podem fer muito defigu:ies. 

11 I. Em c1

lois circulas differcntcs chamáo-fe ar-
'ºs fmze lhanles ~ jeéloru Jemellzantu , J egmmlos fe-
11u/ban1es , aquelles que: correfpondem a angulo cen-
traes i~uaes. 
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Allim, fendo o angulo A igual ao angnlo O, (fig. 

92.) o arco BC he fernelhante ao arco DE , o fe-
J él:or ABC · ao feél:or ODE , &c. 

1 V. Altura de hum parallelogrammo be a per-
pendicular E F (fig. 93.) que mede a difl:rncia dca 
dois lados ou bafes oppo1bs AB , CD . ., · _ 

V. Altura de hum triangulo he a perpendi.cu-
lar AD ( fig . 94. ) abaixada do vertice de hum an- J 

gulo A febre o lado oppofio BC , que fe chama bafe. 
V 1. Al111ra do trapezio he a perpendicular ÉF 

(fig. 95.) tirada entre as fuas duas bafes · parallçlai; 
AB, CÚ. 

VII. A'rea, ou fuperficie de huma figura sáo 
tem1os quaíi f.r nonimos . A'n:a denota mais particular-
mente a quantidade fuperficial da figura , em quanto 

1 clla hc meJ'ida ou comparad2 com outras fuperficies • . 
,, NB. Para intelligencia defte Livro e dos fe-

guintes , cumpre ter prefente a theoria das propor-
i;:óes , para o que remettemos aos tratados ordinarios 
de arithmetica e de algebra. Faremos fómente huma 
:advertencia , que he muito importante para fixai: o ver-. 
dadei1 o fentido das propoíi ções , e dilfi par toda a ef- ' 
curidade , quer no enunciado, quer nas demonllraçóes. 

Se tivermos a proporção A : B : : C : D , Ca-
bemos que o pr9duéto elos extremos A X D he igual 
ao produél:o dos meios B X C. 

Eíh verdade he incontraflavel quanto aos nume-
ros ; .e igualmente ácerca de grandeza~ quaesquer , hu-
ma \' CZ que fe exprimá , ou fe imaginem expreí'fas em 
numeros ; o qne fempre fc pó<le fuppôr : por exem-
pl , fe A , B , C , D forem linhas , fe póde ima-
g1nar que hum:i delbs qu tr linhas, ou huma quin-
ta l inha, [e qnizermos, firva a todas de commum 
medid~ , e fe tome por unidade ; ·então A , B , C , 
D rcprefentáo cada huma certo numero de unidades > 
inteiro , ou quebrado , comm_ nfuravel ou incommen-
furavel ; e a proporçá en~re as Iinh:is A, B , C , 
D , vem :i ler hu ma prop )rçáo de numeroç. 

O profa .5b das linl,ias A e D 1 fllle .tamtlem fe 
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chama o f eu reébngulo , náo he por bnfo outr:i cou. 
fa mais do que o numero ,. de unidades lineares con. 
tirlas em A , multiplicado pelo numero de unidades 
lineares , contidas em B ; e facilmente· íe compr~hen
de que efie produéto póde e. deve íer igual ao quo 
refulta fe•meJbantemente das linhas B e e. I 

As grandezas A e B podem fer _da meíma eí-
'Pecie , por exemplo , linhas , e as ~randezas C e D 
de outra eípecie, por exemplo, íuperticies; então cum-
pre confide~r íernpre dla.s grandezas comei numeras : 
A e B íe exprim1ráõ em unida.des lineares , C e D 
'Cm unidades fuperfici aes , e o produéto A X D ferá. 
hum numero como o produ 'º B X C. · 

Em ger.il , em todas as oper:i Ões que fizermos 
•fobre as proporções, devemos íemp~ct conll derar os ter-
;mos defbs p. · porções como outros· tantos numcros, cada 
hum da cfpecie que lhe c nvcm , e não cuíl:ará a 
çomprehentlcr ,çíl:as operações , e as coníequencias que 
dellas refultio .. 

Devemos tambetn advertir que muitas das noffas 
demonflraçóes ~o fundadas em algumas das regras 
mais implices1 da algebra, as quaes tambem s~o fun-
dadas Cobre a1:iomas Cabidos: afTim fc tlvermos. A = 
B + C , e multiplicarmos cada membro por hum:i 
mefma quanti~ad<f M, daqui íe conclue A X M = 
B X M + C X M. Igualmente, íe tivermos A=:. 
·B + C e D i= E - C , e _ íommarmos as quanti~a
des j~uae.s ' a~1agando + e e - e que fe dclhoem' 
d:iqui concluir1emos A + D = B + E , e affim dos 
mais. Tudo \íl:o hc muiw evidente por fi mcfmo ; 
mas cm caío de difficuldade Íerá bom coníultar os li-
vros de algebra , e entremear alllm o efl:udo das duas 
fi.:iencias ,, · 

\ 

• 



.- -L J V lt o III. " 

' P R O P O S I Ç Ã O I. 

' 'l' li "E O R E M . A. 

Os p~ra!Úlogramm1s que tun hafn 1guau e a/. 
·1uraI iguaes , sá:1 equivalente!.-

. Seja AB (fig. 9'6 . ) a bafe commum dos dois pa-
' rallelograflllmos A BCD , ABEF ; como fuppomos 
<]Ue elJes tem a mefma a1tura 1 as bafes fuperÍoros; 

.DC , FE , ellarão íitúadas fobre numa mefma- linha 

.parallela a AB. Ora te rnos , pela natureza dos paral-
lelogrammos , A D = BC , e AF= BE ; pela mefma 
razão, temos DC := ·AB, e"FE = .AB; logo DC= 
EF; logo tirando DC e ,FE da mefma linha DE, 
os re!los CE e DF ferão igu3es. Daqui fe fegue , 
que os triangulos D AF , CBE sio equilateros entr., 
li , e por con,f equencia iguaes ( t 1. I ) • 

l\ias, fe do quadribtero ABED tirarmos o trian-
-gulo AD F , fica ó parallelogrammo ABE Il' ; e fa do 
mefmo quadrilatero ABED tirarmos o triangulo CBE, 
fica o parallelo~ammo ABCD. Lpgo os dois p:ualle-
logrammos ABcD , ABEF, que _tem a mefma 'ba-
fe e a mefma altura , são equivalentes. 

Corollario. Tódo o parallelogrammo AB'CD (fig •. 
·?7·) he equivafente ao - reétangul.'o ABEF da mefma 1 
hõtfe e da mcfma altura. 

P R O P O S I Ç ! O II. 

T H E O R E M .A. 

} 

T orf.o o triang11lo ABC (fig. 98.) he mttade du 
;arall1log rwnmo da nujma bafe e da nufma altura. 

Porque os tri.angulos ABC, , ACD, sáQ i.gu:ies 
{31.J. } . . . 

· Corollario ! , Logo hum llriangulo ABC he me,. 
t.dc do n :él:angulo BCEF que tem a m efma b:\Íe 
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EC e a mefma altura AO ; porque o re~an~t() 

. BCEF he equivalente ao parallelo~rammo ABCD. 
Cor(Jl/ario li. Todos os triangu los que tem bafot 

iguaes e alLUras iguaes , são equivalentes. 4 

P R O P O S I Ç Ã O III. 

T H E o R E M A. 

Doi r rtélangrrlos tia mif ma altura ~/lá~ mire fl 
tomo as Juas /iafes . 

Sejáo ABCD, AEFD , ( fi~. 99.) dois reéhngu-
los que tem por altura commum AD ; digo que d. 
les eíláo entre fi como as fu as bali::3 AB, AE. 

Supponhamos primeiro que a. bares AB , AE, 
sejáo commcnfuraveis entre li , e que sejá0 , por exem-
plo , como os numeras 7 e 4: fe dividirmos AB em 
fcte partes iguaes , AE conterá quatro de.las pa rte ; 
]evame-fe a cada ponto de divi~io , huma perpen<li-
cular á b?fe , formar-fe-háo ·delta maneira fete reélan-
g11los par1.iacs, que feráo igu:ies entre fi , porque te-
rão a m~fma 6aíc e a mefma altura. O reé\:angulo 
ABCD conte1á fete rcélangulos parciaes em quan!E> 
AEFD conterá quatro. Loe;o o reélan ulo ABCD 
dlá para o rc-élangulo AEFD , como 7 pll-ra 4 , ou 
como AB eílá para Ali'.. O mefmo raciocínio fe pó. 
de aplicar~ a qualquer outra ra7áo que não feja a de 7 pa. 
ra 4 ; logo , qualquer que fcj<l elta razão , com tan. 
to que feja commcnfuravel , tcrem"l$ 

ABCD: AEFD:: AB: AE. 
S11pponhamos e'm feuundo lugar , que as bafes 

AB, AE (fig.100.) ; fej ão incommcnfuraveis, digo quo 
nem por ilfo dcixa_r á de fe r 

ABCD: AEFD:: AB: AE. 
Porque , fe efla propofi 7á.) nâ for vercfad<tira , 

ficando os mefmos os 1 res l'r meit os termos, o quar· 
t o ferá maior ou menor que A E. Supponhamos quo 
fcja maior , e que t nh :i mos 

ABCD: AEFD : : AB ; AO. 
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Divi~a-Íe a linh1 AB em p~tes iguaes menores 

que EO havér'.i ao m ·nos hum onto de âi visi I 
i. en re E ; O ; por e1le pnnto levante-fe :t perpendi ular 

I K ; as b1fes AR , AI fü1 á commenfur1veis Cnt{C 
fi ; e affim ter t>mos , pelo que fica demoní rado , 

ABCO: AIKQ:: AB: AI. 
Mas temos , por h pothefe 

· ABCD: AEFD : : AB, AO. 
N eílas du.is propors 6es , os antecedentes são 

iguaes ; logo os confeque1.1tes ~ão proporcion es , e da. 
qui refulta 

AIKD: A~FD :: AI: AO. 
Mas AO he maior que AI ; logo para q11e er~ 

ta proporção fubfiíliffe, deveria o reél:an ulo AEFD 
for ma tor que AIKD :' ora ao contrario elle he me-
nor ; l o~o · a proporçá he impoffivel , logo ABC D 
r.áo -póde fcr para A.E} D c.omo AB he para huma. 
linha maior que AE. · 

Por hum raciocinio inteiramente femelhante , fe 
provaria que o quarto tenuo da propoi~áo não póde 
f er menor que AE ; logo hc igual a AE. 

Logo, quahiuer que - fcja a ra7ão das bafes , doig 
reél:angulos da mefma altnra ABCD , AEFD , e áo 
entre li como as fu:is bafês AB , AE. 

P R O P O· S I Ç Ã O IV. ' 

T H E O R E M A. 

Dois reflangu!os quarf'flier ABCD , AEG;F (li~ 
toI.) efláo entre fi CO'TlO os produElos das bafes 111id-
tip!icadas p tlas alturas , de forte que temos ABCD : · 
AEGF:: AB X AD: AE X AF. 

Havendo difpofto os dois reél:angulos, de maneira, 
que os angulos cm A fej áo rerticalmcnte oppoftos , 
prolonguem-fe os lados CE , CD , até o feu encon-
tro cm H ; os dois rcél:angnlqs ABCD , AEHD tem 
a mefma altura A D · logo dlá0 entre fi como as íuas 
bafes AB , AE : cfa mefma forte os cloi~ reélangulos 

'E 

,. 



• 
66 

AEHD , AFGF ~tem a mefma altura AE; logo ef. 
tão emre fi como as fuas bafes AD , AF , aílim te-
remos as duas proporções. ~ 

AECD: Al::..HD:: AB: AE. 
A HD: AEGF: : AD: AF. 

Multi pl icando ordenadamente eflas proporções, e 
reparando que o meio termo AEHD póde fer om-
m1ttido como multiplicador commum ao antecedente 
e ao confequente , teremos 

ABCD: AEGF:: ABxAD: AE X AF. 
Scholio. Logo póde-fe tomar por medida de hum 

reélangulo o produélo da rua bale pela rua altura , 
comtantoque (e entenda por eíl:e produéto o de dois 
nu01eros, que são o numero de unidades lineares con-
ti da na bafe , e o numero de unidades lineares con-
tidas na altura . 

Efta medida não he abfoluta , mas fómente re-
lativa ; clb fuppóe que fe avalia femelhantemente 
outro reélangulo, medindo os feus lados pela mefma 
unidade linea r ; aílim fe confegue .hum fegundo pro-
duélo , e a razão dos doi!: produélos he igual á dos 
r eélangulos, con~orme a propoíiçáo demonU ada. 
· Por exemplo , [e a bafe do reétangulo 'A for de 
tre~ unidades , e a lua ~ltura de dez , o reÇhngulo 
fera reprefelntado pelo numero 3 X io, ou 30, nume-
ro que aliirp ifolado nada fignifica; mas , fe tivermos 
outro reéla rygulo B , lU ja bafe feja de 12 unidades , 
e a altura de 7 , o fegundo re angi.110 fer:í reprefen-
tado pelo numero 7 X 12 , ou 84: daqui concluire-
mos que oi; dois reélangulos A e B eíl:áo ca tre íi co-
mo 30 par~ 84 ; logo· fe convielfemos em tornar o 
reélangulo .\1\. por unidade de medida nas fuperficies , 
o reélangu jo B teria então por medida abfoluta 
14- , quer dizer que feria igual a !±. unidades fuper-
30 1 30 
ficiaes. 

Hc m~is ordinario , e mais íimples tomar o qu:i-
drado por pnicbde de fuperfi ie , e fe cfcolhe o qua-
dr do, cuj lado he a unidarle de comprimento; en:-
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tio a medid:t , que havemos confiderado fimplesmente 
como relativa , vem a fer ab fo luta : por exemplo , o 
numero 30 , peio qual medimos o reétangulo A , re-
prefenta 30 unidades fuperfi ciaes , ou 30 dos qua-
dra i os cujo lado he igual á unidade , como mostra 
a figura I 02. 

Muitas vezes fe confunde etn geometria ó pro-
duéto de duas linhas com o feu reélangulo , e efta 
cxpref.~áo pa lTou á arithmetica para notar o produélo 
de dois numeros defig11aes , como fe' emprega o de 
'luadrado para exprim ir o produéto de hum numero 
multiplicado por fi ~efmo. 

Os quád'rados ·dos numeres t , 2 , 3 , &e. são 
t , 4 , 9, &e. Aílim vê-fe , q11e o quadrado t ito 
fobre huma linha d ph 11 quadruplo, fobre lrnma li-
nha tripla , he nove ve~es maior , e aflim cm dianto 
(fig. 103.J. 

P R O P O S I Ç Á O V. 

'I' H E O R E M A. 

A Arta dt hum paral/elogrammo fUa!qutr ht igual 
(JIJ produéfo do Jua baft ptla Jua altura, ' 

Porque o parallelogrammo ABCD (fig. 97.) be 
cqui,valente ao reétangulo ABEF , que tem a mefma 
bafe AB , e a mefma altura BE ( r.) ; ora eíl:e tem 
por m,edida AB X BE ( 4.) . Logo AB X BE he , 
igual a arca do parallelogrammo ABCD. 

Coro!lario. Os parallelograrnmos da mefma bafe 
cnão entre fi como as fuas alturas' e os parallelo-
grammos da mefma altura eftão entre fi como as fuas 
bafes : porque fendo A , B , C tres grandezas ·quaes-
quer , temos geralmente A X C : B X C : : A : B. 

E 11 



68 G l o M ~ T l'l I A." 

P R O P O S I Ç Ã O VT. 

T H E O R E M A. 

Ã árta dt hum triongulo he igual aq produé1tJ da , 
jua bafe pela me/11,de ria Jua altura. . 

Porque o tri:rnw1lo ABC (fig. 104.) he metade 
do pai;allelograrnmo ABCE ; que tem a mefma bafe 
BC , e a mefma altura AD ( 2.) : ora a fuper.ficie 
do parallelowammo =BC X AD ( 5. ~ ; logo a do 
trian tio = f BC X AD, ou BC X t AD. 

'Corollario. Dois triangulos da mefrna altura eíl:áo 
entre (i como a fuas bafes , e dois trian~ujos da mcf-
rna bafe cíláo entre fi como as fuas alturas. 

P R O P O S I C Ã O VI( 
' 

T H E O R, E M A. 

A tÍr'a do trap1zio ABCD (fig. 105.) he igual 
fz /un alturr, EF , mu!tiplicada pela fnni-Jo111111a das 
Óaje:s floro/ tias AB, D. , 

Pelo ponto I , meio de lacjo CB ·' tire.-fe KL 
parallcla ao lado opp..ofio AD , e prolonguc-fe DC até 
o encontro fie KL. . 

Nos triangulos IBL, ICI<i temos o lado IB= 
C por cor/flruc ão , o angulo LIB::: CIK , e o 

angulo IBL --: I K, pon1ue CK e BL sáo parallc-
Jas ( 15. I. ) ; logo cfics triangulo áo iguaes ( 7. I. '.; 
logo o trap~ zio ABC D he equivalente ao par'1llcl~
gramo . AD:B1~L , e tem por medida EF X AL. 

Mas tero AL ::: DK , e como o triaue;ulo IBL 
'hc ig ual ao uiang ulo KCI , o lado BL::: CK: lo-
"º A B + D= AL+ D K = 2 L , e aíli m A L 
a fcmi-fomrna da bafes AB , D ; logo emfim il 

á ·e elo tra11cziu AB D hc i •uai (1 altura EF multi -
pl ic ?a d•t fcmi -fomn 11. das b fe AD , C.p , o <J.W: 
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• AB +cn 

fe c;.xp.rime, affim: ABCD = EF X (--
2
----) • 

_ Scholio. Se pê1o ponto r , meio de BC , tirarm , 
IH parallela -:í bale AB , o ponto H ferá tambem o 
meio de A:D ; porque a .fi gura AHIL he hum pa-
:ralielogrammo , bem como DHIK , porque os lados 
oppoíl:os são p.arallelos ; logo temos AH = I L e 
DH = IK: ora IL = IK , porque os triangulos 
BIL , ciK são iguaes ; -logo AH -:-- DH. . . 

-. _ T" AB+cn 
Póde-fe notar que a linha HI =Arl - . 

. z ' 
logo a área do trapezio fe póde tambem exprimir por 
EF X HI. Lbgo he igual á altura do· trnpezio muL 
tiplicada pela linha qi.1e ajunta os meios dos lados não 
páullelos. 

P R O P O S I Ç .í( O VIIL 

T H E O R E M A. 

, Se lwma linha AC (fig. 1D6. ) for di11idída ~m. 
ditas parlei, AB, BC , · o quadrado fúto Jobu ' a li .. 
nlta intúra AC ctmh!rá o quadrado feito fobre !tum/a 
parte .AB, mais o quadrd(ÍÕ fi:ito John: ll outra parte 
13C , mais duas vezes o re8ang11Lo comprehend1.do de-
baixo das duáJ pari~: AB , ' BC , fi que Je t .li'primc 

~Z 1. -Z ' - :& , 
afjim , AC 0 11 ( AB +BC) :::::: AB +BC -}-
2AB X BC. , . . · · 

Cpn{ln.1<1-Íe o qu:idrado ACDE, to111e-íe AF = 
AB , üre-íe FÓ parallcla a AC , e 13H parallela a 
AE. . 

, O qua~r:ido ABCD eíl:á dividido em quatro 
partes : a primeira AB I F he o quadrado feito fobre 
Ail ; porque tom5mos AF ..== AB ; a fegunda IGDH 
he o quàar:iclo feito fobre BC; porque como temos AC== 
AE, e \B = AF, ,a differença AC - AB he igu al 
á díffercnça AE :__ AF, o que dá BC == EF. M:i1 

por ç::11Jfa. das p~r. llcla~ IG ;;; BC J e DG ;:; E.F; 

• 



70 G E o M ~ T R r A. 

logo HIGD he igual ao quadrado feito fobre .BC. 
T irando elbs duas partes do quadrado total , fi i o 
os dois reélangulos BCGI , EFIH , que tem cada 
hum por medida AB X BC. Logo o quadrado feito~ 
fobre AC , &e. _ 

Srho/io . Efia propofiçáo fe reduz á qµe fe de-
monflra na algebra para forma<;ão do quadra.do de hum_ 

- ' 2 ~ 
binomio , e que fe exprime affim: (a+ b) =a 

2 + 2ab + b 

PROPOSIÇÃO IX. 

T H E o R E M A. 

Se a linha AC (fig. to7.) f?r a di_fferrnça de 
duas linhas AB, BC, o 9uadradofe1to /obre AC r1nterrí 
o quadrado dt A_B mazs o quadrado de BC , mtnos 
duas vezn o reélangulo feito /obre AB e BC ; quer 

-2 :2 -2 
dizer qr teremos AC fJU (AB,-:;-BC) =:: AB + 
- 2 

BC -· 2 AB X BC. 
Conftrua -fc o ql\adrado ABI F", tothe-fc AE = 

AC , tire-fe CG parallella a BI , HK parallela a 
AB , e acabç-ft.: o quadrado EFLK. 

O s dois reélan~ulos C~IG , GLKD , tem cada 
hum por medida AB X BC ; fe os ti1armos da figura 

_:2 -2 
inteira ABILKEA, que tem por valor AB +BC · 
he clarp que ficará o quadrado ACDE; logo, &e. 

Sc~olio. Efla propofiçáo ye'm a fer a fór111ula de 
2 2 .i 

algcbra ( a • b) = a - 2 ab +ó . 

.. 



·' L I V R. o III. 7t 

P R O P O S I Ç Ã O X. 

T H E O R E M A • . 
O rtllangulo feito / obre a f9mma e a differmça 

Je duas linhas , 'he igual á dijfáença dos quadrados 
drjlas linhas : ajfim lemos (fig. 108.) ( AB + BC ) 

_2 -2 · 
X (AB - BC) = AB - BC. . 

Conllru:io-fo fobre AB e AC os quadrados ABI1:', 
ACDE , prolongue-fe AB huma quantidade BK =BC, 
e acabe-fe o reétangulo AKLE. 

A bafe AK do reél:angulo -hc a fomma das duas 
linhas AB , BC , a fua altura AE he a differenc;a 
defl:as mefmas linhas; logo o reél::mgulo AKLE= (AB + BC ) X ( AB - BC ) . Mas efle reél:angulo he 
compollo de dua,s partes ABHE + BHLK; e a plr-
te BHLK he igual ao reél:angulo EDGF , porque 
BH = ED e BK = EF; logo AKLE :=: ABHE.+ 
EDGF. .Ora efl:as duas partes fórmáo o quadrado 
ABI F menos o quadrado DHIG , _que he o quadra~o 
feito fobrc BC ; logo finalmente ( AB +BC ) X 

- 2 -2 ' 
( AB - BC ) = AB - BC • 

Scholio. Efl:a propolição fe reduz á fórmula de 
2 2 

algebra ( a+b ) ( a -- b ) = a - b 

P R O P O S I Ç 1. O XI. 

T H E O R E M A. 

O quadrado feito /obre a liypoténufa de hum trian-
l .ulo rdlangulo he igual ó Jomma dos quadrados· fiit'os 
}obre os outro dois lados. 

Seja ABC (fig. 109. ) hum triangulo reél:angulo 
cm A ; formando quadrados fobre os tres lados , 
abaize-fc do angulo rcél:o fopre fl hypotenufa a jJCr· 
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pe;ndicular AD , a, qu:il fc prolongará até E; depois 
tircrn-fe as d iagonacs Af, CH. 

O angulo ABF he compotto do ani<u lo ABC 
mais o 11ngulo reé. o CBF ; o angulo C BH he com- 4 
poílo do meímo ·angulo ABC mais o angulo rer o 
1 EH ; logo o an. ulo ABF= HBC . Mas AB = 1.I 
como lados do mt.fmo uadraJo, e BF ::. BC pela 
mefma razão. L ogo os triJn <! ulos. ABF , HBC t<.:m 
Jwm angulo igual comprd endido entre lados iguaes ; lo-
go i ão iguaes ( 6. l. ) . -

. O triangulo ABF he m tacle do re8angulo BnFF, 
( ou por brc\·i<la<lL B ', ) qu tem a mefma b::t fc B [· e 
.:i mefma altura B ( f' r. 2. )- O trictns;ulo BBC he 
igualmenle a m tarh: do qua , rado P H. , porq11e fi nc!o 
rcél:o o angulo B C aflim como B \L , A e AL 
faz ·m lrn m mefma linha reé.la pt1 1.illda a HB; logo 
o triangtil i' HBC e o q11aJrado AH , que tem a bafo 

ommurn BH, tem tamb m a altura commum AB. 
L obo o tn.: n~ 11Jo he a m taJe do qu:idtado. 

Já prr·dmos que o ni::moulo ABF he igual ao 
1ri:rng1 lo H BC ; logo o reétangulo BDEF , d1~plo do 
t1·iangulo ABF , he equivalente ao quadra lo AH , du-
plo do tri:m~ulo HBC. D1. monlha-Íe do mefmo mo-
,10 que o rcél:.mg ilo C DEG hc eq 11ivale te ao qua-
drado AI ; mds os dois rcét ..i ngulos BD F , CDEG, 
tomados ~m fomma, faze{n o q11aJrado BCGF ; logo 
o quaclrarlo Il.C 'F , fü .to fobr a hyp ti:nufa , 11e 

uai á fo mma dos Cjlla lr:idos f.l3HL, ACJK, teitos 
obre os outros dois l.i i.ts ; ou , em oulros termos , 
-2 --2 . -2 
1C =-AB +AC . 

Corol(ario. I. L ogo o quadrado d hum dos b-
<los do angulo reél:o he i:,u.tl ao q11adr:l o da h;·p -
tenufa mLnos o qu tdraJo do outro la lo , o que íc 

-2 -2 -z 
ex prime affim : AB = LC - AC • 

G'orol(ario II • . Sej a ABCD ( fi ·'· I 18.) h um qua-
dr do, AC a fua dia~ na) ; o o o tri.u10ulo ABC 
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-:l -2 

he rclhngulo e ifof~eles , teremos AC = AB +· 
-2 -Z ' 

• BC - 2AB . Logo o qtwdrado fâto J1bre a ditt-
grnal AC 1. e du /Q d1J quadrado JÚ!o j<Jbre · 1 lado AB . .., 

PóJe-fe fazer li nlivel et a propried de , tirando 
pelos pOittOS A e e p ral~ella.s a B ) ' e pelos pontos 
B e D paralleb a AC ; tormar-ft:-ha delte moào 
h m nem quad ra .l o EFGH ue ferá . o quadrado de 
A e. o a 1.i~ cbro u .b.l< G H contt!m oi LO ti iangu-
Jo) i •uat:s a ABE, e qne P.BCD contém quatro ;' lo-
go o quall1a,!o t.FGH he duplo de ABCD. . 

C omo AC
2 

: B 2 
; : 2: 1 , temos , extrahindo 

a raiz. Guat.raJa , AC.: . B : : V ·1 : i. Logo a diago-
nu.1 do quw:lrado he incs111mtnjuravd CMt o fi!.11 /arfo. 

O que fe , deli nvolvuá mel! or 111 ou tra occaliáo. 
Cor~Liario 1 li. en nflrámos que o q[1ad rado 

AH ( 'U;· l 09.} he equw lente ao rr t angú lo BD E.F ; 
ma , por caLJJa da altura ·omn11'rl'l BF , o quadrado 
BCGE c:fl::1 para o t<'rbni.rulo BDLF, como a b;ifo 
l;C Há para a bafe BD ; 'logo., 

. _2 - 42 
BC : AB : : BC : BD. 

Logo o _quadraio da hy olt:nufa ef!á para o qua. 
t!rad1 11e hum dos /ridos do ª"/!, ui/.o relfo éoMo a h ·-
pote: rufa tjta para o /cimento 1tdjacwte a eflc · lodo. 
Cham:i-fe at]UI jegmento a parte d;i hypotén11[a, de-
tcrmin1 la pel.1 pcrpcnJicular abaix:ila do an§!ulo reB:o ~ 
afl1r.1 B ltc o fc~mento wljc1 ente :10 larlo B , e DC 
o (egm ·nto :idj<.1t: nte ao lacio AC. r eriamus fome-
ll :t i temente 

_2 -z -
BC : AC : : BC: CD. 

Gr1J 1r.rio I T'. O.· re la11g1ilos f'DEF , DCGE, 
que t.:mbr m t m a me E.ia :ih.uni , e1 á0 entre fi como 
as fuas ales BD, CD. Ora c1les rcélangulos são 

z 
cqui\·alc tcs ;1os qua\lrn os A · ; logo 
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-:?. -2 
AB : AC : : BD : ·DC. 

Logo 01 quadrado1 dos dois lados do _nngulo reEl1 
~flão enlrt Ji como os Jegmmtos da hypotinu/a adjacen. 4 
les a i;jli:s Lados. 

P R O P O S I Ç Á O XII. 

T H E o R E M A. 

Em hum triangulo ABC (fig. IIo.), /e ,o angulo 
c for agudo ' o quadrado do lado oppojfo ftrá mtnor 
9ut a Jomma dos qu11drados dos lados que comprehen-
dem o angulo C ; e Jt abaixamu;s A D pnpendicular 
/obre BC, a dijferença (erá igual ao duplc do reElan-
gulo BC X CD ; dt forte que leremos 

-Z -2 - 2 
AB =AC +BC - 2BC X ,CD. 

Ha dois cafos 1°. Se a perpendicular. cahir den-
tro do ~riangu!lJ ABC , teremos BD =BC - CD, 

-2 -2 -2 
e por conícquéncia ( 9. ) BD = BC rl- CD -
2BC X CD. Ajuntando a huma e outra parte 
-2 1 

A.Q , e reparando ue os triangulos r~élangulos 

-Z -2 - 2 -2 
ABD , ADC , dáo AD +,BD = AB ,e AD 

_ 2 _z 2 ' -2 -2 
+ DC =AC , teremos A~ = .BC +AC -
zBC X CD. 

2.0 Se a perpendicu lar AD cahir · fóra do trian-
gulo ABC , teremos BD ::= CD - BC , e por con-

- 2 - 2 -2 . 
fequencia1 ( 9. ) BD =:CD + CB -2CD X BC 

A juntando a huma e outra p:irte AD 
2 

, co~cluire
mos d:i meíma maneira , 

1 
--2 - 2 _z 
A~ ::: BC +AC - iBC X CD. 

r 
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P R O ~P O S l Ç Á O XIII. 

T H E O R E M A. 

Em hum iriangu!o A 'BC. (fig. r r J. ) , /e o angu. , 
lo C for ohtujô , o quadrado do lado oppojlo AB· fe-
rá maior que a Jomma das quadrados 'dos lados qt1e 
çomprehcnde.m o angula C, e fe abaixarmos AD .per-
per1dicular /obre BC , a dijjúmÇ.a J erá igual ao du-
plo do rr,[langu'.o BC X CD ; de forte que teremos 

-2 -2 -2 
AB :::: C +BC + '..?.BC X CD. 

A perpendicular não póde cahir dentro -do trian-
gulo ; porque , fe cah1ffe , por c'xemplo em E ,. o 
tri::il'\gulo A CE teria ao mefmo tempo o anl7ulo reB:o 
E'. e o angulo obtufo c ' o que he impofl ivel . ( 20. ' 
z.) ; logo ella cahe fóra, e ,teremos D B= BC + 

- 2 - 2 , -2 . 
CD. Daqui r.efult.a (8.) BD =BC + ClJ + 
2BC X CD. Ajunt::indo de huma e outra parte 

- :1. . 
AD , e fazendo as reducções, tomo no t)1eorema pre-

-2 -2 -2 
cedente, concluiremos AB =BC + AC + 2BO 
X cp. . , . 

Sclzo!io. O triangulo· rcB:angulo he o unico em 
que a fomma dos quad rados dos dois lados he igual 
ao quadrado do terceiro ; porque , fe o angulo cotn-
prehendido por eHes · lados for agudo. , a fomma de 
f~us quadrados ferá maior que o quadrado do )ado 
oppoíl:o ; fe for obtufo , ferá n: enor, 

f • 
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PR O P O S IÇÁ O XIV . 

• T H I!: O R E M A. 

Em hum t riangulo 1ualqutr ADC ( fig. 112. )- , {e 
Jirarmo5 do vrrtia ao meio da bafe a /inlza AÉ , 

digo que 
-2 

'.2.BE . 

. ~ 

- :Z. -:z. -Z 
t"tremos Ali + AC ::::; 2AE + 

Abaixc-fc a perpendicular A D fobre :i bafe 
,BC, o triangulo J AE.C da-rá pelo theorem:i x1r. 

- 2. -Z - :& 
A = AE + EC - 2EC X ED. 

O tria ngulo ABE dará pelo theorema x I 11. 

-Z -Z -2 
' A~ =:: AE + EB + 2EB X ED. 

Logo, fommamlo, e advertindo que EB = 
EC , tercm~s 

- Z -2 -Z -Z 
A.B + AC = 2AE + 2EB 

. , 'Corollar1io. Logo Ún todo o parallel'lgr-ammo a 
Jomma do5 j_uadrr;dos d?S lados he igufl/ á Jomma dor 
'luadrados uf s dragsna/;. 

Porque ,. as diagonaes .(\C , BD (fig. I 13· ) fe 
ortâo mut9amcnte em duas pA.rtes iguaes no ponto 

E ( 32. I. ) : aflim o ttiangu lo A.BC ~d~ 
- "- - 2 -ti -Z 
AB ·+ BC = 2AE + ~BE 

O triangulo ADC di igmtlmente, 
_ lz _ z _ __ 2 - z 
AD/ + DC = 2AJt: + 2DE . 

Ajuntanc.lo membro a membro, e not:rndo que 
BE = DE , teremos . ,. 

,All
2 + AI:( ·-1- DCZ +: DC

2 
= 4 E 2 +4DEZ • 



.,,, 
~ 

Ma.$ .µ\E he o quadradô de 2AE ou de At: ; 
• _2 

A.D E he o- quadrado de BD ; logo a fomma dos 
'luadra los_ dos lados he igual á ~omma dos c1uadra--
dos das diagonaes. 

P R O P O S 1 Ç Ã O XV. 

'.f H E O R E M A. 

A linAa DE', ( fig. t 14. ) tirada paralldamenit 
á bafe de llllm triangulo ABC , divide os /,dot 
AB ' A e ' prfJporcionr.lmwle • de forte 9ue Ir.m o! 
AU: DB·:: AE: EC. -

Ajuntem-fe' BE e DC ~ os dois triangulos BDE i 
DEC , tem a mefma bafe · DE; tambem tem a 
mefma altura , porque os vcrtices B e C efl:áo fi-
tua<los fobrc hun;ia parallela á bafe. Logo eflea 
rriahgi1los são equivalentes ( 2) . 

Os triangulos ADE , BDE, que tem o vei:tice 
commun:r E , tem a mefma altura , e eltáo entre fi 
como as fu as bafes AD, DB (6.), affim temos, 

ADE: BDE: : AD : DB. 
Os rriangu los ADE , D ÊC , qúe tem. o vertice 

commum D tem igual mente a mclma altura , e ef-
t' o .entre fL como as [ uas bafes AE , EC ; logo 

ADE : DEC : : AE : E C. . 
Mas o triang1tlo BDE == DEC ; logo , por 

aufa . da 1 azáo commum oeíbs duas proporções , 
d>ndmr mo!> AD : DB : : AF. : E C. 

Ci;nllaritJ !. D .1qui refult:i compomndo A O + 
DB: AD : : AE + EC : AE, u11 AB: A D: : AC: 
,-\E , e tamb ,m AB : ilD : : C : CE. , 

Corollario !!. 'e c11frt! ·duas rtEl.is AB, CD, 
(fig. r v; . ) tirarmos quantas' paralltl•s q11ifamor , 
AC , EF, GH, BD , &e. , ljlar rcElas feriio cor-
l adr1 s propor.-iona/mente , e. ltrm1os AE : CF: : EG 
l· H : : G B : H D. . . I 



• Porq11e , fcja O o ponto de concurfo da!= teéta9 
AB, CD; no triangulo OEF, em que a Jinhd AC 
fe conduz parallelameote á bafe E F , teremos OE: • 
AE -:: OF : CF, ou OE : OF: : AE :· CF. No trian-
Fu lo OGH , teremo femelhantemente OE : EG : : 
OF: fH , ou OE: OF: : EG: FH. Logo por cau-
fa da razão commum, OE: OF, eíh.s duas propÓr-
çõcs dã AE: CF: : EG: FH. 

/ D monlhar-fe-ha da mefma maneira que EG : 
FH : : GB : HD, e affim em diante. f..,ogo as linhas 
.A B , CD • eíli ') cortadas proporcionalmente pelas-
1mallel.1s EF , GH , &c. 

P R O P O S I Ç Á O XVI. 

T H E o R E M A. 

R u iprocamrnte , fa os ladoJ AB, AC, ( fiJ,· tr6.) 
ferem cortados proporcionalmente pela linha DE , . de 
forte qu feia A D : DB : : AE : EC , digo que a li-
nha DE Jerá parai/da d haf! BC. 

Porque , fe DE não for parallela a BC , fup-
ponhamo que o feja DO ; e)l áo fegu ndo o rhco-
r ema precedente , teremos AJ) : BD : : AO : OC. 
Mas , ror hvpothefe , AD : DB : : AE : EC : logo 
fer ia AO : OC : : AE : EC ; proporç ão impoffivel , 
porque de huma parte o antecedente AE he maior 
q 1e A O, e c,la outra o confecp1ente E C he menor 
que OC. Logo a parallela a BC tirada pelo ponto 
D não póde diffirir de DE ; logo DE he efia paral-
lcla. l 

Scholio. A mefma concl são teria lugar, fe fup~ 
pozeffemos a p,iroporção AB: AD : : AC : AE. Por-
q1•e ella propo'rçáo daria AB - AD: AD : : AC -
AE : AE 1 ou BD : AD : : CE : AE. 
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P R O P O S I Ç 1 O XVII. 

T H E O ·R ~ M .>L. 

A linha AD , (fig. 117.) ljUt di·uidt em dua~ 
parles iguaes o angulo BAC de hu"' triangulo , di-
vidirá a bafe BC un dois fegmenlos BD , DC ,, 
pr3porcion aes aos lados adjacentes AB, AC ; de jorft 
que t tremos BD : DC : : AB.: AC. 

Pdo pomo C tire-fe CE parallela a AD a é 
encontrar BA prolongado. 

No triangulo BCE, a linlfa AD he parallela á 
bafe CE, o que dá efb proporção ( 15.), 

BD : DC : : AB : AE.. 
Mas o triangulo ACE he ifofceles; porque, cm 

razão das parallelãs AD , CE, o angulo ACE = 
DAC , e o angulo AEC = BAD ( 25. 1.): ora, 
por hypothefe, DAC:::: BAD ; logo o angulo ACE · == AEC, e por confequencia AE == AC ( 13. t.) ;· 
logo , [ub(lituindo AC em vez de AE na proporção 
precedente , teremos - · 

BD : DC : : AB : AC. 

P R O P O S I C Á O XVIII. 
~ 

T H E o REMA. 

D~is triangulos equiangulos ltm os lados homolo-
gos proporcionatr, e são (emelhanfts. · 

Sejio ABC , CDÉ, (fig. I 19.) dois trian~ulo;: 
que tem os angulos igu aes cada hum a ca<la hum , 2 

faber BAC.:::CDE, ABC=DCE, e ACB=DEC; 
<ligo que os ladoi homologas ou adjacentes .aos angu-
lo~ iguaes fe rb proporcionaes , de forte que teremos 
BC : CE : : AB: CD : : AC : DE. 

Pon!.á -fe os l:idos homologo~ BC , CE na mef-
ma direcçã'.l ; e prolon~1 e~-fc º' lados BA " ED , 
:.ité [e cn.:ont rarem em 11 • 
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C omo BCE he hvma J;nha reéh , e o angnlo 
B CA :=. ÇED , fcgu e- fc q ue AC he parallela a DE 
( 25 . r. ) . l ~11dl mente , corno o :rngulo AilC = DCE, • 
a linha AB he parallela a DC. L ogo a figura A CD F 
he hum parallelogra m rno. . . 

N 1 1riangu lv Bt'E a linha AC hê parall ela á 
b afe FE; affim temos BÇ : CE :: B-\ :. AF ( r5' ). 
Em lugar J e C\F pondo a f11a igual CD , teremos. 

BC: C E :: BA : CD. " 
N o m.:fm riangulv Bf.E , fe conCide ratrn os BF 

com o baf. ' e Q he pardl .: la a eft1 bafe , e temos 
a ptoporçb BC : CE : : l D : D E. Em lugar de 
J D , ondo a f1 .a igual AC, teremos 

BC : CE : : AC : DE. 
Finalmtnte de íl:as c'u s proporções que cont6m 

a mefma rJzá :> , D ~ : CE , fe póde tambem con"' 
cluir 

,AC : DE : : B-\ . C . 
Logo os triangulos equiangulos B \ C , C' DE, 

tem· os larl<>s homologos propon.:10nae~ ; mas, ícgnn-
do a <lefiniçã'> ·r I. , du:is figuras são feme! :i 1t<.:1> 
quando tem os angulos iguaes, c:itb hum a cadâ 
hum , e os l'l<los homol gos propnrcionaes ; togo os 
lriang11los eq11 \a ngulos B.t\C , C OE , são duas1 figu -
ras femc lh:rnt . 

Coroll11rio.. Para que d·'lis triangulos fcj:io feme-
lhantcs ualh q11e tcnháo dois aqg11 los iguaes CJda 
hum a cada h1 ,m, porque então <.I tcl\:ciro fe1á i1;ual 
cm huma e outra pane , e os dois t iJngulos foráo 
e uiangulos . 

• Scholio. f ote-rc que nos triangu los fcmeíh<\ntcs, 
os lados hom

1
ulugos são 01 potlos a ang11 lo iguaes ; 

affim, por fo r o ar:g11l<.1 ACB igua l a DEC, o h!o 
AR h homr>lngo a Dr ; do mefmo modo AC o 

• sáo hmmi'foros , como oppnllo. aos an!ulos igu:ie 
ABC , D E : n.:01 !ll'ccn<lo-fe os lados ltomoloi;;o , fe 
fo1mio lo~n a ·~ qopu1 , r, . . ~. 

AB: DC : : e : DE: : nc : CE. 
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P R o P o s 1 ç t o xrx. 
T H lt O 1{ E W A. 

Doa triangulos que '_ tem os lados lmnologos pro-
forcio11ae1 sáo equianrru/n e ftmdha11tes. , • 

Supponh:amo& que feja BC 1 E~' : : AB J DE : : 
AC : DF ; (fig. 120.).; digo que tri:mgulos ABC, 

' D EF _, · terão os angulos igua s , a faber , A = D , 
.13 :::= E , C = F. . · 

, :F:ica-fe no ponto E o angulo FEG·::::: B, e no . 
ponto F o angulo EFG = e ' I o terceiro G ferá, 
1&ual ao teréeiro A , e os dois triao ulos ABC , 
EFG , feráo cquiangulos. Logo teremos, pelo thcore-
ma precedente , BC : EF: : AB: EG : mas, por hypo-
thcfe , BC : EF : : AB : DE; logo EG = DE. Tam-
bem teremos , pelo meímo thcorema, BC : EF : : AC: 
.FG ; ora temos , por bypothefe., BC: EF:: AC : DF; 
logo rG = Df ; logo 1 triangulos EGF, DEF, 
tem os tres lados iguaes , Cll<la hum a cada hum ; 
logo 3âo iguaes ( II. I .) . Ma~ , por .conHrúcçáo, o· 
triangu!o EGF hc equiangulo ao trinngulo ABC ; 
logo tambem os triangulos DEF, ABC, são equian-
:ulos e femclhantes. . 

Scho!io J. Eflas duas i1ltimas propofiçúes mcf-
_tráo qu e 11os triangolos a igualdade dos angulos he 
huma confeq uenci:t da p1oporcionalidadc dos !,:idos , e 
recipro ·amcnte , de forte que huma das condições 
bana pnr:i pr \' :ir a femdhança dos triangulos. Ná::> 
aconkcc o m rmo nas figuras de mais de tres· la-
dos ; porque, logo r111 c fe trat:i .sómente dos quadri- ... 

- ]ateros . fo pôde , fcm ml!<lar os angulo!:, alterar a 
propor~ío dos bJo:; , uu fcrn alterar os lados , mudar 
.o ancru )os ; affim a proporcio11 \iJ:ule cios ladc.s ná'.J 
póde fer confequ.cncia da iguald~Jc dow anirulos , nem 
~ ·1ú e1/a . Vemos, por n:cm1.•lo , qPe tirwdo EF 
( fig. 121. ) par::illcl a BC , os an rr11los do quadrila-
tno AE 'b f fo i~u:ic' aos do quadribtcro BC D ~ 

F 
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mas a proporção dôs lados hc differente : do mcí-
mo modo , fem mudar os quatro lados AB , BC , 
CD , AD , fe póde avifinhar ou affaflar o ponto 4 

" B do ponto D , o que ha de a! erar os angulos. 
Scholi1J 1 !. As duas propofiçóes precedentes; , 

que propriamente fazem huma fó , juntas á do 
uadrado da hypoténufa , são as propoficócs; mais 

importantes e mais fecundas da Geometria ; ellas 
baíláo quafi fós todns as applicações e á refolu-
ção dl! todos os problcm:as : a razão he porque to-
d:.:s as fi g uras fe podem repa r~ir em triangu los , e 
qualquer triangulo cm dois triangulo rcébngulo . 
AJli m as propriedade. gcr:ies dos triangu los abr:in-
gem impli itamcnte :is dt:: toJas as figuras. 

P R O P O S I Ç Á O XX. 

T 11 E o R E. M A . 

Dois triangulos que /em hum angul!J igual com-< 
;re/)tndido mire lados prop?rcionaes , súo /enuLhan-
tu . 

. Seja o :rngu A --: D , e fu pponh~m s que r.~-
ja AB: DE:: AC: DF; (fig. 122. ); digo que o 
tri.ngul ABC he fcmelhante :i DEf'. 

Tomc-íc AG = DE , e t irc - fe GH p;-;rallclb 
.:i BC , o :rngu lo AGH fcrá Íi!ucl w an:;ulo AB ' 
( ~5· 1.), e o tri ansulo AGH fná e<pti:ingulo ao 
tnangulo ABC ; logo teremos AB : AG : : AC : 
AH: m:is, por hypothcíe, B : DE : : AC : DF; 

por conllrncçá , .t = DE ; lo"o J\J-I =:: DF. 
Lc go ~ doi J, tri:rng11los GH , DEF , tem hum 
:mf,ulo ig11:1l •omprchentlido entre hrl s igu.tt'S · lo-
go <ão iirmc~. Ora o tri:rn_i;t:lo A 'H hc f::mclh n-
te a ABC , lo o DI:F t::mbcm hc ll:mclh:int :i 

ABC. 

.. 
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XXI • 

• ' t T R E o R E ~ A., 

Dois lriangu!or · qut tem 01 lados k (I T!].Olcgot p4-
,alleltJs , ou p1rpmdicularn, cada hum a ,ada /.um , 
são femelhantes; · . 

Porque 1 . 0 Se o lado AB (fig. 123. ) for pa-
rallelo a · DE, e BC a EF, o · angulo ABC fu# 
igual a DEF ( ~8. I. ) , fe .d~rnais AC for par:illela 
a DF ,. o angulo ACB fera igual a DFE , e tam• 
bem BAC a ED F ; ~. fogo os triangulos ABC~ 
DEF são equiangulos ; loo-o são femelhantes. 

2. 0 Seja o lado DÍf ( fig. 12+. ) perpendicular 
-Q AB, e o lado DF a AC; no quadril atero AIDH 
os dois angulos I e H feráo reétos ; os quatro an-
g ulos valem em fomm a quatro . angulos reélos { 21. 
1. ) ; Jogo os doi s reílantes IAH , IDH, valem dóis 
angulos reétos. Mas os dois angulos ~ EDF, lDH 
'f arnbem vafom dois angulos reélos ;, logo o a.ngulo 
E DF he igual a IAH ou BAC. Igualm<:inte , fe o ' 
terceiro lado EF for· perpendictllar ao t rceirn BC , 
demoníl:rarcmos que o angulo DFI:!: =· C , e' DEF = B. Logo os dois , tri ai;igulos ABC , DEF , que 
tem os lados p~rpendiculares cada hum a cada hum• 
são cquiangufos e femelbantes. 

Scltolio. No cafo dos lados parallclos , os lados 
homologos ráo os lados parallelos , e no dos ludos 
perpend iculares , são bs p rpendicula res. Affim nefte 
cafo, DE he hom·ologo- a AB, DF á AC , e EF 
a BC. · 

O cafo dos lados perpendiculares poder ia off<"rc. 
ce r huma fitu aç áo relati i' a dos dois tr iangulos, di(. 
fcr nte el a que fe fuppoz na fi g : 124.: mas a igu?l-
dade dos angu l ~s refµeé1:ivos fe dtm onfhuia fem pre, 
quer por quad ri l:i tcrcs, taes éo o AIDH , que tem 
dr is :rnau los retlos , qu~r pela compar~~ <;áo de dois 
.• ;iani'ulos '11e , com :rng ulos ve rti alment c: p o!lo~, 

f i,i 
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terião .1:ada hum hum angulo rcélo. Tambem pode-
r i<1mos fcmprc fuppôr conftruido dentro do triangulo 
ABC hum triangulo DEF, que -tiveffe os lados pa- t9 
r:illelos ao• do triangulo comparado com ABC , e--
então a demonfuaçâo entraria no cafo ...-da fig. 1 ~·· 

P R O P O S I Ç ! O XXII. 

T H E o R .l M A. 

Ai li11lwu AF , AC, , &e. (fig. 125.) tira J1 
eomo je qµizer pelo verlice de hum trian:ulo , divi-
1um proporcionalmtn/1 a haje BC e a Jua parai/diz 
J> E , de maneira que ht DI: BF :: IK: FG:: KL: 
GH, &e. 

Porque,, como DI hc parallela a BF , o trian-
gulo ADI he equianfuulo a ABF, e temos a rro·-
I·•.> çfo OI : Bf' : : A : AF. Do .(llefmo Dlodo, fen-

,, l K pllralleJ4 a FG , tÇlllos AI : AF : : 1 K : FG. 
L o•'o , por caufa da raz áo commum AI ·: AF , te-
remos DI : Bf : : l K : FG. Acharemos foinelhim e-
mente IK: 1'G : : KL: GH , &e, Logo a llnh<l 
D E eflá dividida nos ontos r. K, L , como a ba-
fe BC ef\á no,s pontos 1'' , C\1,. H. ,.. 

Con 1ario. Logo , fe BC eíliveffc dividida em 
partes iguaes nos pontos F, G , l;f , 11 parallela DE 
dlaria dividida do ipcfmo mojt> \ <:m partes i~uae5 
no pbnto I , K , L. 

. P R Q P O S I Ç .! O XXII!. 

T H E o !\. ~ l\l' A . 

Se do ang11/o rrE!o A ( fi~ . I 26. ) de hum f riãn-
.Z"'º r(Bangulo 1 abaixarmos a trprnduu/ar AD J1bre 
• h;•pothuja; 

i. ::i 01 1d~i1 tr i•1!J:" ÍQ 1 t ar iRu. AilD, ADC 
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jtri1 famdhanles tnlrr fi , IJ ao lrÍmt[Ulb lotai 
ABC. 

2. o C4tla lado AB ou AC fará. mritJ prnp1Jr-
úonaJ enlrr o liypbtinufa BC e o Jrgmu1.to adjaunl~ 
.l3D DU DC . • 

3. 0 Â prrptndicular AD frrá. _mría proporcio4 
ttal entre 01 dois frgmmla1 BD, DC. 

Por11ue , I. 0 O triangu lo BAD e o ttiangulo 
l3AC tem o an~ulo commum B; demais o angulo 
r eB:o BDA he igual_ ao angnlo reélo BAC; logo o 
t erceiro angulo BAD de hum he igual ao terceiro 
C do outro. Logo os doi! ttiangulos são equiangu-
los e femelhantes~ Demonftrar-fe-ha do mefmo modo 
<jUC o triangulo DAC -hc femelhante-- ao triangulo 
BA C ; logo~ os tres triangulos sáo elluiangulo• e fe .. 
melhantes entre fi. 

2. ° Como o triangulo BA,D he fcmelhante 
ao triangulo BAC, os fcus lados homologos são pro-
porcionaes. Ora , o lado BÚ no pequeno triangulo 
he homolo~o a BA no grande , porque' sio oppoflog 
a angulos 1~aes , BAD , BCA ; a hypoténufa BA 
do pequeno hc homologa á hypoté.nufa BC do gran-
de ; logo podemos formar á proporçáo BD : B .• 
BA : BC. Twriamos da mefma maneira DC : AC : : 
AC: BC. Logo :i. 0 cada lado AB, AC, he ·meio 
proporcional entre a hypoténufs e o fegn,ento adja:-
centc a. eilc lado. 

3. o Em fim , a femalhança d<>s triangulos 
A BD , ADC , dá , comparando os lados homolo . , 
BD : AD : : AD : DC. Logo 3. 0 - a perpendicular 
AD he ~eia propoccional entre 01 fegmentos BD» 
DC , da hypotenufa. . 

S cholio. A proporçá·:> BD : AB : : AB : 13C dá , 
ig ual:mdo o produélo dos ex..tremos ao dos meio& , . 

.Af32 = BD X BC. Do mefmo modo temos AC• : 
-a ~ = DC X BC ; logo AB + AC = BD X DC + DC X 13(; ;. o f<:,;undo membro he o mt-f mo qur> 
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(BD + DC ) X BC , e fe reduz a BC X ~C 
~2 ~2 ~2 ~2 

cm EC ; Jogo temos Ali + AC = BC ; lo-
~o o quarl rado feito fobre a hypoténufa BC hc igual á 
l omma dos quadrados feitos fobrc os (IUtros dois la-
dos AB, J AC. Deite modo vimos a cahir na propofi-
c; :i.o . do q11aJrade da hypo enufa por hum caminho 
muito dífferente do que hav1amos feguido ; dondt; 
{e vê que , · propriame nte fa1lando , a propofição do 
cp1adrad0 da hypoténufa he huma confequencia da pro~ 
porcionalid,de dos lados nos triangulos equiang1:1Ios ; 
aílim as pr poíiç6es fundamentaes · da G eometria f• 
reduzem , ara amm dizer' a dla fó 1 que os trian-
gulo"s equiangulos tem os feus lados homologos prlol-
F rcionaes . 

Acontece muitas vezes , t:omo acabamos de ver 
aie íte exemplo , que tir ando confcqucncias de huma 
*>U de muitls propofiçõ -s, fc recabe em propofiçócs 
já d mon!ha la~ Em geral , o que caraél:eriza p:irtt-
"11larmcntc os thcoremas da G.:iom~tria , e o que he 
Jiuma prova invencivel da fu~ certeza , he que cem-
l>in,mdo-os de qo Wjuer m:incira, com tanto que fe 
díft.0rra com aC!erto , fempre ft: cahe em refultados 
c xaélos . Nb <!·ria o mcfmo fe alguma propofiçã() 
folfe fa lfa , ou fó fofre verJa~eira pouco mais ou me-
91os ; ac.ontecei-ia muit:is vezes que , pela combinação 
<l as propoli çóes 1 entre fi, o erro crefceria, e fe faria 
fenfivel. Dilo vimos exemplos errt 1todas as demonf-
trações r:m que nos fervim'>S da rufucçáo a aojurdo. 
E/las demonfhações , nas quaes temos por fim pr -
var que duas quantidade~ si i~u.i. i; , confrílem em 
mofir:ir , que , fe houve!fe entre ellas a menor d~fi .• 
:gualdadc, a cor,itinuação dos TdCÍociAios nos conduL.i-
Tia a hum abfiurdo manifeflo e palpavel , donde fe 
conclue forçof.upentc que citas duas quantiJades são 
iguae~ . 

Corollario. Se de h11m ponto A da circumferen-
c1a (fig. 1 27 . ) . tira· mos as du s cordas AB, AC 
eos extremos <l1

1
o di.nnetro BC, o tri;rngulo BAC fe .. 
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r~ re8:angulo em A ( 18. 2. ) . Logo r. 0 a ptrptn-
dicu/ar AD h1 nuia prapcr. ional Mire 01- dois f -
gmrntos do diamctro BD , DC, ou, que vem a for 

-2 
o mefmo, o .9_Uadrado AD he igual ao rcébngu o 
BD X DC. ' 
, -:z. 0 A corda AB hc me.ia proporiional entre: 
• diametr1 BC l oi fegmento adjacente BD , ' ou , 

' -:.i ' 
que vem a fer o mefmo , AB = BD X BC. , Se-

-z 
melhantemente temos AC = CD X BC ; logo 
-:i ' -:S - ' 2>' 
A.B : AC : . DD : DC ; e fe compararmos AB 

-i • -2 
• com BC , teremos AB'"' : BC : : BD : BC ; te-

_z ~z 
ri amos da mefma maneira AC : BC : : DC : BC. 
Eíl:as razoes dos quadrados dos lados , q,uer entre 
fi, quer om o qóadrado da hypoténufa, ja fc dcdu-
z}ráo nos coro!. III. e IV. da prop. ·xr. 

P R O P O S I Ç Ã O XXJV. 

T H E o R E !\( A-

D 1is triangular qu~ tr.m hum antulo igual tjlá1 
fnlre fi como os rr.Bang11!01 dos lados que comprt-
lundtm o angulo i uai. A,[!im o triangulo ABC (fig. 
I -:z8.) t.jlá para o triangulo ADE , como o rdlangu-
la AJ3 X AC if.• para o rr.Elanx 11lo AD X AE. 

Tirc-fe BE ; o· dois triangulos ABE, ADE , 
que t em o vcrtice e mmum E, tem a. mefma altu-
ra , e efláo entre fi como as fuas bafes AB , AI). 
(.6.); logo · 

ABE : ADE : : AB : AD. 
D o m,. f mo modo 

Al3C: A:BE : : AC : AE . 
Multiplicando (}rdenaJ:un nt cflas duas pr,opor. 

' . ' 



çóes, e. ommittindo o termo commum ABE , tere~ 
IDOS 

ABC: ADE:-: AB X AC: AD X .. E. 
CfJrolla rio. Locro os dois tri:rn~ulos fc1 iav cqu~\·a

lcntes , fe o reéhngulo AB X AC !Pifo Í6u.d áo 
reébngulo AD X AE, ou fc ti· ffe1 os AB: AD :: 
AE : AC , o que t'cria luga11 fc a linha DC foife 
paraJlela a BE. 1 , 

PR o P o ·s 1 ç .to xxv. 
T H t o R .E M A. 

Dois tria.'lgu!'ls fimelhantes ejlá1 mtrl! .Ji' co1114 os 
guadrados do,· dos llomologrs. 

::ieja o angnlo A = D {ti". 122. , e o ang11 J..,. 
B = E ; pJ imeiramente 'os angulos iguacs A e D 
·darão , pcl:t propofi ç ·o prece~nlc , 

ABC: DEF :"': B X AC: DE X DF. 
Mas , temos tambem , pela fcmelhança dos tr(an-

gulos, 
AB: DE : : AC : DF. 

E. fu multiplicarmos dta propor ,ão , termo por 
'termo, pela pre 1~rçio irlenti a -

AC: Dr : : AC : DF, 
r cfultará 1 

_ 2 _ 2 
ABXAC:DEXDF-::AC DF. 

Logo _ 2 _
2 

ABC : DEF: : AC : DF . 
Logo dois tri:mgulos femelhantes ABC , DEF, 

M.') entre (i como o quadrado do !:idos homolo-
gos AC , DF, 011 como os qu:idra<los de outros dois 
lados homoh>so11 quacsquc:· 
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p R o p o s I ·ç Á o XX vr. 

T H E o R E M A. 

Dois poly ~s f!mt.!ha nfrs sãa compojl!Jl do 1t1tfa 
.. m11 mmun de 1iia11 1!'t#!H jondltanlu cada hum a !a• 
da ham , t kmdltantfmmte dijpajios. , 

No póÍygono ABCDE (1ig. 129.), tirem-fedo 
mefmo angulo A as diagonaes AC , AI) , aos outroi; 
an"ulos. No outro poly~ono FGHIK, tirem-fe Cem- , 
lh;,nemcnte do a::gulo' .F , homologo ao angulo A, 
-:as dia~onacs FH , FI , aos outros angu!os •. 

c~mo os polygonos são [çm lhantes ' o ang.ulo 
· BAC he igual ao teu ho:nologo FGH ( def. fL) , e 
os hdos AB , BC , sio proporGionaes :i.os lados FG, 
GH ; de furte q\ft temos 13: FG : : BC : GH. Daqui 
fc ft:gue q 1c os tri.rn ulo~ ABC , FGH , tem hum 
angulo igual , comprchend ido entre lados propor ionac · ; , 
1 :o são frmilhamcs (20.); logo o angulo BCA hei uai 
~t G HF. Subtrahinclo cíl:cs :rngulos Í'!:uac;e dos angulos 
ig:iacs BCD , GHI , os restos ACD , FHI ferio 
1gu:ics. Mas como os triangulos ABC, _FGH sáo, íc-
milhantes, temos AC : FH:: l3C: GH. Da femilh:m-· 
~a dos polygonos fe deduz BC : GH : : CD : . HI 
( def. 2 ) ; logo AC : FH : : CD : HI. Ma s já vimos 
que o ar. ~ulo ACD == FHI ; logo os triangu los 
.ACD, FfII , t em hµm anJ!iil o ig11al comprchendido 
entre lados proporcionacs ; logo sãu ícn1ilh:intes. Da 
mefma maneira fc cominuari:i~ a· demünftrar a femi-
l h:tn} <t do trianp;ulos fegu intcs , q11alqucr que foJfe o 
1~ 1 :mcro dos l:i•los 1los polygonos propo.'tos , logo dois 
polygonos fomilhantcs ~fo co;npofi os do m:fmo 1rn-
u:" ro de triangulos fl!milhantcs e fomilhant<:mcnte di!'-: 
l'º to. . . 

_Sch()li~. A proporiçfo inverf..i he igualmente. ver~ 
<l. dc1ra : )e rlcJiJ /10/ '.s 1J 11os forem COlllf'O/l v1 d? mf/1111 • 
11u111rr9 dr tria11,;u.1&.r j 1:111iilw11les t Janilh11 11/nnmlc d:f-
p.flo.s , ':fia t!Ws pt,fy;;o.1os srrá? /e::1illta11/a . 
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Porque a femilhanç~ dos trianzulos rcspeélivos da..1 
r;\ o angclo APC = FGH, BCA = GHF , ACD = FHI; logo BCD = GHI, do mefmo modo CDE = HIK, &e. De mais , teremos AB: F<:i/:1.: BC 

H : : AC : FH :: CD : HI , &c.- L "e. > os dots po-
Jygonos teC'I os angulos iguaes; e .. .; lados propor-

ionaes ; logo são femilhantes .\' 

:P P O P O S I Ç Á O XXVII. 

T II ?: O R E M A . 

bs contornos ou prrimtl ror rios pol)•gmos J emilhatt-
tu rj/.io como &S lador homologos , e as Juas Juperji. 
âes como os quadrados d'Js lados homologos . 

Porc111c , J. como temos , peb~ natureza das figu-
r:ts fomilhan tes (fig. 129) , A 13 : l• G : : BC : GH : : 

D : HI , &c,, podemos concluir defl:a serie de razões 
iguaes : a fomma do antecedentes AB + BC + CD, 
&c., perimetro <l:i prim ira fi gu ra , db. para a fomm:i 

J dos confecprentes FG + GH + HI , &c. , períme-
tro da fegun~l:i figura , como hum anteced.::nte eíl-á pa-
ra o seu c0nfo9uentc , ou como o lado AB ellá para 
o fru homolog~ FG. 

II. C omo os triangulos ABQ, FGH são fomc-
1 -2 -2 

lhantcs ,. temos ( 25. ) ABC : JrGH : : AC : FH ; 
do mcfmo modo os triangu los ~ melhantes ACD , 

r ~2 ~~ 

FHI > dâo ACD : FHI:: AC . FH ; logo, por 
-2 -2 

caufa <la rn áo commum AC : FH , temos 
ABC: FGH : : ACD: FHI. 

J>or h11 m li:mclha11tc raci ocini teríamos 
ACD: FHI:: ADE : FIK . 

E :iffim cm di .tnte , fe honvéífe maior numero 
de tri:ingul o~ . Dcfla fe:·ic de r::izúes igual!s c nclui-

m ~; 1 fomm1~ d s ant cccrlcnt::s ABC + CD+ 
AD E , on o p9ln no ABCD , cíl~ p:ir.t a fomma 
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dcs con'."eo1:en C$ FGH + FHI + F!K ' ou o por-
guno FGHIK , como hum :-.:1tec Jente r\BC e p ra 

' ~z 
o ft:u con ~ r.<:-e FGH , ou camo A..J' 
logo os poly os femelhantes e. io 

z . 
e! á para FG ' 
entre fi como 

os q:r:idrados Jo s' homologas 
Conllario. Se con uirmos tres . figuras femelhan-

tes ' que tenhfo os 1 dos homologos rguaes ao tr~• 
h i os de hum tri:rngu o reéhngulo ', a tig ura feita fo-
b: e o ma:or lldo ferá ig i:il á fomma das outras duas. 
Porque e as tres figuras s~ o pro1Jorcionaes aos quadra-
dos dos fcus· lados homologos ; ora o q11d<lr 1o da hy. 
potém•fa he 'gual á f, mma dos q :td ·:idos dos outros 
dois lados ; logo , & .:. 

PROPO 1 ç Á o xxvrrr. 
T ir E o R. E M A. 

Ás fta ·tu' di: tl1uu cordas AB, CD, (fig. qo.) 
1uf! Jt . ortiio em IL um circulo , são ru1pr~camentr. 
p_ ropo rci~1tar:s , qu r dizer, 1ue ltmos AO : DO : • 
ÇO: OB. 

Aju1 ltm-fe AC e BD : nos triangul os ACO , 
B O D , os an1H, os em O fo iguat.s, como verti-t-al'-
m nte oppoílo · ; o angt:lo A he i, uJl ao a11gulo D , 
p rquc • á·) ii:ifu itos no mef1110 fr.gmen o ( 18. 2. ) ; 
P-" mcfma 1az:io o angu o C=B i logo dlLs tn:.111-
gul1 s : á 1 fc.1~ !untes ; e o~ l:.tdoii h molegos dão c.r:. 
ta J r-i · or<:á A : D ' ) : : C· : 0 .8 . 

C, rotlario. Da ui fe tira AO X B = DO / • 
CO; logo o r ~ a11.fiulo d.is cl uas p2.1t. de u n a das 
cordas 1e ignll· a.J :eél:a.ngulo as d i.o1s pan1.; · d:i. 
~u ,. a. 
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t R O P O S I Ç í O . XXIX.-

T H E o ll ~ .M J,., ,,74" 
,,e dt hum mifmo ponto 0,%~'<;",f . .. f(r.) lo11111do jf. 

ra do circulo, /irarmos 1zr fl\( nles OB _, -OC, /e.r. 
minad11s · no arco concavo BC 1 11:J J ecanfes inteirar< je-
ráo reciprocamente proporcionatl ás Juas par/eJ tx/e-
,;,ru, quer diztr, que j t râ .OB: OC: : OD : O A. 

Pocque, ajuntando AC, BD, os triangulos OAC, 
OBD , tem o angulo O eommum ; e mais , .o an~u. 
lo B = C ( 18. 2.) ; logó c:les tr iangulos são feme. 
tc~lhantcs , e os lados homolog.os '-dão a proporç'fo 

OB : OC : : O.b : OA. 
Corollario. Logo o reéhngulo OA ·x OB- he 

igual ao rcétan gulo OC X D. 
. Scbr,/i11. N otc-fe que cll:i propofiçáo tem muita 

· •nalogia com a precedente , e fó dilfere em fe cor. 
tarem fóra do circulo as duas cordas Aij , CD, em 
Tez de fe cortarem dentro. -A propofição feguintc tam" 
bem fc . póde cl onfidcrar corno hum cafo particul;ir 
«efta; • 

P R O P O S I C Ã O :XXXr 
1 \ . 

1 T !'i r; o R E M. A. 

3e d1 hum mcfmo ponto O , tomado fôr11. d~ cÍt'-
.111/,, ( ÍJ !" . t3 '.2 .) tirarfllos huma tangente OA e huma 
frc anlc ÓC, a ilango{!~ Jaá meia proporcional mire a 
J rcanlt t a Ju.~ parte e:.:ftrior ; dt Jo rl t' qu~ leremeos 

C : OA:: °tA : OD, ou_, q1u v mt o {er o me/mo , 

Ói\s = OC ~( OD. 
· PorRuc , J1j11ntando AD ~ AC • os triangulos 

OAD , OAC , tem o angulo O commum ; de mais o 
;ingulo OAD fpr111 :ido por hurna tangente e hul'!l a 
fllíol r,Li ( 19. 2. }I, em l or m&dida a metade do ;m '.• 



t l • • • tt't. " 
Ar> , ~ • n ulõ C tem a mefma medida ; Jogo o 
a.n ·u!o OAi.; == e; logo os dois tria.ngulos· 6iO fe· :u x ~ e t emos .a proporção · . 

O .· OA : : OA : OD, __ :;-. 
, ~u e <li OA. ::::: q X OD. ~ 

P O P O 1S I Ç ! O XXX f. 

T l'.0.ll!;Mll.. 

,, füt !ltlm lrÍf u/11 ABC, (fig. 133.) Jt 1fi11ili1'4 
.t;:a1 o 11.;u10 A e,;, duas pçr!ts iguan pela Jinhli 
.f_ , o re8angulo d8I ladoI AB , AC , ftró igu<Jf 
,a? re~'la11gu/o d?I fegm.- los BD 1 DC , mais o fJUadro-
~o d 11 Jut1nle AD. . 

F aça-fc pa:far hu a circumferenci:t pelo,e, tre9> 
·wnros A , B , C , prolon:,uc-fe AD até a cin:: um-
ftrcncia , e tirc-fe CE. . 

O trhrngulo BAD he frmelhante ao triang111o--
EAC ; porque, por J1ypothefe , o .ingulo BAD = 1 
EAC ; de m3Í S , o angulo B = E , porque tem 
ambos por medirla a metade do arco AC ; logt> ef-
te& triangulos sáo femelhanll!S , e os !:idos homolog0'1 
~áo a proporção BA : ,AE : : AD ; .f\.C. Dl.'lui re-
folta BA -X AC =: AE X AD; mas. AE ::=AO + DE , e mul tiplicando em huma e outr:i partC1' 

-li 
por AD , temos AE X AD = AD + DE. X 
AD ; porém AD X DE ::= LlD X DC ( :zi. ) ;· 
leio fin ilmem:e 

-~ 
~A X AC= AO + ED X DC, 

1' 

• 



P R O P O S I Ç Á O XXY .... 
1 

TJ-IEOREM 

,, Em ifdo o tri.an,((ulo AV' ,' 1 ;· t;.) o rt.8:111-
rulo dos dois lados AB , , I ;guo l ao ru7an-
f.l'lo comprrhmdido pd? d;,, t , < ~ i d? 'circulo e ·,._ 
ciuifcr ito e o perpendicular /\l abaixe.da fabre o /u-
etlro lado BC . "" ' 

Po1qlle, a;nntar.do AE, 1 s t1iangulos ABD, 
AEC, i.áo 1 tlan(,l'lvs , h1 •m m D, ouro em A; 
dcrr:a· o n6ulo B = E ; lop ) cfic;; tri angulos são 
fe elbntt.s, e clã 2 rrop< ilho AB : CE : : AD : 
AC ; clonrle refulta AB X Ai( == CE X AD. 

Cortlfario . Se mu ti, lic, mos cflas quan~ i d:.irle.s 
)g11ac · pela rr.crma quant i a.J. BC, teremos AB X 
AC X BC= CE X D , X C. Ora, AD X BC 
li o dobro da ruper ficic do tr i1nt; 11 lo, ( 6. ) ; - log o 
produ[lo dos Ira Ir.dos de h·tm lriangulo he' igual ti 
jua f'1fet:frie multip icrrda pelo dobro do d.amttro d1 
circulo circurjcrito . , 

Ó uroduâo de tres li :1h:!s fe h~m :i al~11ma5 
' ' C'Zcs falit.o, ! or h:.i rna iaz:í q11e loeo fe ve 1~:í. O 
fcu v:t11)r ft: e mprehenclc f:i ilrnlntc, im~;-rin:rn ~? que 
:is lin :JS ct1;í rt'iuzic!a$ a n1•meros, e m tú plic .n-
do o~ T''J ffi<:r ~ de <] ç fc trat3 . , 

Schoho. 1 ambrm li pl1lc d" ,,nflrar que n fu-
p,rficit! r1r hum t rian fil!:o /.te i,.;u I ao Je t per.'mdr.o 
11mlliJ licatfo jHr 111etade diJ rai:; do u rculo inf:r:·-
l o. 

P >r<Jtic , os triari::ulos ( fi~ . 87.) AO , BOC, 
A c, Cj ' (;;tem () r .. u Vt'ltlC\! l( ;n ', IJffi cm o' te 
por ah1ra con :num o r~io do cir,'.u • i.11rc1 ito: lo ;'> 
a fom a <l._r. J~ ui ,1 : ulos fe1 ~1 igual á ÍoPt a rLs 
ba_ft~ AD , LC , f.c"' , P ti,1 !•c !~ti pr r mc•,d.:: •! > 
f :ll o D ; 11CO o l i i • .!ll'!tilo I .e Le; i ·1.. 1 ao r..:11 

• 1• ' 

Í.c r ~m c· tro mult1pli.::ido l t. :· !!!<:~ .'i.: do i"w liu ci1 c.1-
0 lJI l lto. . 
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t" R O· P O S I Ç Á O XXX III. 

T H .E o R. r. 111 A. 

,, Em tof'l.,., · ~drÍ!a ter~ in(crito ~BCD ·, ( fig~ 
135.) o reBangu o 1 ~j duas dia: Qnaes AC , BD, 
Ju i;r:1ai • f'im ma d~ reBangu!os dos fadqs oppojlor ~ 
tle farte que lemas . · 

• AC X BD :::: B X CD+ A D X BC. 
Tomc-C o arfr C O =AD , e t ire-[e BO que 

encontre a diagonal tAC em I. . 
O augu lo ABU, :::::: ÇBI , porque hum tem por 

medida a meta<le de D , e outro a metade de CO 
ig'ua l a AD. O ang lo ADB =::•nc I , porque ~ão 
iafr: ritos no mefmo [. iento AOB ; l o~o o triangulo 
J\.I3D he frrn c!l anre t~any, 11 !0 I~C , e temos a , 
proporção .\D : CI : : ~ r> : .13 ; do~do refulta AD 
X BC = C I X DD. Agora digo que o iri:mguld . 
ABI l\e fotne\h;intc ao ttiangulo BDC ; porque o 
arco A D fo ndo 1G11 al a CO, fe ajuntarmos a cadA 
hum OD , teremos o árco AO ::::;: DG ;· . logo o 
angulo· ADI = D BC ; de m3is o •:ngulo l3AI = BDC p rquc siio in fc ritos po mcfmo fogrhento ; 
J o~o o.s triangulos Al3 1 , DBC são femelhantes, e os 
blos homologos dio a proporção AB : B l) : : AI : 
CD; don e rcfultc1 AB X CD =AI X BD . 

.Aju 1~ando os t:0is rcf11 !rarics :.icha.los , e notando 
q11e AI X BD ·+ CI X BD= (~'\ I + CI J X BD 
;::::: AC ,•\ BD , teremos AD X BC + AB X CD=· 

e x BD . . ' 
S, holio . Pócle-fe dcmon.!l:rar da m~ fm::t mà neira.. 

out ro thcorcma (01.-in: o qLiaJnL1tero inf.: rit0 . 
O t ri~n~u lo ABD femcllt:i.nte a l3 I C , dá ::i pro4 

rwrçáo DD : DC. : : A13 : Bl , <lo?1de reCulta BD >( 
BI ==BC X AL. S: tirarmo::. CO , o tri :11v~u lo I CO . 
f~me li 1:i :-it::: :! AIH , fc· á fcm cb:rnte a BDC , e da· á 
:1 proporçfo lff) : CO : : DC : OI ; doni.l.e reful1 a, 
01 ><BD := CO X DC, ou , porque cr =AD 1 01 X ílD := _ D >< DC. SJm:;. 1:.i.Jo ~• <lui · t; f4l~ , 
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ta<los , e notando ~ue BI X BD +OI X BD 
.rc,duz á BO X BD, teremos 

BO X BD :=AB X RC-4- AD X vr·. 
Se: tomaíTC:mos BP= AD , e -:-.1 , ..>::. e ... ' ,.. 

acharíamos pol- femelhante raci, 1 • , 

CP X CA:=.AB X'AD-1
- • .. ,,, v. 

Mas t fe ndo o ;u-co BP ..! , ; fc:: aj1íntarmos 11 

pda hum BC , tercmus o ar ~ C ôP == BCO ; logo 
a orda CP hc igual á corda ) , e llºr confequen-
ci:l oa r ét:mgulos BO X B C P X CA efiáo en-
tre fi Cúmo BD e{\.á p:i ra e.: . logo 

lJ}) : e A: : AJ3 X r - t.° X DC : 
ADXAB+ ,' , CD. 

Logo as duas !iazonaes r' hum quadriJ(Ttcro inf-
eri to 1/lão mire ji com.'J a i 1 11nas dos r d langu/Qs-
dos Jados fjUt tendem aos J.w s :tnmos. 

E!les dois rhcorcmas P•· n fervir J'ara ach:.r as 
' izgorµi.es quando forem conhcçldos os lados. 

P R O P O S I Ç i O XXXI V. 

'IJHE' OREMA. • 

,, Seja P ( fi~. J 36.} lt'um ponto d-ndo dwtro rfo 
circulo jobrt o raro AC , e J,,111,/-/t hum Pº"'º Q /.,O-
ra f ohr1 o fJro/mgamento do 1111f 1110 raio , de j ortt: qiu 
jtja CP : CA : : TCA : CQ ; f t tftJ lwm p?nto qun'-
<jt1tr 1 da círc111r11fi rencia t irarmos aos dús p ontos P 
e Q ru rtélas MP t MQ , digo fjUe dtu.s t rlltts r/larÍÍ !J 
1m Ioda a par li na 11ujma rt; ::.iio , e que f rrú MP : 
MQ:: AP: AO . 

. P orque, tedos, por hypothcfc , CP: CA:: CA: 
CQ ; "Pondo M cm lugar de C . , te remo~ ,CP : 
CM:: CM: Q; logo os triao~i::u l os C P!\1 , CQM, 
tem hum angLJlo l j ·n:i l e ' cmnrn:h 11,!i o ent re l.1-
clos proporcionacs ( 20. 3. ); lo.,-o : áo f.·mcllwm ~ ; lv-
{:.O o terceiro lado M p Cll5 r~~ o ter.:c iro J'vi Q ' co-
n'O CP dl:' p ~ri\ 1 ou C t\. Ivfos :i p r~ por áo CP: 
CA. : CA : . dá, diL1iden , , Cl' : A: : C!\-
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CP : CQ - CA , ou CP : CA : : AP : 
MP : MQ : : ,AP : AQ . . 

97 
AQ; Jogo 

·- relaJivor ao L ivro III. 
) º 

p R C) B L E M A I. 
Dividir hrdna li! a reEla dada em quantas par._-

f.ts iguaes {1 quizer ou em partes proporcionau a 
linha~ df1d11s. 

I. Seja propo 1 di vidir a linha AB (fig. 137.) 
em cinco partés igua ; jielG extremo, A tire-fe a re-
éta indefinida AG , e mando AC de huma grandeza 
qualquer , kve-fe A cinco vezes fobre AG. Aj1111-
te-fe o ultimo ponto ic [,·isão G e o e~t·remo B 
pela linha GB , depo. 1re-fe CI parallela a GB ; 
digo que AI fcr á a quinta parte da linha B, e aflim 
levando AI cinco vezes febre AB, a linha AB fi-
e 1á diviclirla ern cinco partes iguaes. 

Porque , orno CI he parall ela a GB, os !ade;~ 
AG, AB, eílão cortados proporcionalmente cm C e. 
em I. Mas AC he a quinta parte . de AG ; logo AI 
he a quinta parte de AB. 

II. Seja propoílo divid:r a linha AB (fi.O'. 138.) 
l'.m partes proporc1onacs ·ás linha dada~ P , Ô, , R. 
Pelo extremo A tire- fc a indefinida AG , tome-fo 
AC = P • CD = Q, DE= R , ajuntem-fe os ex-
tremos E e B , e pelos pontos C e D , tirem-fe CI , 
DK , parallelas a EB ; digo _que a linha AB fica1á di-
vidicla em partes AI , I K , K..B,, proporcionaes ás li-
nhas claclas P , Q , R. / 

Porque, por caufa das parnllebs CI, DK, ED, 
as parte AI • I K , KB , ~ão p~opon:iomes ás par es 
.A e , e D ' D E ( I 5. )' e _por conflrucção cílas si '> 
iguaes á linhas <l adas P, ~, R. · 

-· 
' ' G 

. -

• I 
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p R o B L E M A II. 
'1tlll , tznhas da. Achar lwma quarta propiirri na/ a 

ilas A , B, C. 
Tirem-fe as duas li nhas nnidas DE, DF, 

( fig . r 39. ) que façfo qualqu',. ~ulo . Sobre DE to-
mc-fc DA= A e DB::::; B , )u ~e DF tome-fc DC = C, ajunte-fe AC , e pelo · B tire- fe BX parai. 
leia a AC, digo que DX fcrá a Q a p:-oporcional pedi-
da. P orque , como BX he p'.lra l ia a AC, temos a 
p roporçfo DA : DB : : DC . 1 ~ ; ora os tres p;i-
mci ros termos deíl:a proporçfo 10 iguaes ás tres li-
nhas dadas; logo D X he a q ta proporcional pe-
dula . . 

Corollario . Achar-fc. a o mefmo modo huma 
terceira propor ion:ll ás du ' .Jhas dadas A , B , por-
<p 1e clla fc:rá a pic(ma que a quarta proporcional ás 
tres linhas A , ~' , B. 

p R o B L f. M A III. 

Achar huma n11ia proporcional entre duas linhas 
da as A e B. 

Sobre a linha indefinida D F ( fig. 140.) tornc-fe 
DE=: A, e EF = ,B ; fobrc :i linha total DF cp-
mo <l iam tro clcfcrcva-fe a fcmi-cir umfe, encia DGF; 
no po·Ho E kvante-fe fobre o cli:imetro a perpepditu-
1.:r J ~G, q11 encontre a ircumfcrcnci:i em G ; digo 
q e J. e fc: rá a m ia propor iona l pedida. 

}\1rquc a pe'l'f ·rn.t icul:lr GE , abaixada de hum 
ponto d:i ircumf1~ 1cncia fobre o diametro, he meia pro-
r oruon.'.1 1 entre ps dois fcgmcntos do di:!mctro DE , 
EF ( 23. ) : or, cfics fegnie:nto são iguiles ás liolrn> 
d;.!d.:s 1\ 1.; B . 
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p R o B L E !\[ A IV. 

a linha dada B (fig. I.j. t .) em duns par-
a qlle a m.si7r f eja meia proporcio11al <:n-

· ra <: a outra par te . 
. o e '.{t rem <\ linha AB levante-fe a perpen-

dicula r BC igual á ~\ade de AB . do ponto e CO-
mo centr , e com raio CB defcreva- íe huma ci r-
c umlerenc ia ; t ire-fe e que c rtará a circum~ r n-
c ia em D , e tome AF :::: D : digo que a l inha 
A B fi cará dividida r ponto F da m aneira pedida , · quer 
dizer que teremos B : AF : : A F : FB. 

Porque AB , ue he pcrpendicubr ao extremo 
do ra.io CB , he hu a tangente ; e íe prolongarmos 
AC té encon rar no o a cir nmferencia em E , 
t eremos ( c;o . ) AE : B :. · AB : AD ; logo , divid~ n: 
d o , AE-AB: AB : : AD: AD . M as como o ra io 
BC he metade de AB , o diametro DE he ignal ã 
AB , e por coqfequencia AE - AB=: AD = A F : 
t ambcm temos , porque AF =AD, AB - AD= 
F B, lt>go AF : ·AB:: F B ; AD ou AF , logo, in-
'l'trtendo , AB : AF : : AF: FB. 

S<:holio . Efl:a fo rte ele di visão da linha AB fe cha-
ma di vi ~o em mtdia e extr<:ma npão. Veremos algufü 
u íos. N ote- fe que a foca nte A~ eítá d ividida em me-
di1 e extrema razão no ponto D ; por que , como AB = DE , temos AE : DE : : DE : AD. 

p R o B L E 111 Â V. 

P or hJLm p o11to dçdo A ( fig. 142. ) no angulo dà-
do BCD tira r a linha BD, de mane.ira qúe as par-
iu AB, AD , campnhtndid'fu tntde o po nto A e os 
d t1is lados do angulo , Jejáo iguau. · ' 

P elo ponto A tire-íe AE pa rallcll a :i CD , tome-
fe BE= CE , e pelos pontos B e A ti re-íe BAD , 
que ferá a linha pedida . 

P orque, fendo AE p:ir:iilela a CD, temos BE: 
EC :: BA: AD. Ora BE=: E C, logo DA::= AD. 

G ii . ' . 
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p R o B L E M A VI. 

Fazer hum quadrado tquiv / • a l 
trammo ou a h11111 triangulo d~ ,.111.· • 

1.º Seja ABCD . (fig. 14:i yaralklogrammo 
dado, AB a fua bafe, DE a ftl~ 1t ·a. l!.ntre AB e D E 
p rocu rc-fe . huma meia proporc · 1 XY ( pr. 3.J ; oi • 
go que o quadrado t 1to fob r X Y ferá equivalente 
ao paralltlogramrno .t!BCD. P c. u · , por conilrucçáo , . 
AB: XY :: XY: DE; logo~ 
Ora AB X DE he a medida t. 

, AB X DE. 
parallelogrammo, e 

X 2 
a do quad rado ; logo ~ 1 { uiva lentes. 

2. 0 Seja ABC o tria ~ do (fig. 14~~), BC 
a fua bafe, AD a fua ai - Tome-íe hum:i mt ia 
proporcional mre1 BC e a metade de AD , e fcj a X Y · 
efla media; digo que o quadrado feito fobre XY fe-
lá equ iva lente ao trianguTo ABC. , 

Porque, como BC: XY-:: XY: f AD., d:iqui 
-2 

refulta X\' = C X f AD; logo o qua,drado feito 
fobre XY he equivalente ao tri angulo ABC. 

p R o D L i M A VII. 
• 1 

• Fnu r f obrt a linha dada AE> -( fig. 145.) hu11t 
rd7rm~ulo AD EX · u1uivale11tt ao re tangulo dadd 
ABFC. 1 

Procu rc-fe huma quart~ proporcional ás tres li-
nha AD, AD, .AC, e feja AX e a quarta propor-
cio~a l , cli~o que o n;eangul.o feito fob re AD e A'X 
fe ia r q11i' al en e :ip reél::rn ulo ABFC. ' 

Porque , co ino temos AD: AB : :-AC: AX ; 
<laqui rcfulta A D X AX = AB X AC ; Jogo o re-
étan ulo AD ' X h equi\' lente iO reétan •ulo ABFC. 
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p R o B L E M A vnr. 

Achar linhas a razá1J da u éfa11gul1J dai duas 
Jin;as dadas. h.. ~ r fi~ 14:8.) para o rt:ffangul(J das 
duas linhas dadas e ·y. 

Seja X huma q tta proporcional ás tres linh.as 
B , C , D ; , digo quq razão das duas linhas A e X 
fer-5. igual á àos dois eél:angul os A X B , C X D. 

Porque, como • os B: C : : D : X , daqui re-
fo !ta C X D :::.: B X '; logo A X B : C X D : ; 
A X B: B X X: • A: X. 

C1Jr1Jl!ario. L ogo, para ter a razão dos quadrados 
feitos Cobre a1 linha dada$ A e C , pi-ocure-fe huma 
terceira proporcional X ás linnas A e C , de fi;:irte quo 

, 
fej• A _: C:: C: X, r-fe-ha A 2 

: C2 
•• A: X. 

P R O B L E M A IX. 

Achar tm linha,· a razão d,, prod1tfl6 das frt~ 
linhas dadas A , J3 , C ( fig. 149. ) para o .Proiu-
Elo das tits linhas dadas P, Q , R. 

A's 'trc1 linha1 dadas P , A, B, procure-fe hu-
ma quarta proµorcional X ; ás tres lin has dadas C, 
Q , R , procure-fe outra qu arta propo-rcio_nal Y. 
As duas ' linhas X , Y e!h1rio entre ft como os pro-
duél:os A X B X C , P X Q X R,; . 

Porque , co:no P : A : : B : X , temos A X B = P X X ; e multiplica ndo.. ambos os membros por 
C , A X B X C = C X P X X. Do mef mo mo-
do , como C : Q: : R: Y, daqui refulta ~ X R = C X Y ; e multipl icando ambos os membros por 
P , temos P X Q X R :::: P X C X Y ; logo o 
produél:o A X B X C efiá p:íra o pro<luél:o P X 
Q X R como C X P X X ellá para P X C X Y , 
ou como X e!H para Y. 

.-
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P R O l3 L ! M A . X. ~ · 
. . 

,., Acha'r , hum triangula · equ fi ·a lc,i'(~ "' '. •• m polygo .~ 
'1.8 ;J,ado. · . · í· . .,.,_ ' 

Seja.ABCJ?E ( ~g.' I4~·( i'o.lygono dado. Ti- ' 
.·re-fe a .diagonal CE t ,que c 1. ,«> triang4lo CDE ; . " 
pelo ponto D ~ire-fo DF p'.1.r ela. ·a CE até D en-

.. contro . Cle AE prolongado ; a J ' tc-f e 'C F ,, ,·e o po-
1 ygono · ABCD E fera equivalen ·1ao polygbno ABCF 
~ue' tem menos hum . lad0. ' . 1 • ' ( 

Po'rqU:e , os tria ngulo~ ODI , CFE tem 'a bafe 
cominum . CE~ tambem tem a Jefma ·..altúra , ·por-· 
qúe os feus vertic'es D , F , e 110 fituaclos · fobre hu-
ma linha DF parallela á bafe / logo efles triangulos 
sáó equivalentss'. Ajunta~ ~/ cada. parte a figura 

. , ABCE ,, ter-Je~ha de huma ~lo polygono ABGDE,. 
· · e êla m,1tra o polygono A;BCF-, qu~ feráo equivalen-

.-

tes.'-' . ·· .. · .. . 
· ·Póde-fe igm1lmente1 cortàr o angulo · B__, · f.ubfü:. 

tu~ndo ~o triângulo ABC .o triang~1lo ec:iuivalente 
AGC , e. afijm o pentagom~ ABC,L)E ficara co.f1v,er-
tido em hum triangúlo equivalente GCF.\ • ' · · 
. . O mefmo · fe praticará com ·qualque outra fi-

. gura , pori1ue , diminuindo ·de cada vez hum hdo· 1 

Te virá a formar o triangulo equivalente. ' ~ 
: ·Scholio._ ·Já vimos que; todo o friangulo fe pÓ· 

qe' convérter , , em hum r quadpcto' equivalente ( pr. 
6.')_, ' affim . fempre . fe ac~~rá \~,um ~uad.r~do equiv·a-
lente a hufa figura refü!inea .âada. A ifto fe ~fha- . 
ma . quadrar a ·figura reétitinea, ' qu ach,ar a 

1 foa ~(la-
dratu r1à._ · , · · 1 , .... \ 

O problez:na da 'quadratura,- du circulo cdnfrlte 
em · ac~ar ~um , qu.aârado equ!.valcnte · 6 , hum ·. circu-
lo ., ~UJO . iametro he dado. •· 

)''. 

·' 
\ 

,, 'l;i\ \\ 
~' ' " , -, .,, \ \ 
'\\, . ' ,\ 

r/ 
/ 

' ' ' •'. 
'I 
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p R' o B L E M A · XI, ~"( ··~ 

- ""· · uin · qu0adrado .qu'e feja .. ,igual &joif~d_ ou · 
dijfámça 'dois quádrados dadoi. , ' ·, : / 

Sejão A , "'>:·- fig. 147.) os lados dos quadra-
dos dados,: ·. . · ··· , 

i:. o Se quize_ . s achar ~nmr qu~draào igual 
á fomma deíl:es q,u~ , .ados: , tiraremo~· as .~u'q.s . linh~s '.' 
indefinidas ED , E . êm angulo retl:o ; tomaremos · 
ED ::::: A° (! , EG =r , . m;i~remo~ D<? , e . DG: ferá. ' 
o lado do quadrad pedido. . , . . 

, 

, Porque , ftmdc eB:angulo o friangulo DEG , <> 
''' quadrado feito fo ~ : DG· he · igual á.· fomma. qo:s '-: 

quadrados feitos fo ' ~ ED, e ·EG. · . . ..:: 
· ' 2. o · .Se' quizer os achar hom ·quádrndo igual" . 

i di~er_erwa ?os ,q_ m:'lr_3~S , dados , ' _formaremos · d~ 
mefma maneira .o a~o ·reéto ~FEH , - tomaremo~ .. · 
G E igual aô' .Ínenof' dos fados A e B ; do: ponto · G :i 
como centro , e com hi.im raio -' GH ". igu2.l ao cutr~ . 
lacto ; def creveremos' hum _arco q\le corte .EH · eni:' 
H ; ·digo que à ·quadrado ·feito Cobre EH\ ferá· igu_al ' 

·á 1 differcnÇa dos quaprad0s feitos . fobri;: , ,~s ' linha~ 
. A e· B. , ' . 

Porque o triangulo OE.H he- re~angulo , . a · hy-
pqténufa. GH =A, e .o ·· Iaclo GE :z:: B ·; ':l9go · o 
quadrado feito fobre ' EH ., &e. . . · 

Scholia; ' Deíl:a maneira fe acha huin quadradc) , 
·igual ' â fom~a / de · q~ntos .: g_uadrados fe qui'ze~ ; ' 
porque a .c;oníl:rucção que reduz _dois · a lwm ', .· re- · 

: <lu z irá 1: ties a dois ,. e ' eíl:cs . a,' hum ;; e,._(affim" do~' 
miais. O rrieftno ·, feria: fe _ . algu!'l~ dos qúadraclos · fe 
de_velfe!I.l fuptrahir ·.da_, toínn'ia : d'o~ :O,u~os· .. 1 

.· • " · · 1 , 

p R o B ' L E M À ' 'xn. 
) . 

_ .. . ) 

j 

( ~ ' ' ' 
Co11flruir hum quadrado que J~ja pára ó qua-· . , 

drado dado ABCD , { fifi . . x 5'0 ... ) 'ioefo -a Zú~liar M · 1 

·~ -ejlá para i tinha . N. ,, · 

, . , 

\,. r' I 
" .... '. ,. 

, ', 

, ' , 
"' 

\. 

• J '. 
' . 

. 
\' 

~, .. 
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Sobre linha indefinida EG ~ tome -fe EF 
__'._ M e FG = N ; fobre EG, como d~amctro, del'.. 
creva-fe huma femi-circumferencia , e no -po tn 1• 
lcvante-fe fobrc o diametrõ a perpenr!i l >..1. • ....,9 

·po'nto H tirem-fe as cordas HG, H f que fo P.TO-
longaráo indefinidamente : fobr~ , .meira tome- fe 
HK igual ao lado AB do ' .1raclo d.l o , e pelo 
ponto K' tire-fe KI parai leia l:.G ; digo que HI 
ferá o lado do quadrado pedi / 

Porque , em viríude da~ '1T llelas K I , GE, 

temos .H!I : HK : :· H~: HG , l 
-~ _z 
HE : HG ; mas no trían1 
( 23. ) , o quadrado de .HE e, 
BG como o fcgmento EF 

- Z - :2. 
o Hl : H 

o reél:angulo EHG 
' ·) ra o quadrado de 
ll í para o fermen to 

\ - z - Z FG, ou como M efl:á pa ra / logo HI : HK .• 
M : N. fas H K := AB ; logo o quadrado te ito fo-
b re H l cílá para o quadr:i.do feito fobre AB como 
M cllá para N. 

P R O n L E M A XIII. 

S obre o lado FG (fig. 129. ) , h1m!Jl g o a AB, 
Jrjer!Vtr hum p!Jlygano jemclltantc ao poLy ono dado 
ABGDE. 

N o polygono dado tirem- fe as diagonae 1> AC , 
AD. N o ponto F fa<(a-fe o angulo GFH · / BAC, 
e no ponto G o an9u!o F G H ::::: ABC ; as linhas 
FH , GH fe cortaráo em H, e FGH ferá h u~n 
tri:ingulo femelhantc :~ ABC: do_meímo modo , fo bre 
FH, homologo a AC , con!hua-fe o triangulo FIH 
fcme!hantc a ADC , 1 e fohre F I , h mologo a AD , 
con ílrua-fc o tri:ingul FI K fcmelhante a AD~. O 
polygono FGHIK forá o polygono pedido , fome -
h.rnti.:: " ABCDE. 1 

Pórq e , d l:s dois polygonos são compoílos do 

l 
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roermo numero de triangulos fi mellnntes e f erne-
lhant menrc difpoilos ( 26. ) . 

P R O B L E M A XIV. 

Stnd() d_a . · r figura~ jenzelhantes , conj]ruir 
huma figu ra Jemelhar. que Jeja igual iÍ Jua Jômma , 
ou á J~.ª ·differrnr;a . 

SeJW Ã e B is lados homologas das figu -
ras dali.is ; procme- hum quadrado i~u:il :l fomma 
ou :i diffe rença d u:!drados feitos fob.re A e B ; 
feia X o ldtlo deil uadrado , X ferá na figura pedida 
o· k.do homologo a e a B nas figuras d:idas. D .!pois 
conftruir.fe-ha a fig ·a pelo problema precedente. 

Porque , as fi gu - fcmelhantes são como os qua-
drJd ' dos lad ll ,hon og s ; ora o quadradQ do la. 
do X "he igual á foi1 ' " u á diffc cnça dos qu:i-
drados feitos Cobre os ados homologos A e B ; lo. 
go :i fi.gura . feita fobre o lado X he igua l á fom-
ma ou a dilforcnça das figuras fcmelhantcs feitas Co-
bre os lados A e B. 

l' R O B L E M .A XV. 

Conflruir huma. 1f gura jo11elhante a huma .figu-
ra dada , e que cjleja para efla figura na ra zão da . " 
da de M para N. 

Seja A hum lado da figura dada , X o lado 
homo"<~go n:i figura p r91:urad:i ; o quadrado de X 
deverá l~r [ara o quadrado de A com M he para 
N ,( 27 . ) . ogo achdr-fo-lia X pelo probl.!md XI I ; 
conhcc;;ndo X , fe complC?tará o mais pelo probl~
m:i X III. 

PR O B L EM A XVI. 

Conjlruir huma Ji.rrura Jenulhanle. á -.figura P 
(fig. r 5 z. ) e equivalenle d figura Q. 

Pr curc.fe o lado M dll quadrado c1uiv:i.lentc á 
li ·•Lir:i P, e o 1 do ·N do qnadr co equivakntc á 1-
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gu ra Q. S : a X huma quarta proporcior.al ás tre1 
linh:is da :is M , , A B ; fobre o bdo X , hr. • ,_ 
l ogo a J\B , dcfcr:eva-fc h ma fi gura femel' i 
figura P ; di~o que ella tambem ha _ "'iui. .. ) 
lente á figu ra Q. 

Porque , chamando Y a fo'ta fobre o 

lado X , teremos P : Y : : -L 
coníl:rucção , AB : X : : M : -

-Z 
X ; .mas , por 

- Z Z 
o A B : X 

z ~ Iz Nz M : N . L ogo P : Y : : · . Mas tambem , 
• 2 z 

temos por confhuciáo , M = i , e N = Q ; 
logo P : Y : : P : ~ ; logo Y :: Q ; logo a figura 
y he fwmelhantc i hgura ~- ' r quiralente á figura Q. 

XVII. 

Conjlruir hum Íe!fcJn:ulo e.q1úvailnlt a hum 'fUl1-
Jrado dado e ' (. c,ujos lados adjaanla fação huma 

/omma dada AB ( ryg. I c;2. ) : 
Sobre AB, corryo diamctro, defcreva-fe huma ~

m'-circumfcrencia; tirc-fe parallclnmente ao dbmctro 
a linha DE a huma dit1a eia AD igt1al ao lado -do 
qua<lrad dado e . . 1 

D ponto E , cm riue a par:lllela corta a cir-
cumfercncia, abaixc-rc fobre 0 diametro a perpendi-
cuhr EF ; di:;;o qµe AF e BF forão os Jades do 
reélangn lo pedido. 

Porq11c , a fua fomma he igual a AB, e o fc11 
r éhngulo AF X FB he igual ao quadrado de EF 
( 23.), 11 :i quad1:1d0 de AD; logo cíl:e reél:ar:gu-
lo he quivalcnte aoi q uadr:ido dado e. 

SdJolia . P:im ~uc fej a poffivel o problema • he 
nece!fario que a di:tanc ia AD nb feja maior que o 
r:ii , i'.l0 hc ' que o 1 d do quad rado e não excc-
d, a me~ de da linl11 AI3. 
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P .,R O B L E M A X V l I.C • 

111 1 hum ' rdlangu!o equivalwte a hum q:1a_ .. 
i rado ( • ,...'.\· ) , e cujtJs lados adjauntu te-
11háo entre ji a '" nç~ dada AB. ' 

Sobre a linha cl ... AB , cor:io di:!metro , deí-
creva- fc huma circ ferencia ; ao extremo do <lia-
mctro tirc-fo a tan nte .AD igual ao lado do qua-
drado C. P elo pon D e o c ntro O tire-fe a fe-
cante DE; digo qt D E e DF ferio os lados adja-
centes do re angu pedido. 

Porque , I. 0 diffe rença dcíl:es 1:1dos he igual · 
;io di,urietro E F ou B; 2. 0 o reétangulo DE X 

DF hc igual a AD.: 
fciá equivalente ao q 

) ; logo eíl:e rcél:angulo 
ao dado e. 

p R o B L !: . M A xrx. 

Achar a c~mmum mtdida , J e a houver, tnlrt 
o diago1111l e o lado do quadrado. 

Seja ABCG (fig. 154.) hum quadrado qual-
quer, AC a {ua diagónal. 

Leve-fe CB fobre CA tantas vezes quantas nel-
la fe contiver (-prob . 17 , liv. 2. ), e p:ua iflo, 
ddcreva-fe do centro C e com o raio CB o femi-
<:irculo DBE ; he claro que CB fe cont~m huma 

. vez em A com o reflo AD ; logo o rcfultado da 
primeira operação he -o quoci ent 0 r com o reftó 
AD , que íe deve comparar com BC ou fua igual 
AB. 1 

Pó e-fe tomar AF = AD , e levar realmente 
AF fobre AB; achar-fe- hia que fe contém duas ve-
ze com hum refio ; mas como elle reflo- e os fe-
0u in:es vão diminuindo , e bcrn depre!fa efcaparifo 
pela fua pequenez , fe ria efl:e hum meio mecl1anic 
in;iperfeito , do qual nada fc poderia ou.cluir para 
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, decidir (e a linhas AC, CB , tem óu não tem, r! 

tre fi medida commnm ; ora ha hum me;o 
íimplcs de evitar as linhas decrefcentes , e 
gar linhas que ficáo fempre da rr 1a " .icza. 

Com cffeito , o angulo A r .. o rcélo, AB 
he tangente e AE fecante f r o mcfmo ponto ; 
de forte- que temos ( 30.) A i_, .1~ B : : AB : AE. 
Affim na fegundà _operaçio , e1r l<: fe trata de com-
parar AD com AB , fe pi)de ·n vez da razão de 
AD para AB, tomlr a de A.., ~ ; ora AB ou f111 
igual CD fe contém duas ve <.e · 1 A"r'., com o re f-
t o AD ; log o rcfult Jó da f ·_ nJa operação he o 
quociente ' ~ com o rcíl:o AD (l le tlt.:ve ·comparar 
com AB. 

A tercei ra operação , q 
AD com f 13, f..: reduzir' 
parar AD ou fua igual 
quo icn~e e AD o rt.: lo. 

'l i !l:e em com par r 
m (mo m Jo a com-

' om AE , e ferá z o 

r:t ffi ' íl:ra quq a opci'àçáo nunca terminará ' e 
ciue port,into ná h:1 medida commum entre a diago-
nal e o lado d0 qu~tdr::ido; verdade já conhecida pela 
ari thmeti a ( por4ue 1 cíl:as duas linhas eíl:á en re fi ; : v 2 : I ( 1·1. ) ) , m:1s que adquire maior g1 áo de cla-
tel.d n::i refoluçáo ,g;cometriéa. . 

S.cholia. Lo_Jo 'náo he _?Offi ifel tambein achar a 
- razão cxa::ta cm n meros d:i di;i {tonal para o hdo 

do qu ralo; mas póde-~ appro ximar quantó fc qui-
zcr por meio da fracção continua , que he igual a 
db razão. A primei.ra operação cleo por quociente I ; 
:t f"g unda e todas a> o utras ao in ~ nito dá.o 2 ; a (fon 
:a fracçii-0 de que (e tra'a he 

1 +} 
-l- i +·t+i " --f- &e. :io infinito.· 

Por c:<cm lo 1 f calcu :irmo eíh fncçio :ité o , 
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qt:arto termo incl uíiv:imente , fc acha que o [eu va-

- 12 .. - 41 
lor he 1- ou - ; de forte que a razão approxi-

-,.. .zy ' 
onal para -o lado do quadrado he . : 

razá.o mais approx1ma-
da , C:llculando de termos. 

,J 
í, 

; 

, 

.1 
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, 

POLYGONOS REGUJ ", E MED!Di\ 
O CIRC' l 

Á o. 

e Ham -íc pol"gono regular aquclle que he ao 
rncfmo tempo equi ngulo e equilatero. 

Ha polygon s regul.trcs de todo o numero de 
, lados. O triangu lo equilatcro he o de tres lados > e 

o quadrado o de quatn . 

PROPOSIÇ..tO I. 

T H i: O R E M A.. 

Dois pol)1gono1 rt!ularrs do mifmo 11.U1'ttro IÍt 
lados sáo dlla·s Jig~ras fcmtlhanl .•s. 

cjáo, por ex~:rnp l o os dois hexagonos regula-
res (fig. 155.) ABCDEF , abcdef ; a íomma dos 
;mgulos hc a rncfma em huma e outra figura; efü 
he ig ual a oito angulos reél:o ( 2 I. I. ) • O angulo 
A he a ~ x ta parlt,! clefta fornma , bem como o an-
gulo a · l o~o os dois :mgulos A e a s:io iau:ies ; 
por onfr q1 enria o mefrno acontece aos angulos B e 
ó' aos an •u lo~ e e e' & . 

J C"m:t • • e m9 , pela n turcz_a ~elle p lygono , 
º' 1. <lo B ' e ' CD ' &c. sao 1 ua-S ' b m co-
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mo a/J , hc , cd, &e. , he claro que temos a~ pro. 
,orc,:óes AB : ah : : BC : hc : : CD : cd , &e. ; logo 

e "'- ras de qu.:! fe trata tem os angulos iguae! 
e os la os ' ologos proporcicnaes ; logo ' sio [e. 
melhantes ( li v. 3. ) . 

Ca,.,l/ario. Us , .,.·metros de dois polygono! rc-;. 
~dares do mefmo mero de lados efiáo entre fi 
~omo os lados homo os , e as fuas fuperfi ies eiláo 
como os quadrados e ;::s mcfmos lados ( 27. 3. ) . 

ScholitJ. O ang1 de hum polygono r~gulàr fe 
determina pelo num o dos feus lados , como o de 
hum polygono equi ulo. Vê a prop. XXI. livr. I. 

I 1. 

~ M A. ,. 

T cd1J o pol •gono regular jJÓde frr infcrit1 no cir-
culo , e pódt: jer circunjcrilo ao nujino cir'culo. 

Stja ABCDE, &e. (fig. 156. ) o f>ol ygono de 
que fe tr;;ita; imai;inemo5 que paffa huma ci rcu mfe-
rencia pelos trcs pontos A , B , C ; feja O o b1 
c ntro, e OP a perpendicular abaixada fobrc o meio 
do la<l BC; aju!1te- fe AO e OD. 

O quad1:ilatero OPCD e o q11adribtero OPBA 
podem for fobrepofios ; com clfoito 0 hdo OP he • 
ommum , o angu lo OPC = O PB, porque ~áo re-
LOS ; lo"o o lado P C fe ap plicará Cobre o feu 

i,.,ual PB, e o ponto C cahirá cm B. D e m<li5 , pe ... 
la natureza do polygono, o angulo PCD = PBA ; 
logo CD tomará a direcção BA, e como CD = 

,B.\. , o pont D cahiri em A, e os dois quaclril ;.i.-
terôs cnincidiri o inteiramente hum com outro. Lo. 
go a di!bmcia OD hc ig ual a AO , e por con fc -

uen ·ia a ci rcumferencia qut: palh pelos treii pontos 
A , Il , C , p:itfará t;im bem pc::lo ponto D. Mas , 
ror h11m r:iciocinio fcm !11antc ' fe provará que ;\ 
ci rc11mf.?ren ·ia que pa!Ta pelos tre1 pontos B, C , D t 

p.i.tl".lrá pd o vertice feguinte E , e affim c: .n dia te ' 

I 
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Jogo a mefma circ11mfcrencia que paffa pelos pon. 
t os A , B , C , paffa por todos os vertices 
gulos rio polygono , e o polygono eíl:á ·,,r ·• 
ta circumtc:rencia: 

n-

Em fegundo lega. , a refpe·t" _it-;i circumfe-
rencia , todos os lados AB-, <r I' é<- . ~ão cordas 
iguaes , logo d~íl:ão igualmcn t ' centro ( 8 , 2 . ) • 
lof o ' fe de ponto O , como • o , e com o raio 
O P , defcre·verrnos h11ma cirr1 •.Lrencia , ella t,oca-ra o lado BC e totlos os s lados do pol ygo-
no cada hum no meio , e º 1 cum erencia fic:u á. 
infctita no pol ygono , ou P-' gono c1rcunfcrito á 
circumferencia . •n 

Scholio !. O ponto O , 
cir 11!0 infcrito · e do circu o 
tambcm confiderrr com 

entro commum do 
, cunfcrito , fe póde 

por efla razão fe chllma 
A OB form ado pelos dois 

1 •• do polygono , e 
lo antral o angulo 

raios fr·ados aos extremos 
do mefmo l<1do AB. 

Como todas as cordas 1\B , BC , &e. sáo i~uaes, 
he claro que todos os angulos centraes cão -igu;.ies ~ 
e aílim o valor de cada hum fe acha dividinqo 
quatro angulos reélos pelo numero dos 1ados do 

,pol ygono. 1 / 

Scho!io ÍI. P:iri;i infcrever h~rn polygono regu-
lar de hum certo ~umero de lados em hum:i cir-
c1;mfcrencia dada , ~>afia di,·idir 11 circumfercnci:i em 
1antas p;;incs iguaes quantos· lados o polygono eleve 
t r ; pnrq ue , fend > iguaes os arcos , as cordas A B , 
BC , CD , &c. (fig. 158. ) - feráo iguacs ; os trian-
~ul s AB , B C, COD , &c. tambam feráo 
iguacs , porq ue áo 1co11ilateros entre fi ; logo to~às 
os angulos ABC, l,3CD , CDE , &e. ferio iguacs; 
logo a hgura AECDE &e. fciá hum polygono re-
gul.!r. 

. . 

" i 
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P R O B L l. M Ã• 
. _) 

_ln{crt'fltr ····<it 9uadrado ~m huma circumfaren-
#ia dada. · ' · · · 

T i1<;m -f; dois di~etr~s AC, BD ( .fig; ~57·), 
fJne · fc eorrem em af..sulos reétos; ajuntem-fe Ós e11.· 
tremo5' .l'\ , lf; C , 1 D , e a frgura ABCD fctà o 
qn•lilr do i CYÍ to. ·Pr que , fendo igpaes os angulos 
A OB , . BÇ C , &c_. l af cordas A!3~ BC. &e. sít> 
iguaes. - • -

Scl1 0/i(). Como t ; angulo B.OC be reéhngulo 
e ifo fc eles, temos n. S·) BC: B'J: : y"i .'i~ l 
logo o lado do .q11aa. 'ldo · inferi/o t}!J para o, rai1. 
41mo a raiz' quadr'ada •de i ef á para un-idadt. .r . 

~ 
. ()I" 

P· :R O P O S l Ç Á. O IV. : 

ln{cr1prr humr: he:ca_gono .reiu/a,. e hum trt'angu/1 ' 
-'Jflilate"ro qn huma ffr.cumfere'ncia daJa~ -_ · 

· Supponhamo• o probletna refólvido , ·e feja AB 
( fig". 158. -T hum lado do he:tagono infcrito ; fe ti. 
rarmos os ·raios AO , OB , digo 4111e u triang\il<> 
AOB feTá equitatero. · 

Por'tue · o -angulo AOB he a (exta ptrte de 
1uatro ~los .rct\o~ ; affim tomando <Y angult> re-

, . . ' ' 4 ' .2 •t 
Q por unidade, teremos AO$ = - = · -; os 

' . . 6 .J 
outros dois angulos ABO, 1\AO, d~ meíiho triangufo 

• !i I '4 . ,. • 
, talem )Ulltoa 2 - - 9u . - , e como sao tgQac• , cad;t 1 

• J • 
hu111 delles = ~ ~. logq o triangulo A~O h~ e~ui~ 
latero ; logo o - l~do do h~x o infcri~o ht .lgu~ l 
ao raio; ,, . , 



-x,4 o .. o t A.: 
Daqui re Í%Ue ciuc para infcrever hum hcx1 ... 

gono rcg lar' cm )l uma circumfercnci dad _ d-.1 e 
]1,var o r io fei s vezes fobre a circum'e aca-
bando no pon to tm ,que comrçá .- a. ~ "t 

Inferi to o hcxagono A~C' 1 ~ íc "'..11:1ntarmo! 
:alternati vamente s verticcs dos "'J•O-, ormaremos o 
trlangulo equil"atuo ACE. <' 

_, ~cho/io. f\ figura ABCO 
n 1P r até" bum· lofango , po 
:.:: AO ~ logo ( 1.~. 3 ) a f 

ll. num para1lelogrlm-
1c B:= BC= CO 

:l dos quadrados das 
---6 _ _:i 

diagonacs }. e :r- BO ' lC ~uai á fomÍna do9 

" . quadt"2dos dos lados , que 
- 2 -7. J:l ou 4BO ; ti· 
- ~ ----4· 

rando de huma e out~a p r . )O , fie.cá AC ...:._ 
- 7. -7. - 2 ' 
~BO ; lQgo_ AC , BO '• : 3 • r t e~1 ftC : BO : : 
V.) : 1 ; logo o lado do triarrgu Q equilate-r o ,j 1.j(l :1, 
eflú para o rajo · c~1Rq a rai 'F'adra tf.4 de 3 t .d 
;ara a u11ídade. 

1 • 

P R O P O S I Ç k O "V. 
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:= ~M; tambem AB = 0 .1 ; logo MB = OM; 
o o trian lo B. O he ifofcele . 

·1110 AMB ' C'{terno ao rri:mgulo ifofcele~ 
.:.;. : 1 , e · o J 1 imern0 O ( 20. 1. ) ; ora o an-
g •i lo .v' B :=. ' f . B , logo o tnangt! lo O AB he tal 
que cada anguiv ª afe OAB ou OBA he duplo 
do angulo do vcrtice- 1 ; logo os tres · lados de> trian~ 
gulo alem cinco ' o angulo ~ , e aílim o an~ 
gul-0 O he a qui . rte d!! do1 angulos réaos,. 
ou a deciroa de qu log·o o arco AB he a deci. 
In"- p..rte da circu ncia, e a corda AB he o 
lado do deca~ono 1 r. 

Corollario [, juntarmos dois a dois E>S an-
gulos <lo dccagono , 11ar, formaremos o p ntagono 
.-egular ACl:.Cl. 

Corolltirio II. Sendo fempre AB o lado do · deca-
gono , frja AL o la~ do hexagano ; cotá o :irco 

1 BL fe1á , ácerca da ~rcumterencia , - - - 01.& 
6 ' , 

_.!__; logo a cord~ BL fe1á o l:t o .do pentedccagono 
IS 
ou polygono regu ar de 15 lado. V" íe ao meímo 
tempo que o arcà CL he o terço de CB. 
· .. . scholio. Dado hum pnlygono regular inícrito, fc: 
<hv1d1rmos os a cos fubte~didos ptlQS feus lados em 
duas partes iguaes , e tirarmos a cordas dos i-
arcos, eftes formarão hum noyo polygono regular"<.le 
hum numero de lados duplo. Aífim he cl:iro q11e o 
quadrado póde fervir para infcreVer fu'cceílivamen'te 
os polygonos regulares de 8, t6, 32, &e. lados. 
Do mefmo modo o hexagono íi rvirá para infrrC11er 
os polygonos regulares de 12, 24, 48 &e. ,lados; 
o decagotw, os polygonos dé ao , 40, 80 , ~e. la-
do,. ( I ) • ' 

H ii 

( J ) Penfava.fo at~ ag:ora CJU eíles volvgonoi etão o9 
Uni cor 'iue f e i1od1ão inlcrever pela ~eowe'triil eleinehtif • 

/ 
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PRO.POSIÇ . .lO 

l' lt' O ll L ~ ?d /... 

- ,A 
Stnd()-..dad() o po1ytono regufdr infcrito ABCD, &e. 

(fig. 160.) circunjcrtver á mefma cirvumfawcla hum 
J qfygono Jemt!honte. 1 

Ao ponto. T, m; io do arco AB, tire-fe a tangen·c 
G H , que fera parallela a AB ( I o. 2.) ; faça-f e o mefn.o 
ao meio de cada kum dos out )S arcos BC , CD , 
&e. ; ell:ts tan~entes formaráó ir íuas interfecções o 
polygono regular circunfcrito G I K , &e. fcmclhan. 
te ao polygono íofcrito. · 

Hc facil de ver que os tres pontos O , B , H , 
cílâo em' linha reéh , porque, os triaIJgulos reélacigu-
los OTI , OH,N , tem a bypoténufa comm11m 
OH, e o lado ÓT :::= ON; logo ~áo iguacs ( 18. 
J. } ; logo b angu.w TOI:.I == HON , e por con-
fcquencia a 

1
linha Ol-I paffa p lo ponto B, meio do 

a co TN. Pc:l ip,ef ma razio , o poato I eflá no pro. 
long mcnto de OC , ' &e. Mas,, como GH he paral-
lela a AB _( HI a 'BC ,, o angulo GHI == ABC 
( 28. 1.); dq mefmo modd HIK = BCD, &e.; lo-
go os angolo,s do polygono éii;-cunI! rilO sãó igu:ies aoe 
do QÍygono infcrito. Além di!lo , po,r c :rnfa d<)s mcf. 
m • par leias ; temos GH : }i,Il": :' OH : OB t 
Hl • BC: : 

1
0H: OB; logo Gfl: AB :: ·HI :' 1*C· 

------------------------~-~ 
cu uc "vale o meím<1, plh refoluçáo das equações do pri-
md10 e do egundo grao; ,lllas hum geometra de .llnmf· 

i k , chamado Ca!l• Fred. Gaulf p~ovou, em hllma Obra 
in i ulada Difi(uijiti1•ne1 mi1h111rtic.e, 1,ipsi.e, tgt1, que fo 
pi'id infcrc:v; r por femelh:mte» meios o folyt;ono r1= ·ular 

d ... detd'!te !JrdOJ, e ger•l o de 2 "+ & ladM , com 

t t tn+ r: · · • • an o oue .2 1 1e1a numero inteiro, 



t: L 1 v tt o IV. u; 
.Ma~ AB =BC, lo~o . GH = HI. Peht ' mcfma razio 
Hl = I.K!, .&e.; ogo· os lados do polyaono _drcupf-
~' · ' ~ iguaes entre fi ; l9go o polygono l1e regu"' 
lar .e fem '· ante ao ·polygono infcrlto. 

Corol:ario J •• Reciprocai:Qcnte-, f e folfe dado o po-
lygono circunícrito HI K , &e. , e quizelfc:mos ,por 
meio delle tra9ar o polygono iof críto ABC. &e. he 
claro qu~b~fiaria tirar aos ver~e dos an~ulos G, M, 1 • 
&e. ao polygono dado asiinhas OG I OH~ &e., que en-

• Cl)Otrariáo a ·circumferencia ·nos• pontos ·A·, B, ~. 
e ; depois ajunta :-iamo1 dh:s pontos pel as cordas 

AB, BC, &e. qúe form:uiáo o polygono inCc rito. N 
mefmo caro, feria ,ta 'Tloem poffi v 1 ajuntar íuµplesmen-
te os pontos de com élo T , N , . P , &c. pcll. cor- · 
das TN ; N~ , &e., o que for maria iguat\ne.nte hum 
pol ygono inf.:rito femelhante ao circunfcrito. 

Corollario / f. Lo[JO podema& circunfcrever a hum 
circulo dado todos os polygonos regúlares que fabem09 
in Ccrcver no circulo, e tc:_cip!oca.\D~nte. · 

PROPOSIÇÃO 

T H ~ ó R E M A. 

A ártá dt hum polygõno regular he 
ptrinutro mu!tiplii;ado pe,lá metade rio 
inferi to . 

Seja, por exemplo, o pol ygono reg r GHIK. 
&c (fig. J6b.) : o triangulo GOH tem or medida 
G H X {- OT , o tri3 ngulo OH I tem p.or medida. 
H I X f ON. Mas ON =: OT; logo os dois ' trjJç.- _ 
gulos tem por medida (.O + Hil X t 9T. C nti-
nuando a~m para o5 o~ros triangu{os, .veremos que a 
íomma de todos os triangul , CJlll o polygono inteiro • 
tem por medida a foroma .qas bafei; G H f H 1 , l K ,. 
& e. , ou o perirnetro ao pol ygono , multip licado por 
~- OT , metaqc do raio do círculo infcríto . . 

Sthalio. O raio do éirculo infcrito OT não he 
lllais dq que a perpendicul;u: abaixada do centro fobr..e 

' \ • < 
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hum , dos lados ; algumas vezc.s fe chami apothi 
do polygono. 

P!ROPOSIÇÁO 

. T li :p; o R .[.MA. 

01 perimefrgs áos p,lygono1 regulara do mefmo nu. 
m~ro de lados ejiá!J como os '.aios d~s .círculos ÚrCLmf-
cr tos, e /dl111!i't.m como tJs ra101 dos czrculos infcrit!Js ,· 
os Juas Juperjicies ejlão como os quadrados dos mifmos 
raíos. . 

Seja AB hum lado de hum dos polygonos de que 
fe trata (fi~ 161 . ) , O o í:.: u ecntro; e por confequenc1a 
OA o raio do circul círcunfcri10, e 00 perpenJí-
cnlar fobrc AB , o raio d cir ul o infcrito ; íeja igual-
mente ah o 1ado d' outro pol:f;sono femelhante , ' o o 
'féu ehtro, oa e 11d os raios os círculos circunfcri o 
e in l:.Jito : ~s p rimçtr dos dois polygonos e!láo en-
tre ft omo os lad AB , e ah . I las os angulos A 
e a sã i u:,ae , porque cada hum he D1er.ttle elo an-
~ulo do polfoono; o meímo acont ao, an!!ulos B e 
•/J; IQgo. s trian ui s ABO, tl/;o são fcmelhantes, bem 
como s tri:mgulos rellangulos ADO , ad!J ; logo 
AE: ah:: fll,0: ao:: DO: do; logo ds perímetros dos 
polygonos citá entre li como os raios AO, ao , dos 
6':irculos circ1unfi ritos, e tambem \:chio os raios DO , 
do, cios 'rc~los inícritos. ' . 

As fup<irficics deíles mcfmo olygottos -eíláo ttn-
tre fi como f os quadrados do la os hom gos A.B , 
.O; por con(equencia t:ambem efi' o mo os- quadrados 
dos raios do~ círculos circunfcritos A , ao , ou como 
()S quadrados dos raios os circulas infor'tOS' OD , od. 

1 
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P R·O P O S I Ç 1 O IX 

L E M J.t A, 
1 .,_ 

Y'ruÚ a linha .:urua ou poly.~ona que envolve 'de 
/Jum a ·outro extremd a linha convexa' AMR (fig. 162.) -' 
lu mais compr.ida .que a linha envolvida AMB. . 
· ··Já diífemos que poc linha conve1r:a cntonde1rios hu-, 
ma linha curva ou polygona, Gu parte curvd e part~ 
polygona ; tal que huma linhà reéta n~o a póJt< cor-
tar em mais de dois pontos. Se a linha . AM~ ti\ e ;fe 
partes reintrantes ou finuoíidades , ella ,deixaria de fer 
convexa , porque he facil de ver que huma linha re-
éla poderia orta-la em mais de dois ponto • Os arc0s. 
de circulo são effoncialmente conve ·o. ; mas a pt'Opo-
fiç-áo de ·que fc trata jgera fe eíl:ende a.. 11111na linha. 
quiilquer que encha a oondiç-áo réqnerid:.I. • . 

Ifto poflo , fe a _linha AMB não for mep,or qué 
toclas as que_ a envolvem ~ eúllirá ,entre eíl:as huma 
linha mais q1rta que todas as outras' a qual fcr'á me-
nor que AMB , ou • quando muitp , igual a AMB, 
Seja A CDEB eíl:'a linha i!hvolvel1tc; e1we as duas li· 
nhas tire-fe onde fe quizer· a reél:a PQ.., que lU'o en .. 
contre a: linha AMl3 , ou ao m enos q11e a toque fó-
mente. A refra PQ he mais curta que PCDEQ; l .. 
f!O , fe á parte PCDEQ fubfütuirmo$ a llnha reéh. 
PQ , teremos a linha envolvente APQB mais turta 
que APDQB. Mas, P,Or J1ypothe[e, eíta d6ve for a 
mais curta de tod~s ; logo elh hypotheí~ náo p'ó e 
fubfifür ; logo todás as .linhas envolventes são 111ais 
compridas que AMB. · 

Sch11/io. Demonflrar-fo'-ha abfolutamente da mef-
ma maneira que huma ljnha cenvexa e' reintrarite fo. 
bre fi mefma AMB , (fig. 163.) he mais curta que 
to a a linha que a envolveffe de todas as parte$ , 
quer a linha envolv:cnte FHG toque AMB em h•11n 
ou muitos pontos 1 liuer ella a cerque ferp. a tocar, 
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P R O P O S I 'Ç ~ O ·X. 

L 1 M M A. 

Sendo áadas duas circumfer1mciás ·c'o11cmtricas , /em. 
pre fe póde infcrever na maior hum polygono regul"r , 
cujos /'ado1 não. encontrem a mt(tor; e tamlem je ; ó !e 
(;rcunfcrever a menor hum polygôno regular, cujos •cJ. -
tloJ nio enco(t/rem a maior ; de maneira que em hum 
~ outro cafo os lados do polygÜno diferi/o jiquemfecha-
lios entre as duas cirrnmferencias. 
' S jio CA , CB, (fig.16-t..) os raios das duas cir-
~umferencias dadas. Ao ponto A tire-fe a ang<::hte !.!: 
terminada na grande I circumferencia em D e E. I nf. 
creva-fe rla grande circumfercn&ia hum dos polygonos 
regulares qu fe po !em infcrever pelos problemas pre-
çd:lentes , dividio-fe os arcos fubtendidos pelos ladQ.s 
em ·duas partes iguaes , e tirf'm-fe as cordu dos fe-
nii-arcos ; ter-fc-ha bum polygono regular. de hum nu-
mero ée lados duplo. Contlnue-fe a l'.>Hfecção «los ar-
cos até fe chegar a hum ?rco menor que DBE. Seja 

_ MB e ai:co , (cujo m io fupponho em B ) i. he 
clai'b que•~ ~orcla MN eífa,.á nws diílantc do centro 
do que DE, ~ alfim o polygono regular de que MN 
he o lado não poderia t:ncontrar a circumferencià da 
CJUal CA he o raio. 

P"o las 1ls mefmas coufas , ajunte-íe CM e CN 
que encontrem a tang~ntc D.i em P e Q · PQ ferá 
o lado. de hum palygono -circunfcrit.o á !Dcn1r circ.u·m-
ferenc1a , fomeltiante ao ~olygond mfcnto na ·maior , 
da qual- MN he o lad<1. Ora he claro que polygo-
110 drcunfcrito que tem l'º' lado PQ nso· pôde e9-
contrár a maior circwrúcrCJlcia , pt>rque CP he me~ 
oor que CM. · 

Logo, pela mefma confin1cçáo, fe p6de deíc~er 
lium polygono regular inícrito na grande circumftren .. 
cia '·e hum p

1

olygono íemelhante. circunfcrito á mi..nur , 
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•s qutes terão' os feus lados c.ompreheRdidos· eri!r:c aS' 
duas circumferencias. . - · 

SchoLiG. ' Se tivermõs dois~ feél:or~s concentricos 
F~"';"· ICH, poderemos do mefmo modo infcrever 
no maior hum~ po_r{;áo de polygoM reguiar , ou ~ir- -

- cunfctever ao menor huma .porçáQ de polyg_ono feme-
lh!lnte , de forte que os ' Contornos · dos dois pol)'g<t-
nos fiquem compiehendidos -entre as duas cin:umteren~ 
CÍ-ls: bailará dividir o· arco-,FBG (ucce1livamente em · 
~,. ... ' s·, . 16' &e: partes' d.té cheg.1rmo:> a hu:na par-
te menor que DBE. · · 

· Chamamo$ aqui p'or9óo de .po_lygGIJQ regular .a figu,.-
ra terminada por huma ferie dét cordas iguaes inferi• • 
tas no arco ·FG de hum a outro extremo. f..tta por-
ção_ tem as propriedades i:rinc~paes dos polygo1!os rc-, 
guiares ; tem os -<\Ilgulos 1g4aes , e os bdos 1gnaes, · , 
he ao mefmo t"empo infcript~vel e circunfcriptivel ao cir-
culo;. entre tanto ella itao faria parte de ·hum polygono • 
regular propriamente dito.; fenáo em quanto Q ~reo 
fubtendido · .pQr hum- dos feus lados , folfe hurna p.me 

. aHquota da cfrcum(erençia.. . ~- · 
r 

p R o p o s ~ ç t ó XI. 

T H E o ll Jt M A~ 

"}., • - 1 

Às cir.cumferenc1'as. tios circulas ejfiío. tamo 01 raiot, 
'I as faar Juper.ficies mr~.~ ·P. .. 1. g11adrado.s J~.r . raiqs, 

Defignem'os ' p or ~ade ' p·or ci_rc. e<\ T fig. 
165.) -a circnmferencia ~ cujo rai4) he CI\ ; di0 0 que 
ter~mos circ. CA: eirc. 00 :·: CA ~ B. 

Porq,ye, fe não tiverlugár elta pr9porçáo; CA ferá 
para OB como circ. CA eítá para -hum quarto termo 
mo.i?r ou mtnoro q,ue circ. ,OB. Supponhamo-1o menor 
e feJa, fc he poffivc1, C : OB :: â rc. CA. circ. OD. 

_- lnfcreva-fe ~ circ~mferencia, da qual OB he .o 
raio~ ~. um polygonor~gulc:rEFGK.LE ; .cujos lado. não 
encontrem a ch!lijDliereada, d,aqna.l o raio he OD Jio~ ~ 
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infcreva-fc hum polygono femelhan te MNPSTi. i na 
cin.:umfere11caa , da qu l CA he o raio. 

{1to pofto , com e1 es pol ygr~nos s-o ú:mel an-
tes, os feus perímetros M" P ' M , E,FGKE ~ a'> e -
tre li como os raios CA , OB, do circúlo cin.:unfcr ~-
10, (8.), eteremosMNPSM: EFqKE:: C.\: OB; 
mas , por hypothefe, CA: OB : : ~ire. C : are. OD; 
logo l\1NP~M: E GK~:: ârt. CA: circ. OD. O.a 
cita proporçb he impuíli 1 , porque o contorn 
MNP M he men r que circ. C \ (9. ) , e on 1J-

rio EFGKE he maior que circ. OI); logo he impof-
fivel que CA e!leja para OB cómo circ. C .\ e! á p· -
rc1 hum:. circumferencia menor que circ. OB, ou, .em 
termos mais geraes , he impolii el qlle hum raio f. 
t ja para outro raio como a c ircumfen.ncia do pi-
Jntiro ra:o eflá para hum:i circumforencia menor Jo, 
que a ir umferencia do fegu <lo raio. 

Donde con luo q IC t mbem não póde fer ' e"' 
para OB como cir·. CA e: á para hu1na circumferen-
cia rnen r qu~ cirt. OB ; orque , fe aílim fora 7 te-
riamos , invertendo as razões , OB eflá para CA, co-
mo huma ir ·umfcreucía m ior que circ. OB eflá pa-
~a · circ. CA ; ou , que he o mcfmo, como circ. OB 

IU, para. huma circumfcre~ia cnor que e ire. CA * 
fogo hum rai o feria p a outro rai como a ciç urn 
ftrcncia d primeiro raio citá. p ra huma ircu fe-
ren ia menor que a cir umferencia do feguntlo raio • 
o que fc dell)onil:rou fer impoílive,1. 

. Mas fe o•quarto g q proporção CA : B t: 
11rt. CA: X, náo pód ~m enor em -maior 

ue circ. Oll • de~ fc igu a circ. OB , logo as 
<:ircum renda -Oos cir ulos cftão l!'nt,re fi como o raio • 

Hum r ioci io e huma confirucç~o i iramcntc 
fe lhalliC fcrvir;lú para demoRfirar que as lperficie 
cios cir ulos dlláo como. 03 quadrados dos fcu. rllios 
Ni•) crurJrcmos em m,ais e plicaçõcs fo re cita pro-
po fi ç iib , que hc tambcm hum c:orollario da fogui e. 

,oro lur:a. O urc femelh n AB • DE_, ( 6 • 
166. ) tá f lo º' feu raios aC ~ DO , e s (i ~ 
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él:Bres femelhantes ACB, DOE, elláo como o_s qua• 
d.raJos dos rnefmos raios. , 

P orque , como. os a(cos são femelhantes, D. ·an 
gul<> e he igual ao angulo o .( gef. 3· li y.. 3·) .; or. 
o an ~u1 e e:'tá para qu~trn angulos reélos como o ' 
arco AB eltá para a circumferencia inteira deferi.ta. 
com C? raio AC ( 17. 2. }~ e e angulo O eírá para 
quatro' angolos reélos como. o arco DE e'llá para a 
circ110Jferenc-ia. defcrita com o raio OD ·; logo os · ar-
cos AB , DE, efiâo entre íi como as circumferencias ' 
de que fazero earte ; eftas circumfere'n ias eitáo como 
os raios AC; DO ; logo arco AB : arco DE: : C : DO. 

,P la mer1 a raza os feétores ACB , DOE , cf-
táo como os circulas inteiros , e!l s e táo como. o. qila-
dràdos dos raios ; jivgo .(ell. A CB : fell~ DOE ·: : 
-::t -Z 
AC DO 19 

PR~P,OSIÇÃO 

T H E 0 R E M, A. ' 

. ' 
, Â árra do cirrnlo J:.e igual ao produélo da jua· 

1ircumfermcia por 1n'ilta.,ie do raio. 
Defignemos por J11perf. CA a fuperfié1e do cir-

culo, cmjo· Faia J1e CA (fig. 1f.>7.) ; digo que ferá 
• j uperf CA = t CAi X ci,.,. CA1 • , : 

?brquc , · Ce.} CA X tire. GA. n~o for3 a .área do 
cirç,ulo do qual CA , efta quantiddde ferá. 
a m<!dida d~ hum circ aiot ou menor. Supponha-
mos primeiro que he a. me é hum circuk> maior, 
e fela, (e he poíliiêl , í CA X êirc .. CA :=./u-
prrf. ~It . r 

Ao éircu1o , cujo raio he GA , cixcunfcreva-fe 
htlpl polygono regular DEfG, &e., cujos lados não 
cticomrem a citcuhifo.renGia de que CB l1e o r::iró 
( 10. ) ; a fu~;ficie de"f! e pol gono {i rá ig1Jal a fon 
contr,rno OE + EF + FG -!- &e. , mul 1pllcado por 

AC (7.): mas o contorno de polygono he maior qu 
1 

. ' 
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a circumferencia infcrita , porqúe a envolve 1' t ai 
as partes ; logo a f ~perfi_cu: do polJgono DEF ~e. 
he maior que ! AC X czrc. AC , que he a m da 
do ctrculo do qúal e hé o raio; logo o p.olygon 
feria maior que o .circulo. Ora ao contrario he menor, 
porque nclle fe contém ; logo hc impoffivél qu~-t e. 
X circ. CA feja maior que Juperf. CA , ou , cm ou-
tros termos , he impofllvel que a circuQikrcncia de 
hum circulo multiphcad!J. pela metade do feu raio fe-

. ja medida de hum circulo maior. 
Digo cm fegun !o lugar, que o mo produ& 

não póde fer medida de hum circulo tnenor, e para 
nã) mudar de figura, fupporei que fe trata do cir-
culo do qual o raio he GB ; re la provar que f · CB 
X circ. CB náo póde fer niedida de hum circulo 
menor , por exemplo , do circulo cujo raio . he CA. 
C 1Jtl effeito, fej , fe he poffiv 1, f CB X ci>"c. CB = 
Í"l'rf. CA. 

Fazendo a mefma eonllrucçlo acima , a fuper-
ficie do polygono BEFG &c. ter' po~ medida 
(DE+ EF j- FG+&t.} ~ i CA; ma o contor-
no DE + Et + FG + fí . he menor que tire. CB 
~ue o envolve de todls as partes; logo a áre~ do po-
·lygono menor que t CA X 4rc. CB, e.com mais 
forte "'?! o, menor qu í OB X cirr. CB". ~fla 1lti-
ma quantidarle he , por potbefo ·, a moiP.ida do circu-
Jo .do qual CA he o raio ;. logo c1 põlygono feria me. 
nor que o irculo infQito , b ue )le abfur<lo ; logo 
he imp'offivel que à nda de hum .circulo 

1 multiplicada pela mef u raio fcJa .we.dida ~ 
hum circul m Jlbr , . 

Logo , fü'alm nt , a éircunifercrrria de hom cir-
culo multiplicada ~ela metade do feu io a me-
·di a defle 11\efmo circulo. . 

f:r>rollarl~ l. "" ' fuperfic·e de bUlll f~~ he igual 
ao arco defte feél:or multi~licado pe m e do nio. 

Po r <> feél:or ACB 6 • 168 eftá l>ara o 
circulu inteiro tomo o arco AMB ' para a cmwln.-
fcrencia Jnteir ABD (17.1. ) , ~u como lVlBXt ÔJ 



l, t v .ll • IV. 'u; 1 
t á para ~D X f CA. Mas o circulo inteiro :::: 
:A.BD X f AC ; logo o ~étor ACB rem por me-
didà AMB X t AC. . . 

Corollario IJ• · Chamemos 1Z a cirtumferenci~ 
«JUC têin por diamelro a unidade ; como ª* drcum. , 
t(;rcncias - dtáo . como os raios , ou como os diamé. 
tros, poderemos fazer elh proporção: o diametro 1 
citá para a circÚmfercncia '7r, como o diametrb :iAC 
ellá para a circumfcrcncja da qual CA he ·raio ; de 
forte que teremos 1 : '7N" : : 2CA : cirt. -CA ; logo 
circ. CA = 2 1r X CA. Multiplicanllo,. huma e 0 11 -
tra parte por t CA , teremos f CA X circ. CA 

-2 --2 = ..- X CA , ou Juperf ({A =w· CA ; logo d 
Jupuficie dt hum circulo lu igual ao prod1180 do .fua~ 
draio do /tu raio multiplicado pelo numero conjtante 
-:;s- , que rtprifmta a tSircumftrtníÍa cújo diamtlro k1, 
l , ou a faz.ão da c-1rcumftrtncia para o diame1ro. 

Igualmente a fuperfici~ do circulo .cujo raio be 
. - 2 -2 

OB ferá igual a 'ZiT' X OB : oraw X CA : .,, X 
-2 -2 - · :a 
OB : : CA : OB ; logo as fuperficiu doJ '1°rcu/~ 
'.}Ião t11frt Ji tdmo os quàtlrarús dos jwls · raios , o 
que concorda com o theorem1t precedente,' 

8choii1. Já djífemos que o problema 
1
da qa.dra. 

tura do circulo onfillc em ~çhar hum quadrado-. 
ij,!ual em fuperf1c1e a húm circulo, cujo raio he co- · 
nheoido ; ora :icabamô~ rrovar que o circulo he 
equinlente ao rcÇlan eito fobre a circumfcrcn_ .. 
eia e a metade do. raio , e e fie reél:angulo f e con .. 
verte em C\.uadrado tom1ndo humlj. meia pràporcional 
entre as uas- duas dimens&11 ( pr. 6. liv. h): aíilm 
o problema da quadratura do circulo fe reduz a 
•char a circumfetentn , conbcci40 o raio , ~ pah if-_ 
to baita conheter a riz.áo da c1rcumfcrencia ·para o 
raio ou para o diametto. 

Até ~orá nio fe tm podido determinar eft~ 
razão f ená'J ele hlm). modo appro1'i.m.tdo ; mu ~ ap~ 
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pro imario tem che ado tfo longe , que' o conhed;-
mrnt da raz ão e. aéla - teria untagt:m alguma 
ceai fobre o da raz iio approximada. Portanto , efta 
.que áo que: occupou muito os geometras , q11ande 
crio me os conhecidos os m ethoàos · de approxima-
~áJ • e á ora de fl:err:i a entre as .quc ltó.ss ociofu 
e m q1.e fó he dado en rcter-fe áquelles que tem 
apt:na . 2 p1imeira noçõ da geometria. 

· Árcl. imedu provou que a r :r.áo da circumfe. 
•enci · para '' diàmetro fica comprc::ht:ndda en-

10 JO fii r 22 h } ., 1re 3 - e 3 -. - ; 1m 3-;;- ou e o va r Ja 
70 71 7 7 

n111ito "l'frox n ado <lo numero que reprcft ntámos por 
1i1' , e e1la prim c::ira ap proxim !.Çb he m11itd ufatla 
pe13 fua fim licida e. 1Vf11iur ach Ll para o me:liuo 

1 . . d HS E fi numero ó va or mais approxu a o ~ . m m o 
1 $ 

valor de 7ir , defi n~ lvido até certa ordem qe dccimaes , 
foi achado por outros calcuJ:idores 31 i.p.59265 589í93'2, 
&e. , e ti\•ctáo a pacitn ia de prolongar ef s dcci-
mae até 12· , ou mcfmo até 150. Me .evidente que 
feinctóante approxitnaçáo equi va le á vcroafü: • e não 

" müs bem conhecidas .as raizss d3S p cncias irn-
rer~ ita•. • 

xplicar-íe-lião nd 
methodos elerncntar;. os 
auir eflas pro. ima~6c: s. 
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!nfcrito , EF par llcla a AB, o do polygono fomc-
.}hante circuníc1 ito , e o centro do cin:u lo i fo tir r-

.os a .corda AM e as · tan, entes AP , BQ , a corda. 
.AM íerá o fado do palygono infcrito de )1um num·'-
ro de lados duplo ,, e PQ duplo d PM frrá. o d::> , 
polygono ~ i!lc1 ante circunf.::rito ( 6. ) . I fto pono ,. 
como a m fma conlhu '{ terá lugar. no~ differente.; 
angulos igu.les . a ACM, baita confidecar o angul() 
ACM fó , e os triangulos nelle contidos e!hr~o en-
tre ú como os pol~o~s,. inteiros. . 

Seja A a fupediéle tio polygono infcrito , dt> 
qual AB hc b 1::n lado, B a fuperficie do polygono 
fc h.rnte circu nfcrito; AI a íuperficie do polygo~ 

e tem por lado AM , BI a ,fuperficic do po-
1) g no Í!!melhante circunfcrito; A e B sáo couheti. • 
. dos , trat -fe d~ achar A/ e B f. 

1. 0 Ós trian~ulos ACD , AC~, cujo vertlco 
corumum he A , el1 o entre fi como as fuas bafes 
C.J , G'.\.1 • mas tambem eíL s tri:infP.1los · e ãu com() 
o p ly~l1 is A e A 1 de que fazem p:ute ; logo 
A ~ A' : : CD : CM. Os t.riangulos CAM , 
e, ·IE , .que tem o ver~icc commum M , eltfo 
cn re {i ~ o as fuas b:i íes CA , CE ; elles 
mefmos trffl9los eft~o como os polyg011os AI 
e B de que t zem parte.; logo AI : B : : CA: 
.CE. as , pPr cau :1 . d~.s p:irallelas AD , M.&. 
temos CD- :. CM : : -CA : CE; logo A: AI : : . A" : 
B ; log0 o pol gon A' , hum .dos pro ur:idos, he 
meio pi pôrc1on l ·entre 03 dois polygonos- co1~heéi
dos ~ B , e te ,cm~ .Pºr co!lfc:qú~nda AI :::; 
v AxJ3. 

r 
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C~E cfiáo entre fi como os polygonos' B1 e B d 
que fazem parte ; logo B': B: : 2A, : A ;- A'. Já 
determinámos A 1 ; cfia ro.porçáo deter~á Bt, 
e teremos B' '= ~A X~.; l~go por meio dos poly· 

A~ A' --
gonos A e B, ·he facil hJ.r os polyg•:mos A' e ):\1 
que tem duas vezes rrtáis fado~. · . 

P R: o -p o s~ 1 ç .1 o XIV 

appr1J:rimada , ia 

circulo = 1 , o lado do qua. 
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101ygo~o circ:unfcrito ; lo.go , fe_ efie! nl ' . difFerirem 
entre ft até certa ordem de dec1maes , o circulo tam. 
bem não ha de différir até a mefma erdem. 

Eis-aqui <> calculo deíl'es polygohos prolongad~ 
até não diiferirçm na setima ordem de decimaes. 

lfomero d~ JadQ' Polvgooo ihfêrito. 
4 • .i,ooood'oo • 
8 . 2,8284i71 .- • 

16 . 3,o614674 . 
p . 3,12144S-I • 
64 • • h q65485 • 

128 . - 3,r40Htl. ,5, . 3,1412772 . 
5u • -. 3,14r51 ~8 . 

2024 • ;,1415729 • • 
1048 . 3,T.tl I 5877 • 
4096 • • • 3, t.415~14 • 
819z . • • :r1 141592l •• 

16;84 • • ·,1 ~p 92~ ; 
;1768 • • • i;\415926' • 

Polygono drcuntcrito, 
4, ºº· . 3,p 085. 

. 3,1825979. 
·· 3,1517z49. 
. 3, 144u84. 
~,1421236. 
:;,1·417504. ' 
;,1416~21. 
:;,1416025. 
h14r595r. 

• 4,15159n. 
• 3,x.415928. 
• :;,1415927. 
• h141;')1.26. 

D'onde concluo- que a . 'fuperfic'ie do cireule> 
~ 3,r415926. Poderia haver duvida na ultima dc:ci:-
mal _, pelos erros que resultão da.s partes qo _ fe def ... 
pre'l.áo ; mas b calculo foi feito com mais huma de-
cimal - para. e{b.rmo5 f ~u~os do refultado· que acl á-
mos até a ultill\a - deci~al. . ~ 
,; C_omo a fuper6cie do circulo be i_ ual . á" femi-
circurnftn:n<Ú:i mu üpijcada pelo raio .,. fendo ~ raica 
r., a femi-cifcum fetenci:l he 3, t 41-s9.z6 ; ou , fendo o 
d1ametro I 1 a circumfeten...ia he 311415926; logo a 
razão da cireumferenc·a p.ir~ o diametro ~címa n9~ ... •a por~= 32141592 · 

: 



I 

•' 

P R O P O S 1 Ç Ã O XV~ 

L E M 1\1 A . 

,, O trinngulo- CAB (fig. 170. ) he equJvah.nt~ 
4o lria12gu/o if ojce!ts DCE , que tem a. 111ej11;0 afl[,ll. o 

, e cujo l•do CE ou CD he meio pr~parcionai en-
t re , CA CB . D.e mais, fe far o anguio CAB re-

o , a rpe11dúular CF , abaixada /obre a bafe d1 1 I rianguio ijojttlrs , J erá meia prop1rcio11al entre o lad1 
CA e a J cmi-jomm:i. dos lados CA , CB. 

. Porq e ' I ,0 por caufa do aogulo commum e' 
o tr.iangulo ABC dlá. para o triangulo ifofcdes DC E 

- 2 
comoACXCBeíláparaDCXCE, ouDC (24.3 .); 

. - 2 
l ogo efles 1rian ulos feráo CQjlivalentes • íe CD = 
AC X CB , ou {e: C for meia proporcional entre 

C e CB. 
2.0 A perpendicul.ar CG F cor.ta ~m c!uas par-

t es iguacs o a1 ·ulo AC , logo AG: GB : : P. C: 
ÇB ( 17. 3.), donde re:f1 lta compa endo AG: A_G+ 

B u A E; : : A G : AC + B : mas G c!la pa-
ra AB. colll-o o triangúlo ACG eflá p~r:i. o ttiangulo 
.ACB ou 2 DF ; alérri diflo fe o ang 1 A 'r -

o, os tJian tilos rc angulcs 4c , , CDF , são fi -
-2 

melQan.tes, e dão ACG : Cf>F: ·AC : Cli ; • log~ 
--2 -2 

AÇ : 2(;,t :: AC: AC +GB. 
Multiplicando a fegunda Yaza() r A'C·, os an-

tecedentes v1iráo i fer iguae e teremos? r con q_uen-
-:i -ai 

eia 2<...F =::-A C X (AC+ .B}, ou CF :!:AC X 
(AC ~ C ~) ; logo '2.º fe for o al')gul A re ~o, =l 

crpcndicnl ~ r CF fc á m'~ia proporei n l 
A e a ft:r1i-fomm•• ~os lados AC , 
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p ~ O B L E M ~· · 

;, .Achar hum cfrculo que diff.ra tão pOllt'o ffianto fa 
! uifer de h'um polygono regular dado. . 

Seja prqpofl:o, por xe'mp1o, o quadrado BMNP. 
(fig. 171.), aó:iixe-fe do centi:o C . a perpend:cular CA 

' fobrc o !:ido MB, · e ajunte-te CB. ' 
O circulo defcrito com o ràio CA. efl:á ,infcrito 

no q~a rado' e 6 círculo defcrito com_ o ;aio e~ eflá 
circl'lrtfcrito ao mefmo q\ladrado ; o primeiro fera me-
nor que o quadrado , o fegundo ferá maior : vam s 
agora efireitar e!le~ Jim ºtes . . 

Tom -fe CD e CE , iguae.s c:ida hum á meia 
proporcional entre C e CB , ajunte-fe ED , e o 
triangulo ifofceles CDE feri eqtri:valente ao triangulo 
CAB ( J 51); faç_a-fe o mefmo a cada hum dos oito 
triangulos que compõe o ·quadrado , formar-fe-ba aí-
fim hum ooogcmó i;egpla.r eq:uivalerlte dlO quadrado 
.BMNP. O circulo defcrito com o raio CF , meio 

• • 

0

! OA C~ ·+ CB ft ' · r • · proporciona entre e , e ara m1 CJ:Jto no 
~ . 

<Jaogono , e o circulo efi rito, com o raio CD· lhe 
fer,á circ:unf crito. Affitn o :primeitó f erá menor <1uc ó 
quadrado dado , e o.fcgundo m:iior. 

Se cónvertermos da mcfma -maneira o ttiangulo re-
8anguto CD F em. hull\,. riangul<> ifofceles equiv1-
lente , formatemos por eile meio hum polygooo re-
gular der dezefeis lados , equivalente :io· quadrarto p(o-
poll:o. O c1rculo infcrito a eíl:e poly no ferá rrten t -
que o quaiirado , e o circulo circunfcrito ferá maior. 

Podemos continuar affim até que a razão entre 
o raio do circulo inf rito e o raio do circulo cncunf-
crito difüra da igualdade tão po c;o quanto fe quifer 
Então :lrnbos os . circmlos !e poderáõ confi enr coroo 
equivalentes a quadrado opoí o, 

l ii 

• 1 
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Scholi!J. A iíl:o fe reduz a indagação dos raio9· 
f ucceíli os. eja a o raio do circulo infi r' o êm hnm 
dos polygonos achados, h o raio do circulo circun[-
crito ao mefma polygono ; fejáo a' e b1 s raros fe-
rnelbarttcs no polygono feguinte .que tem hum numero 
de ladOJI d~o. Segundo ó que dernon íl ráu1os, b1 hc 
m eia proporcional entre a e b , e a 1 m i_a proporcio.. 

a+b -1 entres e , 'de forte que teremo5 b' = 
~ 

a'= vC a X a+h) ; logo conheci-
~ 

<l sos raios a l de hum po1ygono , delles fc con-
luem facílm nte os raios ai e bl do polygono fe-

g 1nte, e ootinuarêmos affitn alé que :a differença 
e ntre s dois rã ios venha. a fir infeofive1 ; eniáo ou 
}1um ou outm delta r~ios fe. o r;\io do circulo equi-
valente ao qu:idrado ou ao polygono propofio. • 

Efie methodo he 'fa il' d p r~ticar em linhas por-
que fc reduz a achar meias proporcion es fucceflivas 
entre linhas ·onhecidas ; mas ainda hc m'Bis expeditÇl 
cm numeros •' e he hum dos mais c~odos que a 
€"com 1ria cl(:mcntat pódC1 ntiniílrar para achar ~romp
tam te, a ntzão app{oxim a da circumfercncia para 
«> iar etro. ej o 1 o rildo = 2 , o pr· ei-'° raio inícrito e fe~ 1 ' J;irimeiro aid circunf-
crito CB fe 1~ y2•011 1,414at~. Fazcn OJ>ois a ' , I, 
/J _ 1 714'2136 , aCharern~s ól == ' 1,1~071 , e 
4 1 . r ,0986841. Eftes «;ro fer iráõ ·a c-alcular 
os fe uinlCI pela lei d co in 

Eis-aqui o refu\tado do calculo feito a é fete ou 
oito algariü1 os_ pelas taboas de logaritbmos ordinatios : 



Lio>dos circulo$ circunscritos. 
1,4 T 42 q6 . , • 

Ral.os dos éircnlos inmitos. 

• 1,1892071 • 
- 1,14 '~0)00 • 

1,1 poi49 • 
1,129z.862 • 

. .. ,, .. . .. . 
I ,1286oq~- • • • • • 

l ·,OOC'ÓOOO. 

1"'0986841 • 
1,u108'i5~. 
1,u65619. 
l~t 279i $7· 
1, 1282657. 
, r 

A gora que a p-rimeira metar!e <los algarifm.os. he • 
mefm2 de ambos os lados , poderemos , · em vez dos 
meios geometricos , tomar os meios arithme~icos que 
fó, differem nas de iillaes ulteri,ores. D êft.a maneira a 
ope~açáo · fe abrevia muito, e os ·refultados sáo 

,1 

1,1284i60 • • . • ,• i,128Ho8 .. 
1,r28~9H • • ,,u8i7t t. 
1,u8:;8z.7 • • 1,u8~774 • 
1,f28j~OI _, . . ,. 1,128i787 • 

1 ' 1,1i~794, . 1,128~791. 
,, 1,128~792 • . . l J '128~792 • 

'Logo, 1, 1 ~83792 he , côm muito l'es.u~a diff'ereq-
ça .' o raio do ctrcu lo i gi.~l ~m. f upeiij_cie ao quadrado 
CUJO lado he 2. Por etfe rne10 ·h facil achai' a. rad:> 
da ci rnumferencia par:i o diamcfro ; porque demonf-
m\mos que a fup~fü:i'e. do firculo he igual áo qua-
d:8:d~ do ~io moltiplicado pelo numero ~ ; _logo, fc 
d1V1d1rmos -a fu perfieie ~ pelo quaêl.rado ... ~ 1 1 I 283792 , 
teremos o valor de W' 1iftfe fe acha efie .eálculp Ter de 
3,1415926 , &e.., conii> já achámos p9r outro mdbodo.' 

~ / 
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= 
A P P"E N D I C E A O L I V R O IV. 

D E F I N i Ç Õ E 's , 

,, I. e Hama-fe maximum .a quanti ade maior 
e_ntre to!Us as da mefma cFpede ; e mimmuin a me .. 
n r. 

Affim o diametro do circulo he hum maxim11m 
cnJ1e toda~ as linhas qqe ;iju.ntáo i;lots pontos da ir-

mfor n ia, ·a pcrpe.ndietrl.n 1 e hum minimum 1 n-
tre toda as linhas tiradas . de h~~ ponto d do a f. u .. 
ma linha dada'. 

II. ~ha'mão-fe figuras 
0

ifoperimetras ali que tem 
perímetros iguaes. 

T li E o R .E li :A. 

Entn lo~os os ~riang•l/os. da mef11Ja b11Je e d1 
mrftrro j;trinutro , o trit&l/LfUo maxi um ln 1qur/lt 11.• 
qual 01 dois lalks 1'á1 tfrterminado sao iguaes. 

SeJa AC= CB (fig. 17i.), e AM + MI,3 := 
J)C + ; digo que o i.an lo ifofc ACB he 
maior que o ts:i~.ngulo AJVIB ue a ~nefma bafe 
e o mcfmo pt11 ctro. . • 

D pomo \C, tomo centro , e com o r~ioCA=CB, 
~ef. rcva-f. fmma ircmufcrcncia que enc tre CA pro-
Jo n >ado cm D ; una-fc DB · e o angulo DBA , inf-
cri10 no fcmi- ire ui fcrá htim a au)o re o e J 5 .2. ) . 
l'rr lohgn -fo a perpendicular D pai, N , faç -fe 
Mr = MB; • e ajunt ·- fc AN. Em fü ., dos p ntos 

I 
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M e C abaixe-fe MP e CG , perpendi ular s fo-
bre D . Como CB - CD e M - MB , tem ~ 
AC-.=t-CB=AD, e.A:°1I +Mf3 =AM+MN. M1s 
AC+.cB= ~+ 1B; log.") AD=AM+MN; 
lo ~o AD >AN : 0ra, fe a obliqua AD he maior que 
a -obliqua AN, ella deve efiar mais di ante da p er-
pendicular. A ; 1030 DB ?B . L , go B0 , que he ' 
metaJe de BD ( 1 2. 1. ) fera maior que BP mctaJe de 
B . M:is oc; triani:ulos ABC , ABM, que tem a . 
mdma hafe AB , cffao entre li como as ' fuas altm:is 
BG, BP ; lo o, como BG /BP, o triangulo ifos-
ce les ABC he maio'r qüe o nár> ifofceles ABM d.t 
mefma bafe e do mcf mo perímetro. 

PR9POSIÇÃ0 

T H J o R E :-1 A. 

Entre lcdo1 01 palygonos ijape~ime/ros , e d!J 111cfm1 
r.umero de lados , o polygono maximum he o 911& tem 
1 r lad1Js ig11aes. 

Porq1o1c, feja ABCDEF (fig. 173.) o polyi?;Qno 
maxi11111111 ; fe o lado BC não fdr ,igual a, DC . faça-
fe fobre a bafe BD hum tyiancsulo ifofoe! BOD que 
fojd i fopcrimetro :i BGD, o trians; 1]0 BOD ferá maior 
que BCD ( pr. t. ) , e por con fequencia o poly on 
Al30DEF e1á m:t' r qoe ABCDE.F ; lo'º efi.e não 
feria o ma nt{m entre todos.aquejles que tc::.m o mefmo 
perímetro e o mefino numero de brios 1 o qu he con-
tra a fuppoflçá ; logo d.e e fer BC -.OC. Teremos 
pclamcfma r , ão CD=:Dl.'., DE=El•, &e.; 1 ,o t0-
t1os 0 3 lac!os do polyg np maxint!tlll si iguacs cotn~ fi • 

. . ; 

' -
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P R O P O S I Ç 1 O III. 

T H .E O R: E M A . 

D e !odor o triangular firmados cQm dais ladoa 
Jador quefaçáo enire .ft hum~a'T/-gulo arbitrano, o ma. 
ximum he aqueile no qual os dois lados dados fazem, 
hum angulo reao . 

Se já os dois triangulos B. C , B D , (fig. 17 4--) 
que tcfu o lado AB commum , e o lad ~AD : 
fe o :in ulo B. C for re , di . q11.., tl'i:n:gulo BAC 
fe1á maior que o triangulo BAD , no qudl a :mgul 
cm A he agúd 011 obtufo. . 

P rque , fen o a mefma a bafe ·a ; os dois tri:in <z11 . 
los B. C, B D, llão como as fu:is altura; AC, DE: 
m a perpcndi ular DE hc m~s curt:i que a obli ,1ua 
AD ou fua igual AC ; logo o t riangulo B.-\.D h; 
B'lais pequeno que B C. 

P R O P O S I C Ã O IV. 
• 1 • • 

,T H .E o lt E 111 A . 

Dr todos os polygonos formados com lados cfado# 
1 1 ultimo arbitl'ario , o maxià.ium dwl fer tal qu" 
l<OdfJs 01 /nu all'ru/r,s fiquem ;njt"r'itos m humd femi-, 
eircumf~rencitro , da quaifllja di•mtJro o ta"1 difconht-
ttdo. 

Scj:i A "'DEF o maior cfos polygonos formados 
com os lados {ados (fif.'· ' 75 ·) AB, BC, , DE , EF, 

' e hum uhi!1lO AF arbitn:rio · tircm- f.J as diagonae!> 
AD , DF. f o an ulo ADF não fi ífe re to, po-
clcriamos , r/Íervanclo as partes ABC , DEF , co-
rno élla e til), augmentar o tri:rngulo ADF, e por 
con~ quencia o poLyg<,no ·n iro , fazeAdo o an lo 
ADF rcao , on ormc :i propo!içá precedente; rtrns 
dle polygon ná fi: p'd au Q: mcnt r , porque íc 
'up1>ó. lt..r che ado .io f u ? a>: ;;;um ; logo o angulCJ 
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ADF he já hum :ano-ulo reé!o. O m~ftno acontecct 
aos angulos ABF , A F, AEF ; logo tcd0s os angu-
}.>s A, B, , D , E , F do poly<19no maximum t r~ 
tio inleritos em huma femi-circumfereoci:i ... d:t qual o 
l.do indetermina o AF he o <liam tro. 

Scholio. Ei propofi çáo dá lug-.u ' a huma quef-
táo : a fa5er , fe ha muit s_ m neir.1s de fo rmar num 
polygono com lados d:idos e o ultimo deJconhecido ~ 
que f á o diametro cfa femi-ci-r<;upifore n 'ia na qual 
etEo iof1..ritos os outros lados. Antes de decidir dia 
<jll lli , <levemos notar que , fc hurna mefma corda 
AB ubtende ar os defcrit com, differentes raio! • 
AC, KD (fig . 1J6.); o angulo no centro apoiadC> 
f bre efla e rda fcrá menor no circulo que t~vct o 
raio mai r ; affim ACH< ADB , porque o angulo 
.ADO =ACD +CAD (19.r.); logo ACD<' ADO • . ' 
• dobran 'o .em huma e outra parte,tcr os Aé.B< ADB • • 

l' R O P O & Ç Á O V, 

T J.l E o R E M A. 

Há /ó hum m11Ía deformar o po~)'gano ABCDEF 
1 0111. lodos dadós, tt !tum ultimo dft:o11haidd fJU'C Ji::ja 
o diamclro da femiJcircumfer.mcia na qual ejf:W inf-
tritos oS" 011/res 1.-tdps. 

Porque, ·f11pponhamos que temos achado .hum ci1. 
culo qu lí tisfacp á gueíl:áo ;' fc tomarmos hum ci1 -
culo maior, as cordas AB, EC , CD, &~ . (fig.17·5.) 
corr f on<ler' ó a an los e ;nt. aes men re ., Logo a 
fomma deíles angl!los ceutraes fe:-á me11or que <lois ' 
angulos re os, e afilm os extremos dos lados d dos 
não tendeiáõ ao11 extremos de h4m dia!llctro. O in-
conveniente ntrario tel:Í lugar fe tomurmus bum 
ci:culo menor ; lo~o o pol ygono ele que f:! trata P.áo 
póJe for infcrito fenáo cm hum fó circulo. 

S l.o!io. Pó,'.e-fo muJar a arbítrio a ordem dos 
!:ado i\B, BC , CD , &e., e o diamctro <lo circu o 
.<::..rc•· fr::-i.o fo, á fempr:: o .m.~f::no , bem como a. f !k• 
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perficie do polygono ; por ue , qu:ilqucr que feja a 
ordem dos are s AB , B , &e. , baíl:a que a íua 
fomma faça a fi mi-circumferencia e o olyaono te-
rá fornprc a meíma foperfi ie , porque erá. igual ao 
fem' .circulo menos os fegm~nfos AB , BC , &e. cu .. 
j• fomma he fcmpre a mdina. 

P R O P O S I Ç Á O VI. 

T H E o R !: M A . 

D e todos os polygonos fqrmados com !ádos da-
i~$ , o maximum he aqt(t:lle que fe /Óle infcrevo em 
hum circu ~-

Seja AI3CDEFG ( fi~. 177.) o polygono infcri-
to , e GhcdeJ:.e: o não infi riptivel formado com ladog 
i uacs; , de forte que fcja AB = ab , BC = Úc, &e.; 
digo qu o polygono · ·w• he maior q1 e ou-
tro. 

Tirc .. fe o diametro EM ; ajunte-íc AM, fB ; 
fobre oh = AB taça-fc o tri~n ulo aJ.m igual a 
ABM , e una-fe em. 

Em vi1n1de' da propofiçáo ÍV. o pólygono 
EFG M he mai r que ifga•n , falvo fc efie poder 
igualmente [er infcrito cm huma femi-circumferenc.ia. 
da qual f'cja d iametro 9 ladp , em , cafo cm que 
dvi p lygonos f.crião iguacs cm virt.ude d:t propofiçí 
V. Pda mcím razáo o polygono EDCBM Le maior 
que edcl111;i, f: lv.a a mef ma e cepçá , na qual haveria 
ignaldauc. .lorró o polyg mo in iro EFGAMBCDE 
J1e mai r' que ifJ. ambtde , excepto fe forem inteir:qncn-
t c ig11a s ' m s ·lles não são iguaes' porque hum er ... 
tú infcrito no circulo e o outro íe foppõc não inf-
criptivcl ; logo o poly,,.ono Írifcrito b o maior. Tiran-
do de buma e outra · parte ..os triangulo. iquaes AB , 
aúm , fü:a1á o p ~ygono infcrito ABCDEFG maio 
que nâ -infrripti\"C:l aúrdrf!r· 

'cho •;p. Demonlhar-l"e-ha , como ru propoGção 
~, que fó h.l hum circulo , e por e nfequ.nc' hm 
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{ó poly_gono ma.>:imum, que fatisfa :i á qucílão, e cf-
te pl!>lygono Üt:ia fempre da .o;i::fma fupcrh ·ie , de qual-
quer man ira 9.ue fe mudal[e a ordem de feus lados. 

P R O P. O S I Ç Ã O VII. 

T H E o R E MA, 

O po!ygono regular he hum maximum entre: todol 
os_ . prn'ygo'ltos ifop.-rinutpu ' do mc.Jino nuturo d.: 
lacfors. 

Porque , fegtindo o. thco.rema I J. , o pol ygono 
111aximum · tem todos os feu!> lados iguaes ; e , lê: unJo 
o tht0rema precedenté,, elle he infcdp.tivel no tir u-
lo; logo efie po1ygono he regul ar. 

P R O P O S I Ç Á O VIII. • 
L E • ! Jll A. 1 

Dois angu!os · e'entraes , mediJos i11i dl)i f cir:culo,J 
dijferen/es , tjlíi.o entre Ji, como os arcos comprehendidr;s 
divididos pelos raiós. ' 

Affim o ;+11gulo C (fig. 178.) e~ para o angulo. 

O ·y · • AB íl:' , DE como a razao - e a para a razao - · 
AC · DO 

C m bum raio OF igual a AC defcrcva-fe o 
arco FG comprehendido entre os bdos O . , OE, _ 
prolongados ; por caufa dus raios iguacs A , OF, 
tercqios primeiro .C: O: : AB : FG {17 . 2.1 , o : : . 
AB FG· 
AC : FO · Mas os arcos fomelhantes FG, DE, dão F.G : 

FG . DE:: FO : DO ; logo a razão - he igual á razão 
DE FO 1 AP. DE 
W .' e temos phr con uencia C : -0. : AC : .õõ" 
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P R O P O S I Ç Á O I:X .. 

T 1-t E o R .& MA. 
/ 

D1 d1Jis poly onos r1gulares if~ptt'inutros , o mai1Jr 
he o que l tm mais lados. 

Seja DE (fig. I j9· ) o femi-1 do de hum defics 
pply onos , O o J~u centro , OE o (!!µ apothéma ; 
fcj2 AB o f. mi-la:lo do outro pol gono , C o feu 
centro , CB o fcu ªl?º héma. Suppomo~ os centros 
O e fitu:idos em huma di!bnci:t qual qm:r OC , e 
os apothémas OE , CB , na direcção OC ; a tfim 
DOE e ACB ferao os femi-angt(Ios centraes dos pp-
l}gooo5 , e como eíl:es angulos na sfo igu:ies, a$ 
lin1ias CA, 00, prolongad:is fe enconfraráo em hum 

onto F ; deíle ponto ãbai>..ei\os fobre OC a p<;r-
pendicular FG ; dos pon os O e C, como centro , 
dl.lfcre\áo-fe os arcos , GI, GH , termi.n:idos nos la~ 
dos OF', CF. 

I !:o poíto , teremos pdo_ lcmma precedcr:ite , 
GI GH O : C : : Gí>: Gê:; mas DE efiá para o perimetro 

do pri ~<tÃ rct polygono , corno o ~ngulo O efii para 
quatro :i ulos reét.os , e AB e á f>'lT:l o pé{iinet~o e.lo 
fegqndo como o ang11lo e efiá para .quatro angulos 
re os; logo , como, os pcrimetros do.s polygónos são 

- Gl GH iguaes, DE : AB: : O : C, ou DE : AB : . OG: CG. 
Multipli~::máo os antccede~tes por OG e s c~nie-

ucn ec; por CG, teremos DE X OG: ·AB X CG:: 
~:f: GH. Mas os triangulós fcroelhantes ODE, OfG 

<l:io OE : OG : : DE: FG ; donde rcí.ulta DE X 
OG =OE X FC ; teremo mefmo modo AB X 

G =- e, ... B X FG ; logo OE X FG : C B X FG : : 
Gl: G ou OE : C'B:; GI: GH. Lo~o, íc ni -

•' 
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tr:irinos que o ·arco GI he m:iior que -o arco GH, 
feguir-fe-M qqe o apothém1 OE he maior que CB· 

Do outto bido de CF faça-fe a 6 ura ~x in-
·te iramente igual á 1igura CGx , de forte que feja 
CK == CG , o angulo HCK =:;: HCG , e o -ar <> 
Xx. = xG ; a curva KxG envolveri o arco KHG , 
e fcrá m:!ior que ' eíte arco ( 9. ) . L ug Gx , mef.:dl9 
da cur;a , he m:iiof .que G H ., flletade o arcó; logo, 
com mais forte r:iz.áo , G I he maior GH. • 

D aqu i r 
0

ful ta que o apothérna-OE' he maior qne , · 
CB ; mas tendo os dois polygonos o rnefme> pe(~- · 
metro, etlão entre Ii como os fim apothémas ( 7.) , 
Jogo o pol ygono qye_.-tcm por femi-bdo D • : he mJlOr 
do que o Fôlygo110 que tem por fomi-la AD : o 
primeiro t em mais Ja::1os , porque o fe.u angul &n-
tnl •he menor; Jogo . de dois polygonos regulares j[o. 
perímetros , o maior )te o qu-e · tem ~ais , lados. 

P. R O P O S 1 Ç Á O X. 

.... T H .i o R .E M A. 

, 
• 

O circulo /Je maior fUl to~o o polygono ifoptri. 
!Dltl r o. 

Já cftá ~ovado que 'de . todos os polygonot ífo-
pcrimt:tros e de hum mef mo n;umero de lados , o • 
polycronô regular he. o maior ; falla fó comparar o 

• circ1~0 com hum poly ono regular qualqúer if9pc.r'-
mctro. Seja AI ( fig. !80. ) o fell'li-lado d~!te poly-
t;onor, C o feu centro. Seja no e· ulo ifoperi.metl'o o 
an.~ulo DOE= A'Cl , e por confequencia o arco 
DE igual ~o femi-lado AI. O po~rgon P efrá pal'11> 
o circulo C como o triangulo ACI cflá, para fe-
élor oog ; afüm tererJ!Ós P : C : : f AI X CI : 
t pE X OE.: CI: OE~ Tire-fc ao ponto E a 
tangente EG que cn ntre O D prolongado · em G : 
os triangl,llos femclh:i.nles ACI , .GOE, darão a pro• 
porçã~ CI: OE'::. AI ea 01'..: E ; , lo~o, ~; 

' . 

' . 



) 

f4~ · G !! o M 1 T ll r A: 
C : : DE: E , ou como DE.>( f OE, que lle G 
m<trlida dr1 Ít. 't r DOE, citá para GEX t OE, que he 
a me ·ela do triangulo GOE : ora , o fedor be menor 
<JU C O tri:in g1 lo j logo p he menor que C j logo O 
cir 11 !0 he maior que todo o polygono ifoperime. 
tro. ,. 
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PLANOS , E ANGULOS SOLIDOS. 

D E F 1 N I ' <; ó ~ !!. 

r. · H uma Ji~hª reéh he perpendictdar ª ,}//,.. 
pl~no , quando he ?@rpendicular a lodds .as re as 
que pafsã pelo fcu pé no metmo plano (pr. 4.). Re .. 
c iprocamenle-• o plano· he perpenJicu!ar á linha.. 

O pi da perpendicular he o ponto cm que ella 
linha encontra ô plano. 

II. H uma linha he parai/da a hum plano, 
quando nb póJe enc ntra.,.lo a qualquer di!lancía que 
fe prolonguem a lihha e o plano. ' 

Reciptocamen~e· o plano he parallelo á linha. 
III . Dois piam' sáo parallclo; wtre ji, quan~ 

tlo náo podem enco trar-Ce a qualquer dill:aucia que 
"i!'lbos fe prol"ong11e!n· 

I '. D cmonflraremos ( pr. 3.) que a interfecyáo 
Eommmn de dois pl:~nos que fc encontrão e huma li,_ 
nha reél:a: iao pofto , o angulo ou itzcli,11ação mutua 
~e dois pla110I be , ª. quantiüa.le maior o\I' meno '{Ue 
elles podem eíl: r alfaf!:'ad s hum do outro: efl:a quan-
tidad fo mede ( pr. 17.) pelo anJ.!;u!o que faxem en-
tre fi as d'11:1s perpcndi ularcs , tir.:tdas em cada h»m 
defiu pl:utos ao me[mo ponto de interf. cção com. 
mum . · 

.E!tc a:-i u o pó.d fi r a~udo , reélo , 01.1 obtu!i • 
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V. ~e he reél:o , os dois planqs sio perpuu!l-

cularu entre fi. 
VI. Angu!o jolido hc o cfpaço angular compr 

he,ndido errtre muitos pl<l:'1os que .fe- reunem no me 
mo pon to. ) _ . 

J\llim o angulo foi ido S' ( fi!$. rq9. ) he formado 
pela união dos pi.mo A B , BSC , G:SD , DSA. 

ão pi:ecifõs ao menos tres planos para formar 
hum angulo folido. • 

PROPOSICÃO I. . 
T H E O R E M A. 

J , • 

Humrz linhQ reEla nÍÍQ pUt 'fiar , partl e1'i hum 
.1la110 , pe rte ./ J ' tr. 

· P orque, conforme ,a deli :çáo do plano, qu~ndo 
huma linha reébt tem dois pomos communs com hurn 

·- plano , eítá to1a ni;;ffe pbno, 
Schr;/iq . Para reconhecer fe huma fuperficie be 

plar.r , fe deve :ipplicar huma ·linha reéta fobn; eíl:a íu-
pedi ie ém diffcrcntes fentidos , e ver fe ella toca a 
fuperficic em toda a fua extensão. 

P R q P O S I ·Ç Ã O II. 

T .H E , O R EM A. 

. , . ' 
Duns linhos refiar 911e Jt corlÍllJ tfiáo no mifmo 

fJlan ,o 1 e t/rll'rminão a Jua pojição. · 
Scjáo AB, AC (fig. 181 .) dqas linhas r~étas que 

fe cqrtll'.1 m _A ; podemos ima&innr hum et:mo Cl 
tq ie ellej a a: lm,ba AB ; íe depols fizermos girar e!lc 
rl :mo cm OrnQ de AB' àté que elle pa!l'c: "pelo p0·.-
to C -, cnt~o a linha AC que tem dois dos fcu pon . 
to~ A e C nelt~ plano , caará toda nelle ; logo :i po· 
fiçá'l deíle plano fica detcrmin:ida. [ó pel:t condição de 
;;o,anger as duas rec; as AB ,- AC. 

L,r11//1m"o í. Loio J um uian:;ulo ABC, ou tr 
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p nt"s A , B , C , náo cm linha reéb , dctermi b 
·a poíiçi de hum plano. . · 

Cor9J/ario 1 [. Logo tambem duas parallelas AB, 
CD ( fig. I 82. ) , determinão a pofiçáo de hum plano ; 
porque ·, fe tirarmos a fecante EF , o plano das duas 

I teélas AE, EF , feri o das parallclas AB, CD. 

P R O P O S I Ç Á O . III. 

T H E o R. E M A. 

St doÍf planos ft cortarlm, a fua inttrfuçao ·com-
1t1um ferá huma, linha rr:lla. . 

Po1 q e , 'fe nos pontos communs aos dois pla-
nos hauvetfem tres 9ue náo· efliveílem em linha reéh , 
os dàis planos de ...que fe, trata , palrando cada hum 
por efles 1í-es pontos ,rfarifw ' hurp íó e o mcfmo pla-
no ( 2.) , o que he c'õntra a fuppofiçáo • . 

P R O P O S I 'ç Á O IV. 

T H· 1 o lt ~ M A. 

Se h'umtt linhà rtEla AP for perpen'dic11!ar a ou .. · ' ' 
lras duas PB, PC (fig. 183.), qut je cruzáo no /eu 
pi "º pl(lnO MN , dia ferá . perpendicular a huma r1-
lla qualquer PQ. conduzida pelo /eu pi no mifmo pia~ 
no , t dtjlt modo ftrÍl plrpendicular ao plano MN. 

Por hum ponto Q, tomado á vontade fobre PQ , ti-
re-fe a feéb BC no a.ngulo BPC ,, de maneira qne 
BQ.:::QC (probl. 5. liv. 3.), ajunte-fe AB , AQ, AC. 

· Como a bafe BC ef:á dividida em duas partes, 
iguaes no ponto Q , o_ triangulo BPC éla~á ( 14. j.) 

nr;-2 -2 ~.:a -2 
rC + PB = 2PQ + .2QC : 

O triangulo -BAC dará igualmente 

ACª + AB
2 

.:._. 2AQ2 
-+-2QC

2 

Tirando a primeira igualdade da fegunda , e ob-
K' 
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fcrvando que os triangulos APC , APB , ambos re. 
- %. 

8:angulos cm P, dão AC 
-2 - 2 -2 
l'C = A P , eAB 

_ 2 -2 
- PB _ -Ap , teremos , 

-2 - 2 -2 
Ai' 1 AP ·-2AQ -r -

-2 
-2PQ 

-2 
Logo , tomando as metades_, temos AP 

1 
-2 -2 -2. '-- 2 -2 

AQ -P\! ,ou AQ =::: 'AP +rQ ; logo o trian-
gulo. AF~ he reél:a~ulo em P ( IJ. 3. ) ; logo AP hc 

crpendicuiar a PQ. 
Sc/10/io . I íl:o mofira , não fó que he pot1ivel que 

huma linha reél:a feja perpendicular a i:odas aquelh.s 
que paLão pelo feu pé em hum plano , mas que itlo 
acomec:c teclas as vezes que f .'!!la linha he erpendi-
cul ar a duas reél:as tiradas no plano ; o que demon f-
tra a legi timidade da dcfini9áo J 1 

· Cqrollario !. A perpendicular AP he mais cur-
ta que huma obliqua 't}Ualquer AQ ; logo mede a ver-
dadcir~ diíl:ancia do ponto A ao plano PQ. 

, Corollario II. Por hum ponto P daâo fobre hum 
plano , não fe póde levantar mais de huma perpendi-
cul:tr \i eíl:e plano ; porque , fe podeffemos levantar 
duas perpendiculares pelo mcfmo ponto P , canduza-
fo , pela direcçáo deíl:as r!uas perpen<lic11 lare , hum 
plano cuja interfecção com o pluno MN feja PQ ; 
então as duas perpendicul res de que fe. trata feriáo 
perpendiculares á linha PQ , no mefmo ponto e no 
mefmo plano , o que he impoílh·el. 

Hie igualmente impoílivel abaixar de hum pon to 
dado ff' ra de hum plano duas perpendiculares a dlc 
plano ; porque fejão AP, AQ , efi:is duas perpendicu-
larts , então o triangul~ APQ teria d is angulos re-
él:os APQ , AQP , o que hc impo lTtYel. ' 
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P R O P O S I Ç Ã O V. 

T H E o REMA. 

As obliquas igualmentt dijlan/es da ptrpmdictda' 
:1Õo iguaes ,· e , de duas obliquas defrguabnmtt dijlanlu 
Ja pupendicular , a qut /e affajla mais lu a mais 
comprida. 

Porque, fendo reél:os os angulos APB, APC, APD, 
(fig. 184.) fe fuppozermos as diftancias PB, PC, PD, 
jguaes entre fi , os triangulos APB , APC, APD, 
terão hum angulo igual comprehencijdo entre lados 
iguaes; logo feráo iguaes ; logo as hypotenufas ou ;i.s 
obliquas AB, AC , AD , ferão iguaes entre fi. Da 
mefma maneira , fe a diflancia PE for maior que 
PD ou a fua igual ~B, he claro que a obliqua AE 
ferá maior que AB l>u a fu a igual AD. 

·Corollario. Todas as obliquas iguaes AB, AC, 
AD , &c . , tendem á circumferencia BCD, defcrita do 
pé da perpendicular P como centro; logo , fcnClo da-
do hu11_1 ponto A fóra de hum plano , fe quizermos 
achar fobre efl:e plano o ponto P no qual cahiria a 
perpendicular abaixada de A, marcaremos neffe pla-
no tres pontos B , C , D , igualmente d.ifl:antes do 
ponto A , e depois procuraremos o centro do circulo 
que paffa por eítcs pontos ; efl:e centro fuá o ponto 
procurado P. 

Scholio. O angulo ABP he o que fe chama i11-
1li11ação da' ohliqua AB /obre o pla110 MN ;' he claro 
que efia inclinação he igual pau todas as obliquas 
f\B, AC , AD, &c. , que fe affaHáo igualmente da per-
pendicu lar ; porque tod<õs os triangulos ABP 1 ACP, 
ADP , &e. , sáo iguaes entre fi. 

K ii 

, 

I 
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P R o P o s r ç á o vr. 
T H ~ ·o R E M A. 

Srja AP (fig. 185. ) huma plrpendicufar atJ pla-
n tJ MN e BC hu•na linha jituada ne/fe plano: fe d• 
pi P da perpcndiwlar ahúxarmos P-D perpendicular 
Johrt BC , e tirarmH A D , digo que AD Jerá per-
pendicular a BC. 

Tome-fe DB = DC , e tirem-fe PB, PC , 
AB, AC: como DB === DC, a obliqua PB =PC ; 
e ácê rca da perpendicular AP , como Pil =PC , a 

_obliqua AB =AC ( 5 ) ; logo :i linha AD tem dois 
dos feus pontos A e D igua lmente difbntes dos ex-
tremos B e C ; logo AD he perpendicular 30 meie> 
de BC . 

, CtJrollario . Vê-fe 30 mef-1o tempo que BC he 
perpendicular ao pl 21no APD, porque BC he perpen-
dicular ás duas reél:as AD , PD. 

Sçholio . As duas linhas AE , BC, offerecem o 
exemplo de duas linh1s que ná fc encontr:io , por-
que ná<,> eíl-io fitu adas no 111 • .Jmo plano. A mais cur-
ta dilhncia deíl:as linhas he a reéb P D , que he perJ 
pc!l.iicular tanto á linha AP çom a linha BC . A 
difbnci;a PD he a mai cu rta entre eflas duas linh3s; 
porque, fe ajuntarmos outros dois pontos, como A e B, 
t eremos AB >AD, AD> PD; logo, com mais forte 
razão, AB > PD. 

As duas linhas AE, CB , ainda que não fitna-
das no mefmo plano, f, coníideráo como fazendo en-
tre fi jrnm angnlo reél:o , porque AE e a p1rallela 
tirada por hum dos ÍellS pontos á linh:i ,BC foriá0 
entre fl hum an~ulo r él:o . D mefmo mod ' a linha 
AB e a1 linh PD, que reprefentáo d11a5 rcél:::is q113ef-
quer não fituadas no mefmo plano, fe reputá fazt:r 
entre fi o mcfm angulo que faria com AB a paral-
lela a PD , tirada por hum dos pontos de AB. 
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P R O P O S l Ç Ã Ç> VII. 

T H li: o R E M A. 
, _ 

~ a linha AP for ptrpmdicular ao plano MN' 
(fig. 186.), t rJda a l.in/za DE parallda a AB fm.i p_er- , 
/tndicular ao mif mo pliJno. 

Pela direcção das parallelas AP , DE , conduza-
fe hum plano, cuja interrecção com o . plano MN fe-
rá PD ; no pfano MN conduza-fe BC, perpendicular 
a PD, e ;ij unte-fe AD. 

Conforme o corollarío do theorema precedente , 
BC he perp_endicular ao plano APDE; logo o angu7 
lo BDE he reélo ; . mas o anguló EDP tambem he 
reélo, porque AP, he perpendicular ,a PD , e DE 
he parallela a AP ; l'Eº a linha DE he perpendi 11- • 
lar ás duas reélas · DP , DB; logo he parpendicular 
ao feu plano MN. · , 

Corolluio !. Reciprocamente' ,, fe as reéhs A P , 
DE forem- perpendiculares aõ mefmo plano MN, ellas 
feráo parallelas ; porqi.1e ' r-i: o não foffem ' conduzin-
do-fe pelo ponto D hurna pa'ralleb a AP , ella pa-
rallela feria perpendiçular a,o plano MN ;_ logo pode- . 
riamos , por húm mef mo pbnto D , levantar dua5 per-
penditulares a hum 1)1efmõ plano , o que he impof-
ti vel ( 4.) . - . 

Çorollariq !!. Duas linhas A e B ... parallelas 
a lrnma terceira e ' são parãllelas en~re í1 ; porque 
im:igine-fe hum pl:ino perpendi ular á linha e ' as 
linhas A e B , -par:illelas a eíl:a perpendi.cular , fcrão 
perpendiculares ao mefmo plano ; logo, pelo corolla-
rio precedente ~ feráo Jfarallelas entre fi ; erltende-fe. 
que as tres linhas náo eflão no mcfmo · plaT]o , por-
que , fe efl: i~·effem 1 já fabiatnOS efta propofiçáo ( 26. I.) . 

, 
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P R O P O S I Ç Á O VIII. 

T H E p R E M A. 

Se a linha AB f or parallt:fa a humrz refia CD 
(fig. ~87.) tirada no plano MN , e/la J erá parai/da 
a ejle plano. 

Porque, fe a linha AB, que eflá no plano ABCD, 
cncontra!fe o pl ano M I , fó poderia illo acontecer 
em algum ponto da linh:i CD , interfecçáo commum 
dos doi pl anos ; ora AB não póde encontrar CD , 
pnrque lhe he parallela ; logo não encontrará tam bem 
o plano MN; logo he parallela _a efle pbno ( det.2.). 

P R O P O S I Ç Á O IX. 
1 

T H .t o R E M A. 

Dois planos MN , PQ (fig. i 88.) , perpendic ula-
rer a lzuma mif ma rtlla AB, são parallelos entre Ji. 

P~rq ue , fe íe encontrarem em alguma parte , 
feja O hum dos íeus pontos communs , e ajunte-Íe 
O A, OB ; a linha AB , perpc;ndicular ao plano MN , 
he per~endicular á rtél:a OA tirada pelo íeu pé nef-
te plano ; pela mefma razão , AB he perpendicular 
a BO ;, logo OA e OB íeriáo duas perpendiculares 
abaix:id:is do meímo ponto(\) íobrc a mcím:i linlyi re-
éla , oi q11e hG impofTivel ; logo os planos MN , PQ , 
não fe podem encontrar ; logo são parallelos. 

P R O P O S I Ç Â O X. 

THE01lEMA.. 

As intcrferçôes EF, GH (fig. 1!!9.), de tlois pla-
nos pa(alldos MN, PQ, por lium te retiro plano FG, 
síío parall las. 

Pprque , fe as linhas EF, GH , fituadas no mef-
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mo plano nfo forem parallela~ , prolongad:is Mo de 
en ontrar-fe ; logo os planos MN , PQ , em que cl-
las eíláo ' tambem fe encontra.riáJ ; logo nao fcrtáo 
parallelos. 

: P R O P O S I Ç .t O XI. 

T H E o R R M A. 

A linha AB , perpenrl'icalar ao plano MN ( fi~. 
i88. ) , he pr.rpmdicular ao plano PQ parallelo a MN. 

H dvenlo tirado arbitriamente a linha BC no pla-
no PQ; na direcção de AB e BC, conduza-fe hum pl:rno 
ABC , cuja interfecçáo com o plano MN fej a A D , 
a in erfecçáo A D fn á p.i rallcla a BC ( 10.) ;· m<i 
a lin ha AB, perpendicular ao plano MN, he perpendi-
cular á ret:l:a AD; loe-o ella ferá tambe1n perpendicu-
hr :í Cua parallela BC~; ,e como a linha J\B he per-
pendicular 2 toda à linha BC tirada pelo leu pé no 
plano PQ , fegue-fe que dia hc perpendicubr ao pla-
no PQ. · 

P R O P O S I. Ç K O XII. 

T H E o R E M J l. . 
Ás p;zraJldas EG, FH (fig. r89.), comprehmdi-

das entrt dois planos pnralldos MN , PQ , são iguaa. 
Pelas parallclas ~G , FH , faça-fe paffar o pl a-

no EGHF, que encontrará os pl :111os parall elos na di-
recção EF e GH. As interfccçóes EF, GH , são pa ~ 
rali.elas entre fi , bem como EG , FH ; logo a fi gura 
EG HF he hum par:illelogrammo ; logo EG = FH. 

Corollario. Daqui [e fegue que d~is planos parai-
/dos eflão por t oda a parle em igual dijlancia ; por-
que (e EG e., FH são pe rpendiculares aos dois pl:i-
nos MN , PQ, ferio parallclas entre fi ( 7.) ; lo~o 
sio igu:ics . • 

I 
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PR O P O S ,I Ç Ã O XIII. 

T H E o R. .E M A. 

Se tÍo ;s angulos CAE, DBF, (fig. 190.)_ nóo j-
/uados no mefmo plano , / ,verem os jeu1 fados parai-
/e/os e tlirig dos no mefmp Jtnlido , ifra angulos jeriio 
iguau, e os plar;os ft'rã o paralldos. 

T ome-fe AC =: BD , AE =:::13F , e tirem-fe 
CE• DF, AB , CD , E F. -Como AC hc ignal 
e . parallela a BD , a figura A BC D he 1111m p:iralle-
logrammo ( 3 I. I. ) ; logo c D he ~uai e parai leia a 
A B. P or huma razá•J femel hante .t!..F he igu<il e pa-
r .ll lela a AB ;. 'logo tambem CD l)e i >ual ç parall e-
la a EF ; logo a fig ura CEFD hé hu m parallt:lci< 

1grammo, e por tanto o lado CE he i:.tu<il e paralldo 
a ~ F ; logo os triangul s C ;\~ , D O F •á equda-
teros entre fi ; logo o angulu CAE = DBF. · 

Em fcgundo luga r , di~o que o plano A.CE he 
paralltl p ao plano BDF; porque, fupponhamos que o 
plano parallelo a BDF, t irado prlo ponto A , en on-
tre as linhas CD , EF, em outros pontos differ ntea 
de C e E , por exemplo em G e H , então, e n-
forme ;~ propofiçáo x 11. , as tres linhas AB , G D, 
FH fe r~o i~uaes ; m\1s as tres AB, CD , EF , já o 
Eáo ; logo teremos CD= GD, e FH = EF, o que 
lw abfu1rdo ; logo o plano .f.,CE he parallclo a BDF. 

Co1·otfnrio. Se dois planos parallelos MN, PQ fo-
rem· cncontradoslor outros dois planos CABD, EABF, 
os ang11los CA , DBF , formados pelas interfecçõcs 
do~ pl ar,1os parallelos , fcrárl iguaes; po,rq ue a interfec-
ç_i ,AC~ he parallela a BD (lo.), e AE a BF; lo-
go o angulo GAE :::: DBF. 



'p R O P O S I Ç ÁO XIV. 

T Fl E O R E M A. ' • 

Se lru re{las A]3 , CD , EF (fig. 190.), ná, 
jituadas no 'mifmo p/0 110 , forem igua~s e parttl das , 
os lfl~1tngu !os AC E, BDF ,formlldos de h •1ma e ou-
1.ra 10 1/ r: pdos extremos dtjlas rec7 .. .s, / a j o iguaes , 
t os / ws p lanu paralielos. 

Porque , como AB he ' uai e parallela :i CD , 
2 fi gura ABDC hc h41m para!lelogr:immo; lc'gO c> 
}.,Jo AC he igual -e p1r:illelo :i BD. Pela mcíma ra-
zão .os lados AE-, BF são iguaes e p:ira lldos , be n 
co11Jo C E , DF. L ogo Oi dois tr iangulos CAE, 
BDF são iguae i ; e p_rov;m:m.os , como n:i propoú-
çau prcc1.:<lc11te , que os pi nos sio , parallelos . • PROPOS ' IÇÃO XV. 

T li E o R .. M A. 

Duas rt<f!as , comprrhend .das rnlre p/a,,os pa. 
ralltlos' são cortadas em parta proparcioi;<J.a. 

Suppànhamos que a l~nha AB ( tig. 191.) en-
contre os planos parallelos MN , PQ , RS , em A , 
E, B, e. que a linha CD encontre os mcímo~ p .a-
no em C , F , D ; digo que teremos AE : EB : : 
CF: FD. '· 

T ire-íe AD que encon•re o pl:tno PQ em G , · · 
e aj unte -Íe AC , EG , G F , !3 D ; ás iJ)terfecçõ . s 
EG , BO -, dos planos paralldos PQ, .R~ . pelt> 
pbno ABD , são p a rallel:i~ ( ro.); logo AE: EB : : 
AG: GD: igualmente, porq ue as imeríe çó..:s AC , 
GF ~ á parallelas, temos AG : GD : : CF: DF ; lo-
go . por. ca11ía da razão êommum AG : GD , ,tere-
m~ AE: EB: : C F: bF. 

r 

, ' 
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PR o P o s r ç 1 o xvr, 
T H E o R E M A. 

,, Stja ABCD hum 'fUadrila tero ( fig. 192. ) J-
/u ado , ou não jituado , no nufmo plano; Je cortai'- . 
mos os lados opprjfos proporcionalmente p or duas re-
Bas EF, GH , de forte que {eja AE: EB : : DF : 
FC , e BG : GC : : AH : HÚ ; digo que as reBas 
EF , GH Je cor tpr(io i!fl1 hum ponto M , de maneira 
ºque ferá HM : MG : : AE: EB, e EM : MF : : 
AH : HD. . 

Cor.duza-fe po r AD hum plano qualquer 
1 AbHcD que não paffo por GI-r; pelos pontos E, 

.B , C , F , tirem-fe a GH as parall ebs Et , Bb , 
<i:c, Fj , que encontrem ,::lle ilano _em e , b, e, f. 
Por éaufa das parallelas Bb, GH ; Cc (15.3 .) , teremos 
óH: H c : : BG: qc : : ~H : HD ; logo ( 20. ~·) os 
triangulos AHb , cH D s~o femelhantes. D epois. te-
remos Ae :tb:: AE:EB,e D/:/c::DF: FC; 
lOf"O A~ : eb : : D/: /e ' ou ; cornponmdo ., Ae : - D/: : 

, Ab : De ; mas os triangulos femelhantes AHb ~ 
cH D d~o · Ab : D e : : AH : HD ; 100-0 Ae : D/: : 
AH : Hro : rn:is de erem femcihante~ os1 triangu lo~ 
AHb, cf-ID, ºfe feg ue que o angulo HAe = HD/; 
1 J<>o os triangulos A He , D,H/ . i o femelhantes ( 20 . 
3. , e \) angulo AHe == D.Hf. Segue:.. fe daqui que 
t l he huma linha rcéta , e cp1e a-fTim as t res pa-
rallelas fe , GH, Ff eflã.o íitu?das cm hum mcfmo 
p lan , ~ qual 1;:ontcr:í as duas rcélas EF , GH ; lo-
g dJas Je devem corf«r cm !tum ponto M. Alé m 

ifl , por caufa das parallclas Ee , M H , Fj, t ere-
mos EM: MF:: ,H: H/: : AH: HD. Por. huma 
cona rucÇ:i o fcmelhante , fazendo pa ffa r hum plano 
por A~, , demon!lrariamos que HM : MG : : AE: 
EB. ,, .. ' ·' . 

. ' 
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P R O P O S I <; Á O XVII. 

T H E o R E M A. 

O angulo comprdundido mire d1Jis pla11?I M . N, 
MAP, ( hg: 193.) pód~ Jer medida , c?nfo rme a deji-
niÇáo , pelo angulo N AP que. fazem wtre ji ar duas 
pcrpwdiculares AN, AP, tiradas em cada hum def-
fa plan?s á intc1Juçáo commum AM . 

Pdra demonttrar a. legitim1d:idc defla medida , 
cumffe provar ~· 0 que ella he coníl: me. , ou q•1e 
feria a meíma em qualquer ponto da interíecçáo 
commu m qoe íc tiraffem as duas perpendiculares. 

Com effc ito , fe tomarmos outro ponto M , e 
tira rmos MC no plano MN , e IB no plano MP, · 
peq endiculares á intiríecçáo com~.um AM , como 
MB e AP são perp't!ndi ulares a huma meíma li-
nha AM , ellas fedo parallelas entre íi . Pela mef-
ma ra zão MC he parallcla :l AN; logo o angu-
Jo Bi IC = PAN ( 13.); logo .he inditferente tirar 
as perpcndicu,lares ao ponto M ou ao ponto A ; o 
angulo comprehendido !'erá femprc o mefmo. 

'.2 . 0 ReHa provar que fe o ' an ulo dos dois 
planos augment11r ou diminu ir cm cer ta razáo , o 
angulo PAN augmentara ou diminuirá na mefma 
razão. 

No plano PAN dcícrev:i -fe do centro A e com 
hum raio arl:itrario o arco NDP , do centro 1, e 
com hum raio icrual , defcrc:Va-fe o arco CEB , tire-
fc AD _á vontad~ ; os doi s planos P Â N , BMC ~ 
q11 e são perpendicula res a huma méírna reéh MA , 
ferio para lidos ( 9. ) ; logo as interfecções AD, ME , 
deites dois planos por hum terceiro A MD fr1 áo p.i-
rallelas ; logo o angulo BME ferá igu;,i l a P AD 
( I 3· ) . 

Charprmos por hum momento canto o angufo 
fo rmado por dois planos. M1P, MN; iílo po11o , lt! 
o angulo DAP foife igual a DAN , he cl ro que 
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o canto DAMP feria igual ao canto Di\MN ; por. 
ciu e a bafo PAD fe aju fl:iria fobre a fua igual 
Q N , a altura AM feria fempre a mefma ; logo 
os <lois cantos coincidiri'áo hum com o outro. Vê-fe 
do mefmo modo q.ue fe o angulo DAP fe contivéffc 
hum certo numero de Tezes exaéto nó angulo 
PAN , o canto D A MP fe conteria outras tantas 
vezes no canto P MN. Além di.ílo da razão em 
numeras inteiros a huma razão qualquer a conclusão 
he legitima , e j3 ifl o fe de 1oníl:rou em huma ocê:lfião 
intcir::imente fe elhantc ( 17. '.2. ) ; logo , qual quer 
q11e fcja a razã do ingu l? DAP para _o :mgulo 
PAN, o canto D .A. MP eflara na me(ma razão com 
o canto PAMN ; logo o angulo N AP fe póde to-
mar por medida do canto PAMN , ou do an~ulo 
que fa7.em entre fi os dois planos MAP , MAN. 

Scholio. Quando dois pia-no; fe atravefsáo ml.l'lua-
'mente, o~ angulos oppoUqs vei'rica lmerúe são iguaes, 
e os :m ulos adjacente3 valem em fomma doii an-
gulos rcélos ; logo fc hum plano fõr perpendicuJ.ar 
a outro , eíl:c ·rerá perpendicular ao primeiro. Igual-
mente , no encontro dos plãnos parallelos por hum 
t ercei ro plano , exiíl:em as mefmas igualdades- de an-
gulos e as mefrnas propriedades qtfe no encontro de 
dua ' lit\has p:irallelas por huma terceira linha. 

, P R O P O S I Ç ! O XVIII. 

T H .E o Jt I M A, 

Sen do a linha AP ( fig. 194. ) perp1ndicular ª' 
plano ~N , todo o plano APB , conduzido por AP, 
j1rá perprnditular ao plano MN; 

Sej i;1 BC a intcrfccçáo dos planos AB , ~IN ; 
fe no pl:iino MN tir:irmos DE pe rpendicul~r a BP, a li-
nha A P1, que he perpendi ular ao plano MN , fe1 á 
pcrpenclipila r a c:id:i hum a d:is du:is reéhs BC , 
D E: m

1
as o ang11lo APD , formado pelas du as per-

pendiculares PA, P D , á inlerfe. ... áo commum BP , . . 
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mede o :mgulo dos doi:; planos B , . IN; logo , co-
mo eíle angulo he reéto , os dois planos sá per~ 
p endicu lares entre fi ( de f. 5. ) . 

Schalio. Quando tres reélas , como P ; BP , 
DP, são perpendicubres entre fi , cad:i huma de a9 

reébs he- perpendicular ao plano das outras duas 1 ~ 
os tres planos são pe:;pendiculares entre fi . ' 

P R O P O S I Ç Á O XIX. 

T H E o R E l\l A . 

Se o plano AB ( fi~ . ~()+.) for p rpendícular f11 
pla111J MN , e. TlfJ plano D tirr1r111os a linlw PA 
perpendicula r t!. interjt:o:çií1 rr1u11111Jn PD , digo que 
PA ferii perpendirn/(!r no plalw l\I>J. 

P orque, íe no phno l'f • 1i r:irmos PD per-
pendicular a PB , o :lti~ulo APD -C rá reé!: , por-
4ue os pbnos. ~ão P.erp encl ~c 11 :ires cntr li ; log_o a 
lmha AP he perpend1c11l:ir as duas r ,'h PB, t'D ; 
logo he perpendicular :i fc11 plano l\ 1\J. 

Corollnrib . Se o plano AD for pcr1 endi ular ao 
plano JVTN , ·e por h ~11n ponto P d. interíecçá 
commum levantarmos hum1 pcrpcnJic11hr ao plaH 
!vlN , digo que cíl:a pcrpenclicubr cflará no pl :rn 
J\B ; porq11e ' , Íc não e!li\cfk , 1 o .~::r i:i mos tirar 
no plano AB huma perpendirnbr /\P á interíccçáo com-
mum BP , a q11:il feria · ao m~fnvi t.;1 1po p rpcndi-
c11l ar :io plano ,\1 ; l o~ h:i'."ria 11 ') m.cfmo p nto 
P dua5 perpen liculares . a plano i\fN , o que h.c 
impoffive l ( 4. ) . 

PRO POSI ·ÇÃO X:X. 

T H E o R E l\[ J\ . 

Se dois pla•m AI3, A , ( fi . r94. )fore.m per-
pwdicufarrs a lwm len·:iro lV!N' , a f11a i11rerjecçãa 
fr1111mum AP Jerá pcrpendimlar ao terci:iro f'lam . 
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Porque, fe. pelo ponto P lcvant:irmos huma per. 

pemlicular ao plano • 1IN , eíla perpendicular deve 
ao fnefmo tempo ficar no plano AB e no plano 
AD ( 19.); logo ella hc fua mterfecçâo commum 
AP. 

P R o P o s I ç Ã o xxr: 
T H E o R E M Á. 

Se hum a11gulo falido for formado por trts an-
~ulos planos , a fomma rfe quaefqu!r '6ois dtjies angu-
/os ferá 1:wicr que o terceiro. 

A propofição , fó li::t miíler demonfipção quando 
o angulo plano que fe comp:ira á fomma dos outro 
dois he maior que cada bum d lles . ..: ja pois O- an-
gulo Colido S (fig. I9)· ) formado por tres angulos 
planos ASB , ASC , BSC , e fupponh2mos que o an-
g1 lo ASB fcja o maior dos tf ::i ; digo que teremos 
A B ..( ASC + BSC. · 

Np plano ASil faça-fe o angulo BSD = 
B C, tire-fe arbitrariamente a reél:a ADB , e to-
mando SC == D , tirem-fe AC , BC. 

O~ dois lados BS , SD , sáo iguaes aos dois 
I3S , S,C , o angu lo B D = BSC ; logo os doill 

- triangu,los BSD, BSC , são iguaes ; logo BD = 
BC. fos temos AB <AC+ BC ; tirando de huma 
parte I?D , e da outra o feu iguªl BC , ficará AD < AO. Os dois lados AS , SD, são iguaes :ios dois 
AS , ~C , o terceiro AD he menor que o terceiro 
AC ; lpgo o angulo ASO < ASC ( 10, 1. ) . Ajun-
t ando 1'3 SD ·= B C , teremos ASD + BSD, ou 
ASB <f ASC + BSC. ,. 

P R O. P O S I Ç Ã O XXII. 

T H E o R E M A. 

· À Jomma dos angulos planos que formão hum 011• 
tU/O fo1

1

1ido /Je f t:tnpr 1fUlllr que 'JUa/ro a11z11/os rcE!os. 
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Corte-fe o angulo falido S ( fig. 196. ) por hum ' 

plano qua)quer AB '"' DE ; de hum ponto .O ·tomado 
netle plano tirem-fe a todos os :mgulos as linhJs 
OA , OB , OC , OD, OE. 

A fomma dos :rngulos , dos triangulos ASB .' 
BSC , &e. forrl!ados em torno do vertice S , qu1-
vale á fomma dos angulos de hum igual numero de 
triangulos AOB , BOC , &e., formados em torno 
do verti"ce O. Mas no ponto 

1 
B os ang1,1los ABO , 

OBC , juntos , fazem o angulo ABC menor que a 
fumou dos angulos ABS , SBC ( 2I. b; do mefino 
modo no ponto C temos BCO + OC < BCS + 
SCD , e affim em todos º' angulos do polygono 
ABCDE. Daqui fe fegue que , nos triangulos que 
tem o vertice em O , a fomma dos angulos da bJfe 
hc menor que a fomma dos angulos da bafe nos 
triangulos que tem o t vertice em S; logo, por com-
penfaçáo , a fomma 'aos angulos formados em torno 
'10 ponto ·o he maior que a fomma dos angulos em 
torno do ponto S. Mas a fomma dos angulos em 
torno do ponto O he igual a riu:itro angulos reél:os 
( 5. I. ) ; logo a fomma dos angulos planos que 
formão o angulo folido S he menor que qu tro an-
gu los reélos. 

S cholio. Efl:a <lemonfl:ração füppoem que o an-
rrulo fo lido he convexo , ou que o pbno de . huma fa-
c prolongado nunca pódc cortar o angulo foliclo · 
rc foffe o contrario ' a fomma <los angulos pl.inos 
não lcri:i limites , e poderia ter qualqu~r grandeza. 

P R O P O S I Ç Á O XXIII. 

T JI E R E M /\, 

Se dois angulos /o/idos for m1 compof/os tft Ire 
a11gu~os plan1Js iguaa cada hum a cr.tia hum , os pla-
110 llH quaes rjlií? os angrdos iguacs Juáo igualmm-

i11c/inad11s wl rc ji . 
Seja o a 1:,;ulo ' C == DTF (fig. 19 . ) , o an-



I 

f 69 ~ 1: O M 1. T lt T A. 

guio ASB := DTE, e o angulo BSC := ETF; digo 
ue ~ âois pla no~ ASC , A::-iB , t ~ ráo entre fi hu-
a incli nação igual á dos planos DTF, DTE. 

Havei do tomadq SB arbitniriarnente, tire-fe BO per. 
pen iéu lar ao plano ASC ; do ponto O , em que - ef-
t a perpendicular encontra o plano , tire-fe OA , 
CC , perpen icularcs fobre SA , SC ;_ ajuntem- ie 
Al3 , PC ; tome-fe dc:pois TE := SB ; tire-fe EP 
J2t1pendícular fubre o plano DTF ; do ponto P ti-
re-fe PD ,' PF, perpendiculares ftrbre TO, TF; 
<:m fim ;,ij 1:ntt; rn-ft: DE, EF. 

O trian{!nlo AB he reélangulo em· A, e o 
tr iangu lo T D E em D ( 6. ) , e como ·o angub 
A. B __:: Th1 E , temos tambem SR'\ _ TED. Por 
outra pattc SB = 1 E ; logo o triangn lo SAB he 
ig1,1:: l ao tri ang ulo TOE ; logo SA _.:. TD. e AB 
:= DE. D cmonflrar-fc-ha frrt~H-tanternente que se 
:= TF , e BC-= EF. Iflo pollo , o quadrilatero 

AOC he igual ~o q11acirilatero TDPf ; porque, 
rondo o ailg~ lo A ~ ç fohre o ÍLU igual DTF' ~º: 
mo A := 1 D ' e se == TF ') o ponto A Céi!MJ.& 
cm D , e o ponto C em .F. Ao mc fmo tempo, 
AO perpendicular a A , cahirá íobre DP perpen-
dicular :a ºTO, e igualmente CC fobre PF; Joao 1 • • l--
0 pnrto O cahi1á fol:Jre o pont0 P, e teremos AO 
:= l'O. Mas os rriang ulos A B, DPE, ~á rcét n-
{!'ulos em O e P, a í.ypotenufa AB = DJ<.. , e o 
l ado AO= DP ; logo elles triane1·los ii•i 1guae1 
( 18. r. ) ; 1 go o ang ulo OAB := PDE. O an<J• ·lo 
OAB he a incl inacá dos doi planos A 'B , ASC ; 
o ::11g11l0 P DE Lc a indinaç i ') do• dois pl an ~ 
DT E . DT l; ; logo e fias duas in lin:;i. ó~s .áo iguaes 
ent re f1 .. 

T ~bvia cumpre advertir que o angulo A do 
!rianpulo reélangulo . OAB não he propriamente a 
inclina rº do~ doi s plaP.OS A B ' A~C ' fer.ão quan. 
do a p<.rpcnrl i 11 lar EO calie , a refpeito de SA , 
da mrfr d parte l ~ C ~ C ; fc aliiffe da Utra pat-
t e , enlfQ o angulo dos dois p 2nos fc.ria õ. tufo , e 
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jun o ao angulo A do triangulo OAB , fari:t. dois 
auuulos re&os: 1as no mef rno cafo , o angulo dos 
dois planos TDE, TDF, feria igu:ilmente obtufo, 
e, junço ao angulo D do triangulo DPE , faria dois 
an~ulos reél:os ; logo , Gomo o angulo ·.A feria fcm-
prc igual a D , concluiríamos do mefmo mcrdo que 
a i nd~ nação dos dois plano~ASB , ASC , he igual · 
:í dos dois planos TDE, 1 DF. 

Scholi'o . Se dois :rngulos falidos forem compof-
tos de tres angulos planos iguaes , cada hum a ca-
da hum , e · ao mefmo tempo os angulos iguaes ou 
homologos eíl:ive rem difp'?ftos da mifma manúra 
nos dois angu lo.s falidos , então eftes angulos íeráo 
iguaes , e poftos hum fobre o óutro hão de coinci-
dir. Com effcito já vimos que o quadrilatero SAOC 
póde fcr poíl:o fobre o feu igual TDPF; affim , 
pondo SA fobre 1'D , SC cahe fobre TF , e o 
ponto O fobre o pom ~ P. Mas, por caufa da igual-
d:irle dos triangu los AOB, DPE , a perpendicular 
OB ao p ;;no ASC he igu:il á Eerpendicular PE 
ao plano · T DF ; de mais eiras perpenciiculares sáo 
dirigicb's · no mefmo íentido ; logo o ponto B ha de 
cahir fobre o ponto E , a li nha SB fobrc TE , e os 
dois angu!os fo[idos coin idir~õ inteiramente hum tom 
outro. 

Efia coincidencia com tudo não tem h1gar fenão 
fuppondo que o~ angu los planos iguaes efiáo difpof-
/o, ria mifma mr111eira nos dois angu los íó1 idos ; por-
que, fe os angu.Jos planos iguaes efiiveílem difpeflor 
~m ordem i11 ve1fa, ou , que vem :t fe r o mefmo, Íe 
as perpendiculares OB , PE, cm vez de fdem di-
rigidas no meímo íentido ácerca dos planos ASC , 
DTF , foflem dirigidas em ícntidos contrarias, então 
feria impoíTivel fazer coincidi r os ·dois angulos íolidos 
hum com outro. En retanto niio feria mehos verdade , 
conforme o t heore ma , que os planos em. que ftão 

1 
, os angulos iguaes fcriáo igualmente inclinados entre 

fi , de forte que 0$ dois angu los [ólicbs ícriáo ig11acs 
em todas as foas partes conflituintcs , Cem comtudr;t 

L 
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poderem fer fobrepoíl-os . Eíla forte de igualdade , q1;e 
não he abfoluta ou -de fobrepofiçáo , merece le r dif-
t inta por huma denominação p:irticuku ; nós a cha-
maremos - igualdade p!1r fymmetria. Afüm os dois an-
gulos fólidos de que fe trata, que são formado·s por 
tres al')gulos planos _iguzes , cada hum a cada hum, 
mas clifpoíl:os @m· ordem inv_erfa, fe chama~áõ angu-

. /tis iguaes por Jynmetria , ou fimplesme ute ang11fos 
fymmet ricos. 

A mefma obfervzç ão fe applica aos angulos fóli-
dos fo rmados de mais de t!'"es angulos planos ; afüm 
h um angulo fólido formado pelos angulos planos A , 
13 ' e , D ' E ' e outro angnlo fólido formadP pelps 
mefmos an ulos em ordem im erfa A, E, D , C , B , 
podem fer taes que os planos nos quaes cflio m 
;mgulos i uaes , fejáo ig uaimente in Jinados entre fi_ 
Elles dois angdos íó lidos , que fcriiio iguaes fem fcr 
p9füvel a fobrepçifiçáo , fe c ., maráó angulos iguaes 
por J:wmt:lria ou ar;gulos fymmetricos. 

N as figuras p1anas nã ha propriamente igunl-
Jade por fymmetria, e aquellas a -que fc quizeffe dar 
e.fie nome , ferião igualdades abfolutas ou de fobre-
pofição : a razão he porque fe póde in\'erter huma 
figura plana , e volrn-la indilferen temente debaixo pi-
ra cima . Não he affirri 1!º~ fólido em qvc a terceira 
dimensão fe póde tomar em dois fentidos differentcs. 

P R O P O S I C Ã O XXIV . . 
P R O D L E M A. 

Senda dados 'os Ires angulos plalliS que form áJ 
Ãum angula fdlido , aclzar per l.11ma conjlrncçií1J pia . 
via o angulo qui fazem entre Ji dois dejfrs planos. 

Seja S (fig. 193.) o angulo fólido propoHo no 
ciual fe conhecem os tres angulos planos A B, AS , 
.BSC ; pede-le o an ulo que fazem entre fi doí · def-
tc:s planos, por exemplo, o planos A B , A ~e . 

lma inemos que fe tenha f ito a mefma eoruhuc. 
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çáo que no tlreorema precedente , o angu1o OAB feria 
0 angulo procurado. Por tanto trat•-te de achar o , 
mefmo angulo por. hurha conft:rucçã:> plana ou t.raç_ada 
fobre hum plano. 1 

- Para ifto , façio-fe fob re hum plano os angulos. 
BISA, ASC, BJtSC ,-igu:iesaos angulosBSA, ASC~ 
BSC , na figura fótida-· -toinem-fe B'S e B"S iouaes 
cada huma a BS da figura fólltia; dos pontos B~ e B 1 ~ 
abâb, em.:'fe B'A e_.B"C pei:pendi~ulares fobre A e SC, 
as qu aes fe encqntrem em hum ponLo O: .Qo ponto A 
como cent ro e coin o raio AB1 defcreva-fe a femi-clr.cum-
ferencia B1bE ; ao ponto O levante:fe fobre B1E a per-
pemlicular Oh, que encontre a circumfer..encia em b; ti-
re-fe Ab, e o angulo· EAf; ferá a inélinaçáo procur:rd:i 
dos dú planos ASC , .ASB no angulo fólido. 

Tudo fe reduz a provar que o triangulo AOb da. 
fi gura plana he igual ao triangulo ..IJ.OB da figura fóli-
da. Ora , O$ dois .tria·J gulos BISA , BSA , são reél:an-
gu los em A, o angulos em S sáo iguaes ; "Jogo os an-
gul'os em B e BI são tambem iguaes .. Maia hypoténufa 
SBI he igual á hypoténufa SB ; logo cítcs triang~los 
sáo ig.uaes ; logo SA da fi gu ra plana he igual a SA da 
figura fólida, e tambem AB' , ou a fua igual Ab na 
fi gura plana, he igual a AB na figura fólida. D emonf- , 
fra-fe-ha _do mefmo modo que se he igual em hu rna e 
outra. parte; donde fe fegúe que o quadrilátero ~AOC 
he igual em huma e outra fi gura , e affim AO da fi gura 
plana he igual a AO da fi gma fól i<l a ; logo cm huma e 
outra os triangulos reéhngulos AOb , .A:OB, t ~m a hy-
poténufa igua l e hum lado igual ; logo ráo iguaes , e 
o angulo EAb , achado pela· coníl: rnc áo plana , he 
igual á inclina ção dos doi s pl:inos SAB , SAC , no 
angulo fól ido. · 

Quando o ponto O cahe entre A e B1 na figura 
plana , o angulo EAb vem' a fer obtufo , e mede fem-
pre a verdadeira inclinação dos plano's. Por iíl:o he que 
defignámos pór EAb, e 1l á .1 por O b, a inclinaçá pe-
dida., a fim de que: a mcfma foluç~0 conv nha a tod~s 
~s cafos fem exccpção. 

L u ., 
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Sch61io . Pergunt r-me-ha algucm fc , tom:in • 
t res angulos planos arbit rari<imente , pode:rem s orrr.ar 
com efl.es t1 es angu los planos hum angulo fólido. 

Pr imeiramente , he necefTario que_ a fomma dos tres 
angulos dados reja menor que qµatro angu los reél:os ' ftm 
o que não fe ~óde form:ir angulo fólido ; bc neceff::irio 
mais que, ha\'endo tomado dois ::ingu los arbitrariamenté 
B 1SA, ASC, o terceiro' CSB 11 feja tal que a perpendi-
cular BllC ao lado SC encontre o diametro B'E entre 
os feus extremos B1 e E. AfTim os limites de grar:deza 
do angulo C B" ~áa os que fazem encaminh:ir a per-
penqicular B11 C aos pontos B1 e E. D efles pontos abai-
.xcm-fe (obre C as perpendicubres B' 1 , EK , que en-
contrem em 1 e K a circumferencia defcrita com o raio 
B", e os limites do angu lo CSB11 fe1áo CSI e C K. 

Mas no tridngulo ifofccles B'S I , fendo a linha C S 
J>rolongada perpendicul::i r á bafe B1I , temos o angulo 
C 1_ SB'==A c+AS.E1• no tri angu lo ifc !Ctles 
E K , por for a linha SC perpendicular a EK , temos 
e angulo CSK=CSE. Mas os triangulos iguaes ASE, 
A B', f.áo o angulo ASE= ASB 1 ; logo CSE ou 
C K=A C - ASB' . 

Da c1u i refulta que o problema fcr:í poffivel todas 
-as veze que o terce iro angulo 'CSB" for menor que 
:a fomma dos outros do~s ASC , ASB' , e maior que a 
foa c!iffcrenç::i : condiçáo que concorda com o theore-
ma XXI .. ; porque , em virtude delle th eoreir.a, de\'e 
fer SE'!<'.' ASC + ASJ3 1 ; e, tambcm deve fcr AS < 
C B11 + .,ASB 1 ou C SB" / ASC - ASB '. 

P R O P O .S I Ç Ã O XX V. 

p R O B L E M- A. 

Srnaro da.rl~s dois dos Ires nngulos plan_os _que for111ír1 
ltum nnc~: lo J ól1do , com o angulo que os Jrn s planos Ja-
:zt:m urlrf jt , achar o terairo auguLo plan~. 

e'áo A e, A'B', (fig .1 98 .) Ob dois ::.ngulos plano5" 
eados } e fupponhamos por hum momento que C SE•1• 
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fej<i o terceiro angulo que fc procura, então , fazen-
d-o a mefma conllrucçáo que no problema preceden-
te, º. angulo_ cq~nprehenc!ido entre os planos ~os ?ois 
primeiros fena EAb. Ora , do mefmo modo que [e 
determina o angulo EAb por meio de CSBll , fcndn 
dados os outros dois; fe póde ignal!nonte determinar 
CSB" por meio de EAb, o que refolverá o problem1 
propoíl:o . · 

H avendo tomado arbitrariamente B' , abaixe-fe 
fobre SA a perpendicular indefinida B'E, fa ç~-fc o 
:i:igulo EAb ig ual ao angulo dos dois planos dados ; 
do pomo · b , em que o lado Ah encontra a circum-
ferencia deferira do centro A e com o raio AB' , abai-
xe- fc fobre A E a perpend icula r bO , e do pon to () 
abaixe-fe , fobre SC a perpen,licular ín,lcfinicia OCB 11 ,. 
que fé terminará em Bll, ,de manci1.1 que B":::::SB'; 
o angulo CSB 11 fer á '.j te rceiro , ang11lo plano pcdiJo. 

L I V R o V. 

Porque , fc formarmos hun1 angu lo fó l1do com 
os fn:s ang11los planos B1SA , ASC , CSB11 , a in-
clinação çl9s planos em que cl1 i os angulos d:tdos ASB', , 
ASC, fcrá ig ual w arigulo dado' EAb . . 

Scholio. 'e hum angulo fólido for quadru-
,plo, 011 formado , por quatro ang 11 los planos (fig. t 99.) 
ASB , BSC, CSD , DSA , o conhecimento de ltcs an -
gu los ná ba!la par:i dete rmin:ir as inclina ções mutuas 
dos feui; pbnos ; porque co'"1 os m efmoJ an"'u los 
phn:ls , , podcri :unos formar huma in finid,1dc d" 
angulos fólidos. M as fe accrefcentarmos hu!'n:i com!i-
1áo , por · exemplo , fe for dada a inclinação dos doi~ 
pi nos ASB, BSC, en táa o angulo fólido fica intei-
r::mente determinado , e podemos ad iar a inclin :içá 
d:: dois dos feus planos quaesque r . Com effcito, ima-
ginrmos hum :rngulo fól ido l rip/1 formado pelos :in: 
gulos pl anos A B , BSC , ASC ; os dois pri meiros 
angulos s:fo dados , bem como a inc!in~çáo dos fcus 
planos ; logo poderemos ckterminc1r pelo prob lema 
que acabamos de rcfolver , o terce iro :ingulo. A C. 
Derois, (e con!idera~mos o angu1 fólido tri plo for -
_maqo pelos angulos pbnos C , A' D , DSC, efl s 

1 ' 
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lres' angulos ~á conhecidos ; por tanto o angulo fó-
lido . fica inteiramente determinado. Mas o angulo fó-
lido quad ruplo he formado pela união dos dois angu-
los fólidos triplos tle que temos fallado; logo , -como 
eíl:es ang'u los parciaes são conhecidos e determinados , 
o -angulo t<?tal ferá igualmente conhecido e determi-
nado. 

O angulo dos dois plano? ASO, D SC , fe acha-
ria immediatamente por meio do fegu ndo ·angulo fóli-
do parcial. Quanto ao angnlo dos dois rbnos B C, 
CSD , feria ne~effario em hum angulo fólido Jp~ci ~' l 
.procurar o angulo comprehendido ntre os dois plar.m 
ASC , D,SC , e no outro o angu lo comp rehend1do 
entre os dois planos ASC ., BSC ; a fomma ddl:e, · 
dois· angulos feria o angulo comprehendido ent re 06 
planos BSC, D SC. 

Acharemos da mefma mant()ra que , para deter-
minar hum angulo fólido quíntuplo, h~ necetla rio co-
nhecermos , além dos cinco angulos pl!lnos que o com-
põe, duas das inclinações mutua · nos feus planos . Pre-
cifari~mgs de tres no angulo fólido fextup1o, e affim 
cm d1an j.e· 

·' 



LlVJlO Vl 
l 

P O L Y E· D R O S. 

D E F 1 N I Ç Õ E S. 

1. e Hama-fe /oli:d11 polyedro , ou fimplesmcn. 
te poLytdro todo o fol1do terminado por planos ou 
faces planas. ( Eíles :tpl:inos 5áo neceffariatncntc ter- ,, 
minarlos por Hnhas reél:as. ) Chama-fe em particular 
tttraedrrJ o folido que tem quatro faces ; lu.~aedró o 
que tem feis ; oéfaedro o que tem oito ; doduacdro 
o que tem doze ; icofaedr., o que tem vinte , &c. 

O tetrael!ro he o mais fimples dos polyedros ; 
porque sáo precifos ao mtmos _tres planos para for-
mar hum angulo Colido ' e eíles - tí-es planos dcixáo 
hum vasio que ; para fer fechado , ,requer ao menos 
hum quarto plano. 

II. A interfec áo commum de duas _faces. 'adja-
centes d'hum polycdro fc chama laao ou arljla do 
polyedro. 

III. Chama-fe ptJ!yedro rtgular ' aqucllc cujas 
faces são todas polyedros regulares iguaei, e, os an-
gu los foi idos ião todos iguaes entre fi. ' E íles . pol yc-
dros são cinco. Vej::ije o appendicd' aos Livros VI. 
e V 1 I. 

IV. Prifm.a he hum fui ido comprchendido por 
muitos planos parallelo~ramrn0s , terminados de am-
biis as partes por dois planos .polygonos iguaes o 
~arai leios. · 

Para confhuir c.íl:c folido ,. fcja ABC.DE ( fig. 

1 ' , I 
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:ioo. ) hum polygono qualquer; fe em hµm plano 
p arallelo a ABC, tirar.mos. as linhas · FG, GH, 
H I , &e. , iguaes e parallelas aos lados A B , BC, 
CD, &c . o que formará o polygono FGHIK igudl 
a ABCDE ; e fe ajuntarmos de hum plano a outro 
o~ vcrtices dos angulos homologos pelas rctl:as F , 
BG ', CH , &c. , as faces ABG F , BCHq , &e. fe-
rão parallelogram1nos , e o Co lido aliim forníado 

-ABCDEFGHIK, ferá . hum prifma. · 
V. Os polygonos iguacs e parai leios ABCDE , 

FGHIK , fe chamáo bafe! do prifma ; os. ou1ros 
planos parallelogrammos todos juntos conflituem o 
<]UC fc chama jt1pn:ficie later(Jl ou convexa do prij-
11!ª· 

VI. Altu;tJ de hum prijma lte ; di fbncia cbs 
fuas duas bafes, ou, a perpcmlicu la r abaix.a:ia úe liu m 

· ponto da bafe fuperior fob re JJ plano da bafe infc. • t> nor. 
VII. Hum prijma he reElo quando os lados 

AF. , BG , &c. são perp_endi c11larcs aos planos das 
bafe~ ; fntád cada hum delles he igual á altura do 
prifma. Em qualquer ou tro cafo o prifma he 8hli-
-guo , e a, altura he menor que o !;ido. ' 

VI l 1. Hum pr1Jmá he tria11g11/ar, quadrirng u-
lnr, pentagonal , hexag3na/ , &e. conforme a bafe he 
hum tri zingulo , hum qu.tdrilatero , hum pentagono , 
lium ho~agono, &e. • · 

IX.' O prifma que lem por bafe h11m parai. 
lelogrammo , tem todas as suas faces p:irallelogr:un-
micas ; c:ham:i-fe parallelepipedo ( fi g. 206. ) . 

Pariallclepipedo relfa11g11/o he o que .tem por 
bafes rdl<ingulo . · 

X. 1 Entre os parallelepipedos reél:angulos fe dif-
ting uc r cubo ou hexaedro regular comprehendido 
por íeis quadrados igua~. · ' xq P;1 ~amide ( fig. 2.01.) he huín' fólido for-
mado Jl',>r muitos pl;inos triang ulares quê partem do 
mefmo p,onto S , e terminados no mcfmo plano po. 
Jygonal ABCDE. 
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O pol ygono ABCD~ [e 'eh ma bafe da pyra. 

mide , o ponto S he o ver/ice , e- a fomma dos 
rriangulos ASB , BSC , . &ç. fórma a fupcrfiúe con-
:;.1txa ou lateral" da pyrarntd 

XJ I. Altura da py:aqiide he a perpendrc_ubr 
abaixada do ,·ertic,e. fob re o plano da bafo , p~olon
gado fend:> necelfano. 

XI II .' A pyramide he triangula r , quadrangu-
lar , &e . , fegun<lo a bafe he hum triangulo , hum 
quadrilatero , &e. 

XI V. Pyramide reg ular he aquella que tem 
por bafe. hum polygono regula r , e ao mrfmo tem-
po a perpendicular abaixada do vertice fob re o plano 
da b:.!(c , paífa pelo centro da mefma bafe : eíta li-
nha fc chama· ri>.· r, da pyramidc. . 

X V. DiagQnal de hum ?olyedro he a linha que 
une os vertices de dois angulo~ fólidos náo adjacentes. 

X V1 . C hamar ~ polyulr'Os fymmetricos a dois 
polyedros que tem huma bafe commum , e síio conf-
u uidos fc:melhantemente , hum acima do pbno da 
bafe ; 9utró ai aixo , com condi9ão que os. vertices 
do angulos fólid oi; homologos · cfl: jio lit:i::idos em 
iguaes diíl:ancias do plano da bafe , fobre huma mef-
ma reéb perpendicular a eíl:c plan . . . 

Por exen:pro , f-:: a reél:a ST (fig. 202.) for 
perpemlicular ao plano ABC , e no ponto O em 
que clla .encontra o pl:rno, cíl:ivcr ·ellu div idid:i cm 
duas p,arte iguacs , as duas pyramides SABC , 
TA BC , que tem :.i bafe . commum Al3C-, fotão dois 
polyedros fymrm.tricos. 

XVII . Du:.is pyramidcs triangl!!ar:s ~á jcm~
lhrwtr:s , quando tem duas face femcl hantes cada 
lmma a ca ..:a huma, ferr. ::! hantemen.te difpolbs , · e 
igualmente inclinadas emre fr. 1 

AITim , fupp01 Jo os :mgulos ABC := D EI"' 
( fig. 203. ) BAC = EDF , ABS = DET, B!\S = EDT , fe a indin::çio elos plar.o5. ABS , ABC, 
for ig1 ;a! 'á de r~us h0molo:o5 D rr:, , DEF 1 ~:i 
py:n1 klcs Si\BC, TDEf , ~t:1;~to femc.. lhamcs, 

,. 

) 
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XVIII. Havendo formado hum triangulo cora 
os \'ertices de\ tres angulos tomados Cobre huma mef. 
ma ace ou bafe df; hum o~edro , fe póde imagi-
nar C!JlC os vertices dos diuererites angu los fólidos 
do polyedro , fttuados fór,a do plano defla bafe , feJáO 
os vertices de outras- tantas pyramides triangulares 
q i: e tem pôr bafe commum o triangu!õ c!eftgnado , 
e cada hurna de!bs pyrami<les determinará a pofiçá 
de cada angulo fóiido do polyedro- a refpeito da barc. 
lflo po!l:o : · 

' D :J!s polycdros são femd!J.anlts quando , tendo 
bafes fernelhantes , os vertiees dos angulos fólidos 
homologos , fóra deílas bafes , são determinados por 
pyramid.es triangulares { melhantes cada huma a ca-
da hurna. ' , 

XIX Cham:m:i vertias de hum polyedro os 
pontos lituados nos vcnices <fiis feus differentes an-
gulos fól1 o~. 

,, N. B. Todos os polyedros qne conftderamos 
são polyedro de angulos falientes ou polycdros con-
vo:os . • Chamaremos aflim a aquelles cuja fuperficie 
nio pó& Íl::r encontrada por huma linha reéb ,cm 
mais <le

1 

dois gomos. Nellas fon de polyedros o 
pl:rno Je huma Í3:cc prolongado não póde CO_!:tar o 
fólido; logo he impolfü-el que o polyedro eflcja par-
te aci.'1'.:1 do pl:!no de huma face , e parte abaixo ; 
elle cllá todo da:. mefma parte dc!lc Qlano. ,, 

PROPOSl~ÁO I. 

T H l: o R E M A. 

D!lis polyedros niío podem ler os mrfmos vaticn 
e 110 111~{1110 n11111ero ft:m coiiicidir lwm com outro. , 

Porque , fupponhJmos hum dos polyedros ja 
confh11id ; fe quizcrmos cont1ruir outro que tenha 
os m ·Íllios vcrtices e no mefmo numero , fcr:í ne4 

elf.1ri que os Imos d e não p.iffom todoi pelos 
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mefmos pontos que no primeiro , pois , 're paffaffem , 
nfo <liffiriria hum do outro : mas então he claro 
que alguns' dos novos planos corta~iá o primeiro 
polyedro; haveria angulos fólidos acim~ d 1les pb-
nos , e angulos fólido· abaixõ , , o que não pó;:! con-
Yir a hum polye<lro convexo ; logo fe dois polyedro~ 

, tiverem os rnçfmo vert_ices e .n..o mefmo numero , 
deveíáo coincidir nece!fariamente hum com outro. 

Sclioíio . Sendo d.i os de po içá o po_ntos ( fig. 
20-i. . ) A , ' B , C , K , &c. , que de\'em fervir de 
\' rtices a hum polyedro, he fac1! defcrever ll polye-
dro. 

EfcoHiáo-fe primei ro tres pontos vi linhos D,. E, 
H, tae~ que o plano DEH palre, fe for pollivel , 
por novos pontos l ' e ' mas deixe tod s os outros 
da mefma parte , tCJdos acima · do plano , ou todos 
abaixo ; o plano DE._ ou DEHKC, a(fim determi-
do , ferá huma face do fólido. Pela direcção de hum · 
dos feus lados EH , conduza-fe hum pl::in que f.,; 
faça girar até encontrar - hum novo verttcc. F, qu 
mais F, I ao mc.-fmo temi;o ; ter-fe-hi b11m:i fegunda 
face que fc1á FEH l9u FEHI. C ntinuc-fe do meC-
mo modo ,, . fazendo p:i!Tar planos pelos lad s achados 
até que o fóli d€> fique terminado de toàas as p:irtes ; 
erre fólido ferá o polyedro ped ido , norque -não ha 
dois que pofsáe ter os mcfmos verticcs. · 

P R O P O S I Ç Á O II. 

T H E o R E M A. 

Em dois jM~yedros fymm~tricos as Ja r:es homolo-
xas são iguaes cada )wmrz a cada humn , e a i11c!i-
11açáo das duas faces adjacentes em hum dos fólidos 

· he igual d incliuaçáo das faces lmnologas 110 o'u-
l ro . 

Séja ABCDE (li?; . 2oc;.) a bafe ~ommnm aos 
<loi s pol edros ; fcjão M e N os vcrtice de dois an-
sulos fólidos quaerquer <le hum dos polyc<lros, M' 
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e N 1 os vertices homologos do outro polydro; fera 
ncccffario, fcgundo a defin.!çáo·, que a reél:as MM'. 
NN 1 ,. fejáo perpendicuiares ao plano ABC e eílcA'.> 
divididas em duas partes iguaes nos i;omos m e n 

'em ' que el!as encontrão efl:e plano. I fio pofl:o, digo 
que a diíl:ancia , MN he igu:il a M 1N 1• 

· Porq!Je , fc fizermos girâr o· tr:ipezio mM1N' n 
em to,rno de mn até o' f..::u plano fe applicar fobre o 
plano mMNn; por caufa àos angulos reétos em m e 
cm n, o lado mM 1 c~hirá fobre o feu igual mM, 
e nN1 fobre nN; logo os dois trapez ios coincidirão, 
e teremos MN = M 1 N 1• 

Sej:i P hum terceiro vcrtice do polyedro . fupe-
rior , e p1 o (eu homolo~o no outro· , teremos do 
mefmo modo MP= M 1P1 e NP = N 1P1 ; logo o 
Jriangu!o IVINP 'Jll~ une I rt:s veriicn quacfquer do 
polpdro Jupáior , /ze igual ao triangufo MINIPI que 
Jme os Ires valias lzomologos f 'Jo outro pol;•edro. 

Se entre cHcs triangulos confiderarmos fómentc 
aquelles que sá formados na fuperli ic dos polyc-
clros 1 podemos j :í concluir q11c as fuper fic ics de dois 
rolycdro,s sio co:npoflas do tnéfmo numero de trian-
gu!us i&uaes c::da hum a cada hum. 

1 Agora digo cu qu fc :ilguns triar.3ulos cllivercm no 
rneímo plano fobrc huma fupcr fi ie, e formarem hu-
ma mef\n fac~ polygon:t , os triang ilo . homoloeos 
e ará cm hum mcfmo plano fobrc a outra lupcrfi-
cic , e formarão huma fa~c polygona igual. 

Co\n clfcit , fcjáo MPN , N PQ , dois tri:ingu-
los adjaFentcs que fuppomos no mcfmo plan6, e f'c-
jáo M 1P1N 1 , N 1 P'Q' , os (cus homologos . Temos o 
;rngulo 1 MNP ví'N 1p1 , o an, ulo PNQ = 
P 1í\/IQ1 ; e fe :.juntaffemo MQ e l'Q1 , o tri:rn.gM!o 
MN Q feri , igual a I' 1 IQI , allim ~criamos o an~ 
gu io MNQ =: M'N'Q1• M:11;, corno IPNO he 
hum fó plano, temos o <mgulo M Q--= 1\1 TP -1-
PNQ. Lng teremos tam cm MIN 10 1 -:= M 1N'P! + 'f''N 1Q1• Ora, fc º' trcs bnos M 1NlP', P 1N 1Q1 , 
M 1P 1Q1 , não fc confun.lilT m cm hum fó , e!les 

r'. 
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nes plano formariáo hum angulo fól id~ , e te-
riamas ( 10. 5. ) o angulo M1NtQt < M1NIPt + 
P' TIQ'. Logo, como cita condição nio tem lugar , 
os dois triangulos M'N'P; , P1 N 1Q1 eíl.áo no mcfmo 
plano. , 

D:?qui fe fegu_e que cada face , quer triangubr .. 
quer polrgona , em hum polyedro , correfpondc a 
huina face igual no outro , e affim os dois polycdros 
ficáo comprehen ide s debaixo do mcfmo numero de 
planos ig uaes cada hum a c:ida hum. 

Refia prornr. que a inclinação de duas face~ 
adjacentes quaefquer cm hum çlos polyedros , lie 
igua l á inclinação das duas faces homolog:is no ou. 
tro. 

Scjáo MP. J , N PQ, doiii triangulos formàd 
fob re a arelb commum NP nos pl~nos das duas 
aces a<ljaremes; fejão M'P'N' N1P1Q1 os frus hc.i-

mologos ; podl!mo~ im~~inar cm N hum angulo fólido 
formado pelos tres M1N 1Q1 , M1N1P1,, P1N1Q1• Ürll 
já demonlhámos que ell:es · angulo~ planos sã· ·iguaes 
t:ada lrnm a cada hum ; lozo a inclinação do dois 
planos M N P , · PNQ, 11c igual . á inclinuç:ío dos fcus 
homolog()s M11 1P1 , P1 1Ql ( 22. 5.) . 

Logo , nos polycdros fymm ctricos , as fac s sáe> 
ig11 :ie1' catla huma a cada hum:i , e os planos de 
tinas faces q11:1efr1uer , adjacente. di;; !:um eles lõl idos, 
tem entre li a m !in:i inclin:içáo que os phnos dai: 
tinas faces l10molog;,1 s do outro fólido . , 

Corollario. Como as pa rtes conflitui ntes de hum 
rílido angu los , lados , incl in:içõcs d:: faces , sá.•l 

iguacs ás partes conílituintes do olitro , po:.lemos con-
cl1Ji r que dois polyedros f y111metricvs são iguae; ainda 
9uc fe não pojsão Jolm:pôr. Porque:: , P.á• ha utra dif-
frrcnç:i dos duis fóli<los fe náb a d:i pofi ç6. tia par-
tes a qu:il n:Í ' lie ffoncial {, grandeza d.is mefrnas 
p:?rtcs . V,rja j e a 110/a \ 11 . 

Schoho. P óde-fc notar que os a1111:ulos falido s d~ 
hum pdlyedro são o; Jy m11re1ricos dof angulos folidor 'º Qll/O JDl}edrc: pt'r quc 1 f..: o naulo Cólid N lte 
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form:ic!o felos pl<rnos i'víNP , PNQ, QNR , &e: 11 
o r ... u homologo N 1 he formado pelo• planos M 1N'P' ~ 

1 1Q1, fi 'I 1 , &e. Eflcs clláo d1fµollos na mef-
ma ordem qua os outros ; mas , como os dois angu~ 
]qs fóli d1Js cl}.áo em fituaçáo inve rfa hum a refpeito 
do outro , fegue-fe que a difpofiçáo real dos planos 
~ue fol"rr.áo o ang ulo fólido NI he a inverfa da que 
tem 1 ugar no ai:ig11 lo homologo N. .ti.lém dil~o as 
inclinações dos planos confocutivos são iguaes em 
hum e · outro angulo fólido. Logo dl:es _ angulos fó~ 
lidos são fymmetricos hum do outro. VPja-fe o -Scho-
Jio da prop. XX II I , liv. V. 

EHa a<l vertcncia prova que hum p?lyedro qual-
quer ntio pode ter mpis de hum polyedro Jymmt f rico. 
P..or uc: , fo conllruiffemos febre outra bafe hum no-
vo p0lyc Ir fymmctri o ao polycdro dado , ~s angu-
los fólidos deíle feriáo fun pre fymmet ricos d'os angu-
los do polyedro dado . -Logo fouáo iguaes aos do po-
] yccl ro . fymm trico coníl ruido (ob re a primeira ba :e. 
Além di io , as taces homolog-as ferpí fcmpre iguaes. 
Logo os polycdros fymmetri os conftruidos feb re hu-
Jn~ ou pu tra bafe , ter áo as faées iguacs , e os ' an-
g11 los fôlidos iguaes ; logo elles coi n ·idiriáo pela fo-
brepoíição , e tariáo hum fó e o mc;fmo poly~dro. 

p R o p 'o s I e Á o .III. 
' 

T H E O R .E M A. 

Doh p1·í(ma r suo iguaes quando tem hum angul 
/61.ido comprrhendido mire Ires planos igu«ts rnfÍ(1 hum 
a cada hum, i: femelh c111 lrmc111t difpofios . 

S<!ja a bafe ABCDE igual á )Jdfe abcdt. , (fig .200.) 
o parallclogrammo ABGF ig11a l ao JJ .ua\lelocrrnmmo 

1 e ~ 
<1t1g1 , e: n p:irallelogr:imn:o BCHG i~11a l ao p:. rnl-
lclogrammo bd1g; digo que o prifma ABC I ferá igu :il 
20 prifrr/a abci. 

•' Porgue, ponln-fe a .l :ife J\RCI E fobre a fua 
igual ati't'dt , e as duas b.ifd c,inci i1 áó ; mas os trc;. 
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.1ngulos plano~ . que formão () angulo fól i<lo B são 
iguaes aos trcs angulos plano que formão o :mau! 
fólido b , cada hum a ca~a hum , a Caber, ABC =abc , 
ABG=::abg , e GBC gbc ; de m:lis efü.s án,sul s ef-
táo femelhantemente difp-0íl:os ; logo os anguh,is fólidos 
B e b áo iguaes , e por confequcncia o !:.ido BG r.: 
hirá fbbre o feu igual bg. Tatnbem hc claro qt!e. 
por caufa dos p<lrallel?grammos iguae~ AJ3GF; al•f,f , 
o lado G F ha' de cahtr fobre o feu 1gna l .ef, e fe-
melhantt:mente GH fobre g li ; logo a lnfe fup · r!or 
FGHIK coincidirá intei ramente com a fua i ,,, ualjg~d , 
e os dois fó idos fe confu_ndiráó em hum fó ; porque 
terá o os mefmos vcrdcc::s ( I ) . L ogo dois pr "/mas_ sá1J 

~ f, 1 V lt O V1. 

iguaes , & -. - ,.. 
Scllolio. Hum prif:na fi ca ihteinmcnte dcterminnd l 

qt:ando fc conhe e a fuá b":i.fe ABCDE , e :i ar ia EG 
he dada de grande"La - e de pofiçáo. Porqu: , fü pelo 
ponto G tirarmo• G E~ igual e p rallcb a AB" G 
ir; ual e paralleb a BC , e no. plano FGH , parnllcl-
JÕ a ABC (13, 5.) defcrc\·crmos o polygono FGHIK 
igual a ABC D E , he claro que todos os. v1:rlicés d:> 
prifma ficaráõ dete rminados . Logo dois pri fmas conf-
tru idos com os mef mos dndos não podem fcr JeÍi,guJes;. 
o que confirma a-propofiçáo demonflr:id::i. 

P R O P O S I Ç Jí, O IV1 

T 1-L E o R E M A . 

-Em todo o paral/dcpipedo ;s planos oppo.fios sã e 
ituau ~ parallrlos . · 

S::gu ndo a definiçio deíle fó!id , as bufes ,A.JJCD, 
~FG!-f (fig. 206.), são paralle logrammos iguacs , e o 
fcus lulos ~ão paralldqs : rcfu pois dcmon(l l'J r c1u e 
a mcfma coufa - l ·~ rn lugar par:t <lu:is f ccs la~eracs 
onoflas co'mo AEHD, BFGC . Ora AD he igual 
e pa rallela a DC , porque a .figura ABCD he hum 
parallelograrn mo; por femelhante razão A E he i ~ual 
e para\kla , a. BF. L' ~o o ;in~ul o UAE hc igu 1 a-> 

1.. 

) 

/ 
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_angulo CEF ( r3 , 5.) ,'e o plano DAE paratlefo a 
CBF. Logo tambem -o parallelogrammo DAEH 1 e 
igual 20 paralldogrammo CBFG. Demoníl:rar-fe-ha do 
mcfmo modo que os paral1elogrammos oppol1os ABFE, 
DCGH são iguaes e parallclos. 

Corollario. Como o parallelepipedo he huqi fóli-
do comprehendido por fe1s 'planos_, dos quaes os op-
pol1os Eáo iguaes e parallclos , fegue-fe que qualquer 
face e a fua oppofta _ fe podem tomar por bafes do 
parallelepipedo. 

Scholio. endo dadas tres reél:as AB, AE, AO, 
não fitu:i.d:is no mefmo plano , e que fação cnttc ú an. 
gulos dados , fe f'Óde fobre eíbs tres reétas coníl:ruir 
h1,1m parallclepipedo; para iíl:o- hc neceffario· tirar pe-
lo extremo de cad reél: hum plano parallclo ao 
pl'2no das outras duas ; a faber , pelo ponlo B hum 
plano parallclo a DAE , pelo ponto D hum plano 
parallclo a BAE , e pelo pon E hum plano paral-
lclo a BAD. Os em:ontros mutuos dclles planos for~ 
maráõ o parallclcpipcdo pedido. 

P R O P O S I C Ã O V. - ' 
T H .E o R E 1\1 A. 

Em to o o páralldepiped1 os anguhs ft; !idiis cp-
11oflos sá~ f>·1111111:tricos hum dr; outro , t as diagonrus 
tiradas pelos vtrlices d;Jles a11gul1u Je crrtáo mutua-
mtnle em duar parta 1g11aa. 

Comparemos , por exemplo , o angulo fólido A 
(fie;. '206.) com o f{'u oppollo G; o angulo EAB igu:iI 
a EFB, tambem he iljual a HGC , o anguto D E== 
DHE::- CGF, e o angulo DAB=DCB=:::HGF. Lo-
go s tres angulos planos que formão o angulo fóli-
do A são iguacs aos tres que torrháo o angulo fóli-
do G , 1:ada hum 'a 'cada hum ; além cliíl:o a fu~ d1f-
pofição hc differentc cm h 1:1 e outro ; logo 1° . o 
dois an?u los fólidos A e G são fymmetricos hum 
do utr°i ( 13, 5.). 
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Em regundo lugar , im~gincmos duas diagonaes 
~uaefquer EC , AG , tiradas por vertices oppól1os. 
CofllO AE' he · igual e parallela -a CG, a figura 
AEGC he hum parallelogrammo ; logp as diagonau 
EC , AG (e cortaráü mutuamente em duas parte~ 
iguaes. Demoníl:rar-se-ha do mefmQ modo que a 
diagoi;ial EC e outra DF fe cortaráõ tambem em 
duas partes iguaes; logo 2, 0 as quatro diagonaes 
fe cortaráó mutuamente em du~s partes iguaes , no 
me(mo ponte , que fe pódc confidcrar como centrei 
do parallelep i pedo. 

P R o p- o s r e Ã o vi. 
' , T H .t o R 1: M A· 

O plano BDHF (fig. 107. / , qqt paffe por d11a1 
11rtjias p11r111/eLas opp as BF , DH , dividi o pa-
rall!l1pipedo A G em dois prifmas triangulara 
ABDHEF, GHFBCD, .fy111mn1·icos hum do outro. 

Primeiro , cíl:es dois fólidos são prifmas , porque o9 
triangu los ABD , EFH , que tem os feus lado11: , 
iguacs e parallelos, sáo iguaes , e _ ao mefmo tempo 
as faces lateraes , kBFE, ADHE, BDH F, são pa-
ral lelograrumos ; logo o fólido ABDHEF he hp1 
1 rifm:i ; o mefmo acontece ao fólido GHFB~D. 
Agora digo que efies dois prifmas são fymmctrico~ 
hum do outro. 

Sobre a ·bi fe ABD fa ç:i,.fc o prifma ABDE ' F1Ht:. ' 
que feja o fymmetrico do prifrn::i A BDEFH. Se ~ 
gundo o que fica demonl1i:ado ( 2. ) , o plano AI3F1E! 
he igual a ABFE, e o plano ADJ1:1EI he igual a 
ADHE : mas fe cornpara'rmos o prifm,.. G HFBCD 
com o prifma ABDH'E'f', a bafe GHF he i g u~l 
a ABD , o parallelogrammo GH.OC , ~ue hc igua l 
:a ABFR., he tambem igual a Al3F'E', e o p:tr.11-
l elo~rammo GFBG, que· lie igu:tl a ADHE , hc 
tambem_ igual a A OH 1E'. Logu os tres pl:inos ~ue 
form io o angulo Iólido G, ·no prifma GHFBCD, 
1io iguaes aos tres planos que formfo o angulo fó-

M 
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lido A no prifma ABDH 'E'F1 , cada hum a cada 
hum ; além di lto eílá <li fpo1l os íi melh:mtcmcme. 
L ogo dres dois · prifmas sáo iguacs ( 3. ) , e p ~>de
riã fer [Jb repol.:>s. : Ias hu-n d.:ll::.s, AB ' !-·f!E'F', 
te fym metrico do prifma ABDHEF ; logo o outro 
GHFBCJ, he tambem o f)mme t ~ico de ABDHEF. 

Corol/aritJ . C o1:10 dois priúnas fymmetri cos ~áo 
igu:ies em fu lidez ( pr. 2. cor. ) , feguc-fe que hum 

nfma triangular- qualquer ABDHEF be metade do 
parallelepipedo con tlruiJo fobre as tres arefbs Al3 , 
A D , AE , que fe encaminhâo ao mef:no angulo 
A: feria tambem metade do parallel epipcdo conlt1ui. 
do fobre trt:s outras are t s BA , BD , BF. 

P R O P O S I Ç Ã O II. 
T H E ·o R E M A. 

Se doiJ paraf!depipedos A , AL ( fi <T. '.208 . e 
'209. ) , IÍ·uer(m huma btije commum ABCD , e as 
juas bafes Jupuiorcs EFGH , I KLM , forem com . 
preht!ndidas em lzum mifmo plano e entre as mifmas 
para/11/n.J , EK , KL, ejles dois paral!dcpipldos /erá o 
1quivalen1es wlre ji. 

PoJem acontecer tres cafos , dos quaes dois ef-
tão reprUcntados pelas fi,gur z:. 208. e 209. , e o , ter-
ceiro teria lugar fe FG fe confuntltifo com I I , 
mas a emonílraçáo he a mef ma para todo· ; di 0 

primeiramente que o prifma trian! ular AEIDH.\l 
hc Í?ll al ao prifma triangular BFKCGL . 

C m elfeito , comn A E he p:ir.tl le la a BF e 
H E a ~1f, o angulo AEl = BFK , HEI= GFK , 
e H E. :- G f 13. De!les feis angu los os trcs pr i-
me i ro~ fo rmáJ o an~ulo fó iilo E , os out ro· tn.:s 
formá o angul fó! i !o F ; logo, co:n os a111r11lo\ 
plano i.á -, ig u e ca :r hum a ca•l.i hum e E:mc-
Jh:intc:mcnte di!"po :1os , fé r~;1c-lc lJ U::: os an ,,.u los íóli . 
cios E e F , ~ ã > i gua::~ . :0r , rc puz.ermos o prií-
ma . E\\1 fob r:: o r rirma l3 FL, e p ri:11..-: ro a bafe 
AEI fo bre a b:ií:: l3 F K , e b s duas bc1f·s que :.ão 
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fguaes hão de coincidir ; e como o angulo fólido E 
he iaual ao angulo fólido F , o l;ido EH cahi1á fo. 
brc 

0
o feu igual FG. N :id:1. rnais · he neceffari para 

provar que dois prifmas háo de coincidir em tod:i. a 
fua extensão ; porque a bafe AEI e a àreíla EH 
detcrmináo o prifma AEM , como a bafe B FK e a 
arcíla FG detennináo o prifma BFL ( 3. ) Logo 
eftes prifmas são iguaes 

Mas , fe do fólido AEL tirarmos o prif m<t 
AE I , ficará o parallelepipedo AIL ; e, fe do rncf-
mo fólido AEL tirarmo3 o prifma BFL , fi ará o 
parallelepipedo AEG. Logo os dois parallelcpipedoS> 
.AIL , AEG são equivalentes entre fi. 

P R O P O S I. Ç Á O VI II. 
T H E O R E M A. 

Dois parallelepip'tdos , .da mefma bafe, e da mif .. 
111a altura são cquivalenles entre Ji. 

Seja ABCD (fig. 110.) a bafe commum aos 
dois parallelepípedos AG , AL ; corno clles tem a mef-
ma ,altura, as fnas bafe~ fuperiores EFGH , I KLM 
cfiaráo no. mefmo plano. D emais o lados EF e AB 
sáo iguaes e parallelos , como lambem IK e AB ; 
logo EF he. igual e p:iraJlelo a I K ; por huma ra-
zão femelhante G F he iguar e p:irallelo :i LK. Pro-
longuem-Íe os lados EF , HG , bem como LK , 
IM , atéq ue h ms e outros formem por íuas in-
terfecções o parallelogrammo NOPQ, he claro que 
cfle p:irallelogrammo feri igual a cada huma da ba.,. 
fe EFGH, IKLM. Ora, íe imaginarmo hum ter-
ceiro parallelepipedo que, com a mcfma bafe inferior 
.A.BCO , tcnh:i por bafe fu pcrior NOPQ , eíle ter-
t:eiro parallelepipedo feria equivalente ao p:irallclepi-
pedo AG ( 7. ) , porque tendo a mefm baíe info-
rior ' as bafes fupcriorcs eaão comprehendidas no 
meímo plano e entre a p:irallclas G~ , F . Pela 
me: fma raz:ío cíl:e tercei ro parai! ·lcpipedo Ít' 1 ia cq11i-
vale1 te ao parallelepipedo AL. Lo!:)O os dois plrallc-

l\l i.i 
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lcpipc:dos AG • AL , , que tem a 111cfina baíc: e a 
mefma altura, sio eq~ivalcntcs entre fi . " 

, 
P R O P O S I Ç Á O I X. 

T H L O !t E M A. 

Tod~ o paralltltpiptdo J' pódc -convtrltr -tm h11!)4 
paralldcpiptd1 reétangulo tquiv altnlt que lenha a mef-
111a 11ll11ra e huma bafe equivalntle. 

Sej:i AG o parallelepipedo propoflo (fig. 2 1 0 . ) ; 
<lo' pontos A, B , C, D , tirein-fe AI, BK, CL, 
DM, perpendiculares ao plano da b:iJe, formar-fe-hz 
cl fie rnódo o p:m11lelepipedo AL equivalente ao pa-
rallelcp ipe<lo AG , e 11jas faces ÍJ.t raes AK , BL, 
&e: fer ão rcforngulos. Logo , fc a bafe ABCD for 
)111m 1 reé!:ángulo, AL feiá o l' arallclcpipcdo rcéhn-
gulo eq11ival cntc <10 parallelepipedo propoflo AG. 

-Mas fe 1\BCD (fig. 21 t. ) não for hu1'!'1 reél:angu1 
lo, tirein -fc AO e BN perpendiculares fobre CD, 
depois~ lQ e NP perpendiculares foh re a bafe , ter-
fe-ha o 1fól ido,. ABNOIKPQ que fer á hum parallele-
pipedo n ;t :ingulo. Com dteito , por tonfh-uc á , a 
bafe ABON e a fu~ oppoíla I KPQ sio reél::ingu-
los ; as faces lateraes tambem são reél:angul os ; por-
<jllC as areflas AI, OQ, &e. ~fo p rpendiculares ao 
pl:l!lo d\1 baf"e; logo o fólido AP hc hum p:::rnll ele-
pipe o rc t:ingulo. M:is os dois parallelc:pipeclos A P , 
AL, l?~>dcm l"er confidcrados coni.o da mcfma bafe ' 
ABKI 1e da merma altura AO : logo ·ão equi,·alen-1 • ,. 

t cs ;. lo~;o o parallelepipedo AG , que fe havia con-
TCrttdo em bum parallelep ipedo c: qui\·alentc AL 
{ fi g. 21

1
0 . C '.H I. ) , fe ac ha de 110\'0 Convertido cm 

1iu :11 p<!.r lL:lepipcdo reél::ingulo cqui\•alente A P , quo 
tc: m a n=. rm· llhura AI , e cuja b:ife ABNO ho 
e ciu1 al .nçc ;i b:lfe BCD. , . 
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PROPOSIC.Ã.0 x.' 
' 

L E li[ M A . 

_ 7oda a Jw;áo NOPQR ( fi g. 200. ) , feita cin 
hum prijm11 por hunr plano parai/d? A qaj~ ABCDE, 
hc igual _á mt?jma bafe. ,· 

Porque ;i.s .par:illel:a AN • BO , CP , ·&e. , 
compréhendid;is entre º' ' planos p:ir:illclos · ABC , • 
NOP , ~ã o iguacs ( 12, 5.) , e aíllm todas ;is fi. 
~uras ABON, BCPO, &e.. são p2ra1lel ogramtl)os . 
Daqui fe' fegue que o lado ON he igual ·a AB, ·op -
a DC , QP a CD , ~ &e. Dem;i. is , os !:.idos i uaes 
sáo parallelos ; foao ( 13, S· ) o ang?lo ABC= 
NOP ; o :.ingulo BCD = OPQ, &e. Logo os cjois 
polyganos ABCDE, NOPQR , tem os ln<lot iguaes, 
~ o~ angulos iguaes c~a hum a c·:da hum; logo ,fo \ 
1guaes. 

J~ROPOSIÇiO 1q .. 

T H 'E o Jt E l\l A. 
1 . 1 ,• 

j)ois paralldepipedos rrflan#-11/rs AG, AL ( fig. 
'lT!l. ) , ']U~ l tf!I a 1?1.ffmn .brjc j\B<!:D , dlào cJ:/rc Ji · 
como as juas alturas AE , AI. 

upponh amos prin eiro que" as alturas AE, A I , 
dlcjii.o entre ll corno dois num ros inteiros , po r 
c: xempló , como . 15 ef1á para 8. Di.vi<l:i-ft: AE em. 
1:; partes igu:ies , <las quaes AI contenh.a 8_ , e pplos 
pomos ele divi ~ áo x, y ,· z ,, ·&e. , tin:m-fe planos pa-
rallc:los á bafe. Efres phnos repartíráó o fólitfo AG 
em r5 parallekpipedos .parciacs que feríio totf:s 
!guacs entre fi , porque tem bafes iguac:s e àltnras 
J!{t1:ies ; bafe s· ~ ignaes , porque toda a fecçáo , com 
MI_ KL , fçita em ]i_um prifma parallel:im ntc á foa. 
~a {e ABCD. , · he igua l á c:íl:a bafe ( 10. ) \ àlt·i1rti 
1gu:ics, {JOrqu efüis a! tl! ras •são a5 mef"m:is ·diriíüei; • 
A.1· , xy, p:. , &e: Ora ~dtes paralell a pipedo~ ie:11:ii.:s , 
S fe contém cm AL ; logo o fólido AG dlá para o 

-, 

, 
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fólido AL como 1 5 cíl:á para 8 , ou em geral com~ 
a altur-a AE eíl:â para a altura AI. 

Em frgundo lugar, fe a razão de AE para AI 
não fe poder exprimir em f)umeros , digo que fem-

,. pre teremos folid. AG :folid. AL : : AE: AI. Por-
que , fe eíl:a proporção não tem lugar, fupponhamos que 
feja foi. AG : foi. AL : : AE : AO. Divida-fe AE em 
partes iguaes , cada huma elas quaes feja menor que OI, 
haverá ao menos h11m ponto de divisão m entre O e I. 
Seja P o parallelepipedo que L~m por bafe ABCD e 
por altura Am ; como as :?!turas A E, Am eftáo ( íl-

trc li como dois numeros inteiros , teremos foi . AG: 
P : : AE : Am. Mas temos, .ror hypothcfc, foi . AG : 
foi. A L : ; AE : AO. Daq 11 refulta foi. AL : P : : 
AO : Am. Mas AO he m2ior que Am ; logo poira 
.que a proporção tiveffe lugar, feria neceífario que o 
!'ólido AL foffe maior que i"; ora pelo contrario, 
}1e menor ; lo_so he impofTivel que o quarto termo 

, da proporção jol. AG : /r;/. A L : : AE: x, fcja huma 
linha m::iior que AI. Por hum femelhante racioci !o 
dcmoníl:rariamos que o quarto termo náo póde fer 
menor que AI ; logo he igual a AI ; logo os pa-
rallelcpipcdos rcébngulos da mefma bafe efl-áo .entre 
f1 como as f uas alturas. 

P R O P O S I Ç Á O XII. 
' T H E O R EM A. 

Dois pnrallelepipedos reéla11gulos AG , AK 
(fig. 213. ) , que tem a mefma altura AE , eflão m-
ire ji como as fuas bafes ABCD , AMNO. 

Ha,vcndo poíl:o os dois fólidos hum a par do ou-
tro , timo a fi gi.:ra os repr~ nt:i , prolongue-fe o 
pl:ino ONKL até encontrar o pl2no D GH na di-
recção PQ , ter-fi -ha tercei ro paratlrlepipedo AQ 
<jllC fc poderá comparar cóm cada hum dos para! Jc. 
1epipedos AG , AK. Os doí fóli<los AG , AQ, 
'JllC tem a mel'ma b:tfe AEHD , ellá entre li como 
as fuas alturas AB, AO; it,rualmentc os dois fólido~ 
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AQ, AK, que tem a meíma haíe AOLE, efiáo en-
tre fi corr.o as füas alturas AD , A. L A!ftm tere-
mos as duas proporções , · · 

jol. AG : foi. AQ: : AB : AO. 
/ol . AQ : (oi . AK : : AD : AM. 

M uJtiRlicando ordenadamente eftas duas pro or-
çóes , e ornmittindo , no refultado , o multiplic:tdor 
comnrnm foi. A Q .' teremos , ' 

fal. AG: jçf. AK: : AB X AD : AO X AM. 
Mas AB X A reµrefenta a bafe A BCD , e 

AO X AM rcprefcnt~ a . bafe Al'vINO. Logo çlois 
rarallelepipedos rcélangulos eia mcfma altura eflá~ 
entre fi como as fuas bafes . 

P R O P O S I Ç Jí.. O XI II. 
T H E O R E M A. 

Dois parnl!e!epi}tdos . reéla11Kulos fJllaifqurr ~p;;, 
111lre ji como os prr;duélos das /uas bafes pelas /uas 
11lt11ras, ·ou como os produ8os dasfuas tres d;mwsõrs . 

Porque , difpondo os dois falidos AG , AZ 
(fig. 113. )' de 11\aneira que as ruas fuperfi cies te-
nl•áo o angulo commum BAE , prolongucm-fc os 
pbnos neceffarios para formar o ten: t:i ro paralleleri-
rcdo AK dá mefma altma com o parallelcpipecto AG. 
Teremos ·pela propofiçáo pn.cedcntc, 1 

foi . AG :foi. AK: : ABCD: AM O. 
Mas os dois parallelepipcdos ~K , AZ que 

tem a . mef ma bafe A MN.0 , elHo entre íi i:omo aa 
fuas alturas AE, AX; ,::dlim temos 

/ri!. AK :foi. AZ: : AE : AX. 
Multiplicanclo eílas duâs. proporções orclernufa-

mcnte, , e ommittin<lo, no refultado , . o muhiplicJdor 
commum foi . A K , te reinos -

frt!. AG :foi. AZ :_: ABCD X AE: Mt~OxAX . 
Em lugar das harcs ABCD e AMNO , rode-

mos rôr AB X i\D e AO X AM, o c
1
11c dad. 

fal. AG : foi . AZ : : AB X AD X AE : AO X 
4M X AX. 
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Logo dois parallel~pipedoi - reél:angulos quaefquer 

efláo entre fi , &c. 
Scholio. D aqui fct fegue que podemos tomar por 

• mepida de hum parallelcpípedo reélangulo o •produélo 
da Iua bafe pela fua. altur.a , - ou o produél:o das íuas 
tres dimeníões. Sobre eíl:e. principio he que avaliaremos 
todos os õut ros folidos. _, 

Para inte llig~nc!a delta medida , lembremo-nos. 
que por produélo de duas ou de mais linhas _fe en-

1tendc o .produél:o dos numeros que rer:efentáo eíl:as 
linhas , e eíl:es nu meros dependem , da unidade ·linear 
que fc pódc tomar arbitrariamente. Ifto poíh1, o pro-
duélo das , trcs dimenfócs de lrnm parallclepipedo he 

'hum numero q11é não íignifi ca nada em · fi meímo , e 
que feria differente íe tomaffcmos outra unidade li-
J)Car. Mas fe · m~iltip li carmos da · mcíma maneira as 
tres dimen(ões de outro par:illclepipedo , av:i\i:mdo-as 
vela meÍll'Ía un.idade linear' os <.iois produ tos eíta1 áo 
entre li como os falidos , e darão a idéa de fua gran-
clczá relativa. 

A grandeza de hum folido, o feu Yolume, ou a 
foa cxtcn!á · , cóníl:ituem o que fe chama fua foli -
dez , e a palavra folidl'z [e emprega particularmente 

· para notar a medida de hum íolido. Aílim dizemos 
<jUC a fo\idez de hu~ parallelcpipedo reétangulo he 
ig ual ao iyoduél:o da fua oaJe pela fu;i. altura ' ou ao 
prodn'tto das fuas trcs dimenfóes . 

. Sendt1 ig11 :ie8 as tres din ensões do cubo , fe o 
)ado for i , ·a folid ez feri 1 X t XI, ou r; ' fe o la-
do for 2 ,1 a folidez fcd. 2 X 2 X 2, ou ~; fc o lado 
f ~r 3 , a folidcz fcr:i j X 3 X 3 , ou 27 , e aílim e1n 
d1 3nte ; defle modo fendo os la.dos dos cubos como 
Q S numerais r, ~' 3, &é. , os cubos, ou .as fuas folidezes 
~ão como 1 º'numeras r' , 8 , 27 , &c: Daqui vem que fe 
charra ena arithmctica cubo de hum numero . o produélo 
que refulr,a_ de tres faélores i(Tuaes a eíl:e numer-o. 

Se <JU1ze ffe mos fazer !mm cubo duplo de hum 
cuho daJo , dercria o lado <lo cubo procurado fer pa-
ra o l do do cubo dado como a raiz -. cubica de 2 
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cfiá para a unida\le . Ora, a ha-fi: facilmente por hu -
ma conflrncçáo gcomctri a .ª raiz quadrada de 2 , 
m:!s não fe póde achar da n efma man ir:i a f a raiz 
cubi~a 1 'ao . menõs pelas fim piices opera, 6es cb. "'e~
metna elementar , · que confif1em em empregar so-
mente tinh:is re~as , das · quaes são conheciJo doi 
pontos, e circulo~ que tem raios e centros determinados. 

Efb difficuldade fez célebre entrn os antigos ,geo-
metras o problema da duplicação do cubo bem CIJlllO 
o da trifrcçáo do angu'!o , que he qoaft . da me(ma or-
dem. Mas ha muito que são conhecidas as foluçõcs 
de que .ão fufceptiveis efbs fortes de problemas, as 
quacs , aindaquc menos fimplices ql}e as con1!n: ções 
da geometria dementar , n.io são todavia nem menos 
exaét:as nem menos rigorofas. 

. ' 
P R O P O S I Ç í ,. O XIV. 

t T II E o R. .[ M A . 

A folidez. de hum p11nd/ /tpipedo , t na grrol q, 
Jolidtr. de hum prij1r.a qual111er , he igual ª' prod1181 
da fua bafe pela Jua 11lh1ra. 

Porque , 1". hum p:n'allclepipedo q11 :i lqucr he 
equivalente a hum parallclepipcdo réélat1g11lo <l:.i mef-
ma altura e de bafe equival · nte (9 .) . Ora :i folidez: 
defle he iguaf'·á Cua bafe multiplicad:i pela fua <ilt11ra ; 
lo ,o a fulidcz do; primeiro hc t~mbcm igual :io pro-
<luéto da fua bafe pela fua alti.rr:i. . 

'2.º Todo o prifma triangulm· hc Il'JC ade de hum 
p:ir:illt:lepipedo. da mefma altura , e de baíc' dupl .i. 
(6. ) . Ora a folidcz defle he igual á fua bafe n u l-
tipli cac!a ptla · fua :ilLu1':1; logo :.i cio prifm,a triangu-
hr he igual ao produéto da fua bafe , met:ide da do 
p:irallelepipcdo , n:ultipli 2rfa pela ÍUét altura. 

3.º Hum prifma qualrp1cr ,fo pódc rep:.irtir em 
tantos pi-ifm :ts trian~u lares · da mcfma altura quantos 
triangulos fe. podc1.<::m form:ir no poly~ono que lhe 
ferre de bafe. I\l:is a fo\idcz de cad:i prirm:i tr ia:igubr 
hc igual ;\ fua bar mu!tiplica:fa pda [uJ altur;l; e, como 

I • 
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a altura he a mr;fma para toclos , fcgne-Íe que a 
fi ir:ma <lc tod s os pri!m:is p~1rciacs fe1á igi.a l á 
frmma de todos os triangulos que lhes fervem de 
b.íes, rr:uitiplicada pc.la altura comrr:nm. Logo a fo _ 
lidez de hum priíir.a yoly5onal qualquer he igua1 ao 
produllo da fua bafe pela fua· ;;ltura. 

. Coroilaria. Se compararn~os dois prifmas q11e tem 
a rn::fm:i aJtura, os produélos tl2s bafr:s pelas alturas 
eliarãn como a · b:i fcs. Logo _ dois prijmas da mefma 
11itura cfáo en/re J c~;r.D a; juas bafes ; poi: h11 ma ra-
zão fr _ c.lh:rn1c rlúÍs Jmfrr.as da mtjma hafc rfiáo en-
tr fi cfima as fuas alturas. · 

• 
P R O P O S I Ç _í( O XV. 

L E M M A . 

f::e !:uma pyramide ABCDf;.
1 
( fig. 714 . ) for cor-

tada f''r hum plano abd parr1/1el!J á baje ; 
1.º Os lados SA, 13, SC , ... e a altura SO ,fi-

'ªr ' ó di'l.'{rlír/ os propr;rcio11almen/e cm a, b, e , ... e o; 
')..r. A fw;fío abc<le fera hum polJgo110 fm11lhante 

á b{Jjt 1B DE. 
Porq.1e r.0 fendo parallelos os planos ABD , 

ald, as f'uas in crfec :õ s AB, ah, por hum tercairo 
pkno SJ\R, ffo pzral!t!as ( 10 , 5. ) ; logo os trian-
gulos ~A, B , Snb, ~o fcm c lh:-ntcs , e t mos a pro-
]101 ão SA : Sa : : SB : b ; t 'riamos do mefmo mo-
~:o S : 

1
:b : : SC : Se , e afl!m por diante . Logo 

t odos os b.dos Sl3, SC , &e., cfláo cortados pro-
po1 ci milrinentc em a , b , e , &e. A altura SO el1:1 

onada 'rª mcfma propor~5o no r n11 to o ; porque J:O 
e bo ão parn llc:l:is, e aílim temos O: So :: ..:B : 'b . 

2 .º Como l'b hc paralkla a . B, hc a BC , cri :t 
CO , & . , o angulo nóc _: ABC , o angulo b.-d = 
FCD , e aííim cm diante . De m. is , os triangul os 
frmcl!1::intcs SP I3, ab; dão AD: ab : : B: Sb ; e 
o trian gulos f1..m lit:intcs SB , S/.c , dfo B : Sb : : 

: bc ·i loí! J\B: ah : : BC: bc ; teríamos do 
lIJCfmo n jodo 13C : Íl c : : CD ; cd , e :ifrm em dian. 
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~e. Logo os polygonos abrde , ABCDE, tem s :rn-
gulos iguaes cada hum a ca~a hum , e os lados ho-
mologos proporcicnaes ; logo sáo r~melh:mtes . 

Corollario . Sejáo SABCDE, SXYZ, du:ls pyra-
mides que tem o Yertice commum , e as bafes no 
mefnw plano , de forte que ellas tenháo a mefma. 
altura : fe as cortarmos pelo mefmo plnno .parallelo 
ao plano das bafes , feja n/Jcde a fecçáo fe ita em hu -
ma pyramide, xyz a focçáo feita na out r:i. , digo que 
as fações , abcde , xyz, ·eflaráo entre fi co-mo es l:a-
fes ABCDE, X. Z . 

Porque, fendo femelh:mtas os I olyeonos A CDiE, 
11bcde , as fu2s , foperficies e!Ho co1 o os quatlr:idos 
dos lados J1omologos AB , ah ; mas AB : ab : : SA : 

1 -z - 2. 
St1; logo ABCDE : abcde : : SA : 'a . Pela m e(. 

- z _ ,, -
ma razão XYZ : XJ'Z : : SX : Sx - . 1vfas , c-0mo 
abcxy::. he hum mcfmo plano , temos tamhrm , 
Sa :: SX ! Sx; logo ABCDE : abcde_i : • YZ : xy 
Logo a~ feccões abcde , xyz , efláo entre fi como as 
tafes ABCOE , XYZ . 

P R O P O S I Ç .í{ O XVI. 
L EM Jll A . 

Seja s nc (fig. 21 ) · ) h11ma /JJWfilllÍde tri(Jfl u-
l~r dn qual S he o vn:tice e J\B C a ha:fe ; (e divi-
dirmos os lados SA, SB , SC , /\ B , AC , BC. cm 
duns parles iguaes nos fJ~nlos D, E , F, G, H , I. , 
e jJor e/frs /1 on/1JS tirarm os as linhos DE, EF , DF, 
EG, FJI, EI , GH ; dizo qur podercm~s co'!fidrrar 
a f1ytam ide S.A. BC , como compqfla de rlo!s p r ifmas 
AGHFDE, EGICFH , rqui'l:nlm tt's entre fi , e de 
duas /Jyramidcs iguacs SD EF, EG 13 I. 

E.m confrqucncía d:.i con fl:n1 cçáo, ED l1c rarnl-
lcla a BA, e GE a AS ; logo a fiimra A DFG fie 
hum parallcl op;ra mo. A fig1:ra ADrH lic 'H'lro r<'-
la m fma r:izáo ; logo as trcs reélas AD, GE , lH, 
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siio igu:w1 e paralldas; logo o fólido AGHFDE qe 
hum prifma e 14, 5·) . . 

. Pro1rart<mos feme:lhantemcntc que as duas figuras 
EFCI, CIGH , são çarallelogr:cmmos , e ;:Him as 

/ tres reths Eí', CI , GH , são 'iguae~ e parallc!as. ; 
logo o fóiido EG 1 CflH hc t;imbem hum prifma . Ora 
cu digo que cfles _dois prifmas trianguiares são cqui-
valentb entre fi. · · · ~ 

Com - effeito , fe formarmos fobrc as ai;efbs G I , 
CE, GH, o parallelepip!do GfC~, o prifma triangu -
lar GErCFH frrá metade deite p:uallelc• ipcdo ( 6. ) ; 
F r outra parte, o prifma AG.HFDE,-he igua l tam-
bem á nµ:tade do p:uallcleFipc.c!o G X ( r 2 ) , porque 
tcp.1 a · mcfc.a 2lttrra , e o tri:mgulo A·GH , bafe do 

riÇma ·, lic rr.et:::c!e -do parallelogr<>mmo GICH (2 , ~ - ) 
hafe lo paralldcpi~edo . Logo os dois· ptifmas EG l CFH, 
AGHFDE , ~Ílô cq11ivalen1cs en ·e fi. 

'.C'lrando cflcs dois J'.FÍÍ~s aa ,pyrarrii<le SABC, 
fido as duas pyramiclcs .:.>DEF , EGBI ; ora eu digo 
qi1c cfb:; 1dua pyramié1es ~àQ iguaes e-ntre· fi. 

Com effcito , os bdos igqes , a fabcT, BE:::SE., 
._ BG=AG=D · ·, EG==·AD=SD; fazei:~ o triangu-
lo . .EEG i ua1 ao trian&ulo ESD. Por hU'Pla razio fe-
mclhant:: e _trjangulo Bt•,I he igual ao trianguio SEF; 
al ém di fto , a ir.din:iç:! r.H!tua dos dois planos BEG, 

EI , lie a mcf'ma qu e a dos dois planes E D , EF, 
porque , BEG faz h m fó pb110 copl E D , da mef- . 
ma ni ~ !'leira que BE1 com SEJ1 . Loj;t'O [e , para effeituar-
mos a fobrer- <>fi\ áO da:; duas pyramides SDEF , EGBI, 
pourmos o t riangu lo EBG !'obre o feu igu1l DE , 
o planó BEI de cr :l cahir fob re o p\ano '~EF;'e ,._ 
mo. os tr i:rng11 lo ElH , SEF, sio iguaes e fcmelhan-
temente difpollcr. , o rcnto I cahii-á e::i F , e as duas 
ll) ramides SDEF , EGBl ,'coincidirá& cm huma fó. 

L og a ryramidc. inteira SABC he compoíhl de 
dois prii"tti:i.s rha11guL rt:.s A ;F , GlF, eqnivalcntes 
tnt.re fi, e <le H.t'i pyr;m!de iguacs ~DEF , EGB I. 

Cr.t:o!l,~rio J. Do \'~rtí e S abaixe-Íe O .pcrpén-
dicular _ io~i r :: o plano A13C , e feja P o, ponto CJJ'l 
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qtie cita perpendicular cn ·ontre o plano DEF para l-
ldo a ABC ; como SD = 1- ,\. , ter;.nios SP == -} ::)0 
( 1 5. ) , e o triangulo DEF == t ABC. Logo a fo iJcz 
cio prifma AGHFDE ==±ABC :k. t SO , e a dos dois 
prifmasjuntosAGHFOE, EGL'CFH .. _=i ABÇ XSO. 

, Eiies dois prifmas ~á'.:> m::n res que :i pyramide S ~BC, 
porque fe con:ém nella ; logo a j olidez de huma pyra-
midc triangul r he "maior que o quarto do protl.u.,to da 
Jua bafe pela Jua altura . · 

Corollari? II. Se tirarmos as reélas DG , DH, 
teremos huroa nova py ramicle ADGH , que ·for;{ igua l 
á pyramide SDEF : porque · podemo pôr a b<lle DEF 
fobre a fua igual AGH ~ · e cotá os angu!os DE , 
SDF, fendo ' iguaes :.ios a.ng!..!los DAG, DAH , hc , 
claro que DS -cahir~ fobrc AD' ( 25 ,' 5 . ~ hol.), e <5 
\'t:rtice S Cobre o ve1tice D . ' ra ~ pyramide ADGH: 
he menor que ·o prifma AGHDEF·, porque fe c.m-
tém nelle ; logo caC:~ huma d:is pyr:unides D EF , 
.EGBI , he menor qne 9 prifma AGHDEF ; lo ;-r a 
pyramiJc SABC , que he comp í~a de duas pyramidc1 
e de dois prif.111.las, he menor l{UC quatro dos me!\11os 
priFmas. Ora a foliJcz de hum ddlc:s prifmai = 
·} BC ,X SO , e o [eu quadruplo = ~ ABC X SO. 
Logo a Joiirlez de qualq11e,r· pyrnmide triangular he me-
nor qut a11utade do produl'to Ja J11a bafe pela Jua a/-
Jura. 

PR O P O SICÃ O 
' 

T H 1 o ll E M ... . 

.A f olidez de hr1f!Ja p11ramide tria11gu lar he igrtal 
ao terco rio produ.,?o tia Jua baft p:la .fun altura. 

Seja ABC hum1 pyra:niue trian~tilar qual 11ucr 
(fig, 215.) , ABC a fua bare, ' O a ÍL1a altt! ··· ; di-
go que a foliàcz da pyramíde ~BC feri igual a.o 
Lerço do produao da fup t: rficic AB ...... pela altura SO; 

. . ·-

, 
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1 
de fo rte que teremos SABC - -ABC X SO ou -

-J -

SO X 1
- ABC. 

3 
Porque, fe me negarem ella propofiçáo , a foJi. 

dez SABC deverá fer igual ao produao de SO por 

huma quantidade maior ~u menor que ~ ABC. 
• 3 

Seja i •0 effa quantidade mai9r , de forte que feja 

SABC = SO X ( !.. ABC + 1) . Se fiz.ermos a mef. 
3 . 

ma conílrucçfo que na precedente propofiçáo , a py· 
ramidc ' ABC ficará di vidida em dois prifmas ·equiva. 
lentes entre fi AG HFDE , EG,ICFH, e em duas py-
ramide i ruae D E F , EGBI. ra a folidez do pri f-
ma A G r DE hc D FE X PO , e a dos dois prifmas 
hc por ·onlequen ia D F E X '2PÜ, ou DFE X SO. 
T irando os dois prifmas da pyramide inteira , o re!lo 
fei á igu~ I ao dobro , da py ramíde SDEF, de forte que 
teremos 1 

2SDEF = SO X (!.. ABC+ M -DFE). 
3 

Ma ·, como SA hc du pla de SD , a fuperfi cic ABC 
I 

hc quadrupla de D FE ( i5. ) , e aílim ~-ABC -

D FE =:± D FE - DFE = ! DFE; logo 
3 • 3 

2SDEF= SO X ( !.. DFE + M ) . 
3 

E por tanto , tomando as metades , teremos 

SDEF = SP X (~ DFE +M ) . 
3 

D oncl fo "ê que para ter ar lidcz da pyramide D EF, 
fc UC\'tr4 ajum:i r ao tc1ço da fu a bare a mcfma fu -
f Crh ic ~V[ qul! já fc havia ajuntado ao terço da b.ir 
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tl11 grande pyrami<le. , e multiplicar o todo pela altura 
SP dd pequena pyramide. 

Se di H.lü-mos SD em. duas iaualmente no pont~ 
K , e pelo ponto K fizermos paillr · o plano KL I 
para\lelo a D Ef , que en ontre em Q a perpenJic~ 
hr SP , a mef..na demontlraçá:J prov,i. que a fild /:. 

<la pyramide SKL~1 ft:rá igual • S~ X (~ KLM 

+ . 3 
~1 } . 
Continuan::lo affi:n a formar hu::i11 ferie de py-

ramides , cujos la.los decref,,..-ã0 em rdlá•J ·:iupl.l, e as 
bafes em razão quatlrupla , d1eg;i re 1~1;>s be:n d.:pre f.t 
a huma pyr:imiue Sabe, cuja .bafe abc ferá menor ·que 
6-:\1: feja · S:.i a altur.:i deil:a ultima pyramide, e a rua. 
foliúez , deduzida das folidcze <las pyramides preced n~ 

tcs, _fei:á Sa X ( f a.>c+M ) . Mas temos M / ~ abc, 
l , l 

e por confequencia - abc + M > - abc ; 1060 fe. 
3 ' z 

ria neccffario que a fo[ijcz · cl:i pyramide Sabe foffe 
maior que ~o X f abc. Refultado abfordu, porque pro-
vámos no Corollc1rio II. d1 propoli~á prcc~ lente, 
que a fol~dez de huma pynmid • triangular he Ceinpre 
menor, que a metad<! do pr duéto d.t fu1 b;1Ji:: pela 
fua altura ; logo r.0 he imp ilivd que a li "dez 411. 

pyrami.Jc SABC .feja maior que SO X !.. ABC. 
j . 

Seja 2.º SABC == SO X ( 
1-ABC - M) , pro-
3 

varemos , com no primeiro :i~ , q 11e a. foliJez da 
pyramiJe SDEF , cujas dirnem ->-.:s sã duas vezes 

1 -menores , he. igual a SP X ( - D~r -M ) ; e, con-
; 

ttnu1ndo 1 Í.!~·i:: d~ pyr.i ,n '. [ ; 1 e 1j s h h s d !:: r .. J,·:.11 
em r.iú dut'b , <ltC: Jw .u t ; r.11 <pl.ll 1.L.: 1· J.Lb_· , Le-

.· 
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temos <lo mcfmo modo a folidez da ultima pyramide 

1 -Sabc=-So X (- abc _:._ M) . Mas formando as bafes 
3 . ' 

ABC, DEF, LKM . . . . abc, huma ferie ilecrefcente da 
qual c:ida termo he o quarto do precedente, cbeg1remos 
bem deprdfa a hum termo abc, igual a 12:vr, ou que fe-
ri comprehendido entre 12M e 3M; então fendo M i~ual 

ou maior que _!_ abc, a quantidade~ abc - M feri 
,. 12 3 

ou igual a 1 abc , ou menor que~ abc ; de . forte que 
·4 4 

a folidez da pyr'!mide Sabe ferá ou=: So X 1- ábc, 
' 4 

- ou <: Sõ X _: abc. Refultado t~mbem abfurdó ; porque, 
4 

feg1111do o corollario I. da propafiçá precedente , a 
fo!idez de ltuma. pyramide triangular he felJlprc 1Ií~Íor 
que o q11arto do proclu[\:o d:i fu:i bafe pela fua altura. 
Logo 2." a folidez <la pyramide SABC háo póJe fcr 

l 
menor que SO X -ABC. 

T 3 • 
Logo em fiin a. folidez da pyramide SABC =: 

SO X 1 l ABC, ou=!.. ABC X SO ,,- conforme o 
3 3 

enunciado do theorcma. 
Coró!lnri? !. Tod:i a pyramide triangular he o 

terço d p1ifma tri;mg11lar eh mefma b lc e d:i meíma 
altura ; porque ABC X SO he- :i folidez do p1 ifma do 
qual A BC ' he a bafo e SO a altura. 

Cora lia rio l !. Duas pyramides triangulares da 
meíma <1 lll1r:i eíti'J eutn: li como as fua bafes ,. e 
clll:!S ry1amid<:s tri.m3ularcs da mefma bafe eiláo Cll-: 
rc li como as fuas alturas. 

1 
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P tl O l> O S I Ç Ã O XVÍII. 

T H E ' Q R E M A. '. 
e;-'gda d pyramid, SABCDE (fig. 2t.f·) ltm por 

mtdida o terr;o do prQduélo lia Jua boj' ABC DE pt-
la Jua altura AO. 

Porq11e , fazendo palrar os planos SEB , SEC • 
pelas diagonaes EB , EC , divjdiremos a pyramide po-
lygonal SABCDE em muitas pyrámides triangularu 
<Jlle terão todas a mefma al tura SO. Màs, pelo theo-
rcma precedente , cada buma de!las pyrámides Je me-
de multiplicando cada huma das báfes ABE , BCE, 
CDE , ·pelo. terço da alt~ta SO ; !0!$0 a fomm:i 
das pyramides triangulares , ou a pyrarn1de poly~onal 
SABCDE ~ te ia por l\11edida a fomma do~ triangulos 
ABE, _BCE, CDE, ou o polygono ABCDE, mul-

tiplicado por 1
- SO. Logo toda a pyramide tem por 

j • 

medí<la o terço do produélo da fua bafe pela fua al-
tura. 

Corolla ·io [. Toda a pyramide he o terço do 
frifma da mefma bafe e tia mefma altura . 

CorollarirJ II. Duas pyr:imides da mcfma altu-
sa e!láo entre fi como as fuas bafes , e duas pyra-
rnides da mefm'a bafe e1láo entre fi como as fuas 
altura5. 

ScholirJ. P6de-fe avaliar a f'Oli <lez de todo o -co rpo 
polyedro, decompond -o em pyramides , · e efb. de-
compofi são fe róJe fazer de muitas maneiras. Huma 
da mais fimplices he fazer paffar os planos ' de divi-
1á > pelo v~Jtice de hum mefmo ang4lo fólido ; entio 
teremos tantas pyramides parciaes quantas forem as 
faces do folyedro, ex1..epto aquel !as que lórn b o iln-
gul1.1 fólido donde partem os planos ac divi~áo. 

N 
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P R O P O S I Ç 'Ã O XI X~ 
T H E O }{ E M A. 

Se huma pyramide for J C1rtada por hum plan1 
para/Ido IÍ fua bafe, o tronco refiante .depois de tira-
da a pequena pyramide , he igual á jomma i e Ires 
pyramides .que teriáo por a/lura comJÍ1um a altura d~ 
/ronco , e cµjas bafes feriáo a bafe inferior .do tran-
ço , a fua boje fuperior, e huma múa proporciona/ 
entre ejlas dua .r bafes. 

' tja ABCDE (fig. 2t7. ) huma pyr:rmide _cc r-
tacla pelo plano abd ,parallelo ~ bafe : feja TFGH 

111uma pyr mide tdangular cuja bafe: e altura fej fo 
ig1:aes ou equivalentes ás da pyramide SABCDE, 
Pdaemos fupp ôr as duas b~!'es fituadas no mefmo 
pl ano ; e então o pl:ino 1bd, prolongado, determi-
n ará r~;i. pyramide triangular huma fecçáo fgh, fitu a-
d.i. na mefma altura acima do pl:mo commum da11 
bafes . Donde refulta que a fecçâQ fgh eíl:á para a. 
fecção abtj. como a ,bafe FGH1 efiá. para a bafe 
A BD ( J 5. ) ; e como as bafes são equivalente , 
;;is fe-cçõ ·s tambem o ferão . Lo.go as pyramidc> 
Saber/( , Tfgh , são equivalentes , porque tem a mef-
ma altura e ba fes eqnivalcntes . . As pyr·amides in tei-
r as ABC DE, T FGH' , !Ião cRuiv:ilentes pela mefma 
r azão ; logo os troncos ABDdab , FGH/1,~, são 
cq u~valentcs , e por confequenc ia baíl:ará dcmoníl:rar 
a prõpo!içáo r,nunciada ~, fó para o cafo do tron o 
de py ra1rndc triangular. • , • 

Seja FGHhfg (fig. 218.) hum tronco de pyra-
mide tria.ngu lar· de bafes parallelas : pelos tres }>on-
tos F , g , H , conduza-fe o p~ano F gH, que cor-
t:irá do tronco :i pyramidc triangular g FG H. Efb 
p ynim1iJe tem por füfe a bafe inferior FGH do 
t ronco; tam bem tem por àl tura a altura do tronco, 
porque o vertice g cíl:~ no pl:ino da bafe fup crior 
fgh. 
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Cortada ella pyramide , ficará a pyr:tmide qua-

drangul:i r g/bHF , cujo vcrtice he g- e a bafe fhHF. 
Pelos tres. pontos, J, g , H , conduza-fc' o plano 
fgH , que repartirá a !?yramide quaclrJngular em du:i.s 
t,ri:rngulares g1'/H, gf/JH. E!ta ultim:. tem por b:ife 
;i bafe - foperior gfh do tronco, e por altura a altura 
do tronco , porque o fcu vertice H pertence á bafe 
inferior. -Affim temos já duas das trcs pyramides que 
deve m compor o tronco. 

Reíla confiderar a terceira gF/H : ora ; fe ti-
rarmos gK parallela a /F, e ima inarmos huma no-
va pyrarnide /FH!<i , cujo vertice he 1 e a bafo . 
FfH ; efb1s duas pyrami.des terão a mefma b. fe 
F;H ; ellas te.tão tambem a mefm:i altura, porque 
os vertices g e K efláo fitoados em huma linha gK 
parallela a F/, e por coflfequencia p:ir !leia ao pl.i-
no da bafe ; logo eftls pyramides s'io equivalentes : 
mas .:i. pyrarnidc /FKH póde fer confidhada como 
tendo o vertice em/, e affim- terá a mefma altu ra 
']UC o tronco. Quanto á fu a bafe_ FKH, digo que 

1 clla hc mçia proporcional entre ª" bafes FGH , fgh. 
Çom effeito , os triangulos FHK fgh , tem hum an ... 
guio igual" F = f, e hum lado igual FK = fg ; 
logo temos ( 24, 3. ) FHK : fgh : : FH : Jh. Tam-
bem t1.1rnos FHG : FHK : : FG : FK ou fg. M .·s 01 
triangulos femelhantes FGH fgh, dáo FG : /% : : 
FH :fh; loo-o FGH: FHK:: FHK :fgh; e afllm 
a bafe FH:i( he meia proporciohal entrf! as duas baw 
fc5 FGH , /gil. Logo bum tronco de py1amide tr :in.: 
guiar, de bafes parallelas , ' equivale a tres pyrami~ 
des que tem por . altura commum a altura do trori-
co , e cujas bafes são á bare inferior dó tronco , a 
fua bafe f uperior, e huma meia proporcional çntrc 
c!tas duas bafes. 
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P R O P O S I Ç .Ã O XX. 

T H E o R L M A. 

Se co;tarmr;s hum prijma triangular do 91111! 
ABC (fig. 216. ) he a ba/e, {1or hum_ plano Dl:.F 
incliliado a ejla bafe , o fohdo A~CDEF , que riful-
ta 1 drjla Jução , Jn á 11,ual á Jom111a de três f) ra. 
mida cujos verlicr:s s1Ío D , E , F, e a bafe. com. 
mum ABC. 

Pelos trcs po os F , A , C , foç:i-íe p:iffar o 
plano FAC , que cõrtará do prifma trun :icló 
AB DEF, a pyramidc t ri ngu ar FABC. Eíla py-
ramide tem por bafe ABC , e por vertice o pon-
to F. 

I Depoi~ de fe::parar cfia ~·ramide , ficará a pyr:i-
mide qu:idrangular FACDE , <1:. qual F he o \ert 1-
cc, e ACDE a bafe. Pclqs tres pontos F, E, C, 
tirc-fc mais hum plano FEC, que dividirá a pyra-
n.ide quadran2ular em duas pyrami<les triangul:ires 
L\C • , FCDE. 

A py1, mide F AEC , que tem por bafe o trian-
gn 0 AEC e por verticc; o ponto F; hc equivalente 
<:1 h11ma p r:imide Ei\BC , ue teria por b:iíL: A_ C 
e por vcrtice o ponto B. Porque eflas duas pyrami-
dts tcin a mef ma bafe; ; tamlicm tem :i mcL1i.t al111-
ra, porque a linl1a BF , que he para!lela a cada h11-
m ;,i das linhas AE, CD , h parallc:la ;:o fcu p 11 ,0 

E ,; logo a pyramic.le F Al•;C bc equivalente a pf -
ranll(IC E e ' a qu::il J•Ó !e fer con íid(.J ac.12 como 
tendo por bafe AEC , e por vçrtice o ponto E . 

terccir..i pyr;m 1éc FCD ~ , fc pú<le e n ert»r 
primei ro em AFCD ; porq 1 sfb duas pyr:m1idc. 
tem a m fm :i b2fe FC , e tamb m tem a ml'Ít a 
alt1:r:i, porque AE b· p:ir:dkb c..o pbno F D; 
1<" .:o p) rõl nice .F D E lie t:ciui · ~le::nt · :i AF D. 
Dcpci~ a P} r. mide AFCD fc; rbJe comencr e1 
ABC[I); por.pie el s duas p r:imiJt:s tem a b fe 
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rnr.iimim _\CD ; tamh.:.m m a mef1 :t altura, p r-
:.e O> fNs \cni:es F e U c!!áo hrt!r.• ns fo1,re u-

m<1 p:i::illel:· ao pTJno d.: ba!e. Ln~ ó i pyr:nni .e 
FCDE , eq}1ivalenre :i AFCD , tam~'Cnl he equin-
lentc a ABCD : ora ella J·Ófo fer conf\..!erad:i - e mo 
tendo por bafo ABC e pqr vertice o pon o D. 

Lo>So em fim o pr:íma truncado ABCQ.;:F l'e 
igual á fomma de tres pyrami~es 9ue tem 1~or bate 
commum ABC,, e cujos vertices sao refpeéti\'amen-
te os pontos D , E , F. ' 

Corollario. Se as arefl:as AE , BF, CD , forem 
perpendiculare5 ao plano da bafe, ellas ferâ.o ao mef-
mo Len~po as alturas <las tres pyramide~ que 'com-
pocm o prifma truncado, de forte que .. ª folid(lz qp 

pri fma truncado ferá expreffo por ~ ABC X AE 
3 

' 1 l + - ABC ,. X DF + •-ABC X CD , quantidade 
l ~ . ' 

que fc reduz a !.. ABC X ( AE + BF' + CD-). , 
~ . 

P R O P O S I Ç Ã O XXI. 
, 

T R E o R E M A. 

D uas pyramides 'triar.guiares J emelhantes tem as 
faces IHni r,/QgaJ f cmelhanlcs , e os an,glilos falidos hQ-
molottn iguau. 1 · 

Segunrlo a definição, as dn::is pyramide 1riangu 
lares SABC , T DEF ( fiis. 203. ), , ão frmelhantes , 
fe os dois trianguJos SAB , ABC; si femc]l1untes 
aos dois TDE; DEF, e femelhantemC'nt . difpqflo·s, 
que r dizer' , [e tivermos o an;!ulo · A P.S .:.:.... DET, 
BA' =E.PT, ABC= OEF: BAC-:= 1:'.Df, e 
fe além diílo .a incl ina dí dos ]>bn s AB, ABC 
for igual á dos planos T D E , D EF. I!to poJlo , cH-
go que eíl:as pyramidcs tem roda~ as faces L r.i ·lbn-
tcs cada huma a cada huma , e os angulos fuli os ho-
Ptologos igu:lcs. · 
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Tomc-fe BG-=: ED, BH = EF, BT = ET; 
e ajunte-fe GH, GI ; IH. A pyramide TDEF he 
il!ual -á pyramitle .I G BH , porq11e , tomando os iados 
(;B, BH, iguaes aos lados DE, . EF, e o angulo 
GBfI fendo, por hypothefe, igual ao .angulo DE~',• o 
triangulo GBH he igual a D~F. Logo para effei-
tL ar a fobrepofição das duas py.ram1des , podemos 
pôr a bafe DEF fobre a foa igual GBH ; depois, 
como o Rlano DTE he inclinado fobrc DEF quanto 
o plano SAil Cobre ABC , he claro que· o plano 
DET cahirá indefinidamente fobre o plano BAS. 
Mas , por hypothefe , o angulo DET = GBI ; 1060 
ET cahirá ~brc a fua fgual BT ; e como os quatro 
pontos D ,- E , F , T , coinci1em com os_ q1mtro 
G, B , H , 1 , fegue.-Ce ( I) que a pj·ramide T DEF 
coincide com a pyramid<: ICBH. -

Ora, os trian~11los iguaes DEF , GBH , dáo o 
angulo BGH = EDF = BAÇ ; Joao GH he pa-

, rallela a AC. Por huma razio femelhante G I he 
parallel:i a A ; Jogo o plano IGH he parallelo a 
SA C ( ,13 , 5. ) . Daqui fe fegue que o triangulo 
IGH , pu o feu igual TDF , he femelhante a AC 
( 15.) , e o triangulo IBH, ou o feu igual TEF, 

,he feine;thante .ª SBC; lo~o as duas pyramid~s trian-
gulares femdhantes SABC , TDEF; tem as quatro 
faces f ernelhantcs cada hum a a cada hum a : e além 
cÍifto tem ós angulos folidos hómoiogos iguaes . 

Por:qu~, já púzcmos ~ angulo falido :E: fóbre o 
fe11 hom,ologo B , e poJenamos fazer o mefmo aos 
outros dois angulos fólidos homologos : mas vcrr.os 
immedia1[amente q1Je dois angulos folidos homologos 
síío iguaes, por e emplo, os angulos T e S , porque 
são torma<los por tres ang11los planos iguaes cada 
hum a c:ada hum , e femclhantemente difpoíl:os. 

Logo duas pyramides triangulares femelhantes 
tem :is faces homologas f emelhaotes e os angulos foi idos 
homolo~os iguaes. 

Corollano !. Os triangulos fernclhantes nas duas 
pyramid~s fornecem ;is proporções AB _; DE : ; BC ; 
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EF : : AC : DF : : AS : DT : ; SB : TE : : C : 
TF ; logo nas- pyram1des triangulares Jmulltar.ta , oI 
lados lwmologos ·são proporcionaes . _. 

II. E , como os ahgulos folidos homologos siio 
iguaes , fegue-fe que a i11c/i;1açáo de duas faces 
91iaef9uer de huma pyramide he igual ' á i11cli11açáo 
das duas 'faces homologas da pyramide femelhanlt. 

III. Se cortarmos a pyramide triangula-r SABC 
por hum plano GIH, para.llelo a huma das faces 
SAC , a pyramide parcial ·BG IH ferá femelhant á 
pyr:imidc inteira BASC . Porque os triangulos BG I , 
BGH, são femeJhant s aos triangulos BAS, Bf\ C, ca-
d:i hum a cada· hum , e femelhar.temente d1fpollos ; ,a 
inclinação dos feus planos he a mefma em a1'iba as 
partes ; logo as duas pyramides são femel bantes. 

IV. Em ~era! , Je cortarmos ~111na pyramide "' 
qualquer SABCDE (fig . .2 J4.) por !tum plano ahc<le- , 
parallt!lo á bafe, a Pjramide parcial abcdc Je1á Je-
111dha11Le á pyramid1 mteira SABCDE. Porque , as 
bafes ABCDE , atcde sáo fcmelhantes , e ajuntando 
AC , ac , a abamos de provar que a µyramide tr üin-

ul ar SABC l1e fernelhante á pyramide Sabe ; 1< go o 
ponto S eltá determinado ácêrca da bafe ABC co-
mo cílá o ponto S ácêrca da bafe ahc ( dcf. r 8.. ) ; 
logo as duas pyramides SABCDE , Sahcde , sã fe-
melhantes . 

Scholio. Em vez dos cinco d:idos qne requer a 
definição para :i. fcmel hança de duas pyramidcs tri an. 
gu iares, poderiamos fubfütuir outros cinco, fegundo 
dilferentes combinações, e daqui ref1tl ta ri:io outros 
tantos theoremas entre os quaes fc cl iflingue o fe 1in~ 
t e : Duas jJyramides tri(mgu!a res são Jeme!hanld quan-
do tem os lados hoinologo;· porfiorcionars. 

Porque , fe tivermos as pr porções ( fi . º1· ) 
Aíl : DE : : RC : EF:: AC : DF: : AS: l T: : 

B: TE:: C: TF, o que abrange cinco con.di ó : s ;' 
o. triangulos AJ3S, ABC, feriio femd hantcs aos tr•10-
g11los DET, D EF , e femdh ntementc difrollos. T e-
remos t;unbcro ' o triangulo SBC fcmt:lhantc a TE~' ; 
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}ogo ns tres aniu!os planos q 1e formão O angulo (o* 
lido B ,fe1 á > i,guacs aos angulos plan0s que formão o 
a ngu lo fol i.:lo E , cacta hum a cada hum .; donde fe 
fcg11 e que a incl ina áo dos 'planos A.B, ABC he 
igual á dos fetts hom<>logos TDE, DEF, e por tan-
to as duas pyramides sá femelhantes. 

P R O P O S I Ç Ã O XXII ~ 

T J.l E .. O R L M A. 

D oi r polyedros feme lhantu tem as faces homolo-
~as juMlhantes , e os angulos f alidos hom o ogo1 
zg!l.at · . 

eja AI:CDE (lig.219 .) a bafe de hum r olyedro ; 
ft ~ á0 M e N os venices de dois an.15ulos fol i lo~ , tó:a ddh 
b .: íe , determinados pelas pyr:imiJes t rirngul.tre' M AE C, 
N AI C , cuja baíe comm um he A BC ; fc: ão no ou -
t ro polyedro , abcde- a bafe lionfologa ôu fcmel hantc 
a ABCDE , m e n os vert ices homologus a M e 
N , J1:1 c\m i11ados pelas pyrami lcs mahc , nabc , [e. 
rncl hantc á pyram ides MALC, N i\BC ; digo pri-
mei ro que as di 1l:ancia~ MN , 1r.n , si .> proporcionaes 
aos Li los homologos AB , ah. 

C r1 m cffei to , fc:n Jo femelhantes a~ vram; . e~ 
M P BC, malte , a inclínal b dos )Jlanos M AC, BAC 
ltc i ~ual á dos planos moe , Ót1 c : igua\m.! nte , fend:> 
fi mclhant1;s a py romides N ABC , na~c , a inclina-
ç·'1 do rLlnns N .. C, BAC he igual á dos planos 
nac, Úct.: . Logo , fc tiram'! s a~ primeiras inclina-

ó ~ das tiltima5 , fi ,!J á a inclina' á) dos pbnos 
N A.Ç, M AC , ig11:il á dos planos nae, mac. M:is, 
p nr c:iu ÍJ cl.1 í..:melh:1nça d.i s meímas pyramides, o 
trian 1~ 11\ •1 r-1 e lie frmelhante a mac , e o tri:ingu-
lo r AC hc fem lh 11 e :i nac. Logo a~ duas pyra-
mide tri~n,;u l a rc s M f!(C , 111nae , tem duas faces íe-

clh::ntcs L da hu1n:i a cada huma , femelhantemen-
h' <lifrl)lta · e i1111 al :ncnte in li nadas entre fi. L o:.ro 
c{l 3 ) ·:1 i 1.. ~ ~fl o fe1 elhar. tcs ( 21. ) , e os f1.u1 
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lados homologos dão a - p1 opor áo MN : mn : : A M : 
am. Além dilto AM : am : : AB : aó; logo MN : 
mn ; : AB : ah. , 

Sejio P e p outros dois vertices homologos <l'ls 
mc:fmos polyedros , e teremos femelhantemente PN: 
pn : : AB : ab , PM : pm : : AB : ab • . Logo MN" : 
mn : : PN : pn ; : PM: pm. Logo o triangulo PN:vt'. 
IJUI! ajunla Ires ·uertices q11aejq1ur de hum polyedro • 
he jemelhan!e ao tria.ngulo pnm iJUe ajunta os Ires 
valias homologos do outro p olyedr". 

5ejáo ainda Q e q dcm vertices homologos , e 
o triaogulo ºPQN fed femelhante a pqn. Di~o mais 
9ue .a inclinação dos pl.inos PQN , PMN, he igual 
a dos planos pqn, pm11. 1 

Porque • fe ajunt rmos Q\11, e 'lm , teremos o 
'friz.ngulo QNM fcmelhwte a qnm, e por con{eq11c n-
cia o angulo QNM i15ual a qn.m. lm.1gi ne.fe em N 
h11m angulo folído iorm adq pelos tres ang11los pb-
nos QNM, QNP, PN 1, e crrr n hum !!ngu lo ío-
lido torm:ido pelos tres angu los planos qnm , qnp , 
pnm ; como efles angu los planos são i ~uaes cad.i hum a 
cada hum , feguc.fe 4ue os angu los fulid os sá > iguaes . 
Logo a indinaçâo d s dois planor; PNQ , PN M , 
he igual a dos feus homologos pnq , pnm . Lngo , íe 
~s dois triangtílos PNQ, PNM, efliveffem no mel'... 
mo plano, cafo em que feria o angu lo Q NM = 
QNP + PNM , teríamos rambem o angulo qnm -
9np + pnm , e os dois tr iangulos qnp , pnm ellariio 
tambem no mefmo plano. , 

Tudo qnc fica ·dcmon íl: rado tem lu ga r , quaef-
quer que fej ã'1 m angulos M , N, P , Q , compa-
rados com· os feus homologas m, n, p , q. 

Supponhamos agora que a f1 perficie de hhm 
dos polye<lros feja repartida em tr iangi1 los ABC , 
AC D, M'NP, NPQ, &e. , he claro qne a fuper. 
ficie <lo outro polyed ro comerá hum ig \! l l numero 
de tri a1'gulos de, a(d, mnp, npq , &e. femelhante~ 
e femelhan:emente difpofl"s ; e fe muitos triang11los > 
como MPN, NPQ, &e. , pertencerem a hu:n.a 
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roefma face, e cfüve_rem cm hum 111efmo plano , º' 
fcus homologos mpn , npq, &c. eHaráo i gualment~· 
cm hum mefmo plano. Logo toda à face polygona 
cm 'hum polyedro correfponderá a huma face- polygo-
na femelhante no outrô polyedro. L ogo os dois o-
lyedro;; eíl:aráo c.omprehendidos debaixo do mefmo 
numero de planos femelhantes e fen:elhanterncnte 
difpoíl:os. Digo mais que os angulos falidos humolo-
gos feráo iguaes. 

Porque , fc o ao.guio folido N, por exemplo , 
be formado pelos angulos planos QNP , PNM·, 
J'víNR , QNR , o angulo folido homologo n fe 1á 
formado pelos angulos planos qnp , pnm ., 'mnr , qnr. 
Ora efres angulus planos ão 1guae. cada hum a 
cada hum , e a inclina ção de dois planos. adjacentes 
hc igual á dos feus homoloWJ,.S · Logo os dois an-
gulos folidos são iguaas , porque fe pod~m fobrep ôr. 

Logo finalmente do is polyejlros femelhantes tem 
as faces homologas fenrnlhantes e os angulos falidos 
homologc1s íguaes. 

Cor4Jlrrrio. Segbé-fe da demonfhaçáo pºrecedente 
que fe, com quatro vertices de hum polyedro·, for-
marmos huma pyramide triangula r , e· formarn1os fe-
gunda cpm os qLiat ro verticcs homologos de hum 
polyedro femeThatite , as <luas pyramides feráo femc-
lhantes ; porque te1 áo os lados- homologos propor io-
naes ("<ir. fch. ) . · . 

He claro tambem que · duas diagonaes homolo-
gai ( 17, 2. ) , por exerrwlQ, AN, a .. 1 , cílio entre: 
ú como dois lados homologas AB , ab. 

r R O P O S I <; Á Ó XXI II. 

T H !! o R R ?11 A. 

D oí{ polyedros J eme!hanfes /e podem repartir rro 
mefmo 1w111ero de pyromidu tr:'angulr.ri:s Jemdlw11tes , ' 
tada hunya n cada h1pnn , e fwrelhrrnlemq1te difpo/las. 

Porre já vimos que a• f qierficies de dois po· 
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lyedros fe podem repartir no mefmo numero de 
"t ri:ingulos fcmelhantes , c:.4:i hum a ad hum , e (e _ 
melhantemente difpoHos . Coníideremos todos os trian-
gulos de hum polycdro , excepto aquellês que fórmão 
0 angulo fólido A , comó a bafes de outras tantas 
p Tdmides triangulares que tem o vertice. em A , ef-
tas pyr:1mides juntas comporáõ o polyedro. Reparta-
fe do mefmo modo o outro polyedro em pyramides 
que tenháo por vertice· commum o vertice do angu -
lo a homol-ogo a A . He da ra que a pyramide 'que 
:ijunta os quatro vertices l}omologos de hum polyo-
dro fi rá Cemelhante á pyiamidc que une os quatro 
vertices homologas do outro polycdro. L ogo dois po-
lye<lros fernethantcs· , &c . 

P R O P O S I Ç Á O XXIV. 

T ~)E o R E M A. 

D uar pyramides f cmelhanli!s efláq entre ji como 19 
rubos dos lados · homologo r. 

Porque , fendo femcll1antes ellas duas pyramides , 
(fig. u+.) poderemos pôr a menor fobre a maicr de ma-
neira que fig uem tendo o an,gu lo fólirlo S ccmmum. Em-
tfo as bafes ABC DE, abcde , ferão parallelas ; porque , 
~orno as faces . hor;nologas são femelhantes ( 22 . ) , , o 
:rngulo Sab he igua l a SAB , e ~bc a SBC ; logo o 
plano abc ·hc parallelo ao plano ABC (13, 5.). ff-
to poíl:o , feja S8 a perpendicular abai ·ada do verti-
ce S fobre o plano ABC , e fcja o o pont;t> em que 
eíl:a perpendicular encontra o plano 'abc ; terem.os , 
fegundo o que já demonfl:dmos ( r 5. ) , SO: So: : 
SA: Sa: : AB : ab ; e por éonrcquehcia 

J l . 
1 

- SO : _ So . : AB : ab . 
3 3 

Mas as hafes ABCDE , abcde , são figuras fcmelhan4 
tes , e dáa 
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ABCDEI: abcd• : : AB 2 
: ab . 

2 

Multiplic:mdo cila duas proporçGes termo 
refultará dar ..ií a proporçio 

por termo, . 
I . ' l -3 3 

ABCDE X -SO: abcde X -:.. So: :J\B : d. 
3 3 

I ora ABCDE X - SO he a 
3 

foli ez da pyramide 

SABCDE ( 18. ) , e abcde X 1-So he a <l:i pyrami-
3 

de Sabcdt: ; logo du as p rami es f'c.melhantes ell á-:> en-
tre 1 como os cubos <l os fcus lados homolog;)s. 

P R O P O S I C Á O XXV. 
' 

f ' 
T H p; o R E M A. 

Dois .Polyrdros Jemellzanles ejláo entre fi como o; 
cubos dos ' latias homologos. 

Porc1ue clois poiyedros fcmelhantes podem fcr re-
. partidos no mefo; o numero de pyramides triangulares 
femelh::mte·s cada huma a ada huma ( 23. ) . O ra as 
d11 a pyramidt:s femelhantes APN M ( fig. 219. ), apnm , 
cfláo cntr1

1
e [i como os cubos dos lados homologos 

AM, am , ou como os cub(ls dos lados homologos 
AB, c_1b • .A mefm1 razií terá lugar entre .outras du:is 
pyram1des l1omologas quaeíquer ; 1 go a fi mma de 
toda as pyrarnides que ompóe hum polyedro, o;.i o 
m eímo polycdro , e íl á para o ontro polyedro como o 
cubo de hum l:tdo qu:dquer do primeiro e!lá para o 
cubo do lado homologo do fegundo. 

1 

Scltolío geral. 

Pódc-Ít! rcpreíentar em termos algcbricos, qi1er 
diLer , d, 11 • n.:ira ~.!is fo · ~ii t, , a ·rccapitub~:b d 



sos 
principae!j propofiçóes clef1e livro <Ícerq das foliclezes 
dos poiyedro$. 

r S 0 ja B a bafe de hum prifma , A a fua altura' ' 

L1v1to Vlf. -

a folidez do prifma ferá B X A ou BA . ' 
Seja B a b::iíe de huma pyrarnide. , A a fua altu-

ra ; a folidez da pyramide f~rá B X_:_ A , ou A X ~ B 3 ) , 

ou.:_ BA. 
3 

Seja A a altura de hum tro 1co de pyramide de 
bafes parallelas , fcj:io B t: B 1 eítas bafes ; V BB' fe-
rá a meia propon.:ional entre ellas , e a folidez do 

tronco ferá .:_A X ( B+ B'-\- \/"BB1) . 
3 

Seja B a bafe de hum tronco de priíma trian-
g ular ; A , J\1 , A", as a!tur;is dos · feus tres vertices 

fupcriores, a folidez do prifma truncado ferá 2 B X 
~ 

(A f- A 1 +A"). 
Sejão finalmente P• e p as íolidezes de dois po-

Iredros femelhantes, L e t doiS" lados bomologos def-

tc.s polyedros , teremos P : p : : J_.l : t. 3 
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E S FERA. 

D E F l N Í 'Ç õ .E i. 

I 

1. E Sfera he hum .fól~Jo terminado por hu. 
ma fuperfici e curva , da qual todBs os pontos são 
igualmC1if e cliftantes de hum ponto interior que fe 
chani'a crntro. 

P ódc-fe imaginar qJJe á esfera he prodúzida pe-
la revoluçfo do femi-circul~ DAE (.fig. 220.) em 
yorno do diametro EE. Porriue a fuperficie ckfcrita 
nefle moyimen to pela curva DAE , terá todos os feus 
pontos em igual diflancia- tio centro e. 

11. Rai1 ds 1sfira he hum:t linha reéb tirada 
do cefltro a hum ponto da fup erfisle ; -d~am1tro ou 
úxo he ruma linha que palfa pelo centre e termina 
de huma e outra parte na fuperficie . . / 

Tod,os os raios da esfe ra sáo iguaes ; todos O! 
diametroi'' são iguaes e duplos do raio. ' 

Ili. monfl:raremos "(pr.i. ) que toda .a · fec~ 
~ão da esfera , feita por hum pbno , he hum circu-
lo ; ifl:o .IEoflo , chama-fe circulo 111aximp a fecçáo que 
palfa pel10 centro , e circu/fJ mtnor a que náo palfa . 

IV. Hum plano he tangente á e fera quando 
tem hu j ' fó ponto commum com a fua fúperficie. 

V. Pólo de hum circÚlo da esfera he hum pon~ 
to da fL,1perf1cie igu;ilm ntc difiame de:: ·todos .. os pon~ 
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~tos da circumfcrcncia deite circulo. ' l\líõftrarcmos e pr. 

6. ) que todo o cir ulo maximo ou menor fempre 
tem dois pólos. · 

VI. Triangulo esferice, he huma parte da fu-
perficie da esfera ' comprehendida por trcs arcos de 
circu los rna-ximos. 

Eitcs arcos , que fe ch_amSo fados do triangulo , 
fempre fe. fu ppõe menores ~ que a femi-circumferencia. 
O s angulos que os feus pl incs fazem entre fi' são 
os ani.;u los do triangu lo . 

VII. 1-~om tr iangulo esferico toma o nome di: 
re8r.ngulo, ifoscdes , eq11ilauro, nos mefmos c:ifos que 
bum triangulo reél:ilineo. 

VÍII. Polygono esfcrico 11e liuma parte da fu-
perfi cie da esfera terminatl:i. por. muitos arcos de ' cir-
culas maximos. 

IX. Fujo he ~ ~rtc . da fuperficie da esfera com- ( 
prehenôida entre d is fcmi - circulos maximos , que ter-
mináo em hum diamet ro comm'um, 

X. Chamarei cunha ou unha esferi<a a parte 
do fólido da e3fera comprehendida entre os mcfmos 
Jemi-circulos maximos , e á qual o fufo ferve de bafe. 

X. Pyramide esferica . he a parte do fOlido da 
es~era comprchendida entre os ,planos <le hurr; aAgulo • ; 
Iólido qu_e tem o vertice no centro. A hafe da pyra-
mide he o p-olygono esferico , intercepto pelos mefmos 
pl anos. . 

XII. Chamá-fe zona a parte da fuperficie da 
esfera comFrehenrlida entre dois plano~ parallelos qu=i 
são as fuas hfl-f es . Hum deíl:es planos pód_e fer tangen-

' te á esfera, e entáo a 7,on:i tem fó huma bafe. 
XIII. Segmento esfaico he. a porção do fólido 

d-a. esfera com pre 1endid:i en~re dois plar.ios paralleloa 
que ~ :l') as ruas bafes . 

Hum de!les µ!anos J>Õ:le fe r tangente á esfera , 
e então o fegmento esferico tem fó huma bafe. 

XIV. Eixo 011 altura de h11ma z ona ~de hurn 
fegm::nto hc ~ diíbncia dos dois planos parallelos que 
6ào a& qafes cb z.ona; ou do_ feim::nto. 
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XV. Em quamo o femi-circulCl DAE (fi g, 210 J 
girando cm to1 no do diamdro DE defcreve a estcra 1 
todo o feélor cln.uldr , como DC F ou FC H , dcf. 
crcve hum fó lido que Í<:: chama Jetlor esfericrJ , 

P RO P O S IÇ. ÃO I. 

T H E O R E M A . 

T'oda a fe;ção da esfira , feita por hum plano , 
he lum circu10. , 

1ja AMB (fig.221 .) a fecçáo feita por hum pi:!. 
no r ~ ! ra e ujo e nt ro he C. Do- ponto C tire-fe 
<1 r -q.c11di ular CO fobre o planu AMB , e differen-
1 ~ l•1 has CM, CM , a difftre1 tt:s \)Ontos da curva 
A1 lB, que tc1n.ina a fec11áo. · 

As ob liqt"as CM, CM, CB, ~ão iguaes , porque 
~b r::iios da e~fcra , logo efláo ii:,ualmente c1itbmtes 

.1 peq ndicul,1r CO ( 5 , 5.) ; logo todas as linhas 
l\i , OM , O B ~áo iguaes ; logo a ft:c 'ráo AMB he 

J un < i! ·ulo que tem por centro o ponto O. 
Cornl!ario [. Se a ÍcC\ áO pa!ldr pelo centro da 

esfera , o feu raio fc:t á o raio da esfera ; logo todos 
os Lir ·11los maximos ·~ão iguaes cnt1e fi . 

I 1. Doiscir ulos rnaximos fe cortáo em duas par-
tes i~uaes; porque a fua interíecçáo commum , que 
pífa pelo entro , he hum diamuro. 

II J. Todo o circulo maximo clivide a esfera e 
a fua f,liperficie em duas partes iguaes ; porqut: , fc 
-Oepois \it: fepararmos os deis bemisferios , os appli-
carmos fobre a bafe commum voltando as fuas convexi-
<iades da mefma parte , a·s duas f1 :perficies coincidiraó 
}111m'a com out'rn , ois a não fer aílirn , haveria pon-
tos lT'ai:s prnxirnos do entro huns do que os outro~. 

IV. O entro de hum cireulo menor (fig._2t.) 
e o da sft.ra efláo em h m~ mefllla rtéla perpe::nui-
cular ao JJ!ano do circulo menor. 

V .
1 

O t:i 1 tdo menore são tanto mais pequenos 
quanto mais difláo do u.:11tro da t:sfértl; i-orque u::n. 
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co maior for :i diftancia CO , menor ha de í'cr a cor .. 
da AB, diametro do circul menor Al\tlB. " 

- VI. Por dois pontos dados fobre a luperficie da 
esfera , fe póde fazer paffar hum arco de circulo ma. 
ximo ; parqué os dois pontos dados e _ o centro da. 
esfera são tre.s pontos qúe determináo a poíiçáo de 
hum plano. Entre tanto , fe os dois pontos dados cf-
tivelfem nos extremos de Q.um diametro ' entio efles 
dois pl\ntoi; e o centro eftari~o cm linha reéh , e 
ha eria huma infinidade de circulos maximos que po~ 
•efrcm paif ar pelos dois pontos dados. 

P R O P. O S I Ç. Ã O II. 

T H E o R .! M •• 

Em todo o trian:gulo tsfen'co ABC (fig. 2.2!2.), 
um. lad!J qualquer he menir que a fom.lfCa do.r ou .. 

Jr<TS dois. 
Seja O o centro da esfera , e tirem-fe 01 raios 

1 OA, OB, OC. Se imaginarmos os planos AOB, AOC. 
COB, ctl:es planos formaráõ no pont_o O hum aQgulo 
fólido ; os angulos ~OB , AOC , -COB , t-eráo por 
medida os lados AB , AC , BC , do triangula esfe. / 
rico ABC.' Ora cada hum dos trcs angt1los planos 
que compõe o 2ngulo f ó lido he menor que a fom. 
ma dos outros dois ( 21, 3.) ; logo- hum lado qual-
quer do triangulo ABC he menor que a fomma dos 
<>Utros dois. 

P R o P O S I Ç ! , O III. 

THEOllEMA. 

O caminh'o mais curto ád ·hum a º""" pônlo Jo. 
6rt a fuperficie </a esfera, he o arco 4e circulo ma. 
xim~ qtte une 11s dois ;onto.r dadfJt. 

Seja . ANB (fig.223.) o aréo ·de circulo maxi• 
mo que .une os ~00101 A e B , e fcja ( íi: for pof. , 

O . 
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dvel ) M hum ponto da linha mais curta entre A e 
B. Pelo ponto M t irem-fe os arcos de circulos ma-
x11no · MA , MB , e tome-fe BN .:..::_ MB: · 

Segundo o theon:ma preced nte , o arco ANB 
he mais curto que AM + M.B ; tirando de .h11ma e 
outra parte . BN = BM, ficará AN < AM. Ora a 

-.dtllancia de B até M , quer ella íe contunda com 
o árco BM , quer ella f~ja oulra qu:i.lquer linha , he 
igual á difian ia de B até N ; porque fazendo gi-
rar o plano do circulo maximo BM cm torno do d1a-
metro que paffa por B , íe póde conduzir o ponto 
M fubre o ponto N , e então a linha mais curta de 
::tyl a B , qu:i.lquer que ella f eja , fe conl undirá 
com a de N a B ; logo os dois caminl os de A 
para "B, bum que palfa por M , outro que paffa por 
N , tem huma parte igual de JA até B e de N 
.até B. O primeiro caminho hc , por hypotheJe , o 
mais curto ; logo a diltancia tle A p:i.ra M he mai 1 
curta que a clillancia de A par:i. N , o que feria ab • 
furdo, por9ue o arco AM bc maior cjue AN. Lo-
go nenhum ponto da mha mais curta entre A e B 
póde citar fóra do arco ANB ; logo efte arco hc a 
linha mais curta entre os feus extremos. 

PROPOSIÇÃO 

T H .E o~ E M A. 

A jrnmna dot tres fados de h11m .trimtgulo 1-
farir_o (ze menor que a cit cum/erenâa de hum cirml~ 
111axJ1na . . 

, c~ 1 ABC ( fig. 224.) hum tri ang il.-i esferico 
qu alqu er ; prolon crue:,1-fe . o hld · AB , AC , :tté fe 
rncontr rem dt: n0\"0 em D. O arcos /\ BD, ACD, 
fc rá > f ;;i ,j_ ir 11m icrenci:i.s , p rq11e doi irculos m~ 
,.- :n s rc cortão Ít•m pre em <lua p rte$ iguae~ ( r. ) j 
m a n tria ~11\0 B·.::: o temos o l:d B <. BD + 
CD 2. ) ; ajun ;i,ntlo a hum:1 e outr.t parte AB + 
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:AC , teremos AB + AC + BC < ÁBD + ACD,. 
quer dizer menor que hu~a circumfercncia. 

P R O .P O S 1 Ç Á O V1 
A • 

T H X o ~ A J.l A-. h 

A fomtita dos lados de qualtJ.~ír poly.gono 'esfir1°16 
1't menor _que a ' cirrnmfere.ncia de /mm circulo ma-
~amo . 

Seja , por exemplo , o pentagono ABCDE ( fig. 
t.25.): proldnguem-fe os ládos AB_, DC, até qfeu 
encontro em F ; como , BC he !Uenor . que BF + 
CF , o contorno do pentagono ABCDE hc menot 
qu.e o do 41uadrilatero AEDF'. Prolonguem-fe d~ no-
vo os lados AE, DF, até que fo encontre~ cm G , 
teremos EP < EG ~ GD ; logo o contorno do qua-
drilatero AEDF hc m~nor que o do triangulô AFG; 
eíl:e hc menor que a circumferencia de hum circule> 
maximo ; logo à f orti1ri o contorno do :polygono 
ABCDE he menor que a circumfc:trencia. 

Scholio. Eíl:a propofiçáo he em fubíl:ancia a mef-
ina que a xx11. do· livro v; porque , fe O for o 
centro da esfera , podemos imag10ar no ponto O 
hum ane:ulo · falido formado pelos angulos plwos 
AOB , BOC , COD , &e. ; e a fomm defles a11-

ulos deve fer menor que quatro an!ulos reétos , o 
que nfo differe tUi prefente propofiçáo. A demoníl:ra-
çfo qu,e démos a ora he <lifferente da <lo. livro v ; 
ambas fuppoem .que o polygono ABCDE hc con-
wxo , ou que nenhum lado prolon&ado corta a figura. 
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I PROPOSIÇÃO 

T H ~ o R E M A. 

Se tirarmos o ifiametro DE (fig. :220.) ptr)tn-
ráfrul{lr oo plano (Ío circulo maximo AMB , os" extre-
mos D e E dtjlt diametro ferão os p1f9~ do circulo 
AMB , e dt todos os circtdos men~res, cch10 fNG, 
'JUe lhe siío para!ltlos . 

Porque, bC , que he perpendic4br :w plái:.io 
· A MB , he perpendicular a todas as reél:as CA , 

CM , CB , &e. tiradas pelo fo11 pé " nelle plano; 
) YO to<los os ar os DA, DM, DB , &e., s:io quar-
tos de circumferenda : o mefmo · fe verifica nos ar-
cos E , EM , I:.B , & . l..,ijigo os p~ntos D e E 
cftao cada hum igualmente diltantes de tol!os os .pon-
to · da circumfcr<~ncia AMB ; logo .são os pólvs def-
ta circumferenria ·( d ·f. 5. ) . 

Em fegundo lugar, o raio DC , perpendicular 
ao plano AMB , .he perpendicJJlar ao ft1_1 parallelo 
}"NG; logo pa!Ta pdu centro O do ci1 rnlo FNG 
( t. ); logo fe ti rarmos as obliquas DF, DN, DG, 
dlas ohliquas fe affafbráó iyualmentc· da perpendi-
cular n e fcrflo ii:;uac:s . Mas fc.n<ln i g11a~s as cor-
<h•i; , os :ircos fláo i~uaes ; l o~ o to·.o · os :m.:os D F, 
D , OG , &e. :ft., i!!t1:\1Y. ç nP·!! f~ ; l o~o o po,!llO 
D he o p ~·l o do c i rcl"io~ nienur 1: G , e pel mcf. 
ma r:i ·úio o I oni. E l1e o ot : ro, 1 ó J . 

Ccro/larío /. Todo o 1au DM tír:ido <le hnm 
pont o 1º :i ·o do circu lo 1r.a. Í:1:o A~,,lB ao fe1í pólo 
h o hll Tl cp1 c:rto de circu rnft_-rrn ir. , \1 , Fº r l;revid· -
<ic , hi:'m q:wdr<1nlt , e d'c q·111.!r J 1.fr l ;i;-. •tO mdmo 
tcmr o liu :n anp• :lo nc c1 ·m " :ir·o i\. \L Porq_ae 
fo r.do ~ linha D C l crprnrlic11b r au l trnr1 AMC , 
tpdo o 1plnno D . ·JC, q1·c pzlT:t r;i:l a '{i1 !m DC ho J'.'er-
r cndir u!ar ao pluno A 1C ( 18. 5. ) ; lvgo o- :inoulo 
AMP hc r lo. 

, 

,, 
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n. Para acharmos o pólo de hum :irco dado 
AM , tiremos o arco indefinido l'vlD perpendicular 
a AM, tomemos MO igual a hum quadrante , e o 
pomo D ferá hum dos pólo· do arco AM ; ou ti-
rem-fe aos dois pontos A e' M .os arcos AD i: MD 
perpenàicu lares a AM , .e o p'>nto de concurfo D dcf-
tc:s dois arcos fer!í o pólo perlid0. 

III. Reciproca.mente , fe a difiancia do ponto 
D a cada hum dos pontos A e M for igual a hum 
911adrante , tligo que o ponto D fer5. o pólo do arco 
AM , e ao mefmo lempo o~ angulos DAM, AMO, 
ferfo reétos . 

Porque , feia C o centro tia esfera , e tirem-fe 
os. raios C A, CD , CM ; crnn<r os an O'ulo A'CD , 
MCD , Rio ,e os, a linha CD he perpendicular d 
du:is reébs CA , CM ; logo ella he perpenrli ·ubr 
ao fcu plano ; lo"'º• o ponto D he o pólo do nrc-
AM ; e por confequcncia os angulos DAM , AMD. 
~áo reél:os . 

Scholio. As propriedades do5 pólos dão azo a 
trapr fobre a fuperftcie da esfe ra arcos de circulo 
com a , mefma facilid:de que fobre hum <l fupcrficie 
plana. Hc claro , por exemplo , que fazendo gi rar 
o arco DF· 011 qualquer outra linha do mcfmo· in-
tervallo em torno do ponto D , a extremidade F 
def..: rcvci á o circulo menor FNG ·; e ; fi fizermos 
gi1.1r o quaara111t· D EA cm torno do pon o D , o 
extrt"mo A d~fcrevcrá o a.rco de cireulo maximo 
A.1. 

Se qufícrmos prolcngar o arco AM , 011 'Te fo_ 
rcm ~émeme jdados os pontos ;A e M pelos q11aes 
d1:\·e pafl)r eRe arco , dcttTtninar ·rno primeiro o pó-
lo D lJe!a intC'rÍ. c,çá'J rlc dois arcos d fcritos dos 
pontes A e M cor.w centro:; chm hum ir.tcr\'a] l 
ii..t;al .:!<) 9u1Jdr.?11lt. A ·h:ir o o pólo D, d.!Íl'.rCVl'rl'~1os 
ao ponto D , como ccntró e com o m fmo im::r. 
vaUo , o arco Ai,1 e <> Í•·n pr:i!rin.t!:tmen10. 

Em fim , fe qnifnmos dc.i 1 nto P ;ib.l i x~r 1111-
ma perpendicular f1.1b•c o arw dado !\M , r• Lm-

./ 
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~remos cíle arco para S até que o intervàllo PS fe.; 
Jª igual a hum quafirantt ; depois do _pólo S e com o 
mef mo intervallo defcrcva-fc o arco PM , que ferá a 
Ferpendicular pedida. • · 

PROPOSIÇ.lO 

T H J. o lt :& :M A. 
1 

'Totl1 1 Jlano perpendi1ttlar ao extremo de · hum 
'raio he tanimte á esfera. 

Séja F AG ( fig. '226. ) hum plano pcrrpendicular 
ao extremo do raio OA ; fe tomarmos hum ponto 
qualquer M fobre cíl:e plano, e ajuntarmos OM e 
AM , o angulo OAM ferá rcél:o , 1 e por tanto a 
difiancia OM ferá maior quet OA. Logo o ponto 
M fica fóra da esfera ; ~ e cerno o mefmo acontece 
a todos os outros pontos do plano F AG , fegue-fe 
que cfte plano tem fó hum ponto A commum com 
a fuperficie da esfera' ; logo he tangente a efla fu. 
perficie ( def. 4. ) . 

Scholi1. Pó<,le-fe provar do mef mo modo que 
duas esferas tem hum fó ponto commu~ , e por 
confequencia são tanzenles huma á outra , 9uando a 
difiancia dos feus centros he igual á fóm a ou á 
differença dos feus raios. l\\cfle cafo os cent os e o 
ponto de contaél:o cfiáo em ~inha rcél:a. 
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P R p P O S I Ç Ã O VIH. 

O .ngufq BAC ( fig. · 22.f>. ) que fazem entre .fi 
áois arcos de circull)s ma:úm.os AB; AC , he igual 
ao angu/Q F AG , fcn11ado pelas tangentes defles arcos 
ao ponlo A : por tanto tlie tem por medida o a,-co. 
DE , d4crito Jo ponto ~ A como pólo entre os lados 
AB , AC , prolongados , fe for neceflàrio. 

P~rq ue , a tan~ente A F , tirada no plano do 
arco /\B, he perpendicular ·ao r:iio AO ; a tangente 
AG, tirada no plano do :w·o AC , he perpcnrticu-
lar ao m~frno raio AO. Lou9 o ansrulo FAG he 
igual ao anguló dos rla11os OÀB , OAC ( 17. 5.) ~ 
que he o ' dos arcos. AB, AC , o que fe not1 
por BAC. 

Igualmente , fe o arco AD for igual a hum 
111adrfmle, bem como AE, as linhas OD, OÉ , fe-
ráo perpendic;ulares a AO, e aílim o an~nlo DOE 
foi:í igual ao wgulo dos planos · AOD , AOE . Logo ) 
o arco DE 1he a medida do angu!o ddles pl:.mo5 , pij 
a medid:i do anzu fo BAC. 

Corollario. ~ Os angulos dos triangulos esfericoi;; 
podem con,ipar:u-fe entre fi por meio dos arcos de 
.clrcclos maximos deícrito3 dos fcus vcrtices C0mo pó~ 
los , e comprehen.d idos entre os feus laclos. Deíl.e 
modo facilmente fe faz hum angulo igual a hum 
angulo dado. 

Scholio. O angulo ACO ( fil!. 238.) he. igual 
ao fou vcrt!calmente oppófto BC 1" ; 011 bum ou 
ou tro h femprc o angub formado pdos dois planos 
ACB, OCN. · 

Tamb~m he claro que no encçmtro de d-ri~ :ir-
cos AC.B, OGN, os d'is angulos adjacente'\ ACO, 
OCB , jnmos , valem é•is a~gulos rellos. 

l' 

) 
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l' H E O .. ~ M J\. 

Senl11 " d11do o· triangulo ABC, (ng:'l.'-'J·)fe 
fios p6ntos A , B , C , comtJ p~los , defcrevomos os 
a rcos EF , FD , DE, que formem # tria11gulo DEF, 
n ciprocanunte os trer pontos D , E, F Jeráo os J6-
los dos lados BC , AC~ AB. 

Porque, fendo o ponto A o pólo d9 arco EF, 
a difiancia A E he hum quadrante ; fenilo o ponto 
C o pólq do arco DE , a diftancia CE he iguhl.Q'len-
te hum quadrante ; logo o ponto E diíta hum qua ~ 
drante de cada hum dos ponto~ A e C' ; logo he o 
pólo do arco AC (6. cor. 3. } . Del"\'loníh :i r- fe-há do 
J'\lCfmo modo que D he pólo do arco BC , e F o 
do arco AB. ~ 

Corp/lario. Logo podemos defcrever ABC por 
meio de DEF, affim como DEF por meio de J\BC. 

P R O P O . S _l Ç 1 O X. 

- ' T i;I E O l1. E M A. 

Suppijlas as mef mas co1ifas que no thtormra prt .. 
• cetlrnfe , cada a11g 11lo de liu:m dos lrian.tfulos ABC, 
DE ' , terá por medida a f11'1i(..-circu.mf1rtruia, 1'unos o 
lado oppofto- 110 qutro triangu.lo. 

P rolonguem-fc , fe for neceffario , os lados AB , 
, <i té o encontro de EF em G e H ' ; como o 

ponto. A he pólo do arco GH, o ang!Jlo A terá pot 
med":la o arço GH. Mas o arco EH bc hutn qua-
d rante.. comQ GF , porque E hc o pól<> de AH , _e 
F o 6lo de AG; logo E H + CF vale huma femt-
cí rcumfcrencia . O ra EH + GF he o mefmo que 
E. F + GH. L ogo o arco GH que mede o anm1lo 
A hc igual a huma femi.çircumfcrçnch menos o la~ 



(f0 EF ; do mef mo modo o ngulo B terá· por me~ 
dida t circ. - DF, e o 2ngnlo C, t ârc . - D E. 

, Etb propriedade deve fer reciproca enfre o dois 
triangulos , porque lê dd1 rev_em ela m<!fma mlneira , 
h um p:Jr -meio do outro. Alllro acharemo que _os an-
gulos D, E , F , do tri;rngulo DEF , tem refpcai-
vamente por ínedid-a t cúc. - BC, f árc. - AC, 
f ci rc. -: AB. C om e!feito , o :in,g;u lo D , pnr ·exen1-
plo, tem por medida. Q arco MI i or'.l MI +BC 
::= MC + Bl = f ârc. L Ç>?;O o arco, i\!11 , me<lida 
do ani11lo D, = f circ. - BC , e :iffim <los m<1ii:. 
, ScluJ/io . Cumpre notar que além do triang lo 
DEF ( fig. 228. ) poderi~mos. form:it.- outros trcs' pe-
la interfecyáo dos tres a rcos DE, EF, DF. T:i s a 
propofiçáo aéh1al fá tem lugar no triangulo central , · 
que fê diílingue dos outros trcs , pórq ue o~ dois an"" 
_gu !os ·A e D eíl áO fi tlla<los da mel'rna parte rle BC 
(fig. 227. ) 1 os dois B e E da mefm<i p.irte de AC, 
e os dois C e F da mefma parte de A B. 

Dão-fe diffcrentes nomes aos dois- triangulos 
ABC , DEF ; nós os chamaremos tria11gulos p11laru • 

.°P R O P O S I Ç ,Á O XI. 

L E M MA. 

Sendo dad1J o triangu!tJ ABC ( fig. 229. ) , ft 
;, fi!o A e com o Í11/erunllo AC tlefcrrvermo: a ar-
co de circulo menor .DEC , fe d, pólo B e eom. o 
i.nterv1J//1) BC _dr/crever1111s ·ig uabtwzte n rm:fl, D FC , 
t do ponto D, ~m fiU os arcos DRC , DFC /e tJJr-
/ t1rc111, , tirarmos or arcos M.e circulo t11tt.'(imo AD , 
AB, digo oítt o tritutJ!ulo ADB o,//im. fmnado ltr.i 
/~das as pqrles iguues tú d1J tritrngullJ A<i:D. 

Porque , po..r coníl:n1cção , o laJ<~ AD ::: • C , 
DB = ~C , AB he. commmn ; logo eílcs àois trian. 
guio~ tem qs lados iguacs c;:ida hum a cada hum. 
~go;a digo que os ~ngulos oppoaos :los lados ibrua.es 
~ao 1gua.~. 

, 

.. 

I 
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Com effcito , fe o centro da esfer:t fe füppofer 
em O, poder-fe-h:t conceb<!r hum angulo folido for-
n ado no ponto O pelos tres rngulos p.lanos AOB, 
AC C , BOC ; pócle. fe im;;iginar do mefmo modo 
hum fegundo :mgulo folido forrrado pelos tres angu-
los pl:?nos AOB, AOD , BOD. E como os lados 
do triangulo ABC fáo iguaes aos do triangulo ADB, 
fegue-fe que os <1ngulos planos que forrr áo bum 
cldles angt.Ios folid os ~áo igua~~ aos angulos pla-
nos que tonT.áo o outro angt.lo íolido , cada hum a 
C3da hum. Mas ndle cafo fi-a d 1nonílrado (23, 5.) 
que os planos em que eftão os iirg~ilos iguaes, são 
igualmente inclin:tdcs (ptJe fi; l'go os angnlos do 
tri:rngulo esk1ico DAB ~áo i~uaes aos do triangulo 
CAB, a fober , DAB = BAC, DI3A = .AEC , e 
ADB = ACB. Logo os bdos e os angulos do 
tri:m~wio ADB iáO iguaes aos, lados e aos angulos 
do triangulo ACB. 

Scholio. A igualrlade deíles triangulos não he 
todavia huma i~valcl ade abfoluta ou de fobrcpotiçáo , 
porque feria impclli\e] applica-los hum Cobre o ou-
1 ro exaébmentc , fal\'o fo foffem 1fofcelcs. A igual-
dade de que fo fr<>la he o que já chamámos ig11;;il-
d21cle por Jymmetria , e p:>r efb r::zfo chamaremos 
os triangt:los ACB, ADB, triangulos fymmttricos. 

Á O XII. 

DtJis lrian~los jituados fr;/,re a ~efma nfara , 
ou Job1·e eif_eras iguatS, siio i:;uatS nn todas a1 Juns 
pariu , l/U4n':l• lem hu11e a111ulo i~uaJ comprehendid'1 
tnlre ladoJ ig11aes cada hum a cada hum. 

S ia o lado AB = EF (fig. 230.), o . lado 
AC =EG , e o angulo BAC = FEG, o 'lriang1:lo 
EFG poclcr:i pôr-f...: Cobre o tri.m$ulo ABC o.u fobre 
~, feu fymmetr ico ABO , d:i mcíma maneira que fe fo-
bre1 õe dois tri;\nbuLs reailincos que tem hum i.ngu-
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to igual comprehendido entre lados iguacs. Lego to· 
das as partei; do ti-iangulo EFG serão iguaes ás de> 
triangulo ABC ; quer dizer que, além das tres par-
tes que fuppozemos iguaes,, teremos o l:tdo BC=FG; 
o angulo ABC =: EFG, e o :ingulo ACB = EGF. 

P R O P ü_ S l Ç .Ã. O X f.II. 

T H E o R 'EM A. 

Dois triangulos fituados .foh1·c a mtfma esfera , 
1u fobu esfirasJ iguau , são igtt11ts tm todas as fuas 
parlts, quando t~m hum lado igual atlja w/~ a iois 
an;,ulos iguats cada bqm a cntla hum. · 

Porque póde-fe pôr hum dcfies triangulos fobre 
e outro , ou febre o feu íymmetricQ , como explid-
JIH9S no caío femelhan1!P dos triangulos reélilineos. Veja-
/e a prop. VII. liv. I. 

PR O P OS 1 Ç Á O XIV. 

·T H B O R E l\'t A, 

St doi.s tri•11gul1Js fituadn fnbre a mtfma rsfera, 
ort jobre lf{tras igu-er , forem equilateros entre ji, 
Jcr,ÍtJ lambem tqui11ngulos , e os a11gulos iguacs Jerã~ 
'f PllJlos aos lad(ls íguaes. 
. Iflo hc manifefto pela propo<i~io XI. , o~de fc 

\ 110 que com t.res !~dos ílactos AB , AC , BC (fig. ' 
229.') não fe póde fazer m<1is de dois 1rlangulos ACB, 
ABÚ , differentes ~uanto :i poGcáci das parti:s , mas 
iguass quanto á grandeza destas ~er mas partl's. Log1> 
dois tri~ngulos equilatcros entre: {i ~;ia ou abfolutam n- , 
te iguaos , ou pelo menns iguies por fymmetria ; em 
hum e utro cafo são equianz:;ulos, e os angulos igmes 
::2o oppoílos aos !.ides · i;uac.s. 
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PR,OPOSIÇÃO 

T H ~ o 1t E .1 A . 

Em todo o triangulo esJerfro ifif:e~s os a~gulos 
ojifif.as ó~s lad s igums são iguaes ; t 1·uij1raca1ílmle, 
se dois angulos de hum Íria11gu!o ujúico forem iiuacs , 
~ triar.gula fcrá ifcfccles. 

t." Sej.'i o lado AB =:AC ·(fig. 23r.); digo que 
t eremos o an&ulo C ::::: I3 ; ponpie , fe do vertice A 
ti ra!mos :io po; to D , 1:icio da bafe, o arco AD, os dois 
tri::ngu\('S ABD , ADC , teúo o:; tres lados igtJaes c:i-
~ hum a :tda hum ; a fabcr , AD commum , 
l3D = DC.:, e AB =AC ; 101ro, pelo theorema prc-
cc-~cntc , e .es triao:;ulos terão os :m~ulos iguacs , e 

' fe1á B =C. 
2.0 Seja o ::mgulo B =e!'; dio-o qne teremos 

A = AB: porque, ~ o la lo AB nio tor igua't :t 
AC, ft ja A B o maior , tome-fc BO =:AC , e ti-
rc-!o OC. Os dois lado5 B , BC , ~á? ign:ies í\()S 
<loi~ C , BC ; o ang11lo comprche .. :l i<lo ptlns pri-
meiros OBC h1.: i!:(u:il :w an 'til co:nprchenJiJo p los 
fe undos ACB. Logo os doí~ ri;11 .~ulos BOC, ACB, 
tc.m as cutra-. p;irt;;s j_su:ics ( 12. ) , e te o :rngulo 
OCB = AP.C : mas o <!11t.:u!o 1\BC, po hyp.0t hc . 
f = ACJ3 ; J >g t::ri<1m1 ~ OCB=ACB, o qnc 
h:: impolli\•cl ; lnn- > n'<> fo p J.l foppór / B dif.::r1.:n. 
te de AC ; l go os la<los i\B , AC , oppollos aos 
arr.n:lo~ L!U:i ló B e e ' s:i) Í"t!ll:!'.'. 

~ • dJ tlr, ," A i-.,tfma dcmon,l raçh prova_ q11e o 
ani.iulo Bt\0 = bAC, e • augnlo D!),' -:- ADC. 
L •J50 cfles dois ul:i1 !O' s:io re u.s; h:o o arei tira. 
d1 êo v.-rt:u d~ l:um t611:1•·r:/o ijí fedes a~ 11:ei~ l.ri 
/J .ijt /.t ./'ºÍ'' ,11:'ic11lar a rjl; h11jt, · t ,f:IL·1.:it!t: o .a11:;11!1 
d11 'Utrl1U m duas parles i41:ats • 

... . 
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Jt R O P O 5 I Ç Ã O XVI. 

T H E o R - E M ,\ , 

Em hum triangulo erferico ·ABC (fig • .?.32. ~), fe 
e angulo A for maior qut o angulo B , o lado .BC op-
pojlo ao llllgulo . A /erá 111aior riue o /ailo AC opjJOff tJ 
ao -angulo B ; reciprocamert!e , /e v /ado BC for màitir 
qut AC , o ong ulo A ferá maior que. Q a11gula )3 . ::-

1.º Seja o aagulo A > B , faça-fe o angulo 
.BAD:::B , teremos AD= DB (15.). Mas AD+DC 
hc m3Íor que AC; póndo DB em lugar de AD, te. 
remos DB + DC ou BC >AC. 

2.º Se suppozcrmos BC >AC, digo que o an- . 
gulo ·BAC ferá maior que ABC. Porque , fo BAO 
fotte igual a ABC, teríamos BC =AC; e fe tivcf-
famos BACz ABC , t cguir-fe-hia do que fica demonf-
trado que BC< AC ; ' o que he contra a fuppofiçáo, 
Logo BAC he maior q_ue ABC. 

PROPOSIÇÃO XVII. 
' 

H .,r. O R .E M A , 

Se os dois ladH AB, AC, (fig. 233.) d" frian-
!lllo csferico /'lBC fo;· !'m igucus tl(I! duts lados DE , 
DF , do trianguliJ OEF truçndu Joh•e humo III/era 
igual , /e áo mcjíil' l:.t'mpo o ~ ngulo A for mci:ar que 
• a11gulo D , dit() que () fcn:riro la.lo BC do primei' o 
tria11g1fÜJ ferá nz.dar que o lerr.Úrq ltF til/ ft>gunrl~. 

A <lenwnl~r::çáo hc.: ubfolut:un-..nte fi mclh.liltc a da 
prp . X. Jiv. f. 
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R O P O S 1 Ç Ã O }_(VllII 

T H E o R ·E M A. 

Se d(Jir triangulos traçados fohr1 a mefma esfera 
IJU /obre u{eràs iguaes forem equiàngulos entre ji, lam-
/Jtm hão de fer equitateros, 

Sejáo A e B ós dois tríangúlos dados , P e Q 
os feus triangulos polares, Como os an~ulos sáÕ iguaes 
nos triangulos A e B , os lados feráo iguaes nos po-
lares P e' Q ( 10.) . Mas de ferem equilateros os 
triangulos P e Q , fegue-fe que sáo tambcm eqpian-
gulos (14.). Emtim, de ferem igua.cs os angulos nos 
triangulos P e Q , fe fegue ( 1a.) que os fados sáo 
iguaes nos feus polares A e B . Logo os triangulo! 
equiangulos A e l3 são ao me&mo tempo equilateros 
entre fi. 

Póde-fe tambem demenflnrr a mef ma propofiçáo 
fem recorrer aos trial]gulos polares: 

Si:Jão ABC , DEF (fig. ~34· ) dois tr~angulos 
cquiangulos entre ii ~ de forte' , que feja A =D, 
B = E , C .:= F; digo que fora lado AB=OE, 
AC = DF, BC :::: EF. . . 

Sobre e proloqg:m1ento d'os Idos AB, AC , to-
me-fe AG = DE e AH = DF , tire-fe GH , 
e prolonguem-fe os ~·cos BC , GH , até 'fe .encon-
trarem em 1 e em r • 

Os dois lados A , AH , são por confirucc;:áo 
iguaes aos ct<1is D E , 1D F ;· o an15ulo comprehendido 
GAH = BAC = ED ~ ; logo c12.) os triangu los 
AGH , DEF, ~ão iguà em todas a~ f 1_1as partes , 
e temos o ang11lo AGH :::'.:::: DEI' ==ABC , e o an-
gulo AHG=DFE=ACB 
. Nos tri lgu!os IBG, GB /' , o lado BG he com-

mum, o ~11 ulo IGB=GBK; e porque IGB-1-B GK 
he i ual a dois rcétos , bem como GB K + I BG , 
fe~nt>-ÍC que BGK = r:BG. Logo os triai gulos 113G, 
GBK, são igua s (13.), e temos IG=BK, e IB=G K, 

.1 
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Da meima maneira, de fer o .angulo AHG=ACB, 

fe cQncluir.í ~ué os trí:ingulos 'ICH, HCK ~ tem hum 
lado ign,àl ajac_ente a dois angulos iguaes ; logo sáo 
iguaes ; logo IH = CK , e HK::;:: I C . 

. Agora , fe dos · iguaes .SK , IG , tirarmos os 
iguaes

1 
CK , 1 H , os re,tos BC ,, OH ·~ ferio iguaes. 

De mais, o angulo BCA ~HG , e o ª'1gulo ABC 
·:::: AGH. Lógo os triaw_.;ulos ABC, AH3; tem hum 

ado igual adj'.icente a dois ang':ilos igu.les ; logo sá() 
iguaes. Mas. o triangulo DEF he igual em todas as 
fuas partes ao tri\i.ngulo AHG ; Jogo tambem he igu·al 
ao tr1angulo ABC; e teremos AB=DE:, AC=DF. 
BC . EF. Lq~o , fe dois triangulos esfericos forem 
e,1uianguios eJ1t.re fi , os lados oppoltos aos angulos 
iguaes ferál.) iguaes. 

Sch(J/io,. Eita propoliçáo nio teni lugar nos trian• 
gulas reétilincos, nos quaes não fe conclue da igual ... 
dadc dos an~ulos ' m:..j(s do, que a proporcionalidade , 
dos l;!dos, M .ls hc faciÍ• d:u a razb da dlffere1.1ça que 
fe ' acha .a e1te refp~1t9' entte ",OS triangulbs .reétiliaeps 
e ds triang 1\os esféricos. l'::Ja·propo8çâG prerente, bem 
como na prop. XII , XIII , X'l V , e X VI 1 , nag 
.quaes fe trata da comparaÇ:áo dos tria{lgulós , te diz 
exprelfamente que eles triangulos são tuça:los Cobre 
a meíma esfeta ; ou íóbre esteras ignaes. Ora os ar-
cos Jemclhantes ~ão propordonaes aos raios ; logo, 
fobre esferas igÍ1aes , doí triangulos não p'odein ser 
femelh<intes fem que fejáo iguae~. Por tanto, não b::-
pna admirar que a igualdade doi :Jngulos traga com 
figo a igualdade dos !ado)>. 

, Ü C0!1trar.io· acontcceri;i ,fe . OS tri~n,gutos fott:em 
traç~clos 1'.ol_>re esfetas ·deftg4aes ; entáo, fenfo lguaes os 
an.gulo1> ,, os triangulos [e ii':l temei bantes , e .os ,lidos 
hirmologos c-Ilariio éntre li corn<> os r.i.i~s' cLs esteras, 
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ÇÃO 

T H E. o R E M A. 

A fommtl dos angulos de qualquer trinngultJ u .. 
firico lu menor que jeis e maior que dois an:ulos 
rtfios . A 

1 
Porque , I. 0 cada angulo de hum triangulo es• 

feyico he menor que dóis angulos reéto~ (vi o 
Jchr;/io abaixo) ;· logo a fomma dos tres angulos he 
menor que íeis angulos reélos. 

2. o A medida de cada angulo de hum triao. 
guio -esferíco he igual á fcmi-circumferençia menos 
o ado corrcfpondeme do rriangulo polar ( 10. ) • Lo-
go a fomma <los tres angul©s tera por . medida tn:s 
fomi-circumfcrencias menos ªti fomma dos lados do 
triangulo polar. Ora ella ultima fomma he menor 
que huma femi-tircumferencia (4.) ; logo , tirar~o-a 1 
de tres frmi...circumforencias , o rcfto ferá maior 
que hl)ma femi-circumfercncia , que hé · a medida. 
àe dois angulos reél:os. Logo 2. 0 a fomma dos tres 
:mgulos de hem triangulo esferico he maior que dois 
angulos reélos. 

Corollari(J (. A fomma dos :ingul~s de hum 
t riangulo csftríto não he conftante como a dos 
tri:ingulos rcétilineos; ella ':varia de dois angulos re· 
~cs até íeis , ft:m chegar a Jium ou a outro limite. 
Por ilfo dois ~nguloJ dados nio fazem conhecer o 
terceiro. · 

. Corol/aT"Ío I!. Hum ttiangulo e!lferico pórle ~er 
do1s ou ues angulos reélos , doi1 ou tres angu los 
obrnfos. . 

Se o tri:mgulo ABC (fig. 235. ) for hi-rt8an. 
-1_ul11, qner dizer, fc t1rer dois angulos rell:os B e 
C , o ve1 ti ·e A ferá o pólo -d bale BC (,6. ) ; e 
ós 101dos Aíl, AC feráo qutulrantu. 

e t. ir.bem o aiwulo A kir rt>~to , o triangulo 
ABC foá tri . ret!a11cufp , todo& os feus angulos fc. 

. . 
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rfo reél:os , e os feus lados quadrantu. O triangulo 
tri-reél:angulo fe contém oito vezes na fuperficie da. 
esfera, cómo fe vê na figura 236 , fuppondo o arco 
MN igual a hum quadrante. 

Scholio. Em tudo o que di!femos , havemos fup-
pollo , conforme a defin. VI , que os triángulos esfc-
ricos fem?re tem os lados menores que a femi-cir-
cumferencia ; então fegue-fe que os :rngulos fempre 
i.áo menores que doi~ angulos reél:os . Porque , fe o 
lado AB ( fig. 224. ) for menor que a femi-circum-
ferencia , bem como AC , efl:es arcos devem fer 
prolongados ambos para fe encontrarem em D. Ora, 
os dois :rngulo~ ABC , CBD , juntos , valem dois 
:rngulos rcél:os ; logo o angulo ABC [ó he menor 
que dois angulos reél:os. 

• Obfervaremos com tudo que exiíl:em triangulos 
csfcricos dos quacs certos lado são maiores que a 
femi-circumferencia , '~ certos ~nau los maiores que: 
dois angulos reél:os . Porq'ue, fe prolongarmos o lado 
AC em huma ci~cumferencia inteira ACE, o que 
rclla , depois de haver tirado da femi-esfera o trian-
gtllo ABC, he hum novo triangulo , que tambem fe 
pódc defignar por ABC, e cujos lados são AB , BC, 
AEC. Portanto he cla•ro que o lado AEC he maior 
que a femi-circumferencia AED ; mas ao mefm 
tempo o angulo oppofl:o em B excede a dois angu-
los reél:os na quantidade CBD. 

Finalmente , fe excluimos da definição os trian-
gulos cujos angulos e lados sáo táo granclcs, he por-
que a fua re!ol uçio ou a determinação ele fuas par-
tes íe reduz fempre á dos triangulos comprehendiúos 
na defin ição. Com effeito , hc facil de vêr que , fen-
do conhecidos os angulos e os !:idos elo tria1\gulo 
ABC , fc conheceráõ immediatamentc os angulos e 
os . lados do triangulo que he o reíto da femi-esfera. 

1 • 
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P R O P O S I Ç Á O XX. 

T H E O R E M A. 

O fiifo AMBN A ( fig. 236. ) ejlá para a fuper-
Jicie da nfera , como o anguf~ MAN dejle fitfo ~,fltÍ 
para quatr? angulos reélos, ou como o arco MN 
911e mede ejle ang11/1J tjlá para a cirrnmferencia . 

Supponham.os primeiro que o arco MN feja pa-
ra a ci1 umfcrencia MNPQ em huma i;azáo ra-

• cional, por exemplo , como 5 eílá para 48 . Divida-
fe a circumfercrncia MNPQ em 48 -partes iguaes , 
das quaes MN conte1:i 5 ; ajuntando depois o pólo 
A e os pontos de di\.isáo por outro t:.mtos quartos 
de c1r un fcrencia , ha\·cri 48 triangulos na femi-esfera 
A l í NPQ , que feráo to~Joi; i uaes entre fi , porque 
te ráo ti ,das as ruas partes igua s. Logo a esfera in-
t c! ra ( 11ntcrá 96 deites triangulos arciaes , e o fofo 
A_, 1fRN contei á 1 o ; logo o fu fo eíl:á para a esfera 

1 " 
1 

orno 10 eílá para 96 , ou como 5 citá para 48 , 
quer dizer , como o arco MN e(l:5. para a circurri-
it:rencia . 

Se o ar<~o MN náo for commenfuravel com 
a circumferencia , provaremos pelo rnefmo raciocínio 
de que j5. démos tantos exemplos que o fufo eíl:á 
fcmprc p ra a esfera , como o arco l\.1N ellá para a 
ci rcumfcrencia . , 

1Jrollario !. D ois fofos eílão entre fi como º' 
fens ang1do rcfpeél:ivos. 

Coro/la rio 1 !. Já vimos que a fuperficic int ira 
ela e~fera he igual a oito triangulos tri - reél:angnlo 
( 19.). L ogo , fe a área de hum deíles trianguloi; 
fe tornar por unidade , a fuperficic da esfera fcrá 
r cprefentad:} por 8. Iflo po11o, a fuperficie do fufo 
que Lcm o angulo cm A feri expreffa por 'J..A ( (e 
o an ulo A lor avaliado fcrvindo o anrrulo reao 
de unidade) ; p rque ternos 2.\ : 8 :: :·4. ~Logo aqui 
ha dua unidades <lilfe1e11Lcs ; 1 uma p:ira os an~ulos 1 

' 
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ciue he o angulo reél:o ; outra para as fupetficies , 
<JUe he o triangulo esferico tri-reél:angulo , ou :iquello 
que tem todos os angulos reél:os e os lados s:io qu:ir4 
tos de circumferencia. 

Scholio. A unba esferica comprehendída pelos 
planos AMB, A B , eflá para a folidez total da 
esfera c0mo o an~'Ulo A dlá para quatro angulos 
reél:os. P or que , fendo os fofos iguaes , as unha es-
fericas fe1 á tambem iguaes. Lo,;o duas unhas csfe-
ricas eílão cn re fi como os angulos formadàs pelos 
planos que as cornprehendem. 

P R O P O S I Ç Ã O XXI. 

T H E· o R .E M A. 

D ois lriangulos ,. esftricos fymtn{/ricos são igu1us 
1m juperjicie. 

Sejão ABC , DEF ( fig. 2g7.) dois triangulos 
fymmetri~os , qu~r dizer , dois triangulo que tem 
os lados 1guaes, AB := DE, AC := DF, BÇ:::: 
EF, e que não obíl:ante não poden\ íer fobrepoftos; 
digo que a fuperficie ABC he igual á íuperficie DEF 

Seja P o pólo do circulo menor que tJa{faria 
pelos tres pontos A ' B ' e ( I ) ; deíle ponto fe 
tirem os tres arcos iguaes ( 6.) PA , PB , PC ; no 
ponto F faça-fe o angulo DFQ =::ACP, o arco FQ = CP , e tirem- fe DQ , EQ. 

Os lados D F , FQ , são iguaes aos lados AC , 
CP; o angulo DFQ = ·ACP; logo os dois trian4 
gnloi DFQ , ACP são iguaes em rodas as fuas par. 

p ii .1 • 

(1) O ~irculo que paffa p~lo! tres pohtos A, B, C, ou 
oue he circunfcrito ao trhin?ulo Al:JC, _n5o pódc dei,.ar de 
Íer l1um circulo menor da esfera; porque: ' fe rorre hum cir-
culo maximo , os tres lados A B , LC , AC, c:flarião no mef-
mo plano, e o trian1;:ulo AlSC fe reduziriil a hum do9 teu• 
lados, 
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tes ( 12.) , logo o lado DQ = AP , e o angulo 
DQF = APC. 

Nos triangulos propoílos DFE , ABC , os an-
gulos D FE, ACB , oppoílos aos lados ig ilaes D E , 
AB , são iguaes ( I i. } ; fe tirarmos os angu los D FO, 
A CP, iguaes por conílrucçáo; ficará o angu lo QE:'F 
igual a PCB. Al é m diílo os lados ' QF, FE , são 
i uaes aos lados PC , CB ; logo os doi s triangulos 

QE , CPB , são iguacs em todas as fuas partes ; 
logo o lado QE = PB , e o angu lo FQE = CPB. 

Se notarmos agora que os triangulos DFQ , 
ACP , que tem os lados iguaes cada hum a cada 
hum , são ao mefm o tempo ifofceles, vt: remos que 
fe podem 2pplicar hum fobre o outro ; porque , ha-
vendo poílo PA fobrc o feu igu:tl QF , ' o lado PC 
cahiri fobre o feu igual QD , e aílim os dois tria•-
gulos fe confu~diráo cm hum Jó ; logo sã? iguae~ ; 
logo a fu perfic1e DQF =: APl,;. Pela mefma razao 
a f11p erfi cie FQE :L: CPB , e a fu perficie DQE = 
APB ; logo temos DQF + FQE ·- DQE = 
APC + CPB - APB, ou D'Ff: = AE C ; logo 
os dois triangulos fymmet ricos ABC, DEF, sáo iguaes 
cm fuperficie . 

S cholio. O s pó los P e Q pode rião ef1ar fituados 
dent ro cios tri :ingulos AB C , D EF ; então dcveria-
mos fomm ar os tres triangulos DQ F , .FQE, 2QE, 
para om ell es formar o tri angulo D EF , e igual-
mente devtriamos fotnmar os ti es triangul os APC , 
CPB, APB, para formar o triangu lo ABC; quanto 
::io mai , a d mon ,ração e a conclusão fcrião ª' 
rnefmas . 

P R O P O S I Ç Ã O XXII. 

T H E o R ,.E M A. 

Se rlois circulos ' maximos J\OB , COD , ( fig. 
232.) /e cortarrm como Jr qujer no /1 e111i.ifait) 
AOCBD, a Jomma dos tritmgul~s oppoflos AOC , 
BOD , f u d i 11 aL ao fujo cujo angufo lu: BOD. 
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Porque, prolongan·do os arco ÓB , OD , no 
outro hemi ferio até o teu en ontro em N , OBN 
ferá . huma femi-circumferencia , bem como AOB ; 
tirando de hu"TI'l e outra parte OB , teremos BN = AO . Por femelhante razão temos DN = CO, e 
BD = AC ; logo os dois triangulos AOC , BDN, 
tem os t re~ lados irsuaes ; além di!To a fua pofiçáo 
he tal que elles s:o fymmetricos hum do outro; lo-
go são iguaes em fuµe rficie ( 21 . ) , e a fomma dos 
triang11los AOC , BOD , he equivalente ao fofo 
OBNDO cujo an O" ulo he BOD . 

Scholio . Hc claro tamb m que as duas pyr:11ni-
dcs esfericas que tem por bafes os tr iangulos AOC • 
BOD, fomm adas , equiv<tlem á unha csteric:i, ujo 
angulo he BO D. 

P R O P C\ S I Ç Á O XXIII. 

T H E O R E M A~ 

A ' fi1ptr/icie . de lwm trra11g11!0 esfcrico qualqutr 
ltrn por medida a txcef/o da Jomma dos Jeus lrts 011~ 
gulos ]obre dois angulos retlos. 

Seja ABC (fig. 239.) o triangulo propoíl:o ; 
prolongúem-fc os feus !:idos até en ontrar m o· ir u-
lo maximo DEFG tir::irlo como fe quizcr fóra do 
triangulo . Em virtude do theorema precedente , os 
dois triangulos ADE, AGH , fommados , equivalem 
ao fufu, do qual A he o angulo, e qtte tem por 
medida 2A ( 20 . ) . Affim teremos A DE + AGH = 
2A; femelhantemente I3GF + B.ID :.:: 2R , C!H + CFE = ::i.C. Mas a fomma deíl.e,5 fc:is trim ulos 
ex cede a femi-esfera em duas ezes o tr ia ng11lo ABC,, 
além diíl:o a fcmi-esfera hc reprercntada por 4; logo 
o dobro do triargulo ABC he igua l a 2A -j- 2B -j-
::i.C - 4 , e por confeqm:ncia ABC = A + B + 
C - 2 . Logo hum tri angu lo csfcri 0 tem por me i-
da a fomma dos feus angulos menos dois angulo' 
reél:os. 
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Corollario !. Quantos angulo~ reél:os h9uver nef-
ta meJjda , tantos tria_ngulos tri-reél:angulos ou oica-
vos de esfera., que são a unidade de fuperficie , . conte-
rá o triangulo propollo ( 20. ) • Por exemplo , fe ca-

,da . angt;lo for igual aos ~ de hum angulo . reao ' 
3 

então os trcs angulos ·valeráõ' 4- angulos reél:os • e o 
trianaulo rropoíl:o ferá reprefentado por 4 - 2 ou 2; 
logo fe1á igual a dois tnangulos tri-reél:angulos ou 
flO quarto da fuperficie da esfera. 

Coroflario 1 !. O triangulo esferico ABC he 

cquival~nte ao fofo cujo angulo ne A + B + C _ 1 • 
, 2 ' 

do mefmo modo a p)rramide esferica , cuja bafe he 
.AIC, equivale á unha esferbca, cujo angulo he 

A-1-R+C 
-J, 

2. 

Scholio. Ao mefmo tempo que fe compara o 
triangulo csferico ABC com o t1i angulo tri-1 eéb n-
gulo, a pyramide e-;.ferica ql'e tem por bafe ABC fe 

umpara com a pyramide tri-reél:angula , e daqui re-
fulta a mcfrna proporção. O angulo folido do vertice 
da pyram iclc ft; compara do mcfmo modo com o an-
g11lu íol ido do ertice _da pyramide tri-reétangul a : 

' " om effeito , . a comparação fe efl:abclecc pela coin-
cidencia das rarte ·. Ora , fe as bafes da pyrami<les 

- coin idircm , he evidente que as mefmas pyram1des 
oncicliráõ , bem CÓf!lO os angulos no vertice. Daqui 

:refultão m11ita3 onfequencias. 
I. 0 Duas pyramides tria ngulares _esfericas eíl:áo 

entre li como ::is fuas bafes ; e como huma pyrami-
de polygonal fe póde rep3rtir em muitas pyramides 
tri angul<1res , feguc-fe que duas pyrarnides esferi~as 
su;1c quer eílá ntrc fi como os polygonos que lhes 
1ervem · de bafes . 

:z.._ 0 O angulos folidos no_,_verti_ce das mefmili 

' 
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pyramides cfiáo igualmente n:i - proporção da~ b:iíes. 
L ogo , para comparar dois angulos folidos quacfqucr, 
fe devem pôr os - feus vertices no centro de dua e -
feras iguaes , e eíl:es angulos folidos eltaráo entre G 
como s polygonos esfericos interceptas entre os feus 
pi faces. _ ~ -

lo no vertice da pyramide tri.-reélangula 
por tres planos ,perpenJicuhrres entre fi . 

lo, que fe póde chamar angulo jr,/ido reHo, 
he muito proprio para fervir de unidade e! mcclída 
aos outros angulos folidos . 1 fto poíl:o, o mcfmo nu-
mero que dá a área do pol:gono esfcrico , dará a 
medida do angulo folido correfpondente. Por cx~m
plo, fo a área ' Ho polygono esferico for i , iílo he, f'e 
for 

1 
os * do triangulo tri-reél::rngulo , q angul rt1li-

do correfpondente ferá tampem i do 3.ngulo fo- t 
lido redo. • 

P R O P O S 1 Ç i _? XX l V. 

I T H .E. O R E M A. 

_A . Juperfirie· rle /mr>i /JOÍ)'g.ono ésjericfJ tmt 1 pot· 
medida a Jommà dos Je.us a11g11/os , JRcnos o p1 oduflo 
dt! dois angulos reElos polo numero dos lados do poly-
gono menos' dois . 

Do méfmo vcrtice A ( fig. 240. ) tir~m-fo a 
todos os outros vertices a diagon:ies Aé , AD ; o 
polygono ABCDE ficará repartido ·em tan1os trian-
gulos menos dois quantos forem os feus lado . Mas 
a f'uperficie c,le cada triang11 lo tem por medida a, 
fomrna dos íeus angulos menos dois ?111gulos rcélos r 
e he claro que a fomma de todos os :mgulos dos 
triangu los he igua l á íomma dos angulo <lo "l y-
gono. Logo a [11pcrfi ie do polygono he i u:il á 
fomma dos feus angulos menos tant:is vczc~ dois 
angu los reélos quantos são os féus !::idos menos 
àois. 

Sçhç/ú. Seja / a fomma dos angulos de hum 
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polygono esferico, n o numero dos feus lados ; 
fuppondo que o angulo re tl:o he a unidade , a fu-
perhcie do polygono terá por medida J- 2 ( n - 2.) 
ou J - dn + 4· 

'' 
p R o p o s I ç .Ã. o XX 

T H E o R E M A . 

,, Seja S o numero dos angulos falidos de hum po-
lyedro, H o numuo de Juas faces , A o numero das 
ari;Jlas ; digo que Je.rá jempre S + H = A + 2. 

Tome-fe dentro do polyedro hum pon to .do qual 
fe tirem linhas retl:as aos vertices de todos os fous 
angulos ; im::igine- fe que do mefmo ponto corria cen-
tro fc defcreva huma fuperficie esferica q11e fcja en-
contrada por todas clbs l inh:is em outros tantos 
pontos ; :ijuntem-fe efles pontb por arcos de cir-
1culo . maximos , de maneira que formem fue re a fu-
perficie da esfera pol ygonos corref pondentes e no meÇmo 
r,umero ~om as faces do polyedro. Seja ABCDE r fig. 240. ) hum deíl:es polygonos ' e feja n o nu-
;mero de feus lados ; a fua fuperficie ferá J - in ·,+ 4 , fendo f a fomma dos angulos A , B , C , D , E. 
Se avaliarmos 1femclhankmeme a fuper ficie de cada 
hum dos out ros polygonos esfe ricos , e as fommar-
.p1os , concluiremos que a fua forr:ma ou a fuperfi -
f ie da e5fcr .. reprefentad por 8 , he igua l á fomma 
Ide todo$ os angulos dos pol ygonos , menos duas ve-
·,zes o numero dus feus ladós , m:iis 4 tantas Yezes 
HU ntss forem as fa ces. Ora , como todos os :ingulos 
que fe ajuflão em torno do mefmo ponto A valem 
quatro angulos retl:os , a fomma de todos os angulos 
Idos polygonos he igual a 4 tomado tantas \'eZes q11an. 
tos sáo e· angul s fóli<los ; lo~o he igual a 4 S. De-
pois diíl.o , o dobro do numer~ dos lado AB , BC , 
CD , &e. hc igual ao qu~druplo do numero das :iref-
tas ou = + A , porque a mcfma are!la ferve de b-
ido a duas faces. Logo teremos 8 =: 4S - 4A+4H; 
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ou tomando o quarto de cada membro , ! = S -
A + H ; · logo S + H = A+ 2 . 

Corollar.io. D aqu i fc fegue que a fomma .d1s t111 -

gulos planos q1u formã o os a11gu/rJs /ólidoJ de hum. 
polyedro , he igual R /a11/as vezes quatro angulos re-
[los quantas unidades lwuvr.r em S - 2 , f endo o 
1u111 o. dos angu!os so11idos do polyf!dro . 

orque , fe confiderarmos b1ima face da qual o 
numero de !:idos he n , a fomma dos angulos deíl-a. 
face ferá 2n - 4 angu los reétos ( 2 r , I . ) • 1 [as a 
fomma de todos os 2 11 , ou o dobro do numero de 
lados de todas as faces , == 4A , e 4 tomado tan as 
vezes quantas forem as fu as face = 4H ; logo a 
fomma dos :rngulos de todas as faces = 4 - 4H . 
Ora , pelo theorem;i acima demon!l rndo , temos A-
H = S - 2 , e por ·confeq11en ia 4A - +H:::: 
+ ( S - '.2.) • L ogo a/omma dos angulos plcwos , &e. 

P R o P o s r ç i\. o xxvr. 
T H E o rt E. M A . 

,, De todos os triangulos esfericos formados com 
i ois lados dad~s Cl3 , CA , ( Jrn.12. fig. r 5.) e hum 
taairo arbitrario , o maior ABC l;e nqui!lle 110 quttl 
o angulo e comprehendido pelos lados dados, hc igual 
á jonwr.a dos outros dois r1111mlcs A e I3. 

Prolonguem-fc os doi '' 1aJo AC , AB , até fe 
encon trarem cm D , ter-Ít: -ha hum tri ang11lo ~' rico · 
BCD, no qual o angulo CBD fcrá tambcm ig-ua l á 
fomma dos outros doi ang11los BDC , BCD . Por-
q11 e BCD+BCA fendo i ~ua l :a doi · onü;u los rc o· , 
aílim orno CB + Cl3D, t.:.mos BCD +BC = 
CBA + CBD . Ajuntando a h11ma e a outra p,1rte 
.BDC = B!\C, teremos BCD + ~ CJ\ + BDC = 
CB.t + CB -j- BA ·. Ora , por liYJ otbcfc, BCA 
_ CB. + n C ; logo CBD =BCD +BDC . 

Tirc-fe BI q11c faÇa o ;111 g11lo CDI :::::: BCI), e 
por confequcncia I BD :=: BDC ; os dois tri:rnJuloi 
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!BC, IBD , feráo ifofceles, e teremos IC=IB=ID. 
L ogo o ponto I , meio de BC , ellá em igual dif-
tancia dos tres pontos B , C , D. Por femelhante ra-
zão o ponto O , meio de AB , eíl:ará igualmente dif-
tantc dos tres pontos A , B , C. 

Seja agora CA1 =CA e o angulo BCA1 ?BCA ; 
fe ajuntarmos A1B, e prolongarmos os arcos ~' C, A 1B, 
até fe encontrarem em D', o arco 0 1C A1 ferá huma 

"' femi-circumferencia bem como ·ocA. Logo , como 
C A1 = CA, teremos tambem CD 1 =CD. Mas no 
t ri:rngulo CI 0' , temos CI + I D ' > CD1 ; logo 
ID1 >CD - CI, ou 101 > ID. 

No triangulo ifofceles CIB, dividamos o angu-
lo do verti e I em dois iguaes pelo arco EI F que 
ferá pcrpendiculár ao meio de BC. S.e tomarmos hum 

-p onto L Cl}tre 1 e E , a diíl:ancia BL , igual a LC , 
fcrá menor que Bl ; porque póde-fe de1noníl:rn r , co-
mo -na prop. rx., liv. I. ,'que• temos BL + LC' < 
BI + I C ; logo tomando as metades de huma e de 
outra parte, teremo~BL<BI. Mas no triangulo D 1LC, 
temos D 1L >D'C - CL, e com maior ratão , D 1L 
/DC-CI, ou D1L >DI., ou 0 1L / BI , ou' D 1L > 
:BL. Logo fe procurarmos fobr.e o arco E l F hum ponto 
igualmente dillante dos tre~ pontQs B , C , D 1 , e!le 
ponto não poderá deixar de efla r no prolongamento 
de El para a parte -de F. Seja l' o ponto procura-
do, de fort que tenhamos D 1II =Bl'::::Cl'; os 
triangu los 11CB, I 1CD 1 , 11BD 1 , que sáo ifofceles, 
dáo o ang11los i ~uaes 11BC=I1CB, I'BD'::::l'D'B; 
1 1CD1 ::::: I 1D1C. Mas os angulos D 1BC + CBA' 
valem 2 angulos retl:os, aflim como D 1CB + BCA'; 
logo 

D 1BI 1 + I 1BC + CBA' = 2 , 
BCI' - I 1CD'+Bc 1::::2 . 

A juntando as duas fomma e notanck1 que I 1 BC = 
BCI' e D 1Ill 1- I'CD'=BDl1 1- l 1 'C=CD'B:::: 
CA 1 B , tl:r mos 

2l 1LC+CBA'+Bc •. 1+cA1B= 4. 
Lo~o C. !B + CBA1 +B A'. - i (medida da área. 

' -
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do triangulo A1BC) ::::= 2 - 2I 1BC ; de forte que te- ~ 
mos área A 1BC = z - 2 a11gu/o I 1BC ; femelh:rnte-
mente no triangulo ABC , reriamos área ABC = 2 -
2 a11gulo IBC. ~Ora, demonlbámos que o angulo l 1BC 
h e maior que IBC ; logo a área A'BC he menor que 
ABC. 

A mefma demonílração e a mefma conclu são te-
r ião lugar fe , tomando o arco CA' =: CA ( Eíl: . r 2. 
fig. 1-i_ a~) , ~zeffemoi o ~ngu lo BCA1 < BCA. Lo-
go AHC he o maior triangulo entre todos aquelles 
que tem dois !:idos da_dos e o terceirô arbitraria . 

Scholio I. O triangulo ABC ( fi g .2 4 1. ) , o maior 
entre todós aquelles que tem dois lados dados CA , 
CB, póde [er - infcrito em hum femicirculo que te-
nha por diamel:ro a corda do tercei ro lado !\ B ; por-
que, fendo O meio de AB, vimos que as diíl::rncias 
OC , OE são iguaes i Jogo a circumferencia do cir-
culo menor defcrita l'io ponto O como pólo_ e com 
o inte rvallo OB, paffará pelos tres pontos A , B , C. 
Demais , a li r_iha reél:a BA he diametro defl-e cir-ulo 
menor , porque o centro que dev_e eflar ao . mefmo 
tempo no plano do circulo mcn.or e · no pl=:ino do 
arco do circulo maximo BOA ( pr. r. cor. 4. ) , [e 
·achará ,.. neceffariamente, na Ínterfecçáo delles dóis pla-
nos , que he a retta BA, e a!Tim BA ferá hum dia-
metro . 

II. No t ri angulo ABC , •fendo o ang11lo C iu;ual 1 
á fornma dos outros - dDis A e B , frgue-fe que é\ fom-
ma dos tres angulos he dupla do angulo C. Mas ef-
ta forrima he fempre m:1Íor que dois anguloi; re-
élos ( 19. ) ; 19go o angulo e he maior que hum 
reél:o . . 

III. Se prolongarmos os lados CB ,_ CA até 
o feu encontro em , E , o tri angulo BAE [erá igua l 
ao quarto da f11perficie da esfera . Porque o angulo 
E = C:::: ABC -l- CAB ; logo os. tres angulos do 
tri:mgulo BAE equivalem aos quatro ABC , ABE , 
CAB , BAE, cuy.i fomma he i~u a l a 4 ;i ngulos re-
tt05, L ogo a fuperficic do triangulo BAE ( ~4· ) = 

. -
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4 - z = z, que he o quarto da fuperficie da es..: 
fera. .-

IV. O maximum não teri:i lugar fe a fomma dos 
àois lados CA , CB , fotfe igual ou maior que a 
femi-circumferencia de hum circulo m~ximo. Porque 
çorno 'o triangulo ABC deve fer infcrito em hurn fe-
rni-circulo da esfera , de ve a fom i'na do dois lados 
CA , CD , fer menor que a femi-circumferencia de 
hum cirL-iilo da esfe r:i. , e po r confequencia menor 
que a emi-circurnf~renc ia de hum circulo· maximo. 

A razão porque nio ha maximum , quando a fom -
ma dos dois lados dados he maior que a femi-circum -
fcrencia de hum circulo maximo , he porque então 
o triangulo augmenta cada vez mais ;i medida qµe 
hc maior o angulo comprehcndido pelos lados dados . 
Em fim , q• ando eíle angulo for ig ual a dois reétos , 
os tres lados fbráo no mefmo plano , e forma r:io 
huma circumferenci:i inteira ; ' ogo o triangulo esfe-
ri o virá a ra igual á femi-csfera , mas deixará. en-
tão de fer triangu lo. 

P R O P O S I C 1 O XXVII. 
' 

1 T H E o R E M A . 

,. De tod~s os triarzgules esftricas farmadgs com 
hum /ada dado e !tum peri1111:tro dado , o maior he 
a_quellc: no qual os d,is ladtJs náo determinadas sáo 
1gua1:s . 

Seja AB o hdo dado ( fig. 242 . ) commHm aos 
doi!I tri:rng11los ACB , ADB, e feja AC -+ CB = 
AD + DB; di uo que o triang 1lo ifofceles ACB, 
n qua l AC = CB , he maior que o nio-ifofce-
Jcs AD!3. 

Port1ue , orno cílcs tri:ingulos tem a p:irte com-
m11111 AOB, 111íl:::i molhar f1UC o tri:rngulo IlOD he 
menor que 1' OC. O an ulo CB , ig111 l a CAB , 
hc mai?r que OAB ; allim o lado À.O he maior. 
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<JUe OD ( 16.); tome- fe OI=. OB, faç:i-fc OK 
:= OD , e tire-fe h.I ; o tridn••l'I Id forá 
igual a DOB ( 12. ) . . e ncg:m:m a;;ora uc o tnan-
<>L lo DOE ou o fcu igual h.OI ÍeJa menor que 
Õ AC , deverá elle fer igl'al 11 n aior ; m amb s 
05 dÍOs , cerno o pomo I cita er.t rc o ' onto A e: O. 
o ponto K ficaia fob1e C prolong do , pois de 
outra hi neira o uiangulo Oh.l 1L ontcria no trian-
gulo CAO , e por confequcn ia feriei . menor. lJto 
pollo ' fendo CA o mais WrtO caminho de e ,Para 

. A , ternos C K + K 1 + IA > C . • a C K = 
Ou - co, AI ::::: AO - OB' KI = BD; lo o 

D - CO +AO - OR +BD )> CA , e re-
duzindo , AD - B + 130 > CA ou AD + 
BD > AC ·i- CB. Ora efla detig a Idade he t!Ôntra-
1ia á hypothefe AD +BD= AC + CB; lo o o 
ponto K não póde cahir li. bre o prolongament de 
oc.; logo caht: cntr~ o e e ' e por con1Cq11 ncia 
o triangulo KOI , ou o fcu igua l ODB, hc menor 
que ACO; logo o tri:ingulo ifofc les ACB he maior 
que o não-ifofceles ADB da mefma bafe e do mef-
mo perimetro. 

&holio. Eflas rluas ultimas propoíiçúes ão ana-
Jogas á propofições 1. e 111. do a pendice ao li-
vro 1v. ; ' portanto dellas fc podem d duzir , :ic~rca 
dos polygono esfericos , as onl q encias que tem 
lugar para os polygonos rcc ilineo . Ei -aqui as 
principae · : 

1 . 0 De todos os pol;_ri;o11os esfaicos 1/operime-
lros t: do mefmo 1111111t:1:0 de lados , o maior lu hum 
polygono equilatero. 

2. 0 De t odos º! polygo11os rsfrricos Jor111n1ios 
com lados dados , e o 11/1i1110 nrbitrar:o o maior ht: 
aqudlt: q1u Je pódt: inji rever em /111111 femi-cirrn lo qu 
ltrlÍ por .iiamctro a corda do lado 11lÍO dt:Jtrmi11ada. 
Para que a Colução feja poíli \·el deve a fomma 
dos lado dados íer mcnor q11c huma fcmi-c:ircumfo-
rencia de círculo maximo. 

3. O maior dos polygonu <sf cricos formado; 
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~om lado! dados ./u aqudle que /' póde infcrrotr t~ 
hum nrculo da tsfera . _ 

4. o O maior dos polyg01101 esfaicos que Um , 
mef m/') paimllro e o mefmo 'numero de /ado1 , he 
aqudle que /tfll, os angulos L os lados iguaes. 

Todas as propofiçó=s de maximum ácêrca d0s 
polygonos esferices fe app licáo aos angulos folidoi 
dos quaes são medida aquelles pólygonos. 

/ 

~ \ 
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APPENDICE AOS LIVROS VI s VII. 

POL \'EDROS REGULARES. 

' ' 
P R O_P O S I Ç Á O I: 

T H i ' o R !: M A. 

,, :N Aõ póde haver mais d1 cinco polyulros r:egu. 
\t , lnres. 

Porque definimos polyedros 1·cguluus aquelles dos 
quaes tQdas as faces são polygonos, regulares iguaes i , 
e todos os angulos folidos são iguacs entre Ii . Eil:as 
condiç6es fó podem ter lugar em hum pequeno nu. 1 
mero de cafos. 

, I. 0 · Se as faces forem trian.gulos equilateros , 
pódc-fe formar cada angulo folido do polyedro com 
tres angulós defies t~iangulos, ou com quatro, ou com 
cinco. Daqui nafce~ tres corpos regulares , que são o 
tetraedro, o oétaedro,e o icofaedro . Com triangulos equ·-
lateros não fe podem· formar mais do· que eíl:es , 
porque feis angulos dei):es triangulos valem quatro an-
gulo!> reétos , e não podem form:ir angulo , foi ido 
( 2 1 ' 5. ) . 

2. o Se ·as faces forem ·quadrados , fe podcrlÍõ 
~j untar os fe1:1s angul o~ tres a tres ; e <l'lqui refult2 
o hexaedro ou cubo . 

Quatro angulos de quadrados valem quatro an-
tulos reétog , e não podem formar angulo falido. 

3. ° Finalmente , fc as faces forem pentago-
flfolG J ei;ulares , fe. poderáõ tambem ajuntar Oi fouç 
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angµJos tres a tres , e daqui refultará o dodecaedro 
regular. 

Não fe póde hir mais avante ; porque tres an-
g')los de hcxagono? regulares valem quatro angul~s re-
étos , e tres de heptagonos ainda mais . 

Logo não póde ha ve r mais de cinco polyedros 
Iegularcs formados tre:s com triangulos equilateros, hum 
com quadrados , e outro com pentagonos. 

Scho/io. Na propofiçfo feguinte provaremos que 
cfles cinco polyedros exiftem realmente; e que pode-
mos determinar todas as fuas dimenfóes quando for 
conhecida huma das fuas faces. 

1) R O P O S I Ç Á O II. 

P R O B L E M A. 

,, Sendo dada huma das 'faces de hum polytdro 
regular, 0 11 sdmo1te o J eu lado , confrruir o polyt-
dro. . 

Efle problema offerece cinco que vão fer refol-
vidos fucceíli vamc:;nte. 

Corijlrucçáo do tetratdro. 

Seja ABC (fig. 243·) o triangulo equilatero 
ciuc deve fcr huma das faces do tetraedro- ; no pon-
to O , entro deíh: triangulo_ , lcvante-fe OS per-
pendicular ao plano ABC ; tcrmine-fc eíl:a perpen-
dicular no ponto , de forte que AS = AB ; tirem-
fc SB , SC , e a pyramide SABC fera o tetrae-
dr:o p diclo. 

Porq ue , por caufa das diflancias iguaes OA , 
OB, OC , as obliquas SA , SB , SC , fe affal1áo 
igualmente da perpendicula r SO e são iguaes. Huma 
della~ SA = AB ; logo as quatro faces da pyramide 
SAB C ão triangi.dos ig11aes ao triangulo dado ABC. 
~lém diflo, os angulos folidos dcfla pyrami<lc são 
1guacs entre fi , porque são formados cada hum com 
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treJ angulos planos iguaes. Logo eíl:a pyramide he hum 
tetraedro regular. 

Conflrucçáo do htxaedro. 

Seja ABCD ( fi~. 244.) hum quadrado dado: ro. 
bre a bafe ABCD coníl:rua-fe hum prifrna reélo cu-
ja altura AE feja igual ao !:ido AB. He claro que 
as faces deíl:e priím1 são quadrados Í{Uaes , e q_ue os ' 
feus an~ulos fólidos áo iguaes entre n como torm:i-
dos cada hum com tres .:mgulos reélos ; logo u prif-
ma he hum hexaedro regular ou cubo. 

Conjlrucçáo do oéiaedro. 

Seja AMB (fig. 245.) hú'm triangulo equilatcro 
dado: fobre o lado AB cldcreva-íe o quadrado ABCD; 
ao ponto O , centro tPéíl:e quadr11do, levantc-fe fobre 
o íeu plano a perpendicular TS , tl",_rmi nada de hu-
ma e outra parte em T e S , de maneint que 
OT=OS:=OA; depois una-fe SA, SB, TA, &e., 
ter-fe-ha hum fólido SABCDT , compoflo de duas 
pyr:imides qnadrangulares SABCD , T ABCD, cm-
coftadas na bafe commum ABCD : eíl:e fólido fetá o 
oéhedro regular pedido. 

Cum effeito o triangulo AOS he reélangulo e1n 
O , bem como o trianEulo AOD ; os lados AO, 1 OS, 
OD , são iguaes ; logçi eíl:es triangulos são ig11aes , 
e temos AS::= AD. Demonflrar-fe-ha do mcfmo mo-
do que todos us outros tri:mgulos reélangulos AOT , 
BOS, COT , &e. são iguaes ao triangulo AOD ; 
logo todos , os lados AB , AS , A T , &e. sáo iguaes 
entre fi , e por confequencia o fólido SABCDT ho 
comprchendido por oito triangulos iguaes ao triangulo 
eq11ilatero dado ABM. Digo mais que os angulos fó-
lidos do polyedro são iguae entre fi , por exemplo , 
o angulo S he igual ao :mgulo B. 

Porque he claro que: o ttiangulo SAC he igual 
ao triim~ulo DAC , • por tanto o angulo ASC hc 

Q 
,, 
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reao; logo a figura SATC he hum quadrado igual 
ao quadrado ABCD. 1Ias fe compararmos a pyrami-
de BASCT com a pyramide SABCD, a bafe ASCT 
da primeira póde pôr-fc fobre a bafe ABCD cja fegunda; 
então fendo o ponto O huD} centro cornmum, a altura 
OB da primeira coincidirá com a altura OS da fegunda , 
e as duas. pyramides fe confundiráó cm huma fó ; lo-
go o angulo fólido S. he igual ao angulo fólido B ; logo 
o fólido SABCDT he hum oaaedro regular.-

Scholio. Se tres reaas iguaes AC , BD , ST, 
-forem perpendiculares entre fi e · fe cortarem no 
meio , os extremos dcíl:as reébs ferío us vertices de 
hum oaaedro regu lar. 

Co1?Jlrucçao do dodecaedro. 

Seja ABC DE (fig. 246.) hum pentagano regu-
lar dado : f ejáo ABP , CBP , dois angulos planos iguaea 
ao angulo ABC : com eílei; a11guJos planos forme-fe 
o angulo fólido B , e determine-fe pela propoftçio 
XX 1 V, li\ ro V , a inclinação mutua de dois ddtes 
planos , inclinação que eu chamo K . Formem-fe fe-
rnélhantemenle nos pontos C, D, E, A , :rngulos 
fólidos iguaes ao angulo fólido B , e fituados da mef-
ma maneira ; o plano CBP fer:i o mefmo com o pla-
no BCG, p_orquc sáo inclinados ambos a !?efma quan-
tidade K fobre o plano ABCD. Logo póde-fe no 
plano PBCG defcrever o pentagano BCG FP igual ao 
pentagano ABCDE. Se fjzermos o mefrno em cada. 
hum dos outros planos Cb I , DEL ; &c., teremos 
huma íuperficie convexa PFGH , &e . compoíl:a de 
íeis pentagonos regulares iguaes e inclinados cada hum 
fobre o feu adjacente a mefma quantidade K. Sej;j 
pfgh , &e. huma fegunda fúperficie igual ·a PFGH, 
&e. , digo que eílas duas fuperficies fe podem reu-
n,ir de maneira que formem huma fó fuperficie con-
vexa continua. Com effeito , o angulq opf, por exem-
plo , - fo póde ajumar aos dois angufos OPB , BPF , 
para fazer hum angulo fólido P igual ao angulo B; 
e ncíl:a união nada fc níudará á inclinação dos pia-
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nos BPF , BPO, porque eíl:a inclinação he tal qual 
convem para a formação do angulo fólido. Mas ao mef-
mo tempo que o angulo _fólido P fe fórma , o ladCJ p/ 
fe appl icará fobre o feu igual PF, e no ponto F fe acha~ 
ráõ unidos tres angulos planos PFG, pfa, ift , que for-
maráõ hum angulo fólido igual a cada hum dos angulos j ~ 
formados ; eíl:a un ião fe fará fem alterar o eHado do 
angulo P , nem o da fuperfide efgh , &c. ; porque, 
os plaRos PFG , efP , já unidos em P , t 111 entra' 
fi a inclinação conveniente K , bem como os pl:inos 
tfg , efp. Continuando amm fucceíli vamente , fe vê 
que as duas fuperficies fe ajuíl:aráõ . mutuamente hu-
ma com outra para formar huma fó !'upcrficie conti-
nua e reintrante fobre fi mefma. E!la fuperficie fcrá 
a de hum dodecaedro regular, porque ellêt ~ hc com-
poíla de doze pentagonos rei;ulares igu'aes , e todo• 
Oi feui angulos f61idos são 1guaes entre fi . • 

LIVRO VI!. 

Conjlrucçfu do icofaedro . 

Seja ABC (fig. 2,j.7.) huma d:is fuas faces; for-
memos primeiro hum angulo fólido com cinco planos 
iguaas ao plano ABC , e igualmente inclinados cada 
hum fobre o feu adjac_çnte. Para iíl:o , fobre o lado 
B 1C1 , igual a BC , faremos o pentagano regular 
B'C 1H 1l' D' ; no centro deft:e pentagono levantaremos 
fobre o feu plano hum:i perpendicular, que term ºne 
cm A', de maneira que B1A'= B1C1 ; ti!·e os A 1C', 
A1H 1 , A'I / , A 1DI e o angulo fólido AI , formado 
pelos cinco planos B'A'C' , C 1A 1H 1 , &c., fe r.á o un-
gulo fólido procurado. Porque as obliquas A 1B 1, A 1C 1, 
&e. são iguaes , hum a de lias A 1 B' hé Íi!ual acr lado 
B'C 1 ; logo todos os tri:mgulos B'A'C', C 1A1Hf, &c. 
são iguaei entre fi e ao triangu lo dado ABC. 

He claro além di!lo que os planos .B1A 1CI, 
C 1A1H 1 , &é. eíl:áo igualmenle inclinados cad:i hum 
fobre o feu adjacente ; porque os angulos fólido~ Bf / 
C 1 , &e. sáo iguaes entre fi , porque são formado~ ca~ 
da hum com dois angulos de triangulos cquilateros a 
~um âe pentagono regular. Chamemo~ K a inclina• 

Q ii 
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~ão dos dois planos em que efláo os angulos igm1es , 
inclinação que fe · póde determinar pela propofiçáo 
XXIV, liv. V; o angulo K fcrá ao mefmo tempo 
a inclinação de cada plano que compúe o angulo fó-
lido A' fobrc o feu adjacente. 

Ifio poíl:o , fe fizermos nos pontos A, B, C , 
angul0s fólidos iguaes cada· hum ao angulo A 1 , tere-
mos huma fuperficie convexa DEFG, &c. cornpolb 
de dez triang11los equilateros , cada hum dos quaes fe_ 
rá inclinado fobre o feu adjacente a quantidade K ; 
e os angulos D , E , F , &e. do feH contorno reuni-
ráó alternadamente tres ' e dois ahg11los de tr ianguloi 
cquilateros. Imaginemos huma fegunda fuperficie igual 
á. fuperficic DEFG, &e. ; eftas du .:s fuperficies po-
der:Íõ ajuílar-fc mutuamente , ajunt::in~o cada :rngulo 
triplo <lc: huma a hum angulo duplo tia outra; e , co-
mo os planos ddles angulos tem já entre fi a incli-
nação K neceffaria para formnr 1-fhm 'angulo fólido quin-
tuplo igual ao angulo A, ella união nada ha de alte-
rar no citado de cada fuperficic em particular, e as 

' dua~ juntas formaráó huma fupcdicic: con~inua com-
poHa de vinte triangulos equil~teros. l!:!b fuperficie 
ferá a do icõfaedro regular, poºrque todos os angulos 
félidos são ig1.iaes entre fi. 

PROPOSIÇÁO 

1 
l' R O B L E M A. 

III. 

, , Achar a inclinação de duas Jacu adjacentes de 
hum polyedro regular. 

Eíl:i inclina<,:âo fe deduz immediatamente da conf-
trucçao que démos dos cinco polyedros rcgul:ucs; 
ajuntando (ómente a propolição XXIV, liv. V, pe-
la qual , fendo dados os trc..s angulos planos que fór-
mão hum angulo fólido , ft: dete rmina o angulo r1ut: 
dois delle planos lnecn entre fi. . 

No te/rtudro. Cada angulQ fólido he formado de 

• 
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tres angulos de triangulos equilateros ( fig.243.) : lo-
go deve-fe procurar pelo problema citado o angulo 
que dois delfes planos fazem entre fi, e!le :<.ngulo fe-
rá a inclinação de duas faces adjacentes do te-
traedro. 

No hexàedro. O angulo de cluas faces adjacentes 
he reél:o ( fig. 2.J.4. ) . · 

N? ~Efaedro. Forme-fe hum ::ngulo fólido (fig. 
245. ) com dois angulos de tri:mgulos equilat«ros e 
hum angulo reéto , 'a inclinação dos dois planos l em 
que dláo os angulos dos triangulos feri a de duas 
faces adjacentes do oétaedro. 

No dod;caeilro. Cada :rngulo fólido (fig.246.) h 
formado com trc~ angu los de pcntagonos regul:ires ; 
aíTim a inclinação dos planos de dois deíl:e5 angnlos 
ferá a de du;is faces adjacentes do dod<?caedro. 

No icifaedro. Foiffie-f e hum angulo fól ído ( fig. 
247.) com dois angt1los de triangtilos eqnil.Hcros o 
hum angulo ele pentagono regular, a inclinação dos 
dois planos em que ~fl:áo os angulos dos triangu los 
fe1á a de duas face• adjacentes do icofaedro. 

P R O P O S I Ç Ã O IV. 

p R O n L E li! /\., 

. 
,, Sendo dado o lado rle lium poJ;•edro 1·4g11lar , r.chrrr-

o rnio da esfera infcrÍlú e o da esfera circunfcrita 
ao polyedro. 

Prirriciro he neceffario demoníl:rar 'JllC todo o po-
lycd ro pó<le fer iníl'.riló e circunfcrito a esfera. 

Seja A B (fig. 24 8. ) o 1:.i<io conutl'l1 m a duas fa-
ces adjacentes ' fcjio e e E OJ centros dcílas duas 
bces, e CD, EU, a p<.:rp ::ndicu bres ab:iixad.is dcf-
tcs centros íobrc o lado commum AB, as qt• acs ca 
hiráõ no ponto D , me;:io elo lado.' As rlua~ p·irpcll'li-
culares CD, DE , fazein en tre fi hum angul1) co-
nhecido , que be igual i inclina ç:í de duas í.tces ad-

' I 
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jilcentes determinada pelo problema precedente. Ora , 
fe no plano CDE 1 perpendicular a AB , tirarmos 
fobrn CD e ED as perpendiculares indefinidas CO o 
EO , que fe encontrão em O , digo que o ponto O 
ferá o centro da esfera infcrit.i e o · da esfera circunf-
crita , fendo o raió da primeira OC , e o da fegun-
tla OA. ,· 

Com effe.i!o, como os apothémas CD , DE, sáo 
lguaes , e a hypotenufa DO commum 1 -'o triangulo 
reétangulo CDO he igual ao triangulo reébngulo 
ODE ( 18, I. ) , e a perpendicular OC he igual á 
perpendicular ÓE. Mas fendo AB perpendicular ao 

rlano DE, o plano ABC he perpendicular a_ CDE 
17, 5.) ou CD.E; ª· ABC ; demais CO , no plano 

CDE , he perpendicular a CD , interfecçáo commum · 
dos plan,os CDE , ·ABC ; logo CO ( r8 ,- 5,) he 

' perpendicular ao plano ~BO. ~ela mefma razão EO 
he perpendicular ao plano ABE ; logo as duas per-
pendrçulares CO , EO , tiradas aos planos de duas 
faces adjacentes pelos centros7Clcfias faces , fe encon-
trão eín hum mefqlo pontb O, e são iguaes. Supponhamos 
agora que ABC e .ABE reprefentem outras duas fa-
ces adjacentes quaesquer , o apo!héma CD ficará fem-
pre da mefma gr:i_ndeza, bem como o :mgnlo CDO, 
metade ele CDE; logo o triangulo reélangulo CDO 
e o feu lado e o feráo iguaes c:m todas as faces do 
polyedro. Logo , fe do ponto O como centro e com 
o raio OC deferevermos hnma esfera , efla esfera to-
car~ todas as faces do polyedro nos feus centros (P.or-
que os planos ABC , ABE, fer~.o Eerpendicu1a res ao 
extrema de hum raio), e a esfera eflará infcrita no 
polyedro , ou o polyedro circunfcrito á esfera. 

Tirem-fe OA, OB ; porque CA = CB , os duas 
obliquas OA, OB, que fc affafiffeo igualmente da per-
pendicu lar , feráo iguaes; o mef mo acontecerá a ou. 
1ras cu<is linhas quaesquer tiradas cio cc1;mo O aos ex-
trci;no: <le hum mcfmo lado; logo todas citas linhas são 
iguaes entro fi. Logo fe do ponto O como centro e 
q>m o raio OA dcfcrevermos huma fuperficie esferi. 
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ta , dta fuperficie paffará pelos vertices de todos os 
angulos fólidos do polyedro, e a eEfcra lerá circunf-
crita ao pol yedro , ou o· polyedro infcrito na es-
fera. 

Iíl:o poflo , a folução do problema propofio nio 
tem já difficuldade, e póde effeituar-fe affim: 

Sendo dado o lado de huma face do polyedro 
(fig. 249. ) , defc reva-fe eíla face , e feja CD o feu 
apothém:i. ProQ1re-fe pelo problema precedcrne a in-
clin3Çáo de duas faces adjacentes do polyedro , e 
faça-Íe o angulo CDJ;. igual a eíl:a inclinação. Tome-
fe DE igual a CD , tirem-fe CO e EO perpendicu-
lares a CD e ED ; e1hs duas perpendicul es fe en. 
contraráó ·em hum ponto O , e CO ferá o raio da. 
esfera infcrita no polyedro. 

obre o prolong:imento de DC tomc-fe C.(\. igual 
ao raio do · circulo c.~rcunfcrito a huma face elo po~ 
lyedro , e OA ferá o raio da esfera circunfcrita ao 
mef mo polyedro. 

Porque os triangulos reél:a11gulos CDO , CAO, 
da figura 2+9 , são 1_guaes aos triangu!os do mefmo 
nome na figura 248. Affim em quanto CD e CA 
são os raios dos circulos infcrito e circunfcrito 
a huma face do polyedro , OC e OA são os raios ' 
das esferas infcrita e circunfcrita ao mefmo polye-
dro. 

S.cholio. Das propoíiç6es precedentes fe podem 
tirar muitas confequencias. · 

z.0 Todo o polyedro r.!!gulai- póde fer repartido 
cm tantas pyramides regulares quantas forem as fa-
ces do polyedro ; o vcrtice commum deltas pyrami-
des ferá o centro do pol yedro , . que he ao mefmo tem-
po o d:is esferas inícrtta e circunfcrita . .-

2.º A foli<lcz de hum polyedro regular he igual 
á fua fuperficie multiplicada pelo terço do raip da 
esfera infcrit:i. 

3.º Dois polyedros regulares do melino nome 
&fo dois fólidos femelhantes , e as fuas dimensões ho~ 
mologóli sáo proporeionae& ; lo&o Qi raios das ~sfera' 
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infcritas ou circunfcritas eilio entre fi como 'OS lado! 
de es pol.r:edros. 

4-• ~ e infçrcvermos hum polyedro regular cm 
huma esfera , os plaI_los tirados do centro aa longo dos 
difftrentes la~ôs repartirá~. a fuperficie da esfera cm 
t antos pol ygonos iguae~ o f em~lhantes quantas sao a& 
faceõ do polyeiro. 

·. 

.... 

, 
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OS TRES eORPOS REDONDOS. 

D l!. l' I N 1 Ç 6 E S. 

J. e Hama-fe c_ylindro o fr1lido produzido 
pela re oluçáo de hum reétangulo ABCD (fig. 250. ) , 
que fe imagina gi~<i! em torno do lado immo-
vel AB. 

Nefte movimento ós lados AD , BC , qu~ ficáo 
fempre J'Crpendicu lares a A B , defcn:vt>m planos cir-
culares iguaes DHP , CGQ , que fe hamáo bafes 
do cylindro , e o lado CD defcreve a f uperficit con-
fJt.ra. 

A linha immovd AB fe chama eix o do cylin-
dro. 

Toda a fecçáo KLM, feita no cylindro perpen-
dicularmente· ao ei xo , he bum circulo igual a cada 
hnma das bafes. Porque , em quanto o rcétangulo 
ABCD gira cm torno de AB, a linha I K , perpen-
<l icular a AB , defcreve hum plano circular igual á 
bafe , e eíl:e plano he a mefma fccçáo feita perpcn-
<.licularmente ao eixo no ponto I. 

Toda a fecção PQGH , feita na direcção do 
eixo he hum reétangulo duplo do re angulo gene -
rante ABCD. 

II . Chama-fe cônt o Colido produ zido pela re-
volução do trian~ulo r@étangulo SAB ( fig. 25 1. , 
que fe imagina !Irar cm torno do la~fo immuvd SA. 
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N efte movimento o lado AB defcreve hum p}a. 
· no c ircular BDCE que fe chama bafe do cône , e a 

hypotenufa SB defcnwe a fuper.ficie convtxa. 
O ponto S fe chama verJice do cône , SA úxo ou 

•liur", e SB lado oú apo!héma. 
Toda a fecçáo HI(FI , feita perpendicularmente 

ao ei xo , he hum circulo ; toda a- fecçio SDE, feita 
n :i direcção do eixo , he hum triangulo ifofcelcs du. 
pio do triangulo generante SAB. 

II!. Se do co ne SC DB tirarmos , por huma 
fecç ão parallela á bafe , o cône SFKH , o falido 
reflant.:: CBH F fe cham:i cóne truncado ou tronco de 
cil ne . Póde-fe fuppôr que élle he defcrLto pela revolu-
çá do trapezio ABHG, que tom os angulos A e G 
r e tos , em torno do lado AG . A linha immovel 
AG fc chama âxo ou ailura do tronco, os circu-
~os BDC , H KF sáo ·as f.afes , e B he 1 

lado. 
IV. D ois cylindros ou dois cônes sáo fwu-

lhantes quando os feus eixos , cíl:áo entre fi como oi; 
diametras das fuas bafes. . 

V. Se no circu lo AC D (fig. 252.) que ferve 
de bafe a hum cylindro , infcrevermos hum polygo-
no ABCDE, e fobre a bafe ABCDE levantarmos 
hum prifma rcél:o igual em altura ao cyl indro, o 
prifma fe chama infcrito no cylindro , ou o cylindro 
íÍrcunfcrito ao príj'11la . 

Hc claro que as arcfl:as AF , BG , CH , &c. 
do r:ifma' que sáo perpendiculares ao plano da bafe' 
sáo cumprchendiclas na fuperficie convexa do cylin-
dro. Logo o prifma é o cylindro' Ie tocáo na ,dire-
cção defhs 'nrdlas. 

VI. I gualmente , fe ABCD ( fig. · 253.) for 
bum polygono circunfcrito á bafe ~e hum cylin-
dro, e fobre a. bafe ABCD confhuirmos hum prif-
ma rc1.'lo i~ual em altura ao cylindro , o prifma _fe 

h<!ma círeu11Jcrito ao cyli11tlro ou o cylindro irifcnt1 
no prifma. 

Sejáo M 1 N 1 &c. os pontoi de C!intaél:o do;; 
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Jados AB, BC , &c. , e levantcm-fe pelos pontos 
M, N, &e. as , perpendiculares MX , NY , &c. ao 
plano da bafe ; he claro qúe eílas perpendiculares 
ê!1aráo :w mefmo tempo na fuperficic do cyli.ndro e 
na do prifma circunfcritõ ;- logo feráo as fuas linhas 
de contaél:o. 

,, N. B. O cylindro , o cône e ~ esfera sfo os 
tres corpos redondos de que fe trata nos elementos. ,, 

' Lemmas prdiminares fohe as Juper.ficia. 

l. 

Huma Juperjicie plana OABCD .( fig. 254. ) le 
menor que 'Outra quaÍtjur fu/Jl!rjicie PA~CD , termi-
nada 110 mifmo contorno ABCD. · · 

Eíl:a pr~pofiçáo he' tf\o evidente que fe · póde pôr 
na claffe dos axioma~, porque poderiamos fuppôr que 
o plano he entre as fuperfi cies o que a linha reél:a 
he entre as linhas : a linha reél:a he a mais curta en-
tre dois pontos dados , do mefmo modo o plano he 
a fuperficie menor entre todas as que têm o mcfmo 
contorno. Sem embargo , c;omo cumpre reduzir os 
axiomas ao menor numero poffivel , eis-aqui hum 
raciocinio que niío deixará duvida alguma ácêrca def~ 
ta propofiçáo. 

Como a fuperficie he extensão em comprimen-
to e largura, não fe póde conceber que huma fuper-
1icie (eja maior que outra , fem que as dirnen sóes 
da primeira excedâo cm alguns fent idos ás da fc-
gund11 ; e fe acontecer que as Climensóes de huma 
fuperficie fejáo cm todos os fentidos menores que 
as dimensões de outra fuperficie , he evidente que a 
primeira ' [uperficic fcrá manar que a outra. Ora , 
em qualquer fentido que fe faça pafTar o pl:tno 
BPD , que cortará a fu perfic ie plan:i na direcção 
BD , e a outra fuperficie na direcção BPD , a li· 
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nha reéh BD feri femprc menor que BPD. Logn 
a fuperfi cie plana OABCD he. menor que a fupcr-
ficic:: 11ue a' cérca 'P ABCIL 

IT. 

Tada a Juperficie convexa OABCD (fig. 255.) 
ht menor que ou/ ra qualquer Juperficie que envol-vejje 
11 primeira , ejlribando-Je )obre o mefmo cr;nlor-
nCJ ABCD. . 

Repetiremos aqui que enten-demos por. fuperfi-
úe conv exa hL11Tia fu[1erficie que não póde fer en~On
trada por huma linha em mais de dois pontos : e 
entretanto he poffi vel que huma linha reéla fe ap-
plique exaéhmcnte em c;erto fenticlo ' fobre huma 
fuperli cic.: convex a : \·êm-fe exemplos n:1.s fupcrficies 
clo cône e do cylinriro. Tambcr, advertiremos que a 
dtnominaçáo de Jup rficie convexa não fe limita só 
:is fup erfi cics currns; ella compn:hende as fuperfi-
cie5 polyedrae-s ou compoíl:as · de muitos planos· , e 
igualmente as fuperficies parte curvas , e parte po-
l yedraes. . . . • 

Iflo poíl:o-, [e a fuperficie OABCD nii.o for 
menor que todas aquc:l las que a envoh·em , fej;i en-
tre eíbs PABCD a fuperficie menor que ferá q11 :rn-
do muito igual a OABCD . Por hum ponto qualquer 
O , faça-ft:· paffar hum pl:ino que toque a fupcrfi'cic:-
OABCD fom a cortar: eile plano encontrara a fo_ 
p erfi cie PABCD, e a parte queelle deíl:acar, fe·d maio~ 
que o plano terminado na mefma fuperficie . Logo, 
confervando o re fio da fuperfkie PABCD, podería-
mos fubftituir o plano á fuperficíe fcparada, e tería-
m os huma nova foperficie que cm·olvcria fcrnpre a. 
fuperfi cie O BCD, e que fe ria menor que PABCD. 

\fas c; íl:a he ;i menor de todas, por hypothefe; 
logo c[la hypothefe ná· pódc fu bfü1ir. L ogo a fu-
pe rficie come xa OABCD he mc::nor que outra 
q11 J lquc r fuperfi cie que envolvefle OABCD, e qu1 
;erminaífe no· mermo contorno ABCD. 
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Scbolio . Por hum raciocinio inteir:tmonte feme-

lhante fe provará ; r . 0 Que , fe huma fuperfi ·ia 
comexa, terminada por dois contornos ABC , D~F 
(fig. 256.) , for envolvida por outra foperficie qu :i l-
quer terminada nos mefmos contornai; , a fuperfic ie 
ell\'olvida ferá meno;: do que a outra. 

2. ~ Que , fe huma fuperfi cie convexa AB 
(fig. 257 .. ) for envolvida de todas as partes por 
outra fuperficie 1N , quer ellas tenháo pontos , li-
nh:is , ou pbnos communs , qu er não tcnhão ponto 
al gum commum , a , fuperficie envolvida ferá fempre 
menor que a fuperficie envolvente. 
' Porque entre ellas nenhuma póde haver qt [e_ 
ja a menor de todas ' poi~ em todos os caros pml, -
riamos conduzir o plano CD tangente á fopcr :kie 
convexa, plano que feria menor que a foperficie 
c:vro ; e portanto i fuperficie CN D fcri.i m ·n,,r 
que MN , o que hc contra a hypothefe de fer MN 
a me nor tle toJas. Logo a fuperficie convexa AB 
be menor que todas aqu1ill as que a envolvem. 

PROPOSIÇÃO I. 

T H ~ o R E M A • 

.11 j tJlidez, t!e hum cyh11dr3 hf, igual ti~ produ-
:to <hl Jun hajt: pela Jua altura. 

Sej.t CA ( fiz. 258 . ) o raio ·da bafe do cy lin-
dro dado , A ;.i fua altura; reprefentemos por (upcrf. CA , 
a f uperficie do circulo do qu:i l Ci\ 11e o raio ; 
rligo ·quc a foliclez do cy lindro foráf1/ie1/. CA X A. 
Po,-q+i-c , [e Jvperf. CA X A não for '1 111ed ida do 
cylindro d <~do , efte proclu tl:o f'e rá medida de hum 
cyli;idro" m:iior ou menor. Suppo!ll::imos primeiro que 
cll:i feja meJida de hu1i: ylindro mcHcr, p r exem-
plo , do cy lindro do tiua l CD ha o raio d..1 b.ifc e 
A a :dtur:i. 

Cir . unkr:H-fe ao circul{j cujo raio he CD , 
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hum polygonu regular GHIP , cujos lados não en-
contrem a circumferencia da qual C:A he raio 
( Lo. 4. ) ; imagine--fe hum prif ma reéto que tenha 
por 'bafe p polygono GHIP.) e por altura A, o qual 
prifma ficará circunfcrito ao cylindro, cujo raio dot 
bafe he CD. lflo pofto, a folidez do ·prifma he 
igual. (.r4, 6. ) á bafe GHIP multiplicada pela a] • 
. tura A : a ba(e GHIP be menor que o circulo do 
qual CA, he raio'; logo a fohdez do prifma he me. 
nor q1.1e fuperf._ CA X A . Mas fu.ferf. CA X A 
h c , poc. hypothe.fe, a folidez do cylmdro infcrito no 
prifma ; logo o prifma feria rfienor -que o cylindro: 

, ora , pelo contrario , o cylindro he menor que o 
prifma, porque nelle fe contém ; logo he impoffi. 
vel que juperf. CA X A feja medida elo cylindro , 

-do qual o raio da bjife he CD e A a altura , ou 1 
cm tt?rmos n;iais geraes , o produéfo da bafe de liu111 
c_ylindro pela Jua alturr' não 'ftóde medir h"um cyli11-
ár1 menw. 

Digo em fegundo lugar que efie mcfmo produ. 
éio não pó::ie medir hum cylindro maior. Porque, 
para não multiplicarmos figur:is; frja CD o.raio da ba-
fe do cylindro dado; e feja , fe h.e poillvel , fu-
perf. CD X A a medida de hum' cylindro maior , por 
exemplo , do cylindro , do qua CA hc o raio d~ 
bafe , e A a altura. 

·Se fizermõs a mefma confhucçáo que no pri. 
meiro caro ' o prifma circunfcrito ao cyli11dro dado 
terá _por medid;;i. GHIP X A : a área GHIP he 
maior que fuperf. CD ; logo a folidez dô prifma de 
que fe trata he maior que fupe;f. CD X A : logo 
o prifma Teria maior que o cylindro da mefma altu-
ra que tem por bafe fuperf. CA. Ora , ao contra-
1·io, o prifma hc menor que o cylindro, porque nel-
le fe contém. Logo lu imp_oj}ivcl . que a bafe áe hum 
cylindro . multíp!ic:'d~· pela Jua altura Jeja medida de 
hum cyhndro · 111n1or. 

Logo finalmente a folidez de hum cylindro be 
igual ao produél:o da f ua iafe pela fua altura. 
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CorolJtirio 1. Os cylindros da !J1eÍma 21tura ef- , 

tão entre fi como as íuas bafes , e os cy lind ros da 
meíma bafe eíláo entre fi como as íuas :ilrnras . 

Corollario 11. Os cylindros femel hantes efiio õ-

mo os cubos das alturas, ou como os cubos dos 
iametros das bafes. Porque , as bafes el1:io com o os 

quadrados dos .feus diametros ; e como os cylindrns 
~ão femelhantes, os diametros das bafes eíláo orno 
as alturas ( def. 4 . ) : log? .as bafés efláo como s 
quadrados das alturas ; ·Jogo as bafes multiplicad.is 
pelas alturas , óu os mefmus cylindros , elláo como 
os cubos das alturas. 

Sclt~lio. Seja R o raio da bafe de hum cylin-

àro, A a fua altura, a fuporficie da bafe ferá wRz 
2 

( 12, 4. ) , e a folidez do cy'lindro ferá ...-R X A, • z , 
ou 'ZJ"R A. 

P R O P O S I Ç X O II. 

L E M MA. 

A Juperficie convexa de hum prifma teRa he 
igual ao pui11utro da Jua bafe multiplicado j1tla Jua 
•lt11ra. 

· Porque eíla fuperficie he igual á fomma doi 
reébngu los' AFGB (.fig. 252.), BGHC, CHID , 
&e. de gue clla he compofla : ora as alturas AF , 
BG, CH , &c. dcftes reél:angulqs são iguaes á al-
tura do prif11}'if"; as fuas bafe$ AB, BC, CD, &c. 
juntas, fazem o perimetro da bafe do prifm:i. L ogo 
a fomma defles reél:angul bs ou a fup::rficie co11vcx1t 
rio prifma he igual ao perímetro da bafe multiplicada 
pela altura. 

Corollario. Se dois prifmas reélo t!1·erem a mcf-
ma altura , :is fuperficies convexas deíl:es prifmas cf-
taráo entr' fi cómo o~ perimctroi daa ÍU;ls bafes. 
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P R O P O S I Ç 1 O III. 

L E M M A. 

A Juptijicit convexa do cy!indro he mai1r 1ue a 
Jupajicir convexa de qualqua prifma injcrito , e me-
tior que a· Juperjicie convexa de qualquer prifma cir-
eunfcri/1. 

Porque , a fuperficie convexa do cylindro e :z 
do prifma infcrito ABCDEF (fig. 252.) podem fer 
contiderad1s como do mefmo comprimento , porque 
tóda a fecç~o feita em huma e outra parallelamen-
te :i AF he igual a AF ; e fc para termos as lar-
guras deílas fuperficics :is cortarmos por planos p:i-
rallclos á bafe ou pcrpcndicu~rcs á arefla AF , as 
fccçóes ferfo iguaes , huma á circumferencia da ba-
fe, , outra ao contorno 1do polygono ABC DE, me-
nor que eíla cir umferéncia. Logo , como em igual 
comprimento a largu ra da Cupcrficie cylindrica he 
maior que a da fuperficie prifmatica , fcgue-(e que 
a primeira fuperficie he maior do que :i fegunda. 

P or hum raciocinio inteiramente femelhante , fe 
provará que a fuperficie convexa do cylindro ( fig. 
253. ) hc menor que a de qu:ilquer ·prifma circunf. 
crito BCDKLH. 

P R O P O S I Ç .( O IV. 

T H I.: O R E 1\1 A. 

A /uperjicit Cl)/IVexa de hum cylindr!J he igual á 
eirrn111/ae11cia da Jua bafe n111 tiplicada pela fua a/-
lura. . 

Seja CA ( fig. 2 ·S.) o raio . da b:ií.! do cylin· 
dro dado , A a f11a :tltura ; fe r~prcfcnt :umos por 
tire. CA a circumfercncia da qu:il CA he o raio, 
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digo que circ. CA X A ferá a fuperficie convexa do-
cylindip. Porque , fc:: negarem efra . propofiçio , deverá. 
fcr circ. CA X A a fuperficie de hum cylindro 
maior eu menor ; fupponhamos primeiro que he a 
fuperficie de hum cylindro menor, por exemplo , 
do cylindro do qual o raio da bafe he CD e A a 
altura. 

Circunfcreva-fe·>- ao circulo de que CD he raio 
hum polygono re_gular GH!P, cujos lados náo en-
contrem a circumterencia de que CA he raio ; ima-
gine-fe hum prifma reél:o que tenha por altura A 
e por bafe o polygono1 GHIP. A fuperficie convex:i 
dclle prifma ferá igual ao contorno do polygono 
GHIP multiplicado pela altura A ("2. ) ; eflc con-
torno ne menor que a 1 círcumferencia cujo raio he 
CA ; logo á fuperficie convexa do prifma he menor 
que circ. CA X A .• Mas circ . CA X A he , por 
hypothere , a fuperficie convex,a do cylindro do qnal 
o raio da bafe he CD, o qual cylindro eHá. infcri-
to no . prifma ; logo a fupertkie convexa do p1 ifma 
feria menor que a do cylindro infcrito. Ora ao con-
trario, ella deve fer maior ( 3. ) ; logo a hypothefe 
de que partimos he abfurda. Logq , 1. 0 n circumfe-
rmria da bafa de hum cylindro multiplicada pdn. /ua 
• ltura , não póde medir a faperficie convexa de líum. 
,y/i11dro menor. 

Digo em fegundG lugar que eíl:e mefmo produ. 
élo não póde medir a fuperfi cie .de hum cylindro 
maior. Porque, para n"áo mudar de;\.9t1,1ra, fcja CD 
o raio da bafe do cylindro da'do , e (cja , fe he 
poffivel, circ. CD X A a fuperficie convexa de hum 
cylintro, que com a mefma altura , teria por bafe 
hum circule maior , por exemplo , o circulo cujo 
raio he CA. Faremos :l mefma coníl:rucção que· na 
primeira hypothefe , e a fuperficie con.v,rxa do prif-
ma ferá igual ao contorno d9 polygorío. GHlP 
multiplicado pela altura A. Mas eíl:e :'Çontqrho he 
m:iior que circ. CD ; logo a fupcrfici= do priíma 
feria i:naior que çfrc. CD X A, que, por hypothe--. 

R 

...J 

I 
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fe , he a fuperficie do çylindro da mefrna altura d1 
qual o ra.io da. bafe he CA. L?go a fup_er~cie do 
prifma feria maior que a do cylmdro. Mas ainda no 
cafo de fer o prifma infcrito no cylindro, a f~ia fu_ 
perficie feria menor que a do cylindro. ( 3. ) ;_ com 
mais razao he ella menor quando o pnfma nao to-
ca o cylinclro. 'LogO' não póde ter lugar a fegunda 
hypothefe . Logo , 2. 0 a circumferencia da bafe dt 
hum cylindro multiplicada pda Jua (l,f/ura , não pode 
Jtr 11udida . da Juperjicil de hum cylindro maior. 

·L ogo finalmente a fuperficie convexa do cylin. 
dro he igual á circumferencia da fua Bafe multipli-
cada pela fua altura. 

P R O P O S I Ç Á O V. 

T H E ó R E M A. 
( 1 

À Jolidtz de hum cÔne ht igual ao produEls d, 
fua bafe pelo terço da Jua a/lura. 

. Seja SO ( fig. !.59· ) a altura do cône dado, 
AO o raio da bafe , · fo nQfarmos por Juperf AO 
a foperficie da bafe , digo que a · folidez do cône 

feri igual á 1ft1Pf1f. AO X :_ SO. 
' 3 

Com effeito, fupponhamos x. 0 que Juperf. AO 

X 1-30 feja :< folidcz de hum cône maior , por 
3 

exemplo , elo cône , "o qual tem a mefma att11ra SO , 
ma~ cujo raio "' da bafe OB he I):laior que OA. 

Ao circulo cujo r:1.io he AO circun fcrcva-fc h11m 
polygono reguhr l\INPT que não encontre a cir-
cumterencia cujo r aio he OB ( 10, 4. ) ; imaai ne-fe 
huma pyr'amidc que tenha por bafe o polygono

0 
e pm 

vertice ponto S. A foliclcz defla µyrnrnidc · ( 19, 
6. ) he igual á á1ca do pol . e;ono MNPT multipli-
.cada pelo l rço da ;i,ltura SO. Ma$ o polygono hc 
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maior que o circúlo infcriw reprefentado por ftt;erf. 
AO ; logo a pyramide he m;iior_ que fuprrf. AO 

X 1-SO , que , pp.r hypolhefe , he ,a medida do-. 
3 

cône que tem por ·vertice s ' e da qual o raio da 
bafe he OB. Ora , ao contrario , a pyramídc he me-
nor que o cône, porque fe contém 1~elle. Logo 1. o 
he impoflivet que a bafe de )lum cône multiplicada 
pelo terço da fua altura feja medida de hum cônc 
maior. -

. Digo 2. 0 que . eíl:e mefmo produél:o náo pórle 
fer medida de hum cÔQe menor. Porque , para r}á 
mudar de figura , feja OB o raio da ,bafe do cône 

<lado , e feja , fe he poílivel ,' f'!puf OB X ~ SO a 

folidcz do cône qJ~ tem por altura SO e- por bafe 
o circulo do qual AO he o raio. Far-fe-ha a mefma. 
coníl:rucção que acimá, e a pyramide SMNP, &c. 

terá por medida a área MNPT multiplicada por~ SO. 
3 

Mas a área MNPT he menor qHe f upaf OB; 
logo a pyramide teria hurna medida menor que fu-

1 puf. OB X - SO, e por confequencia feria menor 
. 3 ' 

que o cône do qual AO hc o raio da bafe e SO 
a altura. Ora , pelo contr:irio , a pyramide he maior 
(jUe o cône ; porque o cône fe contêm nella. Logo 
2. 0 he impoHivel que a bafe de hum cône multi pli-
cada pelo terço de fua altura , foja medida de· hum 
cône menor. 

L9go em fim a folidez do cône hc igual a~ 
produéto da fua bafe pelo ' terço da rua altura. 

CorollariÓ. Hum cônc he o terço de hum cy-
Iindro da mefma bafe e da mefma altura ; donde ft 
fei"Ue 1 • 

R4 
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1 . o Que os cônes de alturas iguaes cl\áo en-
tre íi como as fuas bafes : 

2. o Que os cônes de bafes iguaes efiáo entre 
fi como as fuas al turas : 

3. o Que , os C?Õnes ft:melhantes dl:áo como os 
cubos dos diametros da:; fuas bafes , ou -como os cu-
bos das fuas alturas . 

Sclz olio . Seja R o raio da bafe de hum cône , 

A a fua altura ; a folidez do cône ferá 'lT ~2 
. X 

1-A ou .:_ 7JR2 A. 
J 3 

l' R O P O S I Ç Ã O VI. . 

T w l!. o R .!', M A. 

U cÔnt truncado ADEB ( fig. 260. ) d~ 9ual 11 
'raios das bafes são OA, DP, e PO a altura , tem 

I - ::& - ::& tor medida } w. OP. ( AO + DP +AOXDP). 

Seja TFGH huma pyramide t riangu lar da mef-
ma altura do cô ne SAB , e cuja bafe FGH feja 
cquivale.nte á bafe do cónc. Podemos fuppôr que: 
cfias duas bafes eflá no mcfmo plano ; então os 
vertices S e T eílarã em ig11aes difiancías do pla-

, no das bafes , e o plano EP D prolongado fará na 
pyramide a fecçáo I KL. O ra , eu dle-o q11 e cHa fe-
cçáo IKL he equivalc.:nte á bafe DE ; porque as 
bafes AJ3 , DE , efl:á entre íi como os . quadrados 
dós T3ios A O, DP ( II , 4. ) , ou como os quadra-
dos das alturas SO , SP ; os triangulos fGH , 
IKL , c P. áo entre íi_ como os quadrados clelfas !'ncf-
ma alturas ( r 5 , 6. ) ; logo os circulas J\ B , DE 
e ão entre íi como os tri :rng11los FGH , I K L. l\fas , 
por hypothefe , o triangulo FGH he equivalente aG 
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logo o triangulo I KL he equirnlente ao eirculo AB; 

eirculo DE. 
. ; 

Agora a" bafe AB m ult ipl icada por 2- SO hc :t 
3 

fol idez do cône SAB , e a bafe FGH multiplicada. 
1 

1 
por 3 SO he a folidcz da pyrami~e TFG~ ; logo , 

cm razão das bafes equivalentes , a folidez da pyra-
mide he igua l á do cône. Pór huma ra zão fcmclh:ln -
te , a py ramide TI KL he equivalente ao cône DE; 
Jogo o tronco~ de cônc ADEB hc equivalente ao 
tronco de pyramide ;FGHIKL. Mas a bafe FGH , 
equivalente ao ci rculo cuj raio he AO , tem por 

- 2 
' medida '7ÃI° X AO i do mcfmo modo a bafe IKL = 

- 2 
w X DP , e a meia proporcional entre 'lM X 
-2 - :2 
AO e 'ZiT X DP he 'ZiT X AO X DP. Logo a 
folidez do tronco de pyramide ou a do tron o de 

cône , tem por medida 2- GP X ( w X AO 
2 + 711' 

1 3 

X DP
2 + --w- X AO X J?P ) ( 20 , 6. ) , que 

he o mefmo qrie ,;, w X OP X ( A0
2 + DP: 

$ 
t 

+AO X DP). 
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P R O P O S I Ç Á O VII. 

, T H l'. Q' ::.R E M A• 

A juperjicie convexa de hum cÔnl_ he iguál _á 
circumfermcia da Jua kafe multiplicada pela metade 
do feu lado. 
· Seja AO (fig. 259· ) o raio da bafe do cône 
dado , S o feu vertice , e SA o fcu lado ; digo que 
a fua fuperficie ferá circ. AO X f ~A. P orque fe-

- ja, fe he poflivcl , circ. AO X t SA , a fuperficie 
de hum · cóne que tiveffe por vertice o ponto S e 
por bafe o circulo defcrito com o raio OB maior 

·que AO. 1 

Circúnfcre\·a-fo ao pequenO( circulo hum poly-
gono regular MNPT , cujos lados não encontrem a 
circu mfcrencja e.la q11al QB he raio; e feja SMN PT 
a pyramide reg~1lar:, que teria por bafe o poly.gono , e por 
vertice o ponto S. O triangu1o SMN , hum dos que 
<,:ompóe a fupertcie convexa da pyramide , tem por 
y1edida a bafe MN multiplicada pela mctad€ da ai. 
~ura SA , quo he ao mefmo tempo o lado do cône 
dado ; de for efl:a altura Í<Yual em todo· os outros 
triangnlos SNP, SPQ, &c."', fe fegue que a· fuper-
fici1t conve.·a dà -pyramidc he ig9al ao contorno 
}1NPR, &c. multip licado por t SA. Mas o con-
torno MNPQR, &c. 1 he mnior que circ. AO ; lo-
~';l a fuperficic convexa da pyramidc ht: maior que • 
erc. AO X ±- SA, e por confequencia maior que a 
fupe ·fi cic convexa do cône que com o mefmo ver-
·~jce S tivefre por bafe o circulo defl rito 'com o raio p,n. Ora , pelo contrario, a fuperScic convexa do 
'fónc he maior que a d:i pyramicle ;- porque, fe cncof-
tarmos bafe á bafe a pyram.idc a 1 um<t pyramide 
íg 1.1a l , A o cône a outro cô nc ig11al , a fuperficie d~s 
do1 i. unes envolverá de LOd:is :is parte· a foperfic1~ 
das duas pyramides ; lo~o a prime_ira fuperficic fera. 
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maior que a fegunda ( lem. 2 . i ·logo 11. fup rficie de) 
cônc he maior que a. da pyramide que nellc fe com-
prebendc. O contrario era confequencia cb naifa hy -
pothcfe ; logo efb hypothefe não , tem lugar ; logo 
1 . o a- circumfen!ncia da bafe de hum cône multipli-
cada pela metade d feu lado , n:io póde fer medida 
da fupcrficie-<lc hum cône maior . 

J)igo 2. 0 que o mefmo pro<luél:o n'ào ,pó ·lc me-
dir a fupcrficie de hun'l cône menor. Porque fcja 130 
o raio d;i. bafe do bdo dado , e foja , fo hc pof.iYel , 
tire. BO X f SB a fuperticie do c&ne do qu:il ·o Ycr-
ti1..c · he S , e AO , menor que OB , o raio da. 
bafe. 
· Havendo feito a m~fm:i confl:rucçâo acima , <t 

fupcdicic da pyr:imide MNPT fcrá ij!.u:il ao con-
torno M PT multiplicado por f . Or:i , o con-
torno MNPT he menor que circ. BO , hc m -
nor -q~1e SB ;. logo po} dobrada r:izáo a f11per '..cie con-
Yeu d.a pyramide he menor que circ. EO X + SB , 
que , por hypothefc , he a foperficie do cône , do 
qual o raio da bafe , he AO; logo a fupcrti -ie da 
pyramide feria menor que a do cônc' inft:rito. O ra , 
pelo contrario , clla he maior ; por'lu cn oflando 
bafe á bafe a pyramidc a huma pyramidc igual , o 
cône a outro cône igual , a fuperficic das du:is pyra-
mides envolverá a fii perficie dos cloi cônes , e por 
confequcncia .ferá m:iior. Logo 2. 0 hc impotliv 1 quv 
2 circumferencia da bafe de hum cône d:ido multi-
plicada pela metade do feu lado , feja medida da fu-
perficie de hum cône menor. 

Logo emfim a fuperficie convexa ele hui;n cô-
nc he igual á circum~ rcncia da fua báfe multiplica-
da por metade do fcu l:id . / 

Scholio. Seja L o l:id de hum cône , R o raio 
da fua bafe, a circumfcrencia deíl:i bafe fcrá 2-..rR , 
e a fuperficic do cône terá por medida 2'UTR X ~ L, •u wRL. 

• 
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p R o p o s' I e Á o VIII. 
1 • 

T H E o R E M A. 

À juperjicie convexa do tr1ncc dt cf»tt ADEB 
(fig. 261. ) ht igual ao jeu fado AD multiplicad1 
pela J emi-Jomma das circumferencias - das J uas duas 
lia/rs A B , DE. 

No plano SA13 que pa!fa pelo eixo SO, tire-fe 
perpendicularmente á SA a linha AF , igual á cir-
cnm fe rencia cujo raio he AO; ajunte-fe SF, e tire-
fe DH parallcla a AF. _ 

Os · triangulos fcmelhantes SAO , SDC , dáo 
AO : DC : : SA1: SD , e os triangulo~ femelhante& 
SAF, SDJ-I, dáo AF: DH : : SA : SD ; logo AF ·: 
DH : : AO : DC , ou : : circ. AO : circ. DC ( 11, 
-4· ). Mas por conílrucçáo AF•= circ. AO ; logo 
DH = circ. DC. Iíl:o poílo , o triangulo SAF, 
que tem por medida AF •X t SA , hc ig ual á fu-
perficic do cône SAB que tem por medida circ • 
.AO X } SA. Pela mefma ràt-áo o triangulo SDH 
lte igual a íuperficie do cône .SOE. Logo a fuper-
ficie elo tronco ADEB h.e igual á do trapezio 
ADHF. ,Eíla tem por medida ( 7, 3. ) AD X 

(
A F ~ DH ) ·,· . logo r fi · d d a 1uper c1e o trcnco e 

cône ADEB he igual ao feu lado AD multiplicado 
pela fcrni -íomma das circumferencias das fuas duas 
bafes. 

Corol/nrio. Pelo ponto I , meio de AD , tire-fe 
IKL parallcla a AB , e IM parallela a AF , de-
mon!lrar-fe-ha , como ;icima·, que IM= circ. IK. 
Mas o tr<1pczio ADHF = AD X IM= AD X 
circ . . I K. Logo tambem fe póde dizer 9ue a Juptr-
jiúr de hum /ronco• de cÔnt he igual ao j eu /adi mul-
Jijt/iurtlo pela cirrnmfirmcia de huma Jecçáo fiit• '1/J 
igual dijlancia d11s duas · bnjts. 

1 
• 

I 
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3cholio. ~e hutna li nha AD,, fi uada toda intei r:i. 

elo mcfmo lado da linha OC e no rr.efmo plano , fi zer 
buma revolução em tomo de OC , a fuperficie d feri-- . 

AD t • d'd AD x · ( circ.AO+circ.DC), ta por era por me 1 a 
2 . 

ou AD X circ. IK: .fendo as linhas AO, DC, IK, 
perpendiculan:s abaixadas do extremos e do meio da 
lrnha AD fobre o eixo OC. 

Porque , fc prolongarmos AD ~ OC dté o feu 
encontro mutuo em S , he claro que a fu perficie 
defcrita por AD h'e a de hum cône trun cado do qual 
AO e DC são os raios das bafes , tendo o cône in-
teiro p'or ,·ertice o ponto S. Logo cfla foperficic te-
râ a medida mencionada. 

Eíl:a medida teria fempre lu~ar , ainda quando a 
ponto D cahitfo cm S., o que. daria hum cône intei-
ro, e tambem quand, a linha AD foffe parallela ao 
eixo , o que daria. lium cy lind ro . No. primeiro cafo 
DC feria nulla, . no fegundo DC feri:i igual a AO 
e a IK. 

P R O P O S 1 Ç 1 O IX. 

L E M M A. 

Sejáo AB, BC , CD , (fig. 263.) ' muitos lados 
Juccejfivos de hum p olygono regular , O fJ fttt ce11 / ro, 
e OI o raio do circulo inferi/o; fe fuppofrrmos que 
11 porção ABCD , jituada foda rio mejmo lado do din-
melro FG , fa7a huma revolução cm tomo Jcfle diame-
tro , a fuperfic1e deferi/a por ABCD terá p9r mditla 
MQxrirc. OI, fendo MQ a altura drjla fupe1-jicie 
1u a par(e do eix!I comprehmdida entre as perpendicu-
lares extremas AM , DQ. 

Scodo o ponto I meio de AB , e I K perpendi-
cu.l:tr ao eixo abaixada do ponto I , a f upcrficie dcí-
cma por AB lerá por medida AB X circ. JK (8.) · 
TireJe AX parnllela ao ctixo, os tria11gulos ABX , 
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OIK , terão os lados perpendiculares , cada hum & 
. cada hum , a íaber OI - a AB, lK a AX , e O K a 
B '° ; lógo eíl.es tnangulos são 'fomelhantes e dão a 
proporçâu AB : X ou MN : : Oi: IK , ou : : 
circ. UI : circ . IK; logo AB X circ. IK=.MN X 

, circ. OI.~ Donde [e vê q.ue a fo perficie deferira por 
AB he , igual á [ua altura MN multiplicada pela cir-
umferencia do circulo infcrito . Do mefo{o modo a 

fuperJ1cie defcrita por BC =: NT? /( circ . OI , a 
fupcrficie defcrita por CD,= PQ X circ. OI. Logo 
a fopcr6cie deferira pela porçá de polygono ABCD 
tem por medida ( MN + NP + PQ) X circ . OI, 
ou MQ X circ. OI ; logo· he igual :í foa altura mul-
tiplicada pela circumferencia do circulo infcri to . 

Corol!ario. Se o polygon_o inteiro for de hum nu -
mero de bdos par , e o eixo FG paffar pelos doi 
verti es oppoíl:os F e G , à fuperficic de[crita pc1a re-

oluçáo do femi-polygono FA~G fcrá igual ao feu 
eix FG multiplicado pela circumferencia do circulo 
infcrito . Efle eixo FG fcrá ao me[mo tempo o dia. 
metro do circulo circun[crito. 

P R O P O S I Ç Á O X. 

T H E o R E li{ A. 

Â /uperficit da .esfera ht Igual ao /eu diametr• 
multiplicado pela circ11mfert11cia dt hum cirrnlo maximo. 

biµ;o .I .º que o diametro de huma esfera , mul-
tiplicado pela ircumferencia do féµ circulo maximo , 
páo póde medir a fupcrficle de hurna esfera maior. 
Porque feja , {e he poílivel , AB X circ. AC (fig. 
26+ ) a fuperfi .:ie da esfera cujo raio he CD. 

' Ao circulo , aujo raio he C , circunfcreva-fe 
hum polygono regular rle hum numero p:ir de lado~ 
gue n: o encontre a circumferencia da qual CD he o 
bio ; fejáo 1 e S dois aRgulos opponos dc!lc poly-
gono; e em torn do diametro M' faça-fe girar o 

· fomi-polygono MPS. A fuperfi ie de crita por cfie poc 
' 
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lygono tem por me ida M X cirr. AC ( 9.) : r11as 
!\1 hc major que AB; logo :i fuperpcie deí rit:i pe- · 
lo polygon? he. maior que A~ ?< circ. ~C , , e por 
con rcquenc1a maior que :l fup erlICtC da e fora O:l qual 
0 raio he CD. O i;a, pelo contrario, a fupodicic da 
esfera he maior do que a fuperficie defcrita pelo po-
lygono, por que esta he env·olvida por aquell:t por 
todas as partes. L ogo 1.0 o di~metro de Iw ma esfera 
multipJ:cado pela circumfcrencia do f. u circulo maximo 
ná póde medir a fuperfi ci:! de huma esfera maior. 

Digo 2. 0 qnceíle mcfmoproduéto nãopóde me-
dir a fuperficie de huma esfera m nor. Porque fcja , 
(e for µoffivel ·, DE X rirc . CD a fuperficie cb es -
fera ujo raio hc CA. Faremos :i mefma coníl:rncçâo 
que no primeiro caro ' e :l fuperfic ic clo.Jólido gcra-
d p lo polygono ícrá igu:il a MS X circ . AC . Mas 
J\1 ' hc menor que D ~ , e circ . AC mcn r que 
circ. CD ; logo por clfas duas razões, :i fupcrficie\do 
fólido defc ri to pelo polygono feria me1'lor que DE X 
circ. CD, e por confcquencia menor que a füp rfic1e 
da esfera cujo rai'o he AC. Ora , ao cont rario , a fu-
pcrficie d_efcrit:i pelo polygono he maior, que a fuper-
cie da esfera. , cujo raio he AC , porque a prime ira. 
fuperficie e1wolve a fegunda; logo 2 .0- o di:imct ro de 
hum:i esfera mult iplicado pela circumfe'rcncia do feu 
circulo rnaxirno , não pódc fer medid:i. da f upcrficia 
<le huma esfera menor. 

Logo a f uperficie da esfera he igual ao feu dia-
mctro multiplicado pela circumferencia do fcu irculo 
m:iximo. · 

Corol!nrio. A fuperfi cie do circulo maximo fc 
mdc multip licando a ru::i circumfe rencia pela metad..: 
<lo raio ou o quarto elo dia metro; 16go a fupujicie da 
tsjtm he quadrupla dà de hiun circulo maúmo. 

Schoii? . Sendo :iílim medicla a fuper i"ic ic da es-
fera e com parada com fu pcrfic ies planas , ferit faci l t e~ 
o valo r abfoluto dos fofos e: triangulos eifcri o. , dos 
9ua7s acima de terminámos a razão com a fopcrfici~ 
1me1ra da esfera. 
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Prirr.ciramente , o fufo , cuj angulo he A eílí 
para a fuperfi cie da esfera como o angul o A eH:í pa-
ra quatro angulos reélos ( 20, 7.) , ou como o ar-
co de circulo maximo que mede o ang11lo A eflá 
para a circurpferencia do mcfmo circulo maximo. 
1\1as a fuperficie da esfera he igual a efla circum-
ferencia multiplicada pelo diametro ; logo a fupcrficie 

·do fofo hc igua l ao arco que mede o angulo deíl:e 
fofo multiplic:.do pelo diametro. · 

Em fegundo luga 1~ , todo o triangulo esferico he 
cqui\·alent:: a hum tufo cujo angulo hc igual á me-
t ade do exce!fo da fomrna dos feus tres angulos Co-
bre dois :rngulos reélos ( 2 3 , 7 . ) • Sejáo pois P, Q, 
R , os arcos de ci rc1ilo maximo que medem os tre 
angu los do tri:mgulo ; fcja e a circumfrrencia d 
h um circulo ma ximo , e D o fen diametro ; o 1triangulo 
csferíco ferá equivalen te ao fufo , cujo angulo tem 

(' 

por medida p + Q + R - f C , e por confequencia 
2 

a fua fuperficie ferá DX (P+Q~R=-fC) . 

Por tanto no cafo do triangulo tri-reél:angulo, 
c<ida hum dos arcos P , Q , R , he igual a ! C , a fu :i 
fomma he i e ' o exccllo deíl:a fomma Cobre t e he 
J e , e a metade deíle ex ceifo == t e ; 101{0 a Íll per-
ficie do tri:rngul tri - reéhngu lo = t C X D , que he r oitava parte da fuper ficie total da esfera. 

A mediria dos polygonos esfericos fe fe~ue im-
mediatamentc da medida cios tr\angulos , e além di flo 
<:.lla fica determinada in teiramente pela prop . xx tV, 
11 ~ . VtJ, porql1e ::i unid:: le de medida, que he o 
tnangulo tn-rcél:angulo, acaba de fer avaliada em fu-
J>erlicíe plana. 
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P R O· P O S 1 Ç Ã O XI. 

L .E M M A. 

. Suppondo as mifmas coujas que t111 propefi~tJ IX, 
fe além di(/ô, o ponto F (fig. 163.), extremo do ei-
~·o , for Tíum dos vatives do polygo110 , e livtrm!lt 
FK < FO ; digo que a juperjicie ,gerada ptla por-
çüo do polygono FAI , crm pojra de niui/oj l ados i111ei: 
ros F A e tÜ hum femi-lado ~ I , he mwor que FK X 
circ. OI. ' 

Porque a fuperficie defcrit1 pela parte F A tem 
por 111ecli<la '(9.) F I X circ. OI 1 e a fuperfi ie def-
crita pe)o femi-b<lo AI tem .por medida ( 8. ) AI X 
(i:ci rc. AM+ feire. IK): ora AM he menor que 
J K , porque FK he. wcnor que FO ; logo :, fuper-
ficie defcrita por AI he menor que AI x ' circ . IK, 
ou o feu igu~l MK X circ. OI ; 1 go a fuperfi c ie in-: 
teira delcrita por F AI he menor que FM X e ire . O I 
+MK X cit·c . OI , ou FK X circ. OI. 

P R O P O S I Ç Ã O XII. 

THEOREMA.. 

Â J11perficie . de hu111.à zona ufuica qualquer he 
igual á altura dejla zona ·multip!icatia _pela circu•n-
ferencia de hum ciréulo ma-timo . 

Seja AB (fig. 27t.) hum arco menor ou l"áo 
maior que o quarto de circumferencia , e tirc~fe BD 
perpendicular !'obre o raio AC ; digo que a zona def-
eri ta pela revolução do arco AB em torno de AC 
tem por medida AD X circ. AC. 

Porq ue, fupponhamos primeiro que efl:a zona te-
nha hmna medida maior' e r~ja ' re lie pÔ!TiveJ 1 eí-
ta medida =DE X circ . AC. Çir un~'reva-re ao :ir-
co AB hum1 porçáo d po lygorro regu lar I3xyzu que 
JJÍo en<.:ontre o arco t.lcfcrito .com o raio CE, e que 

' , 
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feja compolh de !J1Uitos lados inteiros uzyx , feguido1 
de hum femi-lado Bx ( I) : ifio poíl.o, a fuperficie def-
crita pelo polygono ·Bxyzu, girando em torno de Du, 

' he menor que D e X circ. AC ( IJ.), e com mai; 
razão menor que Du X circ. AD, que, por hypo-
th efe , he a medida da zona defcrita ·por AB. L ogo 
a fuperficie defcrita pelo polygono feria menor que 
a [uperficie defcrita pelo arco inkritõ' onr, pelo con. 
trari0, · a primeira foperficie he maior que a fegu~ 
da , porque a envoke por todas as partes ; logo a 
l1ypothcfc: de que partimos não póde fubfifiir ; logo 
i .0 a medida de huma zona esferica não póde fcr 

• 1 maior qne a altura <lefla zona multiplicada pela cir-
cumfen:ncia do circulo maximo. . 

Digo cm {i gnndo lugar que a medida de huma 
zona esferiC1 não póde (, r menor do que a altura d1 
mcfma zona multiplicada pel i circnmferencia de hum 
circulo maximo ; porque ·fupponhamos que fe tra ta 
da zona defcrita pcJ.o arco FE , e feja , fe he poíli-
vel , a medida defl:a zona= GE X circ. AC menor que 
GE X circ. CE. Infcreva-fe no arco EF huma por-

-Çáo de polygono rcgul:ir EMNF, cujos lados não en-
contrem o .-:rco defcrito com o raio CA; e abaix e-fe 
CI perpcndicul:ir fobre o lado EM. A fuperficie def-
crita pelo polygono EOE terá por rhedida EG X c_irc. CI 
( 9.) maior que EG X circ. CA, que, por hy-
pothefe , he medida da zona defcrita pelo arco FE. 
Lo~ a fuperficic: defcrita pelo polygonC'> FOE feria 
mator que a zona defcrita elo arco circunfcrito FE: 
ora , pc:lo contrario, a fegunda fuperficic hc maior do 
que a primeira , porque a ehvolve por todas as partes . 

1 Logo 2.º a medida de huma zona csferica não póde 
fLr rnenor do que a altura deíl:a zona multiplicada pe-
la ircumferencia de hum circulo maximo. 

( 1) Esta duas condicóes se encherão dividindo o · ateo AD 
ém hum numero impar· d~ partes i:nraes, hmna dds c;uaes Am 
seja menor · ue A T , determinada pela tan~ente ET tirad1 
pelo fOnto E, 
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Daqui fe fegue que a zona defcrita pelo arco D 

{fig. 220.) tem por medida OD X circ . DC, _ao 1 L'-
nos em quanto o arco DF não exced r ao quarto <la 
circuroferencia. Mas a esfera inteira, compoíb de c!t as 
zonas defcritas pelos arcos D F , FE , tem por m ·di-
da DE X circ. DC, ou OD, X circ. DC + O F X 
circ . DC ; h>g9 como OD X circ. DC he -igu Jl ;t 

zona defcrita pelo arco DF , deve fer OE X circ. Vc 
igual á zona dcfcrita pelo arco FE maior do qn n 
quarto de circ111nferencia , lego toda a zona de huma 
liafe tem pff medida a Jua altura 11111Ltipliwda pe!;t 
rirrnmfere ncia de hum circulo maximo . e onfidcremos emfim huma zona qualquer d ícri-
ta pela ·revolução do arco FH em torno do eixo !,, ~ , 
e abai em-fe Cobre o eixo as duas pcrpendicul .! ·ts 
FO, HQ. A zona dcfcrita pelo arco DF te!n por 
medida DO X circ. DC : a zona dcfcrita pe]o ar o 
DH tem por medida 'DQ X ci rc. DC : logo a diffe-
rcnca deíHs duas zonas , ou a zona defcrita pelo ar-
co }'H , tem por medida ( DQ - DO) X circ. DC 
ou OQ X circ . DC. Logo toda a zona esferica, de 
huma ou de <luas b:lfes , tem por medida a altura da 
mefma zona multiplicada pela circumferencia de hum 
circulo maximo. 

Corollario. Duas zonas efiáo . entre' fi como as 
fuas alturas , e qualquer zona cflá para a fupcrfi cie 
•a esfora como a allura da zona eílá para o diametro. 

P R O P O S I Ç ºÃ O XIII. 

T H li: o R,. lt M A. 

Se o tria11gulo BAC e o re!Jangulo BCEF (fig. 
~66, e 2q7.) da mefma bafe e da mefma alttJra gi. 
tarem (im11lta1uame11te em torilo da haje commum B C , 
• n!itT.1 drfci'ito pela rwoluçáo do úiangul1 /i:rá o 
terço ·i1 cylinir1 defo-it1 pdi? uvo/uçt" áo re!Jan-
1ul1. 
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Abaixc-fe fobrc o eixo a perpendicular AD ( fit. 
266.) ; o cônc defcrito pelo triangulo ABD he o ter-
ço do cylindro . defcrito pelo reétangulo AFBD (5.), 
do mefmo modo o cône defcrito pelo triangulo_ADC 
he o terço do cylindro defcrito pelo reél:angulo 

"ADCE ; logo a fomma dos dois cônes ou o falido 
defcrito por ABC he o terço da fomma. dos dois 
cylin.lrns ou do cylind ro defcrito pelo reélar.igu-
lo BCEF. . 

e a perpendicula r AD ( fi~. 267. ) cahíffe fóra 
do triang ulo , en tão o fa li do <l eforito por ABC feria 
a differenç:i dos cô ncs · <l i:: fcritos por A BD e A CD ; 
mas ao mefmo tempo o cylin<lro defcrito por B CEF 
feria a diíferença dos cylindros defcritos por A FBD, 
AECD. Lop;o o folido defcrito pela revolução do 
tr iangulo fcrá fempre o terço do cylindro defcrito 
pela revolução do reélangulo• da mefma bale e da 
mcfma altura . . l 

Scholio . O circulo , cujo raio he AD , tem por 
-2 · - S 

fuperficie 'Ztr X AD ; logo -z;;· X AD X BC he 
a medida do cylindro defcrito por BCEF , s 

1 -2 
-· w X A D 1 X BC he a medida do folido defcri-
3 
to pelo triangulo ABC. / 

P R O P O S I Ç Á O XIV. 

PROBLJ:MA 

Suf1Pondo que o lriangu/1 CAB ( fig . 268. ) faz 
humn ;.evoluçüo w1 torno da linha CD , t irada ar-
hitranamaite jÓra do" tria11gulo pelo /eu vertia e ' 
ochllT o medida d() /o/iria . vrado defla maneira. 

Prolongue-fe o lado AB até encontra r o eixo 
CD c:m D , dos pontos A e B abaixcm-fe fobrc 9 
eixo ;11; pcrpenclicu! Jres AM BN. 

O folido deC rito pelo trian ulo ADC tem por 
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I -s C ancdida -( 13.) ~ '?i" X AM X D ; o íolido dcf .. 

- j 
crito pelo triangulo CBD tem por medida !._ 7ir X . . . ! 
BNs X CD ; logo a differença dcfics falidos ou o 

folido deícrito por ABC terá por medida .!.. 71' X 
3 

-:& - :& 
(AM - BN ) X CD. 

Póde-fe dar a eíl:a exprcfri outra fórma. Do 
ponto 1 , meio de AB, tire-fe IK perpehdicular a 
CD, e pelo ponto B tire-fc BO paralleln a Cú ; 
teremos AM + BN =: 2IK (7, 3.) e AM - BN == AO ; logo (AM + BN) X ( AM - BN) , ou 
- :l -:l 

AM - BN ::= 2IJ<. X AO ( 10, S•) • L ogo a 
medida do falido de que fe !rata he exprclfa tambem 

por~ 7ii1' X IK X AO X CD. ·Mas fc' abáí~armos 
3 ' 

CP perpendicular fobre A B , o~ triangulos A,BO _ 
DCP, feráo femelhantes , e clará a proporção AO: 
CP: : AB : CD ; donde refulta AO X CD :::- CP 
X A.B ; por outra -parte CP X AB h o dobro da 

área do triangulo ABC; aílim temo.s AO X CD = 
2ABC ; logo o falido defcrito pejo triangulo ABC 

tambem tem por medida. ~ 7ii1' X ABC X KI, ou; 
j 

que he o mefmo, ABC X :_ circ. KI : ( porque 
3 

tire. IK = 2'l/1'. IK ) . Logo o /olilo drfcríto pela 
rwoluçáo do lriangulo ABC , lefll por mulidt1 a ár,a 
defle lriangulo multiplicada pel11s rlois lrrps tia cir~ 
cumferencia que defcrtve o po"fo I , meio da fua bafe. 

Corollario. Se for o !:ido AC =::: CB, ( fig, 269. ) 
a linha Cl ferá perpendicular a AB , a ~r~a .ABC 

. S 
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ferá igual a AB X f. CI , e a folidez ± .z;r X ABC 

3 
X IK ficará ~ 'lE" X A'B .x I.JS: X CI. Mas· os 

• 3 
triangulos- ABO , CIK , sáo femelhantes. e dão a 
proporção AB : BO ou MN : : Cl : l K ; logo AB 
X IK =: MN X CI ; logo o , falido defcrito pelo 

triangµlo ifofceles ABC terá por medida _:, 7M X MN 
3 

-2 X Cl . 
Scholio. A demonflraçáo precedente parece fop-

pôr- quê a linha AB prolongada encontra o ei x ; 
mas os refoltados ná'o feriáo menos verdadeiros , 
quando a linha AB foffe parallela ao eixo. 

Com effeito , o cylindr<f defcrito por AMNB 
-z 

( fig. 2 7 0. ) tem por medida w. AM . MN , o cô-
1 -2 

ne defcrito por . ACM :::::::: - ?'Jr. AM . CM , e o 
~ 1 --2 

cône defcrito por BCN = -w. AM CN. 
J 

Ajuntando os dois primeiros falidos e tirando da fomma 
o terceiro , teremos pelo ·falido dcfcrito por ABC , 

"' 
-:Z. 1 I 

w. AM • ( MN + - CM - - CN ) : e porque 
l . J 

CN CM = MN , eíla exprefsáo fe reduz á 
2 2 2 -2 

'úT· A l . - MN , ou - 'Ui". 'CP . MN , o que 
3 3 

fe ajufh com os refultados já achados. 

/ 



L r v R o VIII; 

j' R O P O S I Ç Á O XV. 

T H ~o R EM A. 

Sejáo AB, BC, CD (fig. 263. ) mut'fos lado, 
f!uceff;:vos dt: hum polygono regular ,. O o /eu antro , e 
OI o raio do circulo infcrito; Je imaginarmos que o 
jeBor polygonal AOD , fituado da mefma parte do 
dinmetro FG , faÇP- huma revolução w1 tor110 dfj-
te diamdro , o falido defcrito terá por medida 
:2 -2 
_ '{jj. OI . MQ, fendo MQ a porção do eixo fermi. 
J . 

11ada pelar perpendiculara extremas Al\II , DQ. 
Com effcito , como o po~gono he regular , to-

dos os triangulos A0l3 , BOC , &c. são iguaes e 
ifofce lei . Ora , conforme o orollario da propofiç~o 
precedente , o folido produzido pelo triangulo ifo[. 

2 -1. 
ceies AOB tem por medida - w. Ol . MN , o 

3 ' 
falido defcrito pelo triangolo EOC tem por medida 

:..'Zir. -01 2 NP, e, o folido defcrito pelo triangulo 
3 

:2 - 2 
COD , tem PC!r medida - w. 0,1 . PQ; logo a 

3 
fomma defies folidos , ou o folido inteiro defcrito 

pelo feétor polygonal AOD , 

01
2 

• ( MN + NP + PQ ) 

terá por medida. ~ w. 
3 

:2 - :i 
ou - W; 01 . MQ. 

3' 
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. . 

PROPOSIÇÃO 
-xvt: 

T li E o R EM A. 

'lodo o feEl1r esfer~co tem por medida a r.011• 
fUe lhe ferve. de bafe multiplicada pelo terça do_ raio, 
" a esfera inteira tem por medida .a f'Ua fuperjic ie 
mul11)licada pelo tn-ço do raio. . 

Seja A.BC ( fig. 27 J. ) o feél:or circular que , na 
fua revolução em torno de AC , defcreve o feél:o1 
c&.ferico; fendo a zona deferi ta por AB, AD X circ. AC, 
ou 2'24T. AC. AD ( 12.), digo 'l,Ut: o feél:or es-
ferico terá por medida cHa zona multiplicada por 
1 2 -2 
- A e , ou - w. A e AD. 
j 3 4) 

Com effcito , 1. 0 fupponhamos , fe ~e poíli-
2 -2 

ve1, que eíl:a quantidade - 7§. AC . AD feja a me-
. 3 

dida de hum feél:or esferico maior ) por exemplo , 
do feél:or esferico defcrito pelo f~él:or drcular ECF 
ícmelhante a ACB. . . 

I nt'creva-Íe no arco EF a • porção de pol ygono 
reg11l:ir EMN F do qual os ' lados não encontrem o 
:trco AB ; imagine-fe que o feél:or pot'ygonal ENFC 
~ire em torno de EC ao riefmo tempo que o Íe-
él:or circular ECF. Seja C }1 o raio dCY circulo inf-
eri to no polygono , e abaixe-fe FG perpendiçular fo-
brc EC. O folido defcrito pelo feéh>r polygonal .terá 

por mçdida .:. 'W. ·x Cl
2 
~ EG ( í5.): ora CI 

3 
h~ m':iíor que AC , por conílrucção , e EG be 
maior que A D ; porque , tirando AB , EF , os 
1ri:t ng11l . EFG , ABD., que são fcmclhantcs, dão a 
p_rouarç áo EG : AD : : EF : AB : : CF : CB. ; logo 
EG /AD. 
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z -% 
Por ellas duas razões _ 7r X CI X EG he 

3 2 - 3 
maior que - 7.iiT X CA X AD : a prnn e1 ra ex-

-3 
prefsáo he a medida do folido defcrito pelo feél:or 
polygonal , a fegund:i he , por hypothefe , a do feél:or 
esferico defcrito pelo feélor circular ECF ; logo o 
falido defcrito pelo feétor polygonal feri:i maior que 
o feétor esferico defcrito pelo feél:or circular ECF. 
Ora , pelo contrario , o folido de que fe trata he 
menor que o rea:or esferico ' porque nelle . rc con-
tém ; logo a hypothefe de que partimos não pótle 
fublifür ; logo 1. 0 a zona ou bafe de lmm feélor 
csfcrico multiplicada pelo terço do raio - não póde 
medir hum feél:or esferico maior. 

Digo 2. 0 que o • nefmo produéto não pódc me-
dir hum feétor esferico menor. Porque , feja CEF 
o feél:or circular que pela fua revolução produz ô 
feélor esferico <lado , e fuppunhamos , fe he poffi-

z - S 
yc\, que - "ar. CE X EG feja a medida de hum 

3 
fe<~lor esferico menor , por exemplo , daque!Je que 
refulta do feétor circular· ACB. , 

Confervando a confhucção precedente , o falido 
defcrito pelo feétor polygonal terá por medida 
:1 -2 
- ZT· CI . EG. Mas CI he menor que CE; logo ó 

3 . z -z 
falido he menor que - w X CE X EG, que, 

3 
por hfpothefe , he medida do feétor esferico defcri-
to pelo feél:or circular ACB. Logo o falido defcrito 
pelo feétor polygonal feria menor que o feétor es.-
ferico defcrito por ACB ; ora , pelo contrario , o fo· 
lido de . que fe trata he maior qtie o fcélor esferico , 
porque eíle fc contém no outro. Logo 2. 0 hc im., 
poffivel que a ~ona de hum foétor esfcrico multipli~ 
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cada pêlo terço do r;Úo feja a medida d~ hlltn fe8:or 
csferico menor . 

Logo todo o feB:or esferico tem _ por medida a 
zona que lhe ferve dé bafe multiplicada pelo terço 
do raio. 

'Hum feB:oi; circular ACB póde augmentar até 
vir a fer igua( ao ferni-circulo ; então o feB:õr esfe-
nco defcrito pe1a. fua revolução he a esfera in eira. 
Logo a fqfi'tfez da êifera he igual á Jua Juperficie 
rnu!tipliuúla -pelo terço dl) raio. - · 

Coro/!6lrio. Como as fuperficies das esferas . efiiío 
como os quadrados dos feus raios , efhs fo-perficics 
multiplícadas pelos raios eíláo como os Gt. os dos 
raios. Logo tH Jo!idezes de duns uferas ejlão como 
os cubos rios Jeus raios , ou como os cubos d1JJ Je s 
diametros. · 

Srholio, Seja R o raio d huma esfera , . a fua 

fu perficie ferá 4 w R .i , e a fua folidez 4 w Rz 

X ~ R , ou i 'ZiT R3 Se cfü1marmos D o diame-
3 3 

tro , teremos R - i D e R 3 - i D 3 . 
- 2. ' - 8 ' 

logo 

a folidez fc exprimir;i tambem por ~ 'ZiT X j D~ , 

ou 1-w D 3 
6 

PR.. O P O SIÇ ÃO XVII. 

T H E o R E M A. 

À f11perflcie da esfera ejlá para a Juperfi.cie to-
tal do cyli11 rQ circunfcri~o ( comprehendentla its bafes) 
(omo i para 3· .Jis }jlid1zes ddfes dois corpos 1fà1 
entre Ji na m.jlna raz ao. · 
• Seja J\ P TQ ( fig . 272. ) o circulo maximo da 
~sfcra , ABC D o quadrado circunfcrito; fe fizermos 
girar ao mefmo tempo o femi-circulo PMQ e o 
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femi-quadrado P A DQ em tC'rno do diametro. PQ , 
o femi -crrculo defcreverá a. esfera ' e o remi-quadra-
do deíc.i:everá o cylindro circunfcrito . a esfera . 

A altura AD do c.y]in<lro he ioual ao diametro 
PQ, a bafe do cylindro he igual ao circulo maxi-
mo , porque tem por diametro AB igual a MN ; 
logo a fuperficie convexa do cylindro ( 4.) he igual 
á circumferencia do circulo maximo multiplicada 
pelo feu diametro. Eíla medida he a rpefma que a 
na fuperficie da e fora ( IO. ) ; do.nde fe Íegue que 
~ Jupnficie da t~fc~a he igual á Jupujicie convexti 
do cylindro circunjcrito. 

Mas a fuperfi cie da . esfera .he igual a quatro 
circulos maximos ; logo a fuperfi cie convexa do cy-
Jindro circunícrito tambem he igual a quatro circu-
los -maximós, ; fe ajuntarmos as duas bafes que va-
lem dois círculos ma1 imos , a fuperf.lci e total do cy-
lindro circunfcrito ferá 1 igual a íeis círculos maxi-
rnos ; logo a fuperficie da e fera eíl:á para a fuper-
ficie total do cylindro ~ircÚnfcrito como 4 he ipara 
6, ou _como 2 para 3. He o primeiro ponto que fe 
tratava dé demoníl:rar. 

Em 'fegundo lugar, como a bafe do cylindro cir-
cunfct'i'to he igual a hum circulo maximo , e a fua 
altura ao diame.trd , a _foJid ez do · cylindro fcr:í. igual 
ao êirculo maximo, multiplicado pelo diametro (1.). 
Mas a folidez da e$fera .he igual a quatro irculos 
maximos multiplicados pelo ' terço do raio ( 16. ) , o 

que dá hum · circulo maximo multipl icado~ por .± do 
. 3 

raio ou .= do · diame~ro ; logo a esfera eíl:á para G 
3 , ' -

cylindro círcunfcríto como 2 eílá par.a 3 , e por 
confequencia as folidezes deíles dois corpos eíláo en-

- tre G como as fuas fuperficies . 
Scholío . Se imaginarmos hum polyedro , do qual 

tQdai as-faces tpquem a esfera, eíle polyedro poderá 

' . 
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{er confiderado como compofio de pyrai:nides que tena 
todas por vertice o centro da esfera , e cujas bafes 
feráo as differentes faces do polyedro. Ora he claro 
que todas dbs pyramides teráo por altura comm-.im 
o raio da esfera , de forte que cada pyramide ferá 
igual á face do polyedro que lhe ferve de bafe , 
multiplica~a pelo terço do raio : logo o polyedro in-
teiro ferá igual á [ua fuperficie multiplicada pelo 
tcrcfo do raio da esfera ínfcrita. 

Daqui fe vê que as folidezes dos polyedros cir-
cunfcritos á esfera efláo entre fi como as fuperficic9 
dos mefmos polyedros, Afiim a propriedade que de. 
monflrámos no- cylindro círcunfcrito .he commum a 
huma infinidade de outros corpos. · 

Poderíamos igualmente notar que as fuperficie1 
dos pol ygonos circunfcritos ao circulo efiáo entre íi 
como os feus contornos. e> 

P R O P O S I Ç ! O XVIII. 

P R O B L E \f A.. 

Suppondo que 1 fetmen/a circular BMD ( fig. 
273, ) fa z hutff:L revolução em lorho dQ. diametr;o AG, 
~xlerior ao f ermento , achar o valor do Jolitia. ge-
rado. 

Abaixem-fe fobre o eixo as perpendicubres BE, 
DF; tire-fe CI perpendicular fobre a corda BD, 
e tircm-fç °' raios CB , Çli>. 

2 _:z 
O folido defcrito pelo feél:or BCA=- 7.ir, CB , 

~ 

AE ( I 6.) ; o falido def cri to pelo feél:or DCA=:_ '1.lf, 
3 

C'Bs • AF; logo a differença defl:es dois falidos ou o fo-

lidodefcrito pelo fcélor DCB = =. ?M.CB~ . . ( AF-AE} 
i 
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~ -2 
- 7' X CB X EF. Mas o folido deícrito pelo 3 • 

triangulo ifofceles DCB tem por medida:_ 'Ziii· Cl 2 
• EF 

. . 3 
(14.); logo o folidodeícrito pelo fegmento BMD=~ 7, 

. 3 
EF. ( CB~ - Cl'2 

) • Ora, no triangulo reB:an-
-2 -:z. -2 -S 

guio CBI temos CB - Cl = lH =!BD ; 
logo o folido deícrit.o pelo íegme~to BMD táá por ' 

d. 2 - 2 . J -2 me 1da - -w. EF. i BD , ou - w. BD . EF. 
J 6 

P R O P O S I Ç Â O XIX. . , 
T H E o Jl E M A. 

"rodo o fegmmt1 da esfera comprelundido entre 
áois planos parai/dos tem por medida a fcmi-Jomma 
das juas hajes , multiplicada pda Jua altura, mais 11. 

folidcz da . esfera que tem por diametro tjla mefn111 al-
tura. 

Sejão BE, DF, (fig. 273.) os raios das bafes 
do íegmento, EF a fua altura ; de forte que o Íe-
grnento feja produzido pela revolução do ef paço cir-
cular BMDFE em torno do eixo EF. O folido def-

l -z erito pelo fegmento BMD (18.) ="6 'lir· BD . EF, o 

tronco de cône deícrito. pelo trapuio BDFE ( 6. ) 
J ( -2 -c;Z ) =- 7'.il'· EF. BE + D.f +BE. DF ; .logo 
J . 

o 'fegmcnto da esfera que he a fomma defles dois falido' 

::: ~'if". EF; ( ~BEs +2DF2 +2BE.DF +Bu= ). 
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porém fe nós tii:armos buma linha BO-párallela· â EF) 
. -2 1 - , 2 -

teremos DO= DF- BE, DO = Dl' -2DF . . 
-2 , ""' ~ -2 

BE + BE. ( 9 ~ 3. ) , e por confequencia BD . = 
- · z -2 - -2 -2 - -2 
BO -f-DO =EF +DF .-2DFXBE+BE · 

-z Pon o efle valor cm lugar de BD na exprefsá do 
fegmcnto , e apagan::lo o que fe ~eíl:róe, teremos por 
folidez do fegmento 

6 'lJ". EF. ( 3BE 
2 + 3DF2 + EF

2 
) ; 

cxprcfsáo que fc decompõe cm duas partes ; hurna 

6 
'lTX EF X 

( . 7J' Hf. i + 'lü . DF:a ) h r . r da·s b<>fies e a 1em1-1omma ... 
z 

l -~ multiplicada pela altura ; a outra - -w· EF repre· 
' , 6 

fenta a · sfera q e tem por diametro EF ( 14 , fch.): 
logo tod o fe"''.llento da esfera , &e. 

Cuo!lar io. s_ hum:i das bares f: r nulla , o fe-
gmento de que e trata virá a fer hum fegmento es-
fe ric .e hum {i' bafe ; lo!(o lodo o f cgmenlo esfari-
co de /111 ma bafe tem por ·valor a me1r1di! do cylindro 
,da m~Jma 'bafe e d mifma altura , mais a esfara que 
lem por diamt!!ro ef!a altura. 

Scholio geral. 

Seja R o raio da bafe de hum cylin*o , A a fua 
• 2 2 

, ;,dtura;a folidçz do cy liii.dro ferá -w R X A,ou w. R A. 
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Seja R o raio da bafe de hum cône , A a foa 

altura , a folidez do cô~1e ferá 'Zõ R 2 X .!. A, 011 ~ • 
3 J 

'li1" Rz A. , 
Sejáo R e R / -os raios das bafes de hum cône 

truncado , A a fua altura ; a folidez do tronc de 

r 
cône ferá .!. w A ( R2 + R 12 + RR 1 ) . 

- J ' 
Seja R o raio de huma esfera ; a fua folidez fi rá 

f !'lJ"R3 

1 
3 

Seja R o raio de hum feél:or esforico , A a :il-

i 
tura da zona que lhe ferve de bafe ; a folidez do 

z z • 
feBor ferá "f w R A. 

1 Sejáo P e Q as duas bafes de hum fegmento 

1 

esferico , A fua altura , a Toli<lez deíl:e Cegment0 ferá 

( p ~ Q): A + i ~ A3 • 

1 Se o fegmento esferico ' tiver fó huma barc P, 
fendo a outra nulla , a fua fÇ>li<lez fcrá ,_ P A + 

Fim dos Elemmlos de Geometria. 
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SOBRE 0§ ELEMENT.OS 

'n~ GE0METRIA. 

NOTA r. 

.A'circa dt_ alguns nomes t definiçõu • 
• J Ntroduzimos nefta obra algumas cxprefsóes e de. 

finições novas que fervem para dar á linguagem geo. 
rnetrica mais exacçáo e clareza. Daremos conta 
deltas mudanças , e proporemos outras , que máis 
completamente cncheriáo as meímas viíl:as. 

Na defi.nição orclinaria. do para//elogrammo .rt-
llangulo e do quad1·ada fe diz que os angulos dcfbs 
figuras sâo reél:os ;. feria mais exalto dizer que 011 
feus angulos sáo iguaes. Porque, fuppôr que os 4ua. 
tro angulos de hum quadrilate'ro podem fer reélos , 
e mefmo <J_Ue os angulos rcélos são iguacs entro . 
fi , he fuppo r prop_oíiç6es que háo mifler d,emonlha-
cáo. Evit:n-fc-hia cfle inconveniente e outros muitos 
do mefmo genero, fi: , em vez de pôr :is dcfini l(Ões , 
comn he coll11me , á frente de hum livro , ÍI! dif., 
tribuiffem , pelo livro adiante , cada huma no lugar 
cm que fica já demonHrndó aquillo que clla fupp6e. 

A palavra para/ldagrammo, fegundo a fu:i tthy-
mologia, fignifica lin/ws parai/elas ; elle convcm tan-
to á figura de qí1atro ló!<los como i de fois , de oito , 
&e. cujos oppuilos fejáo p;uallel(.)s. A palavra parai-

I 
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lt.tyif>t{Ío fignifica , da mefma maneira , plands pa. 
ralltl1Js; cl la náo defigna mais o fólido de feis faccg 
do que os de oito , dez , &e. , cujas oppoíl.as foffem 
parallelas. Portanto he manifeílo que as denominações 
de parallelogrammo e de parallt:lepipedo que além 
diflo tem o incom·eniente de ferem muiro compridas, 
<le\'criáo fer bannidas da geometria. Poderiamos íub. 
fiit u1r-lhes as de rhombo e rhombúdt que são muito 
m a1 commodas e confervar o nome de lofango ao 
quadri latcro que tem os lados iguaes. 

A palavra inclinação -<leve· fer entendida , no mef. 
J110 Ícntido quc a de an$.ulo ; ambas indicáo a ma. 

ira cL <.: l:. r de duas linhas ou de dois planos que 
fc c nco H • 1> , ou_ que fe encontrarião fe fotfcm pro. 
l ongd ,. . ind in:i áo de dua linh:is he nulla quan. 
do o .mgulo he nullo , quer dizer quando a linh:is 
sã , pa i !leias 11 coin ·identcs. <A inelinaçâo he ma. 
xima q 11 a11Jo o itng ulo he maxirno , ou quandó as 

1.:ts linhas fazem entre fJ hum angulo muito obtu-
fo . A qu , lichdc de pender fe 1oma em diverfo fon-
tido : huma linha pwde tanto nais fobre outra quan-
to mais fe a alta da perpcndicul;ir a eíla. 

}, d ide ·e outros amhores h:imáo muitas veze• 
Jria11gu /l)s 1'gaac f a triangulos ig aes fómente em fu. 

·r .. ·ic' , e sólidos iguacs a fóliaos fómente iguaes 
111 ft l i<l ·z . Pareceo-nos mais connrnicnte eh.amar a 

·· cflt.s tria ni;ulos ou a efies fólidos triangu os ou sóli-
dos rq11 iva!r: 11 tes , e re~rvar a dcnomin::içáo de trimz. 
guhs i:F(uaes, sol idos iguaes; para aquelles que podem 
coincidir pela fourepofiçáo. 

H e t" mbem neceffario diflÍnguir nos fólidos e 
fupet 1cies curvas duas differentcs fortes de igualda-
d . C om frc ito , dois fólidos , dois angulos fóltdos , 
doi triangulos ou polygonos esferice , podem fer 
ieu. es em todas as fuas pa i t.:s confl:ituinte , fcm to-
d \ ia coincidirem pela fobr poliçáo. Eu não fei que 
llCl. li\ ros de elementos fc tenha feito efla ad\•encn-

ia , e ntreta nro , por não fazcrçrn cafo della , cer-
tas ckmon raçõ s fund da na ointidencia das figu· 
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ras não são exaél:as. Taes são as demoníl:rações pe-
las quaes muitos authores pertendem prova r a igual-
clad~ dos triangulos esferices nos mefmos cafo e da 
mefma maneira . que a dos triangulo.s reélilineos • 
do que ven:ios hum exemplo ev-idente , _quando Ro-
berto Sirrífon ( 1) , atacando a demonHrçfw da 
prop . : :iGX VIII , livr. XI , de Euclides , càhe tambem 
no inconveniente de fundar a fua . demon(haçáo em 
huma coíneidencia que náo exiíl:e. Nós julgámo que 
deviam os dar hum nome parti cu lar a efia igu:ilda !e 
que não traz · comfigo a coi11cidencia ; chan:iamo-la 
igualdade por ÍJ'mmetria; e á figtnas, que dláo nefte 
cafo, chamamos figuras fymmetricas. , 

Affim as denorninaçÕ<!s <;le t;guras "ig;uou, figu-
ras Jymml!fric4s , figur:is eqi;ivolazles 1 (e referem a 
coufa differentes e não fe devem confundi r em ! u-
ma fó denominação. • 

Nas propo l~ ções ácêrca dos pol ygo nos , do~ an-
gulos fófidos e dos polyedro , exduin'io~ formalm .·nte 
os que tem ang11los reintrantes. Pois , além de que 
convem limitar-fe nos elementos ás figuras mais fim-
plices , fe eíla exclusão não tiveffe lugar, certas pro-
pofições ou não feriiio verdadeiras , ou precifariáô 
de modificação. Por t anto nos 1:eduzimos á conlide-
raçáo das linhas e das fuperficies que chamamos con-
vexas , e que são taes que huma linha reél:a não all 
póde cortai'. em 'mais de dois pontos. 

Muitas vezes empregámos a exprefsão produ8tJ 
de duas ou mais iinhas ; pelo,. que entendemos o 
produél:o dos nuxneros ·aos· quaes efbs linhas são 
ig11aes; fendo avaliadas por hurna unidade linear ar-
bitrdria. Fixado deüa maneira o fentido dc!la pala-
vra , não ha diffi culdade em emprega-la. Entend~r-fe
hia do mefmo modo o que quer dizer produél:'o de hu-

( 1 ) Veja-se a obra defie author , intitulada E11di~ 
Ji1 'frmM/(lri{m libri u;r: , &e. Glasgua: , J 7 S 6. 
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rna Ítlperficie. por huma linha , de huma fuperfide 
por hum fulido , &c. : ba ita haver eftabelecido huma 
yez que e1l:es produél:os sáo 'ou devem fer confide-
rados como produélos de numeros , cada hum da 
cfpecie que lhe convem . . Affirn o produél:o de huma 
fuperfi cie por hum folido náo quer dizer mais do 
que o produél:o de hum numero de unidaeles fuper-
ficiaes por hum numero de unidades fóli<las. 

Muitas vezes oo diícurfo fe emprega a palavra 
angulo para defignar o ponto íitu:ido no íeu vertice ; 
cíla expreísão he vicioía. Seria mais claro e mais 
cxaél:o defigna r por hum nome particular , como o 
ele ver/ices , os pontos fituados nos vertices dos an-
gulos de hum polygono e de hum polyedro. Affim 
fie que fe deve entender a <lenominaç~o de vertias 
de hum polyedro de que fizemos ufo. 

Seguimos a definição ~rdi~!lria de figuras rdli-
linerzs fl11ie/hantes ; mas nos obíervaremos que ella 
contém trc.s condições íuperfluas. Porque , para con[. 
truir hum polygono cujo numero de lados he n, he 
1necelfario primeiro conhecer hutn fado ·, e depois ter 
:a pofição dos vertices dos angulos fituados fóra delfe 
lado. Ora , o numero cielfc!s angulos he n - 2 , e a 
pofiçáo de cada vertice requer do~ dados ; donde fe 
regue 9ue O numero total de dados n!=CClfario11 para 
confl:ru1r hum polygono de n lados he I + 2n - 4, 
ou 2n - 3. Mas no polygono fe~elhante ha hum 
lado arbitrario ; áílim o numero de condiç6es para 
que hum pol ygono feja fem lhante a hum "olygonu 
dado , he 2n - 4. Ora, a definição' ordinaria requer, 
1. 0 que -0s angulos fcjáo iguaes cacja hum a cada 
hum , o que faz n condições ; 2. 0 que os lados 
homologos fojáo proporcionaes , ·o que faz n - 1 

condições. Logo ha ao todo 2n - 1 condições , o 
que faz tres de mais. Para obviar a elle inconve-
niente , poderíamos decompôr a definição em outrai 
duas , a Caber : 

t. o DfJis triangulos slío ft t"tlhantu , 9ua11á1 
Um tlois anzulor i1uats ratla Íium a cada huqi. 
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!• 0 Dois polygonos são fehulhanter , 9uami1 
1#1 hum e rm r;utro je póde formar 1 mrfma numero, 
dt triangulos J emelltanlet cada hum a cada hum. e 

Jerr..elhantemente\ dijpVJos.' ~ 
Mas , . para que eíl:a í:lefinição nio conten ::i lam-

bem con<Iiçóes . foperfluas , cumpre q~1e· o nümero 
<los triangulos feja igual :âo numero dos lados , dd 
polygono menos - dois. ; ó qu.e ppde ter lilga r de 
duas tnaneitas. Podemos tirar de ~ois at1gµJos ho-
mologos diagonaes aos angl)los oppoíl s , . emáo t9,. 
dos os triangulos formados ew, catla polyg0tjo tcrfo 
hum vértice · comhlum , ~ a fui fomtPa C d Igual ao 
polygono; ou tambem podemos fu('pÔr que t dos º' _ 
triangulos formados em hutn polygono , tc.m po~ 
bafe commum hum lado do polyg0ho , e por y iti-
ccs os dos ilifferentes angnlo$ oppoflos a: c(la b:ifi•. 
Em ambos os caf 89 fendo h ......_ 2 o hu~nero de 
triangulos formados de huma e outra parte, as coo-
diçóes da fuCI; femelhan~a ferâo '2.n - 4 , e a de -
niçáo nada conterá fuperfl.uo. Efiabelecida cfta ntiva 
definlcão , a aptiga virá a fet bom .thcorema que [e 
poderei demoníl:rar iínmediatamente. 

Se .a definição das figuras re8.iliheas femelhan-
tes he imperfeita nos livros de élementos , ainda -o 
hc mais a dos folirlos polyetfros Jemclhantes. Em Eu·-
clides , eíl:a definifáo depende de hum theorema não 
dcmoníl:rado ; em outros authóres , elJa tem o in'con-
venicnte de for ,nJt.iito l'edunda~ te. Por t:mto rejeitá-· 
mos eíl:as definições de falidos fi tnelhantes , e lhes 
fubíl:ituimos hum'a fundada nos princípios que have-
mos · expoflo, Mas , como ha outras muitas adver-
tencias que fazer a eíl:e ref peito , p6s lhes deflina-
mos ,..huma nota particular. 

A definição da perpmtlicular a hum, plon~ fe 
f-Óde confidorar como hmn theorema ; a da i11cli11a- < 
ção dei dftis p lanos 

1

ha mifl er fer juílifk:ida or hum 
raciocinio ; O)Jtras muitas eíl áo no m !mo càfo. Por 
iffo, confervando fla defini~tís~, fegu'ndó o :uni õ 
coflume , tivemos cuidado de citar a; px:opofi~6es 

'l' 
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é'm que cllas fe dem~nfhão ; algumas ver:es nos 
contentámos com huma explicação fuccint:a que nm 
pareceo fufficiente. . 

O angulo formado pelo encontro de áóh flanos, 
e o ãngulo Jo}ído formado pelo encontrq de muito1 
plahos no mefmo ponto ' são grandezas ' cada huma 
da fua efpecie, ás quaes .conviria talvez dar -nomes 
particulares. Sem !íl:o , _. he difficil evitar a cfcurid:ide 
e as c\Tcumlocuçéles , quando fc falla do arranjo dos 
pbnos que compõe a fuperficic dt! hum polyedro. E 
como a theoiia deíks folidos tem fiào até agora pou-
co cultivada , he menos inconveniente int!'oduz.ir nel-
la exprcfsóes novas , fe a natureza das coufas as 
ieclam:\r. 

Eu proporia chamar ctinlo o angulo formado 
por dois planos ; m·tjia ou gume ( I ) do canto fe. 
ria a interfccção commum do.i'. dois planos. O canto 
fe marcaria por quatro ~ctras das q11aes as duas me-
dias correfpondelfem. á an~Jla. Então hum ca1r/a ·· re-
élo feriã o angu1o formado por dois planos perpcndi. 
culares entre fi. Quatro carl~os reétoSt enchcriáo todo 
o efp:iço an~ular folido em torno de huma linha 
dada. .Eíl:a fl-OVa denominaçá não embaraçaria que 
o canto tivs;:lfe por medida o "'ngulo formado pelai 
duas perpendiculares tiradas em cada hum · dos pia. 
nos a hum lmdmo ponto da arefia ou interfeççáo 
commum. 

Finalmente , ~ poderiamos chamar angloiqe CJ ef. 
paço angular comprel'!entlido entre muitos planos que 
concorrem no mef mo pon o. O angloidt. feria defi -
gnado peb letra do , vcrtice feguida de tantas letm 
quantas foífem as areílas unidas no vertiee ; o air-

. ( I ) O A. emprega o tc:mi'o foi te, que he uamlato 
'!os egilicios , eu me fervi de outro translato que hc mai1 
conhecido. A quem n5o a~rad r clh liberdade , emende a 
termo gum,, Tr. 

; 
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gloide rtllo feria formado por tres planos perpendi. 
culares entre fi ; oito angloides reél:o$ ench~riáo to-
do o efpaço-.. angular esferico em l9rllO de hum pon-
to ; e dois angioides reétos encolladÓs por huma fa-
'ce commtlm , fariáo hum canto reéto. 

He neci::ffario hum fó d.ado para determinar o 
canto ; são neceffarios muitos para determinar o ::m-
gloide. Em geral , todo o angloíde intercepta , fobre 
a fuperficie da esfera defciita de [eu verrice como 
centro, hum polygono esforico ; e fe ,chamarmos ti .o 
numero de lados do polygono, o numero de dados ne-
ceírarios para determinar o polygono e Q ·a:1gloide, 
ferá 211 - 3. Quanto ao ef paço angular que. he a 
grandeza effeéliva de cada arrgloidc , he proporcional 
~ área do polygono esferico infere pto. 

o T A II. . 

· Sobn h1J11; mido .dt dem1mjlra.r analytt'canunte a 
prop. x x. do primeiro livro , e os outros theoremas 
fundamentaes áa Geometria. 

Demoníl:ra~fc immediara1l~ente pela (obrepofiçfo , 
e fem propoliçáo alguma preliminar , que dois trian-
gulos /ão 1guaer , tttttmdo tem hu11{ lado igual adjacente 
a d(J is angulos ig;;aes cada llum a cada hum. Cha- · 
memos p o lado de que fe trata , A e B os dois 
;ingulos adjace1ues , C o terceiro angulo. Logo 

- o angulo O d:ve, ficar inteii:amente determinado > 
quando forem conhecidos os angulos A e B com o 
lado p ; porque [e muitos angulos e pQdeffem con-
reíponder aos tres dados A , .a, p , haveria outros 
tantos tríangulos differentcs q\le teriáo hum lado 
igual adjacente a doi s ang ul os iguaês , o que he im. 
p0ri1.-êl ; iogo o -~ !"'. ;;:.:~~ ~ cie,re Íer huína fur1ç:c 
determinada' das tres quantidades A , B , p; o que 
cu exprimo deíl:a tnaneira , C =-tI> ( A , B 1 p ) • 

Seja o angulo reél:o igual á unidade ; então · os 
angulos A , B, .C, feráo numeros •comprehendides en-
tre o e i. ; e . como C := • 1 ( A, B , p ) , digo a uo 

T ü , ~ • 
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a l inha p não deve entTar na função tj; porque 
temos vifto que e deve for inteiramente dctcrqiina-
.do fó pclos · dados A , B , p , fem outro angulo ou 
linh-a qualquer. Mas a ' linha p he heterogenea com 
os numeros A , B , C ; e fe tiveffemos huma equa-
ção entre .A , B , C , p , poderiamos della tirar o 
valor de p em A , B , C ; donde refultaria que p 
he igual a hum numero , o que hc abfurdo , logo 
p , náo póde entrar na função Cl> , e temos fimples-
mentc C .:::= <f> {A, B) ... ( 1. ) 

Efia formula prova que, fe dois angulos de hum 
t1'iar.gulo forem iguaes a dois angulos de outro trian-
gul o , o terceiro deve' fer igual ao terceiro ; e , iíl:o 
pofi o , hc facil chegar ao tbeorema que temos em 
viHa. , 

_ Seja primeiro ABC ( fig; ~ ) · hum triangulo re-
élangulo em A ; do ponto A aY>ain-se AD perpen-
dicular fobre a hypotenufa. Os angulos B e D do 

, e I ) Huma objtcção contra esta d~monstracão lie 
que , se ella se applicasse , palavra por palavra , ao~ trian-
g~los esfericos , result:\ria que dóis • gulos conhec1cos has-
tao p::ra d termínar o terceiro, o qu não tem lugar nestas 
.s?rtt!s de triangulos. A resposta he que not triengulos e•fe-
r1cos, ha hum elemento de mais do que nos triangulos pla-
nos , e este elemento he o raio da esf ~rn do qual nao se 
deve fazer abstracção. Seja poi1 r o raio 7 então em vez de 
ser(:.__ <P (A, B, p), terem(IS. C = '1> (A, B, p, r), 

ou {sómente: C = cl> ( A , B , 1!.. ) em vírtud~ da le'i 
T 

'tlo' hoinogencor. Ora, como :i ràzão :!._ h.c !,um numero, as-

sim como A , B , 
r 

e ' nada embaraça qi,ie e. se ache 
r U" • 

na' funç ão. cf> , e então nSo se póde concluir C := 9 
( A, B). 
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triangulo ABD são iguaes ao angt1l o~ ' B e A do 
iriangulp ·.BAC; logo, fegundo fü:a demonfr.vYlo· , o 
terceiro BAD /ie iguaJ ao t~n::eiro C. Pela mefm 'A. 
razão o angulo DAC = B; lago BAD·+ D AC, 
ou BAC ==· B + ,e: ora o angulo BAC he reél:o ; 
logo os d...,is - a11gulos agudos de hum triangulo rel'lan: 
guio va.lem hum rmg uio reét(). • 

· ~eja depois BAC ( fig. 3. ) hum triangulo qual -
quer e .BG hum lado que não' feja menor que cada 
hum dos outros dois : fe do angulo oppofro A abai-
xarmo& a perpendicular AD fàbre BC , eil:a _perpen-
dicular.t càhirá dentro do triangulo AB<C , e o divi -
dirá cm dois triangulos reÇbng nl<;>s BAD , D AC : 
ora, no triangulo r~él:angulo BA.D , os dois an rulo~i 
BAD , ABD juntos valem hum angnlo roél:g ; no 
tr iangulo rcélangulo DAC, os dois angulos D C , 
ACD , valem tambem hum a.ngulo recto. L g . os 
quatro juntos , Q fómente os tres BAC , BC , 
ACB, valem em fomma dois ':mgnlos rcá:ós ; logo • 
~111 todo · o .iriang1Jlo a fomma dos Ires ang/, /o s lu 
1gual a dg1s , a11gu /0s reáos . 

Daqui fe v-ê qué efte fhcorema , confidcr1do a 
priori, náq depende de hum encadeamento de pro-
pofições , e que fe deduz immedi.itámente do prin-
cipio da hoiµogcneidade , ' principio qi;ie deve e r lu -
gar cm toqa .a relação enttc qµasg_uet quantid;i.rt1:s. 
Mas continuemos', e mo!l:rernos qu.e deft:.\ m~Cma 
fonte fe t'i.ráo os outros füco11emas fun,damentac.; i:la 
geometria. · 

Con[ervcmos as mefmas-de'nominaç6es :u:iilna, e ·ha-
memos m otadó oppo(l:o ao angulo A, e 11 Q lado o ppofl-o 
ao angulo B. A qnantiflad.e 1h de~c for inte irah1t:1Wt det~r
minada fó pelas ~uautidades A , B, Í' ; logo m·he huma 

funcão de A , B , p, e '.:: he outra , de maneira 
• ' />, • 

.. m - ) ni h podt:~nos faze r -i' (A , B , p . Mãs - e p . . ~p ' 1 

numer6, ailim como ,A e B ; logo a funçáo "t' 

que 

hui11 

nã.o 

r 



deve Ckl,nter a .linha, p : e temos fimplesrríente . m p 
:= .qr ( A , B ) , ou m = 'jJ 'o/ ( A , B ] . Lqgo te-
mos femelhantemente n =· ,1J 'i"' ( B , A ) . . 1 

• 

Seja agora outro triangulO formado com os mcf-
mos angulos A , B·; C, aos g_uaes fejão dpptiftos çs 
lados m1 i 111 , pi , refpeéliva-mentç. Como A 'e J3 

-·não mli'dão , teremos ·neaf UPV?' 'triangulo 1>nl :;::::: 
1' .-f. ( A , B ) , ~e n1 :::= p' 'f' ( B , A) . Logo m : 
m' : : n : nl : : p: pi. Logo, nos triangu!as equiangu-
los , os ladós oppojlos aos angulo.s iguaes são· propor-
lionats. _ ' 

Já fal;>emos que a propofiçáo do q.uadrado da 
hypotenufa he huma confcquencia d~ propoíiçáo dos 
triangu los equiangulos. Portanto <1qui eh:áo tre pro-
pofiçócs fundamcntaes da Geometria , a dos tres an-
gulos de bum triangulo , a dos :naqgulos equi;111gu~ 
los, e a do quadrgtdo da hypotenufa , . c1ue fe dedu~ 
'Zem muito Iimplesmente e· muito immediatamente 
da confideraçáo das funções . ;Belo mefmo caminho íe 
podem demonflrar mtrtto fuccintamente , as . propofi-
çóe~ ácêrca das figuras feinel antes e folidos fe)l'le-
lhantes. , 

Seja . .ABCDE ( :fig. 14. ) \um polygeno qual-
quer ; havenJo efcolhido hum laeio AB , coo.10 bafe , 
formem-íe tantos triangulos ABC , ABD , , &e. fo-
bre efla bafe , quan.tos ~o os angufos C , D , ~ , 
&c. por fórâ. Seja- a bafo 'AB = p , feji'to A e B 
os dois angulos ,do triangvlp ABC adjacentes ao la-
<lo AB, fojáo A 1 e Bl os ~!ois angolos do triangulo 
ABD· adjacen,tes ao mefmo lado AB , e affill'.' por 
diante. A figura, ABC.QE ficará inteiramente deter-
minada , fe for conhecido o lado p ~com os angulos 
A, B, A 1 , B1 , All, B", &c. , e o numero de da-
dos ferá ao todo '2n - 3 fendo 1Í o numero dos ·la-
dos <lo polygono. lflo poflo ., hum lado ou h.im:i li-
nha qualquer x , tirnda e mo fe quizer no poly-
gono ~ feri huma fu~_çáo defies dad~s ; e como , 

• !t' 
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~d r,.. h d r ~ " _ e~c ie. um numero , po eternos iup}:>or _ 
p p = -}_ (A, B ~ Af. ' · B 1 , &e. ) , ou _ x = p 'f" ( Á, 

B , A l , B 1 , &c. ) , e a função "f' náo conterá p.~· 
Se cotn. os mef mos angulos A , B , A-1 , B 1 , &c. e 
outro lado f', ~orma1;mos l~un;i 'fegundQ polygono, 
teremos _,. para - a lmha .xi , ·~Ortçfpon<lente ou hómol -
<:ra a x- o -v~lor x 1 -~r "!" (A , B A' BI &e )- · 
:;,_ ' - f , , ' ' , • ' 
logo x : x 1 : : p : p1• efinem-fe as figuras Gonllnii..: 
da'.5 defia maneira figuras fem~lhmzfes ; logo nas ft.~11~ 
ras femdhantes as linluu homologas sâ~o pr~porcf o- . 
11aeJ . 

Affim , não fómente os. lados homologos , as dia-
gona,es h?mologas ·' mas as linhas .. terminad~s da. mef-
ma maneira ·nas dua1> figuras , eího entre Íl como QU-
tras duas 'linhas ho_q~ologac quaesquer. 

ehamemos ~a*luperficie do primeiro polygo-
, -

.fifi h . ' Z 
no, e a uperficie J:e , o~ogenea · ap quaàrado p ; 

logo h; neceffario' que ~ reja hum' numero qu~ (ó , l pZ 
contenha ·os angulos Â , B, AI, B1 , &e. , de forte 

' 
que teremos S = / <ri (A, B, A1 , B1 ,' &e~ ) • 
Pela mefma razão , fe sr for a fuperficie do fegun-. 
do polyg~no, teremosS1;::::prz cp (A , B, A 1, B 1,&c.). 

_. ' ::i. _s 
Logo S : S·' : : p·""' ; p' ; logo a.s J u.pe-i:fiai s d{ls fi- , 
gttras. J~mdhanles ~fláo ' lmlrt ji como os quadrados ·dos 
lados hornohgos: • - , 

·. Vamos _agora aos polycdros. Podemós fuppôr que 
huma fac~ eftá determinada por meio de hurn hido 
conhecido p e de muitos ;mgulos A ' B ' e , &e .. I 
Cada vertice tlos angulos folidos , fóra 'defbi bafe, / 
ferá determinado por meilil de tres dados , que pode-
ll)QS confiderar como outroi tantos angulos; de forte 

' ' 

! 
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que a determinação inteira do poiyedro depende de 
llum lado p , e de muitos angulos A , B, C , &e. , 
cujo numero varía fegundo a natureza ~o polyedro. 
lfto pollo, huma liRha que une dois vertices , ou , 
mais geralmente , qualquer linha - x tirada de hum a. 
manei{a determinada no polyedro forá huma função 

~os dados p , A , B , C , &e. ; e como:_ deve fer hum p 
numero , a função ig;al - a :_ fó conterá os angulos 

p 
A , B ' e ' &e. ' e poderemos fuppôr X = p X 
i' ( A , B , C , &e. ) . A fuperficie do folido he ho-

, mogenea a p2 , affim eíl:a fuperficie fe pó:le repre-

fcntàr por p 2 i" (A, B, C, &e.); a fua folidez hc 
1 "" !( ... 

homogenea a p3 , e fe pqde reprefentar por p3 X 
D (A , B , C , &e.) , fendo as funções defignadas por 

, 'i' e fl independentes de p. 
Conftrua-fe outro folido com os mefmos angulos 

A , B , ,C , &e. e hum lado p• differente de p : cha-
maremos ao5 folidos conftruid8 deíl:a maneira J~li
lfos /em l/ia1iles ; e , illo poíl: , a linha que era 
PcfJ (A, B, C , &e.) , ou fimpl~mente p<P em hum 

folido ferá p'cp po C1utro; a fuperficie que era p2 i" em 

hum ferá p1! i" no outrQ, ~ finalmente a folidez que 

era p3 n em hum feri p13 n no outro. Logo 1.º os 
falidos femtlkanles /em os la4ru ou linhas homologas 
proporcionae.s ; 2.0 as Juas Jupujicies são como os qua-
drados dos lad1,s homalog11 ; 3." as Juas JaliJe.zes sá1 
como os cub~s tl'.IJ~s mif mos lados. 

Os mefmos principios fe applicáo facilmente ao 
circulo. Seja e, a circumferenc ra e s a f uperficie do 
circulo ujo raio he r ~ como não pôde haver dois 
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rirculos de Ci9oaes deferi tos com o mefmo raio , a& 
- e s 

nuantidades - e ~ devem fer 
-i r 2 funç6es determinadas 

r i ::> , 

de r ; ma• como 
não devem conter 

efl:as' guantida:des sáo numeros • 
na fua exprefsáo a 1 inha r ; e a[:. 

• e . s 
fim teremos -:- = (:f, ' e - = b _, fendo 'a. e. e nu-

r ,.2 • 

meros coníl:antes. Sej;1. c 1 a circutnferencia e si , a 
fuperficie de outro circulo' cujo raio he ri, teremos 

cl s1 • ' ' 
tambem i=i = rJ., e 2 = ~· Logo e: ,1:: r: r', 

1'~ • 

e s : s' : : 1
2 

: r1 2 
; logo as circumf1r111.cia; tl.s cir-

w los ~JlfuJ como os ,, raios , 1 as juas Jupujicits coma 
os tptfzdrados dos-ra~s. 

Co,nfüleremós hum foiéh:>r do qual o ,raio feja r 
e A , o angnlo central ; fr.:ja ~ o arco que · tem \ne b 
fcél:or , e j a (upetficie delt.e mefmo· fe8:or. Coi110 
o feB:or he il1teirainente determin:ido quándo fe co-
nhe~e r e A , ~ ·e y devem fer funções determina-

das de r e de A ; logo : e : 2 tambem iào fon. 

» 
ções determin11.das. Mas ; he hum numero , b~Jn c~-

y \ ' 
mo - ; logo efl:as qnanticlades não devem conter r , 

T2 , 

e são .íimplesmente funções de ~ , de sorte que te~ 

remos ~ :::<t>A, e 2 =i" A. Sejãó x' e>'' ' o arco e 
r rri. . 

a füperfióe de outro feltor que •tenho. o angulo A 
e o raio r' ; chamaremos a e!res dbis feél:otes fet1o- ' 
m femelhan/ei e co;no o · angulo A he igual 

• 
, . 
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xi 1 y' 
em ambo~, teremos - 1 = cf> A ., e- =1' ~;lo. r 12 

.. ~ ,, r 2 - . 
go x : xl : : r : 1:i, e y : y 1 : : r- : ri ; logo os 
aras f'melhanles• lm os arcos de f,Bores Jemelhantes 
são proporcionae! aos raios , e os jeElorp são propor-
cionats aos fUadrados dos raios, . 

He daro que fe provaria , da meíma· .,maneira, 
que as ·esferas eílfo como os cul;>os dos feus ra-ios. 

:Em tuâo o q11e fica dito , fuppomos que as fu-
perficies · fe medem pelo produél:o de duas _linhas , e 
as fo1idezes pelo -pro<luél:o de tres ; o que tambem 
he facil demonfrrar pela analyfe. Consideremos ·hum 

- reél:angulo cujas ''dim$ns6es fejáo p e q , e .a fua. 
fup~cie que he huma função M p e q rcprefen,tc-
nw-la por <P ( p ; q ) . Se. conftderel>·mos outro re"aan-
gu-lo, cujas dimensões fe;jáo /'. + t>_! , e 9 , he clarQ que 
efre refungulo he ··com poíl:o d~ outros dois , "' hum 
que tem por dimensões p e q , e outro _que ·tem por 

' dimensões p' e q ; de forte CJ: e teFemos • 
cJ> ( P +P'.• q) = <1> (p , q) + <P ( P1 , q) • 

Seja p' =:: p , teremos <I> ( 2p ~ 'l.) = 2<1> ( p, fJ) • 
Seja p1 = 2p ; ,t teremos <!> ( ~ ·, q} ·= IP (p, q) + <,!> ( 2p , q) = M> ( p , q ) . Sep p' =· 3p ; te-
remos <P ( ~f , q ) - <1> ( p , _, ) + cf> { 3p , q ) = 4<I> ( ·p , (J }· . Logo em geral fe k for ,ht.1.m nu-
mero inteiro qualquer , teremos <!l ( ~P , q j - ·• 
~ (p , 1) , ou <1'.> ( P ' q'~ - <1> ( k:p ' . q·) • Daqui 

p 1:p 

rdulta que <!> ( P ' 1 ) he huma tal função de p ,. . ' 

que não varía - ?ondo em lugar de p 'hum ' multiplo 
qualquer kp. Logo eíla fonção he independente ele p, 
e fó deve conter q. Mas por huma razão íemelhan-

te ~ ~ ( P ' q ) deve for indepcnde11tc de '1 ; logo 
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(f< ( P ' f ) nã@ contém nem p nem f , e aílim efüt 

quanrlÍade fe deve reduzir a huma confiante a. Lo-
gl) teremos <I> ( p , q ) = a,pq ; e COB'IO nada emba-
raça que tomemos à.=r , teremos <I> ( p , q) :=;- pq ; 
affim a fuperficie de hum reétangulo he igual ao 
produll:o das fuas duas dimensões. 

Detnonfirar-fe-ha 1 de huma maneira abfolutamen-
te (emelbame, que a folidez , de hum parallel(!pipedo 
rc rangulo cujas dimcns6cs são p , q, r, Jlc igua l ao 
produéto pqr de fuas trcs dimensões. 

Obfcrv:iremos por fim que a conftderaçáo dai; ; 
funçúc: que forneC'e def1a maneira huma demonllra9ão 
muito íimffles das propofições fundamentaes da Geo-
metria , já fui empregada com muita vantagem para. 
demon rar os prin -i ios fu ndamcntaes da Mechanica. 
Vejáo~c as Memêtha~ de Turim, tomo II. 

NOTA III. 

Sobre a approximaçáo da propojção XVI , liv . fV. 

Huma vez acharlo o raio excedente e o defi-
ciente que concordem nos primeiros alg:uifmos , fr 
pódc acabar o calculo de huma rmmci ra muito pron-
ta por meio de huma fórmula algebrica. 

Sej~ a o raio deficiente e h o excedente , ctJja 
dilfcrenc;a he pequena; fejáo a' e b' os raios foguin-
tes que fe deduzem pelas fórmulas bl = i/ ab , 

a1 = V(ª· ª + !!.) . O que cu procuro . 2 > 

he o ultirn.o termo da. ferie a 1 ai , a" , &c. 
que he ao mefmo tempo o da ferie b , h' , 
h11, &c. Chamemos a elle ultimo p, e feja b=a ( i+6J); 

poderemos fuppôr x =a ( r + P"' + Q'41 2 +&e.) , 

·. 

I 

I 
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fendo P e Q coefficientes indeterminados. Ora os va. 
lotes de b' e ai dão 

b1 =: a { I + f ú> - i f.d 
2 + &e. ) ; ,,. 

1 '.2 , 
~ a! =a ( 1 + l ·&> - - f.d + &e. ) ' ' 32 

E fe ~z.ermos igualmente ó!. :__·a! ( r + w' ) , te• 
l'CIDOi 

Cl)I = ~ s ~ & (,,)- - (.<) e. 
P· 

Mas o valor de x deYe fer o mefmo , qqer' a 
ferie a , al , a" , &e. comece por a , quer por ai ; lo-
go teremos 

J 

• (1 +Pc.l+Q{A) &c.):=a'(1+PM'+"Q"'' +&e.). s t ' % 
Subíl:ituindo ne equação o~ ~ores de 4 ~-e de 

1a1' em " e ttJ , e comparaffao · os termos "''1e.me-

Jhantes , deduziretnos P = ~, e Q=- ~ ; logo 
.3 r5 

I l 2 
K = a ( 1 + - OI .- - &I ) • . 3 15 . 

Se o~. raios a e h con ordarem na · J>rimeira 
metade dot1 algarifJDOS , pode.&pms rejeitar o teono 

! 1 ~ 

ti) , e o valor precedente fe reduzirá a ~ =ax 
I b---111 cl ( r + - fJI ) = a.+ . Affim , fazso o a 
3 3 = 1,1282657, e 6 = 1,1t-85e63 , deduziremos im-

mediatamente ~ = ,12$3~:t. · 
· Se os raios a e b náo concordarem em mais 

do p1imeiro terço do~ a1garif1nos , de\·erem~s tomar 
os tres termos. da formula precedente ; affim fazen-
do a = 1,1265~39 e /J = 1,13201+9 , acharemos 
;-r =: 1,12S·3191. 

Po<lcdamos fuppôr que a e b cfiáo ai11da menos 
proximos hum do outro ; mas então feria' nec~fia-: 
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rio calcular o valor , de x com maior numero d~ ter •. · 
mos. . 

A approximaçáo da prop. XI.V, que he de 
Jacob Grcgory, he fufceptivel de femelhantcs abre-
viações. Remetemos á obra defte author , · intitulad.-
//era circuli & hyperbo!tl! guadra/ura , obra de gran-
de merecimento para_ o ~empo cm que appareceo. 

NOTA IV. 

Na qual fe dmwnfira 1ue a rná1' da circumfi .. 
rmcia. para o diametro e o /eu quadr11do são n~mt~ 
ru irracionacs. 

<Sonfidercmos a ferie infinita 

~ . ,.~.,_. ,, I a3 +& 1 z -1-\z. (z+r)'t-2.J'z. (2+1). '(z+2) • ·C• 
E . fuppol,'lhamos que c,f)z reprefenta. a (om~a 

della. Se puzermos z + 1 em lugar de i , <P ( z +1) 
ferá .igualmente a fomma doi ferie 

"''I · 3 + a (l I a +& 
J -tf. +:-· . e. ztx (zti) . (zhJ 2. 3 (.z+1). (zfa). (z:J-3) 

Tiremos huma defl:as feries da outra , termo 
por termo , e teremos c;1'.!z ct> ( z + 1 ) pclí' 
fomma do rcfto 1 que ferá 

a a2 tl a3 --t "1. ,--,--....,,......,......., 
z.(zh) z.(z+1). (zh) z.(zh). (ztz). (zt3) 

+&e. , 

Mas podemos reprefentar. efte rcíl:o debaixo •da 
fórma 

a a · a~ 
~-·Ci+-+t· -+&e.); z. (z+1) . z+z (z+2). cz+3) 

., 
e cntá.o fe reduz á ª - ~ ( ~ + z). 

z. ( Z + I) 
Logo tercmQs em ieral 

1 ' 

, -
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<l>?J - (cI> :i + I) = ( ª + <!> (z+2) . z. z 1 j 

Dividamos efra equação por çI> ( z + I) ·; e para 
fimplificar o tefultado , fej~ -+-z hum~ nova função 

d tl . ' a <l>(Z+'I.) -· -
e z a que ":f'.Z = -. . ; "'ntao po. z cpz -

deremos pôr .~ em lugar de ... ·'-----· _<!>_z --- , e 
• Z "l" ·Z cp ('z• .+· I ) 

( z + 1 ) 'f" ( z + 1 ) em lugar de <!> ( z ~ -2) 
a _ , cp '( z + 1) 

Feita a fub!lituição , teremos 
~ a 'o/ Z = ?'1 ,• ~e , • .,.. ~ -&) 

z+ ·'i" (z+r) 
Pqrém , pondo fucceffiyam.ente nefla equação z + 
" ' z ·+ 2 ' &e.' em lugalf de z' refultará 

-( z + 2)' 

"l" ( z + 2) = 4 
· , &e. 

• ' - z + 2 + "!", :-z + 3 ) 
Logo o valor de "f'z, fe póde exprinúr em frac~o 

. continua deíl:;i' maneira 

'·.'f"z=!: 
z ~ z + x+ a ,, 

:z; + 2 +&e. 
llec~procamente , efia fra.cçáo conti_nua prol9ngad:i 
20 mfinito , _tem por' fó'mma ~z , ou a fua 

igual li-· (f> ( z + r r ) ;' e ' dl:a fomma defenvolvidi 
z ri> z 

tm ferie' órdinarias 1 he 
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+ a + J. , a2, 
a~ z+r 1 ·(z _-l-r ) . fz+. 2J +&e. 
- ·~ -~-----~-'--·~~--z ~ 2 

a a + -1+-+ ! . --- &e. z · z. (z + 1) 
Seja agora ;, - f , a fracs;âo cor-i'tinua ficará 

?.a . . ' .. ... 

. , . 

na qual os numeradores ' excepto o primeiro ' sio 
todos iguaes a 4a. e os denominadores fortnáo a fe-
rie dos numeros impares I , 3, 5, 7 , &e. Logo o 
valo tle~cç~··,~ntinua !e pódc tambcm expri-
mir por 

Mas efta~ feries fe referem a f cries conhecida~ , e Ca-
bemos que reprefentamfo por ' o .numero c11jo logu-
rithmo hyperbo1ico hc r , a exprefsáo precedente fe 

'.2ya -2va , 
l'eduz á _e __ -_ e_· __ _ y a i de forte que terémo,,s 

em geral 
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-zy'a 

./ -4ª ------· Zy a --
2y1a -iya I +~ 1 +1 3 + 

Daqui refultâo duas fórmulas principaes , conforme • 

he pofitivo ou negativo. Seja primeiro 4a = K 2 ~ 
~remos 

X -X 
e - e X 2 

+ X • 
I - x-

3 +- ~ 5 +&e. 
" ' Seja ainda 4a ::::- x~ , e em virtude d~ fbrmula co. 

Jlhecida 
xy'-1 - xy-x 

e - e 
------~-- =V-1.ta11g. x, teremo• 
xy'-1 -xy-1 

' +e 
tang, X 2 

x~- X 
I-- X 

3-- X s-7-&c. 
Efia he a fórmula . que ha de fervir de bafe á nof-
fa dcmonflra ção. Mas primeiro cumpre demonfirar os 
dois lemmas feguintes. 

L E M M A I • 

Seja lwma fràcçáo continua prolongada ª' infi11i'11. 
m ' - 1ll li n+- m . n'+ "'·' + &e. 
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111 qual todor os 1!U7nU(JJ m , n, m 1 , nt , &e. são 
inteiros pojitivos ou negativos ; /e Juppojen1101 que ai 

m m 1 m 11 • • 
fracções componentes 'n, Ili , """õTI' &e. , f ejáo todas 

mmoru que tZ unidade , digo que o valor total d" 
fracção contínua fera necejjàriamenU hum numcro ir-
racional. 

~rimeiramente di.go ·que efi~ v_alo_r fcrá. menor que 
a unidade. Com effe1to, fcm d1minu1r a generalidade 
da fracção contínua . podemos fu ppôr todos os de-
nominadores 11 , 11' , 11 1 , &c. pofitivos: ora , fe to" 
marmos hum 'fó ter~o da f e~ie propofia , teremos • 

por hypothefe, ~ < 1. Se tomarmos os dois primeiros • 
m1 m' • 

como., -:;! he .. , Jaro que n+ •-;J , he maior que 

n -1 : mas m he menor qu~ n ; e como sáo :imbos in-
m' tciros, m ferá. tambem menor do que n+ :r . Lo.t n 

go o valor que refulta dos dois termos 

!!!:_ m' n+-ll! 
fie menor que a unidade. Calcul~mos tres termos da 
fracção contínua propofia; e primeiramente, fegundo 
o que temos. viíl:o , o valor da parte 

m' - mil n'+ -n". 

ferá menor que a unidade. Chamemos cfie valor fA1 ; 

m . 
e he claro que -+ ferá tambcm menor que a uni .. n ,,., 
dade ; lo&o o valor que refulta dos tres termo• :v. 
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m ,. 

- • m. li ' n+- m. 
n! + nll 

he menor que a unidade. Continuando 9 tnefmo ra. 
ciocinio , veremos que, qualquer que feja o num ro 

· de termos qur: fe calcule da fracc;áo contínua propor. 
ta, o valor que refulta he meno.r que a unidade; lo-
go o valor total defia fracção prolongada ao infi ni to , 
tambem he mcncn do que a unidade. Só poderia fer 
igual á unidade no cafo exn~ _que a fracção propofü 
tiveíf e a fórma ' 

·-

?rl • -- . m' m +z--- - m" 
r m'+z --·--• m" +x- &e.; 

em todóa ·03 mai~ cafos .elle "~-
I fio pojl:o , fe negarem que o va o 

contín'ua propo!ta he igúal a bum numero irrac ional , 
fupponhwios que h~. igual a hum. numero racíon:il , 

.. 'B 
e feja.-- efie numero A ·' fendo . B e A inteiros , tere· 

mos por 

Sejáo C, 
nhamos 

tanto 
B m - - m' . 
A - ;-+- m" . ' 

n~ + -
: .•. , n 11•• + &t . , 

D, E , &e. 'indeterminadas · taes 

e 
B ·111' 

- mll 

que te. 

n! + - . 111 111 
nll + · ;zilr + ·&e. 

+ 111111 lfll -- 111 
n 111 + · -;;rrTi +· &c. 

t affim ao infinito. Tendo efias differenteit fracções éOll· 
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tí~uas todos os feus termos menores que :i-unidadc, 

B C D E 
os feus valores ou fommas A' 1f , e , n , &e._ 

feráo menores que a unid:i.de fcgundo o que fica d::. 
monflrado , e afTim ter mos B< A, C< B , D< C , 
&e. ; de maneira que a ferie A , B , , D, E, &e. 
ho decreíccnte ao infinit0.· Mas o cn adeamcnto das 
fr1cç6es contínuas de que fc trata' · dá· 
B m ~ 

A = -,.;-+~ ; donde refui ta C = m A - 11 n , 
B e 1111 

13 - -;;T+-0 donde reíulta D =.m' B- nl C, 
e . 

D m'' e::: Ir..+. E · rl~de reíulta E::: mll C-1111 D , 
_..l1.;..~ -

&e. &e. 
E como os dois primeiros numcros A e B são intei-
ros por hypothcfe , fegue-fe que todos S Ol)tros C , 
D , E , &c. , qtte até agora eriio indcterminadoli , sáo 
tambem numeres inteiros. Ora, implica contradição 
que huma ferie infinita A , B , C , D, E , &e . fe-
ja ao mefmo tempo decrefcentc e compofta de nnmcros 
inteiros ; porque nenhum dos nu meros A B, C , D 
• , &e. póde fer tifra , pois que a fracção co11tÍnua 
propofia fe eflende ab infinito, e afii'rn as fommas re-

B C D prefenta<las por A , B , e , &e. fempre <levem fer 

alguma coufa. Logo a hypothcfe de q_ue a fomma da 
fracção contínu;i propofta hc igua1 a . huma quantida-

de rac·~nal B não póde fubíifür ,· logo cíl:a fom.• 
i 7\' 

ma he n!!ceffariamente hum numero irracional, 

V ii 
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L 11. M M A II. 

Pofias as mifmas coufas , · Je as fracçõu compo~ 
· m mi m 11 

nentes - , - , -- , &c. farem de huma grandeza n nl 1 nll -
qualquer no p rincipio da. ferie, mas depois de certo 
intervallo , forem conjlantemente menores que a unida-
de , digo .que a fracção c~ntínaa propojla , Juppond~ 
Jempre que dia je ejit:nda ao i nfin ito , ·terá hum a-
ior irracionfll.. 

mll 1 
Porque fe , contando de ;m- por exemplo , todas 

mlll 111 1111 mlllll 
as fr:icçó es -;;til' -;;Tlil' n11111 .,._::i;;:i;i_.,..,_ 

rem menores que a unidade , então , fegun<lo o lem. 
ma 1, a fracção contínua 

711 l l I 
--+m llll nlll _ _ 

11 1 11 r 
'm li li 1 

+llflíiT +&e. 
terá hum valor irracional. Chamemos eíl:e valor cu, 
e a fr:ic ão ontínua propofla :fic:irá 

m 
- mi 
n +- 111 11 

111 +- -
n ll + (1). 

Mas , se fizermos fucceffi vam ente 
mll 1 1n 

- ,.,.---,--- - 1 _ 1_n_ = ld li --· - - (1) li n''+"' - (1) ' 11 t+c.i' ' 11+úl11- ' 

he cl aro qne, fendo aJ irracional , todas as quantida. 
des cul , l<l l 1 , cull' , o dc \'em fer igua lmente . Or:i , a 
ultima r.> 111 hc igua l á fracção continua propoíla; lo. 
go o valor <lcíb hc irracional. 
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Podemos agora , para tornarmos :io nosso assum-

pto , demonftrar eíl:a propofiçáo geral. 

T H E o ~ ~ w A. 

Se hum arco for cr,mmenfurnvd com o raio , «. 
Jua ta11gmle /ud incommwfuravcl com o mrjmo raio. 

e fii . r· . , 111 fi om e eito , 1ej J o r:110=1 , e o arco x=-, en-
n 

do m e 11 numeros inteiros , a fórmula acima achada. 
dará , fazendo a fubfiituiçáo , 

"' la11g 
n 

1/L 2 
111 2. 

TI .:__ - 111 !t 
311-- 111 511--711- &c. 

... -;;-= '• . 
Ora, dia fracção contínua eílá no c:ifo do lemma II; 
porque he claro · que os denominadores 311, 5n, 711 , 
&e. augmentando continuamente , cm quanto o nu-

mcrador m2 pe~fiíl:e da meíma grandeza , :is fr:icç6es 
componentgs ícrá9 , ou brevemente virão a fer , meno-

res que a unidade ; 1/L logo o valor de la11g -
11 

hct 

irracional ; logo , /e o arco for commwfuravel c 111t 

1 rfrio , a Jua tangnzfr J c: rá i11commm/11ravel. 
I.hqui reíulta, como coníequencia muito imme-

dia.ta , a propofição que faz o objeélo dcíla nota. 
Seja w a fcmi-circum fere ncia cujo , raio he I ; fe 'lM 

Ctr • J 7Ã1° b {i • 1one rac1onavc , o arco _ t am em o ena , e por 
4-

confequencia a fu:i tangente deveri:i fcr irracional ; 
mas Cabemos , pelo contrario , que ~ tangente do ar-

co ~ he igual ao raio 1 ; logo w náo pódc fer ra4 

.... 
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cional. ~Logo a razál) da ci rcumfirtncia para o dia• 
met ro , he hum numero ir raciona.' ( r) . 

Be prova':'.,.cl que o num.i:ro -w náo fe comprc-
h end4 nas irraciona~~ :ilgebricas , quer dizer , que 
11fo polfa fcr raiz de huma equação al13Cbrica de hum 
n umero finito de termos , que tenha o coefficientes 
:racionaes : mas parece muito difficil d rnonlha r 1 igorofa-
m~nte eíla propofíçá ; podemos apenas faze r Yer que o 

' qu~d rado <le 'UT be tambem hum numero irrariunal. 
C om e ,eito, fe na fracç ão contínua que e:-..pri. 

P'l~ fang. X , fiz.ermos X :::w , porque fang. 'W =o 1 
devem os ter · 

2 
7ii' 2 

0=3- - 7iT 5- - 2 
7 -~ 

9 -&c. 

Ma~ f, ~ 2 foífe racional , e tiveffemos 'UT!!. 

fendo m e 11 in tei ros , daqui re fu lta ria 

11t 
3=- m 511 -- m 

7 - - ·m 9n - -11-&c. 

n 

Ora , he claro que cfb fracçfo contí nu:i tambem 
eflá no afu rio ~emma I I ; logo o fcu valor h ir-
raciomil , ná ' póde fer igual ao numero 3. L ogo 
o 9111d1 ado da raz ·o da cirn,mfúencia para 1 dia-
Tflf fro, he hu ilC numero irracional. 

l O TA V. 
, Na qual j t dr/ . a faluçáo anal1•1:·ct! rle dive1fo1 

p1·oólm1as áurea do triangulo, do qúad1 ilaftr1 inferi-
/ o J do parei dt'pipedo ' l" da nramide 1ria11g11/ar. 

( l } E ta propofic;ão foi d.:monflrad~ pcl.i. primeira vez 
por Lambert , ms Memorias de Berl im, anno de 17ó 1, 
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P :k· O B L E M A I. 

Sendo da,ü.r as frt.1 lados . de hum tri1wgulo • 
qchar a Jua~ Juperftcii, o. raio do círcu/1 ii1Jci:ito , e 
g raio do circulo circunfcrtfo. -

S-ejáo os lad!>s (fig. 3.) BC =a, AC =ó; 
AB = e ; fe do vertice A abaix::irmos , a p,erpen-
dicú lar AD fobre o lado oppofio BC , teremos - . .. 
(rn, 3. ), AC

2 
'=AB

2 .+ BC
2 

- 2BCXBD ; logo 
2 + ~2 _ b2 E _! _ z BD _ _ ª _ _..:... _____ . fie valor d'á ,AB- BD 

1.a 

( ª2 + 
2a 

4a2 

./ [ 4ª1 ,2 -(a2 + ,2 ;2 ):z· J 
logo AD = ..:..Y~--.....,._----'-- . ..!.-~--_..:.~'"-

ia 
Seja S a área do triangulo , teremos S_:_ t BC X AD; 
logo 5_:_ i V [ 4a1 ,2 -(a2 + /- - 'b2 J = 
h/(202 b2 + ;a2 c2 +2h2 c2 -a4- -ó4- _,4-, ) · 
Eíl:a fórm'ul:i. ainda fe póde repuzir a outra fórma mais 
cómmo?a para o calculo Iogaritbmico; para iíl:o cumpre 

. 2 2 ' 2 2)2 notar que a quantidade 4a e -(a+ o -b 

he o produél:o dos dois fraétores 2ac+ (a 2 -t-c2 -ó~ 

e !l.Bc - (a
2 + c2 -~2 

) ; o prin}.;iro =(a+c)~ 
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--//· =(a+ e +b) (a+c-b); o fegundo = b1 

2 -.. (a...,.-c) =(h+a-c) (b-a+c); logo teremos 
S= ~ V [(a +b+c)(a+b-c)(a+c-li)(h+E-a)]. 

F• 1 · a+ b +e ma mente , íe fizermos = p , o que di 
' 2 

a+h+c=2p, a+h-c=2p-2c, a+c-b=2p-2b, 
l>+t:~a;::2p-2á, teremos ainda mais ftmplesmente 

S=v ( p.p=i. p-b. p~c). 
O que molha que para ter a fuperf.iç:ie de hum trian. 
g11lo , cujos tres lados são dados , fe deve tornar a 
fc1ni-fomma dos tres lados , defb. femi-fomitu tirar 
fuccefll vamente cada lado , o que dará tres reíl:os , 

1 

I)1ultiplicar eíl:es trcs refias.entre ~- femi~mma 
dos lados, e cmfim extrah1r a raiz quadr a ão ~ro
dué1o: eíl:a raiz forá a área do trlangulo. 

Seja agora .t o raio do circulo circunfcrito ao 
triang ul.:> , e 11 o raio do circulo infcrito nó mefmo 
triangulo , teremos , fegundo a prop. xxx 11 , 
1iv. 111, 

- t abc u - ~s - S logo 
1' - -S- e - a + b · + c - P 

fubíl:ituindo o valor .achado de S , vir4 
} b - --) a = 4· a c tu= V (p-a. P- b .p-c 

V (p.p-a. p-11. p-c) p 

p R o B L 1!. M A II. 

Stndo dados IH quatro lados de hum quadrz'/a., 
tcro infc1)to , achar o raio. do circulo , a /1tperfjci1 
<ÍQ 911adrr!atrro e fJS /cus an9 11los. 

ejáo os 1':ldos dados l fig. 4'· ) AB := a , 
l3 :::::::; b , CD = ', DA:= d, e as diagonaes in~ 
cognitas A e = X 1 BD = y , teremos ' f e~un<lo o 
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1 

th 3 1. II X - + ld .~ _;. ad +hc .. eor, 3 , 1v. I , y _ ac " , e_ _ • 
y ab + cd 

donde fe tira 

x= V ( (ac + M ).(ad+bc )),y = v((actbd) (nbtcd))· 
ab-f-cd ad - l-bc 

Mas , fegundo o problema precedente , o raio do 
circulo circunícrito ao triangulo ABC , cujos lados 
sáo a , b , x , póde exprimir-fe pela formula. 

ahx Subf-

titui~r.lo ~11' ·~? &: ."< o valor que achámos , e de .. 
compondo o refultado em faél:ores , teremos 

_ [ ( ac+bd ) ( ad+hc) ( ab+crl) ] 
z-V (a+b+ctd) (at btd-c) (a+c+cl-b) ( btc+d-a) • 

Illo poílo , a área do njangulo ABC = ;f a,hx , a 
:t 

l cdx , 
do triangulo ADC = -"-- ; logo a area d<? qua .. 

z 

drilatero ABCD= ;}: (ah~-cd ) x. 
L 

=iv[(a+b+c-rl) (a+h+d-c ) (a+c+d-h) (htc+d-a )]. 
E fe fizermos, por brevid:ide, p= t(a + h +e+ d) , 

teremos a áreaABCD=V( p-a.p•-b.p- c.p:::d). 
Ernfim , fe quizermos coníeguir o ter hum <los :in-
gulos , por exemplo , o angulo A ., obfervaremos 
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que -o triangulo ABC dá cos A 
~a"+ h~ ~ xs 

2ab 
fubflitu indo o valor de x , . e reduzindo , teremos 

cos A 
ª2 + h - c2 ::_ d2 

2ah + :zcd Daqui fe tira 

I - ~~;ou t:mg.s t A= (e+ d), - (•-h )z 
1 + co~ A 

(a +h)2 - (c-aY' 

_ (a + e +d-b ) ( h +e +d-a) 

- 'ª + b +e - d) eº+ b -~ 

• /(P_ a. p b) tang. { A= v 
p- (. p-d 

1' R o B L !:_ M A III. 

Logo 
.. ~~~)l 

No qttadri/atero ABDC (fig. 5. ) cujo1 a11gulor 
oppnjlor B e C são · rellos , f enrl? dados os ti.ois la-
tir \B , AC C';m o angulo comprdzcndido BAC, 
«cliarJ &r outros dois /,1dor e a dia 1Jnal AD . 

• ejd AC::=.b, B= r, e o angulo BAC=A; 
, fc prolongarmos BD e AC até fe encontrarem em 

E, o tri:ingul BAE ·reélaogulo em ·B, no qual fe 
conhece o angulo BAE e o lado AB , dará 

r e . AE:= -A; logo CE= __ -h. Depois , o 
cos es A 

tr ia n!;ulo DCE reél::mgulo cm C , no qual fe co-
nhece o lado CE e o _angulo CDE = A , dará 
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CD= CE-eot A= e - b cos A 
!en A 

Loo-o 
. ~ 

ter e-

mos femelhantemente BD b - e cos A 
fen A 

São _ eíl-es os va !ore• dos dois !:idos procurados do 
quadrilatero. 

Daqui refultaadiagonalAD =:; (AC2 +Dc 2 ) ::=:; 

y' { bs+cc-bcosA) 2}= y' (h
2 

tc
2 

-2bc o 
fi n A fen A 

Mas -pelo triangulo BJ\.C , teriamas BC 

v' ·~ ' v ~ :-L- de cos A ) . Logo :i diagonal AD 
que ;ijunta os dois angulos obliq1los cHà P· ra :1 dia--
gonal BC que ajunta os doi angulos reél:os: : r : fcn A. 

Scholio . A diagon:d AD he ao mefmo tempo o 
di:imetro do circulo no qual efliveffc infcrito o qua-. 
dril. tero ABDC. 

NefÍe circulo ·te riamos o angulo BC=ADC , 
logo abaix:mdc CF perpcndicubr fobrc n '· os 
triangulos :{3FC , ADC são fen~clhantt's e dão AD : 
BC : : AC : }'C : : r : fen A ; o que concorda om o 
refuilado precedente. 

p R o B L X M A IV. 

Sendo cÍ11das as tru arejlas de hum parallelt'/Ji-
pedtJ com os angu/()s ']tt r tllr1s far,em entre ji, aclzar 
<I fo!; dcv do paràLlrlrpipalo · 

Sejw as aren:is SA = f, SB ::::::::: g , C ::::: h 

e fi~. 6. ) ' e os angulos comprehendidos Â I3 = rt,, 
1 -

A C = b , BSC = I'· e _do ponto C b,1ixarm s 
CO perpendicular fobrc o plano AS.B , o triangufo 
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rcébngulo CSO dará CO:::!:CS fcn Ç,.)O= h fen CSO. 
D emais a fuperficie do parallclogrammo ASBP = · 
fg fen a,. Logo fe chamarmos S a folidez do paralle-
lepipedo ST , teremos S = fgh Jen ct Jm CSO. 
Re la achar Jrn CSO . 

Para· iílo , do ponto S cerno centro e com hum 
raio = r , defcreva-fe buma fuperficie esferica que 
encontre em D , E , F , G as reétas SA , SB , 
SC , SO , teremos ht1m triangulo DEF no qual o 
arco FG he perpendicular fobre ED , porque o pla-
no C O hc perpendicular fobre ASB. Ora o trian. 
gulo DEl' , no qual temos os tres lados DE := a, , 

DF _ '° EE-"' d. E- cose. - cos './. cos y _ b , _,,, a cos _ , 
, fen a, fcn ')' 

2 2 2 
e fc::n E _ y rr-cos t;1, -cos 6-cosyf2co Y). 

fen ·ct [e n Y 
D epois o triangulo rcélangulo EFG dá fen FG ou 
fen CSO ::= fen E fen EF ::= fen Y fen E. Logo S = 

2 fgh fen a fen Y fen E, ou S fgh v ( 1- cos tt-

'l 2 - cos b - cos 7' + 2 cos a, cos r:. cos y ) . 
Ncfl4 cxprcfsáo a quantidade debaixo do radical 

he o procl11élo de doi~ faélores fen l'.1. fe11 Y + cos b 
- cos ct cos '}'e Íén a. fon Y - os b + cos a, cos '}'. 

O primeiro= cos 6- cos (a. +Y) =1fent:t.+6+Y 
2 

fen u + 'Y - b, ~ fegundo ::= cos ( a. - Y) -
2 

ços b := 2 fcn a, + b - '}' fen b + _"'l ___ a._ .• 
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Logo a folidez procurada s = 2/:lív' ,rena.+ C+Y 
\ z 

fen ct + b - ')' fen a + y - b fen e + ?' - ([, ) .. 
2 " 2 

p It o B L ! M A. V. 

Dadas tI! mifmás coufas que 11 0 prob!o11a pre-
ndente , achar a exprifsão da diagonal que une dois 
wrtices oppojlos. 

Seja a diagonal d:i baíe SP = :; e a diagonal 
procurada ST= u, o ' trianguloASP no qual os AP::::: 

- cos a , dará z. 
2 = .}2 + /· + 2/g cos a ; 

iguaJme. te . '·iani;ulo T P no qual cu~ TPS =: 
- cos CSP, dará u

2 = z. 
2 + h2 + 2/ir. cos CSP. 

Refla fó ter o coíeno do angnlo CSP ou do arco 
FH: ora no triangulo esferico EFH , temos cos FH = co$ EF cos EH + fen EF fen EH cos E , fub-

flituindo os válores EF= y ecos E _co~ b-cos 2 :_os Y , 
- fen a, fcn y 

'Virá CO$ FH=cosycosEH +fen EH (cosb-cosa.cos Y) 
fen ct 

=fen EH cos '+ fen (a- ~H) . cos 
fen a fcn a. 

fen EH cos r,, + íen D H cos y L /. FH ----- · . ogo 2 1:; cos • 
fen a, . 

:; fen EH+ , ou :ihr. COii CSP =:lb cos /3· . 21J CO$ '/'· 
ien a. 
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1' fer;i DH 
fen a. 

Na T A V. 

Mas no triangulo BSP temos BP -

SP fen BSP e BS _ SP fen BPS 0 que dá 
· fen 'BP ' . - fen SBP ' 

z. fen EH f z fen DH - L -- CSP = , e _ , g. ogo 2hr. cos 
fen a. · fen rJ. 

-;:::.2/h cos b + ,,gh cos y. Logo finalmente o qua. 
drado da diagonal procurada : . 

ti 
2 :f' + g'J. + h2. + zfg cos a, + "fh cos b + zgh cos y. · 

Corolla rio . O angulo folido A he 'formado pe· 
las a reira f, g, h , que fazem entre fi dm.s a 
duas os _::ingulos zooº - a. ( 180º ---;_ , 2 00º - ~ 
( 180º-{6), )' ; affim bafia mudar os fign ú fus a 

- -.s -z e cos {!J na exprefsáo de SE para ter a de AM . 
Fazendo o mefmo para as outras duas diagon::ies , 
teremos os valores dos feus quadrados da manei ra 
feguinte : 

2 2 s ' 2 , 

ST f +g +h t zfg cos. a t 2/h cos ~ t 'lgh cos f'. 
2 2 2 2 

-:J/g cos (/, - ifh cos p h g h cos ')' . 
• AM=/ +: th 

- 2 2 'l 2 

BN f !g th -zfg cos CL + zfa ccs ~ - 2gh cos /'. 
2 2 'l s -

·CP _ ftg th +2/g cos(l,-2/hcos(},-'lghcosY. 
-9 -'l -z -:z; 

D aqu i fe tira sT- +AM + BN +-CP 

= 4f + 4g2 + 4h2 
• Logo em toáo o para!ltlt· 

p ipedo , a fomma dos quadrados das quatro diago.-
1111t'S he ig ual J, J ommn. d:is q11adrad~s das doze 
arrjlas. Eíle theorcma n ta\'cl e anaiogo ao que tem 
lugar no parall elogrammo ( lf, 3 1 or.) poderii 
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deduzir-fe immediatamente do ultimo. P0:rque por 
meio dos paralielogrammos SCTP ~Bl 1N , te-
mos 

ST2 + CPZ, =:zSc2 + :iSPS " 

A M
2 + BN2 =zBM

2 .+ :i AB3 

Somma1ído eftas equações , e notando que SC 
_., -2 - >e -2 = BM e SPM + 1\B =zSA + 2SB virá 

_ 2 - 2 - 2 · - 2 -2 - z 
ST + AM + BN +CP =:4SA ,.+ 4SB 

. =%2.ll 
I + 4SL..' -. 

p R o B L • M .A VI. 
... . ·./ 

Sm o dadas as Ires arejlar que tendem ª' me/-
mo ver/ice d' huma pyramirle. triangular, 'os tres a·n -
gu!os ifUt ejlas a.refias farmifo 'mt re fi , 11char 11 Jo- 4 

/jd,,, da py ra111id e. 
Seja SABC ( fig. 7· ) a pyramide triangular 

propofta , na qual fe conhecem as :.l reHas SA =/, 
SB = g, SC =li, e o angulos comprehendidos 
ASB :-- (J,, ASC = b, BSC = ')'. Se defcrever-
mos fobre as arcflas SA , SB , S C , dadas de 
grandeza e. poficjáo, ' o para~lelepi~edo S'l , a . pyra-
mide que he o terço do i,m frna triangular BSANMC 
feri o fex.to do parallelepj pedo ST. Logo chamando 
P a folidez da pyramide , teremos, pelo prob. IV! 

- . 
. p.:... r 2 2 f3 2 + n ~ z;fghy(r..!cos a-cos -cos Y 2c:.isacosi:icosn 

ou P=~ fgh V( fen ª + (3 + Y fen a, +.8-11' 
3 2 :i 



N o T A v. 
p lt o B L )'; M A VI r. 

Sendo dador os Jús ·ladu ou, arejlas de huma py; 
rllmide triangular, 1zchm· a Jua jolidez. 

Se confervarrnos as mefmas·denominaç6es do pro. 
blema precedente , e fizermos BC= /1 , CA= gl , 

! 2 + 2 h12 
BA = hl , teremos cos" - gif.i -

2g 

/ 2 +h2 - ,2 2 +h2 -/'~ 
cos {3 g ,cos)'- g • 

2/h, - 2gh 
Subílituindo · cíles valores na fórmula achada, e fazen~ 

do, por brevidade, g 2 +h2 -/1 2 
::::::: F, / 2 + 

' 
h2 -g' 2 = G,/2 +l -h'

2 =H ,t~ •ffoli~ 
dez pedida · 

P=_:_v(4f2 2h2-J2 F2-/G2-h2H2+FGH). 
12 g . 

Na app)jcaçáo deíl:as fórmulas note-fe , que j 1 , gl , 
h' , dellgr.áo os lados de huma mefma face ou bafe , e 
f, g , h , as outras trcs areílas que tendem ao ver-
ti e , fendo a fua difpoíiçáo tal que f he oppoíl:a a 
f 1 , g a g' , e h a hl. 

Scholio. Seja A a fomma dos quatro triangul~ 
que compõe a fuperficie da pyramide j feja r o raio 

da esf~ra infcrita; he facil de ver que temos P=Ax.!. r; 
3 

porque podemos conceber a pyr·amide dccompoíla em 
<J11'ltro que tenháo por vertice commum o centro d:i 
esfera , e por bafes as differentes faces da pyramide, 

- 3P 
L,ogo o raio da esfera inf cri ta , _A . 
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p R o B L E M A VIII. 

Dadas as -me/mas coufa; que 110 problema vt 
11char o raio da esfaa circunfcrita d pyramide. 

Seja M (fig. 8.) o centro do circulo <:ircunfcritct 
ao tri angulo SAB, MO a perpendicular tirada pefo 
ponto M Cobre o plano SAB; feja igualmente No cemrct 
do circulo circunfcrito ao tdangulo SAC, NO a per-
pendicular levantada pelo ponto N fobre o plano SAC. 
Eíl:as duas perpendiculares , fituadas no mefmo -plano 
perpendicular á SA , [e encontraráõ em hum ponto 
O , que ferá ô cen'tro da esfera circunfcrita ; porque 
o ponto O , como pertencente á perpendicular MO, 
eíl-á em igual diíl:ancia dos tres pontos S , A , B ; 
e eíl:e mefmo ponto ' como pcttcnéente ~ perpendi-
cular NO , e{l:i em igual diíl:ancia dos tre$ pontos 
S, ~, ,_Ç : .~l" o eílá em .igual di!1ancia dos quatro 
pontos S , ·A , B , C. . 

Podemos imaginar qu~ o ponto M he determina .. 
do no plano SAB , ~or meio do qu;idríbtero SJJMH 1 
do qual os dois angulos D e H são reél:os , e no 
qual temos SD = f f, SH = f g , e ASB = tt,. Lo-

go teremo~ (pelo problema m), DM =: tg~.t-fê,os a, 
fen a, 

femelhantemente tei:emos DN' =: t h- ff cos f:: 
, íen ~ , 

Chamemos D o angulo ·MDN que mede a in~ 
dinação dos dois planos SA ~ , SAC ; . no triangulo 
esferico , que tem por lados a. , (!> , /' , D (crá o an-
gulo oppofto }º lado f' , e por t:.\ntO teremos 

D cos /'-cos !1.. cosb cf r cos = , e iorte que o angola 
f en tt, fen ~ 

D fe póde fuppôr conheci.do. 
. Ifto poíl:o , no quadrila tero OMDN , que tein os 

dois angulos M e N reétos , e no qual f e conhece-Ili 
i' dois lados MD, DN, e o angulo comprehendido 

X 

.f 
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MDN =D , teremos pelo problema III , o quac1radp da 

. 00
2 _DM2 +riN 2---=..2DMxDNcosD diagonal ......:.. • 

fen 2 D 
No triangulo_ OSD , reél:angulo em D , teremos , 

S02 ==002 + SD2 
; efie o valor do quadrado do 

:raio da esfera circcrnfcrita . 
Se fizermos a fubíl:itui çáo dos valores de DM , 

D N , e a dos valores de cos D e de fen D ; para 
t ermos immedíatamcnte a exprefsáo do raio SO , por 
meio dos dados do problema v I , acharemos de rc-
fultado : 

2 2 2 2 2 2 · {f fen ')'tg fen f:jth, fen a.-2/g(cofa.-co~ B cos'}' ) } 
~O=f v' -2/h(co {3-coftt.cos'Y)-2gh(c ~Y-:c'!ecº!bl 

1-cos 2 tt.-cos 2 (.j-cos2 Y-\-:2cosa.~oq~co~ '/' 

N o T .A VI. 

Sobre a mtris curta dijlancia de duas retfas não 
jituadas no (1;ef111(}- /1/an1J. 

Scjáo AB -, CD (Eíl:. 13 fig. 1) nuas re él:as, não 
.fituadas no mefmo plano, das .qua'Cs fe trata de achar 
a mais curta di!hncia. 

Na direcção AB façamos paffar dois plano$ 
perpendiculares entre fi qu~ encontrem CD, hum cm e ' OULro cm D; dos i;ontos e e D abaixemos CA 
t: DB perpendiculares fobre AB; no pbno ABD tí-
remoi; DE par:illela e AE perpendicular a AB , o que 
form ará o reél:angulo ABDE ; no plano CAE ajuntc-
fc CE , e tire-fe AI perpendicular a CE; erofim no 
plano CDE tire-fe I K parallela a DE até o encon-
tro de CD em K , faça-fe AL = J K , e ajul\tc-fe 
.KL; digo ' l .r. qne a reéla KL he ao mermo tl'nl· 
po pcrpcndi ubr ás dua reélas dadas AB , CD ; 
2.

0 
l/UC ena mefma reéh KL he mais curta que 

e>Jtra quõ1lqucr que ajuntaíle dois P?ntOi das Jin11as 
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AB ,- CD ,- e por tanto KL , ou a fua igual /d , 
he a mais curta · difiancia pedida. 

· ·Com etfeito , r .0 
, as tres reélas AB , AC , AE 

fendo por conflrucçáo perpendiculares entre li , huma 
del\a• AB he perpendicular ·ao pll\no das -outras duas 
ACE; logo AB he perpendicular ·a Al ; de mais KI 
he parallela 'a DE , e D'E -a AB ; lo iro KI he pa-
rallela '_ a AB : e cortw fi~emos 4L ~I i fegue-fe 
que a figura AIKL he hum reélan::.ulo. l flo puíto, 
o angulo A l K he recLo como A1 Ç ~ lo, o re<..'ta 
AI he perpendicular ao plano KIC ou CDE . lo:to 
a fua paràllela KL he perpendicula~ ao m rm pt -

. no COE, e por con[equencia he pe.rpend.cular a CD. 
Logo 1.º a reél:a K L he perpendiculal' :io tnufmo, 
tempo ás duas reél:as AB , CD. 

2.º Seja M hum ponto qualquer da reél:a C ;' 
fe W'r ~íl:e po1~to tira rmos 11!N par:illela a DE ou 
a AB, a diitancia do pQnto M á reé.la AB fc tá igual 
a AN, porque o angulo BAN he r tto. Ora t~mo~ 
AN>AI; logo AI he a mais curta' diflanc ia çlas Ji .. 
nhas (ia.das AB, CD. 1 

Sejão as perpendiculares CA=411, e DB:=;AE=b, 

terem<>& CE= y' (a 2 + b2 
) ; e porq_ue a área do' 

triangulo ACE fe exprime igualmeme fl?r t ACxAE e 

porfCExAI,tercmosAI::ACxA.E= 'ab 
CE 

He a e.xpreísáo 'Cla mais curta diftancia das linhas dadas. 
Se ao .mefm9 tempo · fizermos a d1llancia AB=e, , 

e chamarmos A o angulo comprebendido ntre as 
duas linhas dadas , ·quer dizer o angulo CDE , com~ 
prehendido entre a linha CD e huma parallela DE 
á linha AB , o triangulo COE rell:angulo em E <la~ 

' DE e 
tá cos CD.E:;: CD, 011 cos A~ ---

y'(az +b2 + r.z) 
X ii 
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· -D2 - 2 + ED2 2 + bz +~.t. porque temos C =CE ::: a • 

v (a2 + b2) 
Daqui fe tiraria tambem fen À 

v (a2 + 1/ + ,2) _, 

e cot A = ___ e ___ _ 
~- V (a2 + i,2 ) 

N ó T .A VI I. 

Sobre os polyedros Jymmetrico~ . 
. / 

Para mais fimplicidade fuppozemos na def. 16 , 
liv. · v 1 , que o plano ao, qual fe rdhem os p:glye-
dros fymmctricos , he o plano de huma face 1 pode-
riam.os fuppôr que efte plano hc hum plano qual-
quer , e entáo viria a definição a fer mais geral , 
fem haver coufa. qu~ mudar 11a demoníh::ção da pro-
po!içâo 1 r , pela qual havemos cftabelecido as rela-
ções mutu;is de dois polyedros Tambem fe póde fa _ 
zer huma i\léa muÍto exatta d~ poíiçfo deites dois 
Íólidos , conhdcrando hum dos d'ç>is como· a imagem 
do outro for~1ada· em hum cfpeltio plano, o que fará 
as vezes do plano de que ha,;emos fallado . 

Ainda que dois polyedros fymrnctricos não pof-
são em geral fer foLreFdflos , todavia podemos pro-
var, com o foccorro de algumas decompofrç9es , que 
eíles polycdros são fobrcponiveis por partes , e por 
t anto as füas folidezes são iguaes. Ris-aqu i a dcmonf-
tração deíla propofiçiio , huma das mais importantes 
da theoria dos fólidos. 

LEMMA 1. 

Seja AO (fig. 9. ) hum triangulo ifofalu , no 
f Ual Jrja AO = OS, ft ptlo ponto O tirarmos a 

/ 



No t A vrr. 
reBa BOD perpendicular J"brc o plano AOS, t to-
marmos de huma e outr:i, parte as !dijlallcias igu:i.u 
OB = OD, digo que as pyramitles DAOS, BAOS, 
que /tf?i po1· bafe. commu!n AOS , e plJr vertices os 
po11t1Js D e B, sifo não Jó111e11tc fymmetricas huma da 
flufr11, conio refui/a a'a co11jlru~fªq, nuzs pqdcm Jer fo-
brepqflas por caufa da bafe ijojceles , e fjUC sáq per-
feitauu:n le. iguaes . 

Com effeito , he facil de ver que a pyramiJe 
AOSB , ou (para a difüngnir melhor) A'ÜS'B, pó-
de fer pofla ex:iétamente fobre a pyramid · AüSD , 
e primeiramente o triangnlo ifofccles S'OA' p6de 
fer poíl:o fobre o feu igual AOS , de mane.ira , que 
o ponto SI caia em A, e o ponto A' cm S. Ncfl:a 
fituaçáo a perpendicular OB cobrirá exaÇlamenle a 
fua igual OD ,_ e :>.ffim o ponto B cahirá em D ; 
lo~ as duas nramides fc confundirâõ cm huma fó ; 
logo são iguaes. , 

L E M M A II. 

Seja ABC (fig. 10.) /!.um triangulo que/quer , O 
1 cenlr1 rio circu)o cÍr(111!fcri(o f tjle Irianiulo , de 
forte que feja OA = OB .:= OC ; fe pdo ponto O 
lwantarmos OI) plano do triangu/I) a pcrpc11dicu/1Jr TOS , 
~ fomllrmos de huma e outra parte do pJanQ diflan-
rias iguaes OS , OT ; rli,IJ....o que as duM j1yra;11ides 
fynmietrii:as SABC , TAJ?L, lcráoJolidezes iguacs. 

Porque , fegundo o lemma precedeMc, às pyra-
mides AOBT, BOCT , AOCT , são iguaes reípe-
éhvamente ás pyramicles AOBS , BOCS , AOCS; 
lo{{o a pyramide ABCT, que 11e a fomma das tres 
pnmei..ras , he igual em folidez á pyramide ABCS , 
que he a fomma das outras tres. 

Scholio. Se o ponto O , centro elo. circulo cir-
cunfcrito , efüvefl"c: fóra do triangul A BC , !te facil 
ele ver que a conclusão feria fempre il mcfma . 

.. 
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L t M l\l A III. . 

Toda a pyramide triangular pÓde fer infàita tlflt 
kuma tsfe_ra. 

Seja ABC (fig. 1 I. ) a bafe da pyramide pro. 
pofia , S o [eu vertice , SP a allura ; feja O o cen-
tro do circulo circunfcrito ~o trfangulo ABC ; fe pe. 
lo ponto O levantarmos fobre o plano ABC a- per-
pendicular indefinida OX , cada pon o <le OX eH • 
rá em igual dill:ancia dos pomos A ·, B , C ; por tan-
to f:i lta ,fó· achar/ fobre OX hurh ponto Z qne feja 
igualmente diílanté de A e <le S, e eíl:andó etle pon. 
to Z em igual dilbncia dos quatro pontos A , B, C , 
S , [, rá o centro da esfera circunfcrita á pyr:imidc. 
Or:i, a foluçáo deite problema he faéil de executar 
fobre hum plano. 

D ebaixo de hum angulo reé!o façáo-fe as lit\has 
SP, OP, (fig. 12.), iguaes ás linhas do mcfmo 
nome na figura fólida , proiongue-fe-PO huma ' qu an-
t; ~adc OD igual ao r~io AO do circulo circunfcrito, 
tirc-fe ,DS , e fobre o meio de DS levante-fe a 
perpe;ndi.::ular indefinida YZ ; ~igo que YZ encontra-
rá a perp ·n<licubr OX no ponto procur"ado Z , de 
maneira qu ZD ou ZS ferá o raio da esfera cinmnf-
crita , e ZO .a difbncia do fe11 centro ao plano ABC. 

Com e:ffeito, temos, por coníl:rucçáo , ZD =ZS, 
ora como (fig, II.) OD=OA, temos ZD= ZA= 
ZB .:::ZC; Jo·o as quatro difiancias ZA, ZB, ZC, ZS, 
são i~1acs ; logo Z hc o centro da esfera circunfcrita. 

Corol/ario. !. A reéb YZ perpendicular a DS , 
e u reéla OX. perpcndicubr a DP , fe. cncontraráõ 
fempre , porque fazem entre fi ' hun\ angulo igual a 
SDP, e náo podem encontrar-fe em rn:iis de hum 
J? On!O ; log he fempre pofüvel circunfcrever huma es-
fera á pyr mide triangular dada, e náo fe póde cir-
cu nf rever m is d<! huma. 

Coroilario Il. A mefma conílruc~áo plana, pe-
J.~ ual fe determina o raio e o centro da esfera cir-
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,unrcrita á pyr1miâe s B e (fig. II. ) fervi•ri par% 
achar o raio e o centro da esfera circunfcrita á py-
ramide T ABC Í 1mmetrica ,de,SABC ; porque os Y!i-
Jores de SP, OP , DO, são os mefmos em hum:i 
e outra parte. Logo as; csfer:is circunf critas ás ,duas 
pyramides são iguaes , e os feus centros eíl:áo igual-
mente diflantes dt>s. planos das faces iguaes. 

T H E o R F. M A. 

Dua~ pyramides triangulares Jymmetricas são iguau 
1111 Jolidez.. . ' 

Sejão as pyramides dadas SABC , TA BC (fig. 
13.) ; , feja Z o centro <la esfera circunfcrita á p ra-
mide SABC e Z1 o ç~ntro da esfera ircunfcrit;l á. 
pyramide T ABC ; fupponhamos que o ponto Z efl:c-
Jª fitu:.ido dentro da pyramide SABC , então o ponto 
z1 eíl:ará igualmente fituado dentro da pyramide TABC. 

• 1 íl:o poíl:&, podemos confider:ir a pyramide SABC 
como compoíl:a de quatro pyr::unides ZABC , ZABS, 
ZBCS , ZACS , cuJo vertice commum he Z , e 
cujas bafes são as quatró 'faces da pyra!llide ; rlo 
mefmo modo fe pqde confidcrar a pyramidc T BC 
como compofl:a das quatro pyramides Z 1ABC, 
Z'ABT, Z 1BCT, Z ·'ACT. O ra , em virtude do 
lemma. II, as pyramides ZABC, Z'ABC, são iguaes 
em foltdez; as pyramides ZABS, Z'ABT, tambem 
eílâ no cafo do mefmo Jemma ; porque poderiamos 
pôr as bafes iguaes ABS , ABT , hum:i Cobre a ou-
tra' e então os vcrtices ' z , e Z' '. centj.'OS das es-
feras circumfcritas , feriá 'OS extremos de duas per-
pendiculares iguaes tiradas ao plano da bafe com-
mum pelo centro ·no cirçulo círcunícrito a ell.a bafe. 
Logo a, folidez ZABS =: z1 BT , e femelbante-
mente ZBCS =:: z1BCT, ZACS _:_ Z'ACT ; logo 
a pyrarnide SABC , qu e he a .. fomma das qu:itro 
ZABC ; Z BS , ZBCS 1 ZACS, he equivalente á 
pyramide T ABC , q11 e he a fomma das quatrd 
Z'ABC, ZtABT, Z'.l3CT, Z'ACT. 

ie Qi centro& z e z1 efüvelfem ~toados fóra 

I ' 
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das pyramides , então em vez de fommu as quatro 
pyramidcs ZABC , ZABS , ZBCS , ZACS , feria 
neceffario tirar huma ou duas da fomma das outras , 
para ter a pyrarnide SABC ; mas como a pyramide 
'T AB C fe comporia femelhantemente das pyramides 
ZU\BC , Z 1ABT, Z'BCT , Z 1ACT., daqui fe 
çoncluiria fempre que . as duas pyramides SABC , 
T ABC , s~o iguaes em fojidez. 

THEOREMll.. 

Dois polyedros Jymmetricos quaifquer são e1u1. 
tJaltntes ou iguaes em folidez. 

Porque, f11ppondo a mefma coníl:rucçáo que na 
prop. II, podemos conceber hum dos polyedros co-
mo compollo de tantas pyramidcs triangulares AMPN 
( fig. ~05,) , APNQ &c. cujo vertice commum he 
A , quantos triangulos MPN , PNQ ~ . &c. hoWter 
nas difforentes faces do po1yedro , excepto as que 
formão o angulo A. O polyedro fymmetrico conte-
rá hum igual numero · de pyramidcs triangulares 
AMIPINI , AP'N'QI , &c., · qu;:ies são fyrnmetri-
cas ás pyramides AMPN; APNQ, &e. cada huma 
;a cada huma. Logo , como as pyramides triangula-
res fymmetri as são equivalentes ~ fegue-fe que os 
polyedros , compo!los do mefmo numero de pyra. 
µudes iguaes , cada huma a cada huma , são tam-
perp iguaes em foHdez. 

NOTA VIII. 

A.'etrM da propofiçáo XXV, livro VII. 

Erte thcorema o qual Euler foi o -primeire 
que demonfl:rou nas Memorias de Petersbutgo , anno 
de J7 58 1 offerece muitas confequencias que merecem 
fer defenvoh idas. 

1. 0 Seja a o numero dos triangulos , h o nu-
mero çlos qu:idrilatcros , e ·o numero do~ pentago-



N o T A VIII 319 
nos &e. que compoem a fuperficie de hum polye-
dro; o numero total das faces fcrá a + b +e + 
d+ &c. , e o numero total dos feus lados fer~ 3a + 
4b t- se + 6d + &c. ERe _ numero he duplo do 
das ardl:as , porque ~ mefma arefl::i pertence a duas 
faces , affim teremos 

H =::: a + b + e + d + &c. ' 
- ~A = 3a + 4b + 5c + 6d + &c. 

E como , fegundo o theor ma de que fe trata , 
S + H = A + 2, daqui fe ti ra 

2 = 4 + a -::j- 2b + 3c -l- 4.d +&e. 
,A primeira advertencia que ell:cs valores offere-

cem , he que o numero das faces ímpares a +e + 
1 +&e. he fempre par. 

Façamos , por brevidade, CcJ = b + 2c + 3d+ 
&e. , e teremos 

• A=~H+ f c.i, 
2 

S = 2 + f H + i CcJ. 
Affim em todo o polyeclro temos fempre A > 

1 H, e S > ~ +f H, onde cumpre notar que 
_s 

o fignal > náo exclue :i. igualdade , porque póde 
fer (J) =o. . 

O numero de todos os ang11los planos do po-
lycdro he 2A, o dos :mgulos folidos he S , de for-
te que o numero medio dos angulos planos que for-

mão cada angulo Colido 1 he 2
;. 

Eíl:e numero n5.o póde fer rnenor que 3 , por-
que sáo neceffario ao menos tres angnlns planol 
para formar hum angulo Colido ; alfim dev mos ter 
~ '\ > 3S , náo excluindo o Ílgnal > a igu:i ld de. 
Se puzermos em l11gar de A e de S os feus • valo-

' 
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res ... cm li e J , teremos 3H + cu/ 6 + 1 H + - ,,z 
J. ti>, ou 3H / u + "'· Tornando a pôr os valo. 
z 
res de H e (1) em a , h , e , daqui refultará 

3a + 2~ + <> 12 + e + 2/ + 3g + &c. 
D . 11 ·lr. íc vê que a , b , e , não podem fer ze. 

ro ao mcímo tempo ; e que "porta11to nío h:i. polye. 
dro do qu:i.l todas as faces tenhio mais de cinco 
laJos. 

Como temos H / 4 + !. (1) , a fubfütuiçís 
3 

nos v:ihres de S e de A dará S > 4 + .:_ 6' eA > 
3 

6 -l- CJJ •• Ii.s ao meímo tempo temos f < 3H-u; 
e <l .iqui refu lta < ~B. - 4, e A< 3H -6, 
,On!lc dt::v-..mos lemorarnos que os fi g11aes / e < 
nb c-x. .: lnem à ig ual ;:bde. Eíles limites tem lljgar ge-
ralmente em todos os polyedros. 

2. 0 Supponii::imos 2A :;:> 4S , o que convem 
a huma infini d::idc <lc polyeclros , e p:uticul:trmente 
á aqucllcs ! <'S q111"s todos o angulos íolidos são 
form.1 los r. q·1:1 r planos 011 mais , teremos neíl:e 
cafo H > 8 + <M , ou-;- fazenrlo a íubflituiçfo , 

a / 8 + e + 2d + 3e +&e. 
Logo o fo!irlo cl~vc r 20 menos oito faces 

trianp•1'ires; o limite H / 8 + fJI dá S / 6 + w, 
e A > 12 + 2w. Ma~ temos ao meímo tempo "' < .H - 8 ; e daqui refulta S/ H - 2 , A < 
~H-+. 

3. 0 Supponh:imos 1A > 5S , o que abrange 
entre outrus p 'yed ros aqucll do$ quaes todos os 
ang.tlos foi,," ~á.., ao menos quintuplos , daqui re-
fultar~ n > 20 + 3(A), o 1 

a- > .zo -t- .zb + se + Sd + &e. 
~ tcn:m.> ,ao mefmo tempo S > u + z~, e· 



N o T Â VIII. 

A )' 30 + 5~ ; r:mfim , de fer tu < .!. ( H - 20) , 
3 • 

[e tiião os ün:ites S < 2 ( H_ - z ) , A< .i (H-2): 
3 3 • 

· Não podemos foppôr 2A = 6S ; porque temos 
em geral 2A + 2@ + 12 = 6 ' ; logo não ba po-
lyedro algum que tenha tõJos os angulos folidos 
formados de íeis angulos planos ou mais ; e com 
e/feito o menor valor que teria .c:ida angulo plano , 
hum por outro , feria o angulo c\e hum tri:mgnlo 
equilatero e feis deíl:cs' angulos furiáo quatro angu-
los rt:étos , .o que he muito para hum angulo, fo-· 
lido. 

4. o c .. nfideremos hum polyedro do qu:il to .. 
das as faces íejáo triangulares , teremos 6J =:= o, o 

- ~ 

que-dará A= l. H , e S =: 2 + t H. Supponhi-z. 
mos mai~ que todos os angulos fo 'd0s do polyedro 
fejáo part~ q uintnplos , parte íextuplos ; íeja p o nu-
mero dos angulo folidoi? quintuplos , q o dos fex-
tuplos, teremos S-:=p + q e 2A = 5p + / 6q , o 
que dá 6S - .zA =P: mas temos tambem A ·= 
1 H, e S = z. + f H; logo p = 6S- 2A = 2. 
2 

Logo Je hum polyedro liuer todas nt frtrrs faces trian-
gulares , e os f t!us angulos fo!idof f~rem pr11·fe. r;uill-
tuplos , parte fextuplos , os mzgu/os fo!idas 1uinlu-
plos Jeráo, fc mprc cm numao de 12. Os fextuplos 
podem for ern qualquer 111:mero j amm deixando '/ 
indeterminado , teremos em t0dos !tes folidos S :=: 
12 + f, H = zo + zq, A= ~o+ 31/· 

Terminaremos cíl:as applicaçóts indagando o nu-
mero de " condicóes ou dad s necclfarios para deter-
minar bum 'polyedro; quelhío i:1tcrcIT'antc , e que cu 
penfo não ter li<lo ainda rcí0lv1d:i.. I 

Supponhamos primeiro que o polyedro feja de 
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humfl efpuie d,termi;1ada , quer dizer , que fe co. 
n hece o numero de fu:is faces , o numero dos feus 
lados ind ividu.ilmente, e a fua difpoíiçâo hum~s a 
refpeito das outras . P9rtanto são conhecidos os nu-
meros H, S , A , affim como a , h , e , d, &c. ; 
falt:i só ter o · numero de dados effeéHvos , linhas 
ou angulcs , por meio· dos quaes Ce póde confl:ruir 
e determinar o polyedro. 

Con!ideremos huma das faces do polyedro que 
tomaremos por bafe. Seja n o numero de feus lados , pl-
ra determinar efla b_:ife Ícrâo nece!farios '2n - 3 dados. 
O s angilbs folirlos fóra da bafe são S- 11 ; o vertice de 
cada angulo recper rres dadvs para fc determinar; a !Tim 
a pofi~áo d..: S-n verticés exigiria 3S-311 dados , aos 
quaes :.ijuntnndo os '1.n - 3 d:i b.1íc teri:imos ao 
todo 3S-n-3. Mas ellc nurnero he em geral mui-
to gr:indc ; cite deve Ccr diminuído .,do numero de 
condições neceffc1rias para que os vertices que --cor- 1 

rcfponJem a huma meíma. face dl:ejão -no m efmo 
pbno. Ch:irnámos n o numero dos lados da bafe , 
cham emos dr mefino modo ' , nll , &c. os nume-
ros de lados das outras faces . Tres pontos determi-
náo ht1m p no ; allim o que Ce ach:ir de mais que 
3 em cada numero 111, n'' , . dará outras tantas 
condiç6::s pàra q'Je os diiferente's vertices ellcjáo si-
tuados nos pll:tnos das faces ás quaes elles pertencem , 
e o numero total dcílas condi óes ferá igual á fe-
rie ( n1 

- 3) + ( n'' - 3) + ( nlll - 3) + 
&e. M:is o numero dos termos della ferie he H .....:.1, 
e de n11is ,, + n' + nll +&e. ==2A : logo a 
fornma da feri<: f er:i 2A - n - 3 ( H - 1 ) • Ti-
randt' c.fla fomma ele 3S - n - 3 , ficará. 3S -
2A + :;H - 6_, quanti cL1de que., por fer S -:- H= 
A +2 , fe rcdu1. a A. Lo~ o 11:1mr.r!i dt dados 
lltetf/ar:os pa.,ra dt'frrminr1r hu;n pol edro , entre os 
dtz mJ111..1 rfpccie , lu iguàl a1 1111111ero das Juas 
att/ta1. 

N Jt..:-Íl: t 'bvia. que os da.Jos de qne fo trata 
não dcvc:hl f~r tom'ados ao acafo entre as linhas e 
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os angulos que conftitu em os elementos do polye-
dro ; pois, ainda que houvelfe ,tantas equações como 
incog.nitas , poderia acont ecer que c;crtas relaçót:s en-
tre as quantidaàes conhecidas tornalfem o p rc:blema 
incleterminado. Affim pareceria , pelo theortma que 
ha1·emos achado , que tõ o conhecimento das arefla!i · 
bn fla em geral para determinar hum polyed ro ; mas 
ha cafos em que dle conhecimento não bafb. Por 
exemplo , dado hum prifma não triangular qualquer, 
poderemos formar lrnma infinid::de d· outros prif-
mas que tenháo areHas i uaes e difpvflas da mef-
ma man ira. Porque , :ipeuas a bafe tem m:iis de 
tres lados , podemos , conf"erv:m<lo os !:idos , mudar 
os angulos , e por efie moc!o dar á b, fc hum:i in-
finidade de fórmas <liffcrcntcs ; tambiin1 pod mos mu-
dar a pofição da areíla longitudinal do pritma rclati-
"ª'Tlfnte ao platio da bafe ; finalmente podemo~ com-
binar cfias duas muda11ps huma com a outra , e da-
qui reíultará fc::mpre hua.1 prifma c~rjas arcfias ou 
bdos não terão mudado. O que mofira que' não bafiáo 
fó as areítas nelle cafo para determinar o folido. 

Os dados que convem tomar para d terminar 
hum folido , são aquelles que não d ixáo alguma 
indeterminação , e que dáo abfol11tamentc fó huma fo-
luçáo. E primeiramente a b:ife ABCDE (fig. 14.) 
ferá determinada , entre outr:is maneiras , fe for co-
nhecido o lado AB, com os angulos adjactnte~ 
BAC; ABC , para o ponto C , os angnlos .BAD , 
ABD , para o ponto D , e affim dos ma:s. eja M 
hum ponto do qual fe quer determinar a pofiçáo 
fóra do 1-lano da bafe ; cite ponto ficará <4etorminado, 
quando , irnagin:inrlo a pyramide MABC , ou fó-
mente o planb MAI3 , feirem onhecidos os angulos 
MAB , ABM , e a inclinação do plano MAB fc., 
bre a bafe ADC. Se determinarmo por meio de 
1res dados fem lhanle3 a pofiçáo de c:icla hum dos 
'erticc -. do polytdro f 6ra do pi:: no da baíe , he 
claro que o pol)C ro fi:ca1á detennina~o abfolutam n-
lc e àe huma maneira unica, de forte que dois po-
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lyedros confiruidos com os meímos dados feráo ne. 
ccdfariamente igu::ies : entretanto ferião . fymmetricos 
hutn do outró 1 fe 'foffem conftruidos de differentes 
lados do plano da bafe. _ 

Nem fempre he neceffario ter tres dados para 
determinar .cada angulo Colido do polyedro ; porque 
fo o ponto M fe dever achqr Cobre hum plano já 
determ inado cuja inte ríecçáo coén a bafe feJa FG , 
lni!brá , depois de haver tomado FG arbitrariamen-
te , conhecer os :.mgulõs- MGF , MFG ; portanto 
fe.rá precifo menos 1ium dado. Se o ponto~ íe de-
ver achar em dois planos já determinados , ou na 
fu.r in er~ cção comrr.tim MK , que encontre o pl:i-
rn i BC em J{ , conheceremos já o lado AK, o 
a ug1:lo A M e a inclinação do plano AKM Cobre 
a t afe ; portanto Inflará que tenhamos por noro 
·.d o angulo MAK. DeHe mo<lcf' o númer~ de 
.tdos 1~cce!farius para d terminar hum polyedro ab- 1 

.fo] u,tamente e de huma maneira unica , fe redµzirá 
fe1opre ao numero das íuas areíl:as A. 

O lado AB e hum num ro A - 1 de anaulos 
d;i t os determir áo .hum polyedro ; outro lado arb1tra-
.ri J e os mcírr.os aogulos dcter~inaráõ hum polyedro 
fr n•elhantc . Donde fe fegue que o numero de condi-
ções 11ccej/arirfS pa1·a que dois pa!Jtdros ria mefma rf-
pcr ic jcjüo jemdhan/,s, he igual ao nu111er1 , das 
aref/.tu meno.; hum. 

A <JU~ílão q .:e havemos refolvido feria muito 
n1ais fimples fe oáo foffe conhecida a . efpecie do 
~olyedro , mas fó1r.ente o numerd' dos feus angulos 
IOlidos S. Determinem-íe então tres \'ertices arbi-
trariamente por meio de hum triangulo no qual h:i-
verá trcs d:idos ; efie triangulo foi á confiderado co-
mo a baíe do· Colido , depois os vcrtices fóra deíla 
baíe feráo cm r.umero de S - 3 ; e exigindo tres 
d:idos a determinação de ad ;,1 hum , hc !aro que o 
numero total t~c dados n~ccflàri11s para de'. nninar 

.o polyedro, íe~ 3 -f- 3 ( S -· 3 ) , ou 3$ - 6. 
Portanto íerão rn:celfarios , 3S - 7 condições 
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flara que dois polyedros que tem hum igual numero 
S de .angulos iolidos fej:io fernelhantes· entre fi. - · 

NOTÁ IX. 

Sobre ' IS polyedros regulares. e Vtja-Jr o appen-
dia. a1J /foro -v Jt . ) . , 

Na prop . . 1 r . . claquelle appcndic~ nos empe-
nhámos eJJY demonfirar a exillcncia dos cincn pol c-
dros regulares , quer dizer, a pcílibilidadc de >1•1,~ n
jar hum 'certo numero de pb.nos ignu:s de mo f' c · ra 
que daqui refulte hum folido unifo1 me e toda a 
fua extensão. Pareq:o-n9s que cm outras oura fe 
fuppoem' exiílwite cíl:e arranjamento , fcm o p1·ovnr 
fufficienternen~e , ou não fe demon1lra. , como fez 
Euclides , fenáo por figuras compli'cadas e dilliceis de 
entender. · ~ 

' O prol;ilema de determinar a inclinação de duas 
faces adjacentes do polyedro e o de detem inar os 
raios da~ . esfer:is inferi ta e circunfcrita , fe reduzem -
nos probleD.1as 111. e I\f. a cóníl:rucçócs muito fim-
plices: mas náo fer:í. i1iuti l ª1 pli car a cftes mcfmos 
problem:is o calculo trigonometric0 , que além diflo 
fornecerá novas propo(ições. 

Sejáo a , b , e, os J.res angu los planos que compocm 
o angulo folido O (fic.222.) , feja propol\o a har 
a inclinação dos planos em que e1lão s angulos a 
e b ; defcreva-fe 'do centro O o trianp,u lo csferico 

·ABC, no qual fe cor1hec ráo os tr s lados BC::- a 1 
AC - b' AB = e' e p,rocure-fe ·o angu lo e U>m-
prehendido entre os lados ll e b. Ora, pelas fonmr~ 

1 . e cos e _:_ cos a cos b as conhecidas , temos· cos = . 
, ft:n a ft:n b 

E'fla for~ula , applicàda aos cinco pclycdros , vai 
molhar-nos ' ª inelinaçáo de duas faces adjacentes em 
cada hum ddles falidos. I 

No tetraedro , s tres angulos planos que corrt1... 
poem o angulo folidp S, (fig. 243 . ) · ~ão angulos <le 
kiangulos 11quilateros ; frja pois a Temi-circumfcren-

- ' 
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eia = 'liJ" , teremos a = b = e = 1 
-'?N logo 

3 
2 

e 
_cosa - cos a _cosa( r-cosa)_ cosa 

cos ------ ; 
· :- · 1 +i::osa 

fen2 a - 1-cos2 a 

I ' I 
mas fabemos que cos-'ZJ"=~; logo C<Js C=-. 3 - 3 

No hexaedro, ou cubo (fig. 244.), 9S tres an-
gulos planos que fórmáo o angulo folido A , sáo 
angulos reél:os ; por tanto a = b = e = f 1Jií, e cosa 
=o; logo cos C =::o. Logo o ang~lo das duas fa-
ces adjacentes he reél:o. 

No oél:aedro , (fig. 245:) fc fizermos a=DAS= 
1 

.37N' 
1 

h=DA T =- w ; e = TAS= f 'ZJ" , tire- • 
3 

2 _ 1_7M" 

mos cose 
cos i w- cos 3 

2· I 
fen. - 'lil' 

3 

1 r 
Ora cos f 'lil" =o; cos- w = f, fen-7M=~ i/3; 

3 3 
1 

logo cos C =--. Donde fe vê que a inclinação 
3 

das faces do oél:aedro e a inclinação das faces do te-
ttaedro s:io fupplementos hum do outro. 

No dodecaedro ( fig. 246. ) hum angulo folido 
he formado de tres angulos planos iguaes , qida hum, 
ao angulo de hum pentagono regular ; affim , fazen-

!.t _]_ cosa 
de>' a = h = ' = . 7lr ' teremos cos e 5 1 + ·cosa 
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3 I 11as cos - w = - fen -w 5 IO 

I -y'5 .---------, logo - 4 

cose 
1-y5 
s-vs 

I '2 
--, fen C=-- e tang C vs v s' 

==-'2. 
No icofaedro (fig. 247· ) , devemos fazer e = 

CIB 1D1 = 1 'W a= b = C1B1A1 = _: 7ÃT, e te-
5 ' 3 

3 2 I cos- ~cos - 'W 
' S 3 '· (r-t/5-~ 

rcmoscosC=----------~ _ 4 :::::; 

fen 2 1 w 
3 ......... 

- V 5 logo fen C = ~. Taes são as exprefsõe~ 
3 3 

fimpliciffim:is pelas quaes fc determina a 'inclinação 
de du:is faces nos cinco polyedros regulares. Mas 
advertiremos que as potleriamos comprehender debai-
xo de huma fó e a mcfma formula. 

Com effeito , fcja n o numero de lados de cada '. 
face , m o numero de angulos planos que fe reuncttt 
cm cada angulo foi ido ; fe do centro O' ( fig. 248. ) , 

1 
e com o raio = 1 , defcrevermos huma fopcr fi ie 
esferica que encontre 'em p , q , r , ó\S liriha OA , 
oc ' on ' teremos hum ,triangulo esferico J>qr; 
no qual fe conhece o angulo reélo , r , o angulo 

p = 7.iT , e o angulo q = ~ portanto teremos , 
111 11 

pelas formulas conhecidas, cos qr - ~os f>_ Ivfag 
- - / cn q 

cos qr = cos COD === !en CDO = fen f C, no. 
y 



,. 
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eos '7:J' 
m 

tando C o aogulo CDE; logo fen f C ~,---

. ~ ren ~ 
' n 

Formula geral , que , applicada fucceffivamcnte aos 
cinco polyedro.s ' daria os mefmos valorek de cos e 
OU de •I - 2 fen2 ~ C que achamos por outro ca. 
minho ; pitra iíto , he neceffa~io fubíl:ituir , em cada 
cafo , os valofei; de m e n , a fa,ber 

Tetraedro, Hexaedro, Oétaedro, Dodecaedro,Icofaedro. 
m=3 - 3> 4, 3 5 · 
n=3 4, 3, ~) 3 · 

O mefmo triangulo esferico Plfr , do qual d~: 
duzimos a inclinação de duas faces adjacentera , <lá 

-cos P'i = cot p cot q , ou CO = cot w cot 7il'. Lo . 
. OA 111 n 

go , ' fe ch~marmos R o ..raio da ,c:sfera circunfcrita ao 
polyedro , e r o raio da esfera infcrita. no J!lefmo 

polyedro , teremoli ~ = tang <t§ tang 7ÃÍ ; além <lif. 
r 111 n 

to , fazendo o lado AB == a , temos CA = ~ a 
L ' 

___ , 

e por confequencia 

1 2 a 

rr;r 
fen ·-; 

R2 = r 1 +-+ __ .Eíb.sdua~ 
2 'ZJ' 

fen -;; 

equações <lar. para cad:i polyedro os valores dos 
·raios R e r d s esferas c1rcunfcrita e infcrita. Te· 

• 1 
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roos táml>cm ~ fuppondo e conhecido , 

iacot?N tang f C, e R . · i a tang ~ tang ~- C. 
n m 

No dodecaedr~· e icofaedro , fc vê que a razãô 
R . . • - ~ 
- tem o méfmo valoir tang - tang - •. Logo , fe 
r 3 5 ' 

R for o mefmo para ambos , 1· ferá tambem o mef-
mo ; quer dizer que " fe . ·eíl:es dois falidos efüveteni 
inferi tos na mefma -esfera , tambem eftaráo ' círcunf. 
critos á .mefma -esfera, e vice vnfa. A ' mofma pro-
priedade 1tem lugar entre o hexaedro e o oébe· 

R dro , porque o . valor de .-:::..be , para ambo~, 
t: ... 

' ?.ir ?.ir tang - tang .lC. ·• 
~ 3, 4 

N atemos que os polyedros regulares ' não são os 
unicos folidos que são cmnpl~ehendid,os debaixo· de 
polygonos reg~1lares íguaes; porque , fe encoflarmos 
por huma face commum dois tetraedros regulares 
iguaes , daqui refultará hum falido cotnprehendido 
debaixo de feis triangul9s iguaes e equilateros. Po-
àeriamos tambem formar outro falido com dez 
triangulos iguaes e cquilatcros ; mas Oi po!y~dros rc-
guli!res sáo os .unicos que tem ao 'mefmo teínpo os 
angulos folidos iguaes~ • 

N o T A ;x. ' 
Sobre ci áfea do Jriangu/Q esferico. , 

• I • 

Seja t o raio da esfera , 7J" a f emi-circumferen-
cia de hum circulo maximo ; fejãi;,- a , b, e, os· tres 
lados de hum triangulo esferico ; A , B, C, os arcos 
de_circulo maximo que medem os :wgulos oppoíl:os. 
SeJa A-!- B + C - 7M=S; e, (~ndo o que de-
monftrámos no texto ( 23 , 7. ) , a área do triangulo 

. y ii ,, . 

\ 

) 
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e sterico ferá igu:il ao arco S mul tip licado pelo raio, 
e por tanto fcrá r.:prefenL~do por S. O ra , entre aç 
analogias, ch:imadas de Neper , fe acha eíl:a : 

A+B C -a-b a+b. 
tang -- · cot · · cos - : cos ~, 

'2. z" '2 '2 

tirando daqui o valor de tang f ( A +B) , deduzire-
mos facil~ente o de tang· ( t A + t B + 1 C ) 
- cot ~ S : deíl:e modo teremos 

:r s - cot f a cot f b + cos e . 
cot 2 fen e ' 

·fórmula mniro íimples que póde fcrvir para calcular 
a área de hum tri:ingulo esferico quando forem co-
nhc idos dois lados a, b, e o angulo comprehendido 
C. Tambcm fe podem daqui deduzir muitas confequen-
cias notavei . 

i.º e o angulo e for confiante ' bem con'lv·""l • 

d n a b , . .e . 
pro Uc.lO cot - cot - ·, a area do tnangulo es1en-

2 '2 

co rep re~ ntado por S , virá a ter coníl:ante. Logo dois 
triangulos CAB, CDE (fig. 16. ) , que tem hum angu-
lo igua l C , ferão equivalentes, le tivermos tang 1 CA: 
tang ~ CD : : tang f CE : tang i CB , guer di zer, 
fe as tangen es da metades dos lados que comprc-
h endem o angulo igual, forem reciprocamente propor-
cionacs . 

z.º Para fazer fobre o lad dado CD e com 
o mefmo angplo C , hum triangtilo CDE , equivalan-
te ao trianp;u lo dado CAB , fe deve determinar CE 
pcl<\ proporção · ' 

tang .; CD : tang f CA:: tang f CB: tang ~CE. 
r a·º Para fazer com o angulo elo vert iée C hum 
triangulo iíof"cclcs CDE cqniv~a lcnte ao triano-ulo da-
d.> AB , tome-íe tang ~ CD , ou t:rnc;? c'E, meia 
proporcional ent re tang f CA e tang r CB. 

~ . 
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+ 0 A meíma ~nnula cot~ S cot ~acot ~ b +cos e 
fen e . 

póde fervir para demonllrar de hum modo muito fim-
pies a propofiçã:o xxvr do livro VII , -::i faber, que 
de todos os triangulos esferic9s form:i.dos com dois 
lados· dados a e b , o maior hc aqucllc no qu:ll o an -
g11lo e coinpreheodido pelos lados cla<ios. for isual á 
fomma dos outíos dois angulos A e B. 

Com o r:Üo (fig. 18.) OZ = I <leícrcva-fe a 
femi-circumferencia VMZ, faça-íe o arco ZX = C , 
e da outra parte do centrô tomc-fe OP =cot f a cot f b; 
emfi m ajunte-~ PX e abaixe-íe XY perpendicular fo-
bre PZ. 

/ No triangulo reéhngulo PXY temos <;ot P -_:: 
py COt ~ a ' ~t ~ Ó + OS € . l p _:_ ~ $ . l 

c.,"f"r' fen e ' ogo_ ~ :;: ) o-
' i;o a fuperficie S ferá hum .ma.úmum. , fe o anp;u lo 

P o for. Orn, he evidente que, fe tirarmos PM tan-
gente á circumferencia, o angulo l\1PO íerá o m«-
ximum dos angulos P ·, e leremos entio MPO '· 
MOZ - f "lil · Logo o triangulo esferico , formad o 
com dois la dados, íerá hum 111axi111um quando ti-
vermos f S = ·e - f w, ou C =A + B , o que 
concorda com a propofiçáo citada. 

Vê. fe ao mefmo tempo· , por eíl:a conflrucçáo , 
que o 111aximum não teria lugar fo o ponto P efti-
1•clfe dentro do circulo , -quer dizer , fe üvc!femos 
cot f a cot ~ b< 1. Condi ção d:i qual fe tira fu cce[-
fivamente cot f a < tang i ·h , tang ( ~ 'Z<1" - i a) < 
tang f b , ~ 'W- f a< -i b, e emfim 'Z<1" < a+ b, 
o que tambem concorda com o fcholio da mcfroa 
propofiçáo. 

p R o B L E M A I . 

Ac/t4r a Jupc rjicie de /mm tria11gl 1J esferico p 11r 
·(llezo dos fetu tra lados . • 

• I 

,, ' ...... 
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Para iflo , na fórmula 

:a s - cot f a cot f h + cos e 
cot 2 fen e ' 

devemos fubfütuir os valores de fen e e cor e ex-
cosc-cosacosb 

Preffos em a' b ' e ; ora , temos cof e- ' fcnafenb 

, 1 +cos a r + cos b 
e cot f a cot i "= li . li b ; daqui rcfulta ena en 

e + ,. h r +cosa+cosh+cosc 
cos cot f a cot 2 = · [, íi---. ena en b , 

Depois o valor de cos C di 

' a-
2. fén b +:.ren a+b~ ~--

2 2 
t e cosc-co~(a+b) 

,.. I cos --,,.------,,-
. fon afenb fcn a fen b 

r a+c-b!i b+c-a 21en en~--
~ 

e cos( a-b )-cose 2 

1--COS ==- - ------..,.---• • fena fen b --r- fen en b 
2 

Multiplicàndo eíl:as duas quantidades entre li , e ex· 
trahindo a raiz do produ€to, teremos 
' • a+b+c a+b-c a+c-b b+c-a 

2V[ fen--L-fen--fcn--fen---] rc . 2 2 2 , 2 
ien =- • fcn a fcnb 
Logo finalmente 

cotfS= 
I +cosa+cos ó+cos e ----

a+J+c n+h-c a+c-b b+c-a 
2y'[fen- -fen---fen---fcn---] 

2 2 2 2 
~ 

Efla f.Qrmula rcío)ve o problema propolto , mas po~ 
demos alcançar hum ref ultado ainda mais .fünplcs. 
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Para iilo , voltemos á fórnrnb. 

"s-cot ~a cot f b+cos e 
cot 2 - fen e , 

., 
primeiro I + cot- i S , ou 

343 

à11qui tiraremos 
2 

1 cot ----
fen2 iS-

~ a cot2 ~b+icot fa cotf bcosC+t. -

fcn2 e 
Ora , o- v~lor de cos C dá 2 cotJ a cot f b cos C 

cos c-co {l cos b ~ -------; pondo, no numerador, cm vez. 
2 fen2 ! a fcn2 · fó 

de cose, cos a, co~ b, os feus valores I-2 fcn2 ~c1 
-~2 fen2 i a , 1-2 fen2 f b , e reduzindo , teremos 

2 . 
fen ~ n+ fen2 ~ b-fcn2 i e 

2 cotia cotib cose -2. 
fen 2 

!. a fen 2 !.b / 2 2 

~ 2 " 
Temos tambem cot2 ~ a cot2 ib~.i..-- en 2 ª 

fcn2 ~a 

1-fen2 jb 

fen2 fb 

fubílituindo efles valores , teremos 
1 

I-Íen2 fc ______ _:o_ ____ , o que dá . 
fen 2 f a fenZ. f b fen 2 e 

Logo, 

fen ~ s fen f a fen f b fen e , e ' p1 do o valor de 
cos ~e 

f en .e , tem oi ,, 

-



l -

. / [íi atbtc {i atb-cr a+c-b{i btc-11] v cm--- en __ 1en ___ en---
2 2 2 ~ 

fenl S 2 cos f a cos i b cos i e 

F.órmula cómmoda para o calculo logarithmico. 
Se multiplicarmos efl:e valor pelo de cot i S , 

daqui refultará 
1 tcosatcoshtcosc cos2 fatcos 2 f btcos2 f.c-1 

cot ~ S 4cosiacos{bcosíc · - 2 cos f a cos 2 b cos 2 e. 
Nova fó ;mula que tem a vantagem -de fer compofla 
de termos racionaes. · 

D · . I - COS .! S aqui fc tira tambem S ou 

tang~S 

fen f 
I-cos2 f.a- cos2 f.b~cos2fchcos~acostbco~ .. 

. / (r atbtc {i i<tb-cr a+c-br btc-a) 
V 1efl--- en---ICD--- len---

2 2 2 2 

Ora, o numerador defla exprefsáo póde tomar a fórma 

( 1- cos2 i ~ ( i-cos z f b )-( cos! a cos~ b-cosl e Y~ 
a qua-1 [e decompõe em dois faltores , a Caber: 

ft:n f a fen i b -t- cos ~ a cos f b - cos f e , e 
-fen .!. a fen ~ b - cos ~ a cos ~ b + cos ~ e, 2 2 2 - 2. 

dlcs fc ·reduzem finalmente, o primeiro a 
a+c-b b+c-a cos(fa-ib)-cosf c=2 fen . feo , o 

4 4 
a+o+c 

fcgundo a cos i e - cos ( f a + ~ b) = 2 fen -· 4 

r a+b-c 
JCn • Logo 

4 
\ 

' 
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r a+ H Cr a+b-c r a+c-b r b+c-a 41en --ien ---ien ___ ien ~ 
4 4 4 4 tang1S - · 4 ..--./[r atbtcr atb-cr a+c-br b+c-a] v ien--1en---1en 1en---

2 2 2 2 

M" tomo' ~"';,~ p = v' { ; fo~';: ~!, i p } = 
i/(f tang 'fp); Jogo finalmente 

( 
a+b+c a+'b-c a+c-b htc-a . 

tangtS=y tang --tang --t:rng'l--tang --)• 
4 4 4 4-

Efia elegantiffima fó'rmula fc dGve a Simão L'Huillier . 
.ii. R o n L E l\t A I I . 

, . ..-:r;Sendo dad1u os tres lados BC =a , AC =:b , AC =e, 
(fig. 19. ) determinar a pojiçáo do ponto I , pÓ/p do 
circulo _circunfcrilo ao lriaugu!o A~C. 

Sep o angulo ACI = x, e o arco AI= CI = 
BI = cp ; nos tri:;mgulos CAI , CBI , teremos pelas 

formulas' conhecida,s cos x = cos <l> - cos b cos <b _ 
fcn b fen <11 -

t -cos b cot 
fen b 

ícn b 
é.f> = cot c.I>, cos (C-x)= 

1 + cos b 

I - cos a cot <J> . Logo cos ( e - X) ' ou cos e 
fen a cos x 

+ fen C tang X = ( r + COS b ) ( I - CO a ) ; 
fen a fen b 

fubftituindo neíl:a equação os valores de os e e 
fen e cxpreífos em a ' b' e ' e fazendo' por brevidade , 

M=t/(t-cos2 'i-Cos2 b-cos2 c-/i. cosacosbcosc), 
daqui deduziremos .-
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. . 

· t + cos b - ços e - cos a r • l · tang x = M _ ,wrmu a que de. 

termina o angulo 'ACI. Advirta-fe que os triangulos 
ifo í.:eles ACI , ABl , .BCI , dáo ACI = ~ ( C + 
A- B ) ; do mefmo modo BÇI = f (B +{;;-A) 
BA( = f. (,A + B -r C ) . Daqui refultáo eíl:as no~ 
ta veis formulas : , . ~ · . 

tana ~ (A + e - 'B) .- I + cos b :--eosa-cosc 
b :?. t ... ~ M . ' 

"tang l ( B + .e-= A)= J +cosa - cos b--cosc, . M . __ , 

tang ~ ( A + B - e ) ' J + cos e - cos á-:--cOS b, 
- ' -..M 

ás· quaes podemos ajúntar _a...., que dá cof1 i ,S , e qãt• 
p6de ter eíla fónna · , , · • 

tang i •( A + B + e ) = -1-COS a-cos b -cose . 
- . M 

O v:ilor de\ tang .t , que achá~os ha pouco -, dá 1 + . ...;-~ 

tangz x ou _ , _•_ :::=:z(r+cosb2 (r-cos"c; ( r=--cosa)_ 
cos2 x · Mz 

16 ~ol ~ b fe1/ ~ ç- fen2 ~ a 
M2 

1 4 2 b fen .! ·, fen .! a logo - - cos 7 M 2 
,, • Mas da equa· 

COS X - ' 

, 1 -cos b b r 
ÇílO cos x = fen 6 cot <I> = tang I- cot <I> , 1e 

. t~'!.jr fen f afen~ h fen fc 
ti.ra tang<1l=~ logo tang4J= M 

· , COS X ; 

\' . 

. .... 
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!! fen f tt fen ~ h fen f e 

, / (íi a+ b+c r a+b-c r · a+c-b r btc-a) y \ en 1en ien ien--
· ~ 2 , 2. 

p R O B L E M A. IIf. 

Dettrminrzr John: a fupeifzcie da esfera a linha 
Jo~re a qual ejl_áo Jituad~s /gdos os vertices dos 
triangulos da mifma ba_(e e da mifmq Juperjicie. 

Seja ABC ( fig. 17.) hum dos triangulos esfe-
ricos cuja bafe corrimum he AD = e, e a fupcríicie 
dad:i. A + B + C - w = S. Seja IPK buma per-
pe11dicular indefi11ida levantada fobre o meio de AB : 
tomandÓ IP icrual ao quadranfr , P fcrá o pólo do 
.~rfº A~ ; e o ar~o PCD tirado pelo~ pontos P , 
e , fora perpendicular - fobrc AB._ ScJa 1 D = · fJ , 
CD = q ; os triangulos rcébngulos ACD, B'CD, 
nos quaes temos AC= h , BC :::;: a , AD = p +ic , 
BD = p - f e , darão cos a= cos q cos (p-ic) , 
cos b = cos q cos (p + f e ) '. Mas achámos ac:ima 

cot L S _ l +cosa+ cos b +cose. 
2 

• fen a fen b fcn e , 
fubfiituindo .neíl:a formula os valores cos a + cos- ó 

= 2 cos fJ cos p cos te, t - cos e = 2 cos2 -}e, 
fcn b fen C = fen e fen B = 2 fcn f e cos f e fen B ; 
~mm ' 

S ' cos t e + cos p cos q • cot .~ 
f en a fon ~ e Íen B 

Alem diíl:o no triangulo rcél:angl.llo BCD , temos 
lambem fim a fcn B :=:: fen 9 ; logo cot f S 

= cosf r +c~sp<;os~ ou cos p cos 92 ! S fcn i e fen 'l 
fcnf dcnq 

~ cos Í e ; efill he a rélac;áo e re p e q , que deve 
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determinar a linha fobre a qual) eíl::i1.1 ihuados todos 
os pontos e. . 

Havendo prolongado IP huma quantidade P.IÇ=x, 
tire-fe KC e feia KC = y ; no trian~lo PKC 

· no qual temos PC = ~ 'lü - q e o angulo KPC= 
77 -;- P', o ladu Kq fe áchará pela formula cos KC = cos KPC fen PK fen PC+ cos PK cos PC , ou 

cos y = fen q cos x - fen x cos q cos p ; 
na qual [ubftituindo" em lugar de . cos q cos p o feu 
v-alor cot f S fen 1 e fen q - cos ~ e , teremos 
cos y:::= fen x cos~ c+fen q( cos x - fen ,x cot f S fen ~e). 
Daqui fe vê que fe tomarmos cos x-fen x cot~ S fen f~c 
=o , ou cot x = cot f S ·fen f e , teremos cos y = fen x cos f e , e aílim o valor de y virá a fer conf-
tante. 

Logo , fe depois de tirarmos o arco IP per-
penclicular , fobre o meio da bafe AB ftomarmos além 
do pólo a parte PK tal que cot PK = cot f sren f e , 
todos' os verrices d<rs triangulos que tem a rriefma ba-
fe e e a mefma fuperficie S , efiaráo fitnados fobre o 
circulo menor defcrito do µonto K éomo pólo na 
diíl:ancia KC tal que cos KC = fen PK cos f e. 

Eíl:e bello theorema fe deve a Lexe/I. · { Veja-fe 
.o tomo V, parte I. das Nova Aéia Pctropolitana.) 

NOTA XI. 

A'drca da propojiç8o III, livro VII. 

Eíl-a propofição · pódc ler demoníl:rada mais ri-
gorosamente , redt}zindo-a aos lemmas preliminares , 
da maneira feguinte. 

Digo primeiro q)ie a fupe.rficie convexa termi-
nada pehs areíl:as AF, BG ( fig. 252.) , e pelos 
arcos Au B, Fx G, náo pódc fer menor que o re-
élangulo ABG :x ~ pane corrcfpondeotc da fuperficie 
do prifm:i. infcrit -

Com effeito , 1cJa S a fuperficie convexa de que 
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{e trata, e feja , fe he poffivel, o rcébngulo ABGl" 
ou AB X AF = S + I , fe!1do M huma quant'Í-
dade pofitiva. 

Prolongue-fe a altura AF do prifma e do cy• 
lindro até huma diílancia AF' igual a n vezes AF , 
fendo 11 hum numero inteiro qualquer ; fe prolon-
armos ao mefmo tempo 'º cylindro e b prifm:i , 

he claro que a fuperficie con\'exa t comprehendida 
entre as areíl:as Af1 , BG' _ conterá /1 yezes a fu-
pc.rticie S , de forte que teremos S1 = nS , e por-
que 11 X AF = AF1 , teremos AB X AF1 = 11 + 
11~! = 'I + 111\1 . Ora fendo 11 hum numero intei-
ro arbitrario e M huma fuperficie dada , podemos 
tomar 11 de maneira que fcja nM maior que o do-
bro do fegmento AuB , porque baíl.a para ilfo que fe 

2At~ \ 
faça 11 > -; logo então o reébngulo AB X 
... "' M 
AFI ou a fupcrficie plana ABG'F' feria maior que 
a fuperficie invoh'ente , compoíla da fuperficie con-
vexa St e de dois fegmentos circul:lres iguaes AuB , 
F1.r1G' . Ora, pelo contrario 1 a fcguncla fuperfi ie he 
maio r que a primeira , fegundo o primeiro lcmma 
preliminar; logo, 1.0 não póde fcr S <ABGF. 

Digo em fegundo lugar 9uc a mcfma f u1 crficie 
convexa S não póde fcr igua l a do reébngnlo ABGF. 
1'01 que .fnpponhamos , fe he poffivel , que tomand 
AE = AB, a fuperfi c ie convexa AMK fcja igual 
ao re8an.~ulo AFKE ; por ºhum ponto qualquer M 
do arco AME,. tirem-fe as cordas AM , ME , e le-
vantc-fe MN perpendicular !obre o plano da bafe. 
Os tres re8angulos A IN F , MEKN , ARKF , 
que tem a m frua altura , cftâo ntre fi como as fuas 
bafes AM, ME, AE. Orn temos AM + ME > 
AE, logo a fomma dos reé'l:angulo AMN"F, MEKN 
bc maior que,, o reéhngu lo A FK E. Eílc hc rq11iva-
lcnte por h}'pothcfe á foperfici~· e v . a A.l\tK , 
comro!ta das <luas fu~ •rficies pare' .s AN , MK. 
Lo o a fomma dos rc angul~s ·• N F , MEK 
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he maior que a fomma das fuperficies convexas cor. 
refpondentes AN , MK. Logo ferá nece!Grio que ao 
m enos hum dos reébngulos AMNF, MEKN, feja 
maior que a fuperficie convexa correfpondente: E!la 
confequencia he contr~ria á primeira parte já de. 
mon lhada. Logo, 2.º a fupedicie convexa S náo 
pó<le íer igual á do retlangulo correfpondente ABGF. 

1 Daqui fe íegue que temos S > ABGF , e que 
affim a fuperficie convexa do cylindro he maidr que 
a de q4alquer prifma inícrito. 

Por hum raciocinio abfolutamente femelhante, 
fe provará que a fuperficie convexa do cylindro he 
menor que a de qualquer prifma circunfcrito. 

NOTA XII.. 

Sohre a igua/Jade e femâhanfQllP'rios polytdros. 

A' frente do livro XI. de Euclides fe acháo at 
.definições 9 e Io concebidas defta maneira : 

' 9. Dois folidos sáo femelhantes ; quando ~ áo 
comprehendidos debaixo do mefmo numero -de pbnos 
femelhan es cada hum a cada hum. · 

10. Dois folidos são iguaes e femelha'ntes , 
quando são comprehendidos debaixo do mefmo nu. 
mero de planos iguaes e femelhantes cada hum a 
cada hum. 

Sendo o objeél:o deíl:as definiç6es hum dos pon. 
tos mais difficeis dos elementos de Geometria ; nós 
o examinatemos com alguma miudeza , e difcutire-
mos ao mefmo tempo as obíervações que a efte ref-
peito fez Roberto Simfon na fua ediçá_o dos elemen. 
tos , pagina 388 e feg. 

Primeiro , notaremos com Roberto Simfol} que l 

d finiçáo 10 não he propi\iamcnte huma definição 1 

mas fim hum theorema que ha mi fle r dem0n :l ra~áo ; 
porque não 1 e\'idcntc que dois folidos fejáo ÍóuacJ 
por i.tfo fóme ~ , que tem faces igu:ies ; e , fc cfla 
propofiçáo he v • · 1deira , cumpre ~cmoníl:ra-la , quer 



N 6 TA xu. 351 
pela fobrepoíiçâo, quer de outra maneira. Depois , 
he claro que o vicio da definição 10 he commum á. 
definição , 9. Porque , fe a definição 10 não for de-
roonflrada ' crer-fe-ha que exrnem dois folido~ defi-
guaes e diflimilhantes - que tem as faces iguaei; ; mas 
entáô , fegundo a definição 9 ,~ hum terceiro falido 
que tiveffe . as faces Jemelhantes ás dos dois primei-
ros , feria femelhante a cada hum delles, e portanto 
fer i:i femelhante a dois corpos de .differente fórma ; 
conclusão que implíca contradição , ou pelo menos 

1que Jlao concorda com a idéa que fe affeéb. natu-
ralmente :i palavra femelhante. 

Muitas propofições dos livros XI e X II de Eu-
clides fc , fui;dão nas definições 9 e I O , ent rc outras 
a propofiçáo XXVIII , lino XI, da qual depende 
a medida dos prifmas e das pyramides. Parece por 
tanto que fe pe1em criminar o~ elementos de Eucli-
d:i~es de conterem hum grandissimo numero de pro-
posições que não cíl:áo rigorofamcnte demonílradas. 
Más ha .Jrnma circunfh1,1cia que ferve para enfra·que:-
cer r.He crime, e que eu não devo ommittir. 

Ás figuras de que Euclide~ demonílra a igualda-
de ou a femelhança , fondando-fe nas d~finiçóes 9 e l o , 
são taes que os feus angulos folidos não unem mais 
de tres angulos planos : ora , fe dois angulos folidbs 
fo rem compofios de tres angu lo pl:inos iguaes cada 
hum a cadâ hum , eflá demon.íl:rado muito claramen-
te em muitos lugares de Euclides que cífes angulos 
folidos são iguaes . Por outra parte , fe dois pol jedros 
ti\·crcrn .as faces iguaes ou femelhantes. cada huma a 
cada huma , os ::ngulos folidos homologos scrno com-
poflos cio mcfmo numero de angulos planos iguaes , 
cada hum a 'cada bum. Logo , em quanto o~ angu-
los pl:inos não fo rem ri1ais de tres em cada angulo 
~olido , he claro que os angulos folitfos homologas ~áo 
1guaes, Mas fc as faces homologas forcm.ig11aes .e o~ 
Jngulos foliçios homologos iguacs~já não ha dúvida 
que os falidos são iguacs ; porque ::ic:~o fcr fobre-
poíl:o , ou ao menos fcrá lium .. nmetrica do outro. 
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Por tanto he claro que 'o enunciado das ·definições 
9 e 10 -be verdadeiro e admiffivel , ao ine-ttos oo ca. 
fo dos angulos falidos triplos , que he o ·unjc~. d.! 
que· Euclides fez· ufo. D~ffà maneira d"eixa ' de fer 
táo grave o crime da inexaélidão que fe poderia im-
putar a efl:e author , ou ao.s feus commentadores ; e 
fómente recahe fobre reftricções e explicações que el. 
le não 1<leu. _ · 

Reíl:a examinar fe o enunciado da definiçáo 10, 
que he verdadeiro . no cafo dos angulos folidos triplos' 
he verdadeiro em geral. Roberto Simfon affirma que 
11áo , e que fe podem confl:rui"r dois folidos defiguaes 
que fiquem comprebendidos debaixo do rnefmo núme-
ro de faces iguaes, cada huma a cada huma. ,, Imagine-
'' fe ~ diz cite author , ·que a hum polyedro qualquer fe 
,, ajunti huma pyramide , dando-lhe por bafe buma 
,, das faces do polyedro ; 1magine-f..-tambem que cm . 

. ,, vez de ajuntar a pyramide , fe corta , formandp· flo 
,, polyedro huma cavidade igual ?. pyramide ; haverá 
,, defl:a maneira dois novos folidos q.ue terão faces 
n iguaes cada huma a carta huma ; e entretanto ef • 
.,, t~~ pois folidos serão _defigu~es ,, 1: 

Tal be o pemplo qi,ie allcga Roberto Simfon 
para provar a fua aíTcrção ; mas notaremos que hum 
doi: folidos e que fe trat contém angulos folidos 
r eintrantes : ora , he mai~ que provavel que Eucli-
des entendeu excluir os corpos irregulares que tem 
cavidades ou angulos folidos rcintrantcs , e que fe li-
mitou aos polyedros onvexos. Admittindo e!la ref-
tricçáo , fem a qual utras muitas , propofi çóes não 
ferião verdadeiras , o 'exemplo ele Roberto Simfon 
11ada conclue contra a definicá-0, ou o theorerna de 
Euclides ; nós julgamos pel~ contrario , depois de 
hum profundo exame , , que o theorema he muito ver-
~adeiro ; mas não parece facil dernonftra-10. · 

Como quer que feja , deftas obfervac;ões refnlta 
que as defini ·es 9 e 10 de Euclides ,' não fc podem 
confervar tac uaes áo. R obcJ"lO Simfon fupprime 
a definição de · .\os iguaes , q,ue com effeito fó de· , 
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ve ter lugar .entre os theoremas; e define Jolidos ft .. 
• 111efhantes áquelles que sáo comprehe1~didos debaixo 
do mefmo numero de planos femelhantes , e que tem 

' os angulos falidos iguaes cada hum a c~d.a ,hum •. Ef-
ta definicáo he verdadeira , mas tem o 111conven1ente 
de conte

0

r muitas condições fuperfluas. upprimindo 
a condição dos angulos folidos iguacs , cahiriamos no 
enunciado de Euclides que he defeituofo por fupi;ôr 
a demon!lraçáo do theorema Cobre os ~oly~dr s iguaes. 
Para evitarmos todo o embaraço , JUigamos c 1we-
nienfe dividir a defi ni çâo dos folidos ícmelhantes cm 
duas partes : primeiro definimos as pyramides trian-
gulares femelhantes, depois definimos Jo!idos Jwu:-
Jhantes áqu el les que tem bafes femel hantcs., e cujos 
vertices homologos fórn d:is bafes são determinados 
por pyramides triangulares femelh:mtes cada huro:i a 
cada huma. 

Efia definição requer para as ba~ s, ÍUJ po11do-a!I 
triangulares, duas condiç6es , e par:i cada vertice 
f6ra das bafes , tres condições :· de Corte que fe S 
for o numero dos angulos folidos de cada pol _vcdro, 
a femelh~nça deffes polyed ros éxigírá 2 + 3 (S-3 ) 
angulos 1guaes em ·huma e outra parte, ou 3S - 7 
condições ; e nenhuma defias condições hc fupcrRua 
ou comprehendida nas outras. Porque nós con!ldera-
remos aqui dois polycdros como tendo firnpl efmcnte 
o mefmo numero de vertices ou de :ingulos íolidos; 
então sáo neceffarias rígorofamente , e fern oinmittir 
nenhuma , as 3S. ~ 7 condições para qu::: os dois 
folidos fejáo femelhantes; mas fe primeiramente fup-
pozeffemos que sáo da mifma efpuie ambos , quer 
dizer, que tem igual numero de faces, e que effaíl 
faces_ comparadas cada huma a cada huma tem igual 
numero de lados , efia fuppofiçáo · abrangeria al guma 
condições no cafo que ho11vcffe faces de mais de trcs 
lados , e effas condições dirninuiriáo outras tantas no 
numero 3S ~ 7 , de forte que ; em vez de 3S - 7 
condições , bafta1 ião A - 1 ; a cll<..iilefpeilo veja-fe 
a nota V u I. l fio moíl:ra donde J1111ft a difficuldade . z 
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de eftabelecer huma boa ddioiçáo de falidos feme-" 
Jhantes ; e he de fe poderem confiderar como ela 
inefma cfpccie , ou fómente como tendo hum igual 
numero de angulos falidos . Neíl:s ultimo cafo cllá 
removida toda a difficuldadc , e as 3S ....,- 7 condições 
que a definição comprehende ·, fe devem encher to-
das para que os falidos fejáo femelhantes , - e daqu i 
fe t:oncl uirá com mais forte razão que elles sáo da 
me fma efpccie. Em fumma , fendo completa a noflà 
definição , nos dedu zimos della como theorema a de-
finiçá'J de Roberto Simfon . 
.1 Fica portanto manifeílo, que fe p?d~ difpcnfar 
nos elementos o theorcma acêrca da igualdade dos 
polyedros ; mas cor:io efl:e fueorema hc . por fi mer. 
mo intcrclTante , feria para defejar que íe defcobrilli 
huma Jemoníl:raçáo geral. 

F I M. 
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