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ADVERTENCIA 

Durante algum tempo empregavamos muitas vezes nos­sas horas vagas em reflectir sobre as differentes theorias importantes da Arithmetica, e em redigi\ - as · segundo nossa maneira de ver, porém isto não com o fim de pu­
blicarmos um livro. 

Um dos nossos amigos e collegas o Senhor Dr C. C. Can­
tanhede, membro da Sociedade chimica de Paris, vendo algumas d'essas redacções esparsas, aconselhou-nos sua coordinação ; hoje, coadjuvados pela provincia do Ma­
ranhão , a quem sômos extremamente gratos , cedemos ao voto d'aquelle amigo , dando ao prelo este nosso pri­
meiro trabalho scientifico , que esperamos será de alguma 
utilidade á mocidade Brasileira. 

O. nosso fim foi sempre apresentar a sciencia de uma maneira rigorosa e ao mesmo tempo clara ; de modo que, aquelle que seguisse cuidadosamente nossas lições, po­desse com segurança emprehender o estudo das outras parles mais elevadas das sciencias mathematicas. 
O indice das materias mostrará perfeitamente a marcha que seguimos, marcha que nos pareceo mais racional. No Livro v1 tratamos da theoria das approximações numeri­

cas, theoria tão importante que sem clla seria impossivel 

~ 
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VIII ADVERTENCIA. 

resolver-se um grande numero de problemas, que ·se apre­

sentão sobretudo nas sciencias de observação ; esforça­

mo-nos por expol-a com a maior clarera p<1ssivel, appli- , 

cando sempre a theoria á alguns exemplos, tomados na 

Geometria e na Physica. 

Cada livro se acha subdividido em capilulos ~ damos 

no fim de cada capitulo ·certo numero de problemas, alguns 

dos quaes se achão resolvidos, como applicação das ma­

terias alli tratadas ; outros, relativos á theoria dos nume­

ros, serão difficeis aos estudantes do primeiro anno, mas 

uteis, como exercicios, aos do segundo. 

Aproveitamos esta occasião para agradecermos a M"P .Re­

noux e L. Tarbouriech, distinctos professores de sciencias 

em Paris, o trabalho que tomarão com a leitura do manu­

scripto de nossa obra, e os juizos que fizerão d'ella, juizos 

que forão publicados em alguns jornaes do Maranhão. 

---000--
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ERRATA. 

Emt11am·clc Leia-se 

12 (subinclo) menor maior 
6 segundo terceiro 
11 é maior que 1000 é menor que 10000 
2 esta é e 

15 76 96 
13 132 -76or 56 132-96ou 36 
5 211X7X11X9 24X7X11X5X9 
3 24>< 1x11xo 24X7X11X5XO 
i +aX/JXcx,·'' +aX/JX1·" 

7 (clcsccnclo) c+m ~· 11 11 

7 m'.11 + 1 m',11-1 
9 par impar 

10 ímpar par 

• 

9 (subi nd()J 5.1 + 3,3 + 2.2 + 2,1+7,3 = :1 5.1 + 2.3 + 2.2+2.1 ,-7.3 =5) 
2 5603!107 5503407 
5 (dcsccnclo) 342 432 

15 1136 432 
8 (subindo) 1551 1155 

11 (descendo) 594 5940 
10 (subindo) menor maior 
s 3, 5, 11 s, 5, 7, 11 

15 (descendo) se não nflo se 
11 2·x~'X5' 2, X3'X5' 
15 (subinclo) 3' 2• 
111 2'X3' 2'X3 
13 s ...... 2• x11• 3,2. .... 21 XS' 
U (descendo) cl'<a cl'>a 
10 (subindo) ox1+s 6X7 + 5 

9 6 X 7 +S 6X7+5 --,-- --7--

10 72 9 
isõ 180 

8 é não não é 

6 1005 !l95 
"F 35 

5 396 386 ~ 
35 35 

g 5 7 
6 !) 



• 

xu 

Pnq. Linha! Em lugar de Laia-se 

? ? 
159 3 (descendo) 7Xi ,. 7 + 1 

11 (subindo) 
55 55 

180 'iõ• 101 

196 e, (descendo) carpinteiria carpen ta ria 

201 10 (subindo) 19,98 12,98 
265 10 toma-se tomfto-se 
269 13 pode-se JlOUClll·SC 

271 8 pode-se podem-se 

277 12 (descendo) A,D,C..a,b,c ..• A,B,C .•• 

282 9 
('.l Cl)( ~ 
bXb' 

rJ. "-Xfl 
b + ----V 

--<>Oc--

... 
OBSERVAÇOES. 

Alem dos erros assignalados n'csta errata ha outros , de pouca monta , que o 
leitor podcní facilmente corrigir. 

Ningucm ignora que a primeira edir.ão de uma obra sahe sempre inçada de 
erros, sobretudo quando outras occupaçõcs não permiltem ao author inexpe­
ricr. te uma revisão seria das provas. 

A expressão - a menos de - de que llzcmos uso na thcoria das approxima­
~õcs, deve ser substiluida esta outra - abaixo de -· expressão clara, mathe­
rnalica e muito adequada; devemol-a ao nosso mui dist_incto comprovinciano, 
o illustre author do VrnGtLIO IlnAStLEIRO. 

Empregamos frequentes vezes no curso d'csta obra a abreviatura : 

o. q. e. n. d. 
iniciaes das palavras : 

o que era necessario demonstrar. 

--<>QC>--
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CAPITULO PRIMEIRO. 

N11MERAÇAO. 

DeOntções, 

1. Chama-se grande::;a tudo quanto é susc.eptivel de aug­
mento on diminuição, como a ex.tensão, o tempo, o peso, o 
movimento, etc. Se em urna grandeza fizermos abstracf:'io ele 
suas qualidades sensíveis e pbysicas, como a côr, o bello, 
o ulil, etc.; se considerarmos pelo contrario na grandeza so­
mente o que ha de mensiiravel, teremos uma idéa das gran­
dezas, que são do dorninio das Sciencias mathematicas. 

As lllathematicas são vais a Sciencia das grai1clezas mensu-
1·a.veis. 

As grandezas mathemalicas são ou continuas ou desconti­
nuas. 

As primeiras são aquellas que podemos augmentar ou dimi-

~ 
mMB3]L 
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l TRATADO 

.i.ui.1".p0,·);4os tão pequenos quanto quizermos, como a extensão. 

À's segu1tàas são aquellas que não podemos augmentar, ne 

dimim;ir po1~gráos tão pequenos qua to :11izermos, como por 

exemplo um, grupo ele inelivieluos. · 

São estas ultimas que nos dão a idéa do nmnero; com effeito, 

quando vêmos uma reunião de objectos da mesma especie, 

como um regimento ele solclaelos, um rebanho ele ovelhas, etc., 

temos uma icléa do numero; a repetição de phenomenos iden­

ticos como a successão elos elias e elas noites, as verberações ele 

itm relogio, etc., 1ambem nos trazem a idéa de numero. 

Não se pode definir o que é o numero de uma maneira abso­

luta; toma-se por definição do nu ero um dos seos usos mais 

importante, que é a mecliela elas grandezas. 

2. l\leclir uma grandeza, em geral, é determinar seo valor 

por meio de outra grandeza da mesma especie, porém conhe­

cida, que se chama unidade. Nas grandezas descontinuas 

a unidade é um elos objectos separadamente, fazendo-se abs- , 

tracção de sua natureza; e a medida da grandeza é o numero 

dos objectos ; assim diz-se que : numero é a reunião de muitos 

objectos, ou de niuitas unidades da mesma especie. A unidade é 

tambem considerada como um numero. 

Tambem servimo-nos dos numeres para medir as grandezas 

continuas. Supponhamos que se queira avaliar o comprimento 

da linha AB; 1 l fú 1 
PUBLICA 

A ,,.. Il 

+---4~~~·+--+--+---+ 
e t----

toma-se para isso uma outra grandeza homogenea CD, .da qual 

se tem uma idéa exacta ; applica-se CD sobre AB tantas vezes, 

quantas fôr possível; o resultado da operação se exprime pol' 

um numero: no nosso exemplo AB contem cinco vezes CD ou 

cinco vezes a unidade, e o numero cinco é a medida da gran­

deza AB por meio ela grandeza CD. 
O nwnero é 1Jois a ra:;ao da gra.ncleza que se quer medir á 

Biblioteca Pi.ibllca Benedito Leite 



DE ARlTHMETICA. 3 

uma outra grandeza da mesma especie; tal é a definição de 
, ewton. 

3. Pode aconteéer qL e avaliando-se uma grandeza, esta 
contenha exacünnente um certo numero de unidades; n'este 
caso o numero que representa assim o valor da grandeza , é 
um numero inteiro. Porém se a grandeza contem alem de um 
certo numero de unidades um res to menor que a unidade 
escolhida , mede-se este resto, como veremos mais tarne, divi­
dindo a unidade em muitas partes iguaes ; resulta d'abi uma 
outra especie de numeros1 que se charnão numero fraccionario 
ou fracção. 

l1. Logo que uma grandeza é representada por um numero, 
toma o nome de quantidade. 

5. Quando, enunciando-se um numero, não se designa a 
especie das unidades , que representa, o numero chama-se 
abstraclo, e no caso contrario concreto. 

6. A Arilhmetica é ci sciencia elementm· dos numeras; com­
prehen ele as operações que se podem executar sobre elles e o es ttid o 
ele suas propriedades elementares. 

Numea•aç.áo em geral. 

7. A numeração em gernl é a arte ele formar e representar 
todo~ os numeros. 

A formação dos numeros não depende dos systemas de nu­
meração, o que já não acontece com a maneira de repre­
sentai-os; um numero que é represenlado em um systema de 
um certo modo, é representado de outro em outro syslema. 
Os differentes systemas de numeração se distinguem pela sua 
base, que mais tarde definiremos. 

FOUMAÇÃO DOS l'IUMEROS, 

8. Concebamos uma grandeza igualá unidade de sua especie, 
o numero que lhe serve de medida é o primeiro mirnei·v ín-

1. 



4 TRATADO 

teil'o; se esta quantidade fô 1' augmenlada com uma 011L1·a quan­

tidade igual a ella, o numero que lhe se~ve de med ida, é 

numero inteiro seguinte; se ainda chsce n'uma quantidade 

igualá unidade, o numero que lhe serve de medida, é o nu- , 

mero inteiro seguinte, e assim por diante; por conseguinte, a 

serie natural dos numeros é illimitada; porque por maior que 

seja um numero, se o augmentarmos de uma unidade, teremos 

um numero maior. 

REl'RESENTAÇÃO DOS NUMEHOS • .. 
9. Representar os nurneros é enunciai-os e escrevel--os; por 

conseguinte em qualquer systema, a numeração se livide cm 

numeração falla,da e em numeração escripta. 

Se a cada numero dessemos um nome e um signal particular 

para distinguil-o dos outros, seria facil ver-se que nossa me­

moria não poderia prestar-se a tanto, por isso que, sendo illimi- • 

tada a serie dos numeros, era necessario um numero illimitado 

de signaes e nomes, o que traria necessariamente confusão; o 

fim pois de cada systema de numeração é de poder repre~ 

sentar todos os numeros por meio de um pequeno numero 

de palavras e signaes. Chama-se base de u1n systemci de nwne­

ração, o numero de signaes empregados. É assim, por exemplo, 

que 'se chama bina1·io , terna1'io, decim,al, cluoclecímal, ele., 

o systema, cuja base é dous, tres, clez, clo;:;e, etc., isto é, 

cujo numero de signaes empregados é dous, tres, cJc7,, 

do7,c, etc. 

l\'111ue1•ação deeimal, 

1 o. De todos os syslcmas de numeração o nnico adaptado é 

o decimal, que vamos expôr. Este systema é superior aos 

Jiinario e lernario; porque, como veremos mais tarde, dez é um 
numero composto de dous faclores, o que offerece muita van­

tagem na simplificação dos calculos; o duodecimal seria pre~ 
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ferivel ao decimal por ser a base d'aquelle um numero com­
posto de tres factores. ~, 

NU~IERAÇAO FALLADA. 

1'1. A numeração f'ctllacla é a nomenclatura clÓs numeros; é 
a parle da numeração que tem por fim exprimir todos os nu­
meros com um pequeno numero ue nomes. 

No systema decimal, a pezar de ser dez o numero de siguaes 
empregados, comtuclo o numero de nomes é maior, éomo 
veren1 os; o que não pode deixar de ter lugar em todo e qual­
quer systema. 

Aos primeiros numeros, obtidos como explicámos na for­
mação dos numeros, derão-se os seguintes nomes : um ou 
unidade simples, dous, ires, quatro, c-inco, seis, sele, oito , 
nove; ajuntando a este ultimo uma unidade, obtem-se o se­
guinte numero, cujo nome é dez. 

Considerou-se dez corno uma nova unidade , que se chamou 
dezena e contou-se por dezenas como por unidades : 

mna dezena, ou ele;:; 
duas dezena::; , ou dous eles 
tres cle;:;enas, ou trez eles 

· quatro dezenas, ou quatro de::; 

nove cle::;enas, ou nove de ;:; 

. vinte 

. trinlct 

. quarenta 
nomes que o 

uso transformou 
em. 

I . . noventa . 

Enlre duas collecrõcs de dezenas ex istem nove numeros 
inlermecliarios, cujos nomes se obtiverão enunciando a col­
lecção mais fraca ele dezenas, seguida elos nomes dcs nore 
primeiros nurneros; assim en tre uma e duas dezenas , temos : 

clez-wn, dez-dous, clez-tres. dez-nove 
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que o uso transformou em : 

onze, doze, treze . . de::;enove; 

entre duas e tres dezenas, temos : 

vinte e um, vinte e dous, vinte e tres. vinte e nove. 

D'esta maneira é que chegamos ao numero noventa e nove; 

se a este ajuntarmos uma unidade, teremos o numero seguinte, 

a que se dco o nome de c~m ou cento. Considerou-se cem como 

uma nova unidade que se chamcfcl centena, e contou-se por 
centenas como por unidades e dezenas : 

uma centena, ou cem, ou uni cento\ 
duas centenas, ou dous centos clu::;entos 
tres centenas, ou tres centos tre::;entos 
quatro centenas, ou quatro centos quatrocentos ~ 

nomes que o 
uso transformou 

em 

nove centenas, ou nove centos novecentos 

Os nomes dous centos, tres centos, cinco centos, são tam­
bem frequentemente empregados, porém quando se trata so­

mente de numeros concretos. 
Entre duas collecções de centenas consecutivas ha noventa 

e nove numeros intermediarios, cujos nomes se obtiverão 

enunciando a collecção mais fraca de centenas, seguida dos 

nomes dos noventa e nove primeiros numcros; assim entre 
uma e duas centenas, ou melhor ainda entre cem e duzentos, 

temos: 

Cento e um, cento e dous, cento e tres. cento 

e vinte, cento e vinte um. cento e trinta, 

~ 
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cento e t'l'inta e um . 
cento e noventa e oito, cento e noventa e 

nove; 

entre duas e trcs centenas, ou melhor ainda entre duzentos e 
trezentos, temos : 

Dw:;entos e U1n, duzentos e dous, duzentos e tres • 
duzentos e vinte, du':;entos e vinte um 
duzentos e trinta, clttzentos e trinta e iini 

clu::;entos e noventa e oito , clitzentos e noventct e nove • 

t assim que chegamos ao numero, cujo nome é novecentos 
e novcntti e nove; se-a es te ajuntarmos uma unidade , temos o 
seguinte numero, cujo nome é mil. 

Considerou-se mil como considerámos um ou a unidade sim­
ples; isto é, assim como se formou dezenas e centenas de uni­
dades simples, assim tambem se formarão dezenas e centenas 
de unidades de mil. 

Formou-se por conseguinte mil collecções de mil, cujos 
nomes se obtiverão enunciando os mil primeiros numeros, 
seguidos da palavra mil, dizendo : 

Um mil, rlotts mil, tres mil, quatro mil . 
dez mil, on::;e mil. vinte mil 

cem mil, cento e mii mil. 
nove mil. 

novecento e noventa e 

Entre duas collecções de mil consecutivas existem novecentos 
e noventa e nove numeros intermediarios, cujos nomes fôrão 
obtidos enunciando a collecçã.o mais fraca de mil seguida dos 
nomes dos novecentos e noventa e nove primeiros numeros; 
assim entre um e uous mil, temos : 

Mil e wn, mil e dous . mit e dez. 

Blblloteca Pública Benedito Leite 



8 TBATADO 

mil e cem . 

e novcnlci e nove; 

mil novecentos 

entre dous e tres mil, temos : 

Dous mil e um , dous mil e dous. 

dous mil e clez. dous mil e cem . 

dous mil nove centos e noventa e nove 

e, 

É assim que chegamos ao numero novecentos e noventci e 

nove mil novecentos e noventa e nove. 

Ajuntando a este ultimo uma unidade tem-se o seguinte nu­

mero, rnil mil, ou um, milhão, que foi tambem considerado da 

mesma maneira que a unidade simples, e a unidade de nlil; 

isto é, assim como se formou dezenas e centenas de unidades 

simples, dezenas e centenas de mil, assim tambem se formarão 

dezenas e centenas de milhão. 

Mil collecções de milhão derão lugar a uma nova unidade 

da mesma natureza que se chamou billião ou milhar. Mil col­

Iccrões de billião formarão uma nova unidade da mesma na­

tureza , o trillião; mil collecrões de trillião chamou-se qua­

trillião, etc. 

12. As diiferentes collecções de unidades : 111n, de:;;, cem, 

mil, de:;;-mil, cem-mil, milhcio .... são tambem chamadas uni­

dades de 1Jrimeira, segunda, terceira, quarta, qitinta, sexta, 

seplúna ordem,, ele. 

As unidades parLiculares, Ullidade simples, mil, milhão, 

billião, ele., ~ão chamadas irnidadcs principaes, unidades tei·­

na1'ias, ou unidade ele vrimeim, segunda, terceira, quarta 

cla,sse, etc. 

' 

• 
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-
D1VISAO DAS ORDENS fül CLASSES. 

/ 

Primeira ordem .. unidades 

Segunda ordem. dezenas de unicl. simples. Primeira classe. 

Terceira ordem . . centenas 

Qunrta ordem. 
Quinta ordem. 
Sexta ordem . . . 

Septima ordem , 
Oitava ordem . 
Nona ordem. 

etc. 

unidades) 
dezenas ( de mil. . 
centenas 1 

unidades l 
cl eze11tls \ de milhão. 
centenas) 

Segunda classe. 

Terceira classe. 

etc. 

As unidades de classes ~uccessivas são de mil em mil vezes 

maiores. As unidades de ordens successivas são ele dez em dez 

vezes maiores ; uma unidade de segunda ordem vale dez ela 

primeira ; uma da terceira ordem vale dez ela segunda e cem 

da primeira; uma Lla quarta ordem vale dez da terceira, cem 

da segunda e mil da primeira e assim por diantr,, O processo 

ela numeração decimal consiste, como vemos, em formar uni ­

dades, que são de dez cm dez vezes maiores. 

NUMERA CÂO ESC.Rr PTA. 

13 . A exposição ela numeração escripla decol'l'e de uma 

maneira simples das convenções es tabelecidas na n1111 1cra ção 

fo li ada. Pelo que dissemos (nº 12) vê-se que os num eros são 

considerados como formad os de unidades principaes ou ler­

narias, que são as classes, tn es são : imiclacle simples, mil, 

milhão, billião, ... cada uma d'cssas unidades forma trcs ordens 

de un idades secundarias, uniclacles, cle;::;enas, centenas ; cada 

uma d'estas formando por sua vez nove collecçõcs difl'eren tes : 

imi, dous, ti·es, quatro, cinco, seis, sete, oito, nove. 
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Encarando os numeros debaixo d'este ponto de vista, duas 

cousas fôrão neccssarias para poder representai-os pela 

escripta : 1° signaes convencionados q~e in~icassem a ordem · 

das differentes especies de unidades; 2° outros signaes que 

indicassem as difierentes collecções cl'essas unidades em cada 

uma d'essas ordens. 
Imaginou-se primeiramente nove caractéres para represen­

tarem as nove collecçõe~, que pode formar cada ordem de 

unidades: esses caractéres, a que se deo o nome de algaris­

mos, são os seguintes : 

1, 2, 3, _li, 5, (, 6, 7, 8, 9. 

um, dous, tres, quatro, cinco, seis, sete, oito, nove. 

Para poder mostrar de uma maneirn clara a necessi~lade dos 

primeiros signaes, tomemos um numero, por exemplo : 

Seis mil quatro centos e vinte e cinco. 

Este numero contem : 

Seis 1nil, quatro centenas, duas de~enas, cinco imiclacles. 

6 mil ,. centenas ') dezenas r unidades. 
LI • ,) 

Esta man rira de escrever os numeros, ainda qne um pouco 

mais simples, é comludo bastante incommoda e nada rapida. 

Podia-se representar as differentes ordens por diversos si­

gnaes e escrevei-os em cima dos algarismos, assim como o 

fizemos para indicarmos as difierentes collecções de unidades 

cm cada ordem; porém isso seria introduzir um grande nu­

mero de signaes, e por conseguinte confusão; então tratou-se 

1le procur;ir outro meio, que se podesse subslituir ao uso do.s 

signaes, e que facilitasse a escripta. 
Este meio consistio na introducção de um principio, que é 

a base da numeração escripta . 
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1ú. PRINCIPIO FUNDAMENLAT .. Todo algarismo coitocado cí es­
qiiercla de outro exprim.e unidades dez ve.:;es 1nais fortes. 

De maneira qn se em um numero um algarismo representa 
as unidades simples , o algarismo seguinte, collocado á sua 
esquerda, representará as dezenas, o seguinte as centenas, o 
seguinte as unidades de mil, e assim por diante. 

Assim, conhecendo as difl'erentes collecções de unidades de 
que se compõe um numero, clle poderá ser sempre escripto, 
e de uma maneira muito simples; para isso é bastante escre­
ver-se os algarismos um ao lado do outro, indo da direita para 
a esquerda, começando pelo algarismo, que representa a col­
lecção de unidades, escr.vendo ao lado d'este o que representa 
a collecção de dezenas, e assim por diante, e em geral os alga­
rismos que representão as collecções de todas as ordens de 
unidades, de que se compõe o numero clado. Por exemplo, o 
numero a cima será escriplo : · 

6/i 2 5. 

I-la porém uma excepção á regra que acabamos de citar. Se 
em um numero as diITerentes ordens de unidades que o. com­
põem não seguem a ordem natural de sua formação, n'este caso 
para evitar confusão, introduzio-se um deéimo caracter, ou 
algarismo chamado :;;ero (O), que por si só não tem valor algum; 
isto é , não representa collecção alguma ele unidades , e que 
serve somente para occupar o lugar elas dif.Terentes especies de 
unidades, que faltão no numero. Pot· exemplo , para esç.re­
vermos seis mil e cinco, observaremos que ao enunciado d'este 
numero fallão duas ordens de unidades, as centenas e de­
zenas, que serão por conseguinte substituiclas por zeros, e o 
numero será escripto 6005. 

D'esla maneira o algarismo 6 que representa a collccção ele 
unidades de mil occupa a quarta ordem; ordem que devia 
occupar segundo o lJl'i11cipio fundamental da numeração cs­
cripta. 

Empregou-se cm tudo dez caractéres clifferentes 1, 2, 3, l1, 

5, 6, 7, 8, 9, O; com elles e com o principio estabelecido repre-
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sent,H,e todos os numeras imaginaveis. Os nove primeiros 
são chamados algarismos significativos, porque representão 
uma certa collecção de unidades; o ult~mo «)) é um algarismo 
sem valor, cujo ftm já conhecemos. 

Cada algari smo significativo considerado corno representando 
uma certa collecção de unida eles lem um valor particular a que 
se cleo o nome de valor absoluto; valor que o algarismo tem de 
si mesmo ; porém considerado em relação ao lugar que oc­
cupa no numero tem outro valor, valor de posiçao, que se 
chama valor 1·elativo e que representa a ordem elas unidades. 

, 
P.EGRA PRATICA PARA ENUNCIAR-SE UM NUMERO DADO. 

15. 1. Se o numero contem menos ele quatro ~lgarismos, 
enuncia-se successivamente, começando da direita para H 

esquerda, cada algarismo significativo, indicando o nome das 
unidades, que exprime. 

Seja o numero 725. 
Empregando as palavras irregulares leremos : setecentos e 

vinte e cinco. 
Se o numero tivesse quatro algarismos, applicar-se-hia 

ainda a mesma regra , e o numero 3027 seria lido tres mil e 
vinte sete. 

II. Se o numero contem mais ,de quatro algarismos, de­
compõe-se este numero cm classes de tres algarismos cada 
uma a partir da direita ( a ul tima classe pode conter um ou 
(l ous algarismos); enuncia-se cada classe como se estivesse iso­
lada, indicando a ordem clasuôiclacles do seo ultimo algarismo. 

Seja o numero 27325ú0 72ú6 : 
Dividamol-o em classes ele trcs algarismos : 

27, 32:'5, úll7, 2li6. 

e observando a ordem do ultimo algarismo em cada classe, 
leremos, 
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Vin te e sete billiües-tré::;entos e vinte-cinco m,ilhões-quatro 
centos e sete mil-du::;e11tos e quarenta e seis . 

As considerações ext'ostas explicão porque dividimos o nu­
mero em classes de tres algarismos. 

UECr.A PHJ\TJCA PAHA ESCREVEU-SE UM 1UMERO ENUNCIADO . 

1.6. Para escrever cm algarismos um numero enunciado, 
escreve-se successivamente um ao lado do outro os algari smos, 
que representão as centenas, dezenas, e unidades de cada 
ordem, a partir da direit! e começando pelas mais altas uni­
dades , tenclo o cuidado de substituir zeros ás ordens de uni­
dades, que não se enunciarem. 
co Seja o numero quatrt> billiões-duzentos e vinte e cinco, que 
·- rá cscripto: ,-
o 
-1 
I 
rn 
o 

n 
e 
OJ 
r -() 
> 

J. 

l1 000 000 225. 

EXEBCICIOS, 

Ler os nnmeros segnintes : 

25 - 39 - 2% - li72 - 1. Hlt15 

2505 - 60 - 250560 - 2li6076lt3 

ú9671i 32074605 

II. Escreve1· mn algarismos os nnmeros seguintes : 
Quinze-vin te e sete-trezentos e sc lenla e cin co -cinco 

milhões duzentos e vinte e quntro - mil e cinco - cento e nove 
- quatro billiõcs cinco mil e trcs. 
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CAPITULO Il r 

ADDIÇÀO. - S11BTRACÇÃO, 

Definições. - Signnes, 

17. Chama-se operações as difi'erentes maneiras de compôr 

e clecompôr os numeros; é o que conslitue o calculo. 

Em aritbmetica existem quatro opera ções funclarnentaes, 

das quaes se podem deduzir todas as outras, e são as seguin ­

tes: addição, subtracçiio, multiplicação, divisão ; a primeira e 

a terceira são operações de composição, e as outras duas de 

decomposição. 
Prova é uma nova operação que serve para verificar o resul­

tado de oulra. 
Theorema é urna verdade que se torna evidente por meio de 

um raciocinio que se chama demonstração. 
Problema é uma proposição que exige urna solução. 

Lemma é uma proposição que se demonstra, e que serve de 

base para a demonstração de um theorema, ou para a resolu­

ção de um problema. 
Axioma é uma verdade eviden te. 
Para simpliücar algumas vezes os raciocínios e calculos , 

em pregão-se signaes, que são de duas cspccies ; uns que in­

dicão as operações a efl'ecluar-se enlre as quantidades, e outros 

que indicão as rel nções ele grandeza, que existem entre ellas. 

Fallaremos dos primeiros a medida que examinarmos as 

operações, e r:ruanto aos segundos, são os seguintes : 

= (lgital) para indicar a igualdade entre duas quantidades; 

~ exemplo, 8 = 8, que lê-se : oito igital a oito. 

< (Jlf enor) para indicar que uma quantidade é menor que 

outra; exemplo, 7 < 11, lê-rn : sete menor que onze. 
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horizontal, que começão pelos nunieros dados, é a sommfÍAO Qprocurada. 

Se tivessemos 1'1uitm; ~umeros de um só a1garismo para 
serem addicionados, procurar-se-Ilia a som ma de dous d'entre 
ellcs, a ella ajuntar-se-hia outro numero, ao resultado ou­
tro, e assim até ao ultimo; o resultado final seria a somma 
buscada. 

Sejão li, &, 6, 3, 9, 2, numeros de que se busca a somma; 
operando como precedentemente, veriamos que : 

li+ 5 + 6 + 3 + 9 + 2 = 29, 

• 
ADDIÇAO DE DOUS OU MAIS NU~IEROS DE MUITOS ALGARISMOS. 

20. Podia-se obter a somma de dous numeros de muitos 
algarismos empregando-se o processo natural; um tal pro­
ceder seria longo, se os numeros de que se trata, fossem con­
sideraveis; ainda mais longo, e mais incornmodo se houvesse 
uma grande quantidade de numeros a addicionar-se; a este 
methodo laborioso foi substituido outro muito simples, e 
é n'este que consiste a verdadeira addição arithmetica, que vamos expôr. 

É claro que muitos numeros sendo dados, se os conceber­mos de,cornpostos em suas differentes unidades e se ajuntarmos 
separadamente as unidades de mesmo nome, o numero que contiver assim a somma das unidades, dezenas, centenas, ele., dos numeros dados, será a somma procurada. 

Sejão por exemplo os numeros dados 27065, 207, 9t,325, 
32li56, de que se busca a somma. 

Em virtude do que acabámos de dizer, e para mais commo­didade adoptou-se a seguinte maneira de dispôr os numeros : 
27065 

207 
9lt325 
32li56 
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A somma que buscamos sendo mn numero formado das 

sommas parciaes das difTerenles unidades que compõem o~ 
• J 

numeras dados, vamos por conseguinte cffectuar essas som mas 

parciaes , e para isso começaremos pelas unidades simples , e 

diremos : 

5 + 7+ 5+ 6=23; 

23 é a somma das unidades simples de todos os numeros, 

porém 23 compõe-se de 2 dezenas e 3 unidades, escrevemos 

3 deba ixo da columna das unidades e guardamos 2 para njun­

tarmos á columna seguinte, que é a columna elas dezenas e 

dizemos : 

2+6+0+2+5=15; 

15, somma das dezenas, compõe-se de 5 dezenas, que escreve­

mos debaixo da columna das dezenas, e ele uma centenn, que 

gunrdamos para njuntarmos á columna das centenas, dizendo : 

10, somma das centenas, vale uma unidade de mil c1ue njun­

tamos á columna seguinte, dizendo : 

1 +7+4+2=1l1; 

14, somma das unidades de mil, contem 4 unidades de mi l, 

que escrevemos debaixo da columna competente, e 1 dezena 

de mil que ajuntamos á columna das dezenas ele mil, dizendo : 

1+2+9+ 3=15; 

15, somma das dezenas de mil, compõe-se de 5 dezenas de 

mil, que escrevemos debaixo ela columna d.as dezenas de mil, 

e de 1 centen::i de mil, que escrevemos á sua esquerda. O nu­

mero 154053 encerrando a somrna das differenles parles , do 

que se compõem os nnmeros dados, é a somma cl'esses nu­

meras. 
21. REGRA. Escrevem-se os numeros itns debaixo elos outros, 
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ele maneira que as unidades de niesma ordem se corresponclão ; passa-se wn traço horizontal sob o ultimo numero ; fa::;-se suc­cessivamente a som~a cl salgarismos contidos em, cacla columna vertical, escrevendo debaixo da coliimna respectiva as unidades cl'essa sommia, guardando as dezenas pa.ra cijuntar-se éi columna seguinte. 'õ 
Observação. Se na addição de muitos numeros a som ma dos algarismos de cada colomna não excede 9, é indifferente co­meçar a adclição pela direita ou pela esquel'da, porém, como o contrario tem lugar a maior parle das vezes, é preferivel começar-se pela direita; porque começando-se pela esquerda tcr-se-hia d1~ voltar aos a"rgarismos já escriptos na somma para mudal-os. 

PROVA DA ADDHiAO, 

22. Verifica-se esta operação fezendo a addição elos alga­rismos ele cada colomna vertical debaixo para cima, se ella foi feila de cima para baixo; se o resultado é o mesmo, pode concluir-se que a operação é ex:icta. 

Subtracção. 

23. A subtracção é uma operação que teni por (tm, climinttir ttm numero clado de tantas unidades, qur,intcis ha em outro nu­mero dado. 
O resultado da operação chama-se res to, excesso, ou diffe­rença, o maior dos numeros dados minuenclo, e o menor sub­trahendo. 
É claro que o minuendo contem todas as unidades, que compõem o subtrahendo, como as que compõem o resto; é a razão, porque se diz que : a subtracção tem por fim, conhe­cendo-se a somma de dous numeros e um cl'esses numeros, determinar o outro. 
211. Pode-se chegar ao resultado cl'esta operação inversa ela 

~ 
j§jp?mL 1 
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addição de duas maneiras: 1 º ajuntando ao sublrahendo uni­

dades suf:ficientes até formar-se um numero igual ao minuendo, 

e o numero de unidades ajuntadas serf. o ré.mllado; 2° tirando· 1
1 

do minuendo tantas unidades, quantas houver no subtra­

hendo, e o numero de unidades que restar no minuendo sel'á 

a di[err,nça. 

O MINUENDO SENDO MENOR QUE 20. 

25. Sejão por exemplo 12 e 7 dous numeras de que se pro­

cura a differença. 
Applicando o que dissémos (nº 2ú), e empregando um ou 

outro proceder, o que é muito facif, obtem-se por resultado 5. 

Da mesma maneira açha-se qu~ a differença entre 19 e 7 é 12. 

É indispensavel dizer-se promptamente a differença de dous 

numeras no caso particular que acabámos de examinar. O 

signal que indica esta operação entre dous numeras é o se­

guinte ( - ) , que se lê menos, assim as opei:ações precedentes 

se indicão: 

12-7 =5 19-7=12. 

~ 

SUBTRACÇAO DE DOUS NUMEROS QUAESQUER. 

26. Axioma. A ditferença de dous numeras não muda de 

valor quando se ajunta ou diminue os dous termos da subtrac­

ção de uma mesma quantidade. 

Sejão os nu meros 4738, 2617 de que buscamos a diffe­

renca. A marcha natural (nº 2~ é quasi impraticavel no caso 
• t 

geral que examinamos. Proceije,'.-se de outra maneira, que, 

consistindo em fazer uma serie de subtracç~~s parciacs e muito 

simples, offerece o resultado immediatame- e. 

É evidente que, se das differentes unidade que compõem o 

rninuendo tirarmos as unidades respectivas, q~e compôem o 

subtrahendo, o numero que restar, numero formado de algaris­

mos, que representão cada um a differença entre os algarismos 

de mesma ordem, será a differença dos dous numeros dados. 
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A opel'ação se dispõe da maneira seguinte : 

4738 
2617 

2121 

Pode acontecer que não se possa eITectuar algumas sub­
tracções parciaes; isto é, que alguns algarismos do minuendo 
sejão menores que os algarismos de mesma ordem no subtra­
hendo, como se vê no exemplo seguinte : 

4702 
2937 

1.765 

Sul.Jtrahir 7 de 2, não é possivel; augmentemos com 10 unida­
des os dous termos da subtracção, o que não pode altérar ore-

., sultado (nº 26); para isso augmentemos o algarismo 2 das uni­
dades do minuendo com 1 o unidades, o que faz 12, de que pode­
se subtrahir 7 ; a differença 5 é collocada debaixo da primeira 
columna vertical. Augmentaremoso subtrahendo com 10 unida­
des, augmentando o algarismo 3 das dezenas com uma dezena, 
e então em lugar de 3, temos a subtrahir 4 do algarismo cor­
respondente do minuendo, porém acha-se que este algarismo 
é zero, e que por conseguinte não se pode effectunr como 
ainda agora esta subtracção parcial. Fazendo o mesmo racio­
cínio diremos 4 de 1 O resta 6, que se escreve no lugar compe­
tente, augmentarcmos no subtrahendo o algarismo 9 de uma 
unidade, o que faz 10 que temos a subtrahir de 7, operação 
ainda impossível; porém empregando ainda o mesmo racio­
cinio diremos: 10 de 17 resta 7, e emfim 3 de 4 resta 1, nu­
meros que se escrevem debaixo das columnas respectivas. 

27, REGRA. Para subtra.hir dous numeras, um do outro, 
escreve-se o 11iaior sobre o menor, de maneira que as unidades 
de mesma orclern figurem na mesma. col'U1nna vertical; sub­
ira hem-se os algarismos elo menor elo!, algarismos corres-
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vonelentes do mciio1·, comcçanelo ela direita para a esquerdci, e 

cscreve·se cada resulta.do parcial elebaixo ela columna que o, 

proeluzio. Quanelo não se poele subtrahjr UK.:, algarismo elo sub- 1 

trahendo do algarismo correspondente no minuenclo, augmen­

ta-se o cilgarismo cl'este ultimo ele elez unidades, e por compen­

sação augrncnta-se de uma unidade no subtrahendo o algarismo 

immediato ao algarismo que se considera. 

Observação. Se no minuendo os algarismos são maiores. que 

os de mesma ordem no subtrabendo, é indi.fferente começar.se 

a operação pela esquerda ou pela direita ; porém se alguns 

d'elles são maiores, então deve começar-se pela direita, porque 

começando-se pela esquerda ter-sir-bia de voltar a algarismos 

já escriptos para modifical-os. 

~ 

PROVA DA SUilTRACÇAO. 

28. Verifica-se a subtracção por meio da addição; como o 

minuendo é a somma do sublrabendo mais a differença, por 

conseguinte, se, addicionanclo os dous ultirnos, oblem-se o pri­

meiro, pode concluir-se que a operação é exacta, 

Complementos :u•lthmeticos , 

29. Chama-se complemento de um numero menor que 10 

outro numero que é necessario ajuntar-se ao primeiro para 

formar-se 10. 
Assim 3 é o complemento de 7, por isso que 7 + 3 = 10. 

O complemento de um numero menor que 100 é outro nu­

mero que junto ao primeiro completa 100. 

Assim 3 7 é o complemento de 63, por isso que 63 + 3 7 = 100. 

Repelindo a mesma definição para um numqro menor que 

1000 , 10000, 100000, etc., vemos que 525 é o complemento 

de l17 5, por isso que l17 5 + 525 = 1000 ; que 7 524 é o com ple· 

mento de 2476, por isso que 2l1.76 + 7524 = 10000; que 
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1ú702 é o complemento de 85298, pot' isso que S3298 + 
1lt702 = 100000, etc. 

30. Observando ~ ie, 1, os segundos membros das igualdades 
fornecidas pelos exemplos acima, o numero de zeros que se 
a chão ao lado da unidade é igual ao numero de algarismos que 
compõem os numeros dados, pode dizer-se geralmente : 

O complemento de um numero é outro numero que é ne­
ccssario ajuntar-se ao primeiro JJara formar-se um, terceiro 
composto da imiclade seguida ele tantos zeros, quantos são os 
algarismos no numero claclo. 

APPLlCA.çÃo °Dos COMPLEMENTOS. 

31. Por meio dos complementos arilllmeticos a subtracção 
pode ser feita pela ad<lição. 

Sejão 325 e 37 dous numeros de que se busca a diITerença. 
Em pregando a regra ordinaria da subtracção, a di.ITerença é 

2S8 ; podm se cm lugat' de subtrahir 37 ele 325, ajunta-se a 
este ui Li.mo o complemento de 37 que é 63, obtem-se um nu­
mero 388 , que, climinuiclo ele uma centena; islo é, ele uma 
unidade da ordem a que foi completado, torna-se 288, numero 
obtido pela subtracção. 

Toµiemos ainda dous outros numeras, 1h26 e 432 . 
• f 

Jlel~ ~uhtracção acha-se que : 

1li26 - 432 = 9% , 

e pelos complementos, notando que o complemento tle li32 
é 568, 

1426+ 568=199/i; 

diminuindo 19% de 1 mil, unidade ela ordem a que o numero 
h32 foi completado, oblem-se justamente o mesmo resultado 
dado pela subtracção. 

32. Em geral quando se tem addicionndo o numero com o 
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complemento, é nr,cessario sempre diminuir-se o resultado de 

uma unidade da ordem, a que foi completado o dito numero. 

EXERCICIOS. 

I . A Europa tem 168000000 habitantes , a Asia fi80000000, 

a Africa 920JOOOO, a Am,erica 150000000 e a Oceaniet 

10000000. - Qiwl é a população da terra? 

H. Determinar o numero de estrellas visiveis (sem auxilio de 

instrumentos) sabendo qite nossa vista só pócle distinguir até 

ás estreUas ele sexta grande::.a e qu,~ ·20 é o nmnero elas estrellas 

de primeira grande::;a, 65 o das es trellas de segunda, 190 o de 

terceira, ú25 o d e qttarta,, 1100 o ele quinta e 3200 o de sexta 

grandeza. 
IJI. A maior distancia elo sol á terra é clJ 35183000 leg uas, 

e a mais curta ele 3li017200 legitas. - Qual é a cli fferença? 

IV. O raio do equador é de 3272077 toesas, o elo. pólo é de 1 

326'1139 toesas. - Qual é a clifferençet entre os dous raios dei 

terra? 
V. Demonstrar que logo que se ajuntão muitos numeras, a 

somma dos algarismos dos nttmeros ajunta elos excede a somma 

elos algarismos elo resultado ele mn numero exacto ele vezes 9. 

VI. Demonstrar que a somma ele dous numeras aclclicifirda 
com sua clifferença forma mn numero que é dobro do ~enq.r.' 

VII. Demonstrar que, se da somma ele dous numeras se sub­

trahe sua clifferença, obtem,-se itm, numero que é dobro do ' 

menor. 
VIH. Procu1wr tres numeras taes que a somrn,a elos dous pri­

m~eja 10, a do segundo e terceiro seja 18, e a do primeiro 
e SeIJ.U:2!19 1l1, ' .... 

XI. O ponto mais elevado det terra, acima elo nivel do mar, 

Dita walagiri é de 8000 melros; o ponto mais baixo da terra, 

abaixo do nivel elo mar é de SOOU metros; qual é a el'is/(1.ncia do 

vonto mais elevado ao vonto mais baixo da terra? 

X. Misturou-se 150 l.ilograrnmos de nitro com 2~ l,:ilog1·, de 
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carvão e 25 hilogr. ele enxofre vara fa;;;e1·-se polvol'C/., quantos 
hilogrammos obter-se-hão de polvora? 

XI. Geneve está 07 metros acima do nivel do mar, e o hos­
pício de 81 Bernard 2090"' acima de Gencve; qual é a altura do 
hospicio ele 81 Bernm·cl acima elo mar ? 

XII. Demonstrar que 1Jara subtrahir de wn numero a cli({e" 
rença de dous outros basta sublrah-ir cl'esse numero o mimtendo 
e ajuntar o siibtrahenclo. 

CAPITULO IIT. 

n111 L TI P LI C A Q À o. 

'l'heoria e prntica da ope1·aç1io, 

33. A multi1)licaçao é uma operação qtie tem lJOI' fim co111pú1· 
wn numero com, wn numero dado, como outro dado é com­
posto com a 1midacle. 

O primeiro numero, que é o resultado ela oper.ição, chama­
se proclucto, o segundo e o terceiro, que são os dous numeros 
dados, chamão-sc multiplica.nela e multiplicador, ou f'cu;lores 
do vroclucto. 

A multiplicação de 7 por 4 consiste cm compõr o producto 
com o numero 7 como 4 é composto com a unidade; assim t, 
contendo 4 unidades, o produclo conterá 4 vezes 7 ou 7 + 7 + 7 + 7 = 28, e diz-se que o produclo de 7 por 4 é igual a 28; 
aqui 7 é o mulliplicando e t, o mulliplicador. 

Indica-se esta operação escrevendo entre os dous faclores o 
signal (X), ou (. ), que lê-se multiJJlicado por; assim p.ira in­
dicar-se a operação supra escreve-se : 

ou 
que· lê-se : 

7 X4=28 
7 .11=28 

Biblioteca Pública Benedito Leite 
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Sete multiplicado 1lO J' qua tro igual a vinte e oüo. 

3ú. Do exposlo resulta que a multiplicação é um caso par­

ticular da adclição; e uma adclição na que( as parcellas são 

compostas ele quantidades iguaes entre si. 

Uma d'ellas é o multiplicando, o numero d'cllas o mullipll-

caclor e a somma o producto. ' 

Assim pode-se fazer a mulliplicnção pela addição; pnra isso 

escreve-se o mulliplicando tantas vezes quantas unidades 

contem o multiplicador; a sornma cl'esses numeros iguaes é o 

proclucto. 
Assim para mulliplicar 2li 5 por 5 escreve-se : 

c-

2ú5 X 5 = 2115 +2li5 + 2115 + 2l15 + 245 = 1225; 

1225 é o producto de 2li5 por 5. 

Porém se o multiplicador fosse um numero IJasLante grande, 

a operação não seria impossivel, porém quasi impraticavel; a 

este proceder longo e laborioso subslituio-sc outro, de que 

vamos tratar. 

35 . Observação I. Como o proclucto se compõe com o mul­

tiplicando, o producto é pois da mesma cspecie que o multipli­

cando; e o multiplicador indicando somente um, nwnerà ele 

ve::es é um numero abstracto. 

36 . Observação lI. O producto de uma quantidade pela uni­

dade é igual a essa quantidade; assim : 

27 x 1=27. 

37. O proclucto ele dous nurneros chama -se mitltiJJlo de um 

ele seos factores ; cm geral chnnrn-sc niultiplo ele wn nwnel'o o 

producto d'esse riumero por outro. 

MULTIPLICAÇÃO DE DOUS NmlEROS DE rn1 só ALGARIS)!O. 

38. Os productos de dous numeras de um só algarismo se 
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achão ioscriptos no quadro abaíxo, co1rhecido so!J o ?ome ele 
taboa ele P!]thagoras. 

OJ 
-1 
r 
o 
--1 
I 

Pi rn 
o o 

)> 

"'O 
e 
OJ 
r 
o 
> 

1 _2 ,~ .4 5 6 7 8 9 

2 4 ' 6 8 40 42 44 16 48 

3' - 6 ·~ 9 4'2 ~ ~-;- 24 27 
4 s n rn 20 ·"24 2s 32 36 .,. 

- - --- ---
5 1 O 11 5 20 25 :)Ô 35 40 45 

6 112 18 'iJi. 30 36 42 48 54 

7 H 211 ·28 3êS 42 49 56 63 

8 16 '24 n 40 48 56 64 n 
• 

9 18 27 36 45 tH 63 1 72 8 1 

. 
Forma-se este quadro, cscrevçn'a'o na primei ra linha hori­

zontal os nove primeiros numeros significa ti vos, ou melhor 
ainda os productos d'esses numeros pela unidade. Por baixo 
d'es ta primeira linha escreve-se a segunda linha horizontal, 
que se compõe dos procluctos dos numeros da primeira por 2, 
produclos que se obtem ajuntando cada algarismo da primeira 
linha comsigo mesmo. A terceira linha contem os productos elos 
numeros da primeira linha por 3, productos obtidos ajuntando 
cada algarismo da primeira linha aos numcros correspond entes 
na segunda, e assim por diante. A nona e ultim a linha contem 
os productos dos numeras da primeira por nove, productos 
obtidos ajuntando cada algarismo da prime.ira Jin ba aos· nu­
meros correspondent es da oitava. 

Para obter-se n'este quaclrn o producto ele dous numeros 
dados 7 e 5 por exemplo; procura-se na primeira linha hori­
zontal o numero 7, e. na linha vertical o numero 5; desce-se 
com o dedo a columna vertical que contem 7 até ao encontro 
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da linlia horizontal que contem 5; e acha-se o producto 35 na 
intersecção das duas linhas. 

Inutil é dizer a importancia que hjl emn aber-se de cór os 
productos de dous numeras simples quaesquer, pois o caso 
geral da multiplicação, como se verú, se reduz a multiplicações 1 

cl'esse genero. 

-
MULTIPLICA<:AO DE UNI NUMERO COMPOSTO POR UM NUMERO SIMPLES, 

1 • 

39. Seja proposto multiplicar 576 por 3; sabe-se que 

576 X 3=576 t 576 t 576; 

porém a sornma d'estas tres quantidades iguaes se compõe de 
tres vezes a somma das unidades mais tres vezes a somma das 
dezenas, mais tres vezes a somma das centenas, logo para mul­
ti plicar 576 por 3 basta multiplicar por 3 cada algarismo do nu­
mero 5 76, começando pelo algarismo das unidades , e guar­
dando as dezenas de cada produclo parcial para ajuntar-se ao 
produclo parcial seguinte. 

40. llEGHA. Para 111,ultiplicar um numero composto de muitos 
algarismos poi· u1n numero c{e um só algarismo, multiplica-se os 
di{{erenles algarismos elo multiplicando pelo multiplicador. 

~IULTJPLICAÇAO DE DOUS NUi\1EROS COMPOSTOS DE i\lU ITOS 

AJ.GAIUSMOS, 

li1. PRINCIPIO I. Para m,ttltiplicar um numero inteiro pela 
unidade seguidci de zeros, bastei escrever os zeros á direita elo 
numero dado, 

Trata-se de demonstrar que 

2567 X 100 =256700 

Cada algarismo significativo tendo avançado de duas ordens 
para a esquerda, toma um valor cem vezes maior, o numero 
por conseguinte lambem toma um va!Ql' cem vezes maior, e 
acha-se d'esla maneira multiplicado por 100. 
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42. PRINCIPIO II. Para multiplicar 'l.t11i numero inleil'o 7wr um 
algarismo. seguido de zeros, basta mi1lti1Jlica,1' o multiplicando 
7Jelo algarismo sig~ (,,cali, vo, e escrever á clil'eita elo proclucto os 
zeros que se achão no multiplicador. 

Trata-se de demonstrar que 

492 sendo o producto de 246 por 2. 
Com effeito, obtem-se o producto de 2l16 por 200, effecluando 

a addição seguinte : 

rn a, 
2l16----- (f) O) 

2l16 X 2 = l192 -1 1 -- )> 246---
o o 

2li6----- o -1 

246 X 2 == !192 o I 
246------ o ~ rn 

oº ..,., )> ···----- -" 
)> -o ---- ... . ...... :n ... 
')> 

e 
O) ···--- z r 

I -
···------

. ' ... .. . . . 
)>l () 

o ,... 
2li6> 

2!16 X 2 = 492 
246 

composta de 200 parcellas iguaes a 2li6; ajuntando porém essas 
· parcellas duas a duas, forma-se outra columna composta 
de 1.00 quanticlàdes iguaes a 2li6 x 2 = li92; ora é claro que a 
somma da primeira addição é a mesma que a da segunda, e 
como esta é igual a li92 x 100 ou l192ll0, logo 2116 x 200 = 
l19200. o. q. e. n. d. 

l13. ·É n'estes dous principios que é fundada a theoria geral 
da multiplicação. 
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Sejão dous numC'ros quaesqner 4 76 e 362 de que se busca o 
1. r)rocluclo : r 
~ f G 

l 10-r 34:26 ( 

~1: litc,4 952 
Aoo 

00
<::t.c Pue1:.

10 
2s56o 

/14 ,4 /y li2800 

'-4tvft,r 172312 
~-10 

Mulliplicar ú76 por 362 é repelir ú76 trezentas e sessenta e 
duas vezes, ou 2 vezes, mais 60, r.,ais 300 vezes. Repetir 476 
duas vezes é mulliplical-o por 2 (nº 39), o proelucto 952 es­
creve-se debaixo do risco horisontal, de maneira que os cliffe­
rcntes algarismos fiquem debaixo elos algarismos ele mesma 
ordem no multiplicador. 

O producto de li76 por 60 é 28560 (nº li1), que se escreve de­
baixo elo primeiro, tle maneira que as unidades de mesma or­
dem se correspondão. 

Pode-s·e deixar ele escrever o zero á direita do produclo con­
siderando 2856 como um numero de dezenas; o algarismo 6 
eleve então ser collocaelo na columna das dezenas. 

O producto ele ú76 por 300 é 1l12800, numero que é escriplo 
sob os outros proeluctos parciaes de maneira que as unidades 
de mesma ordem se correspondão. Pode-se como precedente­
mente deixar ele escrevei· os dous zeros á direita do producto, 
considerando 1h28 como um numero ele centenas; o algarismo 
8 eleve então occuµar a columna das centenas. 

É claro que a somma 17'1312 d'esses tres productos parciaes 
é o producto total. 

hli. IlEGRA . Para multiplica,1· dous numeras com,postos ele 
muitos algarismos , escreve-se o multiplicador sob o m,ultipli­
cando, e soblinha-se o multiplicador; multiplica-se o multipli­
cando por cacla algarismo do multiplicador a partir da ~ireita, 
escreve·nclo cada vrocliicto parcial, de maneirei que o primeiro 
algarismo á direita (tqite debaixo elo algarismo qtte servia ele 
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multiplicculo1·; ci sommci d'esses productos parciaes, e o p1·oclucto 
11 buscado. 

l1õ. Observação I. Se o multiplicando e o mulliplicador ter­
minão em zeros, faz-se abstracção d'elles na formação dos 
productos parciaes , porém á direita do pro dueto total escreve­
se tantos zeros, quantos houver nos dous factores. 

Com effeito seja 27000 x 1500 os dous fac tores dados. 
Multiplica-se (27000) por 1500 multiplicando (27000) por 15 e 

ajuntando dous zeros ao rcsullado; de outro lado mnltipli­
/ ca-se 27000 por 15 multiplicando 27 por 15 e ajuntant1o Ires 

zeros ao resullado, logo b~la multiplicar 27 por 15 e escrever 
cinco zeros no resullado. 

h6. Observação II. É indiffr.rente a maneira de dispôl' os dous 
factores quaDL1o se quer e[ecluar uma multiplicarão, porém 
para maior simplicidade e segurança é mister escrever o mul­
tiplicador sob o mulliplicando, de maneira que as unidades de 
mesma ordem se correspondão. 

É indispcnsavel lambem começar a operarão pela direita do 
multiplicando por causa das reservas ; porém é indiffcrc ntc o 
começar-se por este ou aquelle algarismo do multiplicador, 
com tanto que se escreva os 11roductos cm seos lugares com­
petentes, e uns debaixo dos outros. 

l17. PllINCIPIO J. Se o mttll'iplicanclo e o mttltiplicadol' tornao­
se um, cer to numero de vezes maior ou menor, o zwocliido torna­
se esse mesmo numero ele vezes mciior ou menor, 

I. Se o mulliplicanuo torna-se por exem plo tres vezes maior, 
o multiplicador ficando o mesmo, o producto serú trcs vezes 
maior, por isso que conterá o mesmo numero de vezes uma 
quantiuade tres vezes maior. 

II. O multiplicando ficando o mesmo, se o multiplicador 
torna-se tres vezes maior, o produclo será tres vezes maior, 
por isso que conterá a mesma quantidade tomada um numero 
ele vezes tres vezes maior. 

Com o mesmo raciocínio dcrnonslrar-se-hia a segunda pnrle 
do thcorema. 
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li 8. PRINCIPIO II. Um proelucto ele clous numeras ncio mwlct ele 
valor quando se inverte a ordem, elos fa,ctores. 

/• 
Quer-se demonstrar que e ·' 

5x3=3x5 

Disponhamos cm uma linha horizontal cinco unidades, que 
são as que compõem o numero 5, e repetamos essa linha 3 
vezes : 

' 
1 1. 1 1 1. 
1 1 1 1 1 
1 1 1 f' 1 

Para avaliar o numero de unidades que se achão n'este qua­
dro pode-se proceder ou por linhas horizontaes, ou por linhas 
verlicaes; no primeiro caso acha-se que esse numero é 5 x 3, 
e no segundo 3 x 5, logo. 

5X3=3X5 

OnsERVAçÃo. Como na resolução dos problemas que dão 
lug'ar a uma multiplicação· considerão-se os numeras como 
abstractos, vê-se que é indifferente, quanto ao resultado, tomar 
um dos dous numeros por multiplicando ou multiplicador. 

Na pratica por mais commodidade toma-se por multiplicando 
o numero que contem mais algarismos. 

ú9. PRINCIPIO III. O numero elos algarismos de itm producto 
de dous factores é ao maximum igual ao numero elos algarismos 
nos clous {aclares, e ao minimum igual a esse mesmo numero 
diminuído de uma unidade. 

Seja quatro o numero dos algarismos no -multiplicando, e 
trcs no multiplicador. O multiplicando sendo um numero de 
qunlro algarismos é maior que 1000, por conseguinte o pro~ 
duelo de um numero de ú algarismos por um numero de 3 é 
menor que 10000 x 1000 ou 10000000, isto é, menor que o 
menor numero de 8 algarismos, logo tem quando muito 7 
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algarismos, tantos quantos existem em ambos os factores, logo 
f''l primeira parte do principio se acha demonstrada. 

( O menor nuil1crS> de (fllatro algarismos é 1000, o menor nu-
mero de tres algarismos é 100, por consegninte o producto 
de um ,rnmero de quatro algarismos por outro de tres é ao 
minimum igual a 1000 x 100 = 100000, numern de seis alga­
rismos; isto é, de tantos quantos existem em nrnbos os factores 
menos um, logo a segunda parte do theo1:ema se acha demons-~ada. · 

-· PROVA DA MULTIPUCAÇAO. 

5l'. O principio II permitle tomar o multiplicando por multi­
plicador e vice-versa; por conseguinte verilicar-se-ha o resultado de uma multiplicação, operando de novo e tomando por multi­
plicando o factor, que servio de multiplicador na primeira ope­
ração. 

Producto de muitos factores. 

51. Até aqui não temos considerado senão dous factores na 
multiplicação; pode acontecer que tendo multiplicado um nu­
mero por outro, tenhamos de multiplicar seo produclo por 
um terceiro, o novo proclucto por um quarto uumero, e assim 
successivamente; esta maneira de operar é o que se chama 
multiplica.r um numero successivamente ponnitilos outros. 

Indica-se esla operação da maneira seguinte : 

b X 3 X 7 X 6 X 9; 

o que quer dizer que 4 deve ser multiplicado por 3, o prorlncto 
por 7, e assim successivamente. 

Os numeros 4, 3, 7, 6, 9, são os factores do producto l1 >< 3 
X 7 X 6 X 9, 

52. PRINCIPIO. Logo que em um producto de muitos factores, 
iim d'elles toma-se um certo numero de vezes ma.ior ott menor, 

3 
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o procluclo torna-se esse mesmo numero de ve.::;es maior ou 

menor. 
Se no produclo r 

o factor 3 torna-se 11. vezes maior, o producto 

li X 5 X 3 X 11 X 7 OU ir X 5 X 33 X 7 

torna-se '1 '1 vezes maior que o precedente : com efi'eito, o pro­

dueto ú x 5 ou 20 é o mesmo nor7 dous productos; 20 multi­

plicado por 33, numero 11 vezes maior que 3, dá um producto 

11 vezes maior, o qual multiplicado p~lo ullimo factor 7, que é 

commum, dá um pro dueto que é 1 '1 vezes maior que l1 x 5 x 

3 X 7. 
-A demonstrarão da segunda parte do theorcma é idenlica á 

d~ primeira. 

COROLLARIO. Logo que se inlrocluz ou supprirne wm r actor 

em um vroclucto ele muitos r actores, o vroclucto toma-se lan tas 

vezes maior ou menor quantas unidades ha no dito facto1-. 

A raz.ão cl'islo é porque o producto 

3x5 x 7 

é igual ao producto 

sobre o qual se applicará o theorema precedente, multiplicando 

o factor 1 pelo factor dado. 

OnsERVAçÃo. Para clareza dos raciocínios na demonstrarão 

dos theorernas, nunca se círectuão os productos dos numeros: 

para indicar um produclo effecluaclo, introduz-se entre paren· 

thesis os factores cl'esse producto, separados pelo signal (X); 011 

cnHí.o, não querendo empregpr os parenthesis, escrevem-se oi 

~ 
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factores um ao lado elo outro separados por um ponto ( . ), assim 

v X lo X5 X 7) ou 3. l1. 5. 7 

indica o producto effectuado d'esses fn clores. 

l'Ueth ocfo ahrevia1!0 para cffcc tmu•- i.e 
n m ulli plica «,: 1io. 

53 . Pode-se obter o priducto ele dous numeras de mnitos 
algarismos sem escrever os protluctos parciaes do mu!Lipli­
cando pelo mulliplicador. 

Sejão por exemplo M5 e 23 7, dous numeros de que se buscn 
o producto. 

f St1or,-1 ECA 
645 
237 

PUBLtC
1 

Lolal 1 52865 Esr,.. Do oi~ 
Sabe-se que o pro d neto compõe-se dos pro duetos 'Pi '<A N HÃ e 

de cada algarismo do mulliplicando por cada algarismo do 
multiplicador (algaris.mos tornados com seos valores relativos); 
assim eil1pregando o methodo ordinario da multiplicação parn 
multiplicar 645 por 23 7, clever-se-hia f:lzel' nove multi plicações 
parciaes, a saber: 5 x 7, úO x 7, 600 x 7, 5 x 3, 40 x 3, 
600 X 3, 5 x 2, 40 x 2, 600 x 2 ; de outro lado notando que 
no producto total cada algarismo representa as unidades 
ela somma dos productos parciaes, que representão unidades 
d~ mesma ordem que esse algarismo, vê-se que, Stl fosse pos-
sivel achar faeilmente todos os produclos parciaes, que re-· 
[Wcscntão unidades da mesma ordem , poder-se-hia obter os 
clifl'erentcs algarismos do prolluclo total; e é n'isto que consiste 
o methollo abreviado de que se trata. · 

O prnducto das unidades do multiplicando pelas do mulli­
plicador, dá unidades; e não ha senão esse prod~1cto que c1(o 

3. 
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unidades; logo o producto 35 de 5 por 7 forma o algarismo 5 

das unidades cio procluclo total, e ha 3 d<:!zenas de reserva. e 

Para obler-se o algarismo elas dezé.ias âo produclo total, ' •; 

deve-se procurar os dilJerentes productos parciaes, que só 

dêem dezenas: é facil ver-se que não ba senão dous, o producto 

das dezenas do multiplicando pelas unidades do mulliplicador 

(4 x 7), e o produclo das unidades do mulliplicando pelas deze-

nas do multiplicador (5 x 3); fazendo a sornma d'esses procluclos 

parciaes, e ajuntando 3 de reserva; isto é, 28+15+3=46, 

ol>tem-se o algarismo 6 das dezenas do proclucto total e ba 4 de 

reserva. 
O producto das centenas do multiplicando pelas unidades do 

mulliplicador (6 x 7), o producto das centenas do multiplica­

dor pefas unidades do mulliplicanclo (2 x 5), e o producto das 

dezenas do multiplicando pelas dezenas do multiplicador 

(4 x 3) dão centenas, e não ba senão esses tres, que dêem cen­

tenas; fazendo pois a somma e ajuntando t, c1e resei-va, temos: 

t,2 + 10 + 12 + 4 = 68; 8 é pois o algarismo das centenas do 

producto, e ba 6 mil de reserva. O producto das centenas do 

multiplicando pelas dezenas do mulliplicador (6 x 3), e o pro­

dueto das centenas do multiplicador pelas dezenas do multi­

plicando (2 x l1), dão uni1lades de mil, e são os unicos, logo o 

algarismo 2 das unidades da som ma 18 + 8 + 6 = 32, <l o al­

garismo das·unidades de mil do produclo total; ha 3 de reserva. 

O producto das centcuas do m.ulliplicando pelas centenas do 

multiplicador (6 x 2) dá dezenas de mil; ajuntando pois 3 ele re­

serva a 12, temos 15,que são os dolls ullimos algarismos do pro­

dueto total. O numero 152865 é pois o producto de 6l15 por 237. 

EXJ!RCICIOS. 

QUESTÕES RESOLVIDAS. 

I. A terra é pouco niais ou menos /19 vezes maior que rt lua, 

esta é 1l10-ooo menor que o sol. Qnantas vezes é o sol maior que 

a lua? 

~ 
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Solução. É facil ver-se que, por isso que a lua é li9 vezes menor 
que a 1~,rra, e q e esta é 1/i05000 vezes menor que o sol. A 

lua será li9 x 1úO:.iOOO ~n 688li50UO vezes menor que o sol. 

li. Ouvia-se o estrondo ele um trovão 12 segunclos depois da 

apparição elo relampago; sabendo-se que o som percorre 3li0 

metl'os em mn segundo, e {azendo-se abstracção do tempo empre­

gado pela lttz, ct1ja velocielacle é consicleravel , pergimta-se a 

distancia, a que se achava clct terra., ct nuvem tempestuosa no · 
momento elo phenómeno? 

Solução. Por isso que em 1 • o som percorre 340'", em 12' per­
correrá 340 x 12 ou 4080"': tal é a distancia a que se achava 
da terra a nuvem no momento do phenómeno electrico. 

III. Dous co l'reios partem ao mesmo tempo de Paris para Bor­
deaux, wn d'elles a.nela H kilometros 7Jor hom, e o outro 8 

Pergunta-se a que distan cia se acharão um do outro 12 horas 
depois da partida? 

Solução. Se cm 1 b. o primeiro anda H kil. , em 12 h. andará 

H X 12vou 132 ,k~l.; se em 1 h. o segundo anda 8 kil., em 12 h. 

andará 8 x 12 ou 76 kil.; por conseguinte, no fim das 12 h., o 

primeiro achando-se a 132 kil. do ponto de partida, e o segundo 

a 76 kil., a distancia que os separa é pois de 132-76 ou 56 kil. 

IV. Urn pae tern liO annos, seo filho 8; pergunta-se em que 
tem,po a idade elo pae será ires vezes rnaiol' que a do filho. 

Solução. O pae tem 32 annos mais que o filho; por con­
seguinte quando sua idade fôr tripla da do fllho, a idade do pae 

iuenos a do filho será igual a 32, on 3 vezes a idade do filho 
menos a idade do filho será igual n 32, ou 2 vezes a i<lade do · 

filho será igual a 32; por conseguinte a idade do filho será Hi 

annos; e como elle tem boje 8 annos, a di!Ierença 16-8 = 8 e: a 
solução do problema. Com e!Ieito vemos que 40 + S ou 48 é o 
triplo ele 8 + 8 ou 16. 

- -
QUESTOES. NAO UESOL \'IDAS. 

V. A luz percol're 77000 legttcts em ttm segundo; a litz do sol 
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emprega vara chegai' á term 8 minutos e 18 segundos. Qual é 

a distancia elo solá terra? r ~ 
( 

VI. Um vae tem 40 annos, eseo filho b'. Em que tempo a ida.ele 

do pac será o dobro ela elo (tlho? 

VIL Pergimta-se o comprimento ele wna ilha, sabendo-se que 

wn observador coltocado em uma ele suas extremidaeles deo wn 

tiro de peçct . e oitll'o observador cotlocaclo na extremidade 

opposta, só ouvia o til'o 36 segundos depois de ter visto ct in­

/lwnaçao da polvora. 

VIU. O rnio ela tum é igual ct 1450 leguas , a clistcmcia elo sol 

á terra igual a 2400 raios terrestre&: Qital é a dis tancia cm le-· 

guas elo solá terra? 

IX. A cfrcnmfcrencia da terra contem 360 gráos, e cada. gl'Cíu 

vale 23 leguas ou 20 legiws marinhas. Pergunta-se qi1cmtas 

leguas contem, a circmnferencia tcrl'estre? 

X. A clifferença de dous numeras é liO, e se ele cada wn cl'eltes 

siibtrahil'-se 80, um ficará tres ve.:;es maior que outro. Deter­

minm· esses dous numeras. 

1 LiOT H ~~A tM~tJfif 1 V. 

ESTADO DO MAR fllf>Ã ·· 

'1I'heo1•iu e 1n•alica dn 011era.,;:\o. 

5ú. A divisão é uma op8ração que lem por fim, conhecendo­

se o producto de dous factores , chamado lliviclenrlo , e um 

d'elles, chamado divisor, de terminar o outro cl:iamado quo­

ciente ou m::;ao. Ainda se define a divisão dos dous modos se­

guintes. 
A divisão é uma 0peração que tem por fim dividir um numero 

dado (o dividendo) em tan tas partes iguaes , qnantas unidades 

conlem outro nnmero dado (o divisor): 

A divisão é uma operação que tem por fim determinar quantas 
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vezes um numero dado (o dividendo) contem oulro numero 

t dado (o diviso!'). 
55. Vamos agora er ~ue essas Lres defini ções só fazem uma, 

e que todas teem por fim determinar iim numero que, multi­

Vlicado pelo divisor, reproduz a o dividendo. 

Supponhamos que o dividendo sr,ja 28, e o divisor 7; bus­

quemos o quociente applicando successivamcnte as Ires de­
finições. 

O dividendo 28 é um producto de dous fac tores, dos quaes 

um é 7 ; pela taboa da multiplicação v,1-se facilmente, que o 

outro é l1, po1· isso que 28 = 7 x t, ; assim o quociente li é tal 

que multiplicado por 7 rep,oduz o dividendo 28. 

Trata-se de dividir 28 em 7 partes iguaes; se n representa 

uma d'essas partes, deve-se tel' : 

4 ou 
28 = n+n+n+n+n:+n+n 

28 = n x 7= 7 X n 

assim como na primeira definição, a questão é determinar um 

numero que, multiplicado por 7, reproduza 28. 

O" dividendo sendo o producto do divisor pelo quociente, 

contem o divisor tantas vezes, quantas unidades contem o quQ­

ciente; .por conseO'uinte na divisão de 28 por 7, o quociente in-
d' o 1ca o numero de vezes que o divisor é conthlo no dividendo. 

Assim todas essas tres definições só fazem uma; porém adop­
tarcmos a primeira. 

Indica-se esta operação enlre dons numeros da maneira 

seguinte :, 24 : e; ou 2
6
4, que se lê : 211 diviclülo vor 6. 

56. Processo nalul'al. O dividendo sendo a som ma de muitas 

quantidades iguaes ao di~isor, para obter-se o numero dessas 

quanti<lades, que não é outra cousa senão o quociente, bastará 

suutrahir o divisor successivarneute do dividendo até esgolal-Oi 

e O numct·o de subtracções que se tirnr cm feito, será o quocicn· 

te. Por exemplo, para obtermos o quociente de ?J~, diremos : 

Biblioteca PUbllca Benedito Leite 
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24-6=18, i8-6=12, 12-6=6, 6-6=0; tendo-scfeitoqoalro 

b 
, . t . 2/t f'I' . e 

su !racções, 4 sera o quoc1en e, as~1m t = l1 ; com e 1elto 

2l1 = 6 X li. 
57. Porém se em lugar de 2li livessemos 29, procedendo da 

mesma maneira achariamos !i por quociente e ficaria ainda 5, 

de que não se pôde subtrabir 6. N'este caso diz.se que a divisão 

não se faz exactamenle, e que o quociente é li, porém que ha 

um resto 5. 

58. l\lais tarde veremos como se procede para ter-se um 

quociente exacto; isto é, tal, que multiplicado pelo divisor, re­

produza o dividendo. 
Agora só considerãmos a divisão dos numeros inteiros , que 

tem por fim dar a parte inteim do quociente, ou melhor ainda, 

o maior numero ele ve.:.;es que o divisor é contido no .dividendo. 

Assim, procurar o quociente de 29 por 6 significa procurar o 

maior numero de vezes que 6 é contido em 29. 

59. A <li[erença entre o dividendo dado, e o maior multi pio 

do divisor contido no dividendo é o resto da operação. Assim 

29 - 6 x li= 29 - 2li = 5, é o resto da divisão de 29 por 6. 

É'claro que todo o resto é menor que o divisor. 

60. Ha dous casos principaes a considerar-se na divisão dos 

numr.ros inteiros : o divisor é numero de um só cilgarismo, 

ou numero composto ele 1nuitos algarismos. Em cada um 

ll'esses dous casos examinaremos ainda dous outros: o diviclen· 

elo é menor que 10 ve~es o clivisor, ou maior que 10 vezes o di­

visor. 
61. Pmm:mo CASO, O divisor é_ numero de wn su alga­

rismo. 
I. O clividenclo é menor que 10 vezes o d'ivisor, O dividr0 ndo 

sendo menor que 10 vezes o divisor, o quociente é numero 

de um só algarisino, que será dado pela _la boa da mulli plicação, 

Se o dividendo se achar n'essa taboa, será muito facil obter-se 

o quociente; com effeito, pelo habito que temos de dizermos 

promplamente os productos de dous numeros de um só alga­

rismo, poderemos, com a mesma promplidão, determinar um 

~ 
,EJPJ83JL 
' · ,, 
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dos foctores de um producto, conhecendo esse producto, e um · 

t dos seos faclores. 
Assim, o quocic, te ~ divisão <le 28 por 7 é l1, por isso que 

28 = 7 X 4; porém se o dividendo não se achar na tal.Joa; isto 

é, se o dividendo não fórum producto exacto do divisor por 

outro numero, como no exemplo 34, então é facil ver-se que: 
7 

~4 > 7 X 4, e 34 < 7 x 5, e por conseguinte o quociente 

e comprehendido entre 4 e 5 ; diz-se que 4 é o quociente ap­

pi·oximado a menos de uma unidade vor cle/'eilo; podia-se 

tambem tomar 5; porém este quociente seria approximculo a 

menos de umct unidade p01 excesso. 
62, II. O dividendo é maior que 10 ve~es o clivisol'. Seja 3475 

a dividir por 7. É focil ver-se que : 

700 < 3475 < 7000 

ou 7 X 100 < 3l175 < 7 X 1000; 

0 quociente é pois comprehendido entre ·100 e 1 üOO, pot· con­

seguinte consta de tres algarismos; representando por a,. b. e 
0 quociente buscado , e por R o resto da divisão , se houver, 
temos: · 

3li75 = 7 X a. b. e+ H; 

U sendo menor que 7, o producto 7 x abc é contido no dividendo 
3475 o mesmo numero de vezes como se 3li75 representasse o 

producto puro do divisor 7 pelo quociente a. b. e. O dividendo 

Pois sendo o producto do divisor pelo quociente se compõe de 

tres productos parciaes: do prodncto tlo divisor pelas centenas 

do quociente, do pro duelo do divisor pelas dezenas do quo­

ciente, e do produclo do clivisor pelas unidades <lo quociente. 

Tratemos de separar esses tres pro duetos parciaes: o producto 

~o divisor, pelas centenas do quociente, não pode dar unidades 

inferiores ás centenas; por conseguinte será contido nas 34 

centenas do divide~do, que podem encerrar, alem do proclucto 

Puro do divisor pelas centenas do quociente, as centenas re-
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fluindo dos dous oulros productos parciaes; ifi to é, do produclo 

do divisor pelas dezenas do quociente, e do z.:, roducto do divisor , 

pelas unidades do quociente; porém r,s deienas e as unidades 

do qL1ociente fórmão um numero menor que 1 oo; por conse­

guinte, o producto pelo divisor é menor que 700, e a reserva 

de centenas feita sobre esse pl'Oducto, é menor que 7; logo o 

divisor não é contido n'essa reserva uma só vez; por conse­

guinte é contido em 3li. centenas o mesmo numero de vezes 

como se 3l1 fosse o producto pul'O do divisor pelas centenas do 

quociente. Somos pois levados a dividir 3li. por 7: o quociente 

t, representa o algarismo das unidades mais forte:; do quociente. 
( 

3li.75 7 
28 -l-, 9,-G--

675 
63 

45 
l12 

--- - 3-

Multiplicando 7 por lt, e subtrahindo o producto 28 centenas 

do dividendo, temos o r esto 675, que encerra o producto do 

divisor pelas dezenas do quociente, o producto do divisor pelas 

unidades do quociente, e o resto da divisão, se houve1·; quanto 

ao resto, sabemos que naàa influe sobre a determinação dos al­

garismos do quociente. Separemos os dous productos parciaes; 

o producto do divisor pelas dezenas do quociente não pode 

dar unidades inferiores ás dezenas; por conseguinte será contido 

nas 67 dezenas do numero 675, que podem encerrar, alem do 

prodncto puro do divisor pelas dezenas de quociente, as deze· 

nas refluindo <lo outro producto parcial; isto é, do pro d ucto 

do divisor pelas unidades do quociente; porém as unidades 

do quociente não chegão a ·10, logo o pl'Oduclo por 7 é 

menor que 70, e a reserva de dezenas feita sobre esse pro­

duelo é menor que 7, logo 7 é contido em 67 o mesmo nu­

mero de · vezes como se 67 representasrn o producto puro 

de 7 pelas dezenas elo quociente; dividamos pois 67 por 7, . 
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0 quociente 9 ret ·escnta o algn.rismo tlas dezenas do tJUO­

pienle; mulliplican 7 por 9 e subtrnbindo o produclo 6:; de-

, zen as do numero · 5, r~s ta-nos o numero 45, que contem o 

ultimo producto parcial ; isto é, o producto do divisor pelas 

unidades do quociente, mais o resto da divisão, se houver; 

este res to não in Oue, como sabemos, sobre a determinação do 

algarismo que nos falta; por conseguinte dividindo 45 por 7, o 

quociente 6 é o ultimo algarismo do qnociente, algarismo das 

unidades ; multiplicando 6 por 7, e subtrahin cto o producto t,2 

de t,5, temos 3 por dilferença: 3 é pois o resto da divisão, e 
496 o quociente inteiro. 

63. SEGUNDO CASO : O di'GTisor é numero ele mnitos alga­
i·ismos. 

LO dividendo émenol'qtte 10 vezes o divisor. Seja por exemplo 
0 numero ú73S que queremos dividir por 694. 

O dividendo sendo menor que 10 vezes o divisor, o quociente 

~ é menor que 10, e por conseguinte é numero ele um só alga­
l'ismo: 

l1738 6% 
41.6h 6 

57/i 

~cja ct esse quociente; o dividendo compõe-se pois de Ires 

lll'Ocluctos parciaes : do producto do quociente pelas centenas 

do divisor, do proclucto do quociente pelas dc.zenas do divisor, 

elo producto do quociente pelas unidades do divisor. O yri­

meiro proclucto não pode dar unidades in f\;riores ás centenas; 

Por conseguinte será contido nas l17 cen tenas do dividendo, 

que podem encerrar, alem cl'esse producto, as reseL"vas de cen­

tenas fe itas sobre os dous outros produclos; logo pode aconte­

cer que, dividindo 47 por 6, se obtenha um algarismo muito 

forte, do que seremos advertidos, se o prodncto cl'esse alga­

rismo pelo divisor dér um producto maior que o dividendo 

4738. Ê bom notarmos que não ha necessidade de fazer o pro-
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dueto para sabermos que o algarismo ach,;1do não é o verda­

deiro quociente; basta para isso multipr-..;ar esse algarismo 

pelo segundo algarismo do divisor a narti1_;da esquerda e ajun· , 

tar a reserva de centenas feita sobre esse producto ao producto 

do quociente achado pelo primeiro algarismo do divi sor; se 

esta addição dér uma somma maior que o numero decente­

nas do dividendo, então conclue-se que o algarismo posto no 

quociente não é o verdadeiro quociente; diminue-se esse nlga· 

rismo de uma unidade, emprega-se ainda a mesma verificação, 

e assim até que se chegue ao verdadeiro nlgarismo do quo· 

ciente. Pode acontecer que, temendo pôr um algarismo mui Lo 

forte no quociente, se ponha um uilo fraco; seremos adver· 

tidos d'esse engano, se o resto da operação fór maior que o 

divisor. 
Passemos á applicação; dividindo 47 por 6, achamos 7 por 

quociente, que pode ser um algarismo muilo forte; porém pondo 

em pratica os meios que acima indicámos, diremos : 7 vezes , 

9 fozem 63 ; relenho 6 centenas, que juntas ao producto Li2 

provindo de 7 x 6, fazem uma somma 48 maior que li 7, nu· 

mero de centenas no dividendo, logo 7 é um algarismo muito 

forte; diminuindo-o de uma unidade temos 6, sobre o qual 

ensaiando o mesmo proceder, achamos que preenche a5 

condições necessarias; multiplicando 694 por 6, temos por pro· 

dueto 416h; suhtrahindo-o do dividendo li738, temos por 

diITerença 57h, que sendo menor que o divisor, representa o 

resto da divisão. 

64. II. O dividenclo sendo ·10 vezes ma'ior que o cliv'iijU I'. Este 

é o cnso geral da divisão. 
Seja 637695 um numero r1ue queremos dividir por 576. 

É facil ver-se qríe : 

57600 < li37695 < 576000 

ou 576 X 100 < 437695 < 576 X 1000; 

o quociente, sendo comprehendido entre 100 e 1000, tem 3 al· 

garismos ; sejão a., b, e esses tres algarismos, a sendo um nt1· 
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mero de centenas1 um numero de dezenas e e um numero 

tlc unidades. O div·. enclo sendo o producto do di visor pelo 

·, quociete, compõe-se de t'tes productos parciaes, do producto 

elo divisor por a, do producto do divisor por b e elo producto 

do divisor por e; tratemos de separar esses tres productos 

pnrciaes, o primeiro producto não pode dar unidades infe­

riores ás centenas ; por couseguinle será contido nas 4376 

centenas do quociente, que podem encerrar, alem d'esse pro­

clucto, as reservas de centenas feitas sobre os dous outros pro­

duetos parciaes; porém por maior que sejão b e e, o numero 

b+c será sempre me.nor que 100, por conseguinte o producto 

de (b+ e) por 576 será sen~pre menor que 57600, logo a re­

serva de centenas feita sobre esse producto será menor que 

á76; por conseguinte 576 é contido em l1376 o mesmo numero • 

de vezes como se 4376 representasse o roducto puro de 576 

pelas centenas do quociente : 1/ e, 
'1 <-10 

ti37695 s'6;- J"1yl'. 
4032 759 -4(), I:: º1 

34495 abc o(), ~o /:>ú 
2880 o s<-

5695 1;,,4 icÀ 
5·l8l1 Ir"'{ "I 

- - - 511 4'1y ... 
'4c 

dividindo pois li376 por 576 (nº 63) achamos por quociente 7, 

que representa o a]O'arismo das centenas do quociente; mui-
. o 

ltplicando 576 por 7, e subtrahindo do dividendo o producto 

fi032, que é um numero de centenas, lemos o resto 3li495, 

fJue contem ainda os dous outros produclos parciaes, e o resto 

<'ln divisão, se houver. O producto do divisor por 6, não po­

dendo dar unidades inferiores ás dezenas, será contido nas 
3449 dezenas do novo dividendo, que podem conter, alem 

d'esse preducto, as reservas de dezenas fei"la sobre o outro 

producto parcial; porem e, por maior que seja, é sempre menor 

que 10; por conseguinte o producto de e por 576 é sempre 
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menor que 5760 , e a reserva de · dezen" ~ feita sobre esse 
producto é menor que 576, logo o diviso ~:{1ão é contido umá 
só vez n'essa reserva, logo o é em Cl1ú9 Ó mesmo numero de ' 
vezes como se 3últ9 representasse o producto puro do divisor 
576 pelas dezenas do quocienlr . Dividindo 3úla9 por 576 
(nº 63) achamos por quociente 5, que é pois o algarismo das 
dezenas; rnulliplicanelo 576 por 5, e subtrahindo elo novo di­
videndo o produclo 2880, que é um numero ele dezenas, temos 
ainda um resto que contem o ultimo proclucto parcial e o resto 
da divisão, se houver; porém este resto sendo menor que o 
divi, or 576, não iníluc sobre o ullimo algarismo do quociente; 
dividindo pois 5695 por 576 te os por quocirntc 9, que é o 
ultimo algarismo ou o algarismo das unidades do quociente 
buscado; mulliplicanclo 576 por 9, e subtrahindo elo novo di­
videndo o producto 518la, temos por differença 5H, numero 
menor que o divisor, e qne representa o resto da divi são. 

6ó. HEGnA GERAL. Para achar o quociente dn clivisao ele dous 
numeras inteil'os, separn-se á esqiiercla elo cliviclenclo o menor 
numero cl'algarismos possivel, q1te co11tenha. ao menos uma ve::; 
o divisor: divide-se pelo divisor esse n w1w 1·0, que se chama lJ?'i­
meiro dividendo parcial, e obtern-se o JJrimeiro algarismo elo q110-

cienle, ou o algar'ismo elas mais altas11niclacles do qnocienle. 1lfol­
tiplica-se esse algw·ismo pelo divisor, e-s11btrnhe-se o proclucto 
cio dividendo parcial ; obte1ii-se 1tm resto, á direita, elo qual se 
Pscreve o algarismo seguinte do di videndo, o que forma o SP­
gnndo clividcnclo pareia l; cliviclP-se este ultimo numeJ'O pelo 
divisor e tem-se o seg1111clo alga1'ismo do ·quociente; multiplica-se 
esse algarismo pelo di viso 1' , e .subtmhe-se o producto elo seg1111clo 
dividendo 1)(1'/'Gial; ao lado do rns to escreve-se o sPgninte alga­
rismo elo cliviclendo, o que /'onna, o terceiro cliviclendo parcial, 
sobre o qual se opera c;o mo 1J1·ecedenlemente, e assim successiva­
menle, até que se tenlw empregado todos os algarismos elo divi­
'clenclo. Senm elos clividenclos parciaes {úr menor que o divisai·, 
escreve-se um .:.cero no quociente, e ao lado do cliviclenclo parcial 
o seg11infe algarismo elo clividPndo , e> 1)1'0Cc>de-se como indi­
cámos. 

Biblioteca Pi.iblica Benedito Leite 



'-\J I AD 

DE ARITHMETICA. 

66. Obsel'vaçã1 . t necessario em geral começar-se a di­
visão de dous nu ... ·os pela esquerda elo dividendo ; porque é 
impossivel distingt, · no ividendo o producto do divisor pelas 
unidades simples do quociente. 

67, Observação II. Se o dividendo e o divisor se terminão em 
zeros, supprime-se em ambos o mesmo numero de zeros, e 
isto não altera o quociente; porém o resto é multiplicado pela 
unidade seguida de tantos zeros, quantos se supprimírão; 
assim o quociente da divisão de 250000 por 3000 é o mesmo 
que a de 250 por 3; isto é : 

250000 250 
3000 = T 

Com em:iito 250 = 3 x 83 + 1; isto é, 250 unidades igual ão 
83 vezes 3 unidades mais uma unidade; e por conseguinte 250 

.., unidades de mil, igualão 83 vezes 3 unidades de mil mais uma 
unidade de mil ; isto é : 

250000 =3000 x 83 + 1000, o. q. e. n. <l. 

68. Observação 111. Se em geral o divisor se termina em zeros, 
supprimem-se esses zeros no divisor e no dividendo (á direita) 
un1 numero igual ele algarismos; o quociente d'esta ullima <li­
visão é o mesmo que o da primeira; porém o resto será igual 
ao resto da outra augmenlado do numero formado dos alga­
rismos separados no dividendo. Seja 3li7892 um numero qne 
queremos dividir por 9000; o quociente da divisão de 3la7892 
por 9000 será igual ao quociente da divisão de 347 por 9. 

Com effeito 347 = 9 x 38 + 5; isto é, 3la7 unidades de mil 
iguaJão 38 vezes 9 unidades de mil mais 5 unidades de mil; 
isto é: 

3l17000=90li0 X 38+5000 
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e por conseguinte .., ri 
, J 

3l17892 = 9000 X 38 +5 ~~. r, 

5892 é o resto d'es ta ullima divisão, por isso que 5892 < 9000. 

69. Observação L V. Na pratica quando se trata da divisão 

de um numero de muitos algarismos por outro de um só 

algarismo, não se escrevem os differeules dividendos par­

ciaes : faz-se esta operação mentalmente escrevendo debaixo 

dos algarismos do dividendo os algarismos do quociente. 

Eis o typo d'esta operação: 
e 

347640943857 1 7 
tJ9662991979 T 

1 

na qual 3li7640943857 é o dividendo, 7 o divisor, !1966299'1979 

o quociente, e l1 o resto. 

70. Observação V. Nwnero dos algarismos do quociente. 

Dos raciocinios qne fizemos na theoria da divisão a este res­

peito é facil concluir-se o seguinte : 

Logo que o primeiro algarismo do eliviclenclo é menor qiw o 

primeiro algarismo elo divisor, o numero elos algarimos do quo­

ciente é igual á cl-ifferença entre o numero dos algarismos elo 

dividendo, e o dos algaris1nos elo divisor; e se é maior, o numero 

dos algm·ismos do quociente é igttal á essa differença mais wm. 

Se n representa o numero dos algarismos do dividendo, e n' o 

dos algarismos <lo divisor; no primeiro caso o numero dos al­

garismos do quociente será n-n'e no segundo n-n' + 1. 

71. Observação Vl. Se o dividendo e o divisor são numeros 

compostos de muitos algarismos e o quociente devendo conter 

muitos algarismos, abrevia-se a operação, fazendo-se á parte 

uma taboa dos productos do divisor pelos nove primeiros al­

garismos da serie natural dos numeros; o que permilte ver 

facilmente qual o multiplo do divisor que é contido em cada 

~ 
1 mP1BOC 
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dividendo parcial , por conseguinte qual o algarismo do quo­
~ientc : 

-.e 
ü -...J 
CX) 

:::> 
Cl.. 

00 
l.JJ 'U ----f-.• 

"O -....J 
CX) -O'.l 
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EXERCICIO S . 

QUESTÕES RESOLVIDAS. 

I. Tendo-se effectuado uma divisão, se se tom,ct por divisor 
0 quociente achado, tra.ta-se de demonstra.1· : 

1º Em que caso o novo quociente é igual ao cli'Visor da J)1'i-
r1tefra operaçcio ; · 

' 
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2º Se não forem iguaes, delennina.r o nov,r,(1uociente e o novo 

1·esto sem effectua.r a segunda operação. :;' ( 

Solução. Sejão n o dividendo, cl o di visoh q o quociente, e r 

o res to de uma divisão, de maneira que : 

n =d x q+r; 

é claro que podemos indicar esta igualdade tomando d por 

divisor da seguinte maneira : 

n 1· 

-1=q+ -z, 
(, ( ( 

por isso que o resto de uma divisão é a razão do numero in· 

teiro r ao divisor d; tomando q por divisor, podemos tambem 

pôr: 

• 
n 1· 
- =d+-. 
q q ' 

na ultima igualdade para que cl seja o quociente da divisão de 

n por q, é necessario quer < q: assim tomando q por divisor 

teremos d por quociente, ie o resto r achado na primeira ope· 

ração fôr menor que o quociente açhado. 

• Dividindo por exemplo 311 por 52, achamos : 

311=52x5+51 ('1); 

o resto 51 da divisão sendo maior que o quociente achado 5, 

se dividirmos 311 por 5, não teremos 52 por quociente: com 

efieilo, eifectuando esta divisão achamos : 

3H = 5 X 62 + 1 (2). 

É facil obter-se o quociente 62 d'esta nova divisão sem effec­

tuar a operação: com efi'eito, podemos escrevei· a igualdade (1) 

. tomando por divisor 5 do modo seguinte : 
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Porém 

logo 

ou 

51 = 52 + 5; 

51 1. 
-='10+ -5 5 

3H . 1 
-~-=:>2+10+-5 :> 

31'1 ,1 
-5-= 62 + 5 

0 que Pode-se escrever : 

3H =62 X 5+1. 

, II. A sonima de dous numeras é 58; sua clifferença '16. Deter­m · inar esses numeras. 
Soluçao. Sabemos que a somma de dous numeros, junta á 

sua dill'erença, dá um numero dobro do maior, assim, 

~ 

58 + 16 = 7ú 1 37 
2 2 

é O l11aior d'elles; é claro que o outro será 58- 37 =21, nu­
lllero que se podia obter empregando o seguinte theorema; se 
da sonima de dous numeras se subtmhe a sua differença, obtem­
~e ttm numero que é dobro elo menor, assim , 

_58_-_1_6 = 42 = 21 
2 2 

é O mesmo numero ainda ha pouco determinado. Verificamos 0 11?vo resultado, vendo que 37 - 21 = 16, que é justamente 
a differença dada. 

JlJ. Acha.nim numero tcil que a somm.a dos seos algarismos~ 

Blblloteca Pública Benedito Leite 
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tomados com seos valo1'es absoli,tos seja 11/ ~ que a differença 

entre o numero inverso, e o numero dado ,ja. 5l,. 

Solução. Supponhamos que a representa o algarismo dns 

dezenas, b o das unidades, de maneira que o numero proposto 

será a x 10 + b, e o inverso b x 10 + a. · 

A primeira condição do problema é : 

b +a= 12, 

e a segunda: 

b x 10 + a - a >< 10 - b = 54, 

igualdade que podemos escrever: 

ou 

ou 

d'onde: 

10 x b- b + a - 10 ~,a= 5li, 

9b-9a=54, 

9 (b - a)= 54; 

· 54 
b-a= 9 = 6. 

Temos emfim a somma e a differença de duas quantidades: 

b+ a= 12, 

b-a=6; 

1 

d'onde se tira ; b = 12 + 6 = 18 _ 9 
2 2 - · 

e 

Assim o numero Luscado é 39 : com elTeilo 3 + 9 = 12 e 

93 - 39 = 5l1. 

~ 
,®lPIBOC 

i 1 
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·STÕ&S NAO RESOLYIDAS, 

IV. Em que caso o resto de wna cliv(são fieet o mesmo quanclo 
se divide o cliviclenclo pelo divisor ? 

V. Achar ttm numero tal que a somma elos seos algarismos, 
tomados com seos valores absolutos, seja 1.2, e que a clifferença 
entre o numero inverso e o ela.elo seja '18. 

VI. A distémcia ela terra ao sol é pouco mais ou menos 
38000'000 ele leguas ele 4000 metros cada uma ; que tempo 
seria necessario ao som que Jercorre 3l10m po1· segundo, para 
Vii· elo sol á terra, se existisse uma atmosphera va.ra tmns-
111ittil-o? 

VII. A estrella que se acha mais perto da terra está a wna 
distancia 226665 ve:;es m.aior que a da terra ao sol; acha1· o 
{empo qiie emprega. a luz para vir d'esta estrella a nós, sabendo 
que a lu:; nos vem do sol em 8"' 18'. 

VIU, A distancia da lua á terra é de 83·199000 metros, ver­
ü<tnta-se o tempo que empregm·ict o som, 1Jara vir ela lua á terra, 
sabendo que o som percorre .340 metros em wrn segundo. 

IX. Quantos dias se empregaria pctra andará rnda da terra, 
que é de 9000 leguas, andando dia e noite uma legua por 
hora? 

. X. A luz do sol emvrega s•• '18' pam chega1· á terra, a distan­
cia do sol á terra é ele 38000000 de leguas ; pergunta-se o 

espaço percorrido pela luz em um segundo, ou a velocidade ela 
lu:;, 

XI. SupJJonclo que a bala cÚ tttnct peça cl'artilheria, faça uma 
leguei em 20 segundos, e que seo movimento continue indefinida­
mente, pergunta.-se o temJJO em, horas, minutos e segundos, que 
emptegcwia a bala para ir da terra ao sol ; isto é, a percorrer 
ton espaço de 38000000 de leguas. 

XII. Dous correios vão ao encontro um do outro: a distancia 
que os separa é ele 125 leguas; um cl'elles que anela 4 leguas po1· 
hota parte ao 1neio dia, e o outro que anclct 3, parte 5 horas ele-
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pois do primeiro. Quando, e a que dislanc'i!jdos dous vontos de ,,, 

partida terá lugar o encontro ? ·i , 
XIII. Dous correios vão ao encontr(' um 'li,o outro: a distancia 

que os separa é de 120 leguas; um anda 3 leguas por hora, e o 

outro 2. Quando, e a que distancia dos dous pontos de partida 

terá litgar o encontro? 

XlV. Dividir 40000 reis entre 3 pessoas, de maniera que a 

JJrimeira tenha o dobro da segunda, e a segunda o triplo da 

terceira. 
XV. Dividir 36000 reis entre 10 pessoas , de maneira que cada 

uma das :duas primeiras tenha o quíntuplo de cada uma das 

outras. 
XVI. Deo-se um tiro de peça em Villijuif: um observador cal· 

locado em 111onte1:1, a uma distancia de 18612 metros da peça, 

ouve o tiro 5 rninutos 4 segundos depois de ter visto a inflamma· 

çlio da volvora. Pergunta-se o espaço que o som perco1·re no ar 

emum segundo, sabendo-se que o estrondo da e'1'.,plosão acom· 
1 

panha a inflammação da poluora, e que a velocidade da ltt~ 

pode se1· considerada como infinitamente grande na superficiC 

da terra (1 ). 

XVII. Um pae tem 48 annos e seo filho 8: d'aqui ha quantos 

annos a idade do pae será quíntuplo da do filho ? 

XVIII. O quociente de dous numeras é 18, e sua somma 11.21, 

Determinar esses numeras. 

XIX. Dividir 256 em duas partes , de maneira que o quocienl 

da divisão da primeira pela segunda seja 31. 

XX. Derminar dous numeras que tenhão 1:>or differença 68á 

por quociente 3 7. 

(1) Foi esta a experiencia que lizerl'10 François Arago, e Gay-Lussac, salii 

íraneczcs , em uma noite do mez de junho de 1822, para determinar a yeJoc1 

da<le do som no ar. 

~ 
JB3JPBJL 
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Proprietlatles ele111enta1•es tios 111uue1•os. 

-Q-

CAPITULO PRIMEIRO. 

THEOI\EMAS RELATIVOS Ás QUATRO OPERAÇÕES. 

\ 
1 

POTENCIAS. - THEOREMAS RELATIVOS Ás POTENCIAS, 

Tlteoremas relativos í, multlpllcaç1io. 

72. THEOREMA I. O produclo de muitos numeras é sempre o 

mesmo, qualquer que seja sua ordem, quando se effectna a mul­

tiplicação. 

Este theorema já foi demonstrado no caso particular de dous 

factores: a demonstracção geral se divide em tres partes, que 

vamos examinar. 

I. Em um producto de muitos factores, pode-se invertei' a or­

dem dos dous ultimas sem, alterar o valor elo proclucto. 

Traia-se de demonstrar que : 

2 X 3 X li X 5= 2 X 3 X 5 X f.t. 

Effectuando o producto dos ·numeros que precedem os que 

queremos mudar de lugar, o que_é possivel, temos: 

~ 
j§jpffit 
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r 

6 X 4 X 5 = 6 X 5 X 4. 

Escrevamos cm uma linha horizon~l 4 

repetamos essa linha 5 vezes : 

G 6 6 6 
6 6 6 6 
6 6 6 6 

6 6 6 6 
6 6 6 6 

Cada linha horizontal contem 6cx 4 unidades; e como ha 

5 linhas horizontaes, o quadro acima comtem 6 x 4 x 5 uni­
dades; cada linha vertical contem 6 x 5 unidades; e como ha 

4 d'essas linhas, segue-se que o quadro contem 6 x 5 x li uni­
dades, logo : 

6x4x5=6x5x4. 

ou: 
2X3 X4X5=2X3X5X4, 

suuslituindo a 6 os factores, que o formnrão. 
II. Em um producto de muitos {aclares, pocle-se inverter a 

01·dem de dous { actores consecutivos quaesquer sem alterar O 

_producto. 
Trata-se de demonstrar que : 

2 X 3 X 4 X 5=2 X 4 X 3 X 5, 

Considerando somente os tres primeiros factores, sabemos 
que: 

2 X 3 X 4 = 2 X 4 X 3, 

logo: 

2 X 3 X 4 X 5 = 2 X 4 X 3 X 5. 

o. q. e. n. d. 

Bibllotec, Püblica Benedito Leite 
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III. Em um pro , ,cto de muitos {aclares pode-se inverte1·, como 
,se quizer, a orde·1r.: os {aclares sem alterar o proclucto. 

Com effcito, inv<:i ·ten&> successivamcnte a ordem de dous 
faclores consecutivos, poderemos conduzir um d'elles ao logar 
que quizermos no producto, e transtornar por conseguinte sua 
ordem, sem alteração do producto. 

73. 'fREORE~IA II. Para multiplicar um producto de muitos 
facto1·es por um numero, basta rnulliplica1' mn dos factores do 
1Woclucto por esse numero, conservando os outros factores. · 

Sejá 2 x 4 x 5 x 3 o producto que queremos mulliplicar por 
7 ; bastará multiplicar por 7 um dos faclores do produclo, ou 
') 
-, ou 4, ou 5, ou 3, conserva~do os outros. 

Introduzir um factor 7 e.m um producto é Lornal-o 7 vezes 
l11nior; porém faz-se um producto 7 vezes maior, fazendo um 
~los factores 7 vezes maior (nº 52), logo basta multiplicar por 
7 u111 dos factores, conservando os outros, o. q. e. n. cl. 

Corollarios dos tlieoremas precedentes. 

74. ConoLLARIO I. E-ln urn vroducto ele muitos factores, pocle 
substituir-se a um certo numero d'elles seo proclucto effer:tuado, 
e rcci1n·ocamente. 

Sejá 7 x H x 6 x 4 x 5 x 9 o producto, no qual queremos 
Substituir aos factores 6 x l~ seo producto cffecluado 211. 

Co111 effeito: 

7 X 11 X 6 X 4 X 5 X 9 =6 X 4 X 7 X 11 X 5 X 9 (nº 72), 

Porém. 
' 

6 X 4 X 7 X 11 X 5 X 9= 24 X 7 X 11 X 9 (nº 51~. 

logo: 

7 X 11 X 6 X 4 X 5 X 9 =2á X 7 X 11 X 9. o. q. e, ti. d. 

Assi111 como reunimos dous factores em um só, podemos i·eu · nir lres, quatro, etc, em um só; porque a reunião de dous 
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forma um numero que é considerado no n90 producto como 

um factor, que pode em virtude da prim/; ·a parte do coro!-· 

lario, ser reunido a outro, que será··um ~'erceiro numero no 

producto primitivo; e assim successivmnente. 

A proposição inversa é clara, e a demonstracção facil. 

Applicação. Seja proposto effectuar o producto. 

20 X 1.5 X 5 X 4 X 25. 

Se fôssemos a effectuar esse calculo, seguindo a ordem dos 

factores, a operação seria muito longa; porém se notarmos 

que 20 x5 =100,2f>xli=1.00, ce 1.5x4=60, o producto 

toma logo outra forma muito mais simples : 

100 X 1.00 X 60 =600000. 

75. ConOLLAUIO li. O producto de cluas ou mais expressües 

compostas ele muitos {actores, contem toclos os {a.ctores, que en-t 

trão n' essas expressões : 

Assim : 

(4 X 21. X 7 X 1.6) X (6 X 8 X 9 X 25). _:, 

= 4 X 21 X 7 X 16 X 6 X 8 X 9 X 25, 

Com eITeito : 

(4 X 21. X 7 X 16) X (6 X 8 X 9 X 25) = 
(4 X 21 X 7 X 1.6) X 6 X 8 x9 X 25 (11° 7). 

Para effectuarmos as operações marcadas no segundo men­

l>ro, deveriamos muliliplicar o numero (4 x 21. x 7 x 16}, con· 

siderado como um producto effectuado por cada factor succes­

sivamente do segundo producto, 6, 8, ele. ; porém antes de 
• 

passará multiplicação por esses faclores, teriamos d'effectual' 

o primeiro produclo; assim vemos que se não o effectuarmos, 

·e se pelo contrario o considerarm~s decomposto em seos dif· 

ferentes algarismos, teremos uma expressão, 

4 X 21 X 7 X 1.6 X 6 X 8 X 9 X 25 

~ 
EJPJ83JL . 
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que será igual {i , prouucto das expressões dadas, e que con. 
l tem todos os fac' :.. i ·es, que n' éllas entrão. 

O que dissémos· sob~ dous factores applica-se facilmente a 
quantos factores quizermos. , 

76. THEOREMA III. Pctra multi1Jlícar wn numero por um pro­
dueto de muitos factores, basta multiplicar esse numero 1JOr 
cada factor successivamente. 

Por exemplo, para multiplicar 7 por 24, 24 sendo o producto 
de 2, 3, 4, basta multiplicar 7 por 2, o resultado por 3, o novo 
resultado por 4; com effeito . 

. 7 ~ 24=24 X 7 

Podemos decompôr 24 em seos factores 2. 3. 4, e escrever 
no segundo membro em lugar de 24 esses . faclores, por isso 
que antes de passar á multiplicação pelo numero 7, ter-se-hia 
d'effectuar o producto cl'esses factores ; assim : 

ou 
7 X 24 = 2 X 3 X 4 X 7 
7 X 24 = 7 X 2 X 3 X 4 (nº 72). 

o. q. e. n. cl. 

77. T1moREMA IV. Para 1nultíplicar uma sonima por um ntt· 

mero, basta multiplicar por esse numero cada parte da sommct • 
e ajuntar os productos. 

Seja li+ 7 + 5 + 9 a som ma, e 3 o numero dado. 
Em v~·Lude da definição da multiplicação : 

(11+ 7+5+9) X 3 = 
= l1+7+5+9+l1+7+5+9+4+7+5+9. 
= l1+4+li+7 + 7+7+5+5+5+9+9+9. 
= ú X 3 + 7 X 3 + 5 X 3 + 9 X 3. o. q, e, n. d. 

78. Cono1LARI0. Para 1nultíplíca.r um m1mero por wna som­
m_a, bastei multiplicar esse nwmero por cada parte da somma e 
ªJtmtar os productos. 

Seja 4 o numero, e (3 + 7 + 9) a som ma dada. 
Considerando a somma como effectuacla : 
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l1 X (3+7+9) = (3+7+9) X 4 ;, \ (nº 72). 

= 3 X 4 + 7 X 4 + 1,Á 4 (nº 77). 

= 4 x 3+4 x1+4 x 9 (nº 72). 

o. q. e. n. d. 

79. THEORE)IA V. Pa,rn m,ttltiplicar dua,s somma,s basta mul­
tiplicctr cada uma das pa,rtes do niultiplicando por cada parte 
do multiplica d oi·. 

Sejão (4+ 5 + 6) e (7 + 3 + 9) as duas sommas. 
Considernndo a segunda como effecluada e applicando o 

theorema prece<lente : 

(h+5+6) X (7+3+.9)= 
=4 X (7 + 3--j-r 9) + 5 X (7+3+9) +6 X (7 +3 +9). 

Porém em virtude do corollario (nº 77), 

4x(7+3+9) = 4x7+hx3+4x9, 
5x(7+3+9) = 5x7+5x3+5x9, 
6 x(7+3+9) = 6 x 7+6x3+6x9, 

logo: 

(h+5+6) X (7+3+9) =4 X 7+4 X 3+4 X 9+ 
+5 X 7+ à X 3+~ X 9.+6 X 7+6 X 3+6 X 9, 

o. q. e. n. d. 
1 

80. THEORE)IA VI. Para multiplica,r ci differença, ele dous 
nu meros por um terceiro, basta multiplicai· esses dous numeras 
pelQ terceiro, e subtrahi ,· o menorproducto elo maior. 

Assim, por exemplo: 

(7 - !1) X 3 = 7 X 3- h X 3. 

Ora (7 -li) x 3 sendo a somma de tres quantidades iguacs 
a (7 - 4), temos : 
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7 x3-li 3 

o. q. e. n. d. 

8'1, Cono1umo I. Para, multiplicw· um numero pela cli((e­
rença de dous outros, basta multiplicar o primeiro pol' cada wn 
dos dous outros, e climim1ir o me11 or resultado elo maior. 

Assim: 

7 X (1 3 - li ) = 7 X 13 - 7 X 4. 

Corn eff eito : 

7 >< (13 - li) = (1 3 -li) X 7=13X 7-l1 X 7= (n°80). 
= 7 X 13 - 7 X li (nº 72). 

o. q. e. n. d. 

82, COROLI.ARIO II. Logo que se augrnenta oü climinue de wn 
numero ion dos (actores ele um proclucto, <JSle augmen fa,ou di­
fninu e do vroducto do outro (acto1· pol' esse m1m<!l"O, 

Ora: 

loo-0 o ' 

7 x 4= 28, 

(7 :!: 3 ) X l1 = 7 X 4 ± 3 X li 
= 28 :!: 3 X 4; 

(nº' 77, 80). 

assim, ajuntando ou diminuindo o multiplicando 7 de 3 uni­
dades, o produclo 28 augm(,nta ou diminue do producto de 3 
Pelo outro factor l1, o, q. e. n. d. 
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,,( 

Theo1•emas relativos á div '.§ào, 
(', 

83. THEORE1IA I. Parei diviclit iim numero por um proclucto 
ele muitos factores basta dividil-o vor wda factor siiccessiva­
mente. 

Seja 11 55 o numero e 3 x 11 x 5 o producto dado, vamos 
demonstrar que basta dividir 1155 pol' 3, o quociente por 11, e 
o novo quociente por 5. 

O dividendo sendo o producto do divisor pelo quociente, e 
385 sendo o quociente de 1155 por r, temos : 

11 55 = 3 X 385 ; 

35 sendo o quociente de 385 por H 

385 = 11 X 35 ; (2) 

e emfim 7 sendo o quociente de 35 por 5 

35=5 X 7; (3 ) 
1, tl' 

7 será o quociente da divisão de 165 pelo producto cffectuado 
3. 11. 5. 

Se na primeira igualdade em lugar ele 385 escrevermos seo 
·valor darlo pela segunda, e n'esla em lugar de 35 seo valor dado 
pela terceira, temos : 

ou 

' • 

1185 = 3 X 11 X 5 X 7 -
'165 = <l'. ii. ' 5 .>< 7 (nº 74). 

o. q. e. n. cl. 

DEMOi\"STRAÇÃO GERAL D'ESTE THEOREMA. 

I. As di fferentes divisões se fazem, sem resto . 
Seja N o numero, e a x b x c.x d o producto. 
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Representemos :, r q, q', q" e Q os quocientes successivos, 
-e sorte que : 

N = a X q, q = b X q', q' = e X q", q" = d X Q ; 

ITJ 
U> 
-i 
> 

Q ~erá o quociente da divisão de N por a x b x ex d. Se na 8 
Prnncira igualdade em luO'ar de q escrevermos seo valor dado 

o o ~ela segunda; se n'esta em lugar de q' escrevermos seo valor O p.i 
e ado pela terciera · e emfim se n'esta em Iu0crar de q" seo valor o d ' . :;:,a ado pela ultima, teremos : > 
ou N=axlJxcxdxQ 

N = a. b. e. d x Q (nº 74) . 

o. q. e. n. d. 

II. As differentes divisões não se fazem, exactmnente. 
Conservando as mesmas annotações , e represantando 

·, r', r", R os restos das divisões successivas, teremos : 

N=axq+1·, q=bxq'+r' q'=cxq"+1·", q"=dxQ+R, 

:n 
> ::z: 
:r 
)>, 

Se no segundo membro de cada igualdade substituirmos ao 
q, que ahi se acha seo valor dado pela iO'ualdade se

0
0'uinte, tere-m ' º os Successivamente: , 

N = ax(bxq'+r')+r 
= a X b x q' + a x r' + r 
= a x b x (ex q"+r")+a xr'+1· 

· = a x b x ex q" +a x b x r" + a xr' + 1· 

= ax bxcx (clx Q+R)+axbxr"+a xr'+r = a xb x e xd'xQ+a x bx cxR+ax bxr"+ 
+ a ><. 1·' + 1·, 

~ Pondo a x b x ex cl = a. b. e. d, o que 'é possirnl, temos: 

N = ª· b. e. d X Q+ lt X bx C XI{+ ci X b X C X 1·" + 
+a x r'+r, 
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Pela igualdade ultima ve-se que Q será { [uocienle de a.. b. 

e. d. por N, se ,~· 

~ 

a X b X e X ll + a X b X r" + a X r' + 7' < a X b X e X d. 

Ora o resto de uma divisão é sempre menor que o divisor, 

e seo valor maximmn é igual ao divisor menos um; por conse­

guinte 

max . R.=cl-1, max . r''=c-1; max .r'=b-1, 

max . r= a-- 1; 

ponhamos: 
\ 

p = a x b x cxR+a >< bxr"xa x r'+r,. 

subsliluinrlo n'esta expressão a cada uma das quantidades seo 

valor maximum, 

max . p=a x b x e x (cl- ·l)+a x b x (c-1) + 

+ a X (b- ·1) +a -1; 

effecluando as mulliplicaçõcs, 

max . p = a X b X e X cl - ct X b X e+ a X b X e - a x b -t­

+ a x b- a +a -1; 

e observando que 

-a x bxc+a x b x c=o,-a x b+ax b=o,-a+a=º 

temos cmfim : 

ou 
max . p = a x b x e x d - f, 

max . p < a X b x e X cl. o. q. e. n. d. 

84. TnEORE)IA If. Parct dividi1' um producto ele muitos fac· 

tores por wn numero, ba,slct diviclfr por esse numero um dos 

factores, conservando os outros. 

Assim, para dividir 4 x 33 x 27 por 11, hasta dividir por 11 

um dos factorcs; por exemplo 33, conseryando os e ulros; isto é, 

li X 33 X 27 _ 4 
g 27 , H - X X . 
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Com effeito, oi, ividendo sendo o producto do divisor pelo 
quociente, temos.., 

ou 
h X 33 X 27 = 11 X li X 3 X 27 
ú X 33 X 27 = ú X 33 X 27 (nº 7lr) 

o. q. e. n. cl. 

85. THEOREMA III. Logo que se multipliw ou divide o divi­
clenclo e o clivi.sor por um mesmo numero, o quociente nunca mu­
cla,; vo1·é11i o 1·esto é sempre multiplicado ou divicliclo JJOI' esse 
nnmero. 

Seja D o dividendo cl o ivisor; Q o quociente, e R o res to, 
de sorte que: ' 

D=dxQ+R 

sendo n o factor proposto, e multiplicando a igualdade supra 
"' Por n, temos: 

ou 
ou 

D X n = d X Q X n + R X n, 
D X n = d X n X Q + R X n, 
D X n = cl. n X Q + R X n 

(nº 77) 
(nº 72) 
(nº 7ú) 

n >< n é o resto da divisão, por isso que R sendo menor que 
cl, I{, n < n. cl. 

o. q. e. n, cl. 
A cl_emonstração da segunda parte do theorema é identica á 

da Pruneira. 
86

· 'fHEOREMA IV. Pcira dividir uma sommci pol' wn numero, bastad' ·z· . ivic ir ccula vartc da sommci vor esse nwnero e CtJuntar 
os q11ocientes. 

Assim: 

O dividendo sen:1o o producto c!o divisor pelo quocieate: 
5 
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(
a b e cl) l 1 

a+b+c+cl= -+-+-+- x 1 . 
n n n n . 

' 
a b e cl 

=- X n+- x n+- x n+- X n (nº 77) 
n n n n ' 

l d a , . l d b . 
e no an o que - e o quocien e e a por n , que - e o 

. ,i 11 

quociente de b per 11, etc., e que um quociente torna-se n 

Yezes maior, fazendo-se n vezes maior o dividendo, islo é, mul­

t iplicando por n, os dividendos a, b, etc., temos : 

l cl 
a x n bxcn c+n clxn 

a+>+c+ = --+ +--+--
n n n n ' 

ou ~+b+c+d=a+b+c+d 
o. q. e. n. d. 

É facil demonstrar-se que : 

87. ConoLLAIUO. Se ao cliviclenclo ajimtarmos ou diminuir­

mos n ve.::es o divisor , o resto da divisão {teci o mesmo, porém 

o quociente augmenta ou climinue ele n. 

Seja D o dividendo, d o divisor, Q o quociente, R o resto de 

uma divisão, de maneira que: 

D=clxQ+R; 

njuntándo aos dous: membros da igualdade acima n vezes o 

di visor, isto é, n. cl: 

D + n. cl = n. cl + d X Q + R 

ou D + n , d = cl (n + Q) + R ; (nº 78) 

pela ultima igualdade vê-se que o resto n ficou o mesmo, e 

o quociente Q cresceo em n. 
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88. Potencia é um producto de muitos fac tores iguaes. 
O producto de dous numeros iguaes é a segunda JJotencia c1'esse numero. O proclucto de tres numeros iguaes é a terceirn J)otencia elo numero. O numero ele factores iguaes, que entrão no producto, marca o gráo da potencia. • Em gera.l, a votencia ele gráo m de wn numero é o proclucto de m {actores iguaes á esse n mero. 
Para a commodidadc da cscripta convencionou-se em indicar 0 grúo da potencia por meio de um pequeno algarismo collo­C~do em cima, e um·pouco á clireila do numero; a esse alga­rismo deo-se o nome de expoente, assim : 

5 X 5 X 5 X 5=54 

lê- se·. cinco l d t t · · o ot c·" , e eva o a quar a JJO encw ou cinc JJ en ic, (JUat1·0. 

A segunda e a terceira potencia de um numero receberão os nomes particulares de quadrado, e cubo. 
Todo o numero, que não tem expoente, é considerado como tendo por expoente a unidade. 
É preciso notar-se que : 

102 =10 X '10=100 
1.Ó 3 = 10 X 1.0 X 1.0 = 1.000 
104 = 10 X 10 X 10 X 10 = 10000 
10 5 =10 X 10 X 10 X 10 X 10=100000 
10 6 = 10 X 10 X 10 X 10 X 1 O X 10 = 1000000 

iSlo é, umct potencia qualquer de 10 é igualá unidade seguida de tantos zeros quantas unidades ha no expoente ela potencia. 5. 

~ B1F1B]L 
' 1 

1
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' 1 

Theo1•emas relatil'os iü potencias, 

89. THEOREMA I. O producto de duas ou rnais potencias de um, 

nurnero é uma potencia el'esse rnesrno numero, cujo expoente é a 

sornmci elos expoentes elas potencias claelas. 

Assim: 

Com eff eito, e 

42 =4 x -4 
h3 = 4 X li X lr 

45 = 4 X 4 ~ 4 X h À 4; 

e multiplicando todas estas igualdades membro a membro : " 

42 X 43 X 45 =4 X li X 4X 4 X 4 X 4 X 4 X 4X li X 4=410 

o. q. e. n, el. 

90. CoROLLARIO. Para elevar uma potencia de um numero a, 

uma outra votencia, basta multiplicar o expoente da primeira 

pelo expoente ela segunda,, 
Assim: 

com effeito, 

(75)3 = 7s X 7s X 7s 

= 7:;+,+õ = 75 x3 =7'S 

o. q. e. n. d. 

91. THEOREMA II. O quociente de duas potencias de mn -meS' 

mo numero é uma potencia cl'esse mesmo numero, cujo e'::c1Joe11 te 

é a cli{{erençci entre os expoentes das potencias dadas. 
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Assim: 

com effeito, o dividendo sendo o producto do divisor pelo 
quociente,' ' 

ou 
75 = 73 X 7\ 
75 = 7s 

- ' o. q. e. n d. 

92. THEOREMA III. Par~ elevar mn producto a uma potencia, 
basta elevar cacla factor do proclucto a essa potencia. 

Seja o pr9ducto 5 x 7 x ó, que quer-se elevar a 3ª potencia: 

"\ 

(6 X 7 X 4) 3 =6 X 7 X ú X 6 X 7 X ú X 6 X 7 X 4 = 

=6X6X6X4X4X4X7X7 X 7= 
= 63 X [i3 X 73, 

o. q. e. n. d. 

93. Cono11ARI0. Para elevar a uma potencia wn producto de 
rnititas votencias basta multiplicar o expoente de cacla factor 
J)elo expoente da potmcia. -

Seja o producto 31
• x 56 x 73 que se quer elevar á 3· 

Potencia ; 

(
34 

>< 5
6 

X 73
)

3 = 34 X 56 X 73 X 34 X 56 X 73 X 34 X 56 X 73 = 
= 34 X 34 X 34 X 56 X 56 X 56 X 73 X 73 X 7s = 
= 312 X 518 X 7°. 

o. q. e n. d. 

lt UU1t~1·0 dos algarismos em um llrotlncto de muitos 
facto1•cs. 

94, THEOREMA. O numero dos algarismos em wn proclitcto de 
rniiitos f actores é ao maximum igual ao numero dos algarismos 
de todos os factores. e ao minimum igual a esse mesmo numero 
dim· ·d mui o ele tem tas unidades, quantos são os r actores menos um. 
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Seja a x b x e X cl o producto, em, m', ri, 1 m,'" o numero ele 
algarismos de cada um dos factorcs . ó 

I. Por isso que a tem m algarism8s , a é por conseguinte 
menor que 10"', e fazendo o mesmo raciocínio sobre os outros 
fac tores , temos : 

a < 10"', 
b < 10"'', 
e < 10"'", 
d< 1um"'; 

e por conseguinte, fazendo o proct_uclo : . 

ct X b X e X cl < 1 O m + m' + tu" :t m'" 

~-

porém 1om+ m'+m"+m"' é o menor numero possível de m -t-
1n' + m" + 1 algarismos, logo o producto ci x b X e x cl, que 
ainda é menor que aquella potencia, contem quando mnitOJ 
m+m'+m" +m"' algarismos. o. q. e. n. cl. 

II. O factor a, tendo m algarismos é maior que 10111
- i, e 

dizendo o mesmo dos outros, temos: 

a> 10 111
-

1 

b > 10 111'-t 

C > 10 11111 ~ I 

cl > 10 111
'"-

1 

e por conseguinte, faiendo o producto : 

ct X b X e X d > i O m + 01
' + 111

" + m'" - 4 ; 

porém 10 m + m' + m" + m'" - ,, é o menor numero possível c]e 
m + m,' + m" + m,'" - 3 algarismos, logo o producto a ><: b :>< 
x e x cl, que ainda é maior que aquella potencia de 10, te!l1 
quando menos m+m' +m"+ m'" - 3 algarismos; isto é um 
numero igual ao precedente diminuido de tantas unidades 
quantos factorcs ba menos um. o, q. e. n . cl, 
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:JôXE RC!C I OS. 

QUESTÕES RESOLVIDAS . 

. I. O 'l]l'Ocl'Ucto elos numeras inteiros a partir ele n aÚ (2 n- 2) 
in[e1'ior ele d'Uas iiniclades ao clobro ele n é igual ao proclncto elos 
numeras impares desde 1 até (2 n - 3) pela potencia de 2 ele 
gi·úo (n-1). 

'frata-se pois de verificar a secruinte i"naldade o o 
() 

n. (n+1). (n+2) ..... (2 n-2)= 1.2.3.5. 7 ..... . (2 n - 3) 2."- 1 

Completemos a serie supra , multiplicando e diviclinl1o por 
1· 2, 3 ... (n - 1), teremos 

n .(n+1) (n+2) ..... (2n-2)= 
::::: 1. 2. 3. ú ...... (n - 1) n (n + 1) ..... (2 n - 3) (2 n - 2) 

1. .2.3 ... . .. (n - 1) 

Separemos o numerador em duas series, uma formada de 
numeres impares, a outra de numeres pares, observando que o 
Ultimo factor (2 n - 2) sendo um numero par, 2 h - 3 que o pre­
cede iimnedi~tamente é impar : 

n (n+ 1) (n+2) .. , .. (2 n _:_ 2) = 
, = 1.3.5.7 ...... (2n - 3) x 2.ú.6.8 ...... (2n - 2) 

1.2.3 ...... (n-1) 

A segunda serie de numeres pares encerra (n - 1) fac tores, 
que são todos divisiveis por 2 · podemos pois substituir a es ta o • , 

... erie a expressão 1. 2. 3. 5 ... (n -1) >< 2n- ,, e teremos 

n(n+1) (n+2) ..... (2n -2) = 
= 1.3.5.7 ...... (2 n - 3) X 1.2.3.ú ...... (n - 1) X 2n-• 

" 1.2.3.li ...... (n --1) 
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o~ emfim _ t, · n- , 4 
n. (n+1).(n+2) .. ... (2n - 2) - 1.3.5.7 . ..... (2n - 3) x 2. 

o. q. e. n. d. 

II. Achar um numero que sendo multiplicado succeessivci­
rnentc por 200 e por 5, um dos productos obtidos seja o quadra­
do elo outro : 

Seja N o numero que se procura , de maneira que : 

200 X N=(5 X N) 2 

ou 200 X N = 25 X N2 
; 

(. 

é claro que dividindo duas quantitades iguaes por uma mes­
ma quantidade N, os restos são iguaes : 

d'onde se deduz 

200=25 X N 

HV ij O!J OO\f 1S3 
o-p 

YO 1Bíld J3H.:.Oll818 
QUESTÕES NAO RESOLVIDAS, 

III. Determinar tres numeras taes que as sommas cl'esses nu­
meros tomàdos dous a dous sejão 12, 16 e 18. 

IV. Determinar quatro numeras taes que as sornmas cl'esses 
numeras t01naclos tres a tres sejão 15, 19, 21 e 23. 

V. Achar tres numeras taes que as sommas de dous quaes­
quer exccdao o outro de 3, 11 e 19. 

VI. Achar quatro numeras taes que as sommas ele tres quaes­
quer excedaõ o outro dos numeras 8, 16, 2li, 28. 

VII. Se dous numeras não terminão em zero oii fí, a differença 
de suas quqrtas potencias terminão em o ou 5. 

VIII. Demopstrm· que todo numero é uma somnia ele JJotencicis 
ele 2, ou uma somma ele potencias ele 2 mais um. 
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IX. Qual é o n'i , nero que diminitinclo 10 ele sua septima 
rte, o t?·iplo do rt.. seja 24? . 

X. Determinar u;n nU1ijero de tres algarismos, que cresce 
em 270 unidades logo que se inverte a orde1n dos seos dous pri ­
~neiros algarismos á esqiterda, que diminue de 396 logo que se 
inverte a 01·clem dos ultimas á direita e ta.es que d somma d'elles 
considerados como exprimindo unidades simples, é igual a 17. 

') 

CAPITULO IJ. 
o 

'l'UEoa1.4. DOS MVLTIPLOS. - THEORIA DOS RESTOS. 

-,. DIVISmILIDADE. - PROVAS, 

lllultiplos. 

95· Os productos de um numero pela serie natural dos nu-
111eros l · c 1amão-se rnultiplos d'esse numero. 

Assi111 
' 

7 X 2, 7 X 3, 7 X 4 .... , 7 X n, 

São · os d1fferentes multiplos de 7. 

Em geral, chama-se multiplo de um numero o producto d'eslc 
numero por outro. . 

Urna d' · -1v1sao entre dous nu meros pode ser feita sem resto ou 
com resto N · · · · éd' · · l I · o pnmeiro caso, o pr1meJro numero ivisive pc o 
~eguuct_o, e este é divisor ou f actor elo primeiro; e como o elivi-

1 
end0 é o proelucto do divisor pelo quociente, o dividendo é 

lor cons · · 1 d 
b 

egumte um multiplo do divisor, .que é ainda e iama o 
sii muz1 · l ip o elo primeiro. · 

As Palavras, divisor f actor e submultiplo significão a mesma 
cousa. ' 

No segundo caso; isto é, quando a operação não se faz exac-
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tamente, ella tem por fim procurar o maio rf multiplo do divisor, 
contido no dividendo; isto é, o maior nu · ,rode vezes, que eLC 
ahi entra, como ja o dissemos na ':heoria da divisão; a diffe· 
rença entre o dividendo e o maior mulliplo do divisor é o resto 
da operação. 

96. Observação I. Todo o numero multiplo ele outro é clivi-
sivel por este, e reciproca mente. . 

Assim 24 sendo um mulliplo de 3 é divisivel por 3; porqnc 
24, produclo dos dous factores , 8 x 3 , é divisivel por uÔ1 

d'clles 3. 
Segue-se d'ahi que todo numero sendo mulliplo da unidade 

é divisivel pela unidade ou por ~si mesmo. 

97. Observação II. Um mulliplo de um procluclo é mullipJo 
de um de seos faclores. 

1l'heo1·emas l'cfativos nos muUiplos e divism·es. r 

98. THEOREMA I. Todo o numero, cliviso1· ele muitos outros, e 

tarnbem divisor de sua somma. 
Sabemos que, para dividir uma somma por um numero, 

basta dividir cada parle da somma por esse numero (nº 86), e 
como cada uma d'ellas se divide exactamente por hypothese, 
logo a somma é tambem divisivel pelo numero. 

Observação. Este theorema mostra que a somma de muito5 

numeros , multiplos de outro, é tambern um mulliplo ü'esse 
numero. 

99. TI-IEOREMA IJ. Logo que urn numero divide dous outros 
exactamente, divide sua dif{erença . 

Como para dividir uma di.ITerença, basta diviLlir cada numero, 
e subtrahir o menor quociente do maior, e por isso que os clon5 

numeros são por hypothese divisiveis pelo numero dado, logo 
a differença tambem o é. 

Observação. Este theorema mostra que a differença entre 
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dous nnmeros , m';\ltiplos de outro , é tambem um numero , 
• ultiplo d'aquelle.;,,__ 

100, THEOREMA III. Lo{}o que wn numero divide wnct som,na 
ele cluas quanticlacles e uma cl'ellas, clivicle CL outra. 

Porque esta ullima ó a tlifferenca entre a somma e a outra 
quanliciade, que por hypothese, ~ão divisiveis pelo numero 
dado. 

ConoLLARio. Logo que em itnw diviscio um numero divide o 
cliviclendo e o diviso/'. clivicle o resto. 

Porque o resto s~nclo urna dHierenca en lre dous numeras 
~U~tiplos de outro, é um multiplo cl'este, e é por conseguinte 
divisivel por elle. fJ 

10L TnEOREMA IV. Logo que uma somma é tal que sendo 
compos ta de ditas quantidades, elas quaes uma só e divisivel por 
tim numero, e a outra não, ct somma lambem não é clivisi'Vel 
lJor esse numero, e o resto ela divisão ela somma e o mesmo que 
0 1·esto ela divisão clct parte não divisível pelo dito numero . 

.,,. Sejão 12f-i e 32l1 os dous numeras dados, e taes que um d'elles 
{ SOI11ente 12:) é clivisivel por 5. 
: A somnrn 125 + 32ú não será divisível por fi (nº 100) . O resto 
1:,da divisão da somma por 5 é o mesmo que o da divisão ele 32l1 
3>or ;; . p , . 

", 01 ISSO que : 
) 
a 125+324 . 12s 324 ( º 86) o 5 =5+5 11 

• 

a 
~ 
<J) 'l'bcoria do§ ,•cs tos . - D h ·isihilidadc. 
Ul 

_ 1º2· A theoria da oivisibilidacle é uma consequencia ela 
lhcoria 1 · · d · , e os restos; esta ensma os me10s para etenmnar o 
IeSto da divisão dn um numero qualquer por uma serie d'ou­
fros numeres sem cffectuar-se a divisão; pelo conhecimento elo 
l'CSlo será facil saber se o primeiro numero é divisível pelo 
~egunao', hasta para /sso que o resto seja nnllo ; é este o ob­
Jccto ela Lheoria da divisibilidade. 
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O estudo dos restos, como vamos ver, é ·:ma applicação dos 
theoremas precedentemente demonstrad · ,' C· 

103. PnonLE~IA. Determinar o restct:da divisão de urn nurnero 
qualquer por wna potencia qualquer de 10. 

Seja 4765329 o numero dado, e 103 a potencia dada. É c1aro 
que: 

4765329 = li 765000 + 329; 

4765000 mulliplo de mil, é por conseguinte divisível por 1000; 
329 < 1000, representa o resto da divisão da som ma 4765329 
por103 (nº10'1) . e 

Da mesma forma veriamos que o resto da divisão de 37645 ~ 
por 102 é 45. j 

Em geral, o resto ela divisão de um numero qualque1· por 10", ) 
é o numero formado pelos n primeiros algarismos á direita do : 
numero dado. 

CONSEQUENCIA. Para que um numero seja divisível por 10" é ~ 
preciso que os n primeiros algarismos á sua direita sejão zeros; · 
esta condição é svf(iciente. 

104. PRonLEMA. Determinar o resto ela divisão de wrn numero ) 
por 2 e 5. j 

Observemos primeiro que tudo que uma unidade de ordel)) :l 
qualquer é um mulliplo de 2 e de 5, por isso que uma unidade 5 
de ordem qualquer é um multiplo de 10, e que 10 é um mul~ 
tiplo de 2 e de 5 (nº 97). 

Seja 24677 o numero dado. 
É claro que : 

2h677 = 24670 + 7; 

a primeira parte 24670 é divisivel por 2 e por 5, por conse~ 
guinte o resto da divisão de 24677 por 2 ou por 5 será o mesmo 
que o resto da divisão por 2 ou por 5 do ultimo algarismo 7 
(nº 101). 

CoNSEQUENCIA. Para que wn numero seja divisível por 2 otl 
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por 5, é necessario 1;; su({iciente que seo ultimo algarismo á di­
;')ita seja wn num(; divisivel por 2 oii por 5. 

Os algarismos divisiYei~por 2 são os seguintes: O, 2, li, 6, 8; 

logo para que um numero seja divisivel por 2 é necessario e 
Sufficiente que seo ultimo algarismo á direita seja um dos al­
garismos acima. 

U111 numero que é divisível por 2 chama-se numero par; 
numero impar aquelle que não é clivisivel por 2. Um numero 
?ªr é representado geralmente por 2n, n sendo um numero 
1111 • 

eiro qualquer, e um numero impar por 2n + 1. 

11 
~ara que um numero seja clivisivel por 5, é

1 
necessario e suf-

ciente que seo.ultimo algal1;mo á direita seja o ou 5. 

I
05, ProntE~IA. Determinar o resto dei cliviscio ele um numero 

1 4 ou 25, ou por 22 ou 52, 

bservemos que as centenas, as unidades ele mil, ele., são 
n~1eros mulliplos de 100, e por conseguinte de 4 e de 25, que 
6t:t6 submulliplos de 1 oo (nº 97). 

o c:.;eja dado o numero 324696. Podemos escrever : 

'U o 
Q 32li696 = 324600 + 96 

~ rhneira parle 324600 é um numero divisível por 4 e 25, por 
~nsequencia o resto da divisão de 324696 por ú ou 25 é o 
1
wmo que o resto da divisão por 4 ou 25 do numero 96, for-

1llr:tdo Pelos dous ultimas algarismos do numero dado (nº 101) • 

. CONSEQUE ' CIA. Para que um numero seja clivisivel por 4 Ott 25, 

~ ne.cessario e é sufficiente que os seos dous ultimas algarismos 
a clii· ·1 r. ei a· ,armem um numero clivisivel por 4 ou 25. 

Ver-se-hiada mesma maneira que um numero é divisivel por 
8 :::::: 23 l' 1 . , ou por 125 = 53 , logo que os seos trcs u l1mos a gans · 
mos á direita fórmão um numero divisivel por 8 ou por 125. 

106, Em geral, um numero é clivisivel por 2", ou por 5", logo 
qlt_ie os seos n ultimas algarismos á direita fórmão mn numero 
civ · · 

i sivel por 2" ou 5". 
107 · PuontEMA. Determinar o resto dct divisão de um, numero 

Por 9. · 
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Para resolver este problema, dividarnlr, as di:ITerentes po­
tencias de 10 por 9 para observarmos a Í, • elos restos; acha::, 
mos que o resto é sempre a unidade" e d'ahi concluimos este 
theorema : Uma votencia qiwlquei· ele 10 e wn multiplo de 9 
mais um : 

Desle theorema resulta o seguinte. 
Um algarismo significativo seguido de :;eras é igual ci um 

multiplo de 9 mais esse olgarismo, tomado com, seo valor ab­
soluto. 

Seja 7000 o numero proposto 

7000=7 X 1000=::7 X (m. 9-1-1) 
=7 xm.9+7=m. 9+7 

o. q. e. n. d. 

Passemos agora á resolução do problema, e seja 76436 o nu· 
mero dado. Pelo que acima demonstrámos 

70000 = m. 9 + 7 
6000=m. 9+6 
400=m. 9+4 

30=111,, 9+ 3 

6= 6 

e ajuntando essas igualdades membro a membro, temos : 

76436 =III. 9+ 7 +6+ 4+3+6, 

representando M. 9 a somma dos mulliplos acima. 
Do exposto resulta o seguinte theorema. 
Um nvmero qualq11er e igual a um multiplo ele 9 mais a 

somma dos seos algarismos, toma elos com scos valores ab­
solutos. 

A solução do problema proposto é uma applicação dirccta 
do seguin te theorema. 

O resto dei divisão ele um numero por 9 é igiwl ao resto da 
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divisão vor 9 da sonima dos seos algarismos, tomados com scos t·l ~ Ol'es absolutos. !/) 

Fazenuo a somma"é'.!os ~arismos elo numero proposto, acha­
mos 26 ; assim o resto da divisão do numero dado por 9 é o 
mesmo que o resto da divisão ele 26 por 9, e applicando a 
l11 csma regra a 26 como ao numero acima, a somma 8 dos 
scos algari smos, sendo menor que 9, é o res to ela divisã9. 

CONSEQUENCIA. Um, nwnero será divisivel por 9, logo que a 
somma dos seos algarismos, tomados com, seos valores absolutos. 
{ô1' um multiplo de 9. < O 

108. PROllLEMA. Determinar o resto da divisão de um nwme1'(D ,<( 
~3 - ! . o _j 

A solução c1'es te problema é uma applicação elo seguinte~ m 
theorema. a.. 

4 _o res to da divisão ele um numero por 3 é igiial ao resto ela <: 
clt'!!isão poi· 3 ela somma elos seos algarismos, toma.elos com seos -~ O 
'!!alares absolutos. 'd 'Õ 
d Co111 cfl'eito um numero qualquer sendo igual a um multiplo 2-: 
/ 9 l11ais a somma dos seos algarismos, será igual a um mui- O 1Plo de 3 mais a sornma dos seos algarismos, por isso que 9 é ::J 
um mulliplo ele 3. c:o 

Co1'SEQUENCIA. Um numero será divisivel por 3, logo que a C:O 
;~mina dos seos algarismos, tomados com seos valores absolutos, 
or iirn multiplo de 3. 

109. PnonLEMA. Determinar o resto da divisão de um numero 
2)01· 11 . 

f 
Sigamos a mesma marcha que alé aqui; dividamos as dif-' erent 1' es potencias de 10 por 11, e observemos a lei dos restos. 

0me111os primeiramente as potencias pares de 10. 

102 =100=11 x9+1=m.11+1 
104 =10000=11 X 909+1 =m. 11 +1 
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Uma potencia pco· de 10 é igual a um nttltiplo de H mais 

um. 
Passemos ús potencias ímpares de, 1 u. 

10=11-1 
103 =1.0 2 x 10 = (m.11 +1) x 10=m'.11 +10= 

=1n'.11 +11 -1 =m".11-1 

105 =104 X 10=(m.11+1) X 10=m'.11+1 

"' . . . . . . . . . . . . .... 

e, 

d'ahi o seguinte theorema : 

( , 

Toda votencia impar de 10 é igual ci um multiplo de 11 me­

nos um. 
D'estes ~ous theoremas resultão os dous seguintes, que po· 

demos demonstrar. 
Um algarismo significativo seguido ele mn numero ziar ele 

zeros é igual a um multiplo de 11 mais esse algarismo. 

Seja 70000 o numero dado. 

70000 = 7 X 10000= 7 X (m.11 + 1)= 

=7 x m.11+7=m'.11 +7. 

Um, algarism,o significativo seguido ele mn numel'o impal' de 

~eras é igual a um mitltiplo de 11 menos esse algarismo. 

Com effeito ; 

7000=7 X 1000=7 X (m.11-1)=7 X m.11-7=m'.H-7, 
o. q. e. n. d. 

Passemos á. resolução do problema; seja 7653259 o numero 

de que buscamos o resto da divisão por 11. 

Decompondo o numero dado em. stws differentes partes, 

e empregando sobre ellas os dous lheoremas precedentes, 

temos : 

ti 
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7000000,, ...... m . 11 + 7 
600000 1r:i~ •••.•• m' . 11- 6 

50000 =. . ni" .11+5 
3000 =. . m'". 11 -· 3 
200 =. . m" .11 +2 
50=, . m•. 11- 5 

~ 9=...... 9 

S1 

filizcndo a somma d'essas igualdades membro a membro ; e 
notando que 

m,11+m,'.11+m".11+m0'.11+m". 11+m'.11=M.11 

i5to é, que a somma de um certo numero de multiplos de 11 é 
uin numero multiplo de 11, teremos : 

i653259=M.11 + 7 -6+5-3+2 - 5+9 
=M.11+7+5 +2+9-6-3-5 
=M.11+i +5+2+9 -(6 +3+5). 

D'esta ullima igualdade concluimos o seguinte theorema: 
Um numero qualquer é igual a um mulliplo de 11 augmen­

lado com a somma dos algarismos de ordem impar e diminuiclo 
ela somma dos algarismos de ordem par. 

A solução do novo problema é uma applicação do seguinte theorcma, que é uma consequencia d'este e d'outros já co­
nhecidos. 

O 1·esto da divisão de um numero po1· 11 é o mesmo que o 
1:~Slo ela divisão por 11 da di{{erença entre a somma dos alga-
1 h inos de ordem impar e a elos algarismos de ordem var. 

No nosso exemplo, esta diJierença é 9: 9, sendo menor que 11
, é o resto da divisão do numero proposto por 11. 
Se a somma dos algarismos de ordem impar é menor que a 

outra, ajunta-se á primeira um multiplo de 11 sufílcienle, afim de que esta exceda aquella. 
Co~SEQUENCIA. Um numero será divisível 1,0!' 11, logo que a 

G 
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differença. entre a somma elos algarismos ele ordem impa1· e ct 
dos alga rismos de ordem par f ôr zero on u , multiplo de 11. e; 

Importa muito ao leitor penet:rar-~e b '111 do methodo qur. 
aq ui temos seguido parn chegarmos á solução do problema 
precedente. · 

Em geral, para achar-se o resto da divisão de um numero N 
por outro numero 11, divide-se por n a unidade seguida de 
zeros, e observa-se a lei dos restos ·: é n'esta lei que o problema 
acha sua solução. Pat'a melhor gravar-se no espirito o methodo 
que temos empregado, vamos resolver ainda este outro pro­
blema. 

11.1. P ROBLEMA. Determinar o r sto ela divisão ele um numero 

qualquer por 7. 
Seja 72463295435 o numero dado. 
Dividindo as differentes unidades por 7, achamos: 

1= ........ . 1 

1 O = 7 X 1 + 3 =. . m. 7 + 3 

100 = i X 14 + 2 = . . . . . .' . , . . m. 7 + 2 

1000=7 X 1ú2+6= m.7 +7-1= . m.7-1 

10000=7 >< 1428+4=m. 7+7- 3 = m.7-3 

100000 = 7 x 14285 + 5 = m. 7 + 7 - 2 = m. 7 - 2 

1000000 = 7 X 1112857 + 1 = ........ m. 7 + 1 

Examinando as igualdades acima vêmos que U!J.1a unidade, 
dezena, e centena se compõe de um multiplo de 7, augmen· 
tado com uma, tres e duas unidades ; uma uniuacle de mil, 
dezena de mil, e centena de mil se compõe de um mulliplo 
de 7 diminuido de uma, tres e duas unidades ; e como, pro­
seguindo a divisão, os mesmos restos se reproduzem, a lei dos 

restos se acha determinada. 
É claro que 2, 3, 4, 5 ..... unidades de ordem qualquer se 

compoem de um multiplo de 7, augmentado ou diminuidO 
de uma quantidade 2, 3, 4, 5 ..... vezes maior que a quantidade 
que dere ser ajuntada ou diminuida do.multiplo de 7, perten­
cente á unidade dá mesma 01·dem. 
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Dividamos o numero dado em classes de tres algarismos 
j:ada uma, indo ';()a direita para a esquerda: uma qualquer 
d'essas classes de õ·rdem')impar, ou par, será igual a um multi­
plo de 7, augmentado ou diminuído de imia vez suas unidades, 
de ti-es vezes sitas dezenas, e de ditas ve::;es suas centenas. Se mul­
tiplicarmos respectivamente por 1, 2, 3 as unidades, dezenas 
e centenas de cada classe, o numero proposto será igual a um 
lllulliplo de 7 augmentado com a somma dos productos, que 
Provêm das classes de ordem par, e diminuido da somma 
dos productos que provêm das classes de ordem impar; isto 
é, augmentado ou diminuido da difierença entre essas duas 
sommas, se a primeira fôrcmaior ou menor que a segunda ; 
se esta differença fôt' divisivel por 7, o numero será divisivcl 
Por 7. 

Appliquemos o que acabámos de dizer ao numero proposto: 

Sonmia dos procluctos provindo das classes ele ol'clem impar : 

5.1+3. 3+li. 2+ 3, 1 +6. 3+lt. 2=5L 

Somma dos productos provindo elas classes ele ordem par: 

5, 1+ 3. 3+2. 2+2.1 +7. 3 =51. 

Assim o numero proposto é igual a um multiplo de 7, aug­
l11entado com 51 unidades, e diminuido de 59 unidades; isto 
é, diminuido de 8 unidades, e temos : 

72lt63295lt35 = 1n. 7 - 8 
=m. 7+1li-8 
=m. 7+6 

6 
é l)or conseguinte o resto da divisão elo numero proposto Por 7. 

G. 
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' Provns das (funtro 0J1ern 'õe:.. . 
{f • 

112. A verificação do resultado de uma opéração qualquer 

fundamental dn Ari thmetica por um numero qualquer exigin do 

os mrsmos raciocinios, empregaremos o faclor 9, e tudo quan­

to tivermos dito sobre este, applicar-se-lrn irnmodiatamonte no 

factor 11, e a qualquer outro. É preciso notar-se que os fac­

tores 9 e 11 são os numeros mais empregn!los; por que os ros · 

tos das divisões por esses numeros se obtem mui facilmente. 

-
PROVA DA ADDIÇAO. 

113. THEonrnA. O resto ela divisão de uma somma por um 

numero éo mesm,o que aquelle que obteriamas substituindo a 

cadci parte da somma o resto ele s1ia divisão JJor esse numero. 

Seja uma somma: 

S=A-t-B+C+D, 

A, B, C, D sendo numeros quaesquer compostos de muilos nl­

garismos, e seja p o factor escolhido e r, r', r'', r"', os restos 

das divisões respectivas de A, B, C, D por p, de sorte que : 

A=m .p+r 
B=m' .p+r' 
C=m,'' .JJ+r" 
D=m,'". p+ r"' , 

Fazendo a somma cl'essas igualdades mernht'O a membro, 

temos : 

A+Il+C+D=M.p+(r+r'+r"+r"') ; 

por isso que a som ma ele muitos mulliplos de pé um numero 

mulliplo ele p (n º 98). 
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Pela ultima iguri!Llade vêmas que o resto da divisão da som­
na por v é o mesm0 que o resto da divisaõ de (r + r' + r" + 1·"') 
por v. o. q. e. n. d. 

Appliquemos esle theorema ao seguinte exemplo, o factor 
escolhido sendo 9. 

24632 r =8 
3264 r' =6 

R=8 526 r"=4 
4769 1·'"=8 

33191 ·,., . R=8 

Vêmas com effeito que o resto 8 da divisão da somma 33191 
Por 9 é o mesmo que o da divisão po1· 9 da somma (8 + 6 + 4+ 
-+- 8) ; os nu meros 8, 6, 4, 8 sendo tambem os restos elas divi­
sões das differentes parcellas por 9. 

-· 
PI\OVA DA SUBT!l.ACÇAO. 

i'll1. Chamemos D o minucndo, d o subtrahendo e r o resto 
de uma snlJtraccão · é claro que temos . , 

D=d+1·, 

logo, empregando o theorema precedente, podemos obter a 
verifkação do resultado de uma subtracrão. 

Tornemos o seguinte exemplo: · 

ú36U2 . H=6 

r =61 
40923 . ..... r'= O 

2679 . 

Com effeito vêmas que o resto 6 da divisão elo minuenclo 
Li 3Go2 é o mesmo que o resto 6 da divisão da sornma 6 + o 
ou 6, 
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-
PROVA DA MULTIPLICAÇAO. 

f 

115. TI-IEOREM.A. O resto da divisão de iim producto de dous 
factores por iim numero é o mesmo que arzuelle que obteriamas 

se substituissernos a esses doits f actorcs os restos de suas divisões 
por esses nurneros. 

Seja a x b um producto de dous factores, p o divi sor esco­
lhido, e r, r' os restos das divisões respectivas de a e b por JJ, 

Queremos demonstrar que o resto da divisão de a x b por p 

é o mesmo que o resto da clivi$ãO der x r' por p. 

Com efl'eito é facil ver-se que : e 

a=1n .p+r 
b= rn'.p+r'; 

multiplicando membro a membro essas igualdades, teremos: 

a X b= 1n.p X m'.p +r X m,',p+r' x m.p+r X r' (nº 79); 

e notando que a sommr.t de muitos multiplos de p é um nu­
mero multi pio de p, que pode ser representado por III. p, tem~ 

se emfim : 

a X b=ll1.p +r X r'. 
Q 

Esta ultima igualdade mostra que o resto da divisão de a x b- b 
por p é o mesmo que o res to da divisão de r x r ' por p. 

o. q. e. n . cl . 
Appliquemos es te theorema ao seguinte exemplo : 

46749 . 
325 

2337ú5 
93h98 

1l102h7 

.r= 3 f , 
1 

r X r' = 3 . . . . R = 3 . r= , 

15193425 . .. . . ... . .... .. . . . ... R = 3 
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Podemos concluir que a oper:i ção é 0xncla, por isso que o 
' esto 3 da di visão por 9 do prod ucto 15193l125 é o mesmo que 
0 resto 3 da divisão por do producto de 3 x 1, os nu meros 
3 e 1 sendo por seo turn o os res tos das divisões dos fac ­
tores por 9. 

-PROYA DA DIVlSAO. 

116. Seja D o dividendo, d o divisor, e q o quocien te de 
u111a divisão, é claro que : 

' 
D = d X(] ; 

lor conseguinte, empregando o th eorema preceden le, pode-
1~ nos verificar o resultado el e uma di visão. 
~ a seguinte divisão: 

~ 
~ 257 .. 

O 111::::- R=4 . .. . 19366492 
<: 75356 . 

~ Q 1376 

0 9lú 

r ' = S 

Q 1439 
C 15M 
:q:; 

~ tnos que o resto ú do dividendo é o mesmo que o resto 4 do 
U1foducto de 5 x s; 5 e s sendo os res tos respectivos do divisor 
e quociente. 

Se a divisão não se faz exactamente : 

então em pregão-se os dous theoremas (nº 113) e (11° 11 5) ; pro­
cura-se o resto de cl.q; ajunta-se este resto ar; o resto d' esta 
son;nna deve ser o mesmo que o res to de D. 

Dividindo· 5603407 por 826 , acha-se por quociente 6662 e 
0 resto 595. 
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O resto de 826 . é 7 1 · ·.··· r=5j 
. . . . de 6662 . . e . . . r?. ,, . H = 6 

. . . . de 595 . . é . . . . . 1 = 1 
Com effeito no dividendo acha-se. . .... H = 6 

E XE l\CICI OS. 

QUESTÕES RESOLVIDAS. 

I. O resto da divisão por 9 ou por 11 de um producto qual­
quer de muitos fa.ctores é o mesmo que o resto da divisão por 9 

ou 11 do proclucto dos restos correspondentes aos differentes 
{aclares. 

Sejão N, N', N", N"' os numeros dados, r, r', r", r"' os res-
tos de suas divisões por 9, de maneira que 

N =1n .9+r 
N' =1n'. 9+1·' 
N" =1n".9+r" 
N"' = m"'. 9 + r"' ; 

multiplicando essas igualdades membro a membro, temos: 

N X N' X N" X N"' = 1ll. 9 + r X r' X r" X r"', 

lll. 9 representando um mulliplo'. de 9; logo o resto da divisão 
do proclucto dos numeros dados por 9 é o mesmo que o resto 
da divisão por 9 do proclucto dos restos, r x r' x r" x r"'. 

II. Todo numero impar é igual a urn multiplo de ú mais oi, 
menos umaunidcule. 

Dividindo um numero inteiro por li, os restos que se obteJll 
são o, 1,2, 3, logo 4n, ún+1 , lin+2, ún+3 representão nu· 
meros inteiros; ora lin, e 4n+2 são numeros pares, e t,n-t-1 
e lin + 3 = 4n - ú + 3 = lm - 1 são numeras ímpares. 
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QUEST)ES NAO RESOLVIDAS. 

III. O p1'0ducto ele dous numeras inteiros consecutivos é clivisi­
Vel po1· 2. 

IV. O JJl'Oclucto ele tres numeras inteiros consecutivos é divisi­
Vcl por 6. 

V. O proelucto ele quatro numeras inteiros consecntivos é di­
Visivcl por 2li. 

VI. Demonstrar que um numero é divisi'Vel vor 6, se o alga-
1·ismo das unidades .i unto a">quatro ve.::;cs a somma de todos os 
0itt,.os clá uma somma divisivel po1· 6. 

VII. Demonstrar que wn numero é clivisivel zwr li, se o alga-
1·ismo das unieladesjimto a clttas ve.::;es o algarismo das cle.::;enas 
dá uma somma divisivel por li. 

VIII. Demonstrar que mn numero é clivisivel por 8,se o alga-
1·-ismo das imielaeles mais o dobro elo algarismo elas de.::;enas, 
mais o quadruplo do alga.1·ismo das centenas fónnão umci sommci 
diuisivel por 8. 

IX. Demonstrar que, logo que se di'Videm dous numeras pelei 
Sua differença, os restos sao iguaes. 

X. Demonstmr que um numero é clivisivel por '12, se o nu­
mero formado pelos seos dous ultimas algarismos á direita, mais 
9Uafro vezes a somma elos outros, é um numero divisivel por 12. 

BIBL V ºHECA PUBLICA 
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t' 
CAPITULO III. 

THEORIA DO MAIOR DIVISOR COMMUM. - T:HEORIA 

DO MENOR Mll'LTIPLO . COMMVM. 

Thco;·ia cio maior lliviso1• commum. 

117. Já definimos o que se chama divisor. Um numero pode 
ter muitos divisores; mais tarde veremos a maneira pela qual 
se determina todos os divisores de um numero: o menor divi­
sor de um numero é a unidade, e o maior é o proprio numero. 
Um numero, que não tem outros divisores senão a si proprio 

· ou a unidade, chama-se numero prinio. 
Quando um numero divide muitos outros ao mesmo tempo, 

é dito seo commum divisor. Entre todos os divisores comrnuns 
de muitos numeros ha um que é o maior de todos, e que se 
chama '11iaior divisor commurn, cuja theoria é de muila im­
porlancia na Arithmetica. A busca do maior divisor commum é 
fun rlada sobre alguns theoremas, que vamos demonstrar. 

11 8 . THEOREMA I. Quando um numero é divisivel por outro, 
este é o maior divisor comrnurn dos dous numeras. 

Seja a um numero que é divisivel por b, e que é maior que 
b. O maior divisor commum dos dous numeros deve dividir b, 
e não pode ser maior que b, por jsso que b é o menor d'elles ; 
porém b divide a, e é divisor de si proprio, logo b é o maio!' 
divi sor commum dos dous numeros. 

119. THEOREMA II. Dous numeras, que não sao clivisiveis um 
pelo outro, teem o mesmo maior divisor comm·urn que o menor 
d'elles e o resto ela divisaõ do primeiro pelo segunclo, quel' 
se tome o quociente por clef'ei to ou por excesso. 

S('jão 53ú3 7, e l132 dous numeros, que não são divisiveis un1 
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Pelo outro; o quociente ela divisão por defeito é 123, e o resto 
0 301, dí:! sorte que : 

53437 = 432 X 123 + 301. 

Queremos demonstrar que o maior divisor commum ele 
53437 e ú32 é igual ao maior divisor commum de 3li2 e 301. 

I. Com effeito, tocl_o divisor commum dr. 53ú37 e 432, di­
vide ú32, e por conseguinte 432 x 123 (nº 97) e por isso que 
divide 53ú37, dividirá necessariamente 301, que é a differença 
(n° 99) . 

II. Reciprocamente todo cljvisor commum de li32 e de 301, 

divide ú32, e por conseguinte 432 x 123; e por isso que divide 
301, dividirá a somma cl'esses dous numeros; isto é 53li37 . 

. D'estas duas partes da demonstração conclue-se que, os di­
visores cornmuns de 53ú3 7 e ú32 sendo os mesmos que os de 
ti 35 e 301, o maior divisor commum dos primeiros é igual ao 
dos ultimos. o, q. e. n. cl 

1'0111ando o quociente por excesso, temos a relação seguinte: 

53ú37 = ú32 X 12ú - (ú32 - 30'1) . 

Demonstraríamos da mesma maneira que o maior divisor 
coi11111um de 53ú37 e 432 é o mesmo que o maior diviso1: com­
lllum ele ú32 e (li32 - 301) ou de li32 e 131. 

llUscA DO MAIOR DIVISOR COMMUM DE DOUS NUMERO$ INTEIROS. 

c1· 1.20. Sejão 92ú e 156 os numeros de que buscamos o maio!' 
1 visor commum: pelos theoremas precedentes somos levados 

ª. dividir 92ú por 156; effectuando esta divisão, achamos o quo­
ciente 5 e o resto 1úú; porém, como o maior divisor commum 
de 92l1 e 156 é o mesmo que o ele 156 e 1ltú, dividamos 156 por 
1

~li, o quociente é 1 e o resto 12; pela mesma razão divi-
d1n l -e o 1úli por 12, achamos um quociente exacto 12; logo 12 é 
0 

ll1aior divisor commum dos nurneros propostos. 
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12'1. REGRA. Para achai· o maior divisor commwn ele clous 

numel'os, divide-se o maior pelo 1ne11or, este pelo resto da. clivi­
siio, o primeiro resto pelo segundo e a~sim po1· cliante, até chegar­

se ci wn resto n ullo: o ultimo divisor empregado e o maior 
divisor commwn, 

Eis o typo ela operação: 

5 1 

924 156 14li 

780 iúli 1/ili 

12 o 

·12 i 

12 

122. Observação I. Dons restos conscculivos quacsqucr LênJ 
o mesmo maior divisor commum que os numeros dados; por 
conseguinte se no curso da operação se conhece o maiol' divi· 
sor commum ele clons restos, inutil será continuar a operação. 

123. Observação Jf. Na busca do maior divisor commum os 
restos vão sempre diminuindo, e não se pocle deixar de clicgn1· 
a um resto nullo, por isso que seo numero é necessariamente 
limitado. 

124. Numeras primos enll'e si. Sei procurando o maior clivi· 
sor commum de dous numeras se obtem po1· ultimo divisor a 
unidade, es ta é seo maior divisor commum: taes nu meros são 
ditos primos entre-si. 

125. Observaçüo III. Se na busca do maior divisor commol11 

de dous numeros um dos restos é primo, e se este não divideº 
precedente, inulil será continuar a operação, pois é seguro que 
os numeros propostos são primos entre-si. 

126. THEORmIA III. Se wn nwnero clivicle dous outros, clivid8 

seo maior clivisor commum, e reciprocamente, se mn numero di· 

vide o maior cliviso1· commwn de dous oull'OS, divide estes 

ultimas. 

BibUotee, Püblica Benedito Leite 
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~C'ja G um numel'O que divicle 5ls6 e 462; 6 diYidirá o lilaior 
divisor commum d'esses numeros . Com efTeilo, 6 divi<linclo 546 
e :162, divide 8l1, resto dal}livisão d'esses numeros; divi<lindo 
li62 e sr, divide o resto ú2 d'esta divisão; pol'ém 42, é o maior 
divi8or commum dos nurneros propostos, logo o thcorcma se 
ucha demonstrado. 

A demonstração da proposição inversa é clara; pois quando 
ll111 numero divide outro, divide os seos multiplos. 

SnIPLll'iCAÇÃO NA BUSCA DO MAIOR DirJSOH comrnM DE oors 

NUMEROS INTEIROS. 

127. A determinacão do maior divi so!' commum dr, dous nnme­
ros srr:, tanto mais· rapida quanto mais depressa se diminuil'cm 
os restos. Por conseguinte, se, buscando o ·maio!' divisor corn-
111u111 de dous numeros, u111 resto qualquer fô1· maior que a 
tnetade elo diviso1· correspondente, forçaremos o algarismo do 

, l!Uocicn Lc, e obteremos assim um resto menor que o prece­
dente e tal, que o maior divisor commum d'cssc resto e do 
d'.videndo emprega cio é o mesmo qne o maior divisor commum 
d C':3sc llividendo e cio divisor correspondente (nº 119). 

App!irruemos o qtJ,e acabámos de dizer ao srgninte exemplo: 

5 : 13 

1551 195 15 
180 O 

15 

Dividindo 115:ipor 19.:í, orp1ocienloé 5 e oreslo 'l80;porém 
18J sen ~ . 19 5 d f 1 • ~ l <,o maior que T, po emos orçai' o a garis mo :> to 

quociente; isto r, aug,;enlal-o com uma unidade; procurando 
a cliITerenca entre 195 x 6 - 1'155, que é '15, somos levados 
(no 12i) a lmsca r o maior divisor commum tlc rn;; e 1-3; como 

< 
ü 
.....1 
a:J 
::J 
a.. 
<( o o 
L.:.. .. ru 
I 
1-
o 

1 ·-co -00 
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15 divide 1.95 exactameule, 15 é o maior divisor commum elos 
numeros propostos. f 

É claro que, para achar-se a '.dita ·ifierença 195 + 6- 1155, 

basta diminuir do divisor 195 o resto 180, o que clá justa · 

men le 15. 
Introclnzindo esta simplificação que não é nada clifílcil na 

busca elo maior divisor commum, diminue-se consideralve­
mente o numero de divisões a efiectuar-se; assim no exemplo 
precedente, seguindo o proceder ordinario, teriamos que fazer 
tres divisões , ao passo que só fizemos duas. 

BUSCA DO MAIOR DIVISOR com1m1 DE ~IUITOS NU}IEROS INTEIROS, 

128. TnEORE~IA. O maior divisor commum ele muitos nwme1·os 

é igual ao maior divisor comnium do menor cl'elles, e dos restos 

das divisões elos oiitros velo menor. 
Sejão a, b, e, d muitos numeros, dos quaes supponhamos a 

o menor, e sejão r, 1·', r" os restos elas divisões respectivas de, 
b, e, d por a, de sorte que : 

b = n . a+ 1· 

e= n' . a+ r' • 
cl = n". a + r"; 

queremos demonstrar que o maior divisor commum de a, b, e, d 
é o mesmo que o de a, r, r', r". 

Com e[eito, todo divisor commum ele a, b, e, cl dividindo· 
a e b, divide r; dividindo a e e, divide r'; dividindo a e d, cli­
vide r"; por conseguinte todo divisor commum de a, b, e, cl é, 

divisor commum ele a, r, r', r" . 
neciprocamenle, todo divisor commum de a, r, r·, r", divi­

dindo a e r, divide b; dividindo a e r', divide e; dividindo a e r", 
divide cl; logo todo divisor commum de a, r, r', r", é clivisol" 
commum de a, b, e, d. 

D'estas duas partes da demonstração conclue-se que os divi-

BibUotee, Püblica Benedito Leite 
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sares communs ele a, b, c, cl são ignaes aos divisores comrnuns 
1\e a, r, 1'', r" , e por conseguinte o maior divisor commum elos 
Primeiros numeros é o ir) smo que o dos segundos. 

Supponhamos que sejão : 

420, 264, li68, 360 (1) 

nuineros de que buscamos o maior divisor commum. 
Dividindo esses numeros pelo menor 26li, o maior divisor 

commum dos numeros dados é igual ao maior divisor com­
mnm dos secruintes o 

156, 26l1, 208, 96 (2) 

que são os restos das divisões dos primeiros (1) por 26!1; o 
lllaior divisor commum dos numeros (2) é igual ao dos nu meros 
seguintes 

60, 72, 12, 96 (3) 

cruc são os restos das divisões dos numeros (2) pelo menor d'elles 96. 

Dividindo os numeras (3) pelo menor d'elles 12, e as diffc­
reutes divisões fazendo-se cxactamente, 12 é o maior divisor 
commum dos numcros dados. 

129. REGRA. Para achar-se o maior divisor commum ele niiiitos 
numeras, clividem-se toclos elles, excepto o ·1nenor,por este menor, 
e st;bstitiiem-se a estes nurneros os restos de suas divisões velo 
nicnoi·; obtem-se uma riova serie d'outrns numeros, menores que 
os numeros ela dos, e sobre os quaes opera-se da mesma maneim, 
e assim successivamente ate chegcir-se a clous numeros, cujo 
rnciio1· divisor comnwm será o dos numeros propostos. 

1 
E facil ver-se que este methodo é uma gcneralisação do me­

l lodo empregado na busca do maior divisor commum de dons nu111eros. 
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130. TnEOREl\IA. O maior divisor commttm de muitos ni11ne­

ros é t'gual ao maio/' clivisor commum cl'esses nwneros menos 

dous d'elles, que são substituídos pelo seo maior divisor com­

mum. 
Srjão a, b, e, d os numeros dados; e ?1 o maior divisor 

commum de a e b, o maior <'livisor commum de 

a, b, e, d 
• 

será o mesmo qne o de : 

(), e, d. 

Com c!Teito, um commum divisor de a, b, e, cl, dividindo em 
particular a e b, divide() (nº 126); por conseguinte um cornmum 
divisor de a, b, e, cl é comrnum divisor de ?1, e, cl; reciproca­
mente, um cornmum divisor de (), e, d, divide ci, b, e, d, po1· 
isso que a, b são multi plos de ?1. 

Segue-se d'ahi que os divisores commums ele a, b, e, d são 
iguaes aos divisores communs de ?1, e, d, e por conseguinte o 
maior divisor commum dos primeiros é igual ao cios segundos. 

Determinemos o maior divisor commum dos seguintos nu­
meros : 

!1702, MOO, 2002, 5%, 66. (1) 

O maior divisor comnmm d'estes é o mesmo que o dos se­
guintes : 

liliOO, 2002, 5%, 66 (2) 

sendo 66 o maior divisor commum de 9702 e 66. Estes (2) 
podem ser subslilnidos pelos seguintes: 

liliOO, 2002, 66 (3) 

66 sendo o maior divisor commnm ele 5% e 66. 
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Procurando o niaior divisor commurn de 4000, e 2002 nchn­'1os ser 22; por conseguinte os numeros (3) podem ser sul>sli­tuidos pelos seguintes: ~ 

22, 66 

cujo maior divisor commum é 22; logo o maior divisor com­l11um dos numeros dados (1.) é 22. 
131, REGRA. Para determinar o maior clivisol' commum ele mi,itos numeras procura-se o maior cliviso1· co,mnwn ele dous d'eritre elles, depois o maior divisor commwn do numero assim, obtido e cl'outro cl'entre elles, . assim por cliante, ate que todos os 111,meros dados tenhão siclo empregados. 

Limite do 1101nero de dh·isões n que potle dtu• lngnr 
n busca do mnio1• divisor commnm, 

i32, Vamos determinar um limite superio1· do numero de tlivisões que se tem de fazer pnra determinar o maior divisor commum. 

LEMMA. Um res to qualquer é menor que ametacle d'aquelle qtte o p1·ececle ele elitas ordens; 
Sejão R11 R~, R3 , R0 R5 , • •••• R, .. os difl'erenles restos nchactos na busca do maior divisor commun entre A e B; que-

~ R mos demonstrar que um resto qualquer R.1 < 
2
~. 

Co111 elTeito se R < R2 á rortior-i R será menor c1ue R2 3 2 • /' ,1 . 2 ' 
Por isso que os restos vão sempre diminuindo ; porém se 
n a> Ri 1- R - é t'd R -2 , en ao 3 nao con 1 o em 2 senao uma vez, e o 
rest0 da divisão de Ri por J:3 é igual a R2 - R3 , e como R:1 é 
ITJnior q R? . t R R R2 R R2 ue 2 , por consegum e 2 - t 3 < 

2 
, ou 1 1 < 2 . 
o. q. e. n. d. 

~ 
1 j§jp>IBOC, 

'a1blioteca Pllbllca Beoedlto l eit~ 
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Segue-se d'esla p:;:oposição <JUe n2 < ~ , B é o menor elos 
(, 

dous numeras. 

133. 'fllEOREMA. Escrevendo em wna linha hol'izonta l as 

clifferentes potencias de 2 : 

2, 4, 8, 16, 32. 

o dobro da ordem que occ u,par a potencia ele 2, que {ui' imme­

cliatmnente superior ao menor dos dous numeras A, e B, de que 

se busca o maior divisor commwn, será o limite elo numMO 

de divisões a e{fectuar-se. ' 

Supponbamos A > B; em virtude do lcmna R2 < ~, R 1 < ';~ , 

logo n_1 < f; Rr, < ~1
, logo R0 < i; R8 < R0 , e com mais razão 

R8 < ,~ ; e assim successivamenle; em geral R2 .• <:. ; se 2" > B 

então}< 1, e R2 .• < 1 , e como na busca do maior divisor 

commum um resto não pode ser menor que a unidade, logo 

não poderá haver 2 n divisoes ; 2 n é pois o limite superior. 

'li'heoa•emas relativos no maEor divisor commum, 

1311. TnEOilE)IA I. Todo numero que divide muitos outros, 

divide seo maior divisor commmn; e reciprocamente todo clivi· 

sor elo maior divisor commum ele muitos numeras é tambe111 

divisor cl'esses numeras. 
Sejão a, b, c, d os nu meros dados, dos quaes ~ é um di"vi· 

sor commum; queremos demonslrar que ~ divide D, repre­

sentando D o maior divisor commum de a, b, c, cl. 

O numero ~ dividindo a e b, divide o maior divisor co1Jl' 

mum d'csses dous numeros (nº 126), que representamos por D,; 

;; diviclinclo D1 e c, divide o maior divisor commum cresses 

Biblioteca Pi.ibllca Benedito Leite 
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dous numeros que chamamos D-2 ; rJ dividi n11o D-1 e d, divide o 
') maior divisor commum d'esses dous nu meros, que é D. 

D o. q. e. n. cl. 
A proposição inversa é evidente ; porque a., b, e, d sendo nu­

meros mulliplos de D, são mulliplos de um dos fa ctorcs de D, 
tal que rJ. 

13:l. Tr-tEOREMA II. Logo que se multiplica ou divide· muitos 
numeras por outro, o maior cliviso l' commwn cl'a q1telles e mul­
tiplicado ou dividido por este. 

Supponhamos primeiramente dous numeras; sejão a, b 
esses numeras , D seo maior divisor commum e rJ o numero 
escolhido; queremos demc%strar que logo que se multiplica 
ou di vide a e b por rJ, o maior divisor commum D é tambem 
111ulliplicado ou dividido por rJ. 

Procuramos o maior divisor commum de a e b dividindo 
a por b; ser representa o resto d'esta divisão, dividimos ainda 
b por r; se esta divisão não se faz c.x:aclamenle, e se r' repre­
senta o-res to, dividimos r por 1·' , e assim successivamcnlc até 
chegarmos n um resto nullo; d'outro lado sabemos que, logo 
que se multiplica ou divide o dividendo e o divisor por um 
1nesmo numero, o resto é tambem multiplicado ou dividido 
Por esse numero (nº 85) ; isto é, se mulliplicarmos ou dividir-

r lllos a e b por rJ, r torna-ser x rJ ou J; e como este resto vem 
a ser divisor na seguinte divisão, o resto d'csta segunda divi­
são r' toma-ser' x rJ ou~; todos os restos se acllão pois mul­
tiplicados por rJ, e como o penultimo não é mais do que o maior 
divisor commum, logo, etc. 

Consideremos muitos numeras a, b, e, d, seja D o maior 
divisor commum, e rJ o divisor escolhido. 

Procuramos o ;naior divisor commum de muitos numeros 
a, b, e, d, procurando o maior divisor commum de a e b, que 
tlesignamos por D

1
; depois o maior divisor commum de D

1 
e e, 

C]ue representamos por D~, 'depois o maior di visor commurn 
de D2 e cl, que é D; porém a e b, sendo mulliplicndos ou divi-

7. 
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clidos por ;; , D, é tambem rnulliplicado ou dividido por ;; 

(1" parte do th.); D1 e e sendo multiplicados ou divididos porC 

i, D2 , é tambem mulliplicado ou cliv ~lido por (); e, em fim, 

pela mesma razão, D será tambem multiplicado ou dividido 

por ô. o. q. e. n. d. 

Se nos pedissem de determinar o maior divisor commum dos 

seguintes numeros: 

36300, 59li000, 6li3500; 

dividiriamos esses numeros por 100, e procurariamos o maior 

divisor comrnum dos numeros 

363, 59li, 6li35 ; 

porém corno pelo theorema acima, o maior di·visor commum 

d'estes ultimos é 100 vezes menor que o maior divisor com­

mum dos numeros propostos, logo, para termos este, deter­

minaríamos aquelle que multiplicariam os depois por 100. 

'136. THEOREMA III. Logo que se divide dous ou mais numeras 

JJelo seo 11utio1· divisor commum, os quocientes sãonimieros pri­

mos entre si. 
Com effeilo, dividindo os nurneros darlos pelo seo maior di­

visor commurn, dividimos este maior divisor commum por si 

mesmo (nº 135), e o quociente é a unidade; porém dous nu­

meros, que teem por maior divisor commum a unidade, são 

primos entre si; logo o theorema se acha demonstrado. 

137. T1-mOREMA IV. Logo que um numero clivide wm pro­

dueto ele dous factores e é 11rimo com um d'elles, divide lambem 

o outro. 
Seja n um numero que divide o producto a x b, n sendo 

primo com a, digo que n divide b. Com e!feilo, n sendo primo 

com a, o maior divisor commum é a unidade; mullipliquemos 

estes dous numeros por b, o maior divisor commum dos dous 

productos 

?l X b, e CL X b 
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será b (nº i35); n divide a x b por hypothese, Lambem divide 

':> n X b, porque entra coN10 factor, logo divide o maio1· cfüisor 
commum d'esses dous fiumeros; isto é b. o. q. e. n. d. 

'l'lteoria «lo menor multiplo commuu, 

llUSCA DO i\lENOR MULTIPLO COfülUM DE DOUS NU.\IEROS INTEIROS. 

138. Já definimos o que se chama multiplos de muitos nu-
111eros: entre todos os mulliplos de muitos numeras ha um 
que é o menor de todos, e que se chama menol' m,ttltiplo, de 
tnuita importaucia na Arillifu ctica, onde seo uso e applicação 
são contínuos. 

'fHEOREMA I. O rnen01· rnultiplo de dous nttmel'OS é igual ao 
qHOcienle da divisão elo pl'oclttclo cl'esses numel'os pelo seo maior 
dfoisor commum,. 

Sejão a e b os numcros dados, d o maior divisor comrnum, 
de sortê que : 

a= cl. a' 
b=d.b' 

in sendo um mulliplo de a, temos : 

(1) 
(2) 

m=axq; (3) 

1li sendo tambcm um mulliplo de b, b dividem ·, e por conse­
guinte a x q, ou d x a' x q, por isso que a= d x a'; assim 
d >< a' X q d X a' X q a' X q . . . -~ ou ---~ on -- e um numero mle1ro · lo"'O b d X b' b' ' 0 

é necessario que a' x q seja divisível por b'; e por isso que a' é 
Prirno com b', é necessario que b' divida q (nº '137), e temos: 

q=b' xq'; 
0 Valor de 1n (3) torna-se: 

m=a x b' x q' 
ou b , a x l> , m=<t x d x q = _ <_l _ x q 
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escrevendo em lugar de b' seo valor ~ (2) . A expressão (li) é e 

l d l . l l 1, a X b , 
uma formula gera os rnu t1p os e e ctous :oumeros ; --z - e 

• e 
uma quantidade constante, q' é uma quantidade variavel que 
pode receber toda sorte de valores , que multiplicados pela 

quantidade constanteª~ b, darão os diffe rentes rnulliplo~ de 

a e b. 
Se q'= 1, então: 

axb 
m=-=-d- (5) 

representa o menor multiplo passivei de a e b. o q. e. n. d. 

Observação /. A igualdade 1n = ª ~ b x q' mostra que os 

mulliplos de a e b são multiplos do menor multiplo d'esses dous 
nu meros e reciprocamente. 

Observaçlio ll. A igualdade (5), dá : 

m. d. =a. b 

o que significa que : o producto ele dous nu meros é igu al ao pro­
cliicto do maior divisor commwn pelo menor nrnltiplo commum 
d'esses clous numeras. 

Observaçlio lll. Se os dous numerosa e b são primos entre 
si, então d=1, e 'a formula (5) torna-se: 

1n=axb; 

isto é que : o menor multiplo de dous mimeros primos entre si, 
é igual ao producto d'esses dous numeras. 

UEGnA, Para achar o menor multiplo de dous nwneros, 
divide-se i 1m d'elles pelu maior divisor comniwn, e multiplica­
se o quociente pelo o outro numero. 

O menor multiplo de 123 e 36, cujo maior divisor commum 
é 3, é: 

36 
3 X 123=12 X 123=1476 
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llUSCA DO MENOR MULTI PLO comrn1r DE :m:nos 
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,1 3 

144. Tr-rnonEMA. llluitos numeros sendo dados , p1·ocuranclo 
0 menor rnultiplo de dous cl'entre elles , depois o menor multi­
plo do numero assim obtido e ele oiitro elos numeras dados, e 

assim por diante, até que todos os numeros dados tenhão sido 

empregados , o ultimo menor multivlo cletenninaclo será o me­

no1· rnultiplo commwn ele todos os mmieros dados. 
Sejão a, b, e, d os numeros dados. 
Procuremos o menor mui "pio de a e b, seja 1n esse menor 

111nltiplo; os mulliplo:; de m sendo multiplos de a e b (nº 129), 

Para termos os multiplos de a, b, e, bastará procurnr os mul­
tiplos de m e e; e por conseguinte teremos o menor multiplo 

ele a,. b, e, procurando o meno1· multi pio de m e e, que 

designamos por m': os multiplos de 1n' são multiplo ;; de a, b, 

e, logo, .para termos os mulliplos de a, b, e, cl, bastará deter­
ininar os multiplos co:nrnums de m' e d; e por conseguinte o 

111cnor mulliplo de a, b, e, d será obtido procuran do-se o meno1· 
111 ultiplo de 1n' e cl, o que demonstra o lheorcma proposto. 

1li5. Observação. A demonstração cl'este theorcma faz ver 
que os differentes multi pios comrnums de muitos nu meros são 
111ulliplos do menor multi pio d'esses numeros. 

146. REGHA. Para obter-se o menor 111,ultiplo comnw m ele mui­

tos numeras, determina-se o meno1' multiplo commwn ele dous 

d'entre elles, depois o m,enor multiplo commwn do numero assim 

obtido e de outro elos numetos dados, e assim successivamente, 

até que todos os 1wmeros tenhão sido empregados; o ultimo 111e­

no7· mttlt'iplo cleterminaclo é o menor multiplo co1nrnum ele todos 
os nitmeros dados. 

Determinemos o menor mulliplo dos numeros l1, 6, 24, 9. 

O menor multiplo commum <.le 4 e 6, ele que 2 é o maior di­
'Visor commum, é : 

4 
X 6 - ? >" 6 -1·1 • 2 -- ' - -, 
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o menor multiplo de 12 e 24, de que 12 é o maior divisor 
commum, é: e 

I 2 1· 

12 X 24 = 1. X 24 = 24 ; 

o menor ·rnultiplo de 24 e 9, cujo maior divisor commum é 3, é: 

24 
- X 9=8 X 9=72; 3 

assim 72 é o menor multiplo commum dos numeros dados. 

EXE 1\ CIC I OS. 

. QUES1;ÕES RESOLVIOAS 

I. O producto de dous numeras é 864, e o meno1· multiplo 
1.114. Determinar esses numeras. 

Sejão N e N' os numeros buscados, D o maior divisor com­
mum d'esses numeros, mo menor multiplo dado, n e n' os 
quocientes das divisões de N, N' por D; sabemos que : 

N.N' . N.N' 864 m=-r· e em segmdaD=~ = Hih =6; 

porém 

N = n X D e N' = n' x D, 

n, n' sendo dous numerns primos entre si; multiplicando as 
duas ultimas igualdades membro a membro, temos : 

N. N'=n. n'. D2
, 

d'onde se deduz 

,_N. N' _ 8611 _ '>'·. n. n - JP - 1:6 - _,..., 
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fogo: 

n = 3 e Ô n' = 8 , 

<! em seguida : 

N=3 X 6=18 e N'=8 X 6=l18. 

·105 

U. Tres moveis percorrem uma circumferençia; o primeil'o 
,encontm o segundo todas as 6h, e o segimdo encontra o terceiro 
Iodas as 81a; determinar o tempo que .se pa,ssa entre dous encon­
Jros simultaneos e successivos dos tres moveis. 

1~ f'acil ver-se que o numerücfledido é 2l1, menor multi pio dos 
numeros dados 6 e 8. 

-QUESTÕES NAO RESOLVIDAS. 

III. O producto de dous numeras é 336, e o maior divisor com-
1nurn, l1 • ...:.. Quaes são esses numeras? 

lV. A somma de dous numeras é igual a 2l10, o mcno1· multi­
No 1728. - Determinar esses numeras. 

V. Achm· o menor nwmero vossivel que, dividido JJ01' 6, 8 e 9, d' e O mesmo resto li. 
VI. Tres moveis JJerco1Tem, no mesmo sentido uma cil'cwn­

fei·ençia de 360 metros ele comprimento; o primeiro percorre 34"' 
-e,n 1Hna hora, o segundo 12"', e o terceiro li.. Determinar o tempo 
IJttc se passa entre dous en contros simultaneos e siiccessivos elos ~/' cs moveis. 

VII. Achar wn numero ele dous algarismos, que dividido po1· 
'.8 e 9 clê o mesmo resto 3. 

Vur. .Demonstmr que, logo que se divide o meno1· multiplo de 
'?tititos numeras 1>or cacla um d'elles, os quocientes são primos entre si. 
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CAPITULO IV. 

THEORIA DOS NUl'JJIEROS P RIMOS. 

COMPOSIÇÃO DO MAIOR DIVISOR COM M11M. 

COMPOSIÇÃO DO M~MOR M11LTIPLO. 

Definições, 

'll17. Sabemos o que é numero primo, e o que se chama nu­
meras primos entre si (ncs 117, 124). 

É preciso no lar-se que todo numero primo é primo com todos 

os outros numeras i nteiros, que não fôrem seos multiplos; por 
que não tendo por divisor senão a si proprio, ou a unidade, e 

não dividindo ~s numeros em queslão, o unico divisor commnrn 
que pode haver, é a unidade, logo ele. 

Theoremas fundnmentnes. 

1.68. THEOREMA I. 1'odo o nwnero inteiro que não é primo, 
aclmitte ào menos um divisor primo. 

Seja num numero que não é primo; n não sendo primo, acl­

milte dous ou mais divisores; supponbamos que n' seja u111 

d'elles, n' sendo um numero maior que 1 e menor que n; se 
n' é primo, o theorema está demonstrado; senão, adrnitte u111 

divisor n", que é maior que 1 e menor que n'; é claro que 1i" 

é divisor de 11, por isso que n é mulliplo de n'; se n" é primo, 

BibUotee, Püblica Benedito Leite 
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0 theorerna está demonstrado; senão ele. ; continuando o mes-
111~ raciocinio, não podemoo deixar de chegar a um divisor pri­
mo, por isso que o numer& d'csses divisores é li mitado , e íão 
diminuindo successivamente. 

1l19. TirnonEMA II. Dous numeras, que não são p1·imos entre 
si, teem ao menos um, divisor primo comninm. 

Sejão a e b dous numeras que não são primos entre si, e 
seja d o maior divisor commum d'esses numeras; se d é primo 
0 theorema está demonstrado; senão, d, admitte necessaria­
lllente um divisor primo (nº 1ú7) que será divisor de ci ~ b. 

0 o. q. e. n. cl. 

i 5Q . THEOREMA III. A serie dos numeros primos é illimitacla. 
Supponhamos que n seja o maior de todos; façamos o prn­

dncto de todos os numeros primos desde 2 até n, ajuntemos '1 
u esse producto; chamando S o resultado, temos : 

2. 3. 5. 7. . n+1=S 

8 
deve admit-tir ao menos um divisor primo (nº 2ú7); porém 

este divisor não pode ser um dos factores do producto 2. 5. 
5
··· n, porque este factor dividiria este producto, e por conse­

g:1inte dividindo S, e uma parle de S; isto é 2. 3. 5 ... n, deve­
riu dividir a outra parte que é 1, o que é absurdo; logo o numero 
S admitte um divisor maior que n, o que mostra que n ni1o é 
0 

ll1aior numero primo possivel, e por consequencia a serie el os 
nurneros primos é illimitada. 

Deternih111ç1,o dos nuwea•os primes, 

d/51 , TnE:ORE~1A. Todo numero inteiro que, não sendo qitct-
1 ado de outro numero inteiro, não aclmitte divisor algwn me­
ior que sua raiz quadrada, não admitte outros e é primo. 

Seja num numero, cuja raíz quadrada é Vn. 
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É claro que 

n=Vn. Vn; 

se d representa um divisor de n e q o quociente, tambelll 
temos: 

n=d x q 

e por conseguinte 

Vn":" Vn -- cl. q; 

esta igualdade mostra que, se d é menor que Vn, q é maiol' 
que V~ e reciprocamente se d é maior que Vn, q é me· 
nor que Vn; isto quer dizer que, quando um numero te!ll 
um divisor menor qne sna raiz quadrada, tem outro maior; e 
quando te_m um divisor maior que sua raiz qudrada tc!ll 
outro menor; por conseguinte, logo que não tem d_ivisor alguJJl 
menor que sua raiz, não admille outro, e é primo ; porque se 
tivesse um divisor maior que sua raiz, teria outrn menor, o 
que é contrario á hypothese. 

152. ConoLLARIO. Da demonstração do theorema precedente 
conclue-se que, quando se divide um numero por um cli\·isOl' 
menor que sua raiz quadrada, obtem-se um quociente maio!' 
que esta raiz, e por conseguinte menor que o divisor empre' 
gado ; e, quando se emprega um divisor maior que a raiz, 
obtem-se um quociente menor, e á {ortiori, menor que o divisor; 
de mau eira que em toda a divisão pode-se sempre conhecer se 
o divisor empregado é ou não menor que a raiz do diviclendO, 
observando somente se o quociente é maior ou menor que o 
divisor. 

F,1. A determinação dos numeros primos não é mais do que 
uma applicação do theorema e do corollario precedentes; co1ll 
cffcito, para reconhecermos se um numero é ou nã.o priJ110 
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k1stará uivi(lil-o por 2, 3, :í, 7 ... successivamente até chcgar­
S<) a um quociente menor que o divisor empregado: se até 
nhi não se tive,· cncontrn1Vo divisor algum do numero dado, 
!>cio tbeorcma precedente, sabemos que inutil será ensaiar a 
divisão por outros factores; porque elle não terá outro, e será 
Primo. 

Vejamos se 127 é um numero primo; 

Divisores. 
1 
2 
3 

5 
7 

11 
13 

127 

Quocientes. 
1 127 

não é divisivel. 
J) 

J) 

J) 

)) 

18 + resto 
11 + resto 

9 + resto 

Empregámos os div isorcs 1, 2, 3, :í, 7, 11, 13 ; dividindo 127 
Pelo ultimo; isto é, por 13, achamos por quocir.nte 9 mais um 
resto; isto é, um quociente menor que o divisor empregado, 
logo o numero 127 é primo: é facil ver-se que a raiz quadrada 
de '127 é comprehendida cnlrc 11 e 13. 

Fo1•nmç1io de unm t11hon de numeros primos, 

154, É a Eratosthenes, nascido em Cyrene, 276 annos an1es 
de Jesus-Christo, que se deve a invenção de um dos methodos 
n1ui~ · · 1 · · . .. sunples para descobnr-sc toe os os numeros pnmos na se · 
\'te natural dos numeros até certo lirnite determinado; rnetho­
do conhecido sob o nome ele crible d'Erathosthenes, que vamos 
CXpôr, 
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Os numeros par,~s não sendo primos ú excepção ele 2, inutil 
é procurar estes entre aquelles; podemos pois supprimir a 
serie natural dos numeros até o L11ite determinado todos os 
numeros pares, o que se faz apagando todos os numeros sobre 
os quaes se cabe, contando de dous em dous á parlil' de 2. 

Como todo numero primo é impar, e que todo numero iI:n· 
par não é primo, os numeros primos se acharão na serie (los 
numeros impares, que escrevemos : 

1. 2 5 :.> 7 g 1.1 13 tã' 17 19 2,f 23 
25 27- 29 31 ã5 35 37 59" 41 43 4B l,7 
lt9 8,f 53 55 l,;J 59 61 fr;j 65 67 69 71 
73 7B 7 7 79 8,f 83 85 87- 89 91 m,· 95 
97 gg 101 103 4:0H 1.07 1.09 Ut 1.13 

~ésta serie de numeros, um numern qualquer diífere do pre, 
cedente de duas unidades, e do que o precede de 3 ordeps de 
6 unidades, logo um numern que vem trcs ordens depois de 
um numero divisível por 3 é divisível por 3 (nº 98); o que ve111 
trcs ordens depois ele um numero que não é divisiv~l por 3, 
não é divisível por 3; porque compondo-se ele duas partes, uma 
divisive! por 3 e a outra não, não pode ser divisível por 3; logo, 
se a partir de 3 contarmos de tres cm tres os numeros, sobre 
os quaes cabirinos, serão todos divisíveis por 3, e não sendo 
por conseguinte primos, devem ser riscados. 

Fazendo o mesmo raciocínio veríamos que todos os nmnC' 

ros sobre os quaes se cabe contando ele cinco em cinco a p:Jf' 
tir de 5, são todos divisíveis por 5, e devem ser riscados ; que 
todos os nu meros sobre os quaes se cabe contando de selC' eJJ1 

sete a partir de 7, de 11 em 1 '1 a partir de 11, etc., são todos dí· 
visíveis por 7 e 11, etc., e devem ser riscados. 

Tendo assim supprimido na serie elos numerosimparcs todo5 

os numeros divisíveis por 3, 5, 11, etc., os numeros, que rcs· 
tão, são os numeros primos buscados. 

1t importante saber-se cm que epocha ela operação prece· 
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dente um numero !lão riscado é primo; digo que, depois que 
)C ti vc·rem apagado os mu~tiplos de 3 e 5, os nu meros qne resta­
rem desde 1 até 49 exclus'jvamente, quadrado do numero 7 im­
mediatamente superior a 5, são todos primos; com effeito, a 
raiz quadrada d'esses numeras desde 1 até 49, é menor que 7, 
esses numeras não tendo divisor algum menor que 7, por isso 
que lodos os rnultiplos de 3 e 5 forão supprimidos, não teem 
outros e são primos (nº 151). 

Pela mesma razão, logo que se tiverem riscado os multiplos 
de 3, 5 e 7, pode-se aflil'mar que desde 1 até 121 exclusiva­
ll1 ente, quadrado de H, numero immediatamente superior a 7, 
lodos os numeras restantes ~ rão primos. 

Em geral, logo que se tiverem riscado os multiplos de 3, 5, 
7, 11 ... até n, m, sendo o numero immediatamente superior a 
n, pode-se affirnrnr que os numeras que restarem desde 1. até 
m2 exclusivamente, são primos. 

IBLIOTHECA PUBLICA 
do. 
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155. Esta idéa simplifica um pouco o methodo elo 'geometra 
gl'ego na descoberta dos nu meros primos. Com e1Ieilo, logo que 
se tiverem supprimido os mulliplos de 3, os numeros desde 
1 até 25 exclusivamente são primos; por conseguinte, logo que 
Passarmos a supprimir os multiplos de 5, inulil será começar 
Pelo numero 5, será bastaude fazel-o pelo numero 25 ; tendo 
supprimido os rnultiplos de 3 e 5, todos os numeras que res­
~ào desde 1 até 49 são primos; e quando passarmos ao numero 
', bastará começar pelo numero 49, e assim successivamente. 

Em geral, logo que se tiverem supprimido os multiplos de 
1, 2, 3 ... n para passar a supprimir os multiplos de m, numero 
que suppómos immediatame11le superior a n, bastará começai· 
Pelo numero m2. 
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TABOA DOS NU~lEHOS PRIMOS I'ESDE 1 ATÉ 1000. ( i 

-
2 79 19,1 3H 439 577 709 857 
3 83 193 313 443 587 71 9 859 
5 89 1197 3117 449 593 727 863 
7 97 199 33,1 457 599 733 877 

1'I 101 211 337 461 60,1 739 88 ,1 
13 103 223 347 463 607 , 7.í-3 883 
17 107 2z7 349 467 613 751 887 
19 109 229 ,353 479 61 7 757 907 
2.1 113 233 359 ( 87 (i'l9 761 91 ,1 
29 127 2·1 9 367 49 11 631 71i9 9119 
3,1 1121 24 1 373 499 6H 773 929 ' 
37 137 25,1 379 503 64.3 787 937 
4'I 139 257 383 509 647 7:i7 94'1 
43 149 263 389 521 653 809 947 
47 '.,~~I 269 397 523 659 811 953 
53 271 -1-0 1 541 66 1 8'2 1 967 
!j(J 163 277 409 547 673 8}3 97,1 
61 167 28 1 419 557 677 827 977 
67 173 283 42 1 563 683 8'29 983 
71 ,J, 9 293 4.1 1 569 ' 694 839 991 
73 rn1 307 433 571 7o,i 853 997 

. -

'l'beo1•cnu1s l'Clnth'os aos numero .. primos. 

156 THEOREJIA I. Todo nwnero pl'imo, que divide um pro·· 
dueto de muitos far;tores, divide necessariamente um d'elles. 

Seja n um numcró que divide o producto a x b, composto 
de dous factores; digo que se n divide a x b, divide ou a ou b. 

Com effeilo, se n não divide a, é primo com a, e então deve 
dividir b (nº 137). 

Sejão geralmente a., b, e, cl muitos factores, cujo producto é' 
divisivel por _n, digo que n divide um dos factores ou a, ou b, 
ou e, ou cl. 
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Com efTeito podemos escrf.Ver : 

a. b. e. /J=ax b. e. d. 

considerando a. b. e. d como um numero composto de dous 
factores a e b. e. cl ; ora em virtude da primeira parte da de­
ll1onstracão n deve dividir ou a ou b. e. d, se n divide a., o 
lheorem; está demonstrado, quando não, deve dividir b. e. d, 
que podemos pôr : 

b. e. cl = b x e. cl ; 

n dividindo b. e. cl divide ou ZJ OU e. cl; se n divide b, o theore­
tna está demonstrado, quando não deve dividir e. cl ; porém: 

c. d=c x d; 

logo n, dividindo e. cl, divide ou e, ou d. o. q. e. n. d, 
157. CoROLLARLO. Logo que um numero primo elivicle uma 

Potencia ele outro qu.alqiier, clivicle esse numero. 
Com effeito, urna potencia de um numero sendo um pro­

llucto de muitos factores iguaes a esse numero, se o producto 
fôr divisivel, um dos factorcs tarnhem o será. (nº 15 7). 

158. Observação. Um numero primo n~o pode cliviJir um • 
Proctucto ele factores primos sem ser igual a um d'elles. 

Porque dividindo o proclucto, deve dividir um dos factores, 
que sendo primo com o dilo numero, não tem outrn divisor 
commum senão a si proprio ou a unidade. 

159. THEOREMA II. ;is potencias quaesquer ele dous nwmeros, 
Pl'imos entre si, são lambem dous numeros primos entre si. 

Sejão a e b dous numeros primos entre si, digo qne a" e 
b~ lambem o são; se assim não fosse, a" e b11 admillirião um di­
"1sor commum d; porém d dividindo aº, dividiria a, divi diodo 
b• dividiria b (nº 157), logo d seria um divisor commum de a e 
b, o que é contrario á hypolhese. 

160. Tmo1n:MA III. Um nrnnao, vrúno com tudos os {actores 
<le um proclticto, é tambem primo cvm esse producto ; e recipro­
camente. 

8 
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Seja n um numero que é primJ com cada um dos factorcs 
a, b, e do producto a. b. c, n será '•mbcm primo com a. b. . 

Com efieito, se n e a. b. e não fos -é rn primos entre si, admit­
tirião ao menos um divisor primo commum (nº 1l19) ; seja cl 
esse divisor; porém d dividindo a,, b. e, dividiria um dos fac­
tores a por exemplo, logo haveria entre n e a um divisor cl, o 
que é contrario á hypothese. 

RECIPROCAMENTE. Um num ero primo com, um proclucto ele m ui­
tos factores é tami bem pri mo com cacla itm dos (aclares. 

Se n é primo com a. b. c, digo que lambem o será com cada 
um dos factores e reciprocame te. 

Com eJJeilo, se n não fo sse primo com o factor a por exem­
plo, existiria entre elles um factor commum cl; porém dividindo 
a, dividiria a. b. e, que é um multiplo de a, o que é contrario 
á hypothese. 

161. THEOREMA IV. Um numero divisível por muitos outros, . 
primos entr·e si dous a dou s , é tambem clivivsiel pelo producto. 

Se n é divisível separadamente por a, b e e, n será divisível 
por a. b. e. 

Com eífeito, n sendo divisível por hypothesc por a, temos : 

n=a x q (1) 

q sendo um numero inteiro; b dividindo n divide a x q; porém 
sendo primo com a, divide q e assim lemos : 

q=b. q' (2) 

q' sendo um numero inteiro; substituindo este valor de q na 
igualdade (1), temos: 

n=a x b x q'; (3) 

e dividindo n, divide a x b x q'; porém sendo primo com a e b, 
é primo com ci x b, logo deve dividir q': 

q'=c X q'' , (ú) 
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q" sendo um numero inteiro; substituindo o valor de q" (4) na 
j· ualdadc (3) temos : f.l 
o ~} 

ou 
n=a x b xc xq" 
n ,a. b. e x q" 

0 que prova que a. b. e divide n. o. q. e. n. d. 
Observação. É preciso notar-se que este theorema não é ver­

dadeiro senão no caso em que os numeros são primos dous á 
dous. 

APPLICAÇÃO D'ESTE TI-IEORE)IA. 

'162. m numero será divisivel por 6, logo que fôr divisivel 
por 2 e 3 : assim um numero será divisivel por 6, logo que seo 
ullimo algarismo á direita fôr um numero par, e a somma de 
seos algarismos tomados com seos valores absolutos fôr um 
mulllplo de 3. 

Da mesma maneira um numero será divisível po1· 12, Jogo 
que fôr divisível por ~ e 3; assim um numero será clivisivel 
por 12, logo que seos dous ultimos algarismo~ :i direita forma­
rem um numero divisivel por li, e a somma de seos algarismos 
fôr um multiplo de 3. 

m numero será divisível por 15, logo que for divisivel por 
5 e 3; assim, etc. 

um numero será divise! por 18, logo que fôr divisivel por 2 
e g; assim, etc. 

Mais tarde veremos de quanta utildade é a applicaçã.o elo 
theorema precedente na simplificação dos calculos. 

Decomposição de um numero em fnctorcs 1•rimos, 

·t63 . TnEOREMA. I. Todo o numel'o, que não é pl'imo, é igual 
a wn proclucto cl.e {aclares primos. 

8. 
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Se n nft0 é primo, admille ao menos um divisor primo d 
(nº 148) : ~\ fi 

n=d.q ; 

se q é primo, o theorema se acha demonstrado; se não o é, ad­
mitte ao menos um divisor primo d', e tem-se: 

q= cl'. q' 

e cm seguida, 

n= d d'. e/: 

se q' é primo, o theorema está demonstrado; se não é, conli­
nuar-se-hia o mesmo raciocinio até que se chegasse a um 
quociente primo, o que não pode deixar ele acontecer, pois os 
r1uocientes q, q' etc., em numero limitado, vão diminuindo suc­
cessivamente. 

164. Observação. Na demonstração do tbeorema precedente 
se não suppõe que os faclorcs d, d', cl" ... tcnbão difJ'erentl's 
valores: um mesmo f~ctor pode figurar muitas vcz<'s no pro­
duclo. 

Seja proposto decompôr 360 cm seos factorcs primos. 
É claro que : 

360 = 36 X 10 = 6 X 6 X 2 X 5 = 
= 2 x 3 x 2 x 3x2 x5= 
= 2 x 2 x 2 x 3 x 3 x 5 = 
= 23

• 32 5 ; 

achamos que 360 contem lres factorcs iguaes a 2, dous factorcs 
iguaes a 3 e um igual a 5. 

165. TREOREMA II. Um numero não pode ser decomvosto c111 
factores primos senão de uma maneira. 

O theorema precedente fez-nos -ver que n, sendo um numl'ro 
não primo: 

71 = CT X u· X e X •.. ,. X !. 
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a, b, e ... .. , k sendo os differentes factores primos do numero 
Il i) alguns d'esses factoresfPodendo ser iguaes; queremos de­
monstrar que não ha out10 modo de decomposição do numero 
a em factores primos ; isto é, que n não pode sei· igual a outro 
proctucto de factores primos. 

Sopponbamos o contrario, e ponhamos : 

n = a' X b' X e' X .. .. . X ,., ; 

como os dous productos são iguaes a n, temos : 

Ct X b X e X . .... X ,. = a' X b' X e' X .. . .• /.,' ; 

ci' dividindo o segundo membro cl'es ta igualdade, deve dividir 

0 primeiro, porém a' sendo um numero primo, não pode divi­
dir o primeiro producto sem dividir um dos factores, a por 
exemplo; mas a sendo lambem um numero primo é necessario 
que a seja igual a a' (nº 158), logo a= a'; dividindo o primeiro 
membro por a e o segundo por a' temos : 

b X e X . .... X h = b' X e' X . .. .. X h'; 

fazendo o mesmo raciocinio, veriarpos que b = b' ; dividindo 
de um lado por b e do outro por b', temos: 

e X . .... X li=C' X . .. . . X !.', 

e assim successivamente ; de maneira que, um factor que se 
acha n' um membro, se acha Lambem no oulro; e se um dos 
J'actores entt·a certo numero de vezes em um dos productos , 
entra o mesmo numero de vezes no outro . 

;tlctbotlo para 1lccompô1· una numc1·0 ena factorcs 

1n·imos. 

,i 66. Seja o numero 630, que queremos decompôr em fac­
tores primos ; vemos pelos conhecimentos que temos sobre os 
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caractércs de divisibilidade, que 630 não é primo e é igual a 
um producto ele factores primos, q ;e se trata de determinai) 

O numero 630 é divisivel por 2, ·. o quocicnie sendo 31 5, 
temos: 

630 =2 X 315; 

315 não é mais divisivel por 2, porém o é por 3 e temos: 

315=3 X 105; 

por conseguinte: 

630=2 X X ·105; 

10 é ainda divisivel por 3, e tem-se 

105=3x35 

e por consequencia 

630 = 2 X 3 X 3 X 35; 

emfim 35 sendo igual a 5 x 7, temos : 

ou 
630 = 2 X 3 X 3 X 5 X 7 
630= 2 X 32 X 5 X 7. 

Typo da operação : 

630 ' 2 
/115 3 
105 3 

35 5 
7 7 

167. REGRA. Um numero se11clo dado, para clecompol-o em 
seos fac/ores 7wimos, divide-se esse numero por 2, se é vossivel; o 
qitociente ainda por 2, o novo quociente por 2 e continua-se até que 
ct divisao nao seja maispossi'Vel; vassa-se depois ao factor 3, ope-
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ra-se clcimesma maneira; quando o ultimo quociente não é mais 
j ivisivel JJOr 3, vassa-se,110 /'ctclor 5, e assim successivaménte. 

N'esla decomposição (jn faclorcs primos é preciso ter em 
vista o tbeorema (nu 151) . 

168, Observação. O thcorema (nº 165) permilte simplificar a 
regra que acabámos de dar para a decomposição de um nc­
mero em seos factorcs primos. Com effeito, corno não ba senão 
um modo de decomposição em faclorcs primos, por conse­
guin te qualquer que seja o meio que empregarmos, o resultado 
será sempre o mesmo. 

o habito do calculo facili ta muito a decomposição de um nu­
mero em seos f'ac tores primr i ; com e1Ieito, acontece muitas 
vezes conhecer- se immediatamente que o numero dado é 

um procluclo ele dous factores , que são lambem produclos 
conhecidos d'outros factores; fazendo-se o producto de todos 
esse fac tores simples, tem-se um numero que é igual ao numero 

dado. 
Tomemos por exemplo o numero 630, de que jú tra támos; 

é claro que: 

630=63 X 10= 
=9x 7 x 2x 5= 
=3x3x 7 x2x5= 
=2x32 x5x7. 

Seja ainda o numero 720 . 

720 = 72 X 10 = 8 X 9 X 2 X 5 
=2x2x2x3x3x2x5 
=24 X 32 X 5 . 

C;onsequenelns dos clous ultimos tbeoreurns, 

Condição pnrn que dous numeros sej íio dh'isiveis u1u 
pe lo outro. 

169. T HEORE~IA. Pam que um nmnero seja divisível vor ou­
tro é necessa1·io e su f{tcienle que todos os f actores primos do 
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divisoi· se ar.hem no dividendo, af/'ec lados com expoentes ao menos 
iguaes. , a 1 , Esta condiccio é necessaria; porqu . J dividendo sendo o pro-
duelo do divisor pelo quociente con tem os faêtores, que com­
poem o divisor, assim como os que compocm o quociente. 

II. Esta condição é sufficiente ; por que se fôr preenchida, 
poder-se-ha decompôr o dividendo em dou:; faclores, um que 
conterá os factores que entrão no divisor, e o outro os fac tores 
que enll'ão no quociente. 

Tomemos, por exemplo, o numero n = 26 x 33 x 5G x 7, e 
outro n' = 2• x 3l x 55 

; pelo que dissemos, o numero n é di­
visi vel pelo numero n'; o quocie ~e d'esta divisão 

n 2 4 X 3 1 X 5 6 X 7 ,= 2· 33 - ,= 2 X 1 X5X 7 = 2x5 x 7 -n 'X X:l 

obtem-se, escrevendo no quociente os factores do dividendo 
que não se acbão no divisor, e os outros com um expoente 
igual á differença enlrc o expoente do factor do dividendo e o 
expoente do factor correspondente no divisor. 

Qunndo um faclor aITectado do mesmo expoente se acha no 
dividendo e no divisor, o quociente d'esses dous numeros , 
sendo a unidade, nada se escreve no quociente : foi justamente 
o que aconteceo no exemplo supra com o factor 3; o quo­
ciente é pois 2 x 5 x 7. 

Dctcrmhrnçüo de todos os divisores ele um numero. 

1i0. Procuremos todos os divi sores de 360 por exemplo ; 
decompondo 360 primeiramente em seos fac tores primos, acha­
mos 

todo divisor de 360 só poderá conter os factores 2, 3 e 5, o 
primeiro não podendo ser elevado senão até á terceira poten­
cia, o segundo até á sC'gunda, e o ullimo até á primeira. neci­
procamente, um producto qualqner cresses fnc tores, cujos ex-
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poentes não forem maiores que aqucllcs de que jà fafümos, 
)crá um divi so r de 360 ; Ô>r conseguinte, 1)a1·a lermos todos os 
divisores de 360, form artfuos os produclos d'csses fac lores um 
a um, dous a dous, Lres a tres. Para chegarmos a es te fim 
escreveremos as differenlcs potencias de cada factor em linhas 
horizontacs, collocando no principio de cada linha a unidade, 

· sem omillir faclor algum: 

( 1, 2, 22, 23 

CI. 1 1, 3, 32, 
1, 5; 

' 

(1) 
('2) 
(3) 

multiplicando cada numero da linha ('1) por cada faclor da 
linha (2), temos os seguintes numeros : 

! i ' 2 ' 2
2 

' 2
3 

~ 3 , 2 X 3, 22 X 3, 2• X 3 
32, 2 X 32, 22 X 32, 23 X 32 

que multiplicados por cada numero da linha (3) fóm1ão os 
seguintes : 

I 1, 2, ?2 3ª 

, l 
- ' 

3, 2X3, 22 X 3, 23 X 32 

3, 2X 32, 22 X 32, 2~ X 42 

\ 5, 2 X 5, 22 X 5, 23 X 5 

1 3 x5 , 2 X 3 X 5, 22 X 3 X f>, 23 X 3 X 5 
\ 32 X 5, 2 X 32 X 5, 22 X 32 X 5, 23 X 32 X 5. 

que são todos os divisores do numero 360, Jogo que se tive­
rem eJiecluado as mulliplicações. 

Escrevemos a nnidade cm frente de cada linha horizonlal, 
em primeiro lugar porque 1 é divisor, e em segundo para que 
os divisores (i:x) não se percaõ, e reappareçaõ em (b), e para 
que os dtvisores (ô) figurem todos no ui Limo quadro (1), que 
encerra assim toclos os divisores do numero 360. 

Observação. O primeiro divisor é a unidade, e o ultimo é o 
proprio numero. 
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171. REGR A. Um numero sendo claclo vara form cw todos os 
seos diviso1:es, decompõe-se esse num ; o emseos fac/ores primos~ 
escrevem-se em linhas hori::;ontaes a ·. cli{{erentes potencias ele 
cada faclor, collocando no principio de cada uma ci unida.de; 
mu.lliplica-se a 1Himeirn linha por cada factor ela segunda, os 
numeras assim obtidos por cada {aclor ela terceira, e assim por 
diante; os ultimas procluctos obtidos são os cli{{eí'cntes divisores 
elo nu.mero dado. 

l\'umero 1los divisores de lllll nume1·0. 
~· 

172. THEOnE)IA. O numero total elos divisores ele um numero 
(comprehenclida a unidade e o proprio numero) é igttal ao vro­
clucto dos expoentes dos di f{erentes {aclares primos, que o com­
poem, cadci t tm d'esses expoentes sendo augmentculo com, ·uma 
imidade. 

Seja N o numero· dado, e supponbamos : 

1V = a". b"'. e"". 

Vimos que para formar-se todos os divisores de N, era ncces­
sario escrever : 

1, a, a2, a•. 
1, b, b2, b;. 

1, c, c2, c3
• 

multiplicar a primeira linha pelos factores da segunda, os pro­
duetos pelos factores da terceira. A primeira linha contem 
(n+1.) termos ; o numero dos productos dos termos d'esta 
linha por um termo qualquer da segunda, é (n + '1), e como ba 
(n'+1.) termos na segunda, haverá (n+1) (n'+1) divisores 
no fim da multiplicação dos termos da primeira linha pelos 
t ermos da segunda; es tes (n+1) (n' +1)divisores são multi­
plicados por cada um dos termos da terceira, o que fornece po1· 
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conseguinte (n+1) (n' + 1) divisores, e como ha (n" + 1) ter­
nos na terceira, o num~1o lotai dos divisores no fim da mul­
plicação pelos termos da lerceira será (n + 1) (n' + l ) (n"+ 1). 

o. q. e. n. cl . 
Observação . Este tbeorema permitle verificar na formação 

ele Lodos os divisores de um numero, se o numero de divisores 
está completo. 

1. 73. TnEOREMA II. Todo o numero que é uma segunda JJoten­
cict ex acta tem um numero impar de divisores, e todo o numern 
qiie não é segunda potenciei exacla tem itrh numero par de di­
visores, e reciprocamente. 

Seja n=a2
• 

Vimos que se n tem um divisor cl < a, tem outro cl' < a; cm 
aeral a todo div isor de n menor que a corresponde outro maior o 
que ci, de maneira que os difl'erentes divisores de n podem ser 
dispostos dous a dous, um d'elles sendo menor, e o outro 
maior que a ; ba por conseguinte um numero par d'esses divi­
sores, e como a é tambem divisor, logo o numero total é ímpar. 

o numero não sendo quadrado perfeito o divisor a dcsap­
parece, e o numero de divisores é por conseguinte par. 

Reciprocamente, quando o numero de divisores de um nu­
mero é impar, esse numero é quadrado perfeito; porque se o 
não fo sse, o numero de divisores seria par: da mesma ma­
neira quando o numero de divisoros é par, o numero não é qua­
drado perfeito, porque se o fosse, o numero de divisores seria 
ímpar. 

Co01poslção do maior divisor commum. 

17li. THEOREMA. O maior divisor commwn ele muitos nurne­
ros é igual ao vroducto dos factores, qiie são commuris a esses 
numeras, affer.tados cada um do menor expoente. 

para que um numero seja divisivel por outro é necessario e 
sufficiente que este não contenha outros factores senão aquelles 
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crnc se acllão no divid endo , e cfTcctaclos cada um ele um ex­
poeule, quando muito, igual (nº 169) hpor conseguinte um nu-e 
mero que f01· formado de faclores comL uns aos numeros dados 
e affectados cada um do menol' expoente, será um divisor 
commum d'esses numeros; é claro que obteremos o maior di­
visor commum dos numeros dados, fazendo o produclo de 
todos os faclores communs aos numcros dados e affeclados 
cada um elo menor expoente . 

Por exemplo o maior divisor commum dos numeros: 

19li0h = 22• 32• 72• 11 
1016h- 22

• 3. 7. '11 2 

83 '16=22• 3s, 7. H 
6li68=22.3. 72.11 

é 22 X 3 X 7 X H = 92li. 

Oblem-se pois o maior divisor commum de mnitos numeros, 
decompondo-os em seos factorcs primos, e empregando o 
lheorema precedente. 

175. Obse1·vação. Conhecendo o maior divisor commum, será 
facil obter todos os divisores communs dos numeros dados, 
pois são os divisores do maior divisor commum; assim no 
exemplo precedente os divisores communs aos numeros dados 
são os divisores de !l2li, cujo numero é 2li. 

Composição do menm• multl(llO commum. 

166, THEOREMA. O menor multiplo commum de muitos nume .. 
ros é igual ao vroduclo elos {aclares di{{erentes, que se achão nos 
numeras dados, a{{eclados cada um elo maior expoente. 

O menormulliplo commum de muitos numeros é um nume­
ro que deve ser dividido por elles ; porélll sabemos que, para 
que um numern seja divisivel po1· outro é neccssario que con­
tenha todos os faclores d'cste oulrn, affectados cada um de um 
expoente ao menos igual (nº '169) ; logo, para que um numero 
seja o menor mulliplo de muitos outros é necessario que con-
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tenha Lodos os factores ilforentes, que se achão n'csses nu­
\ncros, nffectados ca,la : ' n do maior expoente. 

Assim , o menor multip!o dos numeras precedentes é 
2 2 • 3·. 72

• 1 i2, o que foz 6li0332. 
Decompondo os nu meros em seos factores primos, e empre­

gando o Lheorema precedente oh lem-se mais facilmente o menor, 
multi pio commum, cuja applicrã.o é frequente em Aritbmclica. 

Observação. Os rnnlliplos ele 6l10 332 são os mulliplos dos 
nurneros dados. 

:EX1:3f,.C IC ros. 
do 

Q ESTÕES 1!5' O MAR NH 
I. Demonstrar que, cliviclinclo as potencias a, a2, aª .. . a" de 

wn numero qualquer a., n sendo vrimo com a, um elos res tos ao 
menos é igua l á unidade. 

Soluçao. Sendo n primo com a é tambem primo com uma 
11otcncia qualquerª'' de a, de maneira que: 

a P = a. q + 1·. 

ora ha n potencias diITercn tes, logo lia n restos; se es tes são 
todos tliírerentes, um d'elles é igual :í. unidade; supponbamos 
JJOI"ém que dous cl'esses restos sejão iguaes e que: 

aP=n. q +r 
e a1• +,.= n. q';-r; 

diminuindo a primeira da segunda igualdade temos : 

a1·. (a " -1) =n. (q' -q); 

n sendo primo com a, é preciso que (a~- -1) seja divisível por 
n, isto é : 

arJ·-1 = n. Q 

ou a" :o.."',:n. Q+1; 

assim, quando mesmo dous restos sejão iguaes, uma das poten­
cias pelo menos dá lnga l' a um rc~to igual á unidade, 
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li. De quantas maneiras um, m rnero inteiro N pode se,· 
decomposto em dous {actores inteiros ~ 

Solução. Suppondo N =arJ.. b f> . cr, ·o numero n de divisores 
deN é 

(1+a) X (1 + ~) X (1.+7); 

se N não é quadrado perfeito, a cada divisor p maior que 
V N corresponde outro q menor que l/ N , logo 

é o numero pedido ; se N é qua&ado perfeito será fac il ver-se 
que 

é o numero pedido (nº 1. 73). 

QUESTÕES NÂO RESOLYIDAS. 

Ill . Se a e h são primos entre si ; a. b será primo com a+ b. 
IV. Todo numero primo é igual a um rnultiplo de 3 inais ou 

menos uma unidade. 
V. Todo numero primo é igual a um multiplo de 4 mais ou 

rnenos uma imiclacle. 
VI. Toclo numero primo é igual a um multiplo de 6 mais ou 

menos uma unidade. 
VII. De quantas maneiras mn numel'o pode ser decomposto 

em dous r actores primos entre si? 
VfII. O quadrado de urn numero JJrimo diminuído ele w11ci 

imiclacle é clivisivel por 24 . 
IX. Como se cletenninão toclos os divisores communs a muitos 

nmneros dados? 
X. O producto de n numeros inteiros consecutivos é sernpre 

divisivel pelo vroducto dos n primeiros numeros. 
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'l~lae01•ia das f1•aeçÕes 01•alina1•ias. - Tl1eoll•ia 

tios 11u1ncros tlecioaaes. 

j 
-Q-

CAPITULO PlllMElllO. 

1"1\0PRIEDA.DES DAS FRACÇÕES. 

Definições. 

'177 . A origem das fracçues é a medida das grandezas con­
tinuas. 

Supponbamos que se quer conhecer o valor da linha ,\. n; 

A K B 
1--4-----l-----+·----+-----+1+1-1--1-1-1 w1 1 
· !--1-H-l+t--t 
C D 

toma-se uma unidade homogenea CD e. applicando esta unidade 
sobre A 8, acha-se que AB é igual a cinco vezes CD mais um 
resto KB, menor que CD: não se pode ter a medida exacla ele 
,\B por meio ele CD sem avaliar-se o resto KB ; para o que di­
vide-se CD em muitas partes iguaes, em sete por exemplo , e 
examina-se quantas d'essas parles contem o resto KB; no 
exemplo acima l B contem cinco partes de CD , ou cinco 
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parl es ela unirla<le, dividida em sele !)artes iguaes, e então diz­
se que AB vale cinco unidades ma ~ cinco vezes a septim~ 
parle da unidade, o que se escreve : 

e lê-se : cinco mais cinco septimos. 

O numero 5 + ~ é dilo {raccionario; é aqÚelle que é com­

posto de unidades inteiras e de parles ela unidade. A parte 

~ do numero acima chama-se {fàcção ou quebrado. 

Uma fra cção é pois a r euni ão de muitas parles da unidade, 
dividida cm partes iguaes. 

Toda fracção se compõe <lc dous numcros , denominador e 
mmieraclor; o primeiro indica cm quantas parles a unidad e 
foi divida, e o segundo quantas d'essas partes se tomárão. O 
num crr,clor e rlenominador chamão-se lambem termos da 
fracrão. 

Escreve-se uma fracção, escrevendo o numerador e denomi­
nador, e separando-os por um risco horizontal. 

Lê-se uma fracção, enunciando o seo numerador depois o 
seo denominador, seguido da terminação avos. Lê-se a fracção 

? 

1 
;

2
: trez cento e vinte e dous avos. 

lia porém uma excepção á regra que acabámos de dar; 
quando o denominador é um dos dez primeiros numeros, diz­
se : rneios, terços, quartos, quinto , sextos, septimos , oitavos, 

l . . J .l f - 2 6 nonas, e ecimos; ass11n ecrn- se as scgmn es racçaes 3 , 7 ; 
dous terços, seis septimos, etc. 

Principias. 

178. P RIKCIPIO I. Urna fracção é ig ua l ao quocien te dei divi­
sao de seo mnneraclor pelo seo den ominador. 
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Assim 1: representa ~I -uociente da divisão de H, por 5, ou 
0 quinto de 1l1; com eff.) to, o quinto de 14 contem o quinto 
ele cada uma das unidad·es, que compõem o numero 14; isto é 14 vezes o quinto de uma unidade ou 14 quintos ~e uma uni-

. t , 14 dade; 1s o e, T · 
179. Observação. Este theorema permilte exprimir o qu_o­ciente da divisão de dous numeros, que não são divisiveis exac­tamente um pelo outro; assim digo que, o quociente da divisão 

de 47 por 7 é 6 + ~, 5 sendgio resto d'essa divisão. 
Com efieito , 47 sendo igual a 42 +5, será facil ver-se que: 

6 + i. é pois o quociente da divisão de 47 por 7, por isso que 7 
r.: 
~ ex prime o quociente da divisão de 5 por 7. 7 

Assim, o quociente da divisão de dous numeros, não di'Visiveis 
um pelo outro, se compõe de uma parte inteira., e de uma frac­ção que tem por denominador o divisor, e p01: numerador o resto 
da divisão. 

- , , REDUCÇAO DE Ul\1 NUMERO 1''RACCI0NARIO A FORMA 
DE FRACÇÃO. - EXTRACÇÃO DOS INTEIROS CONTIDOS EM m!A 

EXPRESSAO FRACCIONARIA. 

180. A questão que se vai tratar não é mais do que uma 
applicação do paragrapho precedente. 

1 supponhamos que se quer reduzir á forma de fracção o nu-
. . 6 5 mero fracc10nano + 7 . 

Pelo que se disse (nº 179), o numero proposto representa o 
9 
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quociente da divisão de um numer.o desconhecido D por 7, 

assim: 

(1) 

multiplicando por 7 a igualdade (1), oblem-se 

-) 5 
D = ( 6 + ~ X 7 = 6 X 7 + 7 X 7 (nº 77) = 

5x7 
=6 x 7 + ~ 7

- (nº 47) = 6 x· 7 + 5 (n°52- corl.), 

por conseguinte : 

· logo: 

D 6 X 7~5 
7 7 

5 
6+ -

7 
6 x 7+5 

7 

llEGRA. Para reclu;:;ir urn inteiro e uma fracção a urna exvres­

.são {raccionaria, multiplica-se o inteiro velo denominador dct 

fracção, ajunta-se ao produclo o numerador, e clá-se á somma 

por denominador o denominador da {racção. 

Pode-se chegar a esta mesma regra pelas considerações se­

guintes : 

Uma unidade valendo sete septimos ( ~ ), 6 unidades valem 

6 x 7 septirnos e mais 5 sepliuios fazem 6 x 7 + 3 septim1"s, 

6 X 7+3 
ou 7 

o. q. e. n. d. 

li. Como uma fracção cm geral exprime o quociente da di­

visão de seo numerador pelo seo denominador, extrahem-se 

os inteiros contidos em uma fracção, clividinclo o numerador pelo 

denominiidor; o quociente exprime a parte inteira, e a expres­

são dada se compõe d'essa parte inteira e de uma fracção que 

tem por denominador o denominador da expressão , e por 

numerador.o resto da divisão do numerador pelo denomina-

. 122 5 
dor; assun : - 9- = 13 + 9. 
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Pode-se chegar ao mr)mo fim pelo raciocinio seguinte : uma 
" unidade valendo nove rAnos (~),tantas veze.s ~ serão contidos 

em 1.!2 
, ou melhor ainda tantas vezes 9 será contido cm 1.22, 

quantas unidades inteiras conterá 1.!2
; logo dividindo 122 por 

9, o quociente 1.3 representa os inteiros contidos na expre.ssão dada. ' Observação. Quando o numerador de uma fracção é menor que seo denominador, a fracção representa uma quantidade ' menor que a unidade; é umr{fracção pt-opriamente dita. Quando o numerador é igual ao denominador, a fracção é igual :'umidade. Quando o numerador é maior , a fracção representa uma quantidade maior que a unidade, e chama-se numero fmccio­nario : geralmente dá-se o nome de fracção a toda expressão 
111 

d d · t · ela forma - , m e n, sen o ous numeros m e1ros quaesquer. n 
1.81. PRINCII'IO II. Todo numero inteiro é igual a uma frac-

ção que tem por denominador a unidade, assim 1. 5 = \5
. 

182. PRINCIPIO III. Logo que duas fmcções teem mesmo de­nominador e numeradores di{ferentes, a que tem maior nume­rador, é a maior. 
- 1.9 é . f - 1.5 . • A fracçao 37 maior que a racçao 37 ; porque a primeira 

comtem um numero maior de partes da unidade de mesma "randeza que as partes da segunda. o 
1.83. PRINCIPIO IV. De duas fracções que leem mesmo nume-rador e denominadores differentes, a maio1· é a que tem menor denominador. 

iY' 't 37 é . 37 . . com eue1 o, 1.19 ma10r que 512 ; porque na pnmeira as 
partes, em que se acha dividida a unidade, sendo maiores que as partes da unidade na segunda, 37 partes da primeira serão JDaiores que 37 da segunda, logo a primeira fracção é maior que a segunda. 

9. 

~ 
1 j§jp>IBOC, 
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Vêr-se-ha mais a~liante o meio part ~escobrir qual a maior 
de duas fracções dadas, tendo termos t 1fierentes. 

Tbeoremas relativos ias fracções . 

1811. THEORE,1A I. Logo que se multiplica ou divide o nume­

raclor de uma fracção por um numero, a fracção torna-se esse 

mesmo numero de ve.=es maior ou menor. 

I. Assim, multiplicando por e ' ~!nplo o numerador da frac-

ção ~ por 6, a fracção torna-se 6 vezes maior ; porque a frac- · · 

l 30 t . . d ção resu tante 7 con em um numero seis vezes maior e 

partes da unidade de mesma grandeza que as partes da uni­
dade na segunda. 

II. Dividindo-se o numerador da fracção !~, por 5, a fracção 

resultante 
1
~ será cinco vezes menor; com eJieito, mullipli­

cando o numerador de ;~ por 5, obtem-se a fracção proposta 

20 · d d . . l d d l - . IT, que em virtu e a pnmell'a par e a emons raçao e 

• • l.i l . t t, é · cmco vezes mat0r que 11 ; ogo, rec1procarnen e, 
11 

cmco vezes 

20 
menor que 

11 
• 

185. TnEOREMA II. Logo que se multiplica ou divide o clenc­

minador de iima fracção por um numero, a fracção torna-se 

esse mesmo numero de ve:.es menor ou maior. 

I. Assim, multiplicando-se o denominador da fracção ; por 

5, a fraccão 3~ será cinco vezes me.norque a primeira ; com 

fli · t f - 3 • f - 3 t e e1 o, a racçao 35 , assim como a racçao 7 , co~ cm o mes-

mo numero de partes da unidade; porém na primeira as partes 
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:.> da unioade sendo cinc~( vezes menores, 3
3
5 é por conseguinte 

_. 3 
cinco vezes menor que 7 . 

n. Dividindo-se o denominador da fracção 
2
3
0 

por 5, a fracção 

~ será cinco vezes maior que 
2
3
0

; com effeilo, multiplicando-se 

0 denominador de ¾ por 5, a fracção resultante :o em virtu­

de da primeira parle da demonstracção é cinco vezes menor 
3 l • ")>3 é . . 3 que 4 ; ogo, reciprocamenv-,4 cinco vezes mawr que 

20
• 

1.86. TnEOREMA III. Logo que se multiplica ou divide os dous 
termos de urna fracção por itm mesmo numero, a fracção não 
muda de valo1·. 

• 5 
1. com eITeito, a fracção 

11 
é 7 vezes maior que a fracção 

~ ; mas a fraccão 
1
5
1 

X 
7
7
. é tambem 7 vezes maior que 11X7 . X 

5 5 5 X 7 
1.1 x 

7 
, logo 11 = 11 x 7 • o. q. e. n. d. 

n. Seja a fracção 
1
6
5 

, dividindo os dous termos por 3, ,½ 
6 

será igual a 15 , 

com efl'eilo, multiplicando-se os dous termos da fracção ; por 

- 6 é ' l 2 º td d . . 3, a fracçao 
15 

1gua a 5 em vir u e a pnmeira parte da 
_ J • 2 6 demonstraçao ; ogo, reciprocamente, , = 

1
,, . 

~ ;J 

187. TnEOREMA IV. Logo qtw se ajunta aos dous termos de 
uma fracção propriamente dila · umct mesma quantidade, a 
fracção augrnenta no valor; e se a quantidade que se ajunta 
cresce indefinidamente, a fracção augnu:nta successivamente 
no valor, e tem por limite a unidade. 

187 . Seja ~ , uma fracção propriamente dila, tal que a < b; 
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ajuntado-se aos dous termos de ~ um , mesma quantidade m, 

ª
6 

+ m será maior que ªb ; com e[eito, é facil ver-se que : +m 

a b-a e 1_a+m_b-a. 
1.-b= - b' b+m - b+m' 

r. _ b- a . . b - a ( 
18 

) 
1 a . a u·acçao -b- e maior que-,.-- nº 3 , ogo -b e menor u+m . 

a+m 
que b+m. .. 

b- a Qualquer que fôr o valor de m, a fracção b + m terá sem-

pre por numerador b - a; logo o numerador é uma quanti­
dade constante: já não acontece a·ssim com o denominador 

b 'd d • I f - b - ª + m, que cresce com a quantt a em; ogo a racçao b + m, 

cujo numerador é constante, e cujo denominador pode tornar­
se maior que toda grandeza dada, pode tornar-se menor 
que qualquer quantidade dada, e concebe-se que se m toma um 
valor muito grande, a fracção toma outro muito pequeno e 

tem por limite zero: porém logo que a differença t + :i de 

duas qua.nlidade 1., ab, + ?n tem por limite zero, essas quanti-+ m 
dades são iguaes no limite; logo: 

. a+m 
bm. b--=1. +m o. q. e. n. d. 

188. THEOREMA V. Se aos dous lermós de um nume1'o frac­
cionario se ajunta uma mesma quantidade, o valor do numero 
fraccionario diminue; e se a quantidade, que se ajunta, cresce 
indefinidamente, o valor do numero fraccionario diminue suc­
cessivamente, e tem por limite a unidade. 

A demonstração d'este theorcma é identica á do precedente, 
e deixamol-a ao:leitor. 
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;V 
NOÇÕE:, S013RE OS LIMITES. 

t80. Julgamos util dar aqui algumas idéas sobre o que se 
chama quantidade variavel, e limite dos valores de uma va­

riavel. 
Uina quantidade é dita variavel, logo que pode receber dü­

ferentes valores, e constante, logo que conserva o mesmo valor 
durante o curso de um calculo. 

A natureza da questão ind{J ª quaes são as quantidades va­
riaveis, e as constantes; no theorema, que ainda ha pouco se 
demonstrou, m é uma quantidade va'riavel, a e b são cons­

tantes. 
Quando os valores de uma quantidade variavel se approxi-

mão de outra fixa e determinada , de maneira que diffirão 

d'esta ultima de uma quantidade tão pequena quanto se queira, 
esta qu,antidade fixa é o limite dos valores da variavel; é assim 
que no theorema precedente, logo que m toma valores que 

· d 11 'd t f - ª + m · crescem rn e m amen e, a racçao b+m t:resce success1va-

mente e approxima-sc de uma quanlid11de fixa a unidade, da 
qual pode diITerir de tão pouco quanto se queira: a unidade é 

d - a+m 1 · d fi 
Pois o limite a expressao .-b--, ogo que m cresce m e · -

+m 
oi damente. 

SlmpllGcação da& fracções. 

1.90. Simplificar uma fracção é buscar outra fracção que 
tenha mesmo valor que a primeira, porém que seja represen­

tada por numeros mais simples. 
o theorema III (nº t86) permitte operar esta simplificação. 

_ 26136 d . t l 
seja a fracçao 

43560
, que se quer re uzir a outra que en ia 



136 TRATADO 

termos mais simples; dividindo po 8, 9, 11 e 11 os dous ter-, . o mos da fracção dada, tem-se: 

por aqui vê-se a grande utilidade da simpliiicação das fracções; 

d f _ 26136 d . l _ d' passou-se e uma racçao li 3560 , e CUJO va or nao se po ia 

ter idéa alguma, á outra ! muito simples e que permitlc jul­

gar do valor da fracção dada. P~· ora não sabemos se : é a 

fracção de termos mais simples, que possa exprimir o valor da 
fracção dada ; não se continuou a simplificação; porque os 

dous termos da fracção ! sendo primos entre si, não admit­

tem divisor algum commum: vamos agora explicai· até onde a 
operação deve ser levada, e os meios mais rapidos .para 
chegar-se a esse fim. 

Hedueção ele frneções it expresstio mnls s imples 
que é posslvel. 

'191. A fracção, cujo valor não pode ser expresso por frac­
ção alguma, que tenha termos mais simples, chama-se irre­
duzivel. 

192. LtmIA, Toda a fra cção, cujos termos são numeras pri­
mos entre si, não pode ser igual a outra, sem que os termos 
cl'es ta sejão equimulti_plos elos d'aquella. 

. a' Seja i uma fracção tal que, a e b são primos entre s1, 11 
outra tal que: 

(1) 



DE ARITIUIBTICA. 137 

a' será um multiplo de a, ;;, b' um multiplo de b pelo mesmo 
• 1 

numero: · i . 

A igualdade (1.) dá : 

axb' _ ,. 
-b--a, (2) 

d . t . é ' a X b' t b a' se.n o um numero m e1ro, necesar10 que -b- am em o 

seja ; para o que é preciso que a x b' seja divisivel por b; 
porém b sendo primo com a ~: or hypothese , deve dividir o 
outro factor b' ; logo : 

b'=bxrn; (3) 

escrevendo em (2) m x bem lugar de b', tem-se: 

' 
, cixbxm 

a= b = axm 

Jogo 

a' a X m 
b' = bxm · o. q. e. n . d. 

193. THEOREMA I. Toda a fracção, cujos termos são numeras 
primos entre si, é irreduzivel. 

com effeito, se a fracção não fosse irreduzivel, seo valor po­
deria ser representado por outra de termos mais simples ; 
por.ém pelo lemma precedente os termos de toda fracção , 
igual á fracção proposta, são maiores que os termos d'esta; 
logo, não existe outra fracção que tenha termos mais simples; 
Jogo, a fracção é irreduzível. 

194. THEOREMA II. Reciprocamente, os termos de uma {rac­
ção irreduzível são sempre primos entre si. 

com efl'eilo, se o não fossem, admitliriilo um divisor com­
mum, e a fracção não seria irreclu·zivel. 
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195. TIIEOREMA III. Duas frci ci;lft, ~ irredu::;iveis iguaes teem 
~. ' seos numeraclores iguaes, assim, co .1 seos denominadores. 

Por isso que uma d'ellas é irreduzivel, a outra não lhe pode 
ser igual, se scos termos não são equimultip]os dos dous da 
primeira; porém a segunda lambem é irreduzível, logo é nc­
cessario que scos termos sejão respectivamente iguaes aos da 
primeira. 

Dos theoremas precedentes resultão os seguintes corollarios: 
. 196. ConoLLARIO I. Para redu::;ir uma fracção á sua ex­
pressão mais simples, basta dividir seos termos pelo seo maior 
diviso1· commum. 

Com efieito, dividindo-se os dous termos óa fracção pelo seo 
maior divisor commum, os quocientes são primos entre si, 
logo a fracção resultante é irreduzivel. 

197. ConoLLARIO II. Para formar-se todas as fracções equi ­
valentes a uma fracção irredu:::ivel dada, bastará multiplicar 
seos termos pela serie natural dos nmneros. 

Obsm·vação. Quando se trata de simplificar uma fracção na 
pratica, não se procura logo o maior divisor commum dos 
dous termos da fracção, operação que é ordinariamente longa; 
procede-se pelos caracteres de divisibilidade, que se conhece, e 
quando se tem chegado a uma fracção, de cujos termos não se 
conhece mais divisor algum, então busca-se o maior divisor 
commum, e procede-se da maneira que se indicou. 

P h · 1·:fi r - 3171168 n· ·d· d ropon amo-nos a s1mp I cara racçao 
7927920

• 1v1 m o 
os dous termos por 8, 2, 9, 1 i, e depois por 11, temos a se­
guinte serie de fracções equivalentes : 

3171168 396396 198t98 22022 2002 182 
7927920 = 990990 = 495495 = ~5055 = 5005 =. 455 

não conhecendo á primeira vista divisor algum dos dous ter-
a I . r 182 . . d' . mos a u tima raccão - , procuremos o maior 1v1sor com-. 455 

mum d'esses dous numeros, que achamos ser 91; dividindo 
os dous termos d'essa fracção por 91, temos: 
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182 J!. 
455 ~ i/5 

assim: 

31 71168 2 
7927920 = 5. 

198. 'l'HEORmfA IV. Mu,itas {1'acções senclo iguaes entre si, a 
somma de seos numeradores dividida pelei somma ele seos de­
nominadores é uma fracção igual a cada uma elas fracções 
dadas. , 

a a' a" ~ 
Sejão b= 1l = b" as fracçM~ dadas, trata-se de demons-

trar que : 

a+a'+a' a a' a" 
b + b' + b' = b = -b, = b" . 

Representando ~ a fracção irreduzivcl igual a cada uma das 

fracções dadas, temos: 

a mxp a' m'xp a" m"xp 
7j=mxq' ll= m'xq' b"= m"xq (nº192), 

d'onde: 

a, =m xp 
a' =m' x p 
a" =m"xp 

e 
b =rn X q 
b' =m' xq 
b" =m"xq ; 

fazendo a somma d'essas igualdades membro a membro : 

e 
a+a'+a"=(m+m'+m").p, 
b+b'+b"=(m+m'+m"). q 

e dividindo membro a membro as duas ultimas, temos: 

a+ci'+a" _ (m+m'+ m") xp _ p 
b+b'+ b"- (m+m'+m") xq- q 
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supprimindo o factor commum -,+ m' + m"; logo : 
( 

a+a'+a" a 
b + b + b" = 1i = etc. o. q. e. n. d. 

Redoeção de fracções no mesmo ,lenominndor e no 
menor denominador commum . 

1.99. Reduzir duas ou mais fracções ao mesmo denominador 
é transformai-as em outras &:uivalentes, quetenhão o mesmo 
denominador. 

Sendo dadas muitas fracções, cujos termos fossem di1Ierentes, 
não se poderia dispol-as por ordem de grandeza sem reduzil-as 
todas a Lerem o mesmo numerador ou o mesmo denominador ; 
a reducção ao mesmo denominador permitte não somente 
collocar as fracções por ordem de grandeza, como ainda de­
terminar de quanto uma excede á outra, o que não acontece 
com a reducção ao mesmo numerador. 

Para tratar a questão de uma maneira geral, sejão : , ~ , 
m i d'n- t f' - · d · · d n' r ' Jueren es racçoes que se quer rc uz,r ao mesmo e-
nominador D; representando x, x', x", x'" os numeradores das 
fracr,õcs equivalentes, tem-se : 

x a x ' e 
n=b' D=êl, 

tl'onde: 

a X D , e X D ,, in X D ,,, i X D X=-b-' a: =-d-' X = -n-, X = ·--:;::-·· ; 

os diíferentes numeradores x , x' , x '' , :x;"' são numeros inteiros; 
logo é ncccssario que a x D seja divisivel por b, que e x D 
seja divisivel por d, ele; porém, como suppoem-se as fracções 
irrcduziveis, b é primo com c1,, logo é necessario que divida 
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D; d sendo primo com e é nt cessario que divida D, ele; vê-se 
po.) ahi que D deve ser url( rnlliplo de todos os denomina­

dores das fracções dadas. 1 
como a simplicidade no calculo das fracções é cousa de 

muita importancia, não se toma por denominador commum 
uu1 multiplo qualquer dos denominadores das fracções dadas, 
porém o menor moltiplo d'esses denominadores. 

para achar os numeradores, observando as ullimas igual­

dades, divide-se o denominador commum pelo denominador 
da frácção em questão, e multiplica-se o quociente pelo mune-

rador. . 
Proponhamo-nos a reduzir l ' mesmo denominador as se-

guintes fracções : 

1 2 1 2 7 5 5 311 
6'5'2'3'15'9'12'20'18; 

0 menor mulliplo dos denominadores sendo 180, o denomina­

dor commum será 180; dividindo 180 por cada um dos deno­
minadores das fracções e multiplicando os quocientes pelos 
numeradores respectivos, formamos as seguintes fracções: 

30 10 90 120 84 100 75 27 110 
180'180'180'180'180'180'180'180'180' 

equivalentes :is primeiras e tendo o mesmo denominador. 
sejão ainda as seguintes fracções : 

[~ 3 8 2 5 11 7 43 19 
21'25'35'27'18'45'36'180'135 

o menor mulliplo de lodos os denominadores sendo 18900, 

0 
denominador commum das novas fracçõ~s é 18900; dividindo 

1ggOO por cada um dos denominadores e multiplicando os quo­

cientes pelos numeradores correspondentes, obtem-se as se­

guintes fracções, equivalen~tes :is primeras: 
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3600 2268 4320 1i ,o 5250 li620 
'18900 ' 18900 ' 18900 ' i8g ,0 ' 18900 ' 18900 ' 

3675 1365 2660 
18900 ' 18900 ' 18900 . 

Logo que os denominadores das fracções dadas são numeros primos entre si, o menor multiplo d'esses numeros é o pro­dueto de todos os denominadores ; por conseguinte o denomi­dor commum das fracções equivalentes ás fracções dadas será o producto dos denominadorr s d'estas fracções; para obter os numeradores vio-se em geral\Jue era necessario dividir o de­nominador commum pelo denominador de cada fracção, e mul­tiplicar o quociente pelo numerador da fracção que se consi­dera; logo para obter os numeradores multiplicar-se-ha o nu­merador de cada fracção pelo producto dos denominadores de todas as outras. 
Reduzamos ao mesmo denominador as seguintes fracções : 

1 
2' 

2 
3' 

3 

5' 
li. 
7' 

5 
11' 

cujos denominadores são primos entre si; o denominador commum será 2 x 3 x 5 x 7 x 1. 1., e as fracções equivalentes ás fracç,ôes dadas serão : 

3x5x7xH 2x2x5x7x11 2 x 3x3x7x11 2x3x5 x 7xH' 2 x3x5x 7x11 ' 2x3x5x7x11' 
2 X 3 X 5 X li X 11 2 X 3 x ·5 X 7 X 5 
2x3x5x7xH' 2x3x5x7xH' 

o que dá , effectua~do os calculos : 

1155 
2310 

1.540 
2310 

1386 
231.0 

~ 
1 BJP?JBOC, 
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,.1,pllcaçl'io / thcoria 1,rcccdcnte, 
(;onvcrsão de um numero inteiro ou de uma fracçi'io cm 

outra fracção que tenha por denominador 
um numero dado. 

199. THEOREMA I. Todo numero inteiro pode ser t1'linsfol'­
,,nado em, uma fracçüo, que tenha por denominaclo1' um numero 
dado. 

Seja num numero inteiro qr;) se quer transformar em uma 
fracção que tenha por denominador m. Sabe-se que : 

multiplicando os dous termos da fracção I por m, o que não 

muda o valor da fracção, temos : 

nxm 
n=-- · 

'/11, ' 

Jogo, para trnnsforma1· um nttrnero inteiro em uma fra cção de 
denominador dado, basta multiplica1' o numero inteiro pelo de­
nominador dado, e tomar esse produclo vor numerador. 

Assim é por exemplo que : 

1
- 15 X 7 105 
J=-7-=7 · 

200. THEOREMA II. Toda fracção dada pode ser tmnsfonnada 
em outra que tenha JJor denominador um numero clado. 

f - a Trata-se de converter a racçao b cm outra que tenha por 
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denominador o numero m. Chamando n o numerador da norn 
fracção, é claro que se pode pôr: :i 

d'onde 

axm 
n=-b-; 

logo, pm·a achar-se o nmnemdor ela fracção equivalente basllL 
dividir o denominador dado, pelo denomina.dor da fracçcio dada, 
e multiplicar o quociente pelo rµmerador. 

É justamente a regra achada' para a reducção de fracções 
ao mesmo d~nominador. 

Para que esta transformação seja possivel, é necessario que o 
denominador dado seja divisível pelo denominador da fracção 
dada ; suppôe-se sempre que a fracção dada é irreduzivel. 

Applicando á fracção ¾ a regra precedente, o denominador 

dado sendo 40, acha-se : 

Quando a condição supra não é preenchida; isto é, quando o 
novo denominador não é divisivel pelo denominador da frac­
ção dada, a transformação não é possivel; n'este caso conver-

\ 

ter uma fracção % cm outra ~ é determinar o maior mulli-

plo de ! contido na fraccão -
6
ª. rn . 

3 f - h . Converter 7 em uma racçao que ten a por denominador 

135, é buscar o maior multiplo de 
1
!

5 
contido na fracção} . 

De 
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tira-se : 
) 

n = 3 )~ 35 = 57 -1- ~ • 
7 7 ' 

~ ~ 
~ o ,5 
'O 1, o ~ 

ºo~ C2; 
~ ..<) 

~ ~ 
57 é pois o maior numero de 1!5 contido em ~ a frac~ ~ 
57 . l d f - 3 , i . . . ~ - e o va or a racçao 7 a - proximo ; isto quer dizer ~,_ 

135 135 0 
57 3 que, o erro que se commette tomando 

135 
por valor de 

7 
é 

1 3 57 + f. 
menor que 135 . O valor exa? o da fracção 7 é i3

5 
; . 

E X E R e I e I os. 

QUESTÕES RESOLVIDAS. 

J. Duas fracções irreduziveis não podem ter por somma um 
numero inteiro se não tiverem o mesmo denominador. 

Solução. Sendo S a somma das duas fracções irreduziveis 

ª , _de ; temo.s 
b 

d'onde se deduz 

b. d. S=a.d+b.c; 

b, divide b. d. S, e b. e, logo deve dividir a. d, e como é primo 
com a, deve dividir d; do mesmo modo veriamos que d deve 
dividir b, logo b= d. 

10 
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QUESTÕES NÃO RES ·IVIDAS, 

II. Demonstrar que a somma dos numeradores de muitas 
fracções desiguaes dividida pela somma de seos denominadores 
é urna fracção comprehendida entre a menor e a maior das frac­
ções dadas. 

III. Reduzir á expressão mais simples que é possivel as se­
guintes fracções : 

105 154 936 1232 1848 21879 
2:fõ' [162' 3744' 6160' 11088' 153153 ' 

IV. Reduzir as fracções resultantes (probl. precedente) ao 
mesmo denominador 840. 

V. Heduzir ao menor denominador commum as seguintes 
fracções: 

5 7 13 19 17 
4752' 39204' 1054092' 5808' 2371842' 

1BL10THECA PUBLICA 
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;/ 
CAPITULO II. 

OPERAÇÕES SOBRI! AS FRACÇÕES ORDIN ARIAS. 

' 
.l.ddiçiio. 

201. A addição em geral, r)uma operação, que tem por fim 
buscar uma quantidade, qti:i contenha todas as unidades e 
partes da unidade, que compõem muitos numeras dados. 1'.:ssa 
quantidade é o que se chama somma. 

Esta definição é não mais do que uma generalisação da 
definição dada, quando se tratou dos numeros inteiros. 

ADDIÇA.0 DE DUA.S OU MAIS FRACÇÕES, 

supponbamos que as fracções dadas tenhão o ·mesmo deno­
minador, por exemplo : 

4 3 7 8 
9+9+9+9 

A unidade se acha dividida em nove parles; a primeira frac­
cão contem 4 d'essas partes, a segunda 3,· a terceira 7 e a ulti­
~a s; por conseguinte a somma conterá. 4 + 3 + 7 + 8 d'essas 
partes ; isto é 

4+3 +7+8 22 
9 oug; 

e:x.trahindo da ultima os inteiros, temos emfim ; 

10. 
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Proponhamo-nos a addicionar as ."guintes fracções: 
'.I 

Reduzindo-as ao mesmo denominador, as fracções equiva­
lentes são: 

60 35 1.68 540 350 
1.260 + 1260 + 1.260 + 1260 + 1260 

cuja somma é igual a : 

60 + 35 + 168 + 540 + 350 1153 
1260 ou 1260 

da qual não se pode extrahir inteiros. 
REGRA. Acldicionão-s(muitas fra cr;:ües , redw::;indo-os ao mesc. 

mo denominador, ajuntando os numeradores das fra cções equi­
valentes, e dando a estcisomma por denominador o denominador 
commum. 

-· 
ADDIÇAO DE NUMEROS FHACCIONARIOS. 

Seja proposto, por exemplo, adclicionar os numeros : 

2 
2+3' 

5 
24+ 7 , 

A somma elas fracções : 

2 5 4 6 - + - + - + -
3 7 9 27 

ou das equivalentes, reduzidas ao mesmo denominador ~ 

126 135 84 182 
189 + 189 + 189 + 189 
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52i} 
2 

149. 
189J- + 189' 

1-19 

a somma dos inteiros é 2 + 24 + 3 + 1. 7 = 46 ; por conse­
guinte, a somma das quantidades dadas será. : 

REGRA. Para acldicionar muitos nume,·os {raccioncirios, ad­
dicionão-se as fracções , ele cu . somma se extrahein os inteiros, 
que se ajuntao á sommci elos inteiros, pertencentes aos mimeros 
fraccionarios . 

Subtracç:io. 

202. A subtraccão é imw opernção, que tem por [i,m diminuir 
uma quantidade dada de todas as imidacles e partes da uni­
dade que compõem outra quantidade dada. 

O resultado da operação, e as duas quanlidatles dadas são 
denominadas da mesma maneira como nos numeras inteiros. 

-
SUBTRACÇAO DE DUAS FnACÇÕES. 

:Seja proposto o seguinte exemplo : 

6 3 
7 7 

A primeira ft·acção contem 6 pal'lcs da unitladc, a segunda 3 

de mesma grandeza; por conseguinte, a diITerença conterá 6 - 3 
(l'essas parles; islo é 

6 - ;:; 3 
-7- ou 7 
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Se as fracções não tivessem o mesn \ denominador, porexem-
l 29 16 d · hº · ·-r • l d p o - - ?i , re uz1r-se- ia em pri ~iro ugar ao mesmo e-35 -

nominador e procedcr-se-hia como precedentemente. Assim 
será facil ver-se que : 

REGRA. Para subtrahir duas fracções uma da outra, recltt;;:;em­
se as fracç,Ões ao mesmo denominador, subtrnhe-se o menor 
numerador do maior, e dá-se á ';if(erença por denominado,· o denominador commum. 

-SUBTRAHIR mIA FRACÇAO DE UM INTEIRO. 

Pode-se chegar ao mesmo fim por doos meios difl'erentes; 
2 . seja proposto por exemplo subtrahir -;;- de 7. 
:> 

II. Em lugar de subtrahir ~ de 7, pode-se tomar uma uni­
dade de 7, subtrahir d'ella a fraccão ! e a3·untar a dilicrenra • 5 ' • a 6; assim 

2 5 2 3 1--= .... --= -5 5 5 5 

logo 

2 3 7 - -=6+=. 5 :> 

O exemplo precedente inrlica perfeitamente a regra, que se 
deverá seguir n'este caso particular da subtracção das fracções. 

1
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SUBTRACÇÃO D.E ·.l us NUMEROS FRACCIONARIOS. 

lia tambem dous meios de far.er-se esta operação ; seja pro­

posto subtrahir 17 + } de 28 + ; . 
I. Se a fracção minuendo é maior que a fracção subtrnhendo, 

fazendo a difierença, e ajuntando-lhe a difiet·ença dos dous 
numeros inteiros, tem-se o numero pedido. Ora: 

3 2 15 1h i:) 1 
7 - 5 = 35 - 35 = 35' e 28 - 17 - 11 

logo 

(28 + ~) - (-11 + ~) = 11 + ..!_ 7 2 . 55 

se a fracçno minuendo é menor que a outra, toma,-se ao in­
teiro que lhe pertence uma unidade, que se ajunta á dita frac­
cã.o e opera-se como acabámos de fazer. 
. ' n. Obtem-se o mesmo resultado, reduzindo os numeros frac-
cionarios á forma de fracção, e operando como no caso de duas 
fracções. 

Procedendo assim, temos : 

(
28 + 3) -(11 --r 2)- i.99 _ 8} _ 1005 _ 609 _ 

7 5 · 7 a 35 35 

será facil concluir-se a regra d'este caso particular da sub­

tracção. 

Casos particulares : 

1 5 1 5 - -1 li 
1º 1 -·5-g-5= - 5-5 
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1 -} = ;-i = 9 9 4 f.;_ ~ . 
\" , 

1-(!+!)=1-(~+~) =1-~= 2 3 6 6 6 

6 5 6-·5 1 
-6 -6 =-6-=6 · 

17 -1 _ 17 _ 3 _ 17 - 3 = 1.4 =-4 + 2 
3 3 3 3 3 3· 

:Uultlplicnçiío. 

203 . A definição, que se dco d'esta operação, quanto aos nu­
meros inteiros, só tem lugar aqui quando, o mttlliplicando sendo 
uma quantidade qualquer, o multiplicador é numero inteiro, 
porém se o mulliplicador é uma fracção, esta definirão não 
lcm mais senlido algum, e então diz-se: 

1lf ultiplicar uma q1tan tidade qucilquer por uma fracção é divi­
dil-a em tantas partes iguaes, quantas unidades ha no denomi­
nador, e tomar tanta d'essa partes quantas unidades ha no 
numemdor. 

Assim multiplicar l por ; é dividir~ cm sete partes iguae , 

e tomar 5 d'es as parte.5; isto significa que se deve tomar 5 

r d 
3 

· · 1 3 vezes o sep 1mo e 4, ou os cmco sept1rnos e e 4. 

- -l!ULTIPLICAÇAO DE C~IA FRACÇAO POR UM INTEIRO. 

Seja proposto multiplicar ! por 3, é claro, em virtude do 
IJUe se disse (oº 1 4), qac : 

ti 4x3 4 /.J. -
9 

X 3=-
9
-, ou -X 3-­

!) -9:3 
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REGRA. P~r~t 1nultiplica1t·:· mct {1·acção ~01· um n~i,'.ie:·o inleii'o 
b,, ta multiplicar o numei''.' dor dct {raCÇltO, ott dividir o cleno-

' l . . 1 minador por esse numero, t uanc o e passive~. 
Observação. Quando se podér empregar o ullimo proceder, 

não se deixará de fazel-o, pois simplifica a fracção. 

- -
~WLTIPLI CAÇAO DE UM NUMERO INTEIRO _POR m 1A FRACÇAO. 

Seja o numero 17 que se quer mulliplicar por ~ . 
:) 

l\Iulliplicar 'l7 por~ é dividir 7 em 5 partes iguaes e tomar 

3 d'essas parles; divide-se 17 cm 5 parles iguaes, dividindo 

17 por 5, o que dá 
1
5
7 

; e toma-se 3 <l 'cssas partes, mullipli-

17 3 . t é 17 X 3 . canelo 5 por ; 1s o · , ~ ; assim : 

17 X ~ = 17 X 3 
5 5 

REGRA. Para mulliplicctr wn nuinero inteiro por uma {rac­
ção , basta multiplicar o inteirn pelo nwneraclor clct fracção, e 
dividir o proditeto pelo denominador. 

-
MULTIPLICAÇAO DE DUAS FRACÇÕES. 

f 3 
11Iultiplicar por exemplo T por 5 . 

. . 6 3 , . 3 6 · 
l\Iull1pl1car 7 por 5 e tomar os 5 de 7, o que se faz tomando 

1 6 6 
primeiramente 5 de 7 , que é 7 x 5 , e repetindo 3 vezes este 

dá 
6 X 3 . 

quinto, o que 7 x " ; assim: 

6 3 6 X 3 
- x-= - -
7 5 7 X 5 

~ 
I83JPI83JL 
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HEG-RA. Paramultiplicm·duas {i wções, multiplicão-se o nu-
1 • d mera dores entre si, assim como os / nomina ores. 

Observação. Antes de eífectuar o'producto, deve-se sempre 
supprimir os factores communs que podem existir. Assim: 

4 7 4 ··a ft 1 7 x 3= 3 , suppnmm o o · ac or commum . 

7 11 7 
11 

x 3 = 3 , supprimindo o factor commum 11. 

¾ x i=1, supprimindoos dousfactorescommuns4e3. 
1\ 

18 5 1 
.. d d f l 1 5 25 x 18 = 5, suppnmm o os ous ao ores communs e . 

~IULTIPLICAÇAO DE DOUS NU~1ER0S FRACCIONARIOS. 

Seja proposto multiplicar ( ú + -} ) por ( 7 + ¾). 
É facil ver-se que : 

(h+ ~)x(7 + ~)=úx7+3 7x9+5=31 ~-7 9 7 X 9 7 X 9-

31 X 68 2108 
7 X9 =6S 

REGRA. Para multiplicar-se dous numeras fraccionarios, 1·e ­
duz-se cadct um á forma de: fracção, e applica-se a regrei dada 
para o caso de duas {racç,ões, 

20/i. Observação I. A regra dada para a multiplicação de duas 
.~racções applica-sc a todos os outros casos que examiná.mos; por 
isso que todo numero inteiro é considerado como uma fraccão 
que tem a unidade por denominador, e que todo numero f;ac­
cionario pode ter a forma de fracção. 

205. Observaçtío II. O producto de uma quantidade qual­
quer por outra menor, igual, ou maior que a unidade, é outra 
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quantidade menor, igual,'~} maior que o multiplicando. O pro­
dueto de duas fracções ;/ mna quantidade menor que cada 

factor. 

Producto de muitas fracções. 

206. Até aqui não considerámos senão o producto de duas 
fracções; pode acontecer que tentlo-se eITectuado o producto 
de duas fracções, se tenha ainda de multiplicar este produclo 
J)Or outra e assim successivam) rtc. Esta operação é o que se 
chama multiplicar uma fraoçc7,o por muitas outras succes iva-

mente. 
Indica-se esta operação, como se segue : 

1\lulliplicando a primeira pela segunda, temos a fracção: 

que mulliplicada pela terceira ! , dá a fracção : 

que multiplicada pela quarta dá em:fim a fracção : 
. . 
2x4x7x9 
3x5x9x11. 

que representa o producto das fracções dadas. 
REGRA. Para, multiplicar muitas fracções cntl'e si, mullipli­

cão-se todos os numeraclores entl'c si assim como todos os deno-

minadores. 

~ 
I83JPI83JL 
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Observação I. Esta regra se a ., lica a factores inteiros ou 
fracciouarios, por isso que os pri / ros são consiLlerados como 
fracções, que teem a unidade por denominadores, e os se­
gundos podem ser reduzidos á forma de fracção. 

Observação II. Assim como dividindo a unidade em partes 
iguaes , e tomando um cerlo numero cl'essas partes , se 
formarão fracções da unidade, assim tarnbem dividindo urna 
fracção da unidade em muitas partes iguaes, e tomando um 
certo numero d'essas partes formão-se fra cçoes de fracção. 

Dividindo a fracrão ~ cm se~~ partes iguaes, e tomando dua 

d'cssas partes, forma-se uma fracrão de fracçfio , que repre­

sen ta os dou septimos de ~ , que não é mais do que a c­

guintc fracção (nº 206): 

2 ú 2xú 
7 X 5' OU 7 X 5; 

dividindo a ultima em nove partes iguaes, e tomando quatro 

d'cssas parles , forma-se uma fracção da fracção ; ~ ! , que 

1·cprcsenla os seos quatrn nonos, e uma fracrão de fracrã.o da 
· r _ti tia 2 dú -é ·a rncrao 5 , que vem a ser os 9 os 7 e 5 , que nao mais o 

que, 

ú 2 ú 
g X? X 5 , ou 

e assim successivamente. 
Pelo que se disse, vê-se que fracçües de fmcção é outra de­

nominação dada ao produclo de muitas fracçães, denominarao 
que se acha hoje em desuso. 

• 
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A clivi ão , em geral, é uma operação que tem por fim, conhe­

cendo -se o produclo de clous {aclares e ttm d 'elle ·, determi1101· o 

outro. 

J)J VJSAO D.E UMA l'HACÇAO ron UM ' UMERO 11\TE !nO. 

. d" "d" 1[j . SeJa pr1Jposlo LVI tr 25 por · 

Pelo que vimos (nº' 18li, 185) será. facil ver-se que : 

1li 14:7 
ou 25=-2- . 

R EGRA. Para dividir uma fracção por um numero inteiro, 

111ulliplica-se o denominador ela fracção pelo inteiro ; oti divide­

se o numerador pelo inteiro , qiwndo e po ivel. 

o ullimo melhodo deve ser preferido, quando fôr possivel, 

pois simplifica a fracção. 

- -
DIVISAO DE UM NUMERO JNTElHO POR m IA F"HACÇAO, 

s eja 7 um numero, que qu eremos dividir pel~ fracção ~ . 
:> 

como o dividendo é o producto do divisor pelo quociente, 

chamando Q o quociente d'aquella divisão, temos: 

3 
7 = -,;X Q; 

:> 

porém ~ x Q é a mesma cousa que os ¾ de Q ; por conseguinte, 

podemos escrever: 
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3 de 
5 

Q- ' - , ., 

1 7 de Q=-
3 5 

f 

comparando o resultado com os numeros dados, conclue-se a 
seguinte regra: 

REC-RA. Para dividir ttm inteiro por unia fracção, multiplica­
se o intei?'o pela fracção, depois de ter-se invertido seos termo . 

DI ISAO DE DUAS FRACÇÕES, 

D. 'd' I 7 3 1v1 1r por exemp o 9 por 5 . 
Chamando Q o quociente d'esta divisão, temos : 

· t a· 3 d Q · 1- 7 1s o quer 1zcr que, os 5 e 1gua ao 9 ; 
1 
5 de Q sera igual 

7 . 5 d Q a 9 x 3 , por conseguinte 5 e , ou 

<l'aqui resulta a seguinte regra: 
TIEGRA. Para dividir uma 'fmcçãopm· outt·a, multiplica-se a 

fracção dividendo pela fracção diviso1· inversa. ' 
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DIVISÃO DE DOU' :, NUl\fEROS FRA.CCIO:'iARJOS. ,, 
De.terminar por exemplo o quociente da divisão de 9 + ~ 5 

2 
por 7 x 3 . 

:Reduzindo cada um á forma de fracção, e empregando sobre 
elles a regra ainda ba po.uco estabelecida, temos : 

(
7 + ~

3
) = 9 >< ~+li : 7 X 3 + 2 = Li? : 23 = 

:_) 3 :> 3 

49 3 li9 x3 147 
= 5 X 23 = 5 X 23 = 1'15 . 

:REGRA, Para dividir um numero fraccionario por outro, re­
duzem-se esses numei·os á fonna de fracção , e opera- e ela mes­
ma maneira que sobre fracções propriamente ditas. 

Observação 1. A regra que se dco para. a divisão de duas 
fracções é geral, e convem a todos os casos, que se examinou, 
considerando porém um numero inteiro como uma fracção que 
tem a unidade por denominador, e tendo em vista que todo nu­
mero fraccionario pode adquerir a forma de fracção. 

Observação II . O quo'ciente de 1 pela fracção ~ é a fracç.1o 

J
·nversa ~ ; ella é dita o inverso der Em geral, o quociente 

3 :> 

de 1 por um numero qualquer é o inver o d'esse numero. 

Poteocios dos fracções , 

210. Chama-se votencia de uma fracção o producto de mui­
tas fracções iguaes á primeira. O ·numero de factores, que en­
trão no producto, indica o gráo da potencia. 

Para indicar que uma fracção deve ser elevada a uma poten-
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eia de gráo m, encerra-se a fracçã ,entre parenthcsis, e escre­
ve-se á direita do parenthesis e 1 

. • n pouco acima o gráo Ca 
potencia, assim: 

indica que a fracção ~ dm•e ser elevada a potencia m. 

211. THEORI::M I. Para elevar uma fracção a uma potencia 
de gráo m, basta elevar seos dous termos á mesma potencia. 

Com eJieilo: 

(ª)'" a, a a axaxax .... a"' b =bxbxbx ........ =bxbxbx .... =b .. · 

212 TnEOREMA II. Para que uma f1·acçào possa er potencia 
de outra, é preciso que seo dou lermos sejão votencias de me '­
mo gráo. 

' uppoobamos que i, fracção irreduzivel, seja a potencia u 

da fracção irreduziíel :: ; pelo lheorema precedente temos : 

a' a''" 
71 sendo uma fracção irreductivel, b'"' tambem o será, logo 

a=a'"' , e b= b'"' (nº 195). o. q. e. n. d. 

213. Ob ervação. É claro que uma potepcia de uma fracção 
irreduzivel não pode ser representada por numero intt!iro 
algum, por isso que a fracção sendo irreduzivel, toda potencia 
d'essa frac. ão tambem o será. 
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. , 
Theoremns relath1_; s ias opernções, e potenclns. 

214. Os theoremas demonstrados no Livro II, relativos aos 
numeras inteiros, subsistem quando os numeras são fraccio­
narios. 

Passemos á demonstrdção do theorema fundamental; este 
tbeorema generalisado : os outros, que não são mais do que 
consequencias d'este, com pouca modificação, se acharão tam­
bern generalisados. 

215. TnEOREMA. O proditctc _"he muito numeras {raccionarios 
é sempre o mesmo qi,alquer que seja a ordem em que se e{{ectue 
a multiplicação. 

Sabemos que um producto qualquer, por exemplo, 

a e e m axcxexm -X-X-·X-= =------ · b d i n b xdxixn' 

ora qualquer que seja a ordem dos factores no primeiro mem­
bro, tem-se sempre por segundo membro uma fracção, cujos 
dous termos são sempre compostos dos mesmos faclorcs_in­
teiros; logo os dous termos d'essa fracção terão sempre o mes­
mo valor, por isso que um producto ele faclores inteiros é inde­
pendente da ordem em que se achão_; logo o v~lor da fracção 
é sempre o mesmo qualquer que se3a a ordem dos factores 
fraccionarios. 

Genernllsiío da theorla dns frncções . 

21.6. Até aqui uma fracção tem sido considerada:como com­
posta de dous term~s, ?umerador ~ denom!n~dor: estes ter­
mos .sendo numeros mteiros, e o ultimo expnmmdo o numero 
de partes cm que a unidade se acha dividida. Algumas vcze 

11 

1
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querendo representar o quociente e dous numeros fraccio­
" a e 1 L narios, -b : -. , por exemp o, esc : ve-se: a 

(~) 
(~) 

separando-os por um risco horizontal ; a esta expressão deo­

sc o nome de fracção de termo : fraccionarios; ~· representa 

o numerador e ~ o denominador; aqui o denominador n'i.o 

exprime mais o numero de partes em que a unidade se acha 
dividida. · 

Examinemos se as regras estabelecidas para as operações 
sobre as fracções ordinarias convem a esta nova especic de 
fracções, cou ·a importante, pois el!as se encontrão muita 
vezes no calculo. Na demonstração dos theoremas que seguem 
a, b, e ... .. representarão fracções, para mais commodidade · 

assim ~ será uma fracção de termos fracccionarios. 

Uma expres ão da forma (( ;i) pode sel'representaclapor11ma 
(racção ele termos inteiro . d 

Com eITeito, uma tal expressão não sendo mais do qnc o 
quociente de duas fracções, temos : 

(~) a d axd m 
(~) =b X c=b X c=n ' 

o, q, e. n. d. 
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me n representando 1> meros inteiros, productos de outros 
, nu meros inteiros, a x ·.• e b x e. o. q. e. n. cl. 

/ ' 

21.7. THEOnUIA. Uma expressao, ela forma ~, não muda de 

valor, quando se multiplicão seos dous termo por um mesmo 
numero m. 

Escrevamos o que é possivel : 

a 
{j=q 

f -at · ) · · ,1 sendo uma racça.o e ermos mte1ros. 
J\fultiplioando por b a igualdade acima, temos : 

/I, b e q sendo fracções de termos inteiros é claro que : 

ou 

d'onde : 

por conseguinte, 

axm=bxqxm 
axm=(bxm)xq, 

a x·m 
bxm=q, 

a x m a 
-b X m = b o. q. e. n. d. 

Observação. D'este :theorema conclue-se o meio de simpli­
ficar e reduzir ao mesmo denominador fracções da fórma 

a , por conseguinte o meio de fazer-se a addição, e dimi­
b 

nuir,ão d'essas expressões. 
11. 
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218. 'I'REORE:\IA II. 0 producto de ~.tas OU mais expressões, 

ela forma ~, é igual ao producto dos n '\nerndores dividido pelo 

producto dos denominadores. 
Trala~se de demonstrar, por exemplo, que : 

De 

a e f. , 
b=q, e êi'-~q 

deduz-se 

a = b x q e e= d x q'; 

multiplicando membro a membro a primeira igualdade pela 
segunda, temos: 

a X C= b X q X d X q' 

ou a >< e= ( b X d) X ( q X q') ; 

donde: 

ax c , 
J>xd=qxq; 

porém, 

Jogo, 

o. q, e. n. d. 
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1 

219. TnEOREMA III. C.ipuociente da divisão de dua 

'sões de forma ~ é igual;~º producto da primeira pela 

porém, inversa. 
Trata-se de demonstrar que : 

a c a d a x d 
b : d = b X e' OU = b X c 

165 

expres­

egtmda, 

l'f' • • ld d . é . t . é a X d com eucito, se a 1gua a e acima JUS a ; isto , se -- rc-
~ b x c 

. d a, c presenta o quociente e ti por b, multiplicando esse quo-

ci.ente pelo divisor ~ , deve-se reproduzir o dividendo; 

Com e[eito: 

a x cl c axd xc a 
-- x - = (nº 2'18) = -b o a e 11 d b x c d b x c xd · 1 .. • • 

Apvlicn~ão lia tlaeorla das fraec,:ões . 

220. Tres questões podem-se appresentar na applicaçiio da 
Lhcoria das fracções . 

J. Conhecendo-se o valor de imi inteiro, achar o valor de wnci 
(racção d'csse inteiro. 

JJ. Conhecendo-se o valor de uma fracção de ttm inteiro, 
achat· o valor ct'este inteiro. 

III. Conhecendo-se o valor de uma fracção de um inteiro, de­
terminar o valor ele otitra fracção cl'es e inteiro. 

Resolve-se a primeira qneslão multiplicando o 1Jalor elo in­
teiro pela fracção. 

fü~EMPLO, Um covaclo ele um certo pano cu tando 5 mil ,·ei , 
2 l quanto custarão 5 de um covac o? 
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A solução do problema é 5 x ! . il 

i 
ncsolve-se a segunda questão dividi ,do o valor da fracçãq 

por essa fracção. 

EXEMPLO. Os ! de um covado de pano custão 6 mil reis, 

qual é o preço do covado ? 
. ti 6x4 

· A solução do problema e (~) =~ = 8 

Hesolve-se a terceira questão yor meio das duas prece­
dentes; por meio da segunda prot ira-se o valor do inteiro, 
por meio da primeira o valor da outra fracção do inteiro, qul' 
se pede. 

3 . 
EXEMPLO. O preço dos 5 de um metro de pano sendo 9 fran-

2 cos , pergunta-se o preço de 3 do metro. 

q 9 x 5 
O preço do metro será(}) = - 3 - = 15 francos, e o prer 

2 2 15 X 2 ' 
elos 3 será 15 x 3=-

3
- = 10 francos. 

E XEl\ C IC I OS. 

QUESTÕES RESOLVIDAS, 

·~ 
I. Dividir 126 em tres vartes taes que a segunda seja o -> 

li 

l . . . 2 d d Ci a ptimeira e a terceira os 3 a segim a. 

2 . 2 3 1 
Solução. A terceira sendo os - da se"'unda e os- de - ou -

3 ° 3 4 2. 
da primeira, assim : 
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.. 3 d ,:,1. 1 d .. a primeira + 4 a ~Yme1ra + 2 a primeira= 126, 

9 d . . ou 4 a primeira = 126 , 

<l'ondc se deduz : 

a primeira = . . . . . . . . 56 , 

por conseguinte a, segunda = ~ . 56 = 42 , 

l 
. 1 

e a erceU'a 12 . 56 = 28 

Somma = .... 126 

,t fii 

II. Duas bicas alimenUío urn tanque; a primeira co1Te11do 
só encheria o tanque vasio em 3 horas, e a segunda em, 5. De­
terminar o tempo que empregctriao as duas bicas correndo ao 
mesmo tempo para encher o dito tanque. 

Solução. Por isso que a primeira correndo só encheria o 

tanque em 3 '' , em 1'' encheria~ do tanque; pela mesma raz:.to 

cm 1'' .l segunda encheria} do tanque, logo .em 1A as duas bi-

d 
. l . 1 ·- 1 1 8 d 8 cas corrcn o JUn as enc 1errno 3 + 5 , ou 15 o tanque; se 

15 

<lo tanque se enchem em 1'', o tanque inteiro será cheio cm i!'í 
8 

ou cm 1A. 52"'. 30' . 

QUESTÕES NÀO RESOLVIDAS. 

Jll. As duas agulhas de iim relogio máraio meiodia , per­
gunta-se quando terá ltigar o encontro seguinte. 

JV. A metade, os dous terços e os tres septimos de um numào 
fa;;em 67. Determina,· esse numero. 

v. A somma de dous numeras é 66; o terço mais o qua1'lo do 
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primeiro equivalem á metade mais 1·1uinto do segundo. Dete1·-
• 1\ minar esses numero . i 

VI. Um relogio que avança de tres minutos por dia foi acer­
tado ao meiodia. Pergunta-se a hora exacta no mesmo dia , 
marcando o relogio 7h. 12m. 

VII. Duas bicas correm no mesmo tanque: a primeira co1·­
rendo só o enche em 5", a segunda em li'· , e a agua do tanque 
corre por uma torneira que o esvasia em 21' . O tanque estando 
cheio, e as tres torneiras correndo simultaneamente, em que 
tempo o tanque se esvasiará ? 

VIII. Dividir 391 em tres par "S, de maneira que a segimdCJ 
' 

seja ao mesmo tempo o ~ da primeira e os 
1
7
1 

da terceira. 

IX. Seis numeras estão entre si como 16, 13, H, 9, 5 e 3. 

A omma do primeiro e do ultimo é 104 ~ . Quaes são esses nu­
meras? 

2 3 
X. A metade dos 3 dos 5 de um numero vale 8. Qual é es e 

numero? 

· ~ 
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CAPITULO III. 

THEORIA DOS NUMEROS DEOIMAES. 

Definições. 

221. Vimos, tratando das fracções ordinarias, que sua ori­
,,.em era a medida das grandezas continuas , e parn Ler-se o 
o 
valor cxaclo de uma grandeza continua, quando esta não en-
cerrava um numero cxaclo de vezes a unidade e colhida , 
dividia-se a unidade em certo numero de partes iguaes, nu­
mero que até aqui tem sido arbitraria. 

A simplicidade das operações sobre os numeros inteiros 
provem dos principos estabelecidos na numeração, qne consi -
tem sobre Ludo na lei de decrescimento, que rege as diJJercntes 
unidades, cujas collecções são representadas pelos algarismos , 
que compõem o numero inteiro. Por conseguinte, é claro que 
os calculos sobre os numeros fraccionarios toroar-se-bão muito 
mais simples, subrnettendo a divisão da unidade em par tes 
jrruaes a essa mesma lei. o 

Dividindo-se a unidade em dez partes iguaes , cada uma 
d'cssas pal'les será um decimo da unidade; dividindo-se um 
decimo da unidade cm dez partes iguaes, cada uma d'estas 
no as parles será um decimo de um decimo da unidade , ou 
um centesimo da unidade: a decima parte de um centes imo 
será. um millesimo, etc., etc. 

os decimos, centesirnos, millesimos, da unidade chamão-se 
partes decimaes ela unidade. 

Assim, uma unidade vale dez decimos, um decimo dez ccn­
Lesimos, um centesimo dez millesimos, etc. ; em geral umct 
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ttnidade ele ordem decimal qualque1· l fle de::; unidades da orde11 
seguinte. \ 

Obtem-se o valor de uma grandeza procurando as unidades 
inteiras que contem; supponhamos 15, mais um resto; os deci­
mos que contem este rc to, supponhamos 3, mais um resto· 
os centesimos que contem este resto, supponhamos 5, mais um 
resto e assim succcssivamcn te até chegar-se a um resto nullo, 
ou tão pequeno que se possa desprezar sem alterar sensivel­
mente o valo1· da grandeza; assim diz-se que, o valor da g1·an­
deza é 15 uni dades, 3 decimos e 5 centesimos. O numero 3 de­
cimos mais 5 centesirnos chamaç7e fracção decimal: e logo que 
a es ta fracrão se ajunta a parte inteira, por exemplo, 15 uni­
datics, oblem-se um numero decimal. 

)L\NElRA DE ESCRE\"Ell·SE UM NmIERO DECD!AL. 

222. A regra que se deve seguir para escrever um numero 
decimal não é mais do que uma extensão da que foi estabele­
cida na numeração escrip ta para os numeros inteiros. Com 
effeito, como as diITerentes unirlades de ordem decimal e 
achão sujeitas á mesma lei de decrescimento que as difierente 
unidades nos numeros inteiros, e tendo em vista o principio 
estabelecido na numerarão escripta; isto é, que um algari mo 
collocado á esquerda ele outro representei unidades de::; ve.:.e 
mais fortes, e collocado á d'ireita representa unidades de::; ve.:ei; 
mais fra cas, será facil ver-se que o algarismo collocado á. di­
reita do algarismo das unidades representará os decimos da 
unidade, o seguinte (indo para a direita) representará a collec­
ção dos centesimos, o seguinte a dos millesimos, o seguinte a 
dos decimos-millesimos, o seguinte, a dos centesimos-mille i­
mos, etc. ; para se poder distinguir onde começa a fracção 
decimal, separa-se por meio de uma virgula o algarismo das uni­
dades do algarismo dos decimos ; assim o numero decimal com­
posto de 2'17 unidades, 3 decimos, 5 centesimos, 8 millesimo 
ü escripto 217,358. 

~ 
J83JP:IRJL 
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Quando um numero decl:'.· al não contem parte inteira, 
sc11eve-se no lugar um zerei que é separado por meio da vir­

"Ola do algarismo dos deci ' os; assim o numero decimal com-
º posto de 7 decimos, 5 centesimos, 3 millesimos, 8 decirnos-
millesimos é cscripto o, 7538. 

Em um numero decimal os differentes algarismos, que com­
poêm a parte decimal, cbamã.o-se ctlgarismos decimaes, figuras 
decimaes, ou simplesmente decimaes. 

IIIANEIRA DE ENUNCIAR-SE UU NUMERO DECDIAL. 

223 . Seja por exemplo o numero 317, 3578 que queremos 

ler. 
I. Podemos dizer: 31 7 unidades, 3 decimos, 5 centesimos, 

7 millesimos e 8 decimos-millesimos. 
II. Podemos ler : 317 unidades e 3578 decimos-millesimos ; 

com effeilo, por isso que 

1 decimo = 10 cenlesimos =100 millesimos = 
= 1000 decimos-millesimos, 

1 centesimo = 10 millesimos = 100 dccimos-millesimos , 
e 1 millesimo = 10 decimos-millesimos, 

temos: 

3 decimos ......... = 3000 decimos-millesimos, 
5 centesimos ....... = 500 » » 
7 millesimos . . . . . . . = 70 » » 

s decimos-millesimos. . . = 8 » » 

e fazendo a somma d'essas igualdades, temos : 

3 decimos+5 centesimos + 7 millesimos+8 decimos­
millesirnos = 3578 decimos-millesimos, 

111. Demonstrando da mesma maneira como no caso prece-

~ 
BJPBJL 
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dente ver-se-bia que ainda se de ler o numero cscriplo 
dado: 3 milhões 173 mil 578 deci 11,os-millesimos. 

224. PRINCIPIO I. Um numero decimal não muda de valor, 
quando se; ajunta ou supprime umou muitos ::eras a sua direita. 

Por isso que o valor relativo de cada algarismo em uma frac­
ção :decimal depende do lugar que occupa em relação á vir­
gula, logo, etc. 

225. PRI ClPIO II. Logo que em um numero deciinal se avan­
ça a virgula de um, dous algarismos, etc., para a esquerda ou 
para a direita, o numero decimal torna-se 10, '100 ve:::es, etc., 
maior ou menor. 

Com cfi'eito, avançando a vll'gula de um algarismo para a 
direita, o valor relativo de cada algarismo torna-se dez vezes 
maior, por isso que o algarismo, que representava os decimos, 
representa as unidades, o que representava os centesimos re­
presenta os decimos, ele., logo o numero decimal torna-se dei 
vezes maior. 

Logo para multiplicar oii dividi?' um numero decimal por 
10", basta avançar a virgula ele n algarismos para a direita ou 
vara a esquerda. 

Convc1·são tle 11111a fracção decimal cm frneçiio 
Ol'dinaria . 

226. Pelo que se disse (nº 221), uma fracção decimal difTere 
de uma fracção ordinaria em que a divisão da unidade cm par­
tes iguaes é submettida a uma lei, o que não existe na fracção 
ordinaria; logo a fracção decimal é um caso particular da frac­
ção ordinaria, e enunciando todo e qualquer numero decimal 
ela segunda maneira (nº 223) Yê-se que : 

3578 3578 317, 3578=3'17 + 10000 =317 + 1Õ4 ' 

Em geral, um nwnero decimal qualquer é igual ci siui parte 
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inteira mais uma fra cção or~#naria, que tem por numerador a 
Vª· te decimal e por denom1,Jador itma potencia de 10, cujo ex ­
poente é igual ao numero áds algarismos na parte decimal. 

Applicando ainda esta regra aos seguintes exemplos, temos : 

312 26 5 
0,312 = w' 0,026= w' 0,0005 = 104 . 

Reciprocamente. Uma fracção ordinaria cujo denominador é 
uma potencia de 1.0, é igual a uma fracção decimal, que contem 
tantos algarismos na parte decimal, quantas unidades ha no 
expoente da potencia. 

Assim é claro que : 

3476 
1.02 =34,76, 

467 
101 = 0,00la67 • 

ilddl«;aio . - Subtrae«;iío. 

221. Como nos numeros decimaes uma unidnde de ordem 
qualquer vale de.z unidades da ordem immecliata, tanto na parte 
inteira como na decimal, logo a regra da addição e subtracção 
estabelecida para os numeros inteiros convem aos numeros 
decimaes. 

e 

Assim é evidente que : 

1.20, 31.25 + 0,03267 = 1.20, 34517 

1.201 3125 - 0103267 = 1.20, 27983 . 

pode-se verificar esta regra por meio das fracções ordinarias ; 
com efl'eilo, 

e 

~ . 3125 
120,312:> = 120 + 1.0000 

3267 
0,03267 = 100000 
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Io0 o 0 

? _ t 31250 3267 _ 
120, 31.25 + 0,03-67 -1.20 + 100000 + 100000 -

= 1.20 31250 + 3267 + 100000 ' 

Seguindo a mesma marcha, veri.ficar-se-hia a regra estabe­
lecida para a subtracção dos numeros inteiros. 

REGRA. Para addicionar dous ou mais numel'os decimaes ou 
vara subtrahir um numero decimal de outro, procede-se como 
nos numeros inteiros, collocm tlo os olgarisnws uns debaixo dos 
outros, de maneira que as unidades de mesma ordem se corres­
pondão; o que se obtem, collocando os numeras de tal maneira 
que as virgulas se achem em uma mesma columna vertical. 

Observação. Pode acontecerque na subtracção o subtrahen­
do contenha mais algarismos decimaes que o minuendo; n'este 
caso ajuntão-se zeros suf.ficientes ao minuendo, o que não lhe 
altera o valor, e procede-se a operação á maneira ordinaria. 

M'ultlpllenç,,o , 

228. Considerão-se dous casos : 
I. O multiplicado1' é numero intefro. 
Seja 2, 37 a multiplicar por 3:".í. 
O numero 237 é 100 vezes maior que o numero dado 2, 37 

(nº 225), logo o producto 237 x 35 S<.'rá. 1.00 vezes maior que o 
producto 2, 37 x 3~; Jogo obter-se-ha este, eflectuando aquelle, 
que se tornará depois100 vezes menor, separando á direita do 
producto dous algarismos. 

HEGRA. Para obter-se o producto ele dous numeras n'este caso 
particular, multiplicão-se os dous numeros, como se fossem in­
teiros, e separão-se á direita do producto tantos algarismos cle­
cimaes, quantos ha no factor dado. 
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II. O multiplicando e o niultiplicador sao ambos numeros ,,, 
dfcimaes. .~ 

Seja proposto multiplic'.,i· 23,45 por 2,732. 
Tomando-se por multiplicador o numero 2732, que é 1 ooo 

vezes maior que o multiplicador dado, o producto de 23,45 por 
2732 seri 1000 vezes maior que o producto buscado; applican­
do~se sobre estes dous ultimas numeros a regra precedente, o 
producto terá dous algarismos decimaes, e avançando ainda a 
virgula para a esquerda llc tres algarismos o prodnclo lorna­
se-ba mil vezes mais fraco, e representará o prodncto exaclo 
.dos dous numeros decimaes. 

J~is o typo da operação : · .,, 

23,45 
2,732 

l~ 690 

70 35 
1641 5 
4690 

64,06540 

REGRA. Para multiplicar dous numerosdecimaes,mulliplic{ío­
se os dousnume1·os, como se fossem, inteiros e separ{ío-se á direita 
do producto tantos algarismos decimaes, quantos ha á direita 
dos dous r aclares. 

considerando os numeros decimaes como fracções ordina­
rias, cujos denominadores são potencias de 10, verificar-se-hia 
a regra supra. 

Divisão. 

229, Distinguem-se dous casos na divisão dos numeros de­
ci111aes. 

J. O divisai' é numero inteiro. 
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Seja proposto dividir 27,325 por 28. Dividindo-se por 28 0 
numero 27325, que é 1000 vezes m~•ir que o dividendo dado, 0 
quociente será 1000 vezes maior, 1 go ter-se-ha o quociente 
buscado, separando á direita d'aquelle tres algarismos de­
cimaes. 

Eis o typo da operação: 

27,325 28 
2 12 0,975 

165 
25 

~ 

O quociente exprimindo millesimos, o quociente completo 
25 será 975 millesimos mais 
28 

de um millesimo , o que se 

escreve : 

27,325 25 
23=0,975 +28000. 

HEGRA. Para dividir um numero decimal por um inÍeiro, 
clivide-se por este o numero decimal, considerado como inteiro, 
e á direita do quociente separão-se por meio da virgula tanto 
algarismos decimaes, quantos ha no dividendo dado. 

II. O dividendo e o divisor são numeros decimaes. 
Seja por exemplo 237 ,25, um numero que se quer dividir 

11or 4,826. 

Tomando-se por divisor o n.umero l1826 , o quociente ser .. \. 
1000 vezes menor; logo para obter-se o quociente exacto, será 
necessario multiplicar por 1000 o dividendo dado, e qual torna­
se 237250; assim : 

237,25 237250 
4,826 = 4826 ' 

e entra-se no caso ordinario da divisão dos numeros inteiros. 
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Se se tivesse <le dividir 9(13,6257 por 6, 28, repelindo-se os d­
c'i.ocinios precedentes, te1:~c-bia: 

943,6257 9li362,fí7 ·- 1-0 2r: 5:i7 
6,28 - ti~8 - ::, ' J + 62800 ' 

operação, que se pode effectuar empregando-se a regra esta­
belecida para o primeiro caso, que ha pouco examinámos. 

H EGnA. Para dividir-se dous nu·meros clecimaes um velo ou· 
tro, torna-se inteiro o divis01·, o que se faz multiplicando-se o di­
videndo e o divisor 1Jelci unidade seguida de tantos zeros quan­
tos algarismos ha no clivisor; r}qt1e mio altera necessariamente 
0 quociente, e 1n·ocede-se a divisão d'essesdous numeras, empre­
gando-se a 1·egra que lhes fôr conveniente. 

Observação. Examinarão-se todos os casos que se podem 
:ippresentar n'esla operação. 

o segundo caso dá lugár a uma divisão de numeros inteiros, 
Jogo que o divisor contem mais algadsmos decimaes que o di­
videmlo ; no caso contral'io a divisão de dons numeros deci­
maes en tra no primeiro caso, onde o quociente completo sé 
ob tem ajuntando-se ao quociente determinado pela divisão uma 
fracção onlinaria, cujo numerador é o resto da operação, e 
cujo denominador é o divisor seguido de tantos zeros quantos 
nlgarismos decimaes ha no dividendo. 

Por meio elas fracções ordinnrias se varificaria facilmente a 
regra dn divisão de dous numeros dccimacs. 

C:onversiio tle 110111 frncção ordlnol'itl em tleelwal. 

230. Convel'lc1· oii 1·edu~i1· ttma fracção Ol'dinaf'ia em deci­
maes é busr;m· uma fra cção decimal, cujo valor seja igual ao da 
fracção ordinaria clacla. 

Expliquemos esta definirão. 

Sejn a fracção ~ que se que1· convertei· em decim aes. 

n 
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Sabe-se que uma fracção represen a o quociente da divisão do , 
numerador pelo seo denominador; \ividindo-se 3 por 7 acha-
se o por quociente, e um resto 3; convertendo 3 unidades em 
decimos, temos 30 decimos a dividir por 7, o que dá 4 decimos 
por quociente e um resto 2 decimos, de que é qecessario tomar 
ainda a septima parle; convertendo 2 decimos em centesimos, 
temos a dividir 20 centesimos por 7, o que dá por quociente 
2 centesimos e um resto 6 centesirnos, de que temos ainda de 
tomar a septima parte ; convertendo 6 centesimos em millesi­
mos, temos a dividir 60 millesimos por 7, o que dá 8 millesimos 

por quociente e um resto 4 mi 1esimos, de que se deve tomar 
ainda a seplima parle, e assim successivamente; parando nos 
millesimos, temos; 

3 l1 1 ·11 . 
7 = 0,/128 + 7 e e um 1111 es1mo. 

Assim reduzir uma fracção ordinaria em decimaes é buscar 
o maior numero de decimos, crnlesimos, millesimos, etc., con­
tidos na fracção ordinaria dada ; para chegar-se a este fim, se­
guir-se-ha a regra seguinte, que é uma consequencia do que 
se acabou de dizer. 

REGRA. Para reduzir-se uma fracção ordinaria em decimaes, 
divide-se o numerado1· da fracção 1)elo seo denominador, o quo­

ciente dá a parte inteira da fracção decimal, que se separn por 
meio da vfrgula; á direita do resto escreve-se um zero, e divide­
se o numero assim formado pelo divisor, o quociente é o alga­

rismo elos clecimos, que se esc1·eve á direita da virgula; á direita 

<lo segu11do resto escret•c- e um :;ero, e o quociente da diviscio 

do numero a sim formado é o algarismo dos centesimos, que 

se P-SCl"eve á direita do algarismo dos decimog, e assim succes­
sivamente. 

Nesta serie de divisões poue acontecer duas cousas; ou se 
chega a um quociente cxaclo, ou nu11ca as divisões se fazem 
exactamente. o primeiro caso n fracção decimal ol.lticln re­
presenta justamente o valor da fracção ordinal"ia dada, e UQ 
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s~undo pode-se prolong;.'!' a operação de tal maneira que a 
fracrão decimal obtida, delprezando-se o ullimo resto, diffira do 
valor da fracção ordinaria dada em uma quantidade menor que 
toda quantidade dada (1~ .. ) , ou como se diz ordinariamente 

1. 
em menos de

10,.. 

Outra manelrn de eonsldernr-se n convers1\o de uma 
fracção ordinnr.a em deelmnes. 

Condlçaio pnrn que tal couversüo tenha lugar, 

231.. Uma fracção decimal sendo equivalente a uma fracção 
ordinaria, cujo denominado1· é uma potencia de 1.0, para con­
verter-se uma fracção ordinaria cm decimaes, basta converter a 
dita fracção cm outra fracção ordinaria, que tenha por denomi­
nador um~ potencia de 10; isto feito, será facil passar-se d'csla 
á fracção decimal buscada. (nº 226, Recip.) 

ffala-se pois em primeiro lugar de resolver o seguinte pro­
blema: 

Achar mna fracção ordinarict equiualentc a wna fracção or­
dinaria, tm1do JJOr denomina.dor 10". 

Este problema é um caso particular do problema resolvido 
na tbeoria das fracções ordinnrias (nº 200), onde se exposérão 
ao mesmo tempo as conuições nccessarias para que tal transfor­
mação tenha Juga1·. 

Representando x o numerador da nova fracção, temos : 

x lt , a x 10 " w = l; donde,x= - ,;-· 

Assim para obter-se x basta mulliplicar a pela unidade se­
auida de certo numero de zeros, ou melhor ainda cscrcvr1· à direita de a um numero indefinido de zeros e dividir o nu-

12. 



480 TRATADO 

mero assim formado prlo denomin dor b da fracção dada; foi 
justamente á esta regra que chegám pelas consiuerações pre­

cedentes. 
Para que a transformação se faça exactamenle ; isto é, para 

que x seja inteiro, é necessario, que 10" seja um multip(o de b, 
o qiie significa, que b não eleve conter outros factores se11ão 2 e 5, 

i sendo uma fracção i1'1"eclu:::;ivel. 

232. Logo, para que uma fra cção ol'dúwria possa sel' e.r­
prcssa em, decimaes, é riecessario que o seo denominador não 

contenha outros {aclores senão e 5. 

Esta condição é suf(tcienle. Com effeilo, se for preenchida, 
mulliplicando os dous lermos da fracção datla por uma potencia 
de 2 ou 5, potencia tal, que torne o denominador uma potencia 

perfeita de 10, teremos uma fracção da forma 1~ .. , que é um nu­

mero decimal. 
Seja proposto converter cm decimaes as seguintes fracçõc . • 

1 2 3 7 11 13 17 
2' 5 , 25 , 40 ' 200 ' 80' 160 
.!_ _ 1 x5 _ 5 _ 
2 - 2 X 5 -10 - 0, 5 ' 

2 2 X 2 4 
5 =5 X 2= .fõ = 0, 4 ' 

3 3 X 22 12 
25 = 52 X 22 =102 = 0 12 

7 7 7x52 175 
4Õ = 23 X 5 = 23 X 53=W = 0,175 

11 1 l 11 X 5 55 
200 = 2s X5 2 = 2ª X 53 = 104 = 0,055 

13 13 13 X 53 1625 
so-24x !>-21x 5' - 104 -0,1625 

17 17 17 X 54 10625 
160 = 2s X 5 =2s X 5s=~ = 0,10625 

Converterão-se as fracções acima em dccimaes, decompondo-
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se os denominadores em potencias de seos factores primos, e 
mulliplicando-se os dous,_lermos de cada fracção por urna po­
tencia conveniente de 2 d 1 5, a fim de tornar cada denomina­
dor uma potencia perfeila de 10. 

ConoLLAllIO. Uma fracção decimal equivalente a uma (ra cçcio 
ordinaricÍ irreclw;;ivel contem tantos algarisnws decimaes, qumt­
tas unidades tem o expoente elo {actor 2 ou 5, que figura no deno­
minador com o maior eo.:poenlr. 

Com elfeito, o expoente n de 10", em que se transforma sem­
pre o <.Icnominador da fracção irrclluzivcl, provem tlo expoente 
mais alto, ele que é aITectado r. foctor 2 ou 5. 

Avallaça\o RPJ•roxim:ula em deelmncs de umn fracção 
inconvertlvcl, 

233. Os calculos sobre os numeros decimaes sendo muito 
mais faceis que sobre os nu meros fraccionarios, l;·ansformão-se 
estes ullimoS'sempre em decimaes, ainda me mo quando não 
sejão converliveis; a maior parte elas vezes não se tem neces­
sidade de valores exactos, as questões que se apprescntão or­
dinariamente, exigindo somente resultados approximados. 

na pois vantagem em saber-se como se deve operar, para que 

0 valor cm decimaes de uma fracção ordin aria inconverlivel 
dada seja obtido com uma npproximação dada antes e ao 
mesmo tempo cm co nhecer-se um limite do erro que se com­
roctlc, tomando-fie por valor ela íracçãu or linaria dada o nu­
mero decimal approximado (1). 

234. Avn linr uma grandeza a menos de uma unidade é buscar 

0 maior numero de unidarlcs contido n'essa grnndeza. Se o 

( 1) Trataremos a primeira questão, deixando de parte a segunda de que no, 
occuparcmos na theoria das approximaçõcs. 
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comprimento de uma linha, por exemplo , é comprehendidº 
entre 5 e 6 metros, 5 é o valor da ffrandeza a menos de un.vi 
unidade po1' defeito, e 6 é o valor li menos de i1ma unidade 
por excesso. 

Avaliar uma grandeza a menos de~.;, / 0 é buscar o maior 

mulliplo d'essas fracções conlido na grandeza dada. Em geral 

avaliar uma grandeza a menos de.!. é buscar o maior mulliplo . n 

de.!.. contiuo na grandeza 1lacla. 
n 

Appliquernos as definiçõ es precedentes ás fracções. Suppo-
t 

nbamos que se quer ter o valor da fracção 
1
2
1
5
7 

a uma unidade 

proximo; basta para isso extrahir os inleil'os contidos na frac­
ção; assim achamós que 

117 
li<--<5; 25 

h é o sco valor por defeito, e 5 o seo valor por excesso a menos 
de uma unjdade. ' 

235. PROBLEMA GERAL. Avaliar a fracção ~b a menos de!. 
n 

Pode-se sempre acbar dous mulliplos de!, qui comprebendão n 

a fracção 1; se ~ représenla o menor d'esses multiplos, tem-se: 

x a x+1 -<-<-- · 
n b n ' 

ou mulliplicando por n : 

Ct X n 
X < -b- < (X+ 1); 

rt p n. se {lcha compre~endido en!re dous n4rneros que diff .,, 
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rem em uma unidade, logo teremos o numern inteiro x extra-

. . l'd j' - a X !l hmdo os mte1ros con 1 º;j na racçao -b- . 

" •. t )' f _ 357 
APPLICAÇÕES • .:ieJa propos o ava iar a racçao 

198 
a menos de 

/
1

; applicando-s~ o que se disse precedentemente, acha-se 

_ 20 . 357 
a fracçao 

11 
d1ITere pouco ele 198 ; tornando-se a primeira por 

,1 

valor d'esta ullima cornmelte-se um erro qne é justamente 
20 357 33 'l . 20 

198 
- IT = 

2178 
= 

66 
, o que qncr dizer que a fracção 

11 

dilTcre da fracção dada em ;
6 

. 

. f _ 22 )' d 1 SeJa a racçao 7 que se quer ava iar a menos e 103 • 

o numerador da nova fracção se obtem exlrahindo-se os in­
- 22 X 1000 

toiros contidos na fracçao 7 
; operando, temos : 

3142 22 3143 

103 < 7 < -w 1 

ou 

. 3,H12 < 
22 
7 < 3,143 . 

A avaliação approximacla de uma fracção orclinaria em cle­

ci01aes a menos de / 0,. é pois um caso parlicular do problema 

géral, que ainda ha pouco resolvemos, e cuja solução fornece 
a seguinte regra, 

~36, REGRA, Para ctvaljar-se em clevimaes a, menos de 1~. uma 

~ 
BJPBJL 
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fracção ordi11aria, multiplica-se o numerndor da fra cção por 
10", divide-se o numero assim fonnapo pelo deno,ninador, e Si· 

para-se no quociente n algarismos á l.iireita. 

Uma fracção ordinaria Ê sendo dada, pode-se sempre achar 

duas fracções decimaes approximadas que comprehendão a 

fraccão -bª; uma representa o valor da fracção ~b a menos de..!._ . 10• 
por defeito, e a outra por excesso. 

Fracc;õcs dech1f,1cs periodiens, 

237. Chama-se fra cção decimal periodica uma fracção deci­
mal na qual certo numero de algarismos se reproduzem in­
definidamente; o numero formado por esses algarismos cons­
tilue o período; a fracção é periodica simples, logo que antes 
rlo primeiro período se achão alguns algarismos, que não fazem 
parte d'elle. 

A fracção decimal 

0,272727 ........ 

é periodica simples; 27 é o periodo; e a fracção 

0,346282828 ........ 

é periodica mixla e o período é 28. 

238. TIIEOREMA I. Toda a fracç{ío ordinaria que nilo dá lugar 
a um quociente decimal exacto, dá lugar a uma fracçilo decimal 
periodica. 

Seja ~ a fracção dada tal, que não dá lugar n nm quociente 

decimal exacto; a fracção decimal, equivalente ai será uma 

frncção decimal periodica. Com cffeito, para se converter a 
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n 1 · · d' ·1 d fraccão -t em e ec1maes, escreve-se a 1re1 a e n um numero . ~ 

indefinido de zeros e ope1Í-se a divisão por d; na serie das 
divisões parciaes o menor resto que pode appnrecer é a uni­
dnde e o maior (d-'1) ; não podendo hnver maior que (cl-1) , 
nem menor que 1, o numero ctos restos dilTerenles que se po­
dem appresentar é ao maximwn (d- 1) ; Jogo que se tiver 
frilo pelo menos (cl -1) di visões parcines, continuando a ope­
r.irão as outras divisões parciaes não podendo dar lugar a um 
resto nullo, darU:o lugar necessariamente a um resto ja escriplo; 
iÍ ctireila d'cslc escreve-se um zero, o que forma um dividendo 
parcial já oblido, que dividido pelo mesmo divisor dará ao 
quociente um algn ri smo já cscripto e um resto já obtido, e 
assim por diante ; de sorte que os algarismos do quociente se 
repelirão periodicamente. 

Conor.un10. Pelo raciocinio precedente vê-se que, o numei·o 
dos algctrismos do periodo mais o numero dos algarismos que 

1>receclem o primeiro período {órmão um numero menor que o 

divisor. 

Buscn dn fracção ordlnnrln gerntrlx de uma fracção 
decimal perlodlcn. 

239. THEOREMA. II. A fracção ordinaria, geratrix de uma. {mc­
ção decimal periodica simples, tem por numerador um periodo, 
e por denominador um nitmero formado de tantos 9, quantos 
algarismos ha no periodu. 

consideremos a fracção 0,272727 ..... : a representando uma 
fracção ordinaria equivalente á fracção 0,272727.. ... 27, na 
qual se tomarão n periodos, temos : 

a=0,272727 ..... 2727; (t) 

multiplicando esta igualdade por 100: 

1ooxa=27,2727 .. .... 27. (2) 
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e subtrahiodo (1) de (2), temos : 

ou 

·1 
100.a - a= 27 - 100, .• 

27 
99.a = 27 - 100,. 

Á medida que se tomar n maior, mais o valor da fracção 
decimal periodica dada se approxima da exaclidão; de outro 

lado, quanto maior fôr n, tanto menor será a fracção 
1

~;.~ , 

' que tem por limite zero se n cresce indefinidamente; isto é, se 
a fracção decimal periodica dada é considerada com sco valor 
limite; logo 

lim. 99.a = 27 , 

d'onde: 
. 27 

ltm. a = 
99

• o. q. e. n. d. 

Assim ~~ é o limite para o qual tende a fracção 0,272727 ..... 

á medida que se toma um mmiet0 de períodos cada vez maior. 
2la0. Observação. A fracção ordinaria geratrix de uma fracção 

~ecimal periodica simples é susceplivel de simplificação. O dc­

no1uinaclor, contendo somente algarismos 9, depois d1t simpli­
ficação, se houver, nunca conterá o factor 2. 

241. THEOREMA III. A fracção orclinaria gercttrix de iuna 
fracção decimal periodica mixta tem por m1,men1dor o numero 
formado dos algarismos da varte 11ão pcriodicci e elo 1Jeriodo, 
cliininuido da parte não periodica; e por denomúiador o nu­
mero formado de tantos 9 quantos algarismos ha 1w periodo, 
seguido de tantos zeros quantos algarismos ha na varte não 
periodica. 

Seja proposto, por exemplo, determinar a fracção ordinaritl 
~eratri~ dil fracção 01435272727 ... ,.; 
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Ponhamos: 

a .
1

0,11352727 ... . , 2727, 

n sendo o numero de periodos considerado; multiplica 
jrrualdade acima por 105, e depois por 103, temos : o 

100000. a = li3527,27 .... . 2727, 
1000. a= !135,27.. ... 2727; 

subtrahindo a segunda da primeira, temos : 
,I 

99000 . a= ( 43527 - 435) - 101 !7
10

;;; 

487 

-

Repelindo o mesmo raciocinio ( n• 2l10 ) vcr-se-hia que 
27 , tem por limite zero, Jogo que n cresce indefinida-

101 X 10'" 

mente ; por conseguientc 

Jim . 99000. a = 4~527 - l135 

. r _ 43527 - ti3:""> 
e tm · ª - 99000 -

o. q. e. n, d. 

242. Observcição l, O r,mmerador de uma fracção ordin~u;ia 
geratrix de uma fracção decimal periodica mixta nunca termina 
cm zero; se assim fosse, o ultimo· alg11rismo do verioclo seria 
igual ao ultimo algarismo da parte não periodica , porê~ en­
tão o periodQ começaria por µm algarismo antes. 

Observaçqo li. O theoremn precedente ap_plica-se lambem 
aos numeros dccimacs, considerando-os como fracções perio­
dicas mixtas. 

É facil ver-se que 

~ _ 2s _ t19x99+25 
ti9,25252:> . . . • . . - li9+ 99 - 99 -

_ 49 X (tOQ-1)+25 _ 4925-49 
- 9~ - \}9. 

por isso quo 99 = 1 oo -1, 
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Do mesmo modo lemos : 

_ 
8484 

_
7 

327S(~ - 32 7 
.J7,32784 . ..... = o + UY~ -

57 X 99000 + 32784 - 327 
99000 

57 X (100000 -1000) + 32784 - 327 
!)9000 

573278li - 57327 
99000 

243. T11EORE~1A IV. O clenominaclo1· da {racção ordinaria i1·­
redu::;ivel, aeralrix ele uma {racção decimal peri9dica mi.J:la, 
contem necessariamente um dos {actores 2 ou 5, ou ambos com 
expoentes iguaes ou cli{{erentes; o maior expoente é sempre igHal 
ao numero dos algarismos ela parte não veriodica. 

O numerador não podendo terminar em zern, não pode con­
ter ao mesmo tempo os factores 2 e 5; :,ó poderá conter um 
cl'elles, ou nenhum; por conseguinte, depois da simplificação 
se houver, existirá sempre no denominador ao menos um dos 
factores tendo o mesmo expoente, que a potencia de 10, que 
determina o numero dos algarismos da parle não periodica. 

2l14. ConoLLARIO J. Logo que o denominador de uma {rac,;ão 
ordinaria não contem os {octores 2 c 5,vorém outros, di{{erentes 
d'aquellcs, a {racção decimal equivalente á vrimeira é periodica 
simples. 

A fracção decimal equivalente é periodica (nº 232), e perio­
dica simples; porque, se não o fosse, seria periodica mixla, 
n'este caso a fracção ordinaria geratrix d'esta ultima conteria 
no seo denominador o faclor 2 ou 5 (nº 243), o que é contral'io 
á hypothese. 

245. ConoLLARIO II. Logo que o denominador de uma frac,;ão 
ordinaria contem um dos {aclores 2 ou 5, ou mnbos, junto a 
outros {aclores di{{erentes, e ta {racção dá lugar a uma (1'ctcção 
decimal verioclica mixta, na qual o numero elos algarismos da 
parte nilo periodica é igual ao maior dos e:x;poentes de 2 e 5, que. 
enlrão n'aquelle denominad01·. 

A fracção decimal é periodica (nº 232), e é periodica mixta; 
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senão, seria poriodica simples: neste caso a fracção geratrix 

d'esta ultima não conte ia no seo denominador nem o faclor 

2, nem o factor 5 (nº 24l1), o que é contrario á hypolhese. 

246. Consideremos emfim a fracção decimal periodica se­

guinte 
0,99999 ...... ; 

empregando o theorema (nº 239), lemos : 

lim. 0,9999 ...... = := 1; 

Com effcito, vê-se facilmente que á medida que o numero <le 

períodos cresce, as fracções decimaes succcssivas dilierem da 

unidndc de quantidades que diminuem successivamente, e po­

dem tornar-se menores que toda quantidade dada ; logo no 

limite a fracção 0,!199 ...... iguala a unidade. 

EXERCICIOS. 

J. Calcular a fracção 
1
3
1 

approximacla a 0,0001; 

1 f _li 'd 1 
n. Calcu ar a racçao 29 approx1ma a a 7 . 

l f 
_ 311 . I 3 

m. Calcu ar n 1·acçao 225 approx1mac a a 
19

• 

IV. A fracção 
1
~;

0 
é convertivel em decimaes? Qual o seo 

valo l'? 
V. Delermi11ar mna f'racçllo, que lenha, por denomi11ado1· 40, 

equivalente ao inteiro 7. 

VI. Detenninar a fracção ordina1'ia geralrix da fracção de ­

cimal 0~00374374374 ...... 

VIL Determir1m· a {ra cção 01ylirwria geratrix de fracção 

ti 72,585858 ..... , 
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VIII. Buscar uma fracção que tenha por denominado,· 72~, 

equivalente á fracção~. l · 

IX. O valo1· de um, mm1ern decimal J)eriodico r1ào muda, 
quando se tomào dous ott mais perioclos em vez de um. 

X. Reduzindo-se em decimaes dttas fracções irreduziueis do 
mesmo denominador, os periodos das duas fracções de,!maes 
terão o mesmo numero de algarimos. 

815ll0THEC 
c:o 

eu LI CA 

ESTADO DOMARA HÃO 



LIVRO IV. 

llledldas. 

-o-

CAPITULO PRIMEIRO. 

SYSTEMA METIUCO, 

lntrodueçiio. 

24 7. A concepção e introducção do systema metrico ou elo 
novo systemn de pesos e medidas, no terrilorio francez, é um 
monumento scientiflco erigido á gloria da França. 

Este systema, notavel pela sua simplicidade, pela sua base, 
tomada na natureza; isto é, no globo que habitamos, e pela 

relação que tem com o nosso systema decimal, é o resultado 
do nrnis bello trabalho geodesico, que jamais fôra emprehen­

dido por nnção alguma, nem em seculo algum. 
Em 1790 a Assemblea Constituinte, surprendida dos graves 

inconvenientes que resultavão da grande variedade dos antigos 
pesos e medidas, encarregou a Academia das Sciencias de Paris 
pela lei de 8 de Maio do eslabellecimento de um novo systema 

de medidas. 
Uina commissão foi nomeda pela Academia, composta de 

8Jl';la, Lagrange, Laplace, Monge, e Condorcet, 
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Para fixar a medida de comprimento a natureza otrerecia 
dous meios principaes: 1° o compri11ie11lo do pe11du,lo que baile 
o segundo, 2° o comprimento do meridiano. A primeira medida, 
ainda que de uso facil,. dependia de dous elementos, a gravi­
dade, variavel na superficie da terra, e o tempo, cuja divisão é 
arbitrada. O segundo meio, que parece te1· sido empregado na 
mais remota antiguidade, foi pois preferido. 

MM. Delambre e Mechain, célebres astronomos françezes, 
encarregados pela Academia das Sciencias de Paris e munidos 
de instrumentos de nma exactidão até então desconhecida, 
emprehenderão a medida do meridiano d'aque lla capital, ope­
rnção que já tiuba sido executada antes pelo sabio Picm·cl, e 
verificada depois por Cassini e seo filho. 

Foi confiada a Delamb1·e a parte septenlrional, de Dunkerque 
a Uoclez, cl istancia de 3 oc,oo toezas, e a l\Iechain o intervallo 
de Rodez a Montjoni perto de llarcelonacontendo 170000 toczas. 

No fim de 7 annos de um trabalho, constancia e coragem 
incomparaveis, Delambre e ~!echain entrarão em Paris tendo 
posto termo ãs suas investigações scientiílcas, feitas no meio 
de tempestades revolucionarias. Concluírão esses astronomo 
de scos calculos que o quarto do meridiano, supposto ao nível 
do mar, equivale a um comprimento de 51307l10 toezas; a de­
cima millionesima parle d'esle comprimento, que se chamou 
metro, foi tomada por unidade de comprimento. 

No dia 22 de Junho de 1799 o padrão protolypo elo metro em 
platina, na temperatura de gelo, foi deposto nos archivos do Es­
tado, porêm só foi no dia 13 de Septembro de 1801 que o novo 
systema se tornou obrigalorio. 

As grandezas consideradas nas sciencias Mathernalicas são 
os comprimentos, superfi.cies, volumes, e pesos. A reunião das 
unidades d' essas diversas grandezas constituc o systema me­
trico, que lambem se chama legal por ser o unico authorisado 
pela lei; o systcma metrico é dito decimal porque as divisões 
de cada unidade são submcttidas á lei decimal. 

A unida<le por excellencia é o metrn, todas as outras se de­
rivão d'esla. 
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lllecllda ele comprlmenCo. 

21,s. A unidade principal para o comprimento é o metro. 
Os submulliplos e multiplos d'esta unidade: 
Millimetro ou um millesimo do metro ; 
Centimetro ou um centesimo do metro; 
Decímetro ou um decimo do metro ; 
---"11""1:::1 0 Decametro ou dez metros ; 

Hectometro ou cem metros; 
Kilometl'o ou mil metros; 
ftfyriamel?'o ou dez mil metros ; 

19:! 

formão-se fazendo preceder a palavra metro dos 
"' nomes tirados do latim e do grego : 

~lilli, centi, deci, deca, hecto, 1.-ilo, myl'ia, 
"' que signiflcão : 

1llillesi1110, centesimo, decimo, dez, ce,n1, mil, 
"" dez mil. 

A figura á margem é um decimetro, as divi, 
1..---1~-1 "' sões O, 1, 2 .... 1 O são cen timelros, e as menores 

millimctros. 
e As subdivisões e divisões do metro são outras 

tantas unidades que são empregadas segundo 
" as circunstancias, pois deve-se tomar uma uni­

dade em relafão ao comprimento que se quc>r 
.,, medir. 

Os physicos ordinariamente tomão por uni­
dade o millimetro. 

Para as medidas itinerarias toma-se por uni­
dade o kilometro. Na agrimensura a medida 

a.-.-JI.-~;: empregada é o clecametro ou o hectometro. 
Para medir pequenos comprimentos empregão-se regoas de 

~ dccimetros de comprimento (duplo decimetro) , divididas 
em centimetros e millimclros, 

!8 
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~ledlda& de i;mp,rOcl~. 

249. As unidades de superficie são quadrados 1P,ndo por 

lados as unidades de comprimento. 
A 1mi1larlC' princfpal é o metro qtwdrado; isto cl, quadrado 

cnjo Indo é um metro. 
Os submultiplos ,resta unidade são o milli111etro quadm<lo, 

o ce11fi111etro quadrado, o decimelro quadrado, quadrados 
Lendo por lados respectivos o millimetro, o centímetro, ~ o 
decirnelro. 

Os mulliplos da unidade principal são o decamet1·0 qua­
rlrndo, o hecto111etro quadrado, o kilo111elro quadrado, o my­
riametro quadrado, quadrados tendo por lados respectivos o 
dccametro, o hectometro, o kilometro, e o myriametro. 

Carla uma d'estas unidades w,le cem Yezcs a unidade inf"­
rior; assim por e...,.emplo o metro quadrado vale cem dccime­
lros quarlrados. Esta propriedade dos quadrados, que se de­
monstra em Geometria, torna-se manifesta pela figurn abnl. o: 

18 !I S ? G 5 4 3 2 

Dividindo o metro de base em dez part"s ignacs, conclu­
zinclo elo primeiro ponto de cfüisão da altura n partir da 
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base uma parnllela á esta, e pelos difl'erenles pontos de di­
visões da lJasc linhas parallelas á altura até o encontro rl'a­
quella parallela, ohlém-~jl um reclangulo composto de 1 o dc ­
cimelros quadrados; ora o quadrado de um metro de lado 
compondo-se rle 1 O rectangulos iguaes á aquelle , contem 
1ox10 ou 100 centimelros quadrados. 

Assim 

Um myriametro quadrado vale 100 kilomelros quadt·ados. 
Um, lâlometro quadrado - 100 hectornetros quadrados. 
Um hectometro quadrado - 100 decametros quadrados. 
Um dccctrnetro quaclrado - 100 metros quadrados. 
Um metro quadrado - 100 decímetros quadrados. 
Um, decimetro quadrndo - 100 cenlimetros quadrados. 
Um centimetro quadrado - 100 millimctros quadrados, 

A unidade principal para a medida dos terl'enos é o deca-
meLro quadrado que se chama are. O mulliplo e o submulliplo 
d(l are, empregados, são : 

o hectare que vale 100 ares = 1 hectometro quadrado. 
1 

O centia?'e que vale 100 do are = 1 metro quadrado. 

As outras unidades de supcrficie não receberão nomrs pnr­
liculares. 

lllc1Utlos 1le vehnnc ou cnpncldnde. 

250. Ali differentes unidades de volume são cubos tendo por 
lado~ as dilferentes unidades de comprimento. 

A unidade principal é o metro ctibo, cujo lado tem um mr­
ti·o de comprimento. 

hs unidades mulliplas ela principal não são emprcgaclns; 
cmpregão,se porém as submultiplas, lacs como o del'imel1·o 
ntbo, e o centimetro cubo. 

Cada uma d'estas unidades vale 1000 vezes a unida.de in1· 
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rnc<lialamcnlc iAferior, assim o melro cubo vale 1000 decimr­
tros cubos, o que se pode ver pela figura seguinte: 

10 

• 9 

8 
/ 7 

J G 

i: 

4 
g 

2 ; 

' 

o 

O metro cubo toma o nome de stere, lo()'o qu e é empregado 
p11ra metlit· madeiL·a de carpinleiria. 

O mulliplo do slêre é o décnstere , que vale dez stêres, e o 
suumulliplo o decislere, que é um decimo elo slerc. 

~IEDIOA DE LIQUIDO. 

A unidade que serve na medida dos liquidas e grãos .é o 
litro , cuja capacidade equivale ao decímetro cubo. 

As subcli visões do litro são : 

n decilill'o que vale a decima parle do litro. 
O centilitro que rale a cenlesima parte elo litro. 
O litro empregado na medida dos Jiquidos é um cylindro 

cm estanho, cuja altura e! o dohro do diametro da bas<'. O 
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litro cmpl'egarlo na medida dos grãos é um cylindro de ma­
deira, cuja allura é igual ao diamctro da base. 

Jlledldas de peso. · 

251. O grwnmo é a unidade de peso; é o peso no vácuo de 
um centimett·o cubo d'agua distillacla na temperatura de ti 
gráos do Lhermomell·o centigrado, onde a agua adquil'e tiua 
densidade maximum. 

As subdivisões e divisões do gl'ammo s,iu : 
O milligrc11nmo ou um millesimo do grammo. 
O centigrammo ou um centesimo do grammo. 
O decigrammo ou um decimo do grammo. 
O decagrammo ou 10 grammos. 
O hectogrammo ou 100 grammos. 
O lcilogrammo ou 1000 grammos. 
O myriagrainmo ou 10000 grammos. 
O quintal metrico que serve para fortes pesadas vale 100 

kilogl'ammos. 
A ttmelada empregada na carregação dos navios, vale 1000 

kilogrammos. 
Observação. Um litro d'agua dislillada no maximum de den­

sidade pesa um kilogrammo, e a tonelada de marinha é o peso 
de um metro cubo do mesmo liquido. 

!lledldas monetarlns. 

252. A unidade monelarin e o /'rlrnco. O franco é uma peça 
. 9 

de prata pesando cinco grammos, e contendo 10 do seo peso 

de prata, e 
1
\ de cobre. 
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As suutlivisões do franco são : 
O clecimo ou um decimo do franco. 
O cenlinw ou um centesimo do franco. 
\s moedas de ouro contem tambem um decimo de cobre; 

esta liga dá á moeda uma dureza que não teria, se fosse fabl'i­
cada com prata ou ouro puro . 

.\ razão que exíste entre os va lores de um mesmo peso de 
ouro e prata foi fixada a 15,5 . 

. \s moedas do bronze são formadas de 95 parles de cobre 
puro, /1 cl'estanho, e uma de zinco. 

TAHOA JUS ~IOEDAS FRANCEZAt:i. 

DI.\METRO PKSO 
NOME DA PE~:A . cm em 

.!IILLIMETROS. GRUUIOS. 

l 
Peça de 40 fran cos. 21í 42,903H 

OUIIO - 20 - 21 6,45461 li 
- 40 - rn 3,'i~580 

1, 

} 
Peça do 5 francos. 37 25 

- 2 - 27 10 
PRATA - 1 - 23 5 

t 
- 1 - 18 ",. 

~ ... ,i.l 

- 1 - 15 1 :; 

~ 
Peça de 4 O ce:itimo· . 30 rn 

- 5 - ;.!5 5 
COURt: 

t 
- '.2 - 20 2 

- 1 - 15 1 
- ·- ·- ~ -

Como S<'ria muito difflcll na fabricação das moedas dar a 
cada uma o peso legal, a lei tolera um pequeno erro para mais 
ou para menos; esse erro que se chama tolerancia, é 0,002 do 
pc o da pcfa. 

Chama-se TJT LO e, ra-ao do peso clli quantidade de ou,-o ou 
pmta pura contida em uma liga qualquer ao peso da liga. 
Assim, quando se diz que o 750 é o titulo de umo joia d'ouro, 

• 
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deve-se comprcheuder que sobre '1000 g1·ammos de liga ha 

750 grammos de omo pJ.ro. 
Existem tres litulofl legaes para as obras de ouro que ão : 

o,920, 0,8110, O, 750; os lilulos legaes para as obra.; de prata 
são 0,950, e o,soo. O titulo das moedas de ouro e prata é 

0,9UO., 
\s dcspezas de Jabricari1.o elas moedas são lixada:; pela lei 

a 61 por um kilogrammo de ou1 o, e a F,50 por um kilogramm~ 
de prata, de maneira que um kilogrammo de prata no Lilulo 
ele o,900 vale somente '.!00- ·l ,50 = 19, 1,50, e um kilog1·u1111110 
.te ouro no mesmo Lilulo vale 200 x 15 ,5 - 6 = 309lt1

, assim : 

900~ de prata pul'n miem J !)t,I 50 -
(' ~ ~ -900s de Olll'O puro valem 3094 1

• "'? 
C) o 

logo : o ...-\ 
198, .iO 

t a de prata llura vale . 900 

e 
•Is de OLll'O puro vale. 

:l09ú 
900 

e em seguida : 

e 

l98 50 X 1000 ";:.. 
1 ooos ou I ks de tll'ala 1)Ura vale --' - -- -= ·>·>lJ1 ::r.. 900 -- ' , ,u 

T' o 
30911 X lOUO 

1000~ ou t•s de ouro puro vale 900 = 3/i:nr, 78. 

Dlvl11i\o da (;lrcumfcrc11cl11 , 

253. A circu111{ae11Gict é uma linha curva fechada, cujos 
poutos, situados cm um mesmo plano, e·Lão igualmente dis­

tantes de um ponto interior, chamado ce11trn . 
A circumferencia se divide em ltOO pal'les iguaes ·hamadas 

~ 
BJPBJL 
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gl'áos, o gráo cm 100 minutos, e o minuto em 100 segun­dos, etc. 
Escreve-se por exemplo um arco de 19 gráos, 55 minutos, e '13 segundos: 19° 55' 13". Esta divisão não foi adoptada. 

EXEBOIOIOB, 

l. A medida de um comprimento é ::.!437°',437, exprimir essa medida successivamente em kilometros, decimetros, decametros e millimetros. 
II. A m,edida de wna superficie é 2li h~,,. "'-'1· , 427945, expri­mir essa medida em decimetros quadrados, e em metros qua­drados. 
Ili. A medida de certa superficie é 2463207 centiqres, ,expri · mir essa medida em hectares. 
IV. A medida de certo volume é 432794·····,492070, exp1·i· mir esse volume em liectometros cubos, e em decímetros cubos. V. A medida de certo liquido é 6397 /'·427, exprimir essa. me­dida em, hectolitros, e em decilitros. 
VI. Um sacco contendo fran cos pesa 1155 l,ilogrammos, per­gunta-se o numero de francos. 
VII. Um sacco contem 150 peças de 5 francos, qual o peso do Meco? 
VIII. Em virtude da definiçilo do litro, determinar o peso de um litro d'agua. 
IX. Sabendo-se que 20 francos em prata pesão 100 grammos; pel'gunta-se o peso de 20 francos em ouro, 
X. Um ob}ecto de prata de titt1lo 0,950 pesa mn kilogramma; qual é o seo valor intrillseco? 

T'' CA P BL1C 

ESTADO üu r 1 

~ 
j§jpfii,, 

[ J 
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CAPITULO 11, 
ºo ~b e..,, 

.-O. 
-1,;;> v 

1'1) 
SYSTEMA BI\ASILEIBO DE PESOS E MEDIDAS - f 

NVMEI\OS COMPLEXOS. - COMPARAÇÃO ENTRE OS 1,,-,Y,. 
SYSTEMAS l'l\ANCEZ E BB.ASILEIB.O. -fo 

Systema brasileiro. 

254. Damos aqui as principaes unidades de medidas em­
pregadas no Brasil (1), 

Medidas de eomprlmento. 

A unidade de comprimento é a vara. Eis os multiplos e sub-
multiplos d'esta unidade: 

1 braça vale 2 varas. 
1 vara 5 palmos. 
1 palmo 8 pollegadas. 
1 pollegada - 12 linhas. 
~ _. - (}'l 

As medidas itineradas são : ~ 
A legoa que vale is milhas. 
A milha que vale 947} braças. 

(, ) As medidas do Brasil com seos ,alores correspondenle3 no systema me­
trico nos Corllo fornecidas por M, Silbcrrnan, conservador 110 Conicrvatorio das 

Artel e Of {icios. 
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llledldas de superftcle, 

255. As dilTcrentes unidades de superficic são quadrados, cujos lados são as unidades correspondentes de comprimento. Para medir terrenos emprega-se ordinariamente a braça r1uadracla, e algumas vezes a geil'Cl que consta de t,ou bré:lr,as quadradas. 

llledldftli de volume.º'ª capacidade, 

256, Para os liquidos são : 

O tonel 
\ pipa 

que vale 2 pipas. 

O almude 
A canada 

Para os seccos são : 

O moio 
A fanga 
O alqueil'c 
A quarta 

26 almudes. 
12 canadas. 
4. quartilhos. 

que vale 15 fangas. 
!1 alqueires. 
li quartas. 
2 oitavos. 

Tambem se usa do palmo rnbiGo. 

Medida de peso, 

• '257. A unidade principal é a libra; os mulliplos e submul-tiplos d'esta unidade são : 
A arroba que vale 32 libras. 

~ 
j§jpfii,, 

[ J 
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A libra 
O marco J 

A onça 
A oitava 

2 marcos. 
8 onças. 
8 oitavas. 

72 gráos. 

203 

Para as grandes pesadas mnpregão-sc tamlJem o quintal,que 

vale 4 arrobas, e a tonellada 5~. 

llledldas monetarlas, 

~58. A unidade principal é o real, moeda imaginaria. 

As moedas de ouro e prata no Brasil lambem tcem certa 

liga de um metal inferior; a pureza do ouro avalia-se por qui­

lates, ui·ãos e oitavas, e a fineza da prata por dinheiros, grão:; 

e quarta:;. 

Quilate é o peso de ouro purn equivalente ao peso da vigc­

sima quarta parte de uma barra qualquer. se;dividindo uma 

barra em 24 parles iguaes, 2'1 d'essas parles são ele ouro sem 

liga e as outras 3 de um metal inferior, diz-se que o ouro 

d'aquella })arra é de 21 quilates; o de 24 quilates é o ouro 

sem liga alguma. O quilate divide-se em 4 grãos, e o grão 

em s oitavas. 

Dinhe-iro é o peso de prata pura equivalente ao peso da 

duodecima parte de uma barra qualquer. O dinheiro divide-se 

em 2li grãos, e o grão em li quartas; a prata de 12 dinheiros 

não contem liga alguma, e a de H contem 11 partes de prata 

pura e 1 parte tle metal inferior, ele. · 

o ouro amoedado é de 22 qnilates, e a prata de 11 dinhei­

ros; a razão legal do om·o á prata aruoedada foi fixada no 

Brasil a 15 ~. O ouro dus joias ou objectos de ouro deve sel' 

de 20 112 <Juilates, e a prata de 10 dinheirns e 6 grãos. 

BibUoteca Públlc.i Benedito Leite 
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TABOA DAS MO~DAS 

TENDO CURSO FR~QUENTE JS IIRASIL, 

VALOR LEGAL NOME DAS PEÇAS. - PESOS, no 
ll RA SJL. 

1 Peça do 6 IOO ,eis. 4 oitavas 40 000 reis 
- 4 000-:--- 2 oit ,t 8 grãos 5 625 ouno 
- 2 000 - cm propor~\áo. em proporç, 
- ,t 000 - - -

l 
Prça de 3 patacas 7 ,t /2 oitavas ,t 200 rei~. 

- ( 960 réis). 
-- 640 - em proporç. 800 -PRATA 

320 400 

t 
- - - - -- mo - - - 200 -- 80 - - - 100 -1 . 

, 

Divisão da clrcumrerencla. 

259. A circumferencia divide-se em 360 partes iguaes cha· madas gráos, o gráo em 60 minutos, o minuto em 60 segun­
dos. Escreve-se ~!!1 arco qualquer como no systema metrico. 

Esta divisão da circumferencia prevaleceo. 

llledlda do tempo. 

260. A unida$}e de tempo é o dia; o dia é o tempo que 
emprega a terra para executar uma revolução completa ern 
torno do seo eixo. 

O dia divide-se em 24 hora.s, a hora em 60 minutos , o 

1
Biblioteca PúbHca Benedito Leit~ 
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lniuulo cm 60 segundos, etc.; esc1·eve-se 8 horas 25 minuW>s 

e 14 segundos : 8h 25"' 1/1• • 

O tempo empregado pela terra para executar sua revolução 

completa em torno do s&! chama-se anno, que consta de 

365 1/4 dias. O anno civil consta de 365 dias; todos os quatro 

annos ha um de 366 dias, que se chamou bissexto, afim de 

compensar a perda de ! de dia em cada anno. 

O anno se compõe de 12 mezes: Janeiro, Feuereiro, llfa1·ço, 

Abril, lllaio, Junho, Julho, Agosto, Septembro, Outubm, No-· 

vembro, Dezembro. 
Tcem 30 dias, Abril, Junho, Septembro e Novembro; Feve­

reiro 28 nos nnnos ordinarios, 29 nos bissextos; e os outros 31. 

Nunaeros complexos . 

• 
~61. Os numeros concretos que encerrão dlfferentes especies 

de unidades, dependentes umas das outras segundo _uma lei 
determinada chamão-se numeros complexos ; assim 81;,. 3º"º· 
7oõr., e 1 m. 3pal. 7poL SâO numerOS COmpleXOS. 

-ADDIÇAO, 

262. Seja proposto por exemplo determinar a somma dos 

seguintes arcos : 27° 5S' 13" + i, 12° 13' 48" + ~' 49º 20'' + 1 
27° 58' 13"+1 

12° 13' 48"+t 

49° o 20"+{ 

89° 12' 22" ~ 

nispostos os numeros como, acima se vê, adrliéionão-se as 

• 

Blblloteca Püblic:a Benedito Leite 
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f 2 4 1 d, 43 43 I racções 3 + 5 + 4, o que a 1 + 60 ; escreve-se 60, e reem· 
se 1 que deve ser ajnnlado á somma da seguinte columna; 
1 + 13 + 48 + 20 segundos fazem 8:? segundos, que se com­
põem de 60'', ou 1', mnis 22", que se escreve debaixo da co­
lumna dos segundos, guardando-se 1'de reserva; 1+58+13 
minutos fazem 72 minutos ou 1 gráo mais 12 minutos, que Ee es· 
creve sob a columna dos minutos, ajuntando-se a unidnde de re· 
serva á seguinte columna, cuja somma , 89° gráos, é escripta 
debaixo d'ella. Assim 89° 12' 22" +~~é a somma dos. nume· 
ros dados. 

-SURSTRAf.ÇAO. 

263. Seja proposto por exemplo determinar a differença dos 
dous arcos: 48º 12' 14", 4, e 13º 21' li9", 8. 

3li 

12' 
21' 

50 

14", 4 
/19 11

, 8 

24, 6 

• 

Dispõem-se os nu meros como na addição, e subtrahem-se as 
unidades do subtrahendo das correspondentes no minuendo, 
empregando-se o mesmo raciocinio como na subtracção dos nu· 
meros inteiros. Assim não se podendo subtrabir 8 de 4, subtrahe· 
se 8 de 14·, o que dá 6, que se escreve no resultado, porém 
tendo-se augmentado o minuendo d~ 10 decimos ou uma. unidade 
deve-se fazer a mesma alteração no suptrahendo ; temos pois 
que subtrahir 50'' de 14", o que é impossível, porém ajuntando 
60" a 14", e diminuindo 50" de 74", temos a dHferença 24", que 
se escreve sob a columna dos segundos; augmentando por 

•compensação o subtrahendo de 60" ou 1', temos que subtrahit' 
22' de 12', o que é impossivel, porém operando como prece­
dentemente achamos 50', e 34º, que se escreve em seos lugares 
competentes; a differença buscada é pois 34º &O' 24", 6 . 

• 
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-
MULTIPLTCAÇAO • 

./J 

264. Esta operação entre os .numeros complexos tem por 

fün compôr o producto com o multiplicando como o multipli­

cador é composto com a unidade de sua especic, de modo 

que multiplicar por um numero complexo é multipli_car pela 

razão d'essc numero a unidade principal de sua especie. 

PRIMEIRO CASO. llfolliplicm· wn numero 1·omplexo por 111n 

numero incomplexo. 

Seja proposto m~ltiplicar 51. 31 111 17' por 5. 

4" 31"' 

36"' 

17' 
5 

211' 

Dispostos os numeras como na multiplicação dos numeros 

inteiros, opera-se começando pelas unidades mais baixas do 

multiplicando; 17' x 5 dá 85', que se compõem de 60· mais 

25• , que se escreve no resultado, guardando 1 •• de rese1·va 

Para ajuntar-se ao producto parcial seguinte; continuando : 

31"' x 5 + 1'" fazem 156'", que equivalem a 2'' mais 36"', que 

se escreve no producto total, guardando 2'· de reserva para 

ajuntar-se ao producto parcial seguinte; 41. x 5 + 2l fazem 

22", que se escreve no resultado; o producto buscado é pois 

22'• 35m 25•, 

1'Jste pl'oceder ainda que natural seria muito longo, se o 

multiplicador fosse um numero muito grande; vamos indicar 

outro, conhecido sob o nome de multiplicação po1· partes ali­

quotas, que permitte chegar ao resultado de um modo muito 

lUais simples : decompômn-se as c'Olleções das unidades que en­

cen·a o multiplicando em partes alíquotas da unidade imme­

<liatamente superior, isto é, em partes que sejão divisores exac- . 

tos cl'aquella m~idcide. 
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Seja proposto como exemplo multiplicar 11 almudes 10 ca­
nadas 3 quartilhos por 225. 

225 

2475 01m, 
Producto de 6ca0·por 225 .. 1.12 •• 6°1 n, 

3 .. n. 56, , 3 
1co11. 18. 9 
2quort, 9. 4 . 
1quorl. 4. • 8 

267611 111
• 6ºª" 

2quor t. 

. . 1 

3quar1. 

!) producto de 11 alm. por 225 é 2t,75 alm. Decompondo 
1 o cana das em (6 + 3 + 1) canadas, que são partes aliquotas 
do almude, temos que multiplicar successivament~ 6 can., 
3 can., 1 can. por 225, em lugar de multiplicar 10 can. por 
225. Ora 6 can. sendo a metade de 1 alm. é claro que o pro­
dueto de 6 can. por 225 é o mesmo que a metade do producto 
de 1 alm. por 225 ou a metade de 225 alm., que vem a sel' 
112 alm. e 6 can. Tomando a metade d'este ultimo numero; isto 
é, 56 alm. 3 can., teremos o producto de 3 can. por 225, por 
isso que 3 é a metade de 6. O producto de 1 can. por 225 é o 
terço do producto precedente; o terço de 56 alm. é 18 alm., 
restão 2 alm., que valem 24 can., mais 3 can., 27 can., cujo 
terço é 9 can.; assim o producto de 1 can. por 225 é 18 alm, 
9 can. Decompondo 3 quartilhos em (2 + 1) quartilhos, partes 
aliquotas da canada, temos que multiplicar successivamente 
2 quart., 1 quart. por 225 ; 2 quart. sendo a metade de uma 
canada, é claro que teremos o producto de 2 quart. por 225, 
tomando a metade do producto precedente; a metade 18 alm, 
é 9 alm., a metade de 9 can. é 4 can., resta 1 can., que vale 
4 quart., cuja metade é 2 quart.; assim o producto de 2 quart. 
por 225 é 9 alm. 4 can. 2 quart. Tomando a metade d'este ul­
timo numero obtem-se o producto de 1 quart. por 225 ; a me-
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h1de rle 9 nlm. é /1 11lm., resta 1 alm., que mie ·I :! can., mais 
l1 cno., 16 rm1. cnjn metade é 8 can., t\ln fim a metade de 
2 quart. é 1 qunrt. Adrli ,1tionnndo acha-se que o producto pe­
rlirlo é 2676 alm. 6 can. 3 quart. 

SEGUNOO CASO. Multiplicar mn 11u11 ie1·0 complexo J)Ot outro 
complexo. 

8ejn proposto o srp;ninte problem:1 : 1' de obm terido cus· 
tado·11 w·· ·13'· 11d· qunlé o preço de 225'· 5,,. 81• + i (1). 

A questão tem por fim multiplicar 121ih. 13'· 11~- pela razão 
do m11ltipli r.arlor :'t. toezn, on · pelas razões respectivas de 
2251 

, 5r , 81 e ¾ rl' Ullla linha á lof'za : van;os pois elJect~ar 
essas qnnlro mnlliplica rõPs. 

1 11 i/1, 1 "",1 , 1 1 d. , ... , ' ;) ,= tll -t2-i; t '11 =6+s + 2 

.)') N. I 1111' 81 5 1 1 (' 2 ) :..,, .. . ·.· . •J .== 3+ 2 .. . . +o ==(r. + 2) + o+o 

Jlrocl '" por 225 ' .. 2632 '/b. . 1'· . ti .,. 

16 -.!. 3P • • 5 1 2592 
.11 +2 , 

5184 

1P .. ., 1 i 
' ) 3!15G • 1 :1 1-;. 

51811 ,1 

6 º·. 77 2772 7+ m 1 5184 ., 1 

2' o o 221 2641 
6+ 7T> ' 51 8/i 1, -

3 o 6' () ·108:i 3255 1 + 1728 ' 5184 
2 o 6' 

2813 5626 o o+ 2"9') ' 51811 ,) , -
26ft1 1ib. 18·· d 4790 5626 8 

+51sti ' 5184 

O) :-io unligo Sjslr1111\ francei u un!Jaclc 1!1, co1Hprl: 11c11 lo r. ra 11 lo t ,;a qllo v-.ilht 
6 pt,, o pé 12 polleaodav , a pollr; :irl:I 1'1 /in/lns, a linha 12 po.·1 11).~ . . \ nnldadi: 
lllont•ta1·la 1•ra a libm, que rnlla 20 so lclos, o suldo 12 di11/l rfrM. 

H 



l!10 TRATADO 

O producto do multiplicando pela rnzão de 2251 á loeza oh­
tem-se como no primeiro caso. 

Decompondo-se fí r em (3 + 2) pés, J)'ll rtes aliquolas da toeza e 
sAbendo-se .que o multiplicando é o preço d' uma toeza de obra, 
o preço de 3 pés ou meia toeza será a metade do multiplicando; 
isto é, 5 lib . 16 '· 11. d. + ½ ; 2P sendo o terço de 1', o preço de 
2r será o terço do preço de 1', ou o terço do mulliplicando, que 
vem a ser 3 ' 'b . 17 •· 13 "· + ~. Decompondo S' cm partes ali­
quotas da pollegada; isto é, em (6 + 2) linhas , teremos o 
preço de 6', procurando ,mies o preço de 1 pollegada, que 
é fi do preço de 2 pés , e que se acha facilmente ser 
o lib. 3 •· 3 d.+ ft. Ora 6 Jinlrns sendo igual a meia pollegada, 
oblem-se o preço de 6 li nhas, !orn ando a metade do preço de 
uma pollegada, que vem a ser O 11

••• 1 •· 7 r1. + /4;4 • Tomando o 
terço cl' este ullimo numero; isto é, o;,, .. o·· 6 r1. + ;~!, obtem-se 
o preço de duas linhas; teremos o preço de ~ ou ½ da polle­
gada , tomando a quarta parte do pr<.'{,o de 2 pollegadas, que 
se acha facilmente ser O ,,b. o'· 1"· ! ~~~ ; tomando } cl'cste numero 
oblem-se o valor de b e cm seguida o valor de ~ mulliplicando 
o precedente por 2. Addicionando tu~o , começando pelas 
fracções, obtem-se o producto pedido : 26lt1 lib, 18·· 8 d, ;m. . 

-DlrTSAO, 

265. Distinguimos tres casos na divisão dos numeros com­
plexos. 

Pl\IMEIRO CASO. O dividendo é nume1'.0 complexo , e o diviso!' 
incomplexo. 

Seja proposto o seguinte problema : 13' de obra custárão 
1/tO lib . 16 •· 11 d., qual é o preço de uma toeza? 

O dividendo sendo o producto do divisor pelo· quociente é da 
especie de um d'elles, ora o dividendo exprimindo libras e o 
divisor toezas, o quociente pelo enunciado do problema deve 
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exprimir libras; por conseguinte, a questão tem por fim di­
vid ir 1ú0w,. 16·· Hd· pelo numero 13, considerado como ab-

·º stracto. 

1li0 /i/,, 16 •. 11"· 13 
130 10 /;/,, 16'· 8d·+ fã 
---

10 

'< o 20 
(.) ~ - I 200 ,. 
...J 
r.o 16 
::) <I 

a.. cr 216 ,. 

<( .. - 208 
o ca,.; 

ü 
l.U o 8 

:e Q 12 
1-- e o o 96 d, 

-J <( 11 
[X) 1-
[X) 

U) 107 d, w 
10h 

3 

Dispondo o dividendo e o divisor como na divisão dos nume­
ras inteiros divide-se 1li0 w,. pot' 13, o quociente é 10 l,'I,., e ha 
uin resto 10 tib. que se eleve nindn dividir por 13; converte-se 
10 lib . cm soldos, multiplicando 10 por 20, o que foz 200 •, mais 
16 soldos do dividendo, 216 • ; o quociente de 216 por 13 é rn•, 
e o resto da <li visão é 8 • que se come ri e em dinheirns multi­
Plicando 8 por 12, o que faz 96 •, mais 1 L soldos do dividendo, 
107 '·; clivide- se em fim 107 •· por 13 . e acha-se por quo­
cientes"·+ -A ; 10 i,;. 16 • 8 d. ti que é o quociente pedido . 

SEGUNDO CASO. O dividendo e o divisoJ' sao 1111m rros complexos 
de espeGie clifferenfe. 

14 . 
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Seja proposlo clivitlir 27 ,;b. 15 ' · 11 d. por li 1· 3P· H r• ·. Vc-se fa­
cilmente que o quociente deve exprimir libras; trata- se pois 
rle dividir o dividenrlo pela razão do divisor á t9esa. Ora 
t1 1 3,, 11 ,,., = 335 ,,., , e por isso que a toes:i contem, 72 ,,,, , 

- d 1· · á t · 335 o · a· l é · a razao o e 1v1 sor oesa e 72. . quociente pe H10 pois 

27 t,ú, 15 '· 11. d. X 72 -
· 

335 
, operaçao que sabemos effecluar. 

TERCEIRO r.Aso. O dividendo e o divüor são numeros com­
plexos de mesma natureza. 

N'esle caso a cspecie das unidades do quociente é determi ­
nada pelo enunciado da questão, ussim como vamos ver no 
seguinte problema : 

Uma toeza de obrà custa 2 ª1• H ·· , quantas loezas de obm se 
terá por 5li m. 1.3 ' · 1.0 d.? 

N'esta queslão o quociente bnscado exprime toezas. O divi­
dendo sendo o producto do divisor pelo quociente ; isto é, pela 
razão do quociente á toeza, teremos essa razão tomando a de 
5li tih• 1.3•· 1 O i1. á 2 t,b. 11 ' ·; ora 5h ,;,. 1.3 •· 10 "· = 1312-6 d., e 2 tih• 

'> , l _ d'd . 13126 . · 1 
11 •· = 6L '·, ogo a razao pe I a e 612 , e em segnH a o qno-

cienle buscado é o quociente da divisão de 13'126' por 612, o 
que se sabe fa zer (nº 265 - 1° caso). 

Todas as questões sobre os numeros complexos podem ser 
resolvidas fa cilmen te pelo calculo das fracções ordinarias, re­
c.1uzindo as subdivisões da unidade principal de cada nnmero 
complexo em fra cções d'aquella unidacle. Querendo por 
exemplo dividir 27 ,;b. 15 '· 11 d. por h' 3,, 11 Pº', convert e-se 
15 •· 11. d. cm uma fracção ordinaria da unidade principal que ll 
11 libra, e 3P 1. 1Pº1 em outra da toeza, de maneira que o quo: '· 
ciente pcclido é o mesmo que o de 27 t;h

· ~ por !1' H. 
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Compnrnçoo entre ós !i)'Slemus i''rancez e Brasileiro. 

1 

Medidas de comprimento. . Medidas de superficie. 

1 braça. 2m,io ,1 l.Jrat;a quadrada 4,"1,98í 

1 vara . . 1 ,10 1 palmo quadrado . o ,9048 • 
1 pé. o ,33 -
1 pollegadu . o ,0275 

Medidas de ~·olume. · 
1 µal1110. o ,22 
1 i:ovatlo o ,66 

1 palmo cubico. Qmc,01 11 

1 1,ipa .. ,ih ,791 

-
1 canada. Oh ,02 

Medidas itinerarias. 1 quartilho. Qh ,0066 

1 milha rn51 111 ,s5 1 moio. 21h ,76 

4 legua .. •• •Jo•u n1 e.: '' 
;);};);) ,,.;) 1 alqueiro . . 3Gb ,26 

MOEDAS. 

l\'OllES DAS PEÇAS, TOQUE., n::,o. ou.no runo. \ YALOII, 

{ Peça de 6, .iOO reis 0,947 •14S,3i37 13S,H84 45f/?~9 I 
OUIIO 

- 4,000 - o,917 8 ,0684 7 ,3% 0 25 ,47i.i 0 

1 - 960 - 0,917 26 ,8!H5 2't .f. ,i33 5,4, 85 
l'IIATA i· - 640 - 0,917 17 ,9.297 16 ,4355 3 ,652:j 

·- .- -· - ... --·· --- -- ·-- ----· - --··--· - -

EXE B CIC I OS, 

I. Borda achoit que o com,pl"imenfo do pendttlo que bcite · o 

seyundo 110 Observatorio de Paris é de MO', 5593. Determillar ' 
esse cumprimento em metros. 

II. Sabendo -se que 8'1 libra.s valem 80 francos, determinar em 
francos; decilnos e centimos o ualor de ld 3 71

' "· ,1 7 '· H d. 

JII. Em um certo circulo, o comprinumlC' dq ((,1·co de 97º :H ' 4 7" 2 
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vale 23 metros. Q-ual é em gráos, minutos e segundos o com-
7Jrimento do metro? 

e 
IV. O comprimento de 1 º tomado em um certo circulo é igual a 

824"', 21 ; qual é o comprimento elo a,rco de li 7º 28' 33"? 
V. A distai1cia elo pólo boreal ao equador .vale 10,000,000 de 

metros; tambem vale 90 gráos. Qual o comprimento de u7:n 
gráo? 

VI. Chama-se legua de 25 ao gráo, a 25 "parte ele wn gráo. 
Quantos metros contem a legua de 25 ao gráo? 

VIL Avaliar em gráos, minutos, e segundos os~ de 90 º. 
vm: Pergunta-se o que é o arco li2° 27' 32" em relação á cir­

cu m{erenc üt . 

IX. Co11verte1· 98 g , 257'2 (systema metl'ico) em g1:áos, minutos 
e segundos. 

X. Converter 58° 27' 13" em gráos (systema melrico). 

Cfl- P\J e,L\C~ 
S\B\J01HE 

d.O ~Q 
"DO DO t.~ARANH~ 

EST" -



,, 

LIVRO V. 

Potencias e Raizes. 

-1.--

CAPITULO PRIMEIRO. 

Ql1ADl\ADO, - RAIZ QUADRADA.; 

Qu.aclrado. 

266. Quadrado ott segunda potencia de wn numero é o pro­
dueto d'esse numero por si mesmo; a5siin 5 x ·5 ou 25 é o qun­
drado de 5 e se indica 5 2• 

3 3 3 3x :3 32 

O quadrado da fracção -5 é -_-x-5=--=,. 2 ; assim da se-
~ 5x 5 ;, 

guinlc igualdade 

concluimos que para elevar wna fra cçao uo lJUltcll'aclu r 
necessario elevar ao quadrado ccicla wn elos seos termos, e se 
a fracção é il'recluzivel o qiiadrado se; á lambem uma fra cçao 

irrecluzivel. 
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Os quadrados dos nuiucros : 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
são 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 

Os numeros da segunda liuha são dilos quadrados 11er-
f,:ilos. 

267. 'IHEOREllA 1. Qua11do um numero 11ào é quadrado per­
feito, não existe nwiiero algum, que eleoado ao quadrado re­
produza o nu11u11·0 propo;slo. 

Se N uão é (1uatlrado perfeito de outro numero inteiro, sup-
po11ha111os que o seja tio numero fraccionario 1, então Leria­
mos : 

• 2 
porém i sc·1Hlo uma fracção irreduzivel, : ~ é lambem irreduzi• 
vel, logo tc1·-se-bia um numero inteiro N igual a uma fracção 
irréduzivel, o que é a!Jsurdo. 

268. THEORE\IA li. Se os dous termos de uma fracção irredu­
zível wlo selo quadrados perfeitos, não existe numero algum., 
cujo quadrado seja igualá fra cção proposta. 

Se os dous lermos a e b da fracção irreduzivel 7J uãosão qua­

drados perfeitos, ~b uão pode ser igual ao quadrado de!!!', frac­
n 

ção tambem-irreduzivel, porque então teriamos : 

e cm seguida, 

Logo, para. que uma fra cçdo irreduzivct possa ser quadrado de 

Biblioteca Pübliea Benedito Leite 
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outra, é necessario que os dous termos sejão quadrados perf'ei­
los; é evidenttJ que a condie,rão é su{{iciente. 

269. TIIEOIIEMA HL O quadrado dlt somma de dous nurneros é 
igual ao quadrado do prinieiro mais. duas vezes o quadrado do 
J)tirneiro pelo scgnndo, rna,is o quadrado do segundo. 

llep1·esentaudo (a+ b) a sornma de dous numerosa e b, o 
l}üadrado d,a so111ma será : 

(<, + b)2 = (a + b) x (a+ b); 

e/l'eclua11do a multiplicação no i;egundo membro (u• 79) 
lentos: 

(a+ b)2 = a x a+ a x b + ci x b + b x b. 

ou (a+ b)2 = a~+ 2 x a x b + b2
.' o. q. e: n. d. 

Observação I. Todo numero podeudo ser decomposto em 
dezenas e unidades, o quadrado de um numero se compõe: 
do quadrado das dtzenas, rna,is duas vezes o vroducto das dc­
zenfls pelas unidades, mais o quadrado das unidades. 

Assim l6!i6 = (3640 + 6) e por conseguinte : 

1

(36l16):1 = (3640 + 6)1 = (3640) 2 + 2 X 3640 X 6 + 61• 

Observação II. A dilforeuça dos quadrados de dous numeras 
conseculivoi; é igual ao dobro do menor mais um. 

Com ell'eito, a e (a+ 1) sendo dous numerns consecutivos 
telllos: 

·ª+ 1)2 
- a~=a~+ 2 x a+'i - a2 =2 xa+1. o. q. e. n.d. 

270, THYQRUIA 1v,. O quadrado de um nmn,ffo inteiro nunca 
lermfaa nos alga,rismos 2, 3, 7 e 8. 

Biblioteca Pübllca Benedito Leite 
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Com effeito, o quadrado é um producto de dous faclores 
iguaes, e as unidades do producto, provém do producto das 
unidades dos dous numeros; ora nenhum dos quadrados dos 
nove primeiros numeros terminão n'esses algarismos; Jogo, etc. 

271. Tm:onEMA v. O quadrado de mn numero inteiro não 
pode termina1· em um numero impar de zeros. 

Para que o quadrndo de um numero termine em zeros, é 
necessal'io que esse numero termine cm zeros; reprcseulaudo­
o pois por a x 10" , temos : 

(a X 10")1 =a X 10" X (1, X 10"=a2 X 102
"; (nº 89) 

2 n senuo um numero par, o numero de zeros é par. o. q. e. ri. d. 
272. THEORIDIA VI. Todo nitme1·~ que, decomposto cm seos 

{actores primos, co11te,n esses {actores com expoentes pal'es, e 
quadrado perfeito. 

Esta condição é necessaria; porque um numero senuo llc­
eomposto cm ·seos factores primos, eleva-se esse numero ao 
quadrado mulliplicando por 2 os expoentes d'esses factores, 
que se tornão por conseguinte pares. 

Esta condição é sufficiente; porque se fôr preenchida, divi­
dindo por 2 os expoentes dos factores primos de um numero, 
obtem-se outro numero, que elevado ao quadrado reproduz o 
primeiro. 

273. TIIEOREMA v11. Um numero que é divisível pol' outro 
primo, não pode ser quadrado perfeito, se não admittil' por 
divisor o q'Uadraclo d'esse numero. 

Este lheorcma é uma consequencia do precedente : ora se <L 
é divisor primo de um numero, quadrado perfeito, é claro que 
deve admitlir cl2 por divisor, por isso que os expoentes dos fac· 
tores primos d' um quadrado são pares. (nº 272). 

Observação. Um numero que acaba em 5, não polle ser quil· 
-eirado perfeito, se o algarismo immediato não fôr 2. 
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Uaiz qua,lrada. BL\C 
\ L\G H E.CJ'1. p 

&o • N • 

DEFIN[ÇÕES. i-" ,...R~ ~ HA.Ü 
EST 00 DO ~· , 

274. Raiz qiwclrada de um numero é outro nu11iero que mul­
tiplicado por si 1nesmo reproduz o primeirn. 

A raiz quadrada de N exprime-se pelo symbolo VN; em con­
sequencia da definição, temos : 

VNxVN=N 

Esta definição só convem á raiz quadrada de um uumero que 
é quadrado perfeito. 

A operação arithmetica, que tem por fim determin~r a raiz 
quadrada de um numero, .chama-se extracção ela raiz qua­
cl1'ada. 

EXTHACÇAO DA_ UA!Z QUADRADA DE Ul\[ NUMERO QUALQUEU 

APPHOXIMADA A MENOS DE UMA UNIDADE, 

275. A raiz quadrada de um numero approximada a menos 
de uma unidade, é a raiz elo maior quadrado inteiro contido 
ri'esse numero. 

276. T1rnonm1A. A rni::; quadrada, a menos ele uma unidade, 
<l' lt,n nwneto que nüo é inteiro é a mesma qtte a da parte inteira. 

Seja Num numero, que é comprehendido en Lre dous nu meros 
inteiros consecutivos a, e a + 1. Pela ·definição (nº 275), a raiz 
<tua arada de Na menos de uma unidade é a raiz do maior qua· 
draao inteiro contido em N : ora os numeros inteiros contidos 
em N ~ão a, e os outros menores que a, logo a raiz quadrada 

, de N é a meima que a de a. 
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Obse1·vação. A raiz quadrada de 100 sendo 10, a raiz qua­
drada de todo numero menor que , 100 é menor que 1 O; de 
modo que pela taboa dos quadrados dos nove primeiros nu­
meros pode-se obter facilmente a raiz quadrada de todo 
numero menor que 100 : assim por exemplo a raiz quadrada de 
81 é 9, e a de 29 é 5 approxiwada a menos de uma unidade. 

277. PROBLEMA GERAL. Ex trahil' arai;; quadrada de um nu­
mero qualque,·. 

Seja pro.Posto determinar a raiz quadrada <lo nuuH)l'O 
23796583 por exemplo. 

O numero proposto é n1aior que 100, logo sua raiz quadrada 
é maior que 10; o quadrado d'essn raiz se comp<JI! de Ires 
partes : do quadrado das dezenas, do dobro do producto das 
dezenas 11ela,s unidades, e do quadrado das unidades. Essas trcs 
partes estão encerradas no numero 23796583; tratemos de se­
parai-as. 

Notemos em primeiro lugar que o quadrado das dezenas 
~cndo um numero exacto de centenas não pode ser contido 
senão nos 237965 centenas do numero dado, que podem en· 
cerrar, alem d'esse quadrado, a reserva de centenas ret1uindo 
do duplo producto das dezenas pelas unidades, e do quadrado 
das unidades. 

THEOREMA, Para determinar as dezenas da raiz quadmda de 
wn numero, basta extrahi1· arai:.. quadrada do maior quadrado 
inteiro cont'ido nas centenas do numero, consideradas como u11i­
dades simples. 

Com etfeito, a represenlando a raiz quadrada do maior qua­
drado contido em 23 7965, este numero será comprehendido 
entre a2, e (a+ 1)2 

: 

a2 < 237965 <(a+ 1) 2
; 

multiplicando estas tres qua'nlidades por 1QO, as mesmas re· 
lações de grnudeza existirão entre os productos; isto é : 

a2 x 100<23796500<(a+t)2 x 100. 
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Os dons termos extrrmos exprimindo um numero exacto de 
centenas differem pelo menos em uma centena; por conseguinl<~ 

• ajuntando ao termo medi o nm numr,ro menor que 1 oo, como 
83 unidades do numero dado, a somma 23796583 se achará. 
ainda comprehendirla entre os mesmos trrmos extremos, 
assim : 

a 2 x100 < 23796583 < (a+1)2 x100. 

Esta desigualdade mostra que o nnmero dado se Acha com­
prehcndirlo entre a2 crnlenas, e (a+ 1) 2 centenas; sua raiz 
quadrada será cnrnprehcndicla entre a. dezenas, e (a+ 1) de­
zenas; islo é, 

tt.X 10 < \/23796!í83 < (a+i) X 10; 

.. 
logo a drzenas é o maior numero de dezenas contido nn roix 
quadrada do numero rlado; o que demonslra o lheorema pro­
posto. 

Somos pois levaflos a extrnliir n rniz <Jirnrlrarla do nmncro 
237%5. 

E~se numero sendo mnior que 100, sua raiz é maior que 10, 
logo o numero 23796:í encerra o quadrado das dezenas de sua 
ra,fa, o duplo producto das dezenas pelas unidades, e o quadrado 
cla..s 1111iclacles. O quaclrndo das cleienas não podendo achar-se 
senão· nns centenas do 11111:nero, sepai·emos os dons ultirnos al. 
garismos á direita, como não pertencendo á aqnclle quadrado: 
en1 virtude do lheorema acima demonstrado, oblem-se as deze­
llac; <l'esla nova raiz, extrnhindo a rniz do mnior quadrado con­
tido nas 2379 cenlcnas, considcradns como unidades simples. 
O numero 2379 sendo maior que 100, separomos os dous ultimas 
algarisn;os á direita, e busquemos a raiz quadrada do maior 
quadrado contido no numero 23, menor que 10_0. O maior qua­
drado é ti; l1 representa pois o algarismo das dezenas da raiz 
de 2379, no mesmo tempo o algarismo das mais altas unldnde'I 
lia rniz <lo numero da<lo. Detei·minão-se os ·nni<lndes <ln raiz 
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quadrada de 2379, sublrahtndo 16 <le 23, e escre-yendo ao lado 
do resto 7 os dous outros algarismos 79 separados á direita; o 
numero 779 assim obtido encer_ra as duas outras part_es do 
quadrado : o duplo producto das l1 dezenas pelas unidades, e o 
quadrado das unidades; a pTitneira parte não podendo expri­
mir unidades de ordem inferior ás dezenas, não poderá achar­
se senão nas 77 dezenas do numero 779; separemos pois o 
ultimo algarismo 9 á direita, e consideremos as 77 dezenas, 
que podem encerrar alem do duplo producto das dezenas pelas 
unidades, dezenas provindo da reserva feita sobre o quadrado 
das unidades, e as dezenas do resto, se houver. Ê claro que, se 
tivessemos o duplo producto puro das l1 dezenas da raiz pelas 
unidades, dividindo esse producto por um dos seos faclorcs 
(o dobro das dezenas) , teriamos por quociente o outro, que é 
o algarismo das unidades. Ora 77 dezenas não sendo rssc 
producto puro, pode acontecer que dividindo 77 pelo dobro 
das dezenas, não se obtenha o verdadeiro algarismo das uni­
dades , porém um algnrismo mais forte, o que teri lugar logo 
que o dobro das dezenas de raiz fõr~contido nas dezenas da're­
serva do quadrado das unidades, e do resto. Não obstante, 
dividamos 77 por 8, dobro das dezenas, o quocient~ é 9; veri­
fica -se o algaris1no 9, escrevendo á direita de s; dobro das da· 
zenas. o algarismo 9, e multiplicando o numel'o assim formado 
89 pelo mesmo numero 9; operando assim e suppondo ser 9 o 
verdadeiro algarismo elas unidades, forma-se o quadrado das 
unidades mulliplicando 9 por 9, e o duplo producto das deze· 
nas pelas unidades, multiplicando 8 por 9 ; porém a somma 
801 d'essas dnas partes do quadrado sendo maior que o resto 
779, que deve contei-os, segue-se que o algarismo 9 é muito 
forte; diminue-se 9 de uma unidade, verifica-se da mesma 
maneira o algarismo 8; 704, producto de 88 por 8, podendo ser 
subtrahido de 779, conclue-se que 8 é o verdadeiro algari smo 
das unidades da raiz; t,8 é a raiz quadrada do maior quadrado 
contido em 2379, e ao mesmo tempo em virtude do theorema 
acima demonstrado as dezenas da raiz quadrada elo maior 
quadrado contido no numero 237965. 



DE ARITHMETICA. 

Achar-se-hão as unidades d'esta raiz, rC'pclindo identica­
mente os raciocinios que ainda ha pouco se fizerão; subtrahin-

• do de 23 79 o quadrado de l18, e escrevendo á direita do resto 
75 os dous ullimos algarismos 65, forma-se o numero 7565, 
cujas dezenas 756 divididas por 96, dobro das dezenas da 
raiz, dão por qu.ocienle 7, que é o· verdadeiro algarismo das 
unidades, por isso que o produclo 967 por 7 é mais fraco que o 
resto 7565. Logo, o numero li87 representa a raiz quadrada do 
maior quadrado contido cm 237965, e ao mesmo 1empo as 
dezenas da raiz qnadrada do numero dado. • 

Em fim procedendo da mesma maneirn, obler-se-ha as uni­
dades da raiz buscaila ; subtrahindo de 237965 o quadrado de 
1187, e escrevendo á direita do resto 796 os dous ~ltimos alga­
rismos 83, forma-se o numero 79683, cujas dezenas 7968, di­
' 'Ídirlas por 97l1, dobro da raiz, dão por quociente 8, que é o 
"Verdadeiro algarismo das unidades, visto que o producto- de 
9748 por 8 é menor que 79683. O numero 4878 é a raiz qna­
clrada do maior quadrado contido n.o numero dado. 

Observação. Para termos um resto qualquer por exemplo 
796, não ha necessidade de subtrahir elo numero 237965 o 
quadrado de li87, basta suMrahir do resto precedente 7565 o 
Producto 6769 de 967 por 7, que é a somma do dobro do pro­
õucto de l18 por 7, mais o quadrado de 7. 

Dos raciocinios precedentes resuHa a seguinte regra : • 
278. REGRA. Para extrahi1' a raiz quadrada elo maior qua­

drado contido em i i rn numero inteiro, divide-se onwnero inteiro 
em, classes ele dous algarismos cada uma indo da direita para a 
esque,.dci, ex trahe-se a rai= quaclracla do maior quadrado con­
liclo na primeira classe), e obtem-se o algarismo das mais altas 
1tnidades da raiz. Faz-se o quadrado d'essa raiz, que se dimi­
nuc da vrimeira classe á esquerda; ao laclo da clifferença 
escreve-se a seguinte classe, o que forma o vrimeiro resto; 
divide-se este resto menos o seo ultimo algarismo á di1'eita Jlelo 
dobro da rni:s, acha-sé assim o segundo algarismo da raiz, ou 
ton, algarismo muito forte. Para veri{lcal-o, escreve-se o dito 
algarismo á direita do clobro da raiz e mttltiplica-sc por ellc 
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mesmo o numero resultante.: se o producto porli;r se-r s1tbtrahido 
do resto, o algarismo e bom, no caso contrario ~nprega-se um 
algarismo mais fraco de uma unidade , e reconuça-se a veri· 
/'tcação. A' direita do resto obtido escreve-se a seguinte classe, nn 
qual se separa o ultimo algarismq á dfreita, e assim sttcces,c;i11«­
mente até que a ultima classe tenha sido empregada. 

Typo da opemção : 
., 

23j79j65j83 
16 

77!) 

704 

7565 
6769 

79683 
77984 

'1699 

4878 

88 967 9748 
8 7 8 

704 6769 n ssI 

279. Na pratica não se opera <l'rsta maneiro, effectuão-g() 
mentalmente as subtracções assim como as mnltip1icações ;· 
dispõe-se a operaç,ão do seguinte mocto . 

23. 79. 65.83 

7 79 
75 65 

7 96 83 
16 99 

4878 

88 • 967 97[18 

Appliquernos ainda a regra precedente ao seguinte exemplo 

4206 /1 3 2 1 205~-
206.4 405 

S 93.2 
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1'110\A. 

280. É claro c1ue se ao quadrado de 20.:iO, que é l12025llO, 
ajuntar-se o resto 3932, deve-se obter por somma o numero 
dado, se a operílção fôr cxacla. 

281. . Observação 1. Se n representa 9 numero de algaris-
~ ; -· n mos de um numero N, v N Lerá: 2 algarismos se n é par, e 

n- 1 é' O fi 1 · d -
2- + 1 se n 1mpar. resto · rna 1699 e o excesso o nu-

mero dado sob_re o quadrado da raiz achada ou sol>re o maior 
quadrado inteiro contido n'esse numero. 

282. Observação II. As divisões, que fornecem os algarismos 
da raiz, excepto o primeiro, podem dar algarismos muilo 
fortes de muitas unidades; diminuindo-os successivamenle de 
uma unidade , chega-se ao algarismo verdadeiro; porém 
algumas vezes dimintie-se o algarismo de muitas unidades ao 
mesmo tempo e então pode-se obler um algarismo muito 
fraco; o seguinte theoréma nos preserverá d'esse erro. 

283. 'fHEORE~tA. O resto obtido na ex tracção de uma, i·ai::;• 
quadmda não vode exceder o dobro da rai;; . 

Seja N um numero, R sua raiz, e 1· o resto, de maneira 
que • 

N =l.l.2+ ·1·. 

Supponh,1111os 1·> 2 11; ,. sendo um numero inteiro l' ao rne­
nos igual íl 2 n -1~ 1 , então lcriamos : 

N = n2 + 2 n + 1 , e VN = n + 1, 

o que é impossivel, visto lermos supposlo ser n2 o mniol' q1ta­
drado contido cm N. 
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28li. Tendo extrabido a raiz quaclra c1a de um numero pode­
mos sem recomeçar novos calculos ob ler essa raiz a menos de 
meia vn irlnde J>OI" excesso ou pol' defeito. 

TnEOREMA. Se o resto r proveniente da extracção da rai~ 
(J11adracla de um numero N é menor ou igua l á rafo achada 

n, R é o valor de VN a menos de meia 1111iclade por defeito; e 

se é suprrior á rai::;, n + 1 é o va lai' de \IN a menos de meia 
m1fdade pnr excesso. 

Temos com cffeito : 

N = n2 +1· 
• e . (R + {)~ = IF + H + l ; 

compnremos N e (R + W ; se 1· < R, temos : 

.\ < (R + J) 2 
(' V N < H --\- ~ r 

_por cnnsr~ninle Vl\ se npproxima mais de R, qur· de n + 1. 
Se r > 11, IPrnr.s ., 

N > (H + 4) 2
, e VN > H + ~ 

Jogo V 1~ sç•approxima mais de H + 1 , que de H, o que de­
rnonsLra o lhrorcma. 

~ -
DEFINlÇAO DA RAIZ, tJUADRAD\ DE tnl l\U~IEHO QUE NAO f; QUADRADO 

PERFEITO. 

285. Se.i.a Num num sro intei ro que não é quadra1lo perfeito 
N xp2 

e outro numero in ?.eiro; é faeil vrr-sc que --i-==-= N; H rr.· 
J) 
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presentando a i·aiz quadrada elo rnnior qundrndo conli rlo cm 
N x 1>\ temos : 

(% r < N < (R ; 1 r 
Tomando outros numeras p', p", p"' .... gradualmcn le 

maiores que p, e operando da mesma mnneil'a, teremos ns 
dtrns series de numeras 

R R' R" ·R"' 
p p' ' jl' ' 1)'" . 

H+1 R'+1 R" -1-1 H"'+1 -- Ji rT --;r p 

Os quadrados dos numeros da primefra linha são todos in­
feriores a N, e os quadrnclos da sr.gunda são supe1'iorcs a 
N ; por conseguinte um numero qualquer da segunda linha é 
maior que um numero da primeira. 

Comparr.mos um numero da primeira linha com o seo cor-

respondente da segunda; os dous primeiros di !Terem cm !, os 
1> 

1 . 1 1 1 dous outros em , , e os segmntos em,, , cm -,,; ...... ; 01·a 
p p p 

p, p' p" p'" ...... podem crescer indefinidamente e tornar,1U1-se 
Lão grandes quanto se queira; logo, a diffcrença de dous m11nc­
ros correspondentes pode ser tão pequena qu@lo se queira. 
Supponhamos que esses numeras representem linhas, e qne 
essas linhas scjão contadas a partir de um ponlo.fl::o O, 10-

mado sobre uma recla AB, 

,n m.' ni11 T. n'' 11' 11 

--+----+- +- ~--1-1-1-+-
A O B 

Uma parle d'essa li11ha AB receberá as extremidades das li­
nuas Om, Om', Om" .... que medem os numeros da primeira 

5. 
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linha horizontal , e outra parte as extremidades das linhas 
On, On', On" .... que medem os numeros da segunda linha 
horizontal; é claro que entre essas duas regiões de linhas não 
pode haver intervallo algum; ellas achão-se separadas por um 
ponto L, ponto de demarcação. OL é a grandeza, cuja medida é 
\/N. Em virtude do exposto, vê-se que um numero é maior 
ou menor que i/N, se o seo quadrado é maior ou menor 
que N. 

-
EXTRACÇAO DA RAIZ QUADRADA DE UM NU~IERO QUALQUllll POn 

APPROXlMAÇAO. 

286. Seja Num numero qualquer, de que buscamos a raiz 

quadrada approximada a menos de ! . n 

Extralti1' a raiz de Na menos ele ! é buscar o maior mul-
11 

tiplo, x x ~ 01, :E , da {racção ~, contido em VN, de modo n n n 
que 

X 1 /i,j x+1 -<vN<--· 
11 n ' 

elevando ao quadrado, as mesmas r~lações de gmndeza exis­
tirão 

mnltiplicnndo por ·11 2 

ai < N x n2 < (x+1 )\ 

e exfrahindo a raiz quadrada, temos : 
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. r < VN X 11 2 < x + 1. ; 

cxtrahinclo a raiz quadrada de N x n2 a menos de unia uni­
<fade oblem-se o valor de x, qnc dividido por n dará a raiz 

l . 1 . d ,- 'l q11n<1rada < e N, approx1ma a a menos e e - . 
1l 

MECHA. Parn e:x;trahfr a, ra.i::, qttadmda ele um 1wmero Na 

menos de~, multiplica-se esse numero pelo quadrado do deno-n 
Jliinaclor da (ra cçüo , que mal'ca. a approximaçao, ea.:trahe-se a 
1·ai::,; quadrada do producto a menos ele uma uniclacle e divide­
se êssa rai:;; pelo denominado1· da düa fracção. 

Appliqucmos a rPgra precedente a algnns exemplos. 

V - l 1 EXEMPLO ·1. Calcular 5 a menos e e 
12

. 

Multiplica-se 5 por 1.22
, extrahe-se a raiz quadrada do pro­

duelo 720 a menos de uma unidade, que é 26; ~~éa raiz bus-
1. cada a menos de 

12
. • 

ExE~trio II. Calciilar V13 approximada a menos de::. 

e f - 3 - 'd f 1. 1· -omo a racçao 
11 

nao e a orma ri' emprega-se a racçao 

'l lh ' . 1 ' t é f' • 11 , que e e 1gua : n n es e caso · um numero racc,onario, 
ã 

no que não ha inconveniente algum, por isso que as.operações 
arithmelicas relativas ás fracções de termos inteiros subsistem 
quando se trata de fracções cl'esse genel'O (11°216) . Multipli-

112 1.573 . 
ca-sc 13 por V, e elo producto - 9- exlrahe-se a raiz qua-

drada a menos d'uma unidade que é 13, e\~ ou '13 x /
1 

é a 
3 

raiz pedida a menos ele IT 
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287. t claro que n sendo um numero qualquer pode ser 
uma potencia de 10 : 

1 1. n = 10"', e-= 
1
-....-
0 

. 
1t 111 

A approximaçã9, marcada pela fracção 
1
~ ... , é a mais empre­

gada e a mai~ co1111noda quando se trala de extracções de raiz. 
A regra é a mesma : multiplica-se o numero dado por 102"', o 
qtte se {a;; escrevendo á sua direita 2 m ::eras, extrahe-se arai:: 
quadrada a menos d'wna unidade do numel'o re:mlta,~te, e di­
vide-se essa rai:: por 1.0 '". 

Appliquemos a regra !Jrecedentc a alguns e.xcmplos. 

Ex~MPLO I. Calcular V3 à meuos de 
1
~ 3 • 

Multiplica-se 3 por '10 6
, o que dá 3000000; a raiz quauraua 

de 3000000 a menos de uma unidade é l 732, a raiz buscada é 
'1732 1 rnoo ou 1,732 a menos de 1000 . 

• - 1 fü:rnPLO H. Calcular V2 a menos de 10 . ~ 

11111lip1lca-sc 2 po1· 108, e do producto 200000000 cxtrahc-se 
a· raiz quadrada a menos d'uma unidade que , é 1l1142 ; 
1.li1ti2 1 l 1[ 2 ' . l d l 1 
10000 

ou, , 1 1 e a raiz quat ra a e e 2 a menos de 
10000

. 

EXTRACÇÃO DA RAIZ QUADRADA DAS t"RACÇÕES ORDINAlUAS, 

288. PnrnELHO CASO. Os dous tennos da fracção dada são 
q1taclnulos perfeitos. 

N'cslc caso oblcm-sc a raiz quadrada de uma fracção, cxtra­
hiudo a raiz quaclrnda do sco numerador, assim como a do 
seo denominador (nº 268). 
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. /49 7 . 7 7 49 
Assim V ,.9 = 3, por isso que -3 x 3= 9 . 

SEGUNDO CASO. O de1101ni1_wdor somente e quadl'ado perfeito. 

N'este caso extrahe-se a raiz quadrada do numerador a me­
nos d'uma unidade, e dá-se por denominador a essa raiz a raiz 
quadrada do denominador .da fracção dada ; isto resulta do 

que dissemos (nº 286). 

Assim V f9 é ; a meuos de } 

'l'EncEmo CASO. Us'dous tel'111os dei {/'acção dada não são quci­

d1·ados perfeitos. 
Mulliplicando os dou·s termos da fracção dada pelo sco d(•· 

nominador ol.ilem-se por denominador da fracção equi~alenlt! 
um quadrado perfeito, e opera-se como no caso pl'ecedeutc · 

, v3 v3 X 7 V21 v- d Assim - = -- = -
7
-; 21 a menos e uma 

7 7 X 7 

. . . 4 . /3 1 
unidade sendo 4, 7éovalorctev 7 arnenoscte 7. 

289. Observação. Quando o denominador da fracção dada não 

é um numero primo, em lugar de multiplicar-se os dous ler­
mos da fracção por esse denominador, mulliplicão-se os dous 
termos da fracção pelos faclores primos do denominador , 
cujos expoentes não forem pares (nº 272). 

Assim: · 

a raiz quadrada a meuos d'uma unidade de 345 sendo 18, ~~ ou 

2 • /23 '1 
5 é o valor de V 

135 
a menos de 45 . 

Muitas vezes lrn necessidade de calcular-se a raiz quadrada de 
uma fracção com certa appl'Oximação, designada pela llUeslão; 
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para isso applicar-se-ba a regra ( n• 286 ), por qmmto o numero N pode ser um numero inteiro ou fracciouario. 
Appliquemos essa regra aos exemplos seguintes. 

EXEMPLO l. Calcular V ~ ct rneuos de 
1\. 

l . ]' d 3 1 " 2 d 1 !1:12 1 • l\lu llp 1ca11 o 7 por :::. ternos por pro nc .o -
7
-; a pnr e in-

teira d'cssa frar.~:ão é 65 ; a rai7. quaJr;ida de 65 ;r 111cnos 
' 'J ·1 1 8 2 é . 1 1 1 d 

d nma umc ac e sc11, o 8, 
12 

011 :i . a raiz ,prn, rata )Usca a n 
1 menos de 

12
. 

Exrnno II. i:atcular • / 7 a menos de :
1
0 

. V 13 . a 
3 . 1 Emprega-se cm Jngar de 50 a fracção equivalente (

530
y 

li . 1· 7 50
2 

d' d 17500 t 11m rp 1ca-se 
13 

por y, o que a por pro neto 117; a par e 

inteira da fracção 
1 ~~~o é 149, e a raiz de 149 a mepos d'uma 

'd d é 1 12 12 3 ' . b d 3 . • 
um a e 2; ~ ou x 50 e a raiz usca aamenosde 

50. 

EXTRACÇAO DA RAlZ QUADRADA DOS NUMEROS DECTMAES. 

290. PRIMEIRO CASO. O m1mel'O dos algm·ismos decima.es r. 
par. 

Seja proposto calculai' V38,6884; é facil ve1·-sc que: 

V38 688! = · /386884 -, • VToõõo-
38688{~ 
--w--

estamos no caso de um numero fraccional'io, cnjo deno­minador é quadrado perfeito. 

~ ,BJPJBOC, 
'a1blloteea Püblic:a Benedito Leite 
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SEGUNDO CASO. O numero dos algarismos decimaes é impar. 
Escrevendo uin zero á direita do numero decimal entramos 

no caso precedente. , 
Do exposto resulta a seguinte regrn : 

291, REGRA. Para ex trahir a rai::; quadretda de um nitrnero 
decimal' em primeiro lngar torna-se par o numero dos algri­
l'ismos decimaes , se o não fcir; extrahe-se-ct rni.:; quadrada do 
numel'o resultante a menos d'urna unidade e sepal'a-se á dfreitri 
ela ·1·ai:; wn numero de algarismos decimaes ·igual á metade 
dos algarismos clccimaes do numero da_clo. 

EXERCICIOS, 

QUESTÕES RESOLVIDAS. 

I. O quadretdo de um numero impm· é um muttiplo de 8 
• ctugmentado com i1ma unidade. 

Solução. Se 2 x n + 1 representa o numero impar, e-N o seo 
quadrado, temos 

N = (2 n + 1)2 = 4 n2 + 4 n + 1 = 4 n (n + 1) + 1; 

11 (n + 1) é divisivel por 2, logo 4 n (n + 1) é divisiveI por ~. 
logo N é um multiplo de 8 mais uma unidade. · 

II. Se um numero pm· é ci somma de dous quadrados, a me­
tade d'esse numero sert"í tambem ci somma de dous outros qua­
<lraclos. 

Solução, Seja Num numero par, tal que : 

N=a2 + b2, 

ª e b são por conseguinte ambos pares ou ambos impares; oi<a 
ª igualdade supra é identica á seguinte: 
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~ = ((t + b)2 ((t - b)2· 
2 2 + 2 ' 

a+b a-b logo, o theorema está demonstrado, visto que -
2
- , e ~ 

são numeros inteiros. 

QUESTÕES NAO RESOLVJOAS. 

III. Se dous numeras não são clivi1Jiveis por 2 nem JJOr 3, a 
differença elos seos qttadraclos é divisível por 2/i . 

IV. Se um quaclraáo inteiro é igual ú sommct de dous outros, 
um d'esses quadrados é divisível por 5. 

V. A somma elos quadrados de dous numeras é 1552, e sua 
clifferença 10li0. - Determinar esses 'numeras. 

VI. A clifferença elos quadrados de dous numeras consecutivos 
é 65. -- Dete1·minar esses numeras. 

VII. Calcular • / 17 com uma approximaçao de _.!__, V 7 100 

. /2.1828 1 VIII. Calcular V 316 a menos de 
13

. 

' 
• ;- 3 

IX. Calcular V } ! a menos de 
50

. 

X. Demonstrar que a sornma dos n primeiros numeras ini­
p'ares é divisfoel por n2 • 

BIBLIOTHEC~ PU UCA 
c1..oº 

ESTADO rJ~ MARANHÃO 
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CAPITULO ' Il. \ ) 

C'UB~. - B.AIZ C1J'BICA. 

Cubo . 

• 

292. Cubo ou terceira potencia d'um numero é o produclo 
de Lres foctorcs iguaes a esse numero. ·Assim o cnbo ele 7, que 
se escreve 73, é o producto 7 x 7 x 7 = 343. 

Applicando a mesma definição a uma fracção, por exemplo 
3 
5, temos: 

(
~)

3
-~ ~ ~_3X3X~_3

3
, 

5 - 5 X 5 X 5 - 5 X 5 X 5 - 53 ' 

segue-se que para elevar uma f'racção ao cubo é necessario ele­
var ao citbo cada um dos sêas terrnos, .e se a fracção é irrecluzi­
Vel, o cubo será tambem, wnw fracção i1Tecluzivel, , 

Os cuóos dos numeros : 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

São: 

1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000. 

Os nuineros da segunda linha chamão-se cubos perfeitos. 

2!:13. Empregando os mesmos raciocinios, que füemos na 
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theorin do quadrado, será facil demonstrar os dous thcoremas ' 
. ~egumtes. 

THEOREMA J. Quando um numero 'l'llio é cubo perfeito, não ha 
nume1·0 algum, que elevado ao c_ubo, possa reprodu::;;fr o p1'i-
111eiro . . 

TnEOREMA li. Se os dous termos de uma /i·acção irredtt!:!ivel 
11(70 são cubos perfeitos, não ha numero algum, que elevado ao 
c1tbo, possa rep1·oc~uzfr a fracção dada.. 

29la. TnwnÊMA III. O cubo det somma de dous nurneros é 
igual ao cubo do primeiro rnais Ires ve=:es o producto do q1w­
rlrado do primeiro pelo segm1do, mais tl'es ve::;;es o producto do 
quadrado do segun:do pelo primefro, mais o cubo do segundo. 

Se a + b, represent& a somma dos dous numeros a e b, é 
claro que: 

(a+ b)3 = (a+ b) X (a + b) X (rt + b) ; 

porem-vimos {nº 269) que : 

(a+ b) x (a+ b) = a2 + 2 x a x b + b2
; 

por conseguinte : 

(a + W = (a2 + 2 X a X b + b2
) x (a+ b) = a3 + 

+ 3 x a2 x b + 3 0 b2 x a + b3
• (nº 79). o. q. e. n. d . 

. Observação I. Todo numero podendo ser decomposto etn 
dezenas e unidades. o cubo. de um numero se compõe do cubo 
das c,e::;;enas, de tres ve.::;es o quadrado das d,!zenas pelas nrai­
dacles, de tres ve=:es o q,wclrndo elas urtidades JJelns dezenas, r 
do c11bo das nnidndes. 
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Assim por exemplo : 

Observação ll. A ditlerença entre os cubos de dous numeros 
consecutivos é igual a tres vezes o quadrado do menor mais 
tres vezes o menor mais um. 

(a + 1.) · - a•= 3 X a2 + 3 X a + 1.. 

Ubservaçào III. Em virtude do que dissemos (nº 270) vemos 
que o cubo de um numero qualquer po,de terminar em qual­
quer d,os nove primeiros numeros. 

Observação IV. Um numero inteiro, terminado em zeros, não 
poderá ser cubo perfeito, se o numero de zeros não fôr multi -
Plo de tres; esta condição é necessaria, mas não é sufficiente. 

295. TtmokmtA IV. Todo n numero, que decomposto em, seos 
(aclares primos, co;1lern esses factores, affectados de wpowtes, 
inultiplos de 3, é cubo perfeito. 

Est condição é necessaria e sufficiente. 
A demonstração d'esle theorema é identica á do correspon­

clente no quadrado. 
Cónsequencia. Pode-se em virtude do theorema precedente 

procurnr o menor numero possivel pelo qual se deve multi­
Plicar outro para tornal-o cubo perfeito. 

llolz cublca. 

296. Rafa cubica de um numero é oiitro 1w!1w·o que toma riu 
tl'es vezes po1· {actor reproduz o primeiro. 

Assim 4 é a raiz cubica de 64, por isso que: 

4 X l1 X l1 = 6l1 • . 

Biblioteca Pübllca Benedito Leite 
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Indica-se esta operaçào por meio do signnl \Y-, o nlgnrismo 
3 é o indice do radical; escreve-se: 

V"64=li. 

Definiremos a raiz cubica de um numero que não é cullo 
perfeito da mesma maneira que a raiz quadrada. 

A operação arithmelica que tem por fim determinar n raiz 
cubica de um numero chama-se ext1·acção da, rafa cubica. 

EXTRACÇAO DA RAIZ CUBICA DE U~I NUMERO QUALQUER APPROXTMADA 
A MENOS DE UMA. UNIDADE. 

297. Exlrahir a raiz cubica de um numero a menos d'u111n · 
uni<ln<le é buscar a raiz cubica do maior cubo inteiro contido 
n'esse numero. 

298. TnEORU1A. A raiz cubica , a menos d'uma unidade, de 
urn numero que não é inteiro é a mesma. que a da sua parte in­
teira. 

Demonstra-se este theorema, empregando os mesmos racio· 
cinios (nº 276). 

Observação. A ra1z cubica de 1000 sendo ·1 O, a raiz embica de 
lodo numero menbr que 1000 será menor qne 1 o, de .modo qne 
pela ta boa dos cubos dos nove primeiros numeros poiler~sc-1111 
obter facilmente a rai1. cubica de todo numero menor qnr 
1000. 

299. PROBLEMA GEllAL. Determinar a rai:; cubica de um ,w· 
mero qualque1·. . 

Seja por exemplo o numero 31415926 de que buscamos a 
rniz cubica. 

O numero dndo 31615926 sendo maior que 1000, sua raiz 
cubica é maior que 10, e conli>m rlezenas e unidades; o cubo 
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d'essa raiz compõe-se do citbo elas de;:;enas, de tres ve;:;es o 
}Jroducto do quadrnclo elas dezenas pelas unidades , de tres ve.::;es 
o producto do quadrado das unidades pelas de.::;enas e do cubo 
elas unidades. Tralemos de separar essas qmltro partes que se 
achão encerradas no numero proposto. 

A primeira pnrte, o cubo das dezenas, não podendo dar uni­
llades inferiores a mil, se achará nos mil do · numero dado que 
separamos, os qnaes podem conter, além d'esse cubo, os mil 
resultando da reserva feita sobre as outras partes do cubo. 

TnEOREIIIA. Parn determinar as dezenas da raiz cubice, de 
itm nume1·0, basta exlrahil'-se a rai :; cubica do maior cubo 
contido 110s mil do mmwro, consulerados como uni('lacles 
simples. 

O raciocinio para demonsL1·ar este theorema é o mesmo que 
fizemos (nº 277 tb.). 

Somos pois leYaclos a cxlrahit' a raiz cubica do maior cubo 
contido no numero 31li15; este numero sendo ainda maior . 
qne 1000 e sua rai z maiar que 10, separemos os tres ultimos 
algari smos, e consideremos o numero 31. 

O maior cubo contido em 31 é 27, cuja raiz cubica é 3; 3 são 
Pois as dezenas da raiz cubica do numero 31415, e ao mesmo 
tempo o algarismo das mais fortes unidades da raiz buscada. 

Subtrahindo 27 éle 31, e escrevendo ao lado da difl'erença t1 

os tres algarismos· seguintes /i15 do numero dado, temos o 
Primeiro resto 4415, qne contem as ou Iras Ires partqs do cubo; 
Ires vezes o quadrado elas 3 dezenas pelas unidades, etc. 

O triplo producto do quadrado das 3 dezenas pelas unidades , 
11fio pode dar unidades inferiores ás centenas, e será contido 
nas 4li centenas do resto, que podem encerrar além d'esrn 
triplo producto as centenas reOuindo da reserva de centenas 
fcit:1 sobre as duas ultimas partes do cubo e sobre o resto, 
se houver; dividindo 4l~ por 3 x 32 ou 27 ( triplo quadrado 
das dezenas) acharemos o algarismo das unidades, ou um al· 
gurismo muilo forte; o quociente da divisão de t,4 por 27 é 1 ; 
Verificaremos o algarismo 1, escrevendo-o á direita de 3, .fa­
zendo o cubo ele 31, e vendo se esse cubo pode ser substrahido 
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do numei·o 31415, que ·deve contel-o; o cubo de 31, que li 
29791, sendo inferior a 31415, concluc-se que 1 é o verdadeiro 
algarismo; 31 é a raiz cubica do maior cubo contido no nu­
mero 31415, e ao mesmo tempo as dezenas da raiz cubica do 
numero dado. 

Subtrahindo 2979'1, cubo de 31, de 31415 e·escrevendo ao 
. lado da dilferença 162l1 os tres ullimos algarismos 926, temos o 

segundo resto 1.624926, que contem os tres outras partes do 
maior cubo inteiro incluso no numero dado. 

Pelos raciocinios precedentes, para acharmos as unidades 
da raiz dividiremos 16249 por 3 x 3i2 ou 2883; o quociente 5 
é o terdadeil'o algarismo das unidades, por isso que o cubo de 
315 sendo 31255875 pode ser subtrahido do numero dado; a 
differença d'elles 160051, que é o resto da operação, é o excesso 
do numero dado sobre o maior cubo inteiro contido n'essc 
numero. 

Do raciocinio precedente resulta a seguinte regra : 
300. REGRA. Para exlnihir a rai:: cubica do maio1· cubo i11· 

leira contido em um numero, divide-se esse numero ern 1:lasses de 
t1·es algarismos, á partir da direita ; extrahe-se arai:: cub_ica do 
maio1· cubo incluso na primeira classe, que pode constar ele um 
ou dous algm·ismos, e obtem-se a sim o algarism,o elas mai.~ 
fortes unidades da raiz; faz-se o cubo d'essa 1·ai:;, que se sub· 
trahe da p1·imeiraclasse, e á di1·eita da differença escrevem-se oi; 
Ires a.lgarismos seguintes. o que forma o primeiro resto; divide· 
se as centenas d'esse 1·esto pelo triplo quadrado do algarismo 
achado, o quociente dá o segundo algtirismo da mi::, ou um al­
garismo muit_o forte. Para veri{ical-o, escreve-se o segundo 
algarismo á direita do primeiro, e compõe-se o cubo do numero 
assim formado ; se esse cubo pode ser subtrahido do numero 
formado pelas duas primeiras classes, o segu.ndo algarismo d(I 
rai:; é exacto. 

Ajuntando ao lado da differença a classe seguinte obtem-se 0 

segundo resto, sobre o- qual se opel'a como sobre o primeiro, e 
assim suecessivamente até que a ultima classe do numero tladtJ 
seja empregada. 
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Eis o typo da operação : 

3114151926 315 
27 

27 =3. 32 

4 4115 2883 = 3, 31 2 3-15 

:31 M5 315 

29 791 1575 
31 3'15 

1 62~ 0;26 31 945 --
31 415 926 31 99225 
31 255 875 93 315 

'160 051 961 496125 
31 99225 

96'1 297675 
2883 31255875 

29791 

PROVA, 

301. É claro que ajuntando ao cubo de 315, que é 31255875, 
-0 resto da operação 160051, devemos achar por somma o nu­
mero proposto, 31M5926. 

302. Observação. Se 3 n, 3 n + 1, 3 n + 2 é o numero dos 
algarismos de um numero N, será facil ver-se que \/N terá n 
algarismos, ou n + 1. 

303. THEOREMA. O resto obtido na. extmcção da rafa cttbica 
tido pode exceder ao triplo quadrado da raiz achada mais o 
triplo d'essa raiz. 

Seja N um numero, n sua raiz cubica-, e r ó resto da opc­
t·ação, de sorte que : 

N = 83 + 1· 

se ,. > 3 Rt + 3 R, teriamos quando menos : 
!6 
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r = :{ R2 + 3 R + 1 ; 

e como 

r = N-R3
; 

teriamos: 

N - R3 = 3 R2 + 3 R + 1 

ou 

o que é impossivel, por isso que R3 é o maior cubo inteiro 
contido em N. 

Por meio d'estc theorema podemos verificar se um algaris­

mo collocado na raiz não é muito fraco, observando se o resto 

preencho a condição exigida pelo theorema, que acabámos de 

demonstrar. 

EXTRACÇAO DA RAIZ CUBICA DE UM NUMERO QUALQUER POU 

-APPROXIl\lAÇAO, 

304. Seja N um numero de que buscamos a raiz cubica ap­

proximada a meoos de ! . 
n 

Em virtude da definição (nº 286), temos : 

ou 

X .._3;- x+ 1 
- < yN < --n n 

multiplicando por nª, as mesmas relações de grandeza existi· 

rão, logo: 
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xª < N x nª < (x + 1)1 
, 

3--
a; < VN x nª < (x+1); 

os dous termos extremos di1Terindo em uma unidade, teremos 
x extrabindo a raiz cubica, a menos de uma unidade, do pro­
dueto N X n'. 

305. REGRA. Para extmhir a ra.iz cubica de um numero N a 

menos de ~, multiplica-se N pelo cubo do denominador da frac­n 
ção, que marca a approximação, extrahe-se a raiz cubica do 
p1·oducto a menos de uma unidade, e divide-se essa 1·a.iz pelo de-

. d d r, - 1 ' rwmina or n a ,racçao n . 
Appliqueníos a regra precedente aos seguintes exemplos : 

... s;- 1 
EXEMPLO I. Calculm· v 29 a menos de 

12 
. 

Segnndo a regra multiplicaremos 29 por 1.23 , o que dá 
50112, e extrahiremos a raiz cuuica, a menos de uma unidade, 
de 501.12; esta é comprehendida entre 36 ·e 37; 37 approxi-

mando-se mais da verdade , :~ é a raiz cubica de 29 a menos 
1 de 
12 

, por excesso. 

. t..3/- 1 
EXEMPLO II. Calcular v 13 a menos de 102 , 
Multiplicaremos 13 pelo cubo de 102

, o que dá 13000000; ex­
tra biremos a raiz cubica, amenos de uma unidade de 13000000, 
que é 235, ou 236; dividiremos essa raiz por 102 , o que dá 
235 2 r. I é . b. d d 1 
100 

ou ,3a ; ta a raiz cu 1ca e 13 a menos e 
100 

. 

,. -
. ' EXTnACÇAO DA RAIZ CUBICA DAS FRACÇOES ORDINARTAS. 

306. PRIMEIRO CASO. Os dous tcrmo.s da fracção são cubos 
pe1'{eitos. 

16. 
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Teremos a raiz cubica extrahindo a raiz cubica do numera­
dor e a do denominador (nº 292). 

SEGUNDO CASO. O denominador somente é cubo perfeito. 
Teremos a raiz cubica approximada extrahindo a raiz cubjca 

do numerador a menos de uma unidade, e dividindo-a pela 
raiz cubica exacta do denominador (nº 304). 

TERCEIRO CASO. Os dous termos ·da fracção não são cubos per­
feitos. 

Este caso entra no segundo, tornando-se o denominador um 
cubo perfeito, o que se faz ou multiplicando os dous termos da 
fracção pelo seo denominador, ou operando como dissemos 
(nº 289). 

-EXTRACÇAO DA RAIZ CUilICA DOS NUMEROS DECIMAES, 

307, PRIMEIRO ,cAso. O numero de algarismos decimaes é 
multiplo de tres. 

Seja por exemplo 24,628247 de que se busca a raiz cubica. 
Será facil ver-se que: 

.. 3/ \/2462824 7 
V 2li, 628247 = 1 OOOOúO 

• 
3 

/ 1462824 7 v· 10• 

e operando como dissemos (n• 305), teremos a raiz pedida. 
SEGUNDO CASO, O numero de algarismos decimáes é qual­

quer, 
Neste caso escreveremos zeros sufficientes á direita do nu~ 

mero dado a fim de tornar o numero de algarismos decimaes 
multiplo de tres, e operaremos como no caso precedente. 

BltEBCICIOS, 

l. A somina dos cubos de dous nume1·os é 23625, e um d'estes 
20. - Qual o outro? 
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li. A somma, dos cubos de dous numeros é 189000, e a diffe-
1·ença doscubosd'esses mesmos numeros é 61000. -Determinar 
esses numeros. 

UI. Todo o nume1·0 que é quadrado e cubo ao mesmo tempo, 
é tambem sexta potencia. 

IV. Demonstrar que , dividindo-se os cubos dos cinco pri­
meiros numervs por 6 , os restos que se obtem são as raizes cubi­
cas d'aquelles numeros. 

V. Um numero inteiro sendo dado, como se pode conhecer se 
elle é a diffe1'ença de dous cubos consecutivos e achar esses cubos? 

VI. Um numero inteiro não pode se,· cubo perfeito se, o alga­
rismo das unidades sendo 2 ou 6, o algarismo das dezenas é 
par. 

VII. Um numero inteiro não pode se1· cubo perfeito se, o alga­
rismo das unidades sendo 4 ou 8, o algarismo das dezenas é im 
pa1'. 

VIII. Calcula?' • i I 5 a menos de ~ . . V 12 11 
IX. Calcular ~2 o 0,0001 a menos de 0,0001. 

s- 3 X. Ca.lcular \1/2, 73 a menos de 13 • 

~TADO DO ,·,ARANHÃO 
--000 
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CAPITULCl:,§ ADO DO MARA NHÁC 

NUMEROS INCOMMENSUl\AVEIS. - CALCULO DOS 

l\ADICAES, - POTENCIAS SUPERIORES AO QUADRADO 

E CUBO, 

308. As operações, que se executão sobre os numeros·, re­
presentão as mesmas operações sobre as grandezas, por isso 
que os numeros são medidas de grandezas. 

Duas grandezas são ditas commensuraveis, logo que admit­
tem uma medida commum; a razão dos dous numeros ab­
stractos que lhes servem de medida, e que chamou se numero 
fraccionario, é o valor da razão das duas grandezas. 

Duas grandezas, que não admittem medida alguma commum, 
chamão-se incommensuraveis; o valor da razão d'essas gran­
dezas não pode sr.r expresso por numero algum fraccionario, 
porém pode sér obtido com uma approximação tão grande, 
quanto se queira; á esse numero fraccionario, que tende a ap­
proximar-se do valo1' limite de uma grandeza incommensura­
vel, deo-se, o nome de numero incommcnsuravel. 

Foi assim por exemplo que na extracção da raiz quadrada de 
um numero A, que não era quadrado perfeito, vimos que essa 
rait não podia ser expressa por numero algum, e conside­
rando os nu meros como medidas de grandezas continuas, essa 
raiz era uma linha tal, que os quadrados dos numeros, que 
medião outras linhas menores ou maiores que aquella, erão 
numeras menores ou maiores que A; convencionou-se porem 
em representar essa linha pela raiz quadrada de A; isto é 

pelo symbolo VA, a que deo-se o nome de numero incom­
mensuravel. É ainda uma extensão dada á nossa primeira de­
finição de numero. 
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A Geometria offerece-nos muitos exemplos de grandezas in­
commensura veis; a diagonal de um quadrado e um dos seos 
lados, tomado por unidade, são duas grandezas incommensu­
raveis; a razão d'essas grandezas é representada pelo numei'o 

incommensuravel v2; etc. 

Operações sobre os numcros lncommensurn,•eis, 

309. Assim como extendemos aos numero3 fraccionarios as 
operações e theoremas relativos aos numeros inteiros, assim 
tambem cxtenderemos aos numeros incommensuraveis as 
mesmas operações e theoremas, por isso que é util nas scien­
cias o generalisar-se; isto é encerrar-se debaixo da mesma de­
nominação o maior numero possivel de ideas particulares. 

Addição. Sejão Vif e VB dous numeros incommensuraveis 
dados; esla operação tem por fim buscar um numero que ex­
prima o valor de uma grandeza, que seja a somma das gran­

dezas representadas pelos numeros \/ A, e VB; indica-se esta 
operação da mesma maneira que sobre os numeros commen­
suraveis. 

Subtracção. Esta operação tem por fim buscar um numero 
qne exprima o valor de uma grandeza, que seja a differença 
entre as grandezas, representadas pelos numeros incommen­
suraveis dados. Indica-se esta operação do mesmo modo que 
sobre os numeros commensuraveis. 

lllultiplicação. Quando o multiplicadoi· é um numero com­
mensuravel, a definição é a mesma que a dos numeros intei­
ros, e comprebende-se facilmente; assim o producto de 

\/T por l~ é um numero exprimindo uma grandeza 4 vezes 

maior que a que exprime \/3; o producto de \/3 por ~ é 
um numero que exp1:ime uma grandeza igual aos quatro quin-

tos da que exprime \/3 . 
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Se o multiplicador é numero incommensuravel, a definição 
ordinaria da multiplicação não tem mais sentido algum. Defi­
niremos do seguinte modo : 

O producto de um numero qualquer A vor itm nume1·0 incom­
mensuravel Vn, é um numefo maior que os productos de A 
pelos numeros in{eri01·es a Vlf, e meno1· que os productos de A 
pelos numeros superiores a \/8. 

Indica-se esta operação entre os numeros incommensura­
veis como nos numeros commensuraveis. 

Divisão. Esta operação entre numeros incommensuraveis 
tem por fim achar um numero, que multiplicado pelo divisor 
reproduza o divide~do. 

Raiz qtta.drada, e cubica .. A definição é a mesma que para os 
numeros commensuraveis e comprehende-se facilmente. 

Pro,prledades elementares dos numeros 
lneommen&uravels. 

310. Qualquer que fôr o numero incommensuravel dado, 
pode-se sempre achar dous numeros commensuraveis , di.ffe­
rindo em uma quantidade tão pequena, quanto quizer-se, que 
comprehendão o numero incommensuravel dado; com etreito 
consideremos a seguinte serie : 

1 2 3 4 
o, n' n' n' n 

m+1 
n t • • • .. 

os numeros d'esta serie vão crescendo sem limite; logo, o nu· 
mero incommensuravel proposto será comprehendido en1re 
dous numeros commensuraveis consecutivos da serie supra, 
m m-t-1 d"rr 1 d . d 1-- e --, que 1uerem em ~; ora n po e sei· toma o ao n n n 

Biblioteca Pübllca Benedito L1ite 



DE ARITHl\lETICA. 

grande quanto se queira, em seguida a fracção ! será tão pe­
quena, quanto se queira. 

Posto isto, operar sob1'e numeros incommenstwa.veis signi­
fica opemr sobre numeros commensuraveis app1·oximados, que 
l>odem differir dos nttmeros incommensuraveis dados em qJ,1an­
tidades tão pequenas, quanto se queira. 

Por conseguinte, o resultado das operações sobre os numeros 
incommensuraveis é o limite dos resultados obtidos logo que 
substituem-se aos numeros dados numeros commensuraveis 
successivos, que se approximão indefinidamente dos pri­
meiros. 

Em vil'lude do exposto, pode-se considerar como evidentes 
os seguintes theoremas que forão demonstrados no caso dos 
numeros commensuraveis. 

r. Pode-se inverter em mn producto a ordem de seos factores 
sem altera1· o valo1· do producto. ' 

II. Para mu.ltiplicar-se um numero por um producto, basta 
lliultiplical-Ô par cada facto1· do producto successivamenle. 

III. Para multijJlicm·-se um product() por um numero basta· 
multiplicar-se um dos faclores pelo numero, conservando-se os 
Oltlros f actores, 

IV. O producto de dous ou mai.s productos de muitos factores 
compõe-se de todos os factores, que entrào n'esses productos. 

É preciso notar-se que as regras do calculo sobre as fracções 
0rdinarias de termos fraccionarios applicão-se aos numeros in:­
commensuraveis, 

Calculo dos radleaea. 

311, Dá-se o nome de radical não somente ao signal ~', 
como tambem á quantidade ç,'~, a sendo um numero qual-
quer; o numero m é o in(lice do radical. · 
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312. THEOREMA 1. O producto ~e muitos raclicaes de mesmo in· 
dice é igualá raiz do proclucto das qua,ntidades collocadas cle"­
baixo dos radicaes. 

Queremos demonstrar que : 

\fã xy1b xy1ê =\! a x b x e 

com effeito 

(t.'"/- t."'l-b 1.."'í:.)"' b V a X V '7' V e = a X X e. (nº 92) ; 

\"1/ d logo, a raiz do primeiro membro é igual a v a x b x e. o. q. e. n. , 
Tendo de multiplicar por exemplo os dous radicaes V98 e 

V18, diremos: 

isto mostra que o producto de dous numeros incommensura­
veis pode ser um numero commensuravel. 

O mesmo theorema permitte ~ultiplicaT um numero 5 pol' 
um radical V3, com effeito: 

5 x\fs =\152 x\!3 =\!25 x 3 =\Í75 

. Esta operação é o que se chama introduzir um factor sob 0 

radical. Vemos que para isso cumpre elevar o .factor a uma 
potencia de gráo, marcado pelo indice do radical. 

Reciprocamente. Se a quantidade collocada debaixo de u!1l 
radical pode ser decomposta em dous factores de maneira que 
um dos factores seja uma potencia exacta de mesmo gráo que 
o radical, tambem pode - se tirai· esse factor do radical. 
Assim: 
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313. THEOREMA II. O quociente de dous radicaes de mesmo ín­
dice é igual á raiz do quociente das quantida.des collocadas sob 
os radicaes. 

Queremos provar que : 

Com efl'eito, elevando o primeiro membro á potencia m , o 
que se faz elevando-se cada termo da fracção a essa potencia, 

temos L, Jogo a raiz do primeiro membro é igual á y'f . 
o, q. e. n. cl. 

Tendo de dividir os dous radicaes V1512 e Vl12, diremos : 

V1512 = . ; 1s12 = v36 = 6 
V42 V 42 

O mesmo theorema permitte dividir um numero por um ra­
dical ou um radical por um numero ; assim : 

V15 . V1 5 = . / 15 = . /~ . 
3 V32 V 9 V 3 

314. THEOREMA III. Eleva-se um radical a uma potencia, ele­
vando-se á mesma potencia a quantidade collocada debaixo do 
radical. 

Com effeito, é claro que 

( y1ãt = y-'a X \fã X ~/a X , , . , (nº 88) = 
= \!ª x a·x a x •.•.... (nº 312) = 
~ y-1~. 
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315. THEOREMA IV. Extrahe-se a miz de um radical multipl-i­
cando-se o índice do radical pelo índice da raiz, que se quer 
extrahir. 

Trata-se de demonstrar que : 

Elevando o primeiro membro á potencia n, temos ~' que 
elevado á potencia m dá a, logo o primeiro membro é a raiz 
de gráo m x n dea; o. q. e. n. d. 

conoLLARlO. Extrahe-se a raiz m x n de um numero a extra­
hindo-se a raiz m de a, e do resultado a raiz n. 

Em virlude do theorema precedente : 

••>;-•/- - .m r:.:;; 
Vª -vvª · 

316. THEOREMA V. Um radical não muda de valor quándo se 
multiplica ou divide por um mesmo numero o inrlice do radical e 
o expoente da quantidade collocada sob o radical. 

Trata-se de demonstrar que : 

Ora: 

•>f,1/- ." ;., / V amx,=V V a'"x, {nº 315). 

e 

~=</(am)'=a'" (nº 314); 

logo 

o. q. e. n. d. 
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conoLLARIO I. Simplifica-se um radical, dividindo-se seo in­
dice e o expoente da quantidade collocada sob o radical pelo 
seo maior divisor commum. 

Assim 

_21;- 7';;-3/~ . 3 /~ Vªis=ya =ya. 

COROLLARIO II. Reduzem-se mu'itos radica.es ao mesmo inclice, 
tomando-se por indice commum o producto de todos os in­
dices, ou melhor ainda, o menor mulliplo d'esse5 índices. 

Esta operação muito imporlante appresenta-se todas as vezes 
que se tem de multiplicar ou dividir muitos radicaes de indices 
diff eren tes. 

Seja proposto multiplicar \Yã por Vb; diremos: 

e geralmente 

:" ;- ." ;- '">!-"C "''>!"/- "'°>!-"/­V a X V b = V a"=v b"'= V a"x bm. 

l<:xtracçiio da raiz quadrada_ e cublea de um nume1•0 
lncommensuravel · por npproxhuaçaio. 

317. A regra que estabeleceo-se (nº' 286, 305) convem a um 
numero qualquer, por conseguinte a um numero incommen­
suravel. 

Para calcular a expressão V 3 + v·1 a menos de 1
1
3 por 

exemplo, segundo a regra, multiplica-se por 132 o numero 

(3 + V1); 

(s+V?)x132 =3 x 132+Vi xt32 
· ax1a2+~, 
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calculando-se V 7 x 1.3 4 a menos de uma umidade e ajuntan· 
do-se á raiz a quantidade 3 x 1.32, a somma é 954, cuja raiz a 

menos de uma unidade é 31. ; logo, ~ é a raiz pedida. 

Se o denominador da fracção que marca a approximação 
fosse uma potencia de 1.0, operar-se-hia da mesma maneira, ou 
melhor ainda segundo a regra dada (n• 287), 

Tudo quanto dissemos na théoria da raiz cubica sobre os nu­
meros inteiros e fraccionarios , convem tambem aos numeros 
incommensuraveis. 

Extracção das raizes cujos lodices só centcm os 
factores ~ e 3, 

31.8. Por meio da extracção da raiz quadrada e cubica po· 
de-se extrahir a raiz de um numero, cujo índice não contem 
outros factores primos senão 2 e 3. 

Raiz quarta. Seja p'roposto por exemplo calcular \Y122; ora 

(nº 315) ; 

extrahindo a raiz quadrada de 122 a menos de uma unidade, e 
d'este numero a raiz quadrada a menos de uma unidade, tere­
mos assim o numero pedido. 

._s;­
Raiz oitava. Seja proposto por exemplo calcular v 32ú6, 

sabe-se que : 

(nº 315); 

chega-se 'ao resultado por meio de uma serie de extracções de 
raiz quadr~da, a menos de uma unidade. ' 
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Raiz sexta. Seja proposto por exemplo calcular "12432 
a menos de uma unidade ; ora 

logo, para ter-se o numero buscado, bas1a extrahir-se a raiz 
quadrada do numero dado, e d'este a raiz cubica a menos de 
uma unidade. 

EXEB.CICIO s. 

I. Calculando-se a menos de uma unidade \/A= a, Vã= b, 
V5 = c, demonstrar directamente que c é a raiz oitava ele A 
a menos de uma unidade. 

II. Calculcir a menos de o,ot a expressão: 

15+V10 3o-Viõ 
X= 15-V10 + 15+V1õ, 

·111. Calcular \I 3 + \3/ 3 a menos de o , 001. 

IV. Calcula1· ~245 a menos de uma unidade. 

V. Calcular y131415 a, menos de uma unidade, 
VI. Calcular as expressões seguintes cum uma approximaçao . 

de 0,001 

.. 

e Xl7-3V7 

VII. Verificar a seguinte igualdade: 

(/[(5 + V3 )l - 78 V3 J X 100 . 10 
17 
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VIII. Verifica·t a seguinte igualdade: 

IX. Verificm· a seguinde igualdate : 

V5+2\/6 v5-2V6 v' v.- V2 +V_ V2 = . 2(\/3+1) 3+ 2 3- 2 

X. Verificar a seguinte igualdade: 

1. / 5-2 1.v 5-2 .r;- _ 
2 V V5 + V2 + 2\/5 -V 2 = v 

5 + V 3 

1Bl\OTH ECA PU BLIC:" 
d.O 
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CAPITULO PRDfEIIlO. 

OPERAÇÕES ABREVIADAS. 

C:onsldernções prellmlnares. 

319, As regras das operações sobre os numeros inteiros ou 
decimaes, que temos demonstrado até aqui, fornecem o resul­
tado exacto d'essas operações ; porém acontece muitas vezes 
que não ha necessidade de se obter senão um resultado ap­
Proximado; então é indispensavel o conhecimento de outros 
lllethodos mais rapidos que os ordinarios, por meio dos quaes 
sepossão obter esses valores approximados. 

320, Chama-se er1·0 absoluto de uma quantidade a difl'erença 
entre o valor exacto d'essa quantidade e seo valor approxi­
lllado. 

Assim tomando·se 3,27 em lugar de 3,276 ommette-se um 
erro igual a 3,276-3,27=0,006. Se em lugar de 4837 toma-se 
4800, o erro commettido é 37 unidades. . 

S7 
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O erro absoluto é por excesso quando o v;llor approximaclo 
que se toma é maior que o valor d'.l quantidade, e por defeito 

no caso contrario. 

321. Antes de passarmos ao estudo das operações abreviauas 

citemos alguns principios, que são de grande imporlancia, e 

é mister Ler sempre em vista. 

PRINC:IPIO I. Logo que á direita, ele um numero inteiro se subs­

tituem zeros a c,lguns algarismos, ·o erro commettido é menor 

que uma unidade ele ordem do ultimo algarismo conservado. 

EXEMPLO. Se em lugar do numero 3l1765 se toma 34700, o 

erro que se commette é menor que 1 centena; com effeilo, 

34765 - 34700 = 65, numero que é menor que 100. · 

PRINCIPIO II. Quando em um numero decimal se substituem 

zeros a alguns algarismos décimaes, o erro commettido é menor 

que uma unidade de ordem, do ultimo algarismo conservado. 

EXEMPLO. Se ao numero 2l1,6375 se substitue o numero 

2l1,6300 ou 24,63, o erro que se commette é menor que 0,0'1; 

com effeito o erro absoluto é 24,6375 - 24,63 = 0,0075, nn· 

mero que é menor que 0,01. 

Observação. Os dous principios precedentes subsistem ainda, 

quando se augmenta com uma unidade o ullimo algarismo con· 

servado; porém n'estc caso o erro é por excesso. Tomando-se 

24,64 por valor approximado do numero 24,6375, commelle-se 

um erro, por excesso, menor que um centesimo. 
322. Pode acontecer que o enunciado de uma questão exija 

que o erro commettido seja menor que meia unidade de ordern 

elo nllimo algarismo conservado. 
Ha tres casos a considerar : 

I. Se ha um só algarismo que é subsli~uido por zero (á di· 

reita do numero) e se este algarismo é 5, o erro commettido é 

justamente igual a meia unidade de ontem do u!Limo algarismo 

conservado. Assim, se em lugar de 23 145 toma-se 23,li, o erro 

absoluto é 0,05 ou meio decimo. 

II. Se o primeiro á esquerda elos algarismos que são substi• 
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tuidos por zeros é menor que 5, o erro absoluto é menor que 
meia unidade de ordem do ultimo algarismo conservado. 

Substituindo por exemplo o numero 4 7, 5 7 ao numero t,7 ,5728, 
o erro que se commettc é menor que meio centesimo ; com ef­
feilo o erro absoluto é 0,0028, numero que é menor que 0,005, 
ou rileio centesimo. ' 

III. Se o primeiro á esquerda dos algarismos substitui dos po1· 
zeros é 5, seguido de outros, ou maior que 5, augmenta-se 
com uma unidade o ultimo algarismo conservado, e o ·erro que 
se commette é menor que meia unidade de ordem do ultimo 
algarismo conservado, porém por excesso. Substituindo-se 
por exemplo ao numero 7!1,3!178 o numero 74,35 commelte-se 

• · um erro por excesso menor que' meio centesimo. 
Em resumo: 
Quando o primeiro algarismo supprimido á esquerda é me­

nor que 5, não se toca no ultimo alga,rismo conservado. 
Quando o primeiro algari~mo supprimido é igual a 5, se­

guido de outros, ou maior que 5, é preciso forçai· o ultimo alga-
1·ismo conservado; isto é, augmental-o com uma unidade. 

,lddlçiio abrewlndn. 

323. REGRA, - Para obter n somma de muitos numeras 
inteiros ou decimaes, approximada a certa unidade inteira oii 
decimal: 

1 ° Se não ha mais do que dez numeras a addicionar-se, to­
ma-se cada um d'elles com uma approximação dez vezes maior 
que a un·idade que marca a approximação do resultado; ajun­
tào-se os numeras, e na somma despreza-se o ultimo algarismo 
ú direita, augmentando,..se o precedente com uma unidade. 

2° Se ha mais de dez numeras e menos de cem, avalia-se cada 
um d' elles com uma approximação cem vezes menor que a uni­
dade qi,e marca a approximação do resultado., e na somma dos 
numeras desprezão-se os dous algarismos á direita, augmen• 
tando-se o precedente com uma unidade. 

S7~ 

• 
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Seja proposto buscm· a somma dos numeros lt,32765, 
234,7329, 28,ti67383, 3,1.li159265, approximada a menos de 
0,_01. 

Applicando-se a regra, dispoem-se:os numeros approxima­
dos a 0,001, do modo seguinte: 

li, 327 
23li_, 732 
28, 467 
3, 1.ld 

270, 667 

Desprezando-se o ultimo algarismo á direita, e augmcntan­
tlo-se o precedente 6 com uma unidade, a somma buscada é 
270,67 approximada a 0,01.. 

-DEMONSTRAÇAO DA REGRA, 

Como o erro de cada numero é menor que 0,001, e ha me-. 
nos de dez l)Umeros, é claro que o erro da sornma será menor 
que 0,001. x 1.0 = 0,01. 

Representando S a somma exacla dos numeros propostos, 
temos 

• 
S = 270,667 + a: 

a sendo uma quantidade menor que 1~0 , porém 

270,667 = 270,67 - (3 

1 ~ sendo tambem uma quantitade menor que 
100

; logo, 

S--;:270,67 +(ct.-~) 
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Ora (o: - ~) é menor que tio, por conseguinte 270,67 re­
presenta a somma pedida approximada a uma quantidade 

menor que 1t0 por defeito ou por excesso. 

Subtracção abreviada. 

314. REGRA, - Para obter a dtfferença de dous numeras, 
approximada a uma unidade inteira ou decimal, tomão-se os 
numeras dados, ambos para mais ou para.menos, approxima­
dos a wna unidade de mesma ordem que a unidade que marca 
aapproximaçào, e.opera-se a subtracção d'esses mtme1:os. 

Seja proposto buscar a difi'erença dos numeros 24,6328 e 
12,98367, approximada a 0,01. 

Appliquemos a regra : 

24, 63 
19, 9~ 

11, 65 

11,65 é a differença pedida, approximada a 0,01 por excesso ou 
por defeito. 

~ 

DEMONSTRAÇAO DA REGRA. 

Com effeilo, D representando a differença exacla dos nume­
ros propostos, temos 

D=11,65±o: 

ex sendo uma quantidade que deve ser ajuntada ou dirninuida 
da differença approximada; porém cc sendo uma diJierença de 
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duas quantidades, cada uma menor que 0,0'1, será menor que 
0,01, logo 11,65 difJ'ere da difl'erençaexactaem menos de O,OL 

o. q. e. n. d. 

lllultlplicnção abreviada, 

325. REGRA n'ouGHTnED. - Para obter o producto approxi­
mado de dous numeros inteiros ou dccimctes a menos de uma 
unidade inteira ou decimal, escreve-se o algarismo das unidct­
des do multiplicador debaixo do algarismo do m,ultipUcanclo, 
que representa unidades clez ve.::;es mais fracas que ct que marca 
o gráo da approximação pedida; invertem-se os algarismos do 

multiplicador; mtt ltiplica-se todo o mu ltiplicanclo po1· cada alga­
rismo do multiplicador, começando-se sempre a operação pelo 
algarismo do multiplicando que.se acha sobre o do multiplica­
dor; escrevem-se os productos uns sob os outros de maneira 
que os ultimas algarismos á direita, fiquem, em, linha vertical, e 
faz-se a somma. Supprime-se o ultimo algarismo á direita, 
augmentando-se o precedente com uma unidade ; o producto 
assim obtido e.rprime unidades de mesma ordem que a que 
marca a approximação. 

Seja proposto determinar o prnducto dos dous numeros 
3,14159, 12,101121, approximado a 0,001. 

Eis o lypo da operação 

3,14159 

121,10121 

3,14159 
62830 

31!11 
31 

3 

38,0164 
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Colloca-se o algarismo 2 das unidades do multiplicador de­
baixo do algarismo 5 dos dccimos-millcsimos do multiplicando, 
que exprime unidades dez vezes mais fracas qne 0,001; effec­
tuando-se os difierentes productos, como se disse, olltem-sc 
por producto 38,0164.; desprezando-se o ultimo algarismo e 
augmentando-se o precedente com uma unidade, o producto 
approximado _a 0,001 será 38,017. 

-
rnmONSTUAÇAO DA REGRA. 

Para provar que 38,017 cliffere do producto exacto cm menos 
de 0,00'1, bastará provar que a somma dos erros commeltidos 
é menor que b,001. 

É facil vêr-se que os differentes productos parciaes expri­
mem todos unidades de mesma ordem, decimos-millcsimos; é 
l)or esla razão que são escriptos, como manda a regra. 

Em cada multiplicação parcinl desprezarão-se sempre os al­
garismos do ,multiplicando ã direita d'aquclle pelo qual se 
devia começar a operação; o numero formado por aquelles al­
garismos é menor que uma unidade da ordcni d'estc, logo o 
erro do producto parcial é menor que um decimo-millcsimo 
multiplicado pelo algarismo correspondente do mulliplicador, 
e por conseguinte o erro commettido sobre a so1pma dos pro­
duetos parciaes é menor que 0,0001 x (1 + 2 + 1 + 1 +1.) ou 
-0,0006. Tambem não fez-se caso dos dous ullimos algarismos á 

esquerda no multiplicador, que formão um_ numero menor 
que uma unidade do algarismo seguinte 1, que se acha debaixo 
do algarismo 3 do mulliplicando, e como o mulliplicando é 
menor que (3 + 1) unidades, por conseguinte o erro que se 
commetle, desprezando-se aquella parte do multiplicador é 

menor que 0,0001 x ( 3 + t); isto é, menor que o,OOOl1. 

A somma dos erros é pois meno1· qne 0,0006 + 0,0004.; isto 
é, menor que 0,001 ; por con seguinte o producto cxacto dos 
dous numeros prnpostos é mriiot· qu:i 38,0164 e menor que 
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38,0164 .t- 0,001 = 38,0174; com maior razão o producto se 
acha comprehendido entre 38,016 e 38,018 ; logo, 38,017 que 
differe de cada um d'estes numeros em 0,001, difl'erirâ do pr.o­
ducto exacto em menos de 0,001, o que se queria demonstrar. 

Obsm·vação. A regra que se acabou de demonstrar, só con­
vcrn aos dous casos seguintes, o que resulta dos raciocinios que 
se fizerão precedentemente : 

I. Se todos os algarismos do multiplicador fôrem emprega­
dos, quando sua somma fôr menor que 10. 

II. Se todos os algarismos do multiplicador não fôrem em­
pregados , quando a somma dos algarismos empregados mais 
o algarismo á esquerda no mulliplicando augmentad-0 com uma 
unidade formarem um numero menor que 10. 

Se a somma dos algarismos empregados do multiplicador é 
maior que 10 e menor que 100, o que acontece quasi sempre, a 
regra acima sofi're uma alteração. Eis em que consiste essa ma­

, dificação, 
fün lugm· de escrevel'-se o alga.rismo das unidades do multi· 

plicador debaixo do algarismo elo multiplicando que exprime 
unidades dez vezes mais fracas, que a que marca o gráo c~a ap­
p1'oximação, colloca-se o elita algarismo sob o algarismo do 
multiplicando que exprime unidades cem vezes mais fracas; 
opera-se depois como manda o primeira regra, e á di1'eila do 
producto obtido omiltem-se os dous ultimas algarismos, augmen­
tando-se o precedente com uma unidade. 

Em virtude de tudo quanto se tem dito, comprehende-se fa­
cilmente como se deveria modificar a regra, se a somma dos 
algarismos empregados do multiplicador fosse maior que 100, 
e menor que 1000. , 

A demonstração da regra modificada é ide11tica á primeira ; 
deixamol-a ao leitor, dando no entretanto outro exemplo para 
mais clareza. 

Determi!'ar o producto de 3,14159265 por 2, 7182818 á 0,001 
proximo. 
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- Applicando a r~gra, temos : 

r· 3,1[1159265 
818,28172 

6 28318 
~() 2 19905 

• o 3141 
2512 -o 

62 e 
OJ 24 
r - 8,53962 0. 

· Desprezando-se os dous ultimos algarismos, e augmenlando­
se o precedente com uma unidade, o producto buscado, ap­
proximado a 0,001, é 8,5l10. 

Ordinariamente na pratica só se escrevem os algarismos nc­
cessarios. 

Divisão abreviada, 

326. REGRA. - Pam achar o quociente da divisão de dous 
nwneros inteiros ou decirnctes, approximado a, urna unidade, de­
termina-se em primeiro lugar o nume1·0 n de algarismos que deve 
ter o quociente; toma-se depois (n + 2) algarismos no diviso1· (a 
partir da esquerda), e no dividendo tantos ~uantos bastem para 
formar o menor numern possivel que contenha o divisor. Posto 
isto, obtem-se os algarismos do quociente dividindo o dividendo 
assim modificado pelo novo divisor, o resto d'esta divisão pelo 
divisor precedente privado do seo ult{mo algarismo á direita, o 
r.esto d'esta outra pelo divisor precedente privado do seo ultimo 
algarismo á direita, etc.; continua-se d'esta maneira até te1· 
considerado todos os algarismos do quociente, 

Seja proposto determinar o quociente da divisão do numero 
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l16732,l1873763 por 6,249074327, approximado a uma unidade. 
Appliquemos a regi·a precedente; o algarismo das mais altas 

unidades do quociente exprimindo unidades de mil, este terá 
quatro algarismos. Tomando-se 4 + 2 ou 6 algarismos no divi­
sor, este torna-se 624907,4327 ou 1.00000 vezes maior que o divi­
sor dado; multiplicando-se o dividendo dado por 100000 é claro 
que o quociente da divisão dos numeros propostos é o mesmo 
que o da divisão de 4673248737,63 por624907,4327 (nº 85). To­
memos n'este dividendo o numero 4673248 que contem menos 
de dez vezes o divisor inteiro 624907, e dividamos o primeiro 
pelo segundo, conforme a regra; 

M73248 [ 737,63 62!1907,4327 
298899 7478 

li8930 
5196 

~fBLI.OT-iECA.· PUB LIC 
d. 

STA O O í1ARA N HÃ(,, 
7li78 é o quociente pedido, approximado a uma unidade. 

-DEMONSTRAÇAO DA REGRA, 

O resto da divisão 204 é a differença entre o primeiro divi­
dendo parcial e o producto abreviado do divisor pelo quo­
ciente, o que pode-se ver directamente; com eífeito o primeiro 
dividendo parcial 4673248 exprime unidades de mil, e os dilfe· 
rentes productos parcia~s da multiplicação nbreviada do diviso1· 
pelo quociente 7li78 exprimem tambcm unidades de mil; ef· 
fc ctuemos esta multiplicação 
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_624907 ,l1327 

8747 

h37l13h9 

2h9960 

437h3 

h992 

!1673044 

267 

Ajuntando ao producto abreviado 4673044 mil os 204 mil do 

resto temos por somma 4673248 mil, que é j~stameule o l)ri­
meiro dividendo parcial. 

Assim 

4673248000==624907,4327 X 7478+204000, 

o traço indicando o producto abreviado dos dous factores. 

Ajuntando aos dous membros da igualdade supra uma mes­

ma quantidade 737,63, temos: 

4673248737,63 =62l1907,4327 X 7478 + 204737,63. 

Substituindo ao producto abreviado o.producto exacto, o se­

gundo membro cresce em uma quantidade que é justamente 

igual ao erro do producto abreviado, que chamamos e; logo, 

diminuindo o segundo membro de e, temos 

l1673248737,63 = 624907,4327 X 7478 -1- 204737,63 - e. 

Se demonstramos que cada uma das quantidades, 204737,63 

e e é menor que o divisor, 7498 será o quociente approximado 

a uma unidade. Ora 204 é o resto da divisão parcial, onde o di­

visor 625 exprime unidades de mesma ordem; logo, 

20{1 < 624 
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e a forliori 

204737,63 < 624907,4327; 

pela multiplicação abreviada se sabe que e é menor que 100· 
mil, porém o divisor contem 624 mil, logo e é menor que o di· 
visor. 

Cada uma das quantidades, o resto, e o en·o sendo menor que 
o divisor, a differença será ainda muito menor; logo, 7478 rc· 
presenta o quociente approximado a uma unidade. 

Obse1·vação I. Se o quociente deve ter n alg_arismos, toma-se 
(n + 2) no divisor a fim de que o ultimo divisor emprepado 
tenha tres e seja ao menos igual a 100 (1), limite do erro do 
producto abreviado. É claro que se aquelle limite fosse maior 
que 100, e menor que 1000 seria necessario tomar tres ãlga· 
rismos de mais no divisor em vez de dous. 

Observação II. O quociente será approximado por excesso 
ou por defeito se o resto fôr menor, ou maior que o erro do 
producto abreviado. Se o resto é maior que 100, o quociente é 
approximado por defeito; porém se é menor que o limite do 
erro do producto abreviado, não se pode conhecer, se é por 
excesso ou por defeito. 

Observação III. Se no divisor os primeiros algarismos são 
zeros, contão-se os (n + 2) algarismos a partir elo primeiro 
algarismo significativo á esquerda. 

Obse1·vação IV. Pode acontecer que um resto contenha dez 
vezes o divisor; a partir d'ahi os algarismos restantes do quo~ 
ciente são todos nove, e o quociente é approximado por defeito. 

Em lugar de operar assim, pode-se augmentar o algarismo 
precedente .com uma unidade e completar por· meio de zeros o 
quociente, que n'este caso é approximaclo por excesso. 

Observação V. Determina-se o quociente da divisão de dous 

(1) É claro que 100 exprime unidades de ordem do algarismo á direita do 
ultimo uivisor empregado. 
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numeras dados, approximado a uma unidade decimal, por 
exemplo a 0,001, mulliplicando-sc o dividendo por 1000, e 
buscando-se o quociente approximado a uma unidade, como 
inunda a regra (nº 326). 

F.xtrneç,io nbre,,incln ,ln rol~ qunc!rn,la de um 
nmne1·0 inteiro. 

327. Sabe-se pelo que se disse na theoria ela raiz quadi·ada 
Cjue a extracção da raiz quadrada de um numero inteiro ou 
decimal, approximada a uma unidade decimal, reduz-se 
sempre á, extracção da raiz quadrada de um numero inteiro, 
approximado a uma unidade. 

THEOREMA. Quando 11a extmcção da raiz quadrada de um 
numero intefro tem-se obtido mais de metade dos algarismos da 
raiz ou somente a metade, se o primeiro é 5 ou maior que 5, 
Pode-se obter os outros, d'ividindo o resto pelo dobro da raiz. 

Seja A o numero dado, a a parte achada da raiz com seo 
Valor relativo, x o numero ordinariamente incommensuravel 
(Jue é necessario ajuntar a a para formar VX, e R o resto 
logo que se tem subtrahido a 2 de A. Ora A ditrerindo de 
(a+ ~)2 em uma quantidade infinitamente pequena_ pode 
mos pôr: 

A= (a+x)2 =a2 +2 ax+x2
; 

8Ubtrahindo a2 de um e outro lado, temos : . 

A-a2 =R=2ax+x2
; 

d'onde deduz-se : · 

2ax=R-x2
, 

em seguida 
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11 a;2 

X=2 a -2a· 

Se n designa o numero dos algarismos desconhecidos da rair. 
é claro que 

X < 10", 

em seguida 

a;2 < 1Q2n j 

de outro lado a tem por llypothese quando menos 2n + 1 al- . 
garismos, ou 2 n se o primeiro algarismo é igual ou superior a 
5, de maneira que ter-se-ha sempre 

por esta duplice razão 

2 a > 102
" ; 

x2 <1 
2a 

Assim desprezando-se a fracção ;: , o quociente completo 
n . - será o valor de x por excesso, approximado a uma uni-

2 Ct 

dade; tomando-se somente a parle inteira d'aquelle quo· 
ciente o valor de x será approximado a uma unidade por 
excesso ou por defr,ilo. 

Seja proposto, por ~xemplo, cxlrahir a raiz quadrada de 
3'141592653589, approximada a uma unidade, 
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Eis o typo da operação : 

3.1ú.15. 92.65. 35.89 1772[152 

2 1h 271347,3542 
25 15 

86 92 

16 08 65 3 5 89 35liú000 
1 87 05 

9 35 3 
2 2ú 5 

4 5 2 

A raiz do numero proposto devendo ter sete algarismos, cal­
culão-se quatro pelo melhoclo ordinario; esses quatro algaris­
mos sendo 1772, a primeira parte da raiz que no raciocinio 
supra chamou - se a é 1772000, e o resto correspondente 
1608653589; divide-se esse resto pelo dobro da parte achada 
na raiz, isto é, por 35ú4000; ou 1608653 por 3544 (nº 68) ; o 
quociente 452 é a parle complementaria da raiz; assim, a raiz 
pedida é 1772452, approximada a uma unidade. 

Exh'neçáio abreviado dn raiz eublen de um nume1•0 
lntch•o, 

328. THEOREMA. Quando na extmcção da raiz cubica de um 
numero inteiro se tem obtido mais da metade dos algarismos dct 
raiz, pode-se obter os outros, dividindo-se o 1·esto por tres ve:;es 
o qiw.clrado da par1e achada. 

Seja A o numero inteiro dado, a a parte achada na raiz, h 

o numero dos algarismos da raiz, x o numero ordinariamente 
incommensuravel que é ncccssario ajuntar a a para obter-
se \}'A. 

Podemos pôr sem erro sensivel : 

A= (a+x)3 =a3 + 3a2 x+3ax2 +x3
; 
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subtrahindo de um e outro lado a~, temos 

R = A :- a' = 3 a2 x + 3 ax 2 + a} , 

R representando o resto da operação; dividindo a igualdade 
supra por 3 a2, temos : 

R 3ax2+x' 
3a 2 = x + 3a 2 

d'ondc se deduz : 

Sendo n o numero dos algarismos da raiz, 0 numero dos 
algarismos achatlos na raiz pelo methodo ordinario é quando. 

n n+2 . menos 2 + 1 = -r , por consegumte x contem quando 

. n+ 2 . . 'n-2 mmto n - - 2-, isto e ·- 2-; é claro que 

n-2 

X < 10- 2 e CL > 1 Q• - , ; 

em seguida 

X2 < 10"-•, 3 (L > 3,10"- I ; 

por esta duplice razão : 

a:;2 1.ou-2 l 
-<---=-3a 3.to"- 1 30 

De outro lado x sendo menor que a 

X X - < 1, em seguida 3 + - < 4 a a 
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logo 
a:;2 ( ~) ..!._ , -~ 
3a 3 +a <30X!l-1 :í 

Ass im o q uocienle completo 3~2 dará o valor de x, approxi­

mado à -1
2

..; por excesso; tomando-se porém somente a parte in-
· a 

teira d'aquelle quociente, obter-se-ha x , approximado a uma 
unidade por excesso ou por defeito; como applicação propo­
nhamo-nos a extrahir a raiz cubica do numero 

43294678235462396423 

approximada a uma unidade. 
Eis o Lypo da operação : 

l13.29ú. 678. 235,462. 396.[123 

27 

·162.% 

[128 75 

35-11 

'16213.32 = 27 
5 

(35) 3 = 42875 

h '19 6. 78 

l,32 {13 5 51 

:>1 1 27 235 

!132 80 5 J9 831. 

lr19ti 1 \35
2
=367~ 

(3.H) 3 = li 3243551. 

51127213.351 2 =36960 
'1 

1h 1 58 t,Oti 
(3511 )3 = 432805'19831 

\1='ili158l1Ol1li62396li 2 3 
a=35HOOO 

3 (1 2 .:_ 3 (3511000)2 = 36981361000000 
R · 1li15840li462396li23 

X= 3a2 = 3598'136'1000000 

1li1584,04462396423 36981,361000000 
30641 382 

1057 
319 

~s 
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X=382 
VA=a+ :t:=3511000+ 332=3511382. 

Os quatro primeiros algarismos da, raiz, 3511, fôrão determina· 
dos pelo methodo ordinario; os tres ullimos, como manda a 
regra (que acima demonstrámos), dividindo-se R por 3a2, e cal­
culando-se o quociente a menos de uma unidade, para o que 
empregámos o methoclo da divisão ttbreviada (nº 326). 

EXE RCiCIOS, . 

I. Calcular a menos de 0,01 

l167 ,3256 + O,l,326 + 3,00567 + 15,07l132678. 

II: Calculm· a menos de 0,001 

567,67087 - 5,6073296. 

III. Calcular et menos ele wna unidade 

22674,832 X l167,52356. 

IV. Determina,· a menos de 0,000'1 o proclucto seguinte 

O,Oli32763 X 0_,6075367. 

V. Determinar, a menos ele 1mia imidade, o quooiente se­
guinte 

1li158406462396623 
36981361000000 

VI. Calcular, a menos de 0,001 o quociente seguinte 

li672,32587li8 
32,567279 
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VII. Calcular a menos de o; 1 o quociente da divisão dos dous 
nttmeros : 367,253468, 0,0037526 . 

VIII. Calcular a menos de urna unidade 

\/67ú3090532093ú67. 

IX. Calcular a menos ele ttma unidade 

\1/25300080007854972. 

X. O anno tropico consta de 365,2ú226 dias solares mcdios, e 
o anno sideral ele 365,25538 ; determinar esses annos em dias 
sideraes, a menos ele 0,001, sabendo-se que o dia solm· medio 
eqi1ivale a 1,00273908 dia sideral. 

18. 
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CAPITULO IL 

EBBOS A'J3SOJ.VTOS. 

Constderaç6es prellmb1arei.. 

329. No capitulo precedente expômos os methodos abrevia­

dos para se effectuarem as differenles operações da Arilhmetica 

sobre numeros exactos, porém na maior parte das questões, 
que se appresentão na pratica, as quantidades que se conside-

1·ão não são conhecidas senão approximadamente. 
Os l'nstrumentos empregados nas sciencias d'observaç.ãonão 

sendo perfeitos, os numeros que resullão das div·ersas expc­
riencias não são exactos, e como depois são submellidos ao 

calculo, segue-se que o resultado das operações ao qual 
se chega, é lambem inexacto. Alem disso podem entrar no 
calculo outras quantidades como raizes incommensuraveis, 

n (razão da circumferencia ao diamctro), ele., quantidndes, 

cujos valores só podem ser obtidos de uma maneira appro.xi 
mada, de modo que duas questões principaes se appresentão 
n'esta theoria importante da Arilhmelica : 

I. Conhecendo-se o gráo d'approximaçào de cada dado de 

uma questão, determinar o gráo d'approximaçli.o do resultado. 

II. Determinar o gráo d'approximação com que se deve cal­

culm· cada dado de uma questão, para que o resultado seja ob-

tido com uma approx imação desejada. • 
Eis um principio de grande importancia n'esta theoria. 
3~0. PRINc1r10. Se uma quantidade é muita pequena, em um 

calculo d' approximações pode-se desp1·eza1· o quadrado, o cubo, 

e as potencias superiores d'aquella quantidade. 
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Porque isso significa desprezar uma quantidade muito pe­
quena relativamente a outras maiores. 

Antes de tratarmos questão alguma façamos conhecer a si­
gnificação das leltras de que nos serviremos n'este capitulo. As 
lettras A, B, C .... designarão quantidadas exactas; a, b, e, .... 
valores approximados d'aquellas q~antidades; ex, ~. ). · .... erros 
absolutos commeltidos sobre aquelles valores, e E o erro ab­
soluto commettido sobre o resultado de uma ou muitas ope­
rações. 

~ddiç,io. 

331. PRIMEIRA QUESTÃO. - Tomando-se a, b, e ..... em lugm· 
de A, B, C ..... a, b, e ..... commettem - se os er1·os respectivos 
ex, ~, y ..... ; suppondo-se esses erros no mesmo sentido , po1· 
exemplo, todos por defeito, pergunta-se o e1·ro comrnettido sob1'e 
a somma. 

Temos por hypothese : 

A=a+ex 
R=b+~ 
C=c+). 

...... ' 
sommando membro a membro essas igualdades, 

A+B+C+ .... =a+b+c+ .... +ex+~+,+ .... 

e em virtude da definição (nº 320) 

E=A+B+C+ .... -(a+b+c + .... )=a+~+,+ •. ,. 

Assim, quando os e1·ros leem lugm· no mesmo se11tido, o erro 
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commettido sobre a somma é igual á somma dos ên·os (i) . 

Observação. Se os erros commettidos sobre os nmneros são 
uns por excesso , e outros por defeito, vê-se facilmente pela 
igualdade supra que o erro commeltido sobre a somma é me­
nor que a som ma dos erros. 

EXEMPLO. Sefa proposto acldicionar os seguintes n11meros, 

t,,3276 
8,2065 
3,79!,3 
6, 7280 

23,0564 

approximados por defeito cada um a uma unidade de ordem 
do seo ultimo algarismo ; isto é, a menos de um clecimo-miUe­
simo. 

A somma será tambem approximada para menos, e o erro 
commellido sobre ella é menor que 4 decimos-millesimos; as­
sim a verdadeira somma é comprehendida entre 23,056!i e 
23,0568 ; desprezando-se o ultimo algarismo, como inexacto, 
tem-se por valor da somma o numero 23,057, approximado a 
meia unidade da ordem dos millesimos. 

SEGUNDA QUESTÃO.- Determinar o gráo d'approximação com 
que deve-se tomar cada numero a, b, e, ..... para que a somm~ 
seja obtida com uma approximação desejada E. 

Esta questão ja foi tratada no nº 323. 

( t) Ordinariamente na pratica não se conhecem os erros absolutos, commet­
tidos sobre os numeros, porém limites superiores d'esses erros, de sorte que na 
nddição, por exemplo, a, ~. "'( ...... são limites superiores dos erros commctlidos 
sobre a, b, e . .. .. ; então E, eno da somma, é menor que a somma dos erros, e 
nãe igual. 
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332. PnmEIRA QUESTÃO. - I. Se os el'l'os stío ele mesmo sen­
tido, J)Or exemplo por defeito, temos : 

e 

d'onde se deduz : 

A= a-t- C1. 

B=b+ r 

A-B=a-b+C(- [1 ; 

E=-= (A-B) - (a-b) =ct.-~. 

Assim, o erro da, dif[el'ença é igualá dif[erença elos erros, 
quando são de mesmo sentido. 

II. Se os erros são de sentido op posto, o minucnclo por exem­
plo por defeito, e o subtrahendo por excesso temos: 

e A-B=a-b+ct+~; 

d'onde se deduz : 

E= (A-B) - (a -b)=ct+~. 

Assim, o erro da differença iguala ásomma dos erros, quando 
são ele mesmo sentido. 

EXEMPLO I. Calcular a di[ferença dos dous numel'os 24,338 e 
12,492, approxi'l'r}ados cada um a uma unidade elo ultimo al­
garismo, o prirnefro por defeito, o segundo vo1· excesso. 
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Subtrahindo, temos : 

TRAHDO 

24,338 
12,{192 

11,8li6 

O minuendo é mui lo fraco, e o subtrahendo muito forte; 
por esta duplice razão a diITerença é muita fraca, porém o erro 
da dilierença é 2 millesimos, por conseguinte a verdadeira dif • 
ferença é comprehendida entre H,846, e 11,848; como o ulti· 
mo algarismo é inexaclo, tomaremos por valor da di[erença 
11,85, numero approximado a mr.io centesimo por excesso. 

Acontece muitas vezes que não se conhece o sentido do erro; 
então deve-se sempre tomar o caso mais desfavoravcl, como 
vamos ver no seguinte exemplo. · 

EXEMPLO II. Diminuir 2,958 de 4,683, numeras approxima­
dos a um millesimo. 

Operando, temos : 

li,683 
2,958 

1,725 

Tomando o caso mais desfavoravel, o erro da diffcrença é 
2 rnillesimos, por conseguinte a verdadeira differcnça acha-se 
comprehendida entre 1,723, e 1,727; 1,72 será a diITerença 
buscada, approximada a um centcsimo por defeito. 

SEGUNDA QUES1:Ão. - Qual o erro que se deve commetlel' so­
bre a, e b, vara que o erro cllt di{{erença seja menor que inna 
quantidade dada E. 

Esta questão ja foi tratada no nº 32l,. 

lllultlplienção. 

333, Pllli\1EIRA QUESTÃO. - I. Um dos fac/ores, vo1· exemplo 
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o multiplicando, s~ndo approxünado a uma qu011tidade o:, e o 
outro fa.ctor exacto, qual o erro commettido sobre o producto ? 

Multiplicando por B a igualdade 

temos: 

AXB=a>< B+ci: x B; 

d'onde se deduz : 

E=kxB--a X B=ci:X B. 

Assim, o e1·ro do producto é igual ao p1·oducto do erl'o do fac­
to1· approximado pelo factor exacto. 

II. Ambos os factores são app1·oxinwdos a o:, e b, qttal o erro 
do producto? 

Multiplicando as igualdades seguintes membro a membro, 

temos: 

A x B-= a x b + b x o:+ a x 6 + o: x 6; 

d'onde se deduz : 

E=A x B-a x b=b xo:+a x 6+cx x6; 

o producto.oe x 6'podendo ser desprezado, porisso que a, e 6 
são quantidades ordinariamente muito pequenas (nº 330), 

pode-se tomar sem inconveniente, 

E=bxa+ax6. 

Assim, o erro do producto iguala á somma dos productos que 
se obtem, multiplicando-se cada f actor pelo erro do ouh·o. 



282 TRATADO 

Observação. Se os erros são de sentido contrario o erro do 
producto torna-se menor, por isso que então IE= b x o:-axS. 

EXEMPLO I. Sejct proposto multiplicar 2, 71828, approximado 
a 0,00001, por 13,483073, numero exacto. 

O multiplicador sendo menor que 20, o erro do producto é 
menor que 0,00001 x 20 = 0,0002 , por conseguinte menor 
que 0,001. Calcular-se-ha o producto com tres algarismos dc­
cimaes. 

Empregando-se a regra d'Oughtred acha-se que 36,651. é o 
producto pedido approximado a 0,001. 

EXEMPLO II. Calcular o producto dos dous numeras 67 ,48604·, 
21,46743, approximados por defeito a menos de 0,00001. 

A fim de diminuir o erro do producto tomaremos o multipli­
cador por excesso; o erro do multiplicãndo causa no producto 
um erro menor que 70 centesimos-millesimos, ou 7 decimo~­
miltesimos, e o do mullipli or um erro menor que 30 cente­
simos-millesimos, ou 3 decimos-millesimos, porém esses erros 
sendo de sentido opposto, é claro que o erro do producto será 
menor que o maior d'esses erros; isto é, menor que 7 decimos­
millesimos, e a fortiori menor que 1. millesimo. Calcular.se-ha · • 
o producto com tres algarismos decimaes. Applicando-se a 
regra d'Oughtred acha-se que 99,031 é o producto, approxi­
mado a menos de 0,001. 

334. SEGUNDA UESTÃo. - I. Qual o gráo d'approximação 
com que deve-se calcular a para que erro do p1'0dttclo seja me­
nor que E. 

O factor B sendo exacto, e o: sendo o erro de~conhecido, 
bastará pôr 

d'onde se dedu~: EC PUBLICA 
o 

o: < T DO DO f ARANH,1r 
Assim, o erro do fac.tor deve ser menor que o quociente do 

e1·ro do producto divido pelo factor exacto. 
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JI. Os d0us fac /ores sendo approximados, qual o gráo d'ap­
proxinwção com que deve-se calcular cada um d'elles para que 
o limite do erro do producto seja menor que IB. 

Em virtude da primeira questão , e1. e ~ sendo os erros des­
conhecidos, bastará escrever: 

b xa+axS <E; 

poder~sc-ha sempre tomar a assaz pequeno de modo que bxa 
seja menor que E, e depois determinar 13 de tal maneira que o 
producto a x b junto á b x a faça uma som~a menor que JE. 

EXEMPLO l. Calcular a ufn clecimetro quadrado proximo a 
superfi cie de um circulo, ct1,jo raio é igual a 1,30. 

A Geometria fornece a seguinte formula 

S=rc X U\ 

onde S representa a superficie do circulo, rc a razão da circum­
ferencia ao diametro, numero que é igualá 3,1M59265 .... e R 
o raio do circulo. 

Calcular a superficie do circulo a menos de um decímetro 
quadrado é o mesmo que calcular o producto rc x R2 a menos 
de um centesimo, para o que deve-se tomar 

tomando por conseguinte rc com dous algarismos decinrnes, 
temos: 

S = 3,14 X 1,69 = 5,3066; 

a superficie buscada é 5,31, approximada a menos de um cen­
timetro quadrado. 

ExE~1PLO II. Calcular a menos de wn millimetro a circumf'e-
1·encia do circulo circumscripto a um quadrado, cujo lado é 
igualá um metro. 
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Sabe-se pela Geometria que o raio d'csse circulo é igual a 
\ V2, e se C designa a circumrerencia, tem-se 

Trata-se de calcular um producto de dous factores approxi· 
mados á 0,001 proximo; tomando-se os erros. · 

ex < 0,0001, e ~ < 0,0001 

e em sentidos oppostos, é claro que se terá 

b X ex+ a X ~ < 0,001 

por isso que cada um dos factores incommensuraveis y2, e 1t 

é menor que 10; tomar-se -ha por conseguinte 

V2 = ,4142 1t= 3,1416. 

Empregando-se a regra d'Oughtred, achá-se que o compri· 
rnento da circurnferencia é 4,443, npproximado a 0,001. 

PRODUCTO DE MUITOS FACTORES, 

335'. Suppondo 

A=a+oi, B= b+~, C=c+'l, D=d+cl, 

qual o erro que se commelle tomando-se em lugar do producto 
exacto A. B. C. D , o p1'oducto approximado a. b. c. • 

Se um factor somente fosse approximado, por exemplo A, e 
os outros exactos, o erro do producto tomando-se em lugar de 
A. B. C. D, o producto approximado a. B. e. D seria 

(a+oc), B. C. D. -a. B. C. D. =a. B. C. D. +oc. B. C. D. -
-a.B.C.D.=oc.D.C.D, 

isto é , igual ao errn do f actor multiplicado pelo producto dOf 
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ouh·os f actores, isto quer dizer que o producto e.xacto diminue 
de (1.. B. e·. D. . 

Será facil ver-se que mudando B cm b no producto a. B. C. D, 
este diminue de um numero menor que S. a. C. D, ou melhor 
ainda de um numero menor que S. A. C. D, e assim até o ulti­
mo ; de sorte que tomando a. b. e. d. em lugar de A. B. C. D, 
este producto diminue de uma quantidade menor que 

CI.. B. e. D.+ ô. A. e. D. + '/, A. B. D.+ o. A. B. e. 

Assim, o erro commellido cm um producto de muitos facto­
res, approximados por defeito, é menor que a somma que se 
obtcm mulliplicando-se o limite do erro de cada faclor pelo 
producto de todos os outros. 

Obse1·vaçào I. Como a maior par! das vezes os faclores não 
são conhecidos exactamente, para calcular-se o CITO do pro­
duelo tomão -se aquelles, approximados por excesso. 

Obsel'vaçào II. Se todos os factores são approximados a uma 
• ffi C'sma quantidade O!, o erro do producto E é menor que 

(b, 1 d' 1 ,, d' + 1 b' l' + 1 1 b' ) e!X .e .. +a. e . . a .. <. a. e .. 

a', ll, e', d', designando os valores de A, B, C, D, approximados 
por excesso. 1 LIO:- ...JE.LIC 

do 

FtNHÃO 

336. PRIMEIRA QUESTÃO. - Sendo (1. o erro co1nmettido sobre 
tim numero approximado a, qttal o e1'1'0 sobl'e o quacll'ado cl'esse 
nttmero? 

E!ernndo ao quadrado a igualda_de 
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temos: 

d'onde se deduz: 

TIUT.A DO 

1E = A 2 
- a2 = 2 X a X o:+ ct.

2
; 

desprezando ct.2 (nº 330), Lemos: 

E=2 X a X ct., 

Assim, o erro sobre o quadra elo ele um numero, approximaclo, 
tf, .~aual ao erro sobre o numero multiplicado vor duas vezes esse 
:JEtmero. 
2 ExrnPLO. Calcular a s11perficie elo circulo, cujo raio etpproxi· 
;iiaclo a wn centímetro é 3,;,2. 
-e A superficie S de um circulo é dada pela formula seguinte : 

) o "'­
' ') C) 

o 
O erro sobre o quadrado R2 é menor que 2 x 4 x 0,01 ou 

g o,os, e a forliori menor que 0,1 ; o da superficic será men~r 
<e que o, 1 x -rr, isto é, menor que 0,4 ; tcr-se-ha pois a superfic1e 
[;; a menos ele um melro quadrado. Eliectuanclo-sc os calcu1os 
LU acha-se IP= 12,4, e S= 39"'-~-a menos de um melro quadrado. 

337. SEGUNDA QUESTÃO. - Qual o gráo d'apvroximaçao c0 11 1 

que deve-se tomar mn numero approximaclo a para q1ie o erro 
sobre seo quadrado seja menor que ttma unidade dada IE. 

O erro do quadrado sendo 2 x a x o:, bastará pôr : 

tl'onuc se deduz : 

2xa x o:<E, 

1E 
et.<-')-- . . x a 

Assim, o erro sobre o numero approa.:imallo cleue ser menor 
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que o quociente da divisão do eno sobre o quad1'ado 1Jelo dobro 
d'esse numero. 

C:ubo. 

338. PRIMEIRA QUESTÃO. - Tomando-se a em lugar de A com­
mette-sc um erro o:, qual o erro comm.etticlo tomando-se a' em 
lugar de Al. 

Elevando ao cubo a igualdade 

A= a X o:, 

temos: 

d'onde se deduz : 

desprezando-se :; x a x a2 e a' que são quantidades muito pe­
quenas relativamente ás outras, pode-se pôr sem erro sensi­
vel: 

E= 3 X ct2 X o: , 

Assim, o erto sabre o cubo de um numero, 'approximado, é 
igual ao er1·0 sobre o numero multiplicado por tres vezes o sco 
quadrado. 

339. SEGUJSDA QUESTÃO. - Qual o erro que se deve commetler 
sobre o numero approximado a , para que o cubo seja obtido 
com, uma approximação desejada E. 

O erro sobre o cubo sendo 3 x a2 x o:, ba~lará pôr 

3 X a2 Xa < E, 
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d'onde se deduz : do 

ESt Aoo DO f,1A.il, h ÃO 
rl.< - -

3 X lt2 

Assim, o limite do erro sob1·e o numero approximado deve ser 

me-no1· que o quociente da divisão do limite do erro sobre o cubo 

por tt·es vezes o quadrado do numero approximado. 

l"oteucla de gráo m, 

340, PRIMEIRA QUESTÃO. - Sendo(/. o erro commelticlo sobre 

um numero approximado a, qual o erro commettido sobre a po· 

tencilt am. 
Como a•• é um producto de m faclores iguaes a a., é claro 

(nº 335) que 

E=a.m. a"' - 1 

Assim, o errocommettido sobre a potencia de gráo me menor 

que o erro commettido sobre o numero multipUcado vor m vezes 

a potencia de gráo m-1. 

SEGUNDA QUEsrÃo. - Qual o gráo d'approximação com que 

deve-se tomar a pam que o e1To sobre a'" sejà menor que E. 

Acabámos de ver que o erro commettidosobre a"' é(/., m. a"•- 1
, 

sendo a o limite do erro commcltido sobre a, logo satisfare­

mos <i fortiori á questão, pondo : 

•• - 1 E d' d (/., m. a < , on e (/. < ,,. -· 1 
m.a 

lE 

Assim, o erro commettido sobre o nume1'o deve ser menor que 

o limite do er1'o que se quer commetter sobre a potencia divÚlidO 
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po1· m vezes a potencia de gráo m - 1. do mesmo numero ap­
prox'hnado. 

Divisão.' 

341. PRIMEIRA QUESTÂo. - J. O dividendo sendo approxi­
màdo, e o diviso,· exacto, 

Dividindo a igualdade A= a+ ct pelo divisor exacto B, 
temos . 

· d'onde se deduz 

A a ct E=--=-B B B 

Assim, o erro do quociente ele wn numero approxinwdo por 
111n numero exacto, é igual ao erro do dividendo dividido pelo 
divisor. 

II. O dividendo sendo exacto, e o divisor approx imado. 
O erro do quociente será 

.iqnantidade f1 sendo muito pequena relativamente a b no de­
nominador, pode ser desprezada de modo que a expressão do 
erro torna-se: 

Ax~ E=IT· 

Assim, o erro elo quociente de urn numero exacto po1· wn nu­
mero approximado é igua.l ao erro do divisor multiplica.do pelo 
d'ividendo, e dividido pelo quadrado elo diviso1·. 
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III. O dividendo e o divisor sendo numeras approxirnados. 
Tomando o caso mais desfavoravel, em que os erros são de 

sentidos conlrarios, temos : 

E=! -~=ª+":_~= bxo:+af, 
B b b - f, b b (b - P,) ' 

BIBLJOTHECA PUBLICI 
e desprezando f1 no denominador do 

ESTADO DO MARAN HÃ( 
E-bxo:+axf,_o: ap, 

- b2 -b+b2 

Assim, o erro elo quociente de dous nurnerns approximados é 
igual á somma elos dous erros parciaes. 

EXEMPLO 1. Dividir 2346780,94327 approximado a 0,01 pelo 
numero exacto 4,276325783. 

O d 
. . , 0,01 d . erro o quociente e menor que li,

276325783 
e em ec1-

n1aes menor que 0,003 ou melhor ainda menor que 0,01. Ter­
se-ha pois o quociente com dous algarismos decimaes. 

EXEMPLO II. Dividir o numero exacto l13, 729 pelo nitmero 
6,287, approxirnado ct 0,001. 

O dividendo sendo menor que M, o divisor màior que 6, o 
. 4l1 X O 001 erro do quociente será menor que --si-- ou menor- que 

0,002, ou melhor ainda menor que 0,01. O quociente terá dons . 
algarismos decirnaes exactos. 

Empregando-se o methodo ela divisão abreviada, acba-sc o 
quociente 695,54, approxirnado a menos de 0,01. 

EXEMPLO III. Dividir 3,ú67 approximado a 0,001 vo1· 1ti,37 

aprnximado a 0,01. 

O erro proveniente do dividendo é menor que \ºt , ou 

menor que 0,0001; o erro proveniente elo divisor é menor que 
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l1 X 0,01 
196 ou menor que 0,0003; por conseguinte, o erro com-

metlido sobre o quociente é menor que o 0,0001 + 0,0003 = 

=0,0004, ou melhor ainda menor que 0,001. Tcr-se-ha o quo­
ciente com tres algarismos decimacs exactos. 

Applicando-se o methodo da divisão abreviada , acha-se q1Je 
o quociente pedido é 0,241. 

3l12. SEGUNDA QUESTÃO. I. Qual o erro que se deve commelte1' 
sobre o dividendo a, para que o erro do quociente pelo divisor 
exacto B seja menor que E . 

Sendo r1. o erro desconhecido é claro que bastar.í pôr: 

a E . 
n ~ ' 

d'onde se deduz : 

r1. < :l'.E X D. 

Assim, o e1·ro que se deve commettel' sobre o dividendo deve 
se1· menor que o proclucto do limite elo erro do quociente multi­
plicado pelo divisor. 

II. Qual o gráo cl'approximação com que se eleve calcular o 
diviso?' b , para que o ·erro do quociente ele A, numero exacto, 
por aquelle divisor seja menor que .!E, 

Sabemos que o erro commctlido sobre o quo ciente é menor 
Ax~ , que 7J2 , pondo . 

satisfaremos a fortiori á questão ; deduz-se d'aJli 

E X b2 b2 

A< - -=lEX-
1' A A ' 

Assim, o erro elo divisor deve ser menor que o er,·.o do quo-
19, 
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ciente m11ltiplicado pelo quadrado elo div'isor, app1'oximado por 
defeito, dividido veto dividendo exacto. 

III. Com que gráo cl'approx imação deve-se tomar o dividendo 
e o· diviso1' para que a approximação do quociente sejci menol' 
qtte umct quantidade dada E. 

Sendo et. e~ os erros desconhecidos, é claro que bastará pôr: 

(t. a x ~ . 
b+-V ,<E' 

tomando-se et. < E, poder-se-ha sempre dar á ~-um valo!· tal 
(t. a x~ . ...,~ que a somma 6 x -V- seJa menor que...,,, , . 

EXEMPLO. A quarta parte ela superficie dei tel'rct sendo so­
mente habitada e havendo 1500 habitantes em, cada myriametro 
quadrado, 1Jergunta-se a população ela terra a menos de 1.000 
habitantes. 

Em virtude da definição do metro o comprimento da cil'­
cumferencia da terra é de 40000000 de metros ou l1000 myria­
metros; de outro lado sendo R o raio de um circulo, o compri­
mento de sua circumferencia é 2 rr R; logo : 

2 rr R = l1000, 

tl'onde se deduz : 

R _ 4000 _ 2000 . 
-2lr-,r' 

ora t, rr H2 sendo a superficie da sphera de raio R, o quarto 
cl' esta superficie é 1t n2

·; substituindo, temos : 

R2 _ (2000) 2 
...:_ liOOOOOO , 

7r -7t -- ----, 
7! 7r 

em seguida o numero x de habitantes é 

4000000 X 1500 60000000ú0 
X = ---- --=--- - , 

7! 7r 
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Trata-se de conhecer com que approximação deve-se tomar 
r: = 3,14159265.358979 .... para que o quociente seja obtido a 
menos. de 1000 unidades. 

Em virtude do que se disse (nº 3li2 - II), o erro deve ser 
menor que 

· 9 9 
1000 X 6000000000 - 6000000 < 0,00001 ; 

deve-se pois tomar r: = 3, 14159. Applicando-se o melhodo da 
divisão abreviada, acha-se que o numero dos habitantes da 
terra a menos de 1000 é .1909860000. 

Raiz quadrada. 

3l13. PRIMEIRA QUESTÃO. Sendo ct. o erro commettido sobre um 
numero a, qual o erro comnicttido sobre sua raiz? 

Sendo E o erro desconhecido, e b a ·raiz de a., sabe-se 
(nº 336) que 

Cl=2xbxE, 

cl'onde se deduz: 

E ct. et. 

=2b=2vã 

Assim, o erro da raiz quadrada de um numero approximado 
é igual ao erro commettido sobre esse numero dividido po1· duas 
vezes a raiz. 

EXEMPLO. Extráhir a rafa quadra.ela do numero 627,32 ap­
proximada a menos de 0,01. 

O erro da raiz é menor que ~'.~! = 0,0002, ter-se-ha pois a 

raiz com tres algarismos decimaes exactos; empregando-se o 
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melhodo abreviado da extracção da raiz quadrada, acha -se 
22,963 . 

527 ,32 
127 

l13 32 
1

22,963 

ti2jt149 l l'OTHECA 
o 

2 9100 1458 
1620 63 

246 
E :J DO o r. RA H 

34l1. SEGUNDA QUESTÃO. Qual o gráo d'approximação com que 
se deve calcular a para que o erro da raiz quadrada seja me­
nor que E . 

Sendo a o erro commettido sobre o numero, o erro commet­
ct. 

tido sobre a raiz é v-, satisfaremos a fortiori a que·stão , 
2 a 

pondo: 

CI. 

V
- < E , 

2 a . 

d'onde deduz-se : 

a< E . 2. Vã . 

Assim, o limite do erro elo nwnern eleve se1· menor que o lúnite 
do erro ela raiz, multiplicado pelo dobro da raiz. 

EXEMPLO I. Calcular com, uma approximação menor que um 
clecimo ele segundo o tempo que emprega um co1']_JO no vacuo, 
para cahir de uma altura ele 100 1netros. 

Demonstra-se na Physica a seguinte relação : 

gt2 . . f[F,, 
h = 2 , em seguida t = V g ; 

onde t J'epresenta o tempo, expresso em segundos, h a altura 
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e g (t) a acceleração da gravidade ou o dobro do espaço per­
corrido no vacuo durante o primeiro segundo por um corpo 
que cahe livremente. 

No problema proposto a quantidade desconhecida sendo 
t, eh= 100, temos: 

. - 200 ~ l 1 d Procuremos com que approxunaçao g Cieve ser ca cu a o, 

para que t seja obtido com uma approximação menor que 0,1; 
sendo " o limite d'esse erro, deve-se p01· (nº 3l1li) 

;t < 0,.1, donde:"< o, 1 )< 2t. 

Ora t sendo maior que li, a condição supra será preenchi<la, 
tomando-se e1. < 0,1 x S = 0,8; isto é, calculando-se a quan-

t'd d 200 . - o 8 L a e g com uma approx1maçao mcnorqne , ; para o que 

cumpre tomar-se g = 9,8. 
Operando-se, acha-se: 

~O~= 20, li, em seguida: V2ü,li=li", 5, 
' 

resultado approximado a 0,1. 

EXEMPLO II. Calcular \3/24325794 com, uma a,pproximação 
men01· que 0,001. 

Ora 

\1/24325794 = V V2432579h ; 

busquemos com que approximação deve-se calcular a primeira 

( 1) No Observatorio de Paris g = 9'" ,8089G ...... 

Blblloteca Pública Benedito Leite 
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raiz para que a segunda seja obtida com uma approximação 
menor que 0,001 ; sendo (/. o limite d'esse erro, e a o va1or da 
primeira raiz, deve-se ter (nº 344) : 

a< 0,001 X 2. Vã. 

Orà a sendo menor que 4000, Vã é menor que 2!J, a condição 
supra será preenchida, tomando-se 

et. < 0,001 x 40, ou melhor ainda: a < 0,1. 

Assim, deve-se calcular a primeira raiz a menos de 0,1 para 
obter-se. a Hegunda a 0,001. 

i.. 

345. PRii\1EIRA QUESTAO, Sendo e1. o erro commettido sobre um 
numero a, qual o erro E da rafa cubica d'esse numero? 

Sendo b a raiz cubica de a, e E o erro d'aquella raiz, o erro 
comrneltido sobre o cubo de b é 3. b2

• E; logo : 

Assim, o erro comniettido sobre a raiz cubica é igual ao erro 
commetticlo sobre o numern clivicliclo po1· tres vezes o quadrado 
ela rafa cubica. 

SEGUNDA QUESTÃO. Qual o gráo cl'app1'0Ximação com 
que deve-se calculm· a, para que siw raiz cubica seja obtida com 
uma app1'0ximação meno1· que E? 

Se a representa o erro que deve-se commetter sobre o nu· 
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(/. 

mero, o erro aa raiz é 3(ya)2 ; satisfaremos a fortiori a 

questão, pondo : 

: 1 2 < E , donde , (/. < E. 3 (\3/a)2 • 
3 (\í a) 

Assim, o limite do erro commettido sobre o nume1·0 deve ser 
me1wr que o limite elo erro da raiz, multiplicado por tres vezes 
o quadrado da raiz. 

Raiz de grt',o ru. 

347. PRIMEIRA QUEsrÃo. - Sendo (/. o etro comrnettido sobre 

um numero a, qual o erro E commettido sobre ~ã? 

Suppondo b = \!ª, vimos que o erro commetlido sobre 

b"' é E x m x b"' - 1 ; logo, 

d'onde deduz-se : 

Assim, o e?"ro commettido sobre a raiz de g1·áo m de um nu­
mero approximado, é igual ao <:;1·ro ·.ao numero dividido 1w1· m 
vezes a potencia de g1·áo m -1 d'aquella raiz. 

SEGUNDA QUESTÃO. Qual o gráo cl'avptoxúnação com que se 

deve calcular a vara que y1ã sejct ctpproximada a menos de uma 

quantidade E. 
Sendo (/. o erro commettido sobre o numero, o erro commet-
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tido sobre a raiz é m[yi'a) ,,, -1 ; satisfaremos a, {ortiori a 

questão, pondo : 

d'onde deduz-se : 

""' (i"/ -)"·-1 •< ...,..m. vª , 

Assim, o erro elo numero deve ser menor que o limite elo erro 
que se quer commetlel' sobre a raiz, multiplicado por m vezes ct 
potencia ele gráo m -1. d'aquella raiz, 

EXERCICIOS. 
t:J 
o 

r· -o 
-1 
:r: 

I. Calculai' ct menos de 0,00001 ct sommct p.s f11 
. oº 

( 1. 
1. 1. 1.3 1 1.3.5 1 ) ... ~ 

+ 2. 3 + 2.4 5 + 2.4,6 7 + ...... '.X) ~ 

II. Calcular a menos de 0,00001. a expressão 

m. Calcula1· a menos de 0,001 a expressão 

2J2-V2+v2+ .... . . 

IV. Calculm· à 1nenos de 0,000001 a fracção i ; 
7t 

7i = 3,1415926535897932 ... 

Biblloteca Pübllca Benedito Leite 
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V. , Calcular a menos de 0,001 

v5130740 
TI 

299 

VI. Calcular a menos de 1 lâlometro o comprimento ela, c'ir­
cwnferencia da terra, partindo da definição do metro. 

VII. Determinar, a menos de 0,01 , o comprimento de uma 
circumferencia, cujo raio é igual a 2"', 256. . 

VIII. Determinar a 0"', 01 o raio de um circulo, cuja circwn­
f erencia é igual á 6"' . 

IX. Calcular a superficie ele um circiilo cujo raio é igual á 
i "' , 5 7 48, a menos de 1 decímetro quadrado. 

X. A superficíe ele um circulo é de 4 metros quadrados ; calcu­
lar a menos ele 0,001 o raio d'esse circulo. 

XI. Determinar por meio ela forinula ela Physicci 

a velociclacle V com que chega á terra um corpo, abandonado 
livremente no vacuo, de uma altura h = 100'" . 

XII. Partindo da mesmct formula elo problema precedente , 
pergunta-sectmenosde 0,1, a altitra de que cahemncorpo, que 
chega á terra com uma velocidade 25"', 33 . 

XIII. Determinar, a menos ele 1 segttnclo, o numero ele gráos 
de iim arco de circulo, igual ao seo raio. 

XIV. Determinar, a 11ienos de 1 millimetro, a circumferencia, 
cujo raio é igualá diagonal cleurn quaclrndo, que tem 0"', 5 por 
lado . 

XV. Calcular a menos ele 0,0001 

Vtr2s ,32 + V37,46 

XVI. O peso elo ccr atmospherico secco ,no Obsel'vatorio ele Paris, 

Biblioteca Pi.ibllca Benedito Leite 
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na temperaltira do gelo, e sob a p1·essão ele 0"', 76 é 
77

; 
28 

elo 
' peso de um igual volume cl'agua distillada no maximum ele den-

sidade. Pergunta-se a menos de 1 milligrammo o peso de 1 litro 
dear. 

XVII. A densidade do me1·curio nci temperatura do gelo é 
13,5980 relativemente á agua clistillacla no maximum ele densi­
dade, determinar a menos de 1 decigram,mo· o peso ele 843/159 
centímetros cubos .de mercurio. 

XVIII, Calciilar a menos ele 0,001 a clensiclade ela platina a 
:;ero gráo, relativamente á agua clistillada no maximum ele 
densidade, sabendo-se que dous volumes iguaes de platina, e 
agua, em taes circunstancias pcsão; o primeiro 149 ; , 498 , e o 
segundo 6l1 r , 793, 

XIX. Calcula,· a menos de 0,001 

XX. Demonstra-se na MECANICA RACIONAL a relação importante 

que se chama EQUAÇÃO DO PENDULO SIMPLES ' onde t (numero de 
segundos) representa o tempo ele uma oscillação completa elo peii­
dulo, 1 seo comvrimento; e as outras quantidades, seos valores 
conhecidos; determinar a menos de o,o 1 o comprimento I do pen­
dulo que batte o segundo em Paris; isto é, ciija oscillação se 
executa em um segundo, no vaciw . 

. . 18 LI O T r' ~ ... ,LI e 
e 

ESTADO DO MARAf''HÃO 
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CAPITULO III. 

ERROS RELATIVOS. 

348. Chama-se e1·ro relativo a ra:;ão elo erro absoluto de uma 
quantidade approximada ao valor exac;to cl'aquella quantidade. 

Se e1. é o erro absoluto commeltido sobre o valor approxi­
mado a de uma quantidade A, e e o eFro relativo, temos 

e= X, d'onde a= e. A. 

É pelo erro relativo, e não pelo erro absoluto que deve-se jul­
gar da approximação das quantidades; por quanto, não basta 
dizer-se que o erro commetlido sobre certo comprimento é 
menor por exemplo que um millime!ro, para que se possa con­
cluir que a·' medida foi bem feita; porque sendo aquelle erro 
quasi nullo em um comprimento de 2 metros, é consideravel 
quando trata-se da medida do diam_etro de um tubo thermo- · 
metrico. 

Logo que se conhece o erro relativo commettido sobre o re ­
sultado de uma ou muitas operações é muito facil deduzir-se o 
numero dos algarismos exactos de que clle compõe-se: esta 
relação importante é expressa pelos dous theoremas seguintes. 

349. TnEOREi\lA T. Logo que wn numero a é conhecido com m 

algarismos exactos, a partir d,,o algarismo k das mais altas 

1miclacles, o erro relatfoo e: é menor que a fracção k 1 
.1om-1. 

Tendo a por hypothese m algarismos, o erro absoluto (/. 
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commettido sobre aquelle numero é menor que uma unidade 
de ordem do seo ultimo algarismo á direita(nº 321); tomando 
aquella unidade por unidade principal, temos : 

CI. < 1, e a > k. 1om-J; 

C PUBL\C 
o 

.iARANHÃO 
EXEMPLO I. Se no numero exacto t,32,4739 conservão-se so­

mente os cinco primeiros algarismos; isto é, 432 ,4 7, o erro ab· 
soluto é menor que 0,01, em seguida o erro relativo é menor 

1 1 
que ú. 10 4 = l10000 • 

Exu1PLO II. Se no numero 0,00ti"67325943 conservão-se os 
dous primeiros algiirismos, o erro absoluto é menor que 

l t. 1 1. 
0,0001, e o erro rc awo menor que li.1.0 = liO: 

Observação. l\Iuitas .vezes, para maior simplicidade, toma-se 

por limite do erro relativo 10
1,,,_ 1 em lugar ele 1 · as-

k. 1.0"'-1 ' 

sim, nos exemplos precedentes os erros relativos serião me· 
1 1. nores que 10000 , e 10 . 

350. THEOREMA 1I. Se um numero a, city"o primeiro cilgarismo é 

k, roi calculado com wn erro rela.tiva menor que · k 1 
1 

, 
/' ( +1.). 10"'-

pode-se contar sobre os m primeiros algarismos d'aquelle nu­
mero; isto é, o erro absoluto será menor que urna unidade ele 
ordem elo seo ultimo algarismo. 

Com e.ITeito, temos por hypothcse, e1. designando o erro ab-
solulo, 

CI. 1 -<-,..,----~ 
a (l.+1) 10"'-1 ' 
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de outro lado , tomando por unidade principal a unidade do 
ultimo algarismo do numero, temos 

a< (k+ 1) 1om-, i 

em seguida 

a<1 o. q. e. n. d. 

1 1. 
EXEMPLO. Se 50000 ou (li+ 1) x 10,_ 1 é o erro relativo 

com que foi calculado o numero li 32, 725853 pode-se contar 
sobre os cinco primeiros algarismos, 432, 72 ; ou o erro abso­
luto é menor que uma unidade de ordem do ultimo algarismo 
conservado; isto é, menor que 0,01. 

351. Observação I! Se o primeiro algarismo 7. é desconhecido 
e se é impossivel determinai-o immedia,tamente, deve-se to-

mar por limite do erro relativo 1 ~... em lugar de (lc+1) ! 10,,. _ , , 
por isso que /e é quando muito igual a 9. 

352. Observação II. Pode acontecer que :um numero tendo 
sido calculado com uma approximação relativa menor que 

(l,+1) \ 10.,_,, seo ultimo algarismo não seja exacto, como 
vamos vêr , pelo seguinte exemplo : supponhamos que o cal­
culo de um numel'o 0,047935 conduza a um valor approxi­
mado 0,0478li3; o erro relativo aqui (nº 350) é menor que 

~ = ( 1 
1) 103 1 ; applicando o theorema supra podc-aoo 4+ x -

mos contar sobre tres algarismos; isto é, O,Ol178; comparando­
se porém este numero com 'o numero exacto, vê-se que o ul­
timo algarismo do numero approximado não é exacto. N'este 
caso augmenta-se com uma unidade o ullimo algarismo con­
servado, então o erro absoluto será menor que uma unidade 
ele ordem do ultimo algarismo conservado. Assim no exemplo 
precedente deve-se tomar O,Oli 79. Isto tem lugar todas as vezes 
que o numero é approximado por defeito: 
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Do exposto resulta a seguinte regra de uso frequente: 
Pm·a calcular um numero com m algarismos exactos, calcu· 

la-se um valor approximado para mais ou vara menos, porém 

l l . . 1. l 
ta que o erro re ativo seJa menor que (l( + 1) X 

10
,,. _ 1 , ogo 

que o primeiro algarismo k é conhecido immediatamente, ou 

meno1· que 
1

~,,. , logo que k não é.conhecido;se o valor achado 

é approximado para mais, tomão · se os m primeiros algarismos 

desprezando-se os outros sem, alterar o ultimo algarismo conser· 

·vaclo; porém, se o valor é a,pproximaclo para menos, augmenla· 

se com umci unidade o ultimo alga.rismo conservado; em um e 

outro caso o numero é approximado a menos ele uma unidade 

elo ultimo algarismo. 

,ld«Jlção e subtracção. 

353. N'estas duas operações é mais simples, e algumas vezes 

ha mesmo mais vantagem, empregar os erros absolutos cm 

ugar dos erros relativos. 

lllultlpllcação. 

35ft. THEORE~IA. O erro relativo de um, p1'0clucto ele dous fac­

tores approximados iguala a som ma dos erros relativos dos dous 

factores. 
Sendo, a e b os numeros approximados, oc e~ seos erros abso­

lutos respectiV03, o erro absoluto do producto é a x B + b x rx, 

cm seguida 

o, q. e. 11, d. 

Obserrnção I. Se as approximações dos dous factores são de 
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sentido opposto,· é facil ver-se que o erro relativo do producto 
será igualá differença dos erros relativos dos dous factores. 

Observação II. O theorema supra extende-se facilmente a um 
numero qualquer de factorcs approximados. 

Quadrado, cubo, 11oteneln ele grúo 111, 

355. THEOREMA. O mTo 1'elativo do quad1·ado de um numero 
approximado é igual ao dobro do e1·1·0 1·elativo d'aquelle nu­
mero: 

Com effeito, o quadrado de um numero sendo um producto 
de dous factores iguaes á aquelle numero, o erro relativo do 
quadrado é igualá somma dos erros dOI factores, ou ao dobro 
do erro relativo do numero dado. 

356. THEOREMA, O er1·0 1·elativo do cubo de um numero ap­
proximado é igual ao triplo do erro relal'ivo d'aquelle numero. 

A razão é pol" que o cubo é um producto de tres factor 
iguaas. 

357. THEOREMA GERAL. O e1·ro 1·elativo da 1>otencia de gráo m 
de um numero approximado é igual á m vezes o er?'o ,·elativo 
d'aquelle numero. 

A razão d'este theorema é por que uma poteAcia de grão m 
é um produoto de m factores iguaes. 

APPLIC:AÇÕES, 

EXEMPLO I. Multiplica,· 432,42 po1· 3,1415, approximados cada 
um a uma unidade dos seos ultimas algarismos, • 

• O erro relativo do multiplicando sendo menor que - 1- , 
4,10• 

e o erro do multiplicador menor que •3.!0
,, o erro relativo do 

L -----~------:::;;;;'.:---------,0----~ 
18WB]L 

1
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1. 1. 2 1. • 
producto será menor que l.i. 104 + 3. 1.04 < 3•101, < 104 ; poi 

conseguinte (nº 351.) pode-se contar sobre quatro algarismos 
do producto. Ora vê-se facilmente que este contem quatro na 
parte inteira; logo, o erro absoluto do producto é menor que 1.; 
assim empregando a regra da multiplicação abreviada, teremos 
o producto pedido, calculando-o a menos de uma unidade. 

EXEMPLO II. Calcular o producto 

3,1.l.i159265 ..... X 2, 71.8281.8 ,,.,., 

approximado a 0,001., sabendo-se que podem-se obter aquelles 
numeras com uma app1·oximação tão grande quanto se queira. 

O producto não tendo senão um algarismo na parte inteira, 
buscamos seos quatro primeiros algarismos • para o que 

basta-que o erro relativo do producto seja menor que 1.1 4 , 

e em seguida que o erro relativo de cada factor seja menor que 

. 2. !01,; somos pois levados a buscar o producto 3, 1.41.5 x 2, 71.82 

approximado1a 0,001. · o_perando-se, acha-se 8,540. 

- ., t ( A PUBLICA 
-do 

ESTA 
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358. THEOREMA. O erro relativo ele um quociente é igual ao 
erro relativo do dividendo mais ou menos o erro relativo elo cli­
visor. 

O dividendo sendo o producto do divisor pelo quociente, o 
erro do dividendo é igual á somma ou á differenç,a dós erros 
do divisor e do quociente, se estes são approximados no mes­
mo sentido ou em sentido opposto; logo, o erro do quociente é 
igual ao erro do dividendo, diminuído ou augmentado com 
o erro do divisor. • 
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Raiz quadrada, - Raiz cublca. - Raiz de gráo m . 

359. THEOREMA. O erro relativo da rafa quadrada de um numero é igualá metade do erro d'aquelle numero, approxi­mado por defeito. 
O erro relativo do quadrado de um numero sendo o dobro do erro relativo do numero, é claro que o erro relativo da raiz quadrada será a metade do erro relativo do quadrado. 
360. THEOREMA, O erro relativo da raiz cubica de um nu -mero é igual ao terço do erro relativo do numero, approximado por defeito. • 
THEOREMA GERAL, O erro relativo da raiz de gráo m de um numero é m vezes menor que o erro do numero approximado por defeito. 
A demonstração dos· dous theoremas precedentes é identica á do primeiro ; além disso estes theoremas podem ser d ~ monstrados directamente , o que não ofierece difftculdade al­guma. 

APPLICAÇÕES, 

EXEMPLO I. Dividi1' 3, 1.41.59265 por 2, 718281, numeras ap· proximados cada um a uma unidade dos seos ultimas alga­- rismos. 

o erro relativo do di1\dendo sendo menor que 
3 
}1.0s, e o do 

divisor menor que 2: 100 , o erro do quociente é menor que 
1 1 1 . . . 3x
1os + 2x

10, ou menor que 108 ; os seis primeiros alga-
. rismos do quociente são pois exactos, e como o algarismo das mais altas unidades do quociente exprime unidades simples, ha cinco algarismos decimaes exactos no quociente ; somos leva· o 

~I 1 
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dos a buscar por meio da divisão abreviada o quociente ap­

proximado a 0,00001. Operando-se, acha-se 1,15572. 
7t 

EXEMPLO II. Calcula,· a menos de 0,001 a fracção , /.; • 
. v2 

O quociente tendo um algarismo na parte inteira , procura­

mos por conseguinte os seos quatro primeiros algarismos, e o 

erro relativo que se quer commetter sobre clle é pois menor 

que 
1
~ 4 ; logo, o erro relativo do dividen°do e do divisor deve 

. 1. 
ser menor que 2,104 , e deve-se por consequencia tomar 

1r= 3,1415, e V2=1,4142. Empregando-searegradadivisão 

abreviada, e calculando-se o qu:iente !;!~!~amenos de 0,001 

obtem-se o numero pedido. 

361. Observação importante. Quanto ao problema inverso, 

que constitue a segunda questão das approximações numeri­

cas, só trataremos nos erros relativos de uma maneira ger;il do 

que diz respeito á raiz de grão qualquer, o problema nas outras 

qperações não offerecendo diffi.culdade; alem disso fizemos pre­

cedentemente algumas applicações (exemplo II), que poderão 

supprir esta pequena lacuna, devida á falta de espaço. 

Com quantos algarismos, se deve toma,· um numero A, para 

que sua raiz de gráo n seja obtida com m algarismos exactos, 

logo que se substitue ao numero exacto A o numero app1·oxi­

mado a. 

A raiz \i'ã devendo ter m algarismos, basta que o erro rela-

. d . . 1 d 
hvo a raiz se1a menor que 10

,., e o o numero a menor que 
• 

1.:m (nº 357); ora na pratica n é quando.menos igualá 2, por 

conseguinte bastará ter-se 
1 

E < 10'" 

E representando o erro relativo de a; para o que deve-se tomar 

m + l algarismos á esquerda de a (nº 349). 



DE ARITHMETICA. 309 

Assim, pam obter ~Ã com m algarismos exactos, bastará 
calcula,· A com m + 1. algarismos, po1 defeito. 

' Se quizessemos por exemplo ca1cu1ar v'i, com 5 algaris~os 
exactos, applicando a regra precedente, deveriamos tomar : 
1t = 3,1.4159; ao passo que pelo melhodo ordinario teriamos 
necessidade de um maior numero de algarismos : 

7t= 3,1.415926535$9, 

Terminamos aqui a theoria das approximações numeri­
cas; saa utilidade e imporljlncia são capitaes ; os problemas 
que aUi resolvemos e as consequencias interessantes a que 
chegámos , são umn prova évidente. AqueUe que não tem 
conhecimento d'esta theoria, julga que-o resultado de um 
calculo é tanto mais exacto · uanto maior é o numero de de­
cimaes de que elle se compõe - para calcular a raiz quadrada, 
por exemplo, de um numero com 10 algarismos exactos, é 
necessario calcular o dito numero com 20 algarismos - etc. ; a 
thet>ria das approximações prescreve regras exactas, guia o 
calculador na marcha do seo calculo, e annuncia-lhe final­
mente o numero de algarismos exactos, com que deve contar. 

ElCE:aCIC IO S, 

I. Com quantos algarismos exactos pode-se contar no pro­
dueto dos numcros, 46, 7483, 3, 78972, approximados a menos 
de uma unidade de seos ultimos algarismos. 

II. Calculai· 1t x \/2 a menos de 0,001.. 
III. Determina,· o g ráo d' approximação do quociente dos dous 

numeros, 168,3256, 2,7894, approximados a menos de uma­
unidade dos seos ultimos algarismos. 

7t 
IV. Calcular Vã a menos de 0,001. 

... 
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V. Caleular com tres algarismos decimaes ~xactos V 144 +; • 
VI. Calcular com dous algarismos decimaes exactos 

vs-+V2. 

VII. Calcular a menos de 0,01 o mio de um circulo cuja area, 
approximada a menos de uma unidade, e 4678 . centimetros 
quadrados. 

VIII. Calcula,· a menos de 0,01. o lado do quadrado equiva­
lente a um trianglo equilateral, cujo apothema tem 2111

, 50 de 
comprimento. 

IX. Calcular com tres algarismos exactos o lado do_ qua­
º drado equivalente ao circulo, cujo raio é de 1'" , 

X. Calcular com 4 algarismos exactos 

• 



.. 

LIVRO VII. 

Razões. Pl'ogressões. - Logarithmos. 

-G-

• 

CAPITULO PRIMEIRO • 

• BAZOES. 

Razcle& das grandezas.~ Razlles dos numeros. 

362. Razão de uma grandeza a outra 'de mesma natureza é o 
numero que mede a primeira, logo que se toma a segunda por 
unidade. 

363. Razão de um numero a outro é o quociente da divisão do 
primeiro pelo segundo; este chama-se denominador, aquelle 
numerador, e considerados juntamente, termos da raz<lo. 

A razão de dous numeros, 8 e 3 por exemplo escreve-se do 
modo seguinte: • 

8 
3 ' ou 8: 3 

que se lê : oito está para tres ; a maneira ultima cabiÕ em 
desuso .. 
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Pelo que temos dilo até aqui, quociente, fracção e razão ex­
primem a mesma cousa. 

36h. THEOREMA. A ra::;ão de umct grandeza a outrci da mesma 
especie é igual á razão dos numeros que lhes servem de me­
clidct. 

Sejão A e B duas grandezas da mesma especie, que admillão 
uma medida commum; supponhamol-a contida 3 vezes em A, 
e 7 vezes em B ; A contem por conseguinte 3 vezes um septimo 

de B ; isto é ; de B ; B contêm 7 vezes um terço de A ; isto t\ 

i de A; assim a razão de A a B, ou de B a A, é expressa pela 
_ . 3 7 

razao numerica 7 ou 3 . • 

Ob I f 3 7 - d't . servação . Duas racções taes como 7 e 3 sao I as in-

versas; é manifesto que o producto de duas razões inversas é 

. l á 'd d . 3 7 1gua um a e; assim 7 x 3 = 1. 

Obser·vação II. O lheorema acima demonstrado convem tam­
bem ás grandezas incommensuraveis, o que não seria difficil 
demonstrar-se. 

Propriedades das razões nnmerleas. 

365. Como uma razão não é mais do que uma fracção, todos 
os tl1eoremas demonstrados, relativamente ás fracções, ~e ap­
plicão tambem ás razões. 

Consideramos pois como demonstrados os theoremas se-. . 
guintes : 

I. Logo que se multiplica ou divide o num~rador de U1na razão 
por um numero, a razão vem a ser esse numero de vezes maior 
ou menor. 

li. Logo que se multiplica ou divid~ o denominador· de uma 
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razão por um nume1·0, a razão vem a ser esse mesmo numero 
de vezes menor ou niaior. 

III. Logo que se multiplição ou dividem po1· um mesmo nu­
mero os dous termos de uma razi!o, esta não muda de valor, 

IV. A somma dos numeradores dividida pela somma dos de­
nominadores de uma se1·ie de razões iguaes, é uma razão igual 
ás primefras. 

Propriedades das razões lguaes (1). 

266. Á igualdade de duas razõ_es tambem se dá o nome de 
proporção. 

Escreve-se a igualdade de duas razões dos dous modos se­
guintes. : 

a e 
b = d ou a: b :: e: d (2) 

que se lê: • 

a está para b como e está para d; 

o ultimo está abandonado; só empregaremos o primeiro . 
367. THEOREMA I. Quando duas razões são iguaes, os pro­

duetos em cruz são iguaes. 
Tendo-se 

a e 
b = d (ex) 

(l) Sob o titulo -Propriedades dauasões iguae, - expomos quatro lllco­
remas multo simples, que comprehendem toda a antiga theorla das 1iroporções. 

(2) Els os antigos nomes dos termos de uma proporção : a e d extremos ; b e 
e meios ; a e e antecedentes ; \ e d consequentes. 

Repetimos, nunca faremos uso d'essas denominac;ões , por quanto considera- • 
mos as propor~ como Igualdades de razões, e que razões, fraeljÕes e quociente~ 
exprimem a mesma cousa. 
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trata-se de demonstrar que 

Com effeito, reduzindo as fracções iguaes (o:) ao mesmo de­
nominador, temos: 

axd bxc 
bxd=bxd; 

d'onde se deduz 

a X d= b x e. o, q. e, n. d, 

368. THEOREMA II. Logo que duas razões são iguaes, a razão 
dos numeradores é igual á razão dos denominadores. 

Tendo 

queremos demonstrar que 

a b 
c=a· 

Ponhamos, o que é possiveJ, 

~ sendo uma fracção irreduziv~l; logo, 

a=mxp 
c-:-rn'xp 

d'onde se deduz pela divisão, 

b=mxq 
d=m'x g; 

'J> 
:o 
):> 

-z 
:r: 
~I 

o 

cP -
r-' -0 
~ 

• 
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logo : 

o. q. e. n. d. 

369. THEOREMA III. Logo que duas razões são iguaes, divi­
dindo-se a som ma ou a diff erença dos seos termos pelo denomi­
nador correspondente, o btem-se duas outras razões iguaes. 

Tendo 

queremos demonstrar que 

a+b c+d 
-b-=-d-; 

com effeito, é manifesto que 

a · e ;;+1=a±1 

reduzindo a fracção e o inteiro a uma só expressão fracciona­
ria, temos: 

• • 

a+b c+d 
-b-=-cl- o. q. e. n. d. 

370. CoROLLARIO I. Se cluas razões são iguaes, dividindo-se o 
numerador de cada razão pela somma ou pela differença dos 
seos termos, obtem-se duas outras raz-es iguaes, 

Tendo 
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CJJ -! r 
temos tambem o 1') 

b d 
·o ""1 

_:e a:=c, - ( l'l1 o ·o 
--, o:,;:. 

e em virtude do theorema precedente ~ 

> 
:n ü 

b+a c+d ~· e 
-a-=-c-; z OJ 

:e r 
d'onde deduz-se > o 

o 
a e 

o. q. e, n. d. b+a=c+d' 

371. ConoLLARio II. Se duas razões são iguaes, diuidindo-se 
a somma dos termos de cada razão pela sua differença, for­
mão-se duas razões iguaes. 

De 

deduz-se 

a+b c:t=d 
-b-= -d- (nº 369) 

e d'esta igualdade a seguinte 

isto é, 

d'onde se tira · 

(nº 368) ; 

a+b a-b b 
c+d =e-d= d' 

• • 

a+b c+d - = -d (nº 368), o. q. e. n, d. 
a-b e-
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372. T1moREMA IV. Logo que duas razões são iguaes, a somma 
e a differença dos numeradores dividida pela somma e dif­
(ereriça dos denominadores f órmão duas razões iguaes ás pri­
meiras. 

Da igualdade 

deduz-se 

(t b e = d (nº 368) 

d'esta a seguinte 

a +e b ± d 
- c-= - d- (nº 369) 

e d'esla emfim a seguinte 

a+ e e a 
b+d =a= E· o. q. e, n. d, 

373. ConOLLAIUO. Logo que duas rctzões são iguaes, dividindo­
se a somma dos numeradores pela sua diffe1·ença, e a somma 
dos denominadores pela, sita di{ferença oblern-se duas razões 
iguaes. 

Da ultima igualdade acima conclue-se : 

e d'esta a seguinte 

a+c a-e 
b+d=b-d' 

a+c b+d 
a-e= b-d' 
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llledla dlUêrenclal e arlthmetlca . 

3í4. Media differencial entre dous numeros é outro numero 
que excede ao menor em tanto quanto é excedido pelo maior. 

Assim 7 é media differencial entre 4 e 1 o. -
3 7 5. PRINCIPIO. A media differencial entre dous nu meros é 

igual á metade de sua somma. 
Sejão a, e b os dous numeros dados, a: a media differencial 

d'esses numeros, e d a ditferença constante ; é facil ver-se que 

somando membro a membro, temos : 

e 

a+ b = 2a:, 
a+b x=-

2
-. o. q. e. n. d. 

A media diflerencial entre 4, e 12 é 4-t; 12 = 8; a.media dií· 

ferencial entre 3, e 7 é 
3 t 7 = 5, o que se verifica facilmente. 

376. Media arithmetica de muitas quantidades i o quociente 
da divisão da somma d'essas quantidades pelo numero d'ellas. 

Assim a media arithmetica dos 3 numeros 3, .6, 18 é 
3+6+18=9. 

. 3 

Em geral a media arilhmetica de n quantidades a, b, e, ..... l, é 

a+b+c+ .... +z 
n 

Esta operação arithmetica é muitas vezes empregada, sobre­
tudo quando se trata de observações physicas, d'operações de 
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medida geomelrica, em fim d'operações, cujos· resultados se 
achão affectados de erros. 

llledla proporcional ou geometrlea. 

377. Logo que em duas razões iguaes o denominador de uma 
é igual ao numerador da outra, esse numero chama-se media 
proporcional ou geometrica entre os dous outros. 

378. PRINCIPIO. A media geometrica entre duas quantidades, 
é igualá raiz quadrada do producto d'essas quantidades. 

Sendo b a media geometrica entre a e d, temos : 

d'onde se deduz 

b2 = a x d, e b = Va x d o, q, e. n, d. 

EXEBOICIOS, 

I. Tendo-se uma se1·ie de razões iguaes 

a e e z;=a=z= ...... 
demonstrar que se tem lambem : 

Va2+c2+e2+ .... - a_ e - ~-
Vb2+d2+f2+ .... - ;;- d- f -· .... 

II. Tendo-se 
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demonstrm· que só se tem d. ,.. 

ci x a'= f,~ <.'IJO DO MARANHfi.C j 
b X b' d X d' 

nos dous casos seguintes : 

1. - Quando as razões da •primeira p1·oporçào são iguaes 
ás da segunda. 

2. - Quando a razão dos numeradores ou dos denominado­
t·es da primeira é igual á razão dos numeradores ou dos deno­
minadores da segwida,. 

III. Supponham,os que em certo lugar se observa o ther­
mometro 

ás 4 horas da manhã 
ás 1 O horas da manhã 
ás 4 horas da tarde . 
ás 1 o horas da noute . 

'13°, 75 
19° ,82 
22",31 
16°,84 

Determinm· a temperatura media do dia d'aquelle lugar, sa­
bendo-se que aquellas quatro observações são sufficientes. 

' . 
IV. Tendo-se obse1·vado o ba1·ometro durante o dia em certo 

Zugar, achou-se : 

ás 4 horas da manhâ 
.ás 9 horas do dia 
ás 3 horas da tarde . 
ás 9 horas da noute . 

737m,5Q 

738"',1~ 
737"',07 

• 737m,s2 

Pergunta-se a altura media do barornetró durante o dia. 

V, Demonstrar que a media geometrica de dous numeros é 
meno1· que sua media cliff erencial. 
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CAPITULO H, 

PROGRESSÕES. 

Progresscles arltlnnetlens. 

3 79. Chama-se progressão arithmetica ou po1· dif ferença uma 
serie de quantidades faes, que a differcnça entre duas q1ia.nti­
dades consecutivas e constante. 

Essas quantidades chamão-se termos da progressão, e a dif­
ferença constante, razão da progressão. 

A progressão é crescente logo que os seos termos vão r.res­
cendo successivamente, e decrescente no caso contra1'io. 

Eis como se escrevo uma progressão nrithmeticn : 

-;- 2 . 5. 8. 11 . 1 l1 • 17 . 20 . 23. 26. 29. 

esta progressão é crescente e 3 é a razão; a seguinte: 

7 29. 26. 23 . 20. 17 . Ht . 11 . 8. 5. 2 

é decrescente, e 3 é n razão. 
380, THEOREMA FUNDAME TAJ., Em toda Jll'Ogressao arit!tme­

lica c1·esccnte um termo q1wlquer é igual ao primeiro mais tan­
tas ve::;es a, razão, quantos são os tcrnios que o precPdem. 

Seja a progressão crescente, que snppomos conter n termos, 

• -;-a, l>. c. d ...... k. l 

e'r a razão. 
L---~------------::::::--------~· , ____ _ 

~ 
JBJPJBJL 
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b =a+r 
e = b + r = a + r + 1· = a + 2 r 

d=c+r= a+ 2r+r = a+ 3r 

O quarto termo d, por exemplo, é igual ao primeiro a mais 

3 vezes a razão ; e em geral o termo l de ordem n é igual ao 

primeiro a mais (n -1) vezes a razão; isto é, 

l=a+(n-1) X r. 

Obse1·vação. A progressão acima pode ser escripta do sr­

guinte modo, em virtude do que acabámos de ver: 

7 a . a + r. a + 2 r. a+ 3 r ...... a+ (n -1) 1· • 

Inserção de meios ni•ithmetieos entre duas quantidades 

cindas. 

381. lnserir certo numero n de meios arithrneJ,icos entre 

dous numeros a, e l, é formar uma progressão arithmetica 

começando cm a e terminando em l. · 

Tudo se reduz a achar a razão da progressão , por quanto 

conhecida esta, será facil formar seos differentcs termos. Eis a 

questão que se trata de resolver. 

382. PROBLEMA, Inserir n meios arithrneticos entre a e b.-

A progressão buscada terá (n.+2) termos que vem a ser: n 

meios arithmeticos que se quer inserir, mais os dous termos 

extremos; ora, como o ultimo termo l é igual ao primeiro a 

mais (n+1) vezes a razão, temos 

l = a+ (u-J-1 ) X I' 
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d'onde se deduz : 

l-a 
r=--n+1 

Assim, para obter-se a razão divide-se a differença dos dous 
numeros da.elos pelo numero elos meios, que se quer inserir, 
mais um. 

Seja proposto, por exemplo, inserir 5 meios arithmelicos 
entre dous numeros 6 , e 48 ; applicando a regra acima , 
temos: 

48-6 ·r=--= 7 
6 

e a progressão buscada é . 

7 6 . 13 . 20. 27. 34. li1 . 48. 

383. THEOREMA 1. Se entre dous termos consecutivos de wna. 
1n:ogressão por differença se insel'e o mesm.o numero de meios, 
as progressões parciaes fo1'1não uma só e mesma progressão. 

Seja a progressão 

-;-a,b. c .d ...... k.l 

supponhamos que n seja o numero de meios arithmetico:;, que 
se quer inserir entre a e b, entre b e e, entre e e d, etc.; 
r, r', r", ... represcntanilo ns razões d'essas dilfercntes pro­
gressões, temos 

b-tL c-b ,, · cl-c 1· - - - 1''=-- 1· ----n +1' n+i' - n + l' 

Orn 

b-a =c-b "cl- c= .... 

' por isso que cadn nma <l'cssas ditrercnçns rr.p1·csenla a razão 
21. 
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elo 

da progressão dada; Jogo, EST DO DO 

r=r'=r"=····· 
R 

a razão é, por conseguinte, a mesma em todas as progressões 

parciaes; alem d'isso, o numero que termina cada progressão, 

é o primeiro da progl'essão seguinte ; Jogo , todas essas pro·· 

gressões parciaes formão uma só e mesma progressão. 

384. THEOREMA U. Para inserir (pp' - 1) meios entre dous 

t1umeros a, e 1 , pode-se inserir (p-1) meios entre esses nume­

ras e inserir depois (p' -1) meios entre os tm·mos da prog1·e:~são 

obtida precedentemente. 
A razão da progressão ol.Jtidn inserindo-se (p -- 1) meios 

entre a e l, é 
l- a 

p 

suppondo~se l > a; e a razão da progressão oblida inserinclo· 

se (p' -1) meios entre dous termos d'esta ultimn é 

(l- ª) 
-p- l-a 

p' = pp' ; 

é l - ª é · t t - d - b 'd · por m--, JUS amen e a razao a progressao o li n mse-
PP 

rindo-se (pp' - 1) meios entre a, e l; logo, etc. 

Somma dos termo& de umn pregreHão nrltlimetlen. 

385. LEMMA. Em, toda p1·ogrnssão 'arithmetica a somma dos 

termos equidistantes dos ex tremos é constante, e igual á somma 
dos extremos. · · 

Sejão a e l os termos extremos, h um termo precedido de n 

outros, e k outro termo sr.gnido de n ontros. 

-;- a .•. 11 /, . • • • • • • /; • • • 'li • • • t 
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h=u+n x r 
l=k+nxr; 

diminuil~do essas igualdades membro a membro, lemos : 

t-h=k-lt 
ou h+k=a+l. o, q. e. n, d. 

386. 'fHEOREMA, A somma elos tel'mus ele uma progressão 
arithinetica e ig-uctl á rnctacle do producto dei somma dos extre­
mos pelo numero elos i;cus lermos. 

S representando a somma dos lermos da progressão 

-;-,a.b.c ...... h.k.t 

temos: 

S=a+b+c+ .... +h+l.:+l 
ou S= l+k+h+ .... +c+b+a, 

invertendo a ordem dos termos. 
Ajuntando essas duas igualdades, e observando que a 

somma de dous termos que se correspondem é igu~l á somma 
dos extremos, temos : 

:2 S=(a+l) x n, 

n rep1·esentando o numero dos termos da prog1·essão; ·Jogo, 

~ = (a+l) xn 
<J 2 • o. q. e. n. d. 

A somma dos termos da progressão 

7 3 . 5 . 7 , 9. 11 , 13 . 1:1 

é 

(3 + 15) X 7 = 63 
'.l 
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Pro~ressões gcometrlens. 

387. Progressão geometrica é uma serie de quantidades taes, 
que ci razão de duas consecutivas d'essas quantidades é cou­
stante. 

Logo que a razão é maior que a unidade, a progressão é 

crescente , e decrescente quando a razão é menor que a uni­
dade. 

Escreve-se uma progressão geometrica do modo seguinte : 

-;-;- 2 : 6 : 18 : 54 : 162 ; 

esta progressão, cuja razão é 3 , é crescente ; a seguinte cuja 

~ é 1 razao 3, 

:: 162: ~4: 18: 6: 2 

é decrescente. 

'388. THEOREl\fA FUNDA)IENTAL, Em toda progressão geometriw 
um termo qualque1· é igual ao primeiro multiplicado pela razão, 
ctffectada com urn expoente, igual ao numero dos termos que o 
precedem. , 

Seja a progressão crescente 

:: a : b : e : d : ...•. \ : t 

e q sua razão; é facil ver-se que 

b=axq 
c_=bxq=ax q xq=axq2 

d = C X q = a X q2 X q = a X q' 

\ fo 
O quarto termo d, por exemplo, é igual ao primeiro a mul-

tiplicado pela razão q elevada á 3ª potencia ; em geral o termo 
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l de ordem n é igual ao primeiro a rnulliplicado pela razão q 
affectada do expoente (n -1), numero dos termos que pre­
cedem l ; isto é , . 

t = a X q"- •. 

lnserçiio de 111eios geometa-ieos enh'e duas ftutmtitla ,les 
dadas . 

389. Inserir n meios geometricos entre duas quantidades a 
e l, é formar uma progressão geometrica começanllo em a e 
terminando em l. 

Tudo cousislc cm determinar a razão da pro;;rcssão , por 
quanto conhecida esta, nada é tão facil como formar a prÓ­
gressão. 

Eis a questão que nos propomos a resolver. 

390. PROBLEMA. Inserir n rneios geometrir;os entre dous nwme­
ros a e 1. 

A progressão conterá (n + 2) lermos, e </ representando a 
rnzão buscada da progressão, temos 

d'onde se deduz : 

Assim, para obter-se a razão, elo quociente dos dous numeras 
dados extrahe - se a ruiz, cujo índice iguala ao numero clus 
meios que se quer inserir mais um. 

Seja proposto, por exemplo, inserir 3 meios geomclricos 
entre 5 e 6ú80; applicando a regra acimn, temos: 

,4 /61.i80 
6

' 
CJ=y-5- = ; 

t· progressão será : 

75 : 30; 180 : 1080 : 6li 80 
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391. Tt-JEOREMA. Se entre dous numerns consecutivos de uma 

progressão geometrica se insere o mesmo numero de mei~s geo­
metricos, as progressões parciaes formão uma só e mesma pro­
gressão. 

Deixamos ao leitor a demonstracção d'eslc lhP.orema, que é 

identica a do correspondente na., progressões arilhmelicas 

(n" 383). 

Pa•oducto dos tca·mos de uma 111·ogrcs~iío geouaetricn, 

392. LEmtA. O prodw;lo de duus lenMs e1juidistunles dus 

extremos é constante e igual ao productu dos CJ.!tremos. 
Seja a progressão 

:--; a: .. ·n ... : h : ...... /.: ... n ... : l 

üa qual a, e l são os extremos, h um lermo precedido de n 
outros; e /,, outro termo seguido de n outros; ora 

h =a. X 'i" 
e l =!. X q" i 

dividindo membro a membro essas igualdades, lemos: 

h a 
r= T. 

ou 
a X l=h X k . o, q. e. n. d. 

393. TnEOREMA. O producto dos termos de uma progressão 
geometrica é igual á raiz quadrada do producto dos extremos, 
affectado de um, expoente igual ao numero dos termos da pro­

gressão. 
P represeutanúo o producto da progressão 

-;-;- a :b: c : •. ..•. :h:li:l 
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temos: 

P=axb x c x ..... xhxkxl 

ou p = l X ,. X h X ... " X C X b X a, 

inverlendo a o.rtlcm dos faclores. Fazendo os productos d'essas 
igualdades memoro a membro, e notando que o produclo de 
dous factorcs, que se correspondem, é igual ao producto dos 
extremos, temos : 

p:1= (a X l)", 

n representando o numero dos termos da progressão; logo, 

P = V[a X l)• . o. q. e. n, d. 

Sewwa dos termos de uaua 1•rogressão geonaetrlea. 

394. THEOREMA. A somma dos termos de uma progressão 

geometrica decrescente, é igual ao quociente da divisão do pri­
m,eiro termo, menos o producto do ultimo pela razão , pela 
unidade menos a razão. 

S representando a somma e q a razão, da progressão 

:: a: b : e: ...... : h : k: l 

qu~ suppomos decrescente, temos : 

S=a+ b+ c+ ..... +h+lc+l 
e Sxq=b+c+ ........... +k+l+lxq 

mulliplicando a primeira porq. 
Sul>trahindo-se a segunda da primeira , e notando-se que 

S x q é menor que S, tem-se: 

S-Sxq=a-lxq 

por isso que os outros te1·mos se annuião pela subtracção. 
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Pode-se escrever a ultima igualdade do modo seguinte-: 

S (1-q) = a-l x q, 

d'onde se deduz : 

S = a - l X q • (i) 
1-q 

Se quizessemos conhecer por exemplo a somma dos termos 
da progressão ~ 

.. 'l . -t.1.1. 1 ~ 
-:-:- 2 · 4 · s · 16 · 32 ú -0 . 

/' 
/ ·:) 

cuja rasão é ; ; empregando a formula (1), temos O 

ºo~ 1 1 
-- - - X 

S = 2 32 
1 

1--
2 

~ 
~ j,· 

·r 1 · .-\. 395. Observaçao I. A ormu a (t) exige o conhecimento do"',, 
" ultimo termo da progressão para se poder obter a somma dos l 

seos termos; vamos dar outra formula, onde não entra l, po­
rem onde é necessario conhecer-se o numero dos tet'mos. A 
prog~essão dada tendo n termos, sabe-se que 

l =-= a X q" - ' ; 

Escrevendo a x q" - ' no valor de Sem lugar de l, temos : 

. a - a x q• a x ( 1 -q") 
s = 1 - q = 1 - q (2) • 

Applieando esta formula ao exemplo precedente, temos : 
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396. Obse1'va,ção II. Se a pt'ogressão ~ cl'escente, as formu­
las (1), e (2) soffrern uma modificação; repetindo os raciocinios 
que fizemos no primeiro caso , obtem-se as duas formulas se­
guintes: 

S=lxq- a 
q-1 

S = a X (q" - -1) 
. q-1 

A somrna dos termos da progressão 

:: 2: 6: 18: 54: 162 

cuja razão é 3, é, empl'cgando-se a primeira formula 

162 X 3 - 2 __ 2l '> . 
3 - 1 - ~-. 

e empregando.-se a segunda 

... 

Limite da somma dos termos de uma 1n·ogressào 
decrescente até o Infinito (1). 

397. LEMMA I. As votencias successivas ele uma quanticlacle 
maio1' que a uniclade c1·escem successivamente á medida que 

(J) A progressão decrescente: 

cuja razão é~ , foi a primeira que se sommou. 
'• 

Archimedes calculando a área de um segmentÓ ele parabola comprehendido 
entre um arco da curva e sua corda, foi levado a sommar a progressão supra. 

Õ sabio grego só calculou a(ruella , clco uma regra bastante complicacla cm Jin-
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cresce o expoente, que pode ser tomado assaz grande, pára que 
a potencia exceda a t?da quantidade dada. 

Seja a o num~~º dado, maior que a unidade; é claro que 
a"'+• é maior que a"' , por quanto 

CL'" + 1= (I. '" X a ; 

o umlliplicador a sendo maior qne a uuidade , o produclo 
a"'+' é maior que o multiplicando CL"' . 

Passemos á segunda parle da dcrn onstrac~:ão; pouhamos: 

por isso que a é uma quantidade 111uior que a unidade. 
É manifesto que 

a0"+ 1- am= a"' X (1- a)= lt'" X r:t. .; 

porem a"' sendo maior que a unidade, a"' x a é superior a a ; 

por conseguinte, a differença entre duas potencias successivas 
de a é maior que a; logo, ten;ios : 

a -1 =a 
a2 

- a > a 
a• - a2 > a 

( 1) 

é claro que a somma dos primeiros membros das relações su· 
pra é maior que a dos segundos ; ora, esta é m x a, e aquella 
ci"' - 1 ; logo, 

a"' - 1 > rn X a (2) 

guagcm ord inaria, e chegou à aquclla regra por um melhodo diverso do que cm­
JJrega111 us (nº 400) ; 111ethutlu, que não c:qiómos ac1ui por falta de espaço. 
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Se a"' deve ser maior que uma quantidnde dada N, bastará 
escrever-se 

e tomar-se 

m X o: > N - 1 (3) 

N-1. 
m>-­

ac 

o que é sempre possivel ; operando nssim , tC'remos a fortior 

a'" -1 > N -1 

011 

a"'> N., 

o que se pedia. 

398. CoNSEQUENCIA. Um termo de uma progressão crescente, 

cresce alem de todo limite. 

399. LEMMA II. As votencias s11ccessivas de wma quantidade, 

menor que a 1midade, diminuem successivamente e teem zero 

por limite. 
Toda quantidade menor que a unidade pode ser represen­

~ 

tada pela fracção .-=--, o: sendo uma quantidade muito pe­
-~ +o: 

quena. 
Observando-se que 

1 1. 1 
(1 +o:)"'+1 - (1 +o:)"' X 1. + cx 

ê f ·1 1. é 1 . l 
v -se ac, mente que (1.+o:)"' + • menor que (1.+cx)"' , vis o 

que a primeira quantidade é um producto de duas outras me­

nores que a unidade (nº 205). 

De outro lado á medida que m cresce, a fracção (1.; cx)m 

diminue; por isso que seo denominador augmenta (lemma 1); 
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por conseguinte sem cresce indefin~damente, (1 + et.)'" cresce 

sem limite, e a fracção (i ~ ex)"' tem por limite zero. 

400. THEOREMA. A somma dos termos de uma progressão de­
crescente até o infinito é igual ao primeiro termo dividido pela 
diff erença entre a unida.de e a razão, 

Achamos (nº 395) 

a-aq" 
8=---=-

1-q 

o que se pode escrever 

a a X q" a a S=-----=----- Xq" 1.-q 1-q 1-q 1--'(J 

esta formula dá a somma de um numero deLerrninado n de ter­
mos de uma progressão decrescente, buscamos porem a som ma 
dos termos de uma progrnssão_decrescenle até o infinito; ora 
q sendo um numero menor que a unidade, q" tende para zero 
a medida que n cresce successivamenle; logo, considerando a 
progressão com todos os seos termos, temos : 

limile q" = O , por conseguinte lim. -1 ª x q" = O, -q 
por isso que -1 ª é um factor constante; logo, -q 

lim. S=-e,_i _ 
1- (j. ( 1) 

o. q. e. n. d. 

EXEMPLO I. Somma,r a progressão decrescente 

.!.!.. ! . ! 1 
•. 2 . l1 • 8 

. - ' 1 
CUJCL rcizuo e 2 . 

{ 1 
1fi . ~2 
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Empregando a formula (1), temos 

1 
2 S=--1 =1 

1--
2 

EXEMPLO II. Sommar a progressão decrescente 

~ !.! . .!_ . .!__.__!_. 
" 3 ' 9 . 27 . 81 ' 2[13 . ' ' ' ' 

. - . 1 cu;a razao e 3 
Empregando a formula, tentos : 

1 
3 1 

8=~=2· 
1- -

3 

335 

Applicação. Toda fracção decimal periodica pode ser consi­
derada como uma progressão geometrica decrescente. Seja por 
exemplo a fracção decimal periodica 

0,272727 ..... 

é claro que se pode escrever esta fracção do modo seguinte 

~.E_ . .E_ . ..E__. 
" 100 ' 1002 • 1004 ' ' ' ' ' ' ' 

empregando a formula (1), temos por somma da progressão, 

. - é 1 cuJa razao 100 
27 

S
- 10Õ 27 
- 1 = 99' 

1 -100 

resultado obtido na theoria das fracções decimaes periodlcas. 
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EXEBCICIOS, 

J. O primeiro termo de uma progressão vo1· diff erença é 7, o 
segundo 11. , e o ultimo 59. Qual o numero dos termos d'esta 
prog'N'ssão ? 

Il. A somma dos termos de nma progressão_1)0r_differe11ça é 
15l100, o ultimo termo é 262, e o numero cios termos 88. Qual o 
primeiro termo? 

III. Calcular as sommas das progressões segvi11tes : 

. 1 3 5 
-;--2· 1 ·2· 2 ·2· · ····· 

• 1 2 3 4 
-;- .5·5·5·5· 1 · ..... 

1 1 1 1 
•• li 42 . l13 • 44 • 

.. 1 
--;-; 0,1 

IV. Demonstra,· que a somma 

é comprl'hefülida. entre 2 e 3. 

,.,,.,. ., 
o 
ü 
o 

03 -~ -s 
:r. 

() 1--n 
p () 
o 7 

V. Demonstrar que o quadrado da somma' dos n primeiros 
numeros inteiros é igualá somma dos cubos d'esses mesmos n11-

meros. 
VI. Achar o limite da somma das fracções 

1 2 3 lt 5 
2 + ií + 8 + 16 + 52 + .. 

cujos numemdores form{!o uma progressão a.rithmelica., e os 
denomin(l,dol'es uma. p1·ogresMio geometrica. 
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VII. A somma de uma p1·ogressão de 9 termos é 225, e a di{{e­
rença dos extremos é 16, - Formar a vrogressão. 

VIII. Dezaseis numeros formão uma progressão, cuja somma 
é 320; a razão do primeiro ao ultimo termo é ; • Quaes são 
esses numeros? 

IX. Calcular a somma dos n primefros nume1·os inteiros. 
X. Calcular a somma dos n primeiros numeros pa.res. 

CAPITULO III. 

1, O G A B. I T R 1111: O S, 

DeOnl«Jfes. 

401. Duas progressões crescentes sendo dadas, uma geome­
trica começando pela unidade e outra arithmetica começando 
por zero , os termos d'esta são os logarithmos dos termos cor­
respondentes d'aquella. 

Assim, sendo dadas as progressões 

:: 1. : q : q2 : qs : , , , q"' 
-;- O • r . 2r , 31· • • • • m x 1· • 

1·, 2·;·, etc., são os logarithmos de q, de q2, etc. 
ObservaçãO', Os expoentes da razão na, primeira progressão 

são iguaes nos factores que multiplicão a razão na segunda nos 
termos correspondentes; assim qm tem por logarithmo m x r. 

402. Pela definição de logarithmo, que demos (n• 401.), parece 
que os numeros que se achão na progressão geometrica , são 
os unicos que tenhão logarilhmos; porém vamos ver que um 

!li 
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numero qualquer !em sempre um logarithmo. commensuravel 
ou incommensuravel. 

Inserindo-se entre dous termos consecutivos da progressão 
geometrica um numero de meios geomelricos assaz grande, ob­
tcm-se uma nova progressão geometrica; inserindo-se tambem 
entre dous termos consecutivos da progressão arilhmetica o 
mesmo numero de meios, oblem-se outra progressão arithme­
tica, cujos termos são os logarithmos dos termos correspon­
dentes da nova progressão geometrica. Se o numero ~e meios 
que se insere é muito grand~, é claro que os termos da progres· 
são arithmelica serão os logarithmos exaclos dos numeros, que 
se achão inscriptos na progressão geometrica, e ao mesmo 
tempo os logarithmos approximados dos numeros, que não se 
achão alli. 

No entretanto, se n -1. representa o numero de meios que se 
quer inserir, vamos demonstrar que se pode tomar n assaz 
grande para que os termos das duas novas progressões cresção 
por gráos insensíveis. 

A differ,ençn entre dous termos conseculivos da nova pro-

gressão aritl!metica é ~; se se quer que esta differença srja 

menor que uma quantidade dada e, bastará escrever: 

1· 
- < E n 

e tomar por conseguinte . 
,. 

n > - , 
E 

De outro lado, o ex.cesso da razão da nova progressão geome­
lrica sobre a unidade pode ser tomado menor que toda quanti-. . 
dade dada w. Com effeito, pondo 

ou 
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temos, elevando á potencia de gráo ri, 

ou 
a < (1 + w)•: 

(1 + w)" > a 

319 

o que é possivel (nº 39i), por quanto 1 + w é uma quantidade superior a unidade. 
Por conseguinte, se um numero N não faz parte da progressão geometrica mesmo depois da inserção de um numero muito grande de meios geometricos, elle será. comprehendiclo entre dous outros, que farão parte d'ella e difTerirão entre si em uma quantidade infinitamente pequena, e do numero dado em me­nos d'essa quantidade; logo o Iogarilhmo do numero N será comprehendido entre os logaritbmos dos numeros que com­prehcndem N, e differirão do logaritbmo de Nem uma quanti­dade infinitamente pequena. 

40:\. A unica condição, a que submetlemos as duas progres­sões que nos servirão de ponto de partida para a definição dos logarithmos, foi que a progressão geometrica começasse pela unidade, e a progressão arithmetica por zero; ora , como ha uma infinidade de progressões, que.podem satisfazer a aquella condição, segue-se que ha tambem uma infinidade de systemas de logarithmos: assim o logarithmo de um numero isolado é inteiramente arbitrario, se não se especificarem as duas pro­gressões, que carecterisão o systema de logarilhmos , que s!J tem em vista. 
40ti. Emfim, para legitimar a definição dos logarithmos, se­ria neccssario demonstrar que, se um numero N é introduzido na progressão geometrica por duas inserções difl'ercntes, o lo­garilbmo de N é sempre o mesmo. 

. Se, N tendo sido introduzido na progressão geometrica pela inserção de (p -1) meios, l é o logaritbmo de N; e, N tendo lambem sido introduzido pela inserção de p' -1 meios, l' é o Iogarithmo de N; cumpriria demonstrar que l= l'. Deixamos ao lector a demonslracção d'.esta proposirão ue .....,_ __ ~2 

~ 18W1BOC. 
~ lbllotm Pübll" .. nedlto Lolto 
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se basea solJre o theorema nº 384, e sobre outro equivqlenle 

uas progressões geometricas, que não foi tratado. 

Propriedades dos loga1·itlamos, 

405. THEORElfA I. O logarithmo de mn vroducto de muitos 

{actores é igual á somma dos logarithmos dos seos {actores. 

Sejão as progressões 

: : f : q : q2 : q:S : • 1 , , <jm • , , • qn , , • , qm + n , • , • 

7 O. r, 2r: 31·: •••. mr .... m·. , •• (m+n)r •... 

que caracterisão um systema qualquer de logarilhmos. -~ -Em virtude da defini~ão (nº 401), temos: 
o o 

log. q'" =m.1· 
log. q• =m· 

e log. qm+• = log. (q'" X q••) = (m + n) 1'; 

ajuntando as duas primeiras iguadades, temos : 

log. q"' + log. q• = (m + n) r; 

logo, 

log. q'" x q" = log. q"' + log. q• • o.q.e.n.d. 

N'esta demonstração suppôe-se que os numeros dados fazem 

parte da progressão geometrica; se assim não fôr, introdu­

zindo um numero muito grande de meios, poder-se-ha sempre 

achar dous termos qP e q' que differirão dos dous numeros d.i­

dos em uma quantidade infinitamente pequena, de sorte que 

passando aos limites, o theorema acima se acha demonstrado 

para dous numeros qnaesque!', 
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406. O lheorema subsiste ainda no caso de muitos factores; 
com eITcito a x b x ex d sendo o producto dado, temos, em­
pregando o theorema precedentq : 

log. a x b x e X ci= log. a x (a x b x ex d)= log. a+ 
+ log. b x ex d ; 

·porém, 

log. b x ex d=log. b x (e x cl) =log. b+log. b x e 
e log. b x c=log. b+log. e; ' 

logo, 

log. a x b x ex d=log. a+log. b+log. c+log. d. 

407. THEOREMA II. O logarithmo de wn quociente é igual ao 
togarithmo do dividendo menos o logarithm,o elo divisai·. 

Seja b o quociente dado, pondo 

temos: 

a=b><q, 

e tomando os logarithmos dos dous membros 

log. a= log. b + log. q, 

d'ondc se deduz: 

a 
log. q = log. b = log. a - log. b 

hOS. TI-IEOREMA III. O logarithm,o de uma votencia de um nu-
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mero é igual ao expoente da potencia,, multil)licado pelo loga­
rithmo d'esse numero. 

Queremos demonstrar que 

log. a'"= m. log. a . 

Com effeito , 1n 

a"' = a x a x a X a . . • ••• • 1 •••• 

m, 
logo, 

Iog. am = Iog. a+ log. ct + Iog. a+ log. a+ . . . . ' 
isto é, 

log. am = m. log. ª"'. 

409. TnEOREMA IV. O logarithmo da raiz ele wm numero é 
igual ao logarithmo cl'esse numero dividido pelo índice dei raiz. 

Trata-se de demonstrar que 

com elieito, pondo 

log \1/; = log. a ; 
n 

elevando á potencia de gráo n a igualdade supra , 

m 
(/) 
--1 
)..o, 

CJ 
o , 

. ---,..., .... -o. 
:e 

a=r", 
CJ r1. o pi () o :P, 

e tomando os logarilhmos dos dous membro·s , temos : 

Iog. a= n log. 1·, 

d'oncle se deduz : 

. ,·/- lorr (t 
Jog. 1' = log. V a=-º-'-. 

n 

-,,. 
__. 
)> 

:o 
)> 

z 
I 
)>l 

o 

-o 
e . 
OJ r -o 
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Observação. Os quatro theoremas precedentes mostrão que 
uma multiplicação pode ser substiluida pela somma de dous 
logarithmos; uma divisão por uma subtracção ; elevação á 
potencia por uma multiplicação, e uma extracção de raiz por 
uma divisão ; por aqui vê-se a grande vantagem que ha na in­
troducção dos logarithmos nos calculos numericos. 

Dos dlfferentes systemas de logaritbmos. 

410. Da definição dos logarithmos resulta que o logarithmo 
de t é sempre zero. Chama-se base de um systema de loga­
rithmos o numero que n'esse systema tem por logaritb'mo a 
unidade. Os differentes systemas de logarithmos se distinguem 
pela sua base; uma vez a base determinada, o systema tam­
bem se acha determinado ; existe porém uma relação impor­
tante entre todos os differentes systemas de logarithmos, re~ 
lação expressa pelo theorema seguinte : · 

411. THEOREMA, A razão dos logarithmos de dous numeras é 
constante em todos os systemas. 

Sejão M e N dous numeros ," e ~ a razão de seos logarith­n 
mos, tomados em um systema de base b, de modo que : 

isto é, 

n x log. M. =m x log. N, 

ou 
log. M· = log. N'" ; 

d'onde se deduz 
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porém, em outro qualquer systema de bas~b' se te~empre 
/ 

log. M" = log. N'" , 

ou 

n. log. M = m. log. N, 

ou 

o que exprime que a razão dos dous logarithmos é semp1·e a 
mesma. 

Observação. Na demonstração que acabámos de dal' do 
theorema precedente suppomos commensuravel a razão dos 
dous logarilhmos ; porém será facil generalisal-o , empre­
gando-se o raciocinio costumado. O theorema subsistindo para 
dous numeros, cuja razão dos logarithmos differe pouco da 
razão dos logarithmos dos numcros dados, subsiste logo que se 
passar aos limites. 

4i2. CoRÔLLARIO. Conhecendo-se os loga1'ithmos dos numeras 
no systema de base b, obtem-se os logarithmos d'esses mesmos 
numeras em outro systema de base b', multiplicando-se os pri­
mos po1· uma 1·azão constante. 

Sejão l\f e N dous numeros cujos logarithmos no systema de 
base b são log, b Me log, b N, e no systema de base b', log,b, 1\1, 
e Iog,b, N; em virlnde do theorema precedente, temos : 

ou 

log .• M log.1, 
log, 6 N = !og .• ,. N ' 

log,b M log .• N 
--- -- - (J-log, b: IH - log .• , N - ' 

~ 
J83JP:IRJL 
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log,b M = p. log,b,, M 
log,b N = p. log,b,, N; 

3H 

assim, para obter-se o logarithmo de M ou de N no systema de 
base b, basta multiplicar por um numero constante /1· os loga­
rithmos d'esses numeros no systema de base b'. 

Logarlthmos de Drlggs. 

413. Logarithmos de Briggs ou loga·l'ithmos vulgm·es são os 
Iogarilhmos definidos pelas progressões seguintes : 

:: 1 : 10: 102
: 10ª : 104 : 105 : , , , , • 

-;-O, 1. 2. 3. li. 5. 

e o systema de logarithmos cuja base é 10 é o unico empre­
gado nos calculos numericos. 

41h. O logarith1no de uma potencia qualquer de fO é o ex­
poente d'essa potencia. 

Com effeito 

log. 10" = n. log. 10 = n 

por isso que log. 10 = 1, 

4.15 •. Os logarithmos de todos os numeros que não são poten­
cias de 10, são incommensurp,veis. 

Seja N um numero, cujo logarithmo supposto commensu­
m ravel é - ; da igualdade n 

m 
log. N =-, n 
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deduz-se successivamente :·. 

n. log. N= m , log.N"=m=log.1.0 '" , 

e finalmente 

N"= 1.0'" ; 

10'" é um numero inteiro, logo N• deve ser um numero inteiro, 
e por conseguinte N; como 1.0• não contém outros factores se­
não 2 e 5, é claro que N• e em seguida N não 9eve 

1 
~ nter e,s-

tros factores senão 2 e 5. Ponhamos pois U> -

--1 -· 
)> --º l o logo, 
o o 

d'onde se deduz : 

p. n= rn, q. n=m, 

:...,. 
":P ·o 
:D e. )> 

e em seguida 

p=q. 

:z r :e --
)>l o 
o 

Assim, N é uma potencia de 1.0. Logo, as potencias de 1.0 
são os unicos numeros que teem logarithmos commensuraveis; 
os logarithmos dos outros numeros são approximados abaixo 
de' uma unidad~ decimal de septima ordem para mais ou para 

' menos. . 
41.6. Dá-se o nome de camcteristica á parte inteira de um 

logaritbmo. 
A caracteristica do logarithmo d e um numero maior que a 

unidade contem tantas unidades menos uma, quantos são os al­
gm·ismos da parte inteira d'essc numero. 

Todo numero de n algarismos é comprehcndido . entre 
10"- 1 e 1.0•; o logarithmo d'esse numero é comprehendido 
entre (n -1.) e n, e tem (n -1) unidades na sua parte inteira. 
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417. Conhecendo-se o logarithmo de um niunero, obteni-se o 
logarithmo de um numero 10" vezes maior ou 10" vezes meno1· 
augmentando-se ou diminuindo-se sua característica de n uni­
dades. 

Com effeito, multiplicando um numero A por 10" , temos : 

log. (A x 10 11
) =log. A+log.10" =log. A+n; 

dividendo A por 10" , temos : 

A 
log. 1 on = log. A- log. 1011 = log. A - n . 

Assim , quando dous numeros decimaes não differem senão 
pelo lugar que occupa a virgula, seos logarithmos teem mesma 
parte decimal e só differem pela caraclcristica. 

Disposição das taboas de l~gm·ithwos de Callet. 

418. As taboas não dão as características dos logarithmos; 
pois, como sabemos, a simples inspecção do numero basta para 
determinar sua característica; nas taboas só se encontrão as 
partes decimaes dos logarithmos. 

As taboas de Callet contém os logarithmos dos numeros 
desde 1 até 108000. Nas cinco primeiras paginas sob o titulo • 
de Chiliade .1 ( reunião de mil unidades) se achão os logari­
thmos dos numeros naturaes desde 1 até 1200, avaliados com 
8 algarismos decimaes, logarithmos, que estão em face dos nu­
meros aos quaes correspo em. Nas columnas intituladas N 
(inicial da palavra numero) se achão os numeros, e nas co­
lumnas intituladas log. os logarithmos. 

Dépois, as taboas tomão outra disposição, e dão os logari­
thmos dos numeros desde 1200 até 100000 calculados com 7 
algarismos decimacs; de 100000 até 108000 os logarilhmos 
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são, como no começo das taboas, calculados com 8 algarismos 
decimaes. 

Depois da chiliade I, a columna N contem todos os numeros 
desde 1020 até 18000, e a columna seguinte, intilulac!_tl o, con­
tém os logarithmos correspondentes; n'esta columna os nu­
meros isolados de 3 algarismos que se achão á sua esquerda 
são considerados como escriptos uns sob os outros de ma­
neira a completar todas as linhas. 

Nas columnas intituladas 1, 2, 3 ...... 9 se achão numerosde 
l1 algarismos, que estão na mesllla linha horizontal com os nu­
meros da columna N; aquellcs numeros de 4 algarismos sub­
stituidos aos outros tambem de 4 algarismos, que se achão á 
direita da columna o, são os logarithmos dos numeros da co­
lumna N seguido do algarismo que serve de titulo á-columna 
vertical considerada. 

Emfim, existe·uma ultima columna intitulada diff., que quer 
dizer differença; cada uma d'essas columnas se compõe de um 
numero isolado, situado no seo alto, e que se chama differença 
tabular; esses numeros isolados são as diITerenças dos logari­
thmos de dous) numcros inteiros consecutivos. Á esquerda do 
traço vertical que está debaixo d'esse numero se acbão os 
numeros 1, 2, 3 .... 9, e á direita os produclos · da differença 
por 0,1, 0,2, 0,3 .•... e 0,9. · 

Para se poder applicar os logaritbmos ás questões numeri­
cas é necessario saber-se resolver os dous problemas seguin­
tes: 1 º Dado um numero, determinar seo logarithmo ;-2· Dado 

• o logarithmo de um numero, determina,r esse numero. 

' ' 

oas de logarltbmos. 

t.1AAAN 1 
LE~1A I. 

Determinm· o logarithmo de·um numero dado. 

419. PRillEIRO CASO. O numero dado consta de c,nco algaris• 
mos. 
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Seja proposto, por exemplo, o numero 43678 ; procura-se na 

columna intitulada N o numero 4367 e á direita na columna O 

tomão-se os tres algarismos isolado~ 6h0, á direita dos quaes 

se escrevem os quatro outros 2528 que se achão justamente na 

intersecção da linha horizontal, em que está o numero dado, 

com a linha vertical, onde estã o ultimo algarismo 8 do numero 

dado; assim li sendo a caracteristica, temos 

Jog. h3678 = t1,6h02528. 

SEGUNDO CASO. O numero dado é qualquer, 

· Seja cm geral No numero dado. Separa-se por meio da vir­

gula no numero N cinco algarismos á esquerda ; seja n esse 

numel'O e d a fracção decimal resultante; é claro que a parte 

decimal do logarithmo de N é a mesma que a do logarilhmo do 

numero N modificado, que é ela forma n + d. 

Procura-se nas taboas o logaritbmo de n (1°caso), seja lesse 

logarithmo. O logarilhmo do numero (n + d) é comprehendido 

entre l e l'; l' sendo o logarithmo do numero inteiro superior a 

n em uma unidade. 

PRINCIPIO, Os accrescimos logarithmicos são proporcionacs 

aos accrescimos nume,;icos e reciprocamente. 

Este principio não é verdadeiro rigorosamente, como vere­

mos, porém pode ser empregado sem erro sensivcl. . 

Pondo a dilferença l' - l = rS, que é o nccrescimo logari­

tbmico correspondente á unidade, e apoiando-nos no princi-

pio prece~enle, temos : · 

d'onde se deduz -: 

assim, para obter-se x, isto é, .o accrescimo logarithmi~o cor-

BibUoteca Públlc.i Benedito Leite 



TRATADO 

res-po11dente á parte decimal d, basta multiplicar-se pór d a dif­ferença tabular à'. 
Desprezando-se n'este produclo os algarismos que não in­fluem sobre o septimo algarismo decimal, e ajuntando-se con­venientemente o numero resultante com a parte decimal do logarithmo de n, obtem-se a parte decimal do logarithmo do numero dado, ao qual se dá depois a competente caracteristica. Seja proposto, como applicação do que acabámos de dizer, determinar o logarilhmo do numero. 346, 78267. 
Em lugar de considerarmos o numero proposto, cujo logari­thmo tem por caracteristica 2, consideraremos o numero 3{1658,267. . 

Iog. 34658 = . . . . . 4,5398035 
log. 34659 = . 4,5398160 

1. 0'=1.25 

Multiplicando 0,267 por 1.25 temos por producto 33,375, que é o accressimo logarithmico correspondente á 0,267; . despre­zando os tres ultimos algarismos decimaes e ajuntando 33 com 5398035, logaritbmo de 34658, temos 
' 

log. 346, 78267 = 2,5898068. 

Eis como se opera n< pratica, empregando-se a ultima co­lumna diff. : 

e 

log. 34658 -. 4,5~98035 
por 0,2 -, • • , • 25 
por 0,06 =, .. 7,5 
por 0,007 =. ..... Q,88 

log. 34658,26_7 = ... 4,539806838, 

log. 346,58267 = ... 2,5398068 

~ EJMEOC, 
1 
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PilOilLEMA II, 

DETERMINAR o NUMERO CORRESPONDENTE A Ui\l LOGARlTmio 

DADO, 

420. PRIMEIRO CASO. O loga1'ithmo dado é um logarithmo das 
taboas. 

Seja por exemplo 7931895 o logarithmo dado. Procurão-sc 
na columna o. os tres algarismos isolados 793, e á direita cl'esse 
numero ou mais abáixo nas columnas 1, 2, 3 ..... 9 os algaris­
mos 1895 ; obtem-se o numero buscado escrevendo-se 4, alga-

' rismo que se acha no alto da columna vertical considerada, 
á direita do numero 6211, que se acha na columna N e na 
mesma 1inha horizontal com os algarismos 1895. 

' ' 
SEGUNDO CASO. O logarithmo dado é qualquer. 
Seja em geral L um logarithmo dado, de que se busca o nu­

mero correspondente. Se L não se acha nas taboas, é comprc­
hendido entre dous logarithmos consecutivos l e l', dos quaes 
sejão n e n + 1 os numeros correspondentes; chamando ~ a 
ditferença l' - l, t:,. a differença L - l, e fundando-nos no prin­
cipio (nº !i19 - Princip.), temos: 

X !!,. !!,. r=~ OU X=f, 

Assim, para obter-se x ou .o accrescimo numerico, correspon­
dente ao accrescimo logarithmo t:,., basta dividir-se A pela diffe· 
1·ença tabular ~. 

Ajuntando-se a n o valor de x, convertido em decimaes, e 
separando-se por meio da virgula a parte inteira do numero 
segundo a caracteristica do logarithmo dado, obtem-se o nu­
mero pedido. 

Appliquemos a um exemplo o que acabámos de expôr de 
uma maneira geral. Proponha-se procurar o numero corres­
pondente ao logarilhmo 2,!i67!i325. 
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Pl'ocurão - se nas toboas os dous logaritbmos !1674305, 
4674453, immediatamente inferior e immediatamente supel'ior 
a o logarithmo dado, e ao mesmo tempo os nu meros corres­
pondentes que S?,O 29338 e 29339, Fazendo as subtracções : 

l' = 2,4674453 
l = 2,4674305 

L = 2,4674325 
l = 2,4674305 

éS=l'-l=, ... 148, il=L-l = .... 20 

temos: 
d 20 

X= 1= 148 = 0,135 ; 

Ajuntando 0,135 á 293S8, numero correspondente ao loga­
rithmo immediatamente inferior ao logarithmo dado, teremos 
os algarismos significativos 29338135 do numero buscado ; cm 
seguida o numero buscado é 293,38135, visto ser 2 a caracle­
ristica do logarithmo dado. 

Eis como se opera na pratica, empregando-se a columna das 
dilferenças : · 

2,4674325 
por 2,4674305 • . . • • • • • 29338 

Resto ••• 20 
por .•••• 1r;: • , . 0,1 
por . . . . . 44 ......... 0,03 
por ...••• 60 ••••••••• 0,004 

2,4674325 corresponde á 293,38 13!1 

Toma-se o loga~ithmo 2,4674305 immediatamente inferiot· 
ao logarilhmo dado , e ao mesmo tempo o numero 29338 cor­
respondente á aquelle logarilhmo ; a difi'erença dos dous loga­
rilhmos dá um resto 20. Procura-se depois na taboa dif{. mais 
proxima e na columna á direita do risco o numero immediata-
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mente inferior a 20, esse numero é 15, que conesponde a 0,1. 
Diminuindo-se 1.5 de 20, resta 5, que multiplicado por 10 dá 50; 
procura - se de novo na mesma columna á direita o numero 
mais proximo de 50, acha-se 4li , que corresponde a 0,03. Di­
minuindo-se t,4 de 50, resta 6, que multiplicado por 10 dá 60 ; 
procura-se ainda o numero mais proximo por defeito ou por 
excesso de 60, acha-se 59, que corresponde a 0,004. 

Addicionando tudo, e tendo em vista a caracteristica, obtem­
se o numero 293,38134, correspondente ao logarithmo dado. 

\uíh · 
él,.O 

Observações Importantes. O t ~ 
'""ST ~oo " 

l121. I. Só definimos os logarithmos dos numeros· maiores 
que a unidade, e até aqui só temos considerado semelhantes 
logarilhmos. Por nseguinte, segundo uossas definições, é ne­
cessario que to os os numeros satisfação aquella condição; 
assim, tendo de procurar o logarithmo de um numero menor 
que a unidade, devemos tornal-o antes maior que a unidade, 
mulliplicando-o por uma potencia conveniente de 10 ; feito 
isto, opera-se da maneira conhecida, e divide-se o resultado, ao 
qual se chega, por aquella potencia de 10. 

II. Quando se tem de diminuir de um numero qualquerum ou 
muitos logarithmos, em pregão-se algumas vezes os complemen­
tos d'esses logarithmos, que se ajuntão ao numero proposto ; 
porém, como sabemos) do resullado devem-se diminuir tantas 
vezes 10, quanto$ logarithmos se subtrahirão. 

III. Quando o numero que se busca depende de multipli­
cações, divisões, potencias, e raizes, procura-se o seo logari­
thmo, e d'este passa-se ao numero, como sabemos. 

Proponha-se calcular a seguinte expressão : 

.3 /0,348 X 5 
X= V 7 x 1t 

Multiplicando esta igualdade por 10" , temos : 
23 
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V 3li8 X 5 10" 
X X 10" :.= 10" X :-::-::--:---:=--- = ==== 

1000X7X7t .ª /1000 X 7 X 7t 
V 3li8 X 5 

e tomando os logarithmos dos dous membros 

1 
log. (x x 10") =n - 3 (log. 1000 + log. 7 + log. 1t + 

+ c1 log. 348 + c1 log. 5 - 20) . 

Eis o typo do calculo : 

log. 1000 = .. . 
log. 7 - . ... . 
log. n = log. 3,1416 
log. 348 = 2,5M5792 

c1 log. 3li8 = 7,458ú208 . 
log. 5 = 0,6989700 

. . 3,0000000 
0,8[150980 

. 0,4971509 

c1 Jog. 5 = 9,3010300 ..... . 

. 7,4584208 

. 9,3010300 

21,1016997 

1 
log. (x x 10") =n- 3 (1,1016997)=n-0,3672332 . 

Tomando n = 1, a subtracção do segundo membro pode 
ser e!fectuada e temos finalmente 

log. (x x 10) = 0,6327668 

Calculo elo numero correspondente : 

0,6327668 
0,6327609 

nesta . 59 
por . 
por. 

51 
80 

xx10= •. 

... . li2930 

.. 0,5 

. . 0,08 

[1,293058 
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por conseguinte 

X = 0,4293058, 

IV. Observando-se nas taboas as columnas das diil'erenças, 
vê-se que essas di[erenças vão sempre diminuindo; a razão 
é por que se n e n + 1 são dous numeros consecutivos, a dif­
ferença dos Jogariihmos d'esses numeros é 

log.(n+1)-log.n=log. (n: 1
)=log. (1+A). 

Ora, á medida que n cresce, a quantidade 1 + .! diminue e n 
tende para a unidade, e a differença dos dous logarilhmos 
tende para zero. 

V. Os accressimos logarithmicos 11 ão são proporcionaes aos 
accressimos numericos. Com effeito se a um numero n damos 
um accressimo h, o logarithmo experimentará um accressimo 
expresso pela differença geguinte : 

(n+h) ( h) log. (n+h) - !og. n=log. -n- =log. 1 +n 

Ora, esta differença diminue, á medida que n cresce ; por 
conseguintch ficando constante; isto é, o accressimo nnmerico 
sendo constante, o accressimo logarithmico diminue e não lhe 
é proporcional. A differença de dous logarithmos consecu­
tivos nas taboas é muitas vezes a mesma durante muitas pa­
ginas, logo para os numeros inteiros comprehendidos n'essas 
paginas é evidente que o accrcssimo elos Jogarithmos é pro­
porcional ao dos numcros. 

---~2ª~--------
~ 
B1PI83JL 
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E:XEBOIO IOS. 

I. Ca.lculcl1' por logarithmos as expressões seguintP.s: 

7634537 
76781 , 14,2768 + 4,5678 

II. Calcular 1Jor logarithmos as expressões sP.gt1intes : 

(3,1416) 2 
, 3,1416 X \3/237 

m. Calcu.la1· por logarithmos as expressões seguintes : 

= (276l1 X li7,678) ' = [4,678 X (2376li )' J
5 

X 3liô X 278 ' X 27 X lt26 

IV. Calcular por logarilhmos as exp1·essões seguintes : 

V. Calcular por logarithmos a expressão seguinte: 

1 X ( s 276,l~ X 252
)

5 

X= 42, 7 X (25)3 76X2,l1 

;g·_lOTHECA PU BLI .,. 
do 

E ' ~ 
·~ 1 DO DO f,,1ARANH, 

. ., 
·.; 
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Applicaç~es. 

_ ,_,_ 

CAPITULO PRIMEIRO. 

~ -
APPLIOAQOES DA TBEOIUA DAS RAZOES, 

Das grandezas dlrecta e inversamente proporclonaes. 

ti22. Logo que duas grandezas se achão ligadas pelo enun­
ciado de um problema de tal modo, que dous valores da pri-­
mcira estejão na mesma razão que dous valores corresponclen­
tes da segunda, ellas são dilas proporcionaes ou directa,mente 
proporcionaes. 

Assim quando se diz, por exemplo, que o preço de um metal 
é proporcional ao seo peso; deve-se entender que, tomando-se 
dous pesos di[erentes do metal e os seos preços correspon­
dentes, a razão dos pesos é igual á razão dos preços. 

Duas grandezas são ditas inversa ou reciprocamente propor­
cionaes, logo que dous valores ela primeira se achão em razão 
inversa com os dous valores correspondentes da segunda. 

Assim quando se diz que a velocidade de um corpo, que se 
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move uniformemente, é inversamente proporcional ao tempo 
empregado pelo corpo parn percorrer um espaço determinado, 
deve-se entender que dous valores differentes da velocidade 
estão em razão inversa com os dous valores correspondentes 
do tempo. 

ú23. A demonstração da proporcionalidade das grandezas 
não pe1 tence á Arithmetica , porém a cada sciencia em particu­
lar que as considera ; admitlimos essa proporcionalidade, de 
que faremos uso nas soluções dos problemas que temos de re­
solver. No entretanto vamos indiêar dous theoremas que ser­
virão para reconhecer, se duas grandezas varião em razão di­
recta ou inversa. 

l12l1. Tui,:onmrA I. Se duas grandezas são taes1 que uma d'ellas 
vindo a ser certo numero de vezes maior ou menor, a outra 
venha a ser esse mesmo numero ele vezes maior ou menor, ellas 
são directamente proporcionaes. 

Sejão A e B as duas grandezas dadas ; por hypothese A vindo 
a ser m vezes maior ou menor, B vem a ser tambem m vezes 
maior ou menor. 

Trata-se de demonstrar que, quaesquer que sejão os valores 

de A, mnltiplicando-os por um numero fraccionario ~, os va-n 
lores correspondentes de B serão tambem multiplicados por 
m 
n 

Multiplicar A por~ é tornal-o m vezes maior, e n vezes me-n 
nor; porém A vindo a ser A x m, B vem a ser por hypothese 
B x m; se esse novo valor de A vem a ser n vezes menor, isto 

é A x m , o valor correspondente de B virá a ser, por bypo-n 
. Bxm these , n vezes menor, isto é, --; ora, é claro que as duas n 

razõea 

A 
m x­n 

A 

m Bx­n 
J3 
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são iguaes ; logo A e B são duas grandezas proporcionaes em 
virtude da definição (nº lr22). 

O ganho de um obreiro é proporcional ao numero dos dias de 
seo trabalho; por que quanto mais trabalhar , mais ganhará 
necessariamente. 

425. THEOREMA II. Se duas grandezas são taes que uma d'ellas 
vindo a ser certo numero de ve;:;es maior ou menor, a outra 
venha a ser esse mesmo mmiero de ve;:;es menor ou maior, essas 
grande::;as são inversamente proporcionaes. · 

Demonstra-se este theorema do mesmo modo que o prece­
dente. 

O numer~ das horas de trabalho, por dia, de um obciro pa­
ra fazer uma obra, é inversamente proporcional ao tempo em­
pregado; porque, quanto maior fôr o numero de horas, menos 
tempo será necessario para fazer a mesma obra. 

Observação. Uma grnndeza pode ser ligada pelo enunciado 
de uma questão a muitas outras, sendo proporcional a umas e 
universamente proporcional a outras. 

Por exemplo, o preço de um cylindro, formado de prata e 
cobre, é proporcional á quantidade de prata e inversamente 
proporcional á quantidade de cobre, o volume do cylindro 
sendo sempre o mesmo. A quantidade de prata sendo con­
stante, a de cobre variando assim como as dimensões do cylin­
dro, será facil ver-se que o preço será proporcional ás dimen­
sões do cylinclro e inversamente proporcional á quantidade 
de cobre, etc. 

llc;ra de tres simples. 

426. Regra ele tres simples é todci questão que tem vor (im, 
conhecendo-se os valores de duas grandezas que varião na 
mesma ra::;ão ou em, ra;:;ão inversa, dctenninar o novo valor de 
uma cl'ellas, qtiando a outra toma outro valor determinado. 
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Se as duas grandezas dadas varião na mesma razão, a regra 
de tres simples é directa, e no outro caso inversa. 

Vamos tratar a questão de uma maneira geral, applicando 
depois o que tivermos dito a alguns exemplos. 

Sejão M e N as duas grandezas dadas, me n seos valores res­
pectivos; trata-se de determinar o valor que tomará M, logo 
que Nem lugar de n tomar outro valor n'; represente x o valor 
buscado 

i\l, 
in 

X 

N 
n 
n'. 

Ha duas maneiras de resolver-se esta questão. 
I. Por meio das razões. Se as duas grandezas M, e N são di­

rectamente proporcionaes, a regra de tres é directa, e temos 
a seguinte proporção : 

d'onde se deduz: 

X n' f , - = - (11° 4-2) , m n 

n' :r=mx-- · n' 

u 

MARANHÃ 

se as duas grandezas dadas são i~versamente proporcionaes, 
a regra de tres é inversa, e temos 

d'onde se ded}lz : 

n x=mx,. n 

II. Reducção á unidade. Supponhamos proporcionaes as gran­
dezas dadas. Quando N tem por valor n, M tem por valor cor-
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respondente m; se N toma um valor n vezes menor; isto é, a 

unidade, o valor de M vem a ser tambem n vezes menor (nº 424); 

isto é ~; se N toma um valor n' vezes maior; isto é, 1 x n', o 
n 

valor de M será tambem n' vezes maior; isto é m x n' ou 
n 

m x !-1:'., resultado obtido pelo primeiro methodo. 
n 

Se M e N são inversamente prnporcionaes; logo que N tem 
por valor n, M tem por valor m, e logo que N tem por valor 1, 

M Lcm Pº! valor m x n (nº 425); se N tomar um valor n' vezes 
maior; islo é 1 x n' ou n', M tomará um valorn'vezes menor; 

isto é, m ~ ou 1n >< n, (nº 425), resultado obtido pelo pri-
n n 

meiro methodo. 

PROBLEMA I. Um bastão de 8 pés clá uma sombm, cujo compd-

1nento é de 1 pés; uma torre no mesmo momento dá uma sombra 

de 203 pés, pergunta-se a altura da torre. 
Será facil ver-se que esta questão é uma regra de tres di­

recta; empregando os raciocínios acima, e x representando a 
altura buscada , teremos a seguinte proporção : 

X 203 s= -1-; 

d'onde se deduz: 

8 X 203 
X = 7 = 232 pés, 

PROBLEMA II. Dezoito obreiros fizerão uma obra em, 15 dias; 
quantos obreiros farão a mesma obra em 9 dias? 

Recorrendo sempre aos dous theoremas ( nº' 424,425) vê-se 
facilmente que esta questão é uma regra de tres inversa; x re­

presentando o numero de obreiros buscado , temos a seguinte 
proporção: 
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d'ondP. se dedaz : 

_ 18 X 15 _.:_ 
30 X- 9 - ' 

Os dous problemas supra, assim como todas as questões. 
d'este genero, podem ser resolvidos pelo metllodo da reduc­
ção á unidade (nº ú26 - II), o que não offerecc difficuldadc al­
guma. 

Regra de tres composto. 

ú27 . Regra de tres composta é toda questão que tem por fim, 
conhecendo-se o valor de itma grande::m, assim como os valores 
correspondentes de muitas outras grande::;as, ás qttaes a pri­
meira é directa ou inversamente proporcional, determinar ova­
lor que tomará a primeira grandeza logo que as outras toma­
rem outros valores determinados. 

Seja ' 

K A, B, C ..... . P, Q, B. .... . 
k a, b, c ...... p, q, r .... .. 
x a', b', c' ...... p', q', r' .... .. 

K a grandeza dada que suppomos proporcional a A, B, e, etc., 
e inversamente proporcional a P, Q, R, etc. ; logo que Ktem por 
valor k, A, B, C ... .. . P, Q, R .. .. .. teem por valores a, b, c .. .. .. 
...... p, q, 1· .. . .. ; trata-se de determinar o novo valor x de K, 
logo que as outras grandezas em lugar de a, b, c .... .. p, q, r ... ... 
tomarem os valores a', b', c' ...... p', q', r' .. .... 

Resolve-se esta questão geral pelos dous methodos empre­
gados na regra de tres simples. 

I. Por meio das razões. Em lugar de determinarmos x fazen­
do variar todas as grandezas simultaneamente, procuraremos 
os valores que K tomará fazendo variat· successivamente cada 
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uma das grandezas dadas e conservando ás outras seos valo­
res primitivos. Operando assim, tr,remos o valor de x logo que 
ti vermos feito variar todas as grandezas successivamente até a 
ultima. 

Posto isto, seja x0 o valor que K toma, logo que A toma ova-
lor a', as outras grandezas B, C .... P, Q, H .... conservando seos 
valores primitivos b, e; .... p, q, r .... ; seja xi o novo valor que 
K toma, logo que A tendo o valor a', Il tem o valor b' cm lugar 
de b, as outras grandezas conservamlo seos valores primitivos; 
do mesmo modo sejão X\ , x3 , x.1 .... . os valores di!ferentes que 
K toma, á medida que as grandezas varião successivamenlc; e 
x o valor final, valor buscado que K toma , logo que todas as 
grandezas tiverem variado até á ultima. 

K sendo directamente proporcional á A, B, C .. .. .. e inversa­
mente proporcional á P, Q, H ...... teremos, em virtude do que 
acima dissemos, as seguintes proporções : 

-...1 

o 
:e 
z 
<C 
a: 
<( 

<( o :E 
o rd o 
LLl o 
J: ..... o 
:,i 
o o 

< 
t­
(/) 

X a' 
--º= ­
k a 

x. e' 
--= = --x , e 

x~_ P 
x, -'il 
X-' q 
Xs = cj 
X r 
x='? 

~ 

multiplicando essas igualdades membro a membro, temos : 
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x a' b' c' p q r k= a X b X e X .••• X p' X? X? X ..•. 

• 
ou escrevendo de outro modo : 

resultado que se enuncia da maneira seguinte: 

428. Em toda questão de regra de tres composta a razao da 
incognita á quantidade que lhe é correspondente , é igual ao 
producto das razões entre as qua,ntidades que são directamente 
proporcionaes á incognita, dividido pelo producto das razões 
cn.tre as quantidades inversamente proporcionaes. 

II. Reducção á unidade. Quando A, B, C, .... P, Q, R, .... 
teem os valores a, b, e .... p, q, r .... , K tem o valor k; quando 
A toma um valor a vezes menor; isto é a unidade, intactas as ou­
tras grandezas, o valor de K vem a ser lambem a vezes menor 

isto é ~, e se A toma um valor a' vezes maior isto é 1. x a' ou a 
l d K 

/e , 1 a' a', ova or e vem a ser - xa ou ,ex -a a 
K sendo ainda direclamente propo1·cional a n terá um valor 

b vezes menor se B tem por valor a unidade, e um valor b' vezes 
maior, se o valor de B torna-se b'; o valor de k será pois 

a' X b' 
kx axb· 

K sendo tarnbem directamente proporcional a C terá por va-
a' b' x e' Ior k x X b , logo que se passar de c a e'. ax xc 

K sendo inversamente proporcional a P tem um valor p vezes 
maior logo que P tem um valor p vezes menor ou a unidade, .~ 
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o valor de K vem a ser p' vezes menor quando o de P se torna p' 
a'x b'x c' xp 

vezes maior; o valor de K é pois /e x a x b .x c x p' · 

Pela mesma razão passando do valor q de Q ao valor q', o 
a' X b' X c' X p X <] 

valor de K será /e x b , , . 
ax xcxpxq 

Emfim, o valor r de R vindo a ser r', o valor de K, que é 

inversamente proporcional á n, serã 

a' b' e' 
1 a'X b'X C1 X 1é> X q X r 1 

a X b X e X " ' 
,,x-- --~~~-- -~x--------

a X b X e X p' X q' X r' - p' q' r' -x-x-x . .. 
p q r 

mesmo resultado, obtido pelo primeiro melhodo. 
· Appliquemos a theoria á um exemplo. 

PROBLEMA 1. Em 25 dias 36 obreiros trabalhanclo 10 horas por 

dia cavárão U1n buraco com 60'" de comprimento, 3"' de largura 
e 4'" de profuncle:;a , Quantos obreiros serão precisos traba,­
lharido 12 horas por dia vara cavarem em, 1.8 dias um buraco 
com 75"' de comprimento , 2"',5 de la1·go e 3"',2 de fundo . 
Suppõe-se que a difficuldade do primeiro trabalho está para a 
do segundo como 6 está para 7, e a força de um obreiro da pri­
meira companhia está para a de um obreiro da segunda como 
5 está vara 4. 

Escrevamos em linhas borizontaes as grandezas da questão 
com os seos valores correspondentes, x representando o nu­
mero de obreiros buscado. 

6Lriiro,,- 11011, (i),- Di" (11, - Comprlmcnlo (cl).-Lorgm (d),- Prorondeu (<IJ,- Dimculd,de (d),- Força (í), 

X 12 1.8 

60 01 

75 

3n, 

2,5 3,2 

6 

7 

5 

4 

Primeiro methodo. Determinemos o numero de obreiros ne­
. ce~sario fazendo variar somente as horas, as outras condições 

Biblioteca PUbllca Benedito Leite 



366 TRATADO 

do problema ficando as mesmas; seja x 0 esse numero. Teremos 
a seguinte proporção : 

por isso que essas grandezas são inversamente proporcionaes. 
Poder-se-hia calcular immediatamente o valor x0 , porém não 
o fazemos; nos serviremos no entretanto de x 0 , como se fosse 
um numero. 

Seja x4 o numero de obreiros nccessario trabalhando 12 ho­
ras por dia, logo que cm lugar de 25 dias trnbalhão somente 18; 
como são ainda duas grandezas inversamente proporcionaes, 
temos a seguinte proporção : 

x 1 é pois o numero de obreiros trabalhando 101• por dia e du­
rante iS dias, as outras condicções do problema ficando as 
mesmas. 

Fazendo variar o comprimento, x2 representando o novo nu­
mero de obreiros, e essas grandezas sendo directamente pro­
porcionaes, temos a seguinte proporção: 

x. 75 x: = 60' 

Xi é o numero de obreiros preciso trabalhando 121• por dia du­
rante 18 dias para cavarem um buraco com 75m de compri­
mento, 3'" de largo, etc., as ou Iras condicções do problema fi­
cando as mesmas. 

Seja x3 o novo numero de obreiros preciso logo que em lugar 
de 3"' de largo ha somente 2"' ,5 ; como essas grandez:is são di­
reclamente proporcionaes, temos a seguinte proporção : 

I· 

x~ 2,5 
x· =3; 
' 
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x, sendo o novo numero de obreiros, logo que a profundeza va­
ria, temos pela mesma razão 

Fazendo variar a difficuldade, temos pela mesma razão 

X 5 disignando o numero de obreiros preciso trabalhando 12 ho­
ras por dia durante 18 dias para cavarem um buraco com 75 
metros de comprimento, 2m,5 de largo, 3"' ,2 de fundo, a dif­
ficuldade sendo 7, e a força de cada obreiro sendo represen­
tada por 5. 

Em fim buscamos qual o numero ile obreiros preciso para 
fazerem esse me~mo trabalho com a unica diiferença que a 
força de cada obreiro seja representada por 4; como são gran­
dezas inversamente proporcionaes, temos a proporção : 

x desig~ando o numero de obreiros buscado, isto é, a in­
cognita. 

Temos sete proporções, de que depende o valor de ro ; para 
obtel-o, multiplicando essas igualdades membro a membro 

a; 10 X 25 X 75 X 2,5 X 3,2 X 7 X 5 
36 = 12 X 18 X 60 X 3 X 4 X 6 X 4 ' 

e supprimindo os factores communs, temos : 

X= 50,636.,,,. 

o resultado fraccionario, a que chegamos, significa que 50 
obreiros farião um pouco menos e 51 um pouco mais do tra­
balho proposto. 

Segundo methodo. Para cavar-se certo buraco determinado 
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são precisos 36 obreiros trabalhando 10,. por dia, '.ou 36 x 10 

obreiros trabalhando uma hora por dia, e 36 ~ 10 obreiros 
trabalhando 12,. por dia. 

36 ~ 10 obreiros são precisos para cavarem um buraco tra-. balhando 12,. por dia e durante 25 dias; para fazer a mesma 
obra durante 1 dia seria necessario um numero de obreiros 
25 vezes maior e para fazel-a em 18 dias, 18 vezes menor isto é 
36 X 10 X 25 

12 X 18 
. 36 X 10 X 25 o buraco feito pelos 

12 x 
18 obreiros teria 60"' de 

comprimento ; se tivesse um metro de comprimento seria ne­
cessario um numero de obreiros 60 vezes menor e como deve 
ter 75 metros, é necessario um numero 75 vezes maior, isto é 

. . 36x10x25x75 um numero de obreiros igual a 
12 x 

18 x 
16 

• 

O buraco feito por este ultimo numero de obreiros teria 3 m 

de largo; se tive·sse 1 m de largo, o numero de obreiros neces­
sario seria 3 vezes menor, mas devendo ter 2"',5, o numero de 

b . d 
2 5 . . t , 36 X 10 X 25 X 75 X 25 O reiros eve ser m, maior, IS O e 

12 
X 

18 
X fiO X 

3 
• 

Este ultimo numero de obreiros teria feito um buraco de 
4"' de fundo, porém o buraco devendo ter 3111 ,2, o numero de 

b 
. . â 36 X 10 X 25 X 75 X 2,5 X 3,2 o reiros necessar10 ser 12 x 18 x 60 x 3 x 4 . 

O buraco feito por este ultimo numero de obreiros seria em 
um terreno de difficuldade representada por 6; se a difficul­
dade fosse 1, seria necessario um numero de obreiros 6 vezes 
menor; porém, como ella é 7, é necessario um numero de 
b . 

7 . . t é36x1.0x25x 75 x 2,5 x 3,2 x 7 o re1ros vezes ma10r; 1s o 12 x 18 x 60 x 3 x 4 Xfi 
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obreiros para fazerem a dita obra; se a força fosse 1, seria ne­
cessario um numero de obreiros 5 vezes maior; porém, como 
ella é 4, é necessario um numero 4 vezes menor; isto é, 
36X 10 x25 X75x2,5 X3,2 X 7 x5 lt d bl'd 1 12x18X60X3X4X6X4 'resu ª o. 0 1 0 pe 0 

primeiro methodo. 
429. Ainda para mais exercicio appliquemos a esta questão 

a formula geral (nº 428) ; para isso cumpre notar as grandezas 
directa e inv~rsamerite proporcionaes á grandeza , de que se 
busca o novo valor; as grandezas que se achão affectadas da 
lettra d são proporcionaes, e as da lettra i inversamente pro­
porcionaes á. grandeza principal. 

Applicando a regra, temos : 

donde se deduz: 

36 X -10 X 25 X 75 X 2,5 X 3,2 X 7 X 5 ro= - ~1~2~x~1~s-x~ 670-x~s~x~4-x~6~X~4,_' 

resultado que obtivemos pelos dous methodos precedentes. 

E X E B. e I e I o s. 

I. Certa obra foi feita por 1.0 obreiros em 15 dias. -Quantos 
dias serão nccessarios a 9 obreiros para fazerem a mesma 
obm? 

II. Pagou-se certa sornma pelo transporte de 27 quintaes a 
uma distancia de 16 leguas ). Quantos quintaes se poderão 
transportai· pela. mesma somma a uma distancia de 37 le­
guas l? 

24 

1
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III. Durante certo tempo 40 obreiros fi::rnrão 268 toezas de 
obra. Quantas toezas farão no mesmo tempo 60 obreiros de 
mesma força? 

IV. Para se fazerem, os ¾ de certa obra é necessario 1 dia. -
Que tempo será necessario para fazer-se tqda a obm ? 

V. A razão das forças. de dous obreiros é ~. e a das dif(icul ­
dades dos terrenos, em, que trabalhão, i · O primeiro d'elles faz 
288 toezas em 36 horas, quantas toezas fará o segundo em 24 
horas no segundo terreno? 

VI. Uma grandezci proporcional a muitas outras, é lambem 
proporcional á seo producto. 

YII. Em 28 dias, 26 obreiros tr·abalhando 8 "¼ por dia, fize-
1·ão 428m, 67 de certa obra, citja clifficuldade é representada pela 
fracção i· Quantos. obrei1'os ser ião necessarios , trabalhando 91o ¼ 
por dia, para fazerem, em 45 dias 427 "', 73 de uma obra, cuja 
clifficuldade fosse representada p01· ~; sabendo-se que ~ razão 
das actividades elas duas companhias é tl!. 

VIII. Demonstra-se na Physica qu~ o numero de vibrações 
trcmsversaes que execnta na unidade ele tempo uma corda tesa, 
é proporcional á raiz quáclrada do peso que a entesa, e inver­
samente proporcional a seo comprimento, a seo diametro e á 
raiz quadrada de sua densidade. 

Posto isto, uma corda de cobre tendo 0'" ,363 ele comprimento, 
0"',0015 ele cliametro, e sendo entesada vor um 1Jeso ele 13k33f>, 
executa 1999 vibrações em um, segundo; vergunta-se quantM 
vibrações executará uma corda de vlatina tendo Ü'",451 ele com­
Jirimento, 0"'00025 de cliametro, e sendo entesada por um veso 
ele 4kc ,l,9; a densidade ela vlatina sendo 21,5 e a elo cobre 8 ,8. 

IX. Tres grcincle;;;as variaveis A , B , C dependem uma da 
outra ; sabe-se que A é proporcional a B , quando C não varia, 
e A proporcional ci C, quando B não varia. Pergunta-se uomo 
varião B e C, quando A não varia. 

X. A terceira lei ele KEPLER é a seguinte : os QUADRADOS DOS 

TEMPOS DAS REVOLUÇÕES SIDERAES DOS PLANETAS sÃo PROPOR­

CIONAES AOS CUBOS DE SUAS DISTANCIAS MEDIAS AO SOL. 

Posto isto, executando a terra sua revolução sideral em 
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365,25 dias, e sua distancia ao sol sendo tomada por unidade, 
vergunta-se qual a distancia media de Venus que executa em 
224, 70 dias sua revolução sideral. 

CAPITULO II. 

~ . 
S0Ll1QOES DE DIVERSAS QVESTOES SOBl\E AS 

GRANDEZAS CONCRETAS. 

Regra de Juros e desconto. 

430. Logo que uma pessoa empresta dinheiro á outra du­
rante certo tempo, esta ultima segundo o uso reslitue não 
somente o emprestimo como outra quantia, que se chama juro 
do dinheiro emprestado, que é, por assim dizer, o alluguel do 
dinheiro. 

O juro depende da somma que se empresta, do tempo que 
dura o emprestimo e de um terceiro elemento, que se chama 
taxa do juro, que vem a ser o beneficio que produz uma 
quantia determinada em tempo determinado, ordinariamente 
é o juro de 100 em um anno; se 5 é esse juro, diz-se que a 
taxa é cinco por cento, que se escreve abreviadamente : 5 i, 

A taxa varía de um paiz a outro, e mesmo com o tempo em 
um mesmo paiz. 

431. O juro é simples logo que a quantia en1prestada é 
sempre a mesma cada anno durante todo o tempo do empres­
limo; o juro é co,nposto, logo que no fim de cada anno o juro 
se ajunta ao capital para produzir juros no anno seguinte. 

432. negra de juros .é toda questão relativa ao beneficio 
que produz uma somma de dinheiro, que se emprega ein 
cspecularões commerciaes, industriaes, etc., ou que se em-

2í , 
. 
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presta a alguem, que então indemniza o emprestador, pagando­
lhe juros. 

JURO SIMPLES, 

433. Em toda questão de juro simples entrão sempre quatro 
quantidades : o capital, o tempo, a taxa, e o juro: É claro que 
o juro é proporcional ao capital, ao tempo e á taxa ; vê-se pois · 
que as questões de juro não são mais do que regras de tres 
simples e composta, 

Quatro problemas principaes se apvresentão, a saber : 
I. Determinar o juro que pode produzir certa quantia dada, 

empregada durante certo tempo dado, conhecendo-se a taxa 
do juro. 

II. Determinar o capital, que é necessario empregar-se du­
rante certo tempo dado para vencer um juro dado. 

III. Calcular a taxa do juro a que se deve empregar por um 
le.mpo dado, um capital dado para produzir um juro dado 
n'esse tempo. 

IV. Calcular o tempo, em que um capital dado a uma taxa 
dada deve vencer um juro dado, 

434. Estes quatro problemas se resolvem mui facilmente 
por meio de uma formula ou relação constante que existe 
entre as quatro quantidades, que entrão cm toda questão de 
juro, relação que nos propomos a determinar. 

Sejão a o capital, to tempo, ia taxa, I o juro do capital a, 
empregado pelo tempo t á taxa i. 

Eis o raciocínio. 

1.00 produz i em 1 anno 

1 
i 

)) 

1.00 
)) )) 

a )) 
ixa 
100 

)) )) 

~n.1fim 
ixaxt t annos. )) )) 

100 
)) 
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Orn, chamamos I o jtlro de a, ou o que produz o capital a em 
t annos ; logo, temos : 

I = a Xi X t (1) 
100 

435. O primeiro problema é resolvido, empregando-se a for­
mula (1) ; para resolver os outros, vamos fazer algumas trans­
formações simples ; multiplicando os dous membros da igual­
dade (1) por 1.00, temos : 

1x1.oo=axixt; 

fl'onde se deduz successivamente 

a= I :< 100 (2) i =IX 1.00 (3) t =IX 10_0 (ú) 
ixt ' axt ' axi · 

!136. Façamos algumas applicações d'estas formulas. 
PnonLE~iA I. Calculm· o furo ele 432 : MO reis em 3 annos G 

mezes a 6 po1' cento ao anno. 
A quanlidade desconhecida n'esta questão é o juro; appli­

cando a formula (1), e notando que t n'essa formula, assim 
como nas outras, designa o tempo, expresso em annos, temos : 

l _ 432400 X 6 X f 
- 100 

!132400 X 6 X 7 _ 
90 

, 
804 

• . = · 
200 

- • reis , 

a fracção ½ do anno sendo equivalente a 3 annos e 6 mezcs. 
PnonLEMA II. Determina1· o capital que empregado por 3 

annos e 6 mezes a 6 por cento ao anno, produzia 90 : 804 reis 
de juro. 

A incognita d'esla problema é o capital, empregando pois 
a formula (2), temos : 

a= 90804 X 1.00 = 90804 X 1.00 X 2 = 432 , 400 
6Xi 6X7 , ' 
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resolve todas as questões que se podem appresentar; a letra E 
designa o desconto por fôra. 

440. Passemos ao desconto por dentro, e resolvamos o pro­
blema de uma maneira geral. 

PROBLEMA. Calcula,· o desconto por dentro e de uma somma 
a, importancia de um bilhete pagavel no fim de t armos, a taxa 
do desconto sendo i. 

Eis o raciocinio : 

100 
100 

em 1 anno 
em t annos 

produz i 
prod. i x t; 

por conseguinte, um bilhete, cujo valor nominal é 100 + i x t, 
pagavel no fim de t annos, vale hoje 100; e o desconto por 
dentro d'esse bilhete é i x t; logo, se 

sobre 100 + i x t o desconto por dentro é i x t • 
Sobre A d t d . t á i X t ·.1 o escon o por en ro ser 100 x i x t , 

e sobre a o desconto por dentro será ª x i x t · 100+i X t' assim a formula pedida é 

axixt 
= 100+i X t (2) 

Comparando as duas formulas :vê-se que o desconto por den­
tro é menor que o desconto por fôra, por isso que o deno­
minador da fracção ( 2) é maior que o denominador ela 
fracção (1). 

441. O valor real do bilhete se obtem diminuiu do-se do valor 
nominal o desconto por dentro : pode-se tambem chegai· a esse 
valor por meio de uma proporção, 11em ter-se necessidade de 
calcular o desconto ; com effeito , conservando-se as mesmas 
annotações e repetindo-se os raciocinios , que fizemos, vê-se 
que, por isso q~e um bilhete, cujo valor nominal é 100 + i x t, 
vale ~oje 1.00 , a que~tão que nos propomos tem por fim 
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determinar o que vale hoje um bilhete ou qual o seo valor 
real x, sendo a seo valor nominal, e d'ahi a proporção : 

d'onde se deduz : 

a; a 
100 = 1UO+ixt' 

100 X a 
X= 100+iX t 

Recip1'ocamente conhecendo-se o valor real de um bilhete 
será facil obter-se o desconto por ~entro, por isso que este é a 
dilicrença entre sco valor nominal e seo valor real ; com 
effeito 

1ooxa 1ooxa+axixt-1ooxa 
e=a.-1oo+ixt= 1oo+ixt -

axixt 
= 100+i X t. 

li42, Afim de bem comprehendcr-se o que dissemos, façamos 
algumas applicações repelindo os raciocínios. 

PROBLEMA. Calcular o desconto por dentro de li32 : 200 reis, 
importancia de um bilhete a vence1·-se no firn de 2 annos e 5 
mezes, a taxa do desconto sendo 5 por cento. 

Eis o raciocinio : 

100 

100 

em 1 anno 

29 em 12 do anno 

logo ; um bilhete de 

produz 

produz 

5 

29 29 . 100 + 5 x 12, pagavcl no fim de 12 do anno , vale boJe 1 oo , 
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e o desconto por dentro d'esse bilhete é 5 x ~~ ; por conse­
guinte, se 

29 
sobre 100 + 5 x 

12 
o desconto é 

sobre 1 o desconto será 

e sobre 432 : 200 o desconto será 

29 
100+5 X 12 

29 
5 X 

12 
X 432200 

29 
100+5x

12 

resultado a que chegariamos se applicassemos immediata­
mente a formula (2) ; não ha mais do que calcular a expressão 
do desconto, operando achamos 

e= li6: 59l1. 

A clilferença : 

h32: 200 - h6 : 5% = 385 : 606 , 

entre o valor nominal e o desconto elo bilhete é o valor actual, 
ou a somma que recebe do banqueiro o portador do bilhete 
ou da leltra. 

Pode-se ainda calcular o valor actual por meio da propor­
ção, como fizemos geralmente. 

. 29 29 
Se um bilhete de 100 + 5 x 

12
, pagavel no fim de 

12
cto anno, 

vale hoje 100, qual o valor actual de um bilhete cuja impor• 
tancia é de h32 : 200 reis, pagavel no mesmo tempo ; d'ahi a 
proporção : 

X l132200 
100 = 10U+.5 X 29' 

12 
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donde se deduz : 

43220000 X 12 . 
ro = 1200 + 5 X 29 = 385 : 606 reis. 

JURO COMPOSTO, 

379 

443, PROBLEMA I. Calcula,· .a quantia final A, produzida vor 
uma somrna a, posta a iuro composto durante n annos, a taxa 
do iuro sendo .r . 

Ordinariamente, no juro composto, r ou a taxa é o juro de 
1 em um anno. 

Eis o raciocinio: 

1 
a 

em 1 anno 
em f anno 

produz 
produz 

1.' 
,. X a; 

por conseguinte o capital com o juro vem a ser no fim do pri­
meiro anno 

a+axr=ax (1+r), 

quantia que é o novo capital no segundo anno ; repetindo o 
raciocinio precedente : 

1 

1 em 1 anno 
a x (f + r) em 1 anuo 

produz 
pro!,luz 

,._ 
a x r ~ (t+1·), 

por cons~guinte no fim do segundo temos a somma : 

a x (i+r)-1;::ci x-r x (1.+r) =a x (t+r) x (t+r) = 
. . . . = ': X (1 + r)2; 

no fim do terceiro anuo temos a x (1 +r)', e no fim de n an-
nos, a x (t +r)•; logo, · 

A= a x (t +r)ft (1) 
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lil1l1. Esta formula contém quatro quantidades; tres sendo 
dadas, pode-se sempre determinar a quarta; quatro problemas 
principaes se appresentão. 

J . . Determina-se A, tomando-se os logarithmos dos dous 
membros da igualdade (1) , 

log. A=log. a+n x log. (1 +r) (2) 

Jl. Determina-se a, deduzindo-se da ultima igualdade, 

log.a=log.A-n xlog. (1+r) (8) 

III. Determina-se 1·, calculando-se (1 +r) por meio da for ­
mula 

log. (l + 1.) = log. A - log. a 
n 

deduzida da igualdade (2). 

IV. Determina-se n por meio da formula 

log. A - log. a n = --ê''---------'"--
Iog. (1 +r) 

deduzida da igualdade (2). 

445. PnonLEMA II. Calcular a somma que, posta a juro com­
posto durante n annos, produz outra somma B. 

x sendo a somma buscada, é claro que temos: 

X X (1+r)" =B, 

donde se deduz : 
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il.nnuldade. 

446. PROBLEMA I. Uma quantia a é empregada cada anno a. 
juro composto, durante n annos, r sendo a taxa do juro. Per­
gunta-se o valo1· total A de todas essas sommas no fim dos 11 

annos. 
O valor final da primeira somma empregada por n annos é 

a x (1 + 1·)· : o valor da segunda empregada por (n-1) ·annos 
é a x ( 1 + r )•-•, e assim por diante; o valor da pen ultima 
somma empregada por 2 annos é ·a X- ( 1 + 1;)2. e o valor da 
ultima é a x (1 + r), por isso que esta é somente empregada · 
durante um anno. 

A questão tem por fim buscar a somma : 

a x {1 +r)+·a x (1 + 1·)2.:+a X (1 +r)'-t- .. , +ax (1 +r)" ; 

notando que é n somma de uma progressão geometrica crcs­
cen te, cuja razão é ( 1 + 1·), temos · 

A= a X (:t+r)·+~:....a x, (1 +r) = a X (1+r) [(1 +r)"-1 ] . 
r r 

t,47. Observação. Para submetter-se esta formula ao calculo 
Iogarilhmico cpmpre calcular primeiramente o parenthesis, 
o que se faz determinando-se por meio dos logarilhmos o va­
lor de (1 + r)" , e diminuindo-se d'esse valor a unidade; feito 
isto , nada é mais facil do que applicar os logarilbmos :i 

aquella formula. 
EXEMPLO. Sejá 1 : ooo: ooo reis a somma que se emprega 

cada anno durante 20 annos, a taxa sendo 5 ~-

Na nossa formula 1· ou a taxa sendo o juro de 1, vale na 
questão proposta 0,05; introduzindo os valores na formula , 
temos: 
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A= 1oooooox1,og,~ [(1,05)2º-1] = 21oooo~ox[(1,05) ~º­

e tomando os logarithmos 

log. A= log. 21000000 + log. [(1,05)2º- 1] 

Calculo elo 'l!arenthesis. 
log. 1,05 = .... 0,02H893 

20 X log. 1,05 = .... 0,4237860 
(1,05) 2º = 2,6533 

e (1,05)20-1 = 1,6533 

Calculo de A 

log. 21000000= .... 7,3222193 
log. 1 , 6 5 3 3 = .... 0,2183517 
log. A = ~ .••••• 7 ,5405710 
e A=34 :75~: 300 

448 PnonLEMA II. Calcular a somma que seria necessario 
pagar annualmente durante n anrws para saldar uma divida 
A, o primeiro pagamento sendo feito no fim de um anno e r 
sendo a taxa. 

Seja x a somma buscada; supponhamos que se ajustem 
as contas no fim do ultimo anno, tempo em que a divida ou 
somma emprestada A tornou-se A ( 1 + r )•; o primeiro paga­
mento x feito no fim do primeiro anno vale no momento do 
ajuste de contas a; x (1 + r) •-•, o segundo emprcgadQ por 
(n-2) annos vale no mesmo momento x x (1 + r)•-2, e assim 
successivamente; o penullimo empregado por um anno vale 
no fim do ullimo anno x x (1 + r), e o ultimo, feito no mo.­
monto do ajuste, fica o mesmo, x . Assim a somma total dos 
pagamenºtos annuaes feitos durante os n annos é no fim do 
ultimo anno 

x+x X (1 +1·)+ x X (1+r)2 + ..... +x x (1 +r)•-•, 

som ma de uma progressão geometrica, cuja razão é (1 + r); 
applicando a formula e notando que essa somma deve ser 
equivalente á importancia da divida no fim do ultimo anno, 
temos: 

a; X (l + r)• - 1 = A (1 + r)" 
1' ' 
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d'onde se deduz : 

A X r X (i+r)" 
X=-~ - -c-'-----,-c-

(1.+r)"-1. 

Esta formula não é immediatemente calculavel por logari­
tlunos; cumpre operar, como fizemos precedentemente. 

Divisões proporcionaes. 

M9. Chamão-se numeras proporcionaes a numeros dados, 
numeros , cujas razões respectivas aos numeros dados são 
iguaes. Assim para exprimir que os numeras x, y, z são pro­
porcionaes a a, b, e, bastara pôr: __ 

x_y_z 
a-E- e· 

t,50. Dividir um numero ou em geral uma grandeza em 
parles proporcionaes a outros numeras dados é dividir esse 
numero ou essa grandeza em tantas partes, quantos são os 
numeras proporcionaes, e taes que as razões d'essas partes 
aos numeras correspondentes sejão íguaes. 

451. PnonLEMA GERAL. Dividir um numero N em n partes 
proporcionaes aos nu meros a, b, e, ...... k. 

Sejão x, y, z, ....... u as parles buscadas; em virtude da 
definição, iemos : 

applicando o theorcrna nº f 98, notando que 

x+y+z+ ...... +u=N 
e pondo 

a+b+c+ ...... +k=S 
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temos 
• 

N 
a+b+c+ .... +k 

)1 

TRATADO 

X - ........ . a 

y 
=y, 

z N = e d'onde se deduz: z =c X S )) 

)) 
u 

= k 

!152. REGRA. Obtem-se caáa parte buscada multiplicando-se o 
numero proporcional, que lhe corresponde, pela razão constante 
do numero, que se quer dividi?', á somma dos numeros propol'­
cionaes. 

EXEMPLO I. Dividir 1500 em partes proporcionaes a 2, 3, 7, 8, 
Chamando x, y, z, u as partes buscadas, e applicando a regra 
(nº 452), temos : 

1500 ,.. 
x=2X 2 + 3 + 7 +s=1o0 

Verificação : 
1500 

y = 3 X 2 + 3 + 7 + S = 225 

7 1500 5?" 
.::= X 2+3+7+8 = -º 

somma das parles= 1500, 

1500 
tt = 8 X 2 + 3 + 7 + 8 600 

EXEMPLO II. Dividir o numero 3600 em partes proporcionaes 
•r, _2354 as 1racçoes 3, 4, 6, 9. 
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Dividir o numero dado em partes proporcionaes ás fr\CÇões 
dadas é o mesmo que dividit· esse numero em partes propor-

• 1. f õ 24 27 30 16 _ t , c10nn~s as racç es 36 , 36 , 36 , 36 , que sao as propos as ie-

duzi<las ao menor denominador commum; OU· ainda, o mesmo 
que dividir o numero dado cm pal'tcs proporcionaes aos 
numeradores 2!t, 27, 30, 16; entramos assim no caso já exami­
nado. 

453. Obsm·vação. Ha outro melhodo para chegar-se á reg1·a 
das divisões proporcionaes - ~pela reducção a unidade - me­
thodo conhecido, que não expômos, porque é realmente 
muito simples ; o lci~or poderá facilmente desenvolvei-o. 

Regra de sociedade. 

!154. A regra de sociedade tem por fim dividir m .. beneficio 
ou perda entre muitos socios relativamente aos direitos de 
cada um. 

455. lia trcs principios, que vamos citar e que são a base 
d'esta regra; o ultimo é uma consequencia dos dous primeiros, 
como veremos. 

I. As entradas sendo differentes e os tempos iguaes, os bene­
ficias ou perdas são proporcionaes ás entmdas, 

II. As entradas sendo iguaes e os tempos dif{erentes, os bene­
ficias ou perdas são proporcionaes aos tempos, 

III. Quando as entradas e os tempos são differentes, os bene­
{tcios ou pe,·das são p1·oporcionaes aos prod1ictos das entradas 
1>elos tempos .. 

Para mostrar que este ultimo principio é verdadeiro, seja 

x, a, t o beneficio, a entrada e o tempo de um socio 
y, a, t o beneficio, a entrada e o tempo de outro socio 
:; , a, t o beneficio, a entrada e o tempo de um socio fie-

·• ticio, 
25 
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Comparando successivamente as partes x e y com a parte 
z do'Socio ficticio, temos em consequencia dos dous primeiros 
principias : 

X t 
e z a 

-= - ' y ª1 

e multiplicando essas igualdades membro a membro : 

X a X t -=--y a1 X tt ' 

o que era necessario demonstrar. 
456. Estes principias tendo sido expostos, a regra de socie­

dade não· é mais do que uma applicação irnmediata da regra 
das divisões proporcionaes ; no entretanto, vamos sempre re­
solver uma questão, relativa ao caso mais geral. 

PRODLEMA. Tres socios tiverão um beneficio de 3 : 700 : 000 
1·eis ; o primeiro empregou na empre:;;a 4 : 000 : 000 reis du­
rante 5 mezes, o segundo 3 : OL O : 000 durante 4 mezes , o ter­
cefro 6: 000 : 000 durante 7 mezes. Qual a pa·rte de cadlt um? 

Como as entradas e os tempos são di.ITerentes, os bencficios 
são proporcionaes aos produclos das entradas pelos tempos ; 
por conseguinte, a questão tem por fim dividir o numero 
3 : 700 : 000 cm partes proporcionaes aos numeras 

4000000 X 5 , 3000000 X 4 , 600000 X 7 

ou aos numeros 
8!8' !0'H: CA PUBLICA 

20 12 _1 42 , 

i:c:;T uU IJU i ,ARAN HÃO ou melhor anida aos nutttl!i·o 

Hi 6 21 , 

operação, em que não ha difficuldade alguma. 

• 
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Regra de ligo. 

457. Distinguem-se duas questões princi paes na regra de 
liga: 

I. Dadas as quantidades de muitas substancias e os preços 
da unidade de cada uma d'ellas, determinar o valor da unidade 
do mixto. 

II. Dados os valores da unidade de muitas substancias e a 
do mixto, determinar as quantidades d'essas substancias, que 
entrão no mixto. 

PRIMEIRO CASO. 

458, PROBLEMA I. lllisturarào-se 60 frascos de vinho a 1000 

reis, 20 a 1200, 50 a 1500 e 30 a 1800. Qual o preço de um frasco 
do mixto? 

Solução. 

60 frascos a 1000 reis custão 1000 x 60 = 60 : ooo reis 
20 , • 1.200. . {200 X 20= 24: 000 » 

50 . 
30 .• 

15110. 
1800. 

.15oox50=75:00 '.l u 

. 1800 X 30=54: 000 » 

160 frascos do mixto custão • . , . • 213: 000 reis ; 

logo, 

d ' á 213 : 000 1331 25 -1 frasco o mixto custar 160 = ' , reis . 

• 
Em geral sendo m, m', m" .... differentes unidades (de peso 

ou capacidade) de varias substancias e p, p', p'' .... os preços 
!5. 
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respectivos da unidade de medida, será facil ver-se, repetin­
do-se o raciocinio supra, que o vrcço x da unidade do mixto 
será 

m xp+m'xp'+m"xp"+ .. , .. X= , ,, • • p+p+p + ..... 

PnonumA II. Fundirão-se jimlamenle 2 marcos de ouro de 
20 quilates, 3 marcos d~ 22 e 5 marcos de 23; pergunta-se o nu­
mero de quilates dct liga. 

SolÍtção. É facil ·v~r-se pela definição do quilate que 

. 2 X 20 · em 2 marcos de 20 quilates entra~ ele ouro puro 

3 •• 

•• 5 •• 

por conseguinte , 

22 ••.•••• 

, 23 

3 X 22 -y-

5x 23 
24 

1
. t . 2 X. 20 3 X 22 5 X 23 em 10 marcos da 1ga en rara 24 + 24 + 24 = 

2 X 20 + 3 X 22 + 5 X 23 _ 221 d , -
24 . - 24 e OW'Opmo 

22 1 e cm 1 entrará 24 de ouro puro; 

em seguida o ouro da liga é de 22, 1 quilates; isto é, 22 quilates 
e 3 oitavas pouco mais ou menos. 

Em geral sendo p, p', p", .... os preços de ditrercnles barras 
de um metal fino e q, q', q", .... seos quilates respectivos, a 
quantidade x de metal puro contido na liga será . 

. p X q + p' X q' + p" X q" +, ,•, .. 
X= 24 1 

.. 
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cm seguida o numero y dos quilates da liga será 

p Xq+p' X q'+p" X q"+ ... ,. y= , ,, 
p+p +p + ..... 

SEGUNDO CASO. 

!159. N'esta segunda parle da regra de liga só consideraremos 
duas substancias, porque o problema é indelerminaclo, logo que 
se considera maior . numero ; a Algebra conduz facilmente á 
solução d'esses problemas. 

PROBLEMA I. Qual a rasão em que se devem misturar dous 
vinhos, que custão 900 reis e 1600 râs o frasco, para que o preço 
do mixto custe 1200 reis ? 

Soluç~o. Representemos por x e y o numero de frascos 
que se devem tomar de um e oulro vinho. 

Se o vinho que custa 900 reis, fosse vendido a 1200 reis, 
ganhar-sc-hia 300 reis sobre cada frasco, e sobre x frascos, 
300 x x; porém, se o que cus la 1600 reis o frasco fosse ven­
dido a 1200, perder-se-hiaem cada frasco 400 reis, e em y fras­
cos, 600 x y ; ora, como deve haver compensação cnlre a 
perda e o ganho, é preciso que 

ou 

d'onde 

300 X X=úOO X y 
3XX=ÚX?J, 

- d'd . li . t é d . t l f d a rasao pe 1 a e 3; 1s o , evem-se m1s urar I rascos o 

vinho a 900 reis com 3 frascos a 1600 reis. 

PROBLEMA II. Quanto deve-se tomar ele ouro de 22 quilates e 
de ouro de 15 quilates, va,m que o ouro da liga seja de 18 qui­
lates ? 
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Solitção. Sejão x e y os dous numeros de marcos que se 
devem tomar de um e outro ouro. 

22,nar. 
Cada marco do ouro de 22 quilates tendo 24 de ouro pu-

, 22 18 4 nw. • -

ro, contem 24 - 24 ou 24 de ouro puro mais do que nao é 

necessario, para que o ouro da liga seja de 18 quilates; logo,x 
4 marcos do mesmo ouro contém, 24 x x . 

Raciocinando do mesmo modo veríamos que a y marcos 

(
18 15) 3mar. 

da segunda barra fallão 24 - 24 x y ou 24 x y de ouro 

puro, para que 1.8 seja o numero de quilates da liga. 

Ora, como deve haver compensação, temos : 

4 3 
24 X X= 24 X y OU 4 X X= 3 X y 

d'ondc : 

K é a razão pedida; isto é, devem-se tomar 3 marcps do ouro 

de 22 quilates e 5 do de 15, 

460. Resolvamos ainda o seguinte problema, que appresenta 
mais alguma complicação. 

PROBLEllIA lII. Um ourives tem á sua disposição duas especies 
de ouro, uma de 22 quilates, outra de 17; quanto deve tor.iar 
de cada uma para obter 8 marcos de liga, de 20,5 quilates. 

Solução. O problema precedente fornece a razão dos pesos 

que se acha facilmente ser i ; o resto do problema consiste 

em dividir 8 em partes proporcionaes a 3 e 7. Applicando a 
regra (nº 452), achamos que devem-se tomar 2,4 marcos do 
ouro de 17 quilates, e 5,6 marcos do ouro de 22 quilates. 
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EXERCI CIOS. 

• 1 , 
I 39·1 

..) ' 

1. Calwlar o juro simples do capital 567: 470 reis a 5 ½ por i 
ao anno, empregado durante 5 annos 5 mezes e 13 clias. 

II. Qual a ·taxa a que se deve empregar o capital 67l1: 500 
reis vara vencer 180: 000 reis no fim de 7 annos e & 1 

III. Qual o tempo em que o capital 760: 400 reis, ao juro de 
4 ¾por~' deve vencer a sommaJ55 : 600 reis? 

lV. Que capital e neccssario empegar a 6, 7 ~ du1·ante 5,76l1 
annos para vencer 560, 500 reis de juro simples?· 

V. Qiwl o valor elo cavital 860: 000 reis, empregado durante 
5 annos a 5 i, no fim do quinto anno ? 

VI. Durante quantos arinos e necessario empregar o capital 
l150: 600 a 4,5 g para que valha no fim do ultimo anno 750: hOO 
reis? 

VII. A que taxa eleve-se empregar o capital 750 : 300 reis 
a 5 ½ or % para que valha no fim de 72 dias 93Q : 400 reis ? 

VIII. Durante quantos clias deve-se empregar o capital 
l135 : l100 reis a 3, 5 R para que valha no fim do ultimo clia 
500 : 500 1·eis ? 

IX. Calcular o desconto vor fóra e o valor actual ele um bilhete 
de 562 : 3l10 reis, a vencer-se no fim de 3 annos 7 mezes, 5 ~ senão 
a taxa do desconto. 

X. Um bilhete de 400 : 600 , vagavel no fim de 2 annos e 5 
mezes, cleo lugar a um desconto ele 1ú0: úOO reis, vergunta-se a 
taxa elo desconto. 

o . 
XI. Demonstrar, 1Jartindo cln formula, (nº-1141), que o desconto 

por dentro não e mais do que o juro simples elo valor actttal do 
I 

M~~ 1 

XII. Calcular o desconto por dentro e o. ·valor actual de um 
bilhete de 946 : 500 pagavel no fim ele 3 annos li mezes, sendo 
li ? a taxa do desconto. 

XIII. Calcnlar o juro composto de wn capital de 450 : 000 
reis a 5 g, empregado durante 3 annos e½. 
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XIV. Que capital deve-se empregm· a 3 g e a juro composto, 
para que valha 1 : 000 : 000 reis no fim de 4 annos ? 

XV. A que taxa deve-se empregar a juro composto wn capi­
tal de 300: 000 reis, para que no fim de li annos valha 600: 000 
reis? 

XVI. Durante qua»t?s annos deve-se empregar um capital 
de 360 : 000 a 5 S e a juro composto para obter-se 720 : 000 ? 

XVII. Quanto valerá no fim de 10 am10s um capital de 
565 : 400 , empregado a juro composto a 3 g ? 

XVIII. Durante quanto tempo deue-se empregar a juro com­
vosto e a 5 3 mn capital de 360 : 000 reis, para produ:;ir ames­
ma somma que um capital de 500 : 000 reis empregado duranté 
12 annos e a 4 a ? 

XIX. Qual o capital que empregado a li fi e a juro composto 
vale 110 fim de 15 annos tanto quanto vale outro capital de 
!150 : 000 reis a 6 3 110 fim de 9 annos? 

XX. Qual é a amrnidacle que pode amorti:;ar no (tm de 7 
annos uma divida de 538 : 700 reis, sendo a taxa 4 ! por 3 ? 

XXI. No {tm de que tempo um cavital empregado a juro com­
posto a 5 fvirá a ser o dobro ? 

XXII. Duranto quantos annos deve-se paga.ruma anmtidade 
150: 000 reis para amortizar uma divida de 1 : 1ú1 : 330 reis, 
3 ~ sendo a taxa do juro. 

XXIII. Um individuo saldou uma divida pagando cluranie 
3 annos uma annuidade de 843 : 648 reis no fim de cada anno, 
a taxa do Juro sendo 4 R; 1Jergunta-se o valo1' do capital em­
prestado. 

XXIV. Dividi1· 360 em varies proporcionaes ás {l'acçfles 
1_ \ !! 
'i' a, ,. 

XXV. Dividi?' 5!JO em tres partes taes que a primeira estP.ja 
para a segunda como 2 partt 3, a segunda para a terceira. como 
4 para 5. 

XXVI. Dividi1· 720 em tres partes taes que a 1Jrimeira seja 
os J da segunda, e a segunda os! da terceira. 

XXVII. Um numero a foi dividido em quatro partes 1wopo1'-

~ 
JB3JP:IB3JL 
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cionaes aos numeros 10, i2, i5, 18, sabe-se mais que a som11w 
das duas outras é 88. - Qual é esse nume1·0? 

XXVHI. Ditiidil' o numero 120.em fres partes inversamente 
1. 5 proporcionaes aos numeros 2 , 3 + 3 , 4 + 6 . 

XXIX. Quatro negociantes empregárào em uma empresa 
36000 fJ'O,ncos. Dividindo os beneficias proporcionalmente á en­
t roda de cada um, o primeiro teve 3000 f1-., o segundo 3500 fr., 
o terceiro 2600 fr, e o quarto 2900. Pergunta-se a entrada de 
cada. wn. 

XXX. Tres obreiros trabalhando em commum ganhárão 
·1800; o primeiro trabalhou durante 7 dias e 8 horas por dia, 
o segundo 6 dias e 9 horas po1· dia , o terceiro 8 dias e 7 horas 
JJOl' dia. Pergunta-se a parte que tocará a cada obreiro. 

XXXI. Um m.ercador de vinho tem em seo amiazem 50 
frascos de vinho a 400 reis, 25 a 600 reis, 80 a, 700 reis e ·15 a 
750 reis. Misturou todas essas qualidades de vinho e quer saber quanto deve ajunta,· cl'agua para poder ·ganhar 1.20 reis em 
cada frasco do mixto. 

XXXII. Deseja-se encher um casco de 450 frascos com vinho 
a 750 reis o frasco. Pergunta - se que quantitade d'a.gua e 
vinho deve-se tomar, para que um frasco do mixto custe 800 
'/'eis. 

xxxnr. O metal dos sinos é uma liga que contem HO pm·tes 
cl'estanlw, 390 de cobre, 5 de zinco e 4 de chumbo. Qual a quan­
tidade de cada um d'esses metacs que compõem um sino, cujo 
])l!SO é de 6108 J,ilog. ? 

XXXIV. Quer-se misturar vinho a 350 reis com vinho a 550 
reis, para formar um mixto a t,20 reis, Quanto deve-se tomar 
do segundo vinho po1· 180 frascos do primeiro? 

XXXV. O latao é uma liga · ele zinco com co_bre ; o tilulo do 
latão em relação ao cobre é O, 7 e em, relação ao zinco 0,3. -
O'kilogrammo ele cobre custa 21, 70, e o de zinco OC,90, - Per­
gunta-se o p,.eço de um kilogrammo de latão. 

XXXVI. Qiur-se fundir ouro de 23 quilates com, om·o de 
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20, 5 para formar ouro de 21,8 . Qiwnto eleve-se tomar elo ouro de 
20,5 quilates, 1ior 5 marcos elo segundo ? 

XXXVII. Uma barra de prata de 23 quilates 7Jesa 20 marcos, 
qual a quantidade ele cobre que se deve ajuntar pcirci obter-se 
ouro de 21,5? · 

XXXVIII. Um mercador tem cha a 2 : 800 reis e a 3 : 600 reis a 
libra; fornece a um dás seos corr3sponclentes uma caixci com 
50 libras, e recebe para seo pagamento 772 : 800 . Pergunta-se 
quanto tinha elle de cada qiialidade, sabendo-se que grinhoit 
15 & em sua venda. 

XXXIX. Tres grandezas A , B, C dependem uma da outra; 
sabe-se qiie A é inversamente proporcional a B, quando C 
nao varia , e inversamente proporcional a C, quando B nao 
varia. Pergunta-se como varião B e C, quando A não varía. 

XL. Pela terceira lei de J(epler , os quadrados elos tempos elas 
revoluções sideraes elos planetas são proporcionaes aos cu-
bos de suas· distancias medias ao sol. Executando a terra suei 

1·evolução sideral em 365 + ¾ dias , e sua distancia ao sol 

sendo tomada por unidade, pergunta-se qual é o tempo ela 
revolução sideral do planeta Neptuno ou Leverrier, cuja dis- _ \ 
tancia média ao sol é expressa pelo mmie!'º 30,0li, 

}' l ;\! , 
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