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ADVERTENCIA

Durante algum temapo empregavamos muitas vezes nos-
sas horas vagas em reflectir sobre as differentes theorias
importantes da Arithmelica, e em redigil - as segundo
1ossa maneira de ver, porém isto nio com o fim de pu-
blicarmos um livro.

Um dos nossos amigos e collegas o Senhor D* C.C. Can-
tanhede, membro da Sociedade chimica de Paris, vendo
algumas d’essas redaccoes. esparsas , aconselhou-nos sua
coordinagio ; hoje, coadjuvados pela provincia do Ma-
ranhao , a quem sOmos extremamente gralos, cedemos
20 volo d'aquelle amigo, dando ao prelo este nosso pri-
meiro trabalho scientifico , que esperamos sera de alguma
utilidade & mocidade Brasileira.

O nosso fim foi Sempre apresentar a sciencia de uma
maneita rigorosa e a0 mesmo tempo clara ; de modo que,
aquelle que seguisse cuidadosamente nossas licoes, po-
desse com seguranca emprehender o estudo das outras
partes mais elevadas das sciencias mathematicas.

0 indice das materias mostrard perfeitamente a marcha
que seguimos, marcha que nos pareceo mais racional. No
Livro v tratamos da theoria das approximacdes numeri-
cas, theoria tio importante que sem ella seria impossivel
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VIII ADVERTENCIA.

resolver-se um grande numero de problemas, que se apre-
senldo sobretudo nas sciencias de observacio ; esforca-
mo-nos por expol-a com a maior clareza pessivel , appli-
cando sempre a theoria & alguns exemplos, tomados na
Geometria e na Physica.

Cada livro se acha subdividido em capitulos ; damos
no fim de cada eapitulo certo numero de problemas, alguns
dos quaes se achao resolvidos, como applicacio das ma-
terias alli tratadas ; outros, relativos & theoria dos nume-
ros, serio difficeis aos estudantes do primeiro anno, mas
uteis, como exercicios, aos do segundo.

Aproveilamos esta occasiido paraa gradecermos a M*P.Re-
noux e L. Tarbouriech, distinctos professores de sciencias
em Paris, o trabalho que lomarao com a leitura do manu-
seriplo de nossa obra, e os juizos que fizerdo d’ella, juizos
que fordo publicados em alguns jornaes do Maranhdo.
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CAPITULO PRIMEIRO.

NUMERAGAO.

BRelinicoes.

1. Chama-se grandeza tudo quanto-¢ susceptivel de aug-
mento on diminuicio, como a extensdo, o tempo, o peso, o
movimento, ete. Se em uma grandeza fizermos abstracciio de
suas qualidades sensiveis e physicas, come a cor, o bello,
0 util, ete.; se considerarmos pelo contrario na grandeza so-
mente o que ha de mensuravel, teremos uma idéa das gran-
dezas, que sio do dominio das Seiencias mathematicas,

As Mathematicas sio pois a Seiencia das grandezas mensy-
raveis,

As grandezas mathematicas sio ou continuas ou desconti-
nuas,

As primeiras siio aquellas que podemos augmentar ou dimi-

1
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2 TRATADO

quir-pdi'gz;los {70 pequenos quanto quizernios, como acxtensao.
As segu?td'as sio aquellas que ndo podemos augmentar, ner,
diminuir por graos o pequenos quanto quizermos, como por |
exemplo um grupo de individuos. -

Sio estas ultimas que nos ddo a idéa do numero; com effeito,
quando vémos uma reunidio de objectos da mesma especie,
como um regimento de soldados , um rebanho de ovelhas, etc.,
temos uma idéa do numero; a repeticiio de phenomenos iden-
ticos como a successdo dos dias e das noiles, as verberagdes de
um relogio, ete., lambem nos lrazem a idéa de numero.

Nio se pode definir o que ¢ o numero de uma maneira abso-
luta; toma-se por definiciio do numero um dos seos usos mais
importante, que ¢ a medida das grandezas.

9. Medir uma grandeza, em geral, é determinar seo valor
por meio de outra grandeza da mesma especie, porém conhe-
cida, que se chama unidade. Nas grandezas descontinuas
a unidade ¢é wm dos objectos separadamente, fazendo-se abs- ¢
tracciio de sua natureza; e a medida da grandeza ¢ o numero
dos objectos ; assim diz-se que : numero é a reunido de muitos
objectos, ou de muitas unidades da mesma especie. A unidade €
tambem considerada como um numero.

Tambem servimo-nos dos numeros para medir as grandezas
continuas. Supponhamos que se queira avaliar o comprimento

da linha AB; BIBL}*’"

A

ox B
G‘t——_—Eﬂg'{EF"*’IE TARAN Lo :

toma-se para isso uma oulra grandeza homogenea CD, da qual
se tem uma idéa exacta ; applica-se CD sobre AB tantas vezes,
quantas for possivel ; o resultado da operacdo se exprime por
um numeroc : no nosso exemplo AB contem cinco vezes CD ot
cinco vezes a unidade, ¢ o numero cinco ¢ a medida da gran-
deza AB por meio da grandeza GD.

0 numero é pois a razdo da grandeza que se quer medir (i

D ————
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DE ARITHMETICA. 3

uma outra grandeza da mesma especie; tal é a definicio de
Newlon,

3. Pode acontecer qlic avaliando-se uma grandeza, esta
contenha exactamente um certo numero de unidades; n’este
€aso o numero que representa assim o valor da grandeza, é
um numero inteiro. Porém se a grandeza contem alem de um
certo numero de unidades um resto menor que a unidade
escolhida, mede-se este resto, como veremos mais tarde, divi-
dindo a unidade em muitas partes iguaes; resulla d’ahi uma
outra especie de numeros, que se chamio numero fraccionario
ou fracedao.

4. Logo que uma grandeﬁa ¢ representada por um numero,
toma o nome de quantidade,

5. Quando, enunciando-se um numero, nio se designa a
especie das unidades, que representa, o numero chama-se
abstracto, e no caso contrario concrelo,

6. A Arithmetica é a sciencia elementar dos NUINETOS ; COM=
prehende as operacies quesepodem executar sobre elles e o estudo
de suas propriedades elementares.

Numeracio em geral,

7. A numeracdo em geral é a arte de formar e representar
todos os numeros. '

A formacdio dos numeros nio depende dos systemas de nu-
eraciio, o que ja ndio aconlece com a maneira de repre-
sental-os ; um numero que € representado em um systema de
um certo modo, ¢ representado de outro em outro systema,
Os differentes systemas de numeraciio se distinguem pela sua
base, que mais tarde definiremos,

FORMAGAO DOS NUMEROS,

8. Concebamos uma grandeza igual 4 unidade de sua especie,

0 humero que lhe serve de medida é o primeiro numero in-
1%

 ———————————————
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A TRATADO

teiro ; se estaquantidade for augmentada com uma oulra quan-
lidade igual a ella, o numero que lh(, serve de medida, é @
numero inteiro seguinle; se ainda cresce n'uma quantidade
jzual 4 unidade, o numero que lhe serve de medida, ¢ 0 nu-
mero infeiro seguinte, e assim por diante; por conseguinle, @
serie natural dos numeros ¢ illimitada; porque por maior que
seéja um numero, se o augmentarmos de uma unidade, teremos
nm numero maior.

REPRESENTACAO DOS' NUMEROS.

9, Representar s numeros € enuncial-os e escrevel-os; por
conseguinte em qualquer systema, a numeracdo se divide em
numeracio fallada e em numeracio escripla.

Se a cada numero dessemos um nome e um signal particular
para distinguil-o dos outros, seria facil ver-se que nossa me-
morianio poderia prestar-se a tanto, por isso que, sendo illimi-

tada a serie dos numeros, era necessario um numero illimitado
de signaes e nomes, o que traria necessariamente confusiio; 0
fim pois de cada systema de numeracio ¢ de poder repre-
sentar todos os numeros por meio de um pequeno numero
de palavras e signaes. Chama-se base de wm systema de nume-
racio, o numero de signaes empregados. I assim, porexemplo,
que ‘se chama binario, ternario, decimal, duodecimal, elc.,
o syslema, cuja base ¢ dous, (res, dez, doze, elc., isto ¢,
cujo numero de signaes empregados é dous, tres, dez, ;
doze, ete.

Numeraeao decimal,

10. De todos os syslemas de numeraciio o unico adoptado ¢
o decimal, que vamos expor. Este systema ¢ superior aos
hinario e lernario; porque, como veremos mais tarde, dez ¢ um
nuwmero composto de dous faclores, o que offerece muita van-
tagem na simplificaciio dos calculos; o duodecimal seria pre-

————
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DE ARITHMETICA. 5

ferivel ao decimal por ser a base d’aquelle um numero com-
Jbosto de tres factores,

ha Y

NUMERAGAO FALLADA,

1. A numeraciio fallada ¢ a nomenclatura dos numeros ; ¢
a parie da numeracdo que tem por fim exprimir todos os nu-
IMEros coin um pequeno numero de nomes.

No systema decimal, a pezar de ser dez o numero de signacs
empregados, comtudo o numero de nomes ¢ maior, como
Veremos; o que néio pode deixar de ter lugar em todo e qual-
(quer systema, *

Aos primeiros numeros, obtidos como cxplic-&.mos na for-
macio dos numeros, derdio-se os seguinles nomes : um ou
unidade simples, dous, tres, quatro, cinco, seis, sele, oilo,
nove; ajuntando a este ultimo nma unidade, obtem-se o se-
guinte numero, cujo nome ¢ dex,

Considerou-se dez como uma nova unidade, que se chamou
dezena e contou-se por dezenas como por unidades :

uma dezena, ou dez ik

. . . .

duas dezenaz, on dous des s o R O Y ar T
lres dezenas, ou trez des g L T k)
- qualro dezenas, ou qualro dez VERE SR G unren]d)
Sl SR R et e R N oles (fu e
e el (U150 Lra 5 (ORI
S il et em. . ;
nove dezenas, ou nove dex = S novenid,

Enlre duas colleecies de dezenas existem nove numeros
intermediarios, cujos nomes se obtiverdio enunciando a col-
leccdo mais fraca de dezenas, seguida dos nomes des nove
primeiros numeros; assim entre uma e duas, dezenas, temos :

dez-um, dez-dous, des-tres. . . . . . dez-nove

e |
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6 TRATADO
que o uso transformou em :

onze, dose, trese. . . . . . . . . . dezenove; &
[

entre duas e tres dezenas, temos :

vinle ¢ um, vinte e dous, vintee tres. . . vinie e nove,

. . . . . . . . . - . . . . . . . . . .

D’esta maneira ¢ que chegamos ao numero novenla e nove;
se a esle ajuntarmos uma unidade, teremos o numero seguinte,
a que se deo o nome de cem ou cenfo. Considerou-se cem como
uma nova unidade que se chamdu centena, e contou-se por
centenas como por unidades e dezenas :

uma centena, ou cem, ouuin cenlo | .

duas centenas, ou dous cenlos A S S RO
{res cenlenas, ou tres cenlos S I Irezentos
quatro centenas, ou quatro cenlosy . . . . qualrocentos
o o R ey e YOI €31 (1180
R i e T B S O eS0T O L

ol B ol S 1 Y TR T em .

nove cenlenas, ou nove centos | et e s movECENLOS

0s nomes dous centos, tres centos, cineco centos, sio lam-
bem frequentemente empregados, porém quando se trata so-
mente de numeros concrelos.

Entre duas collecces de centenas conseculivas ha noventa
e nove numeros intermediarios, cujos nomes se obliverdo
enunciando a colleceio mais fraca de centenas, seguida dos
nomes dos noventa e nove primeiros numeros; assim entre
uma e duas centenas, ou melhor ainda entre cem e duzentos,
temos :

L
Cento e um, cento e dous, cenfo e tres. ., . . cenlo
e vinle, cenlo e vinle um. . . . cenloe trinta,

e
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DE ;\RITHMET!CA. 1

cenlo e ta inta e um .

r = 5 . . . .

] T Lentoenoventacuzlo centuenovcntua
o,

naove ; ° ~

enire duas e tres cenlenas, ou melhor ainda entre duzenlos e
lrezentos, temos :

Duzentos e um, duzentos e dous, duzentos e tres .
« « . . duzentos e vinte, duzentos e vinte um . . .
« « . . duzentos e trinta, duzentos e trinta e um .

b » . . . . . . . . .

duzentos e novenla e oilo , duszentos e novenla e nove

P
TV AT R S W R e e

. . . . . . . .

I assim que chegamos ao numero, cujo nome & novecentos

e novenla e nove; se-a este ajuntarmos uma unidade, temos o
seguinle nnmero, cujo nome é mil.

Considerou-se mil como considerdamos wm ou a unidade sim-
ples; isto ¢, assim como se formou dezenas e centenas de uni-
dades simples, assim tambem se formarfio dezenas e centenas
de unidades de mil.

Formou-se por conseguinte mil collecctes de mil, cujos

nomes se obtiverdo enunciando os mil primeiros numeros,
seguidos da palavra mil, dizendo :

Um mil, dous mil, tres mil, qUATTDIIRTE . T o s

. dezmil, onze mil. . . . wvintemil .
cem mil, cento e wm mil.
nove mil.

. =« . novecenlos e novenla e

Entre duas colleccdes de mil consecutivas existem novecentos
¢ novenla e nove numeros intermediarios, cujos nomes forio
obtidos enunciando a collecefio mais fraca de mil seguida dos
nomes dos novecentos e noventa e nove primeiros numeros:
assim entre um e dous mil, temos :

Mil e um, mil edous . . . . . . miledes .

e |
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8 TRATADO

. . . . . milecem. . . . . . milnovecenios
e noventa e nove ;

entre dous e tres mil, temos :

Dous mil e um , dous mil e dous. . . .+ « « « -
HOUSEINIL € TLT il oo dsr oat T8 dous mil e cem. .
. . . . dous mil nove cenlos e noventa ¢ nove . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . s . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

E assim que chegamos a0 NumMero novecentos e movenla e
nove mil novecentos e novenla e nove.

Ajuntando a este ultimo uma unidade tem-se o seguinte nu-
mero, mil mil, onwm milhdo, que foi tambem considerado da
mesma maneira que a unidade simples, € a unidade de mil;
isto ¢, assim como se formou dezenas e centenas de unidades
simples, dezenas e centenas de mil, assim tambem se formarao
dezenas e centenas de milhdo.

Mil colleccdes de milhdo derdio lugar a uma nova unidade
da mesma natareza que se chamou billido ou milhar. Mil col-
leccdes de billido formardo uma nova unidade da mesma na-
tureza, o trillido; mil colleccdes de trilliio chamou-se qua-
trilliao, ete.

12. As diiferentes colleccoes de unidades : um, dez, cem,
mil, des-mil, cem-mil, milhdo.... 830 tambem chamadas uni-
dades de primeira, sequnda, lerceira, quarla, quinta, sextda,
seplima ordem, elc.

As unidades particulares, uvidade simples, mil, milhdo,
billido, ele., sio chamadas unidades principaes, unidades ter-
narias, on unidade de primeira, sequnda, lterceira, quarla
classe, elc.

e ——
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DE ARITHMETICA. 9

DIVISAO DAS ORDENS EM CLASSES.
o s ’
Primeira ordem. . unidades
Segunda ordem ., . dezenas | deunid.simples. Primeira classe.
Terceira ordem . . centenas|

Quarta ordem. . . unidades)

Quinta ordem. . . dezenas :de mil .
Sexta ordem,

. Segunda classe.

+ov o centenasi

Seplima ordem , . unidades
Oitava ordem

Nona ordem,

.. . dezers ‘de milhdo. . Terceira classe.
.. « centenas

L0 ele.

As unidades de classes successivas sio de mil em mil vezes
maiores. As upidades de ordens successivas sio de dez em dez
Vezes maiores ; uma unidade de segunda ordem vale dez da
primeira; uma da lerceira ordem vale dez da segunda e cem
da primeira; uma da quarta ordem vale dez da terceira, cenl
da segunda e mil da primeira ¢ assim por diante. O processo
da numeracio decimal consiste, como vemos, ¢m formar uni-
dﬂd_cs, que sdo de dez em dez vezes maiores.

NUMERAGAO ESCRIPTA.

13, A cxposicio da numeracio eseripla decorre de uma
maneira simples das conven¢des estabelecidas na numeracio
fallada, Pelo que dissemos (n° 12) vé-se que 03 DUMICIOS 530
considerados como formados de unidades principaes ou ler-
narias, que sio as classes, laes siio : unidade simples, mil,
milhao, billido,... cada uma d’essas unidades forma tres ordens
de unidadv_as secundarias, unidades, dezcnas, centends; cada
uma d’estas formando por sua vez nove colleectes differentes :
um, dous, tres, qualro, cinco, seis, sele, oito, nove.

=

e |
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10 TRATADO

Encarando os numeros debaixo d’este ponto de vista, duas
cousas forio necessarias para poder represental-os pela
escripta : 1° signaes convencionados que incicassem a ordem
das differentes especies de unidades; 2° outros signaes que
indicassem as differentes colleccdes d’essas unidades em cada
uma d’essas ordens.

Imaginou-se primeiramente nove caractéres para represen-
tarem as nove colleccdes, que pode formar cada ordem de
unidades : esses caractéres, a que se deo o nome de algaris-
mos, sio 0s seguintes :

Epi o i SRl Py P
um, dous, tres, quatro, cinco, seis, sele, oito, nove.

Para poder mostrar de uma maneira clara a necessidade dos
primeiros signaes, tomemos um numero, por exemplo :

Seis mil qualro centos e vinte e cinco.

Este numero conlem :
Seis mil, quatro centenas, duas dezenas, cinco unidades.

6 mil , centenas dezenas . unidades.

Iista mancira de escrever os numeros, ainda (ue um pouco
mais simples, ¢ comtudo bastante incommoda e nada rapida.

Podia-se representar as differentes ordens por diversos si-
gnaes ¢ escrevel-os em cima dos algarismos, assim como 0
fizemos para indicarmos as dilferentes colleccdes de unidades
em cada ordem; porém isso seria introduzir um grande nu-
mero de signaes, e por conseguinte confusiio; entdo tratou-se
de procurar oulro meio, que se podesse substiluir ao uso dos
signaes, e que facilitasse a escripla.

Este meio consistio na introducedio de um principio, que ¢
a base da numeracdo escripta.

————
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DE ARITHMETICA. 11

14, PRINCIPIO FUNDAMENLAL. Todo algarismo collocado a es-
querda de outro exprime unidades des vezes mais fortes. :

" De maneira qug se Qi um numero um algarismo representa

as unidades simples, 0 algarismo seguinte, collocado & sua

esquerda, representara as dezenas, o seguinte as centenas, o

seguinte as unidades de mil, e assim por diante.

Assim, conhecendo as differentes colleccoes de unidades de
que se compde um numero, elle poderd ser sempre escripto,
¢ de uma maneira muito simples; para isso € bastante escre-
ver-se os algarismos um ao lado do oulro, indo da direita para
a esquerda , comecando pelo algarismo, que representa a col-
leccio de unidades, escrgvendo ao lado d'este o que representa
a collecgdio de dezenas, e assim por diante, e em geral 08 alga-
rismos que representio as colleccties de todas as ordens de

unidades , de que se compde o numero dado. Por exemplo, 0
numero a cima serd eseripto :

6425,

Ha porém uma excepefio & regra que acabanios de cilar. Se
em um numero as differentes ordens de unidades que o com-
pdem niio seguem a ordem natural de sua formacio, n’este caso
para evilar confusiio, introduzio-se um decimo caracter, ou
algarismo chamado zero (0), que por sisé nio tem valor algum;
isto ¢, niio representa colleccdo algnma de unidades, e que
serve somente para occupar o lngar das differentes especies de
unidades, que faltio no numero. Por exemplo, para escre-
vermos seis mil e cinco, observaremos que ao enunciado d'este
numero faltio duas ordens de unidades, as centenas e de-
zenas, que serfio por conseguinte substituidas por zeros, e 0
numero serd escripto 6005.

D’esla maneira o algarismo 6 que representa a collecciio de
unidades de mil occupa a quaria ordem; ordem que devia
occupar segundo o principio fundamental da numera¢ao es-
cripta.

Empregou-se em ludo dez caracléres differentes 1, 2, 3, 4,
5,6,17,8,9,0; com elles e com o principio estabelecido repre-

e |
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12 TRATADO

senta-se todos os numeros imaginaveis. Os nove primeiros
sao chamados algarismos significativos, porque representio
uma certa colleccio de unidades; o ullimo (3) ¢ um algarismo
sem valor, cojo fim ji conhecemos.

Cada algarismo significativo considerado como representando
uma cerla colleccdo de unidades tem um valor particular a que
se deo o nome de valor absoluto; valor que o algarismo tem de
si mesmo ; porém considerado em relagiio ao lugar que oc-
cupa no numero tem outro valor, valor de posiciio, que se
chama valor relativo e que representa a ordem das unidades.

REGRA PRATICA PARA ENUNCIAR-SE UM NUMERO DADO,

15, I. Se o0 numero contem menos de quatro algarismos,
enuncia-se successivamente, comecando da direita para a
esquerda, cada algarismo significativo, indicando o nome das
unidades, que exprime.

Seja o numero 725.

Empregando as palavras irregulares leremos : selecentos ¢
vinle e cinco.

Se o numero tivesse quatro algarismos, applicar-se-hia
ainda a mesma regra, € o numero 3027 seria lido {res mil e
vinte sele.

II. Se o numero conlem mais de quatro algarismos, de-
compde-se este numero em classes de fres algarismos cada
uma a parlir da direita (a ollima classe pode conler um ou
dous algarismos); enuncia-se cada classe como se estivesseiso-
lada, indicando a ordem das unidades do seo ultimo algarisino.

Seja 0 numero 27325407246 :

Dividamol-o em classes de tres algarismos :

27, 325, 4017, 246.

¢ observando a ordem do ultimo algarismo em cada classe,
leremos,

————
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DE ARITHMETICA. 13

Vinte e sele billives-lrezenlos e vinde-cinco milhdes-quatro
v cenlos e sele mil-duzentos e quarenta e seis.
As consideraco®s expostas expliciio porque dividimos o nu-
mero em classes de tres algarismos.

REGRA PRATICA PARA ESCREVER-SE UM NUMERO ENUNCIADO.

16. Para escrever em algarismos um numero enunciado,
escreve-se successivamente um ao lado do outro os algarismos,
que represeniiio as centenas, dezenas, e unidades de cada
ordem, a partir da direit® e comecando pelas mais altas uni-
dades, tendo o cuidado de substituir zeros 4s ordens de uni-
dades, que nfio se enunciarem.

0 Seja o numero quatrd billives-duzentos e vinte e cinco, que
Serd eseriplo:

o 4000 000 225.

EXERCICIOS,

O

I. Ler os nwmeros sequintes :

o0 25 — 39 — 294 — h72 — 111415
2505 — 60 — 250560 — 24607643
h967432074605

1L Escrever em algarismos os numeros sequintes :

Quinze —vinte e sele — trezentos e selenta e cinco — einco
milhdes duzentos e vinte e quatro — mil e cinco — cenlo e nove
— (uatro billives cinco mil ¢ tres.

e |
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14 y TRATADO

CAPITULO 1I:

ADDIGAO. — SUBTRACQAO,

Mefinicdes, — Signaes,

17. Chama-se operacoes as differentes maneiras de compor
e decompdr os numeros; ¢ o que conslitue o calculo.

Em arithmetica existem qualro aperacdes fundamentaes,
das quaes se podem deduzir lodas as oufras, e sdo as seguin-
tes : addicdo, sublracgao, multiplicagdo, divisdo; a primeira ¢
a lerceira sio operaces de composicdo, e as outras duas de
decomposicio.

Prova ¢ uma nova operaciio que serve para verificar o resul-
tado de oulra.

Theorema ¢ uma verdade que se torna evidente por meio de
um raciocinio que se chama demonstracdo.

Problema ¢ uma proposicio que exige uma solucio.

Lemma ¢ uma proposicio que se demonstra, e que serve de
Dbase para a demonstraciio de um theorema, ou para a resolu-
¢iio de um problema.

Axioma é uma verdade evidenle.

Para simplificar algumas vezes os vaciocinios e caleulos,
empregio-se signaes, que siio de duas especies; uns que in-
dicfio as operacdes a effecluar-se entre as quantidades, e oulros
que indiciio as relacdes de grandeza, que existem entre ellas.

Fallaremos dos primeiros & medida que examinarmos as
operacies, e quanto aos segundos, sfio 0s seguintes :

= (Igual) para indicar a igualdade entre duas quantidades ;
exemplo, 8 = 8, quelé-se : oilo igual a oilo.

< (Menor) para indicar que uma quantidade é menor que
outra; exemplo, 7 < 11, 1é-s¢ @ sele menor que onze.

————
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horizontal, que comecdio pelos numeros dados, ¢ a sommd A’O
eprocurada, :
Se tivessemos 1huitos numeros de um s6 algarismo para
Serem addicionados, procurar-se-hia a somma de dous d’entre

clles, a ella ajuntar-se-hia oulro numero, ao resultado ou-

{ro, e assim até ao ultimo; o resultado final seria a somma
buscada,

Sejdo 4, 5, 6, 3, 9, 2, numeros de que se busca a somma;
operando como precedentemente, veriamos que :

454643 49 - 2=199,

ADDIGKO DE DOUS OU MAIS NUMEROS DE MUITOS ALGARISMOS.

20. Podia-sc obter a somma de dous numeros de muitos
algarismos empregando-se o processo natural ; wm tal pro-
ceder seria longo, se 0s numeros de que se trala, fossem con-
sideraveis ; ainda mais longo, e mais incommodo se houvesse
uma grande quantidade de numeros a addicionar-se; a esle
methodo laborioso foi substituido oulro muito simples, e
€ n'este que consiste a verdadeira addicdio arithmetica, que
vamos expor,

E claro que muitos numeros sendo dados, se os conceber-
mos decompostos em suas differentes unidades e se ajuntarmos
Separadamente as unidades de mesmo nome, o numero que
conliver assim a somma das unidades, dezenas, centenas, cle.,
dos numeros dados, serd a somma procurada,

Sejfio por exemplo 0s numeros dados 27065, 207, 94325,
32456, de que se busca a somma.

Em virtude do que acabdmos de dizer, e para mais commo-
didade adoptou-se a seguinte mancira de dispor os numeros :
27065
- 207
94325
32456

154053

]
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18 ; TRATADO

A somma que buscamos sendo um numero formado das
sommas parciaes das differentes unidades que compobem ot
numeros dados, vamos por conseguinte effectuar essas s0mMmas
parciaes, ¢ para isso comecaremos pelas unidades simples, e
diremos :

5 -1+ 51 6=23;

93 ¢ a somma das unidades simples de todos os numeros,
porém 23 compde-se de 2 dezenas e 3 unidades, escrevemos
3 debaixo da columna das unidades e guardamos 2 para ajun-
tarmos & columna seguinte, que ¢ a columna das dezenas e
dizemos : ;

24-6+0-+2-45=15;

15, somma das dezenas, compoe-se de 5 dezenas, que escreve-
mos debaixo da columna das dezenas, ¢ de uma centena, que
guardamos para ajunlarmos & columna das centenas, dizendo:

14042434 4=10;

10, somma das centenas, vale uma unidade de mil que ajun-
tamos & columna seguinte, dizendo :

1 +740-1-2=14;

14, somma das unidades de mil, contem 4 unidades de mil,
(que eserevemos debaixo da columna competente, ¢ 1 dezena
de mil que ajuntamos & columna das dezenas de mil, dizendo:

b R S

15, somma das dezenas de mil, compde-se de 5 dezenas de
mil, que escrevemos debaixo da columna das dezenas de mil,
o de 1 centena de mil, que escreyemos & sua esquerda. O nu-
mero 1540533 encerrando a somma das differenles partes, de
que se compdem 0S numeros dados, ¢ a somma d’esses nu-
meros.

91. REGRA. Escrevem-se 08 numeros uns debaixo dos oulros,

————
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de maneira que as unidades de mesma ordem se corresponddo;
oPassa-se um trago horizontal sob o ultimo numero ; fuz-se suc-
cessivamente a somha des algarismos contidos em cada columna
vertical, escrevendo debaixo da columna respectiva as unidades

dessa somma, guardando as dezenas para ajuntar-se ¢ columna
Sequinle, S

Observacao. Se na addiciio de muitos numeros a somma dos
algarismos de cada columna nio excede 9, ¢ indifferente co-
mecar a addiedo pela direita ou pela esquerda, porém, como
0 contrario tem lugar a maior parte das vezes, é preferivel
Comegar-se pela direita; porque comecando-se pela esquerda
ter-se-hia de voltar aos afarismos ja escriptos na somma
para mudal-os,

,‘P;\} PROVA DA ADDIGAO,

22. Verifica-se esta operacio fezendo a addi
rismos de cada columna vertical debaixo para cima, se ella foi

feila de cima para baixo; se o resultado ¢ 0 mesmo, pode
concluir-se que a operacdo ¢ exacta,

cio dos alga-

Subtraccio.

23, A subtracedo é uma oper
um numero dado de tantas uni
mero dado,

0 resultado da operac
Tenca, o m
trahendo,

‘acio que tem por fim diminuir
dades, quantas ha em outro nu-

do chiama-se resto, excesso, on diffe-
aior dos numeros dados minuendo, e 0 menor sub-

i claro que o minuendo contem ftodas as un
compdem o subtrahendo, como as que compdem o resto; é a
raziio, porque se diz que : a subtracedo tem por fim, conhe-

cendo-se a somma de dous numeros ¢ um d'esses numeros,
determinar o outro,

idades, que

2h. Pode-se chegar ao resultado d'esta operacio tnversa da

]
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20 TRATADO

addiciio de duas maneiras: 1° ajuntando ao sublrahendo uni-
dades sufficientes até formar-se um numero igual ao minuendo,
e o numero de unidades aj untadas sers 0 résullado; 2° lirando
do minuendo tantas unidades, quantas houver no subtra-
hendo, e 0 numero de unidades que restar no minuendo serd
a differenca,

0 MINUENDO SENDO MENOR QUE 20.

95. Sejdo por exemplo12 e 7 dous nmneros de que se pro-
cura a differenca.

Applicando o que dissémos (n°)2!;}, e empregando um ou
outro proceder, o que ¢ muilo facil, obtem-se por resaltado 5.
Da mesma maneira acha-se que a differenca entre 19¢7612.
I indispensavel dizer-se promptamente a differenca de dous
pumeros no caso parlicular que acabamos de examinar. O
signal que indica esta operacdo enlre dous numeros ¢ o se-
gainte (—), que se 1¢ menos, assim as operacdes precedentes
se indicdio :

12—T7=5 19 —7=12,

SUBTRAGCAO DE DOUS NUMEROS QUAESQUER.

96. Axioma. A dilferenca de dous numeros niio muda de
valor quando se ajunta ou diminue 0$ dous termos da sublrac-
¢iio de uma mesma guantidade.

Sejio os numeros 4738, 2617 de que buscamos a diffe-
renca. A marcha natural (n° 2%{5 quasi impraticavel no caso
geral que examinamos. Pro'&éﬁﬁise de outra maneira, que,
consistindo em fazer uma serie de subtraccdes parciaes e muito
simples, offerece o resultado immediatame%.

T evidente que, se das differentes unidades que compoem o
minuendo tirarmos as unidades respectivas, que compéem 0
subtrahendo, o numero que restar, numero formado de algaris-
mos, que representiio cada um a differenca entre 0s algarismos
de mesma ordem, serd a differenca dos dous numeros dados.

e ——
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A operacio se dispve da maneira seguinle :

= 4738
2617

2121

Pode aconlecer que ndio se possa elfecluar algumas sub-
lx'z}c_c;aes parciaes; isto €, que alguns algarismos do minuendo
8¢jo menores que os algarismos de mesma ordem no subtra-
hendo, como se vé no exemplo seguinte :

5 1702
2037

——

1765

Subtrahir 7 de 2, niio é possivel ; augmentemos com 10 unida-
des os dous termos da subtracedo, o que niio pode altérar o re-
sultado (n° 26); para isso augmentemos o algarismo 2 das uni-
dades do minuendo com 10 unidades, o que faz 12, de que pode-
¢ subtrahir7; a differenca 5 é collocada debaixo da-primeira
columna vertical. Augmentaremos o subtrahendo com 10 unida-
des, augmentando o algarismo 3 das dezenas com uma dezena,
€ enlio em lugar de 3, temos a sublrahir 4 do algarismo cor-
1:espoudcnte do minuendo, porém acha-se que este algarismo
e.zero, € que por conseguinte ndo se pode effectuar como
ﬂ-m.da agora esla sublracciio parcial, Fazendo o mesmo racio-
Cinio diremos 4 de 10 resta 6, que se esereve no logar compe-
ten‘te, augmenlaremos no subtrahendo o algarismo 9 de uma
u.mdade, 0 que faz 10 que temos a subtrahir de 7, operacdo
a.mfla impossivel; porém empregando ainda o mesmo racio-
¢inio diremos : 10 de 17 resta 7, e emfim 3 de 4 resta 1, nu-
meros que se escrevem debaixo das columnas respeclivas,

27. ReGRA. Para subtrahir dous numeros, um do oulro,
escreve-se o maior sobre o menor, de maneira que as unidades
de mesma ordem figurem na mesma columna vertical; sub-
trahem-se os algarismos do menor dos algarismos corres-

ey
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22 TRATADO

pondentes do maior, comegando da direita para a esquerda, e
escreve-se cada resultado parcial debaixo da columna que 0
produszio. Quando ndo se pode subtrahir urs algarismo do sub-
trahendo do algarismo correspondente no minuendo, augmen-
ta-se o algarismo desle ultimo de dez unidades, e por compen-
sacao augmenta-se de uma unidade no subtrahendo o algarismo
immediato ao algarismo que se considera.

Observacdo. Se no minuendo os algarismos sdo maiores que
05 de mesma ordem no subtrahendo, é indifferente comegar-se
a operaciio pela esquerda ou pela direita; porém se alguns
d'elles sio maiores, entiio deve comecar-se pela direita, porque
comecando-se pela esquerda ter-si-hia de vollar a algarismos
j& escriptos para modifical-0s.

PROVA DA SUBTRACGAO.

98. Verifica-se a sublraccdo por meio da addicdos; como 0
minuendo é a somma do subtrahendo mais a differenca, por '
conseguinte, se, addicionando os dous ultimos, oblem-se o pri-
meiro, pode concluir-se que a operacio é cxacta,

Complementos arithmeticos.

99. Chama-se complemento de um numero menor que 10
outro numero que ¢ necessario ajuntar-se ao primeiro para
formar-se 10.

Assim 3 é o complemento de 7, por isso que 7-3=10.

0 complemento de um numero menor que 100 é outro nu-
mero que junto ao primeiro completa 100.

Assim 37 é o complemento de 63, por isso que 63 -+ 37 =100.

Repetindo a mesma defini¢io para um numero mencr queé
1000, 10000, 100000, ete., vemos que 525 ¢ o complemento
de 475, por isso que 475 - 525 =1000; que 7524 ¢ o comple-
mento de 2476, por isso que 2476 4 7524 = 10000; que

e ——
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F

14702 ¢ o complemento de 83298, por isso que 85298 -f-
14702 =100000, etc.

X330 Observando aue, 1os segundos membros das igualdades
fornecidas pelos exemplos acima, o numero de zeros que se
achiio a0 lado da unidade éigual ao numero de algarismos que
compoem os numeros dados, pode dizer-se geralmente :

0 complemento de um numero é outro numero que é ne-
cessario ajuntar-se ao primeiro para formar-se um terceiro
composto da unidade sequida de tantos zeros, quanlos sdo os
algarismos no numero dado.

APPLICAGAO®DOS COMPLEMENTOS.

1. Pormeio dos complementos arithmeticos a subtraceio
pode ser feita pela addiedo.

Sejiio 325 e 37 dous numeros de que se busca a differenca.

Empregando a regra ordinaria da sublracciio, a differenca ¢
288; porém se em lugar de subtrahir 37 de 525, ajunta-se a
¢ste ultimo o complemento de 37 que ¢ 63, obtem-se um nu-
mero 388, que, diminuido de uma centena; isto d, de uma

unidade da ordem a que foi completado, torna-se 288, numero
obtido pela subtraccdio,

Tomemos ainda dous outros numeros, 1426 e 432,
R =,
Pela Subtracgdo acha-se que :

1426 — 432 =904 ,

¢ pelos complementos, nolando que o complemento de 432
¢ 568,

1426 -+ 568==1004;

diminnindo 1994 de 1 mil, unidade da ordem a (que 0 numero

432 foi completado, obtem-se justamente o mesmo resullado
dado pela subtracefio.

32, Em geral quando se tem addicionado o numero com o

e |
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complemento, ¢ necessario sempre diminuir-se o resullado de
uma unidade da ordem, a que foi completado o dito numero.

3

EXERCICIOS.

1. A Europa tem 168000000 habitantes, a Asia 580000000,
a Africa 92000000, a America 150000000 e a Oceania
10000000, — Qual é a populagdo da lerra?

IL. Determinaro numero de estrellas visiveis (sem auxilio de
instrumentos) sabendo que nossa visla so pdde distinguir até
as estrellas de sexta grandeza e que 90 é 0 numero das estrellas
de primeira grandeza, 65 o das estrellas de segunda, 190 o de
terceira, 425 o de quarta, 1100 o de quinta e 3200 o de sexta
grandeza

L A maior dislancia do sol & lerra é de 35183000 leguas,
¢ @ mais curla de 36017200 leguas. — Qual é a differenca ?

IV. 0 raio do equador é de 3272077 loesas, o do_pdlo é de '
3261139 loesas. — Qual é a differenca entre os dous raios da
lerra ?

V. Demonstrar que logo que se ajunldo muilos numeros, @
somma dos algarismos dos numeros ajuntados excede a somma
dos algarismos do resultado de wum numero exacto de vezes 9.

VI. Demonstrar que a somma de dous numeros addici .‘wdt{
com sua differenca forma um numero que é dobro do T Menoy.

VII. Demonstrar que, se da somma de dous numeros se sub-
trahe sua differenca, obtem-se um numero que é dobro do
menor,

VIIL Procurar tres numeros taes que a somma dos dous pri-
mm seja 10, a do seg?m(lo e terceiro seja 18, e @ do primeiro
es r’qundp 14. -

I 0 ponto mais elevado da terra, acima do nivel do mar,
Dhau;alagiri ¢ de 8000 metros; o ponto mais baixo da lerra,
abaixo do nivel do mar é de 8000 metros ; qual é a distancia do
pon!o mais elevado ao ponto mais baixo da terra? :

X. Mzalmou-sc 150 Lilogrammos de nilro com 25 kilogr. de

e ——
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carvdo e 25 fiitlogr. de enxofre para fazer-se polvora, quantos
kilogrammos obter-se-hao de polvora ?

XL Genéve esta 07 melros acima do nivel do inar, ¢ o hos-
picio de S8t Bernard 2090™ acima de Genéve; qual ¢ a allura do
hospicio de §t Bernard acima do mar ?

XIL Demonstrar que para subtrahir de wm numero a diffe=

renga de dous oulros basta subtrahir d’esse numero o minuendo
e ajuntar o subtrahendo,

CAPITULO 111,

MULTIPLICAQAO,

Theoria ¢ pratiea da operacio,

83, A multiplicacao é uma operacdo que tem por fim compor
um nuniero com wm numero dado, como outro dado é com-
poslo com a unidade,

O primeiro numero, que ¢ o resultado da operacio, chanra-
8¢ producto, o segundo ¢ o terceiro, que sdo os dous numeros
dados, chamio-se multiplicando e mulliplicador, ou [actores
do producto.

A multiplicacdio de 7 por & consiste em compdr o producto
€om o0 numero 7 como 4 ¢ composto com a unidade ; assim 4
contendo 4 unidades, o producto conterd 4 vezes 7 ou 141
+T+7=138, e diz-se que o produclo de 7 por 4 ¢ ignal a 28;
aqui 7¢ o mulliplicando e 4 o mulliplicador,

Indica-se esta operaciio escrevendo entre os dous factores o
signal (x), ou (+)y que lé-se multiplicado por ; assim para in-
dicar-se a operaciio supra cscreve se :

T xh=28
on T7.0=298
quelé-se :

ey
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Sete mulliplicado por quatro igual avinle ¢ oilo.

3h. Do exposlo resulta que a mulliplicacio ¢ um caso par-
ticular da addiciio; é wma addigio na. qual as parcellas sao
compostas de quantidades iguaces entre si.

Uma @ ellas ¢ o multiplicando, 0 numero d’ellas o mullipli-
cador e a somma o producto.

Assim pode-se fazer a multiplicaciio pela addicdo; para iss0
escreve-se o multiplicando tantas vezes quantas unidades
contem o multiplicador; & somma d’esses numeros iguacs € 0
producto. ;

Assim para multiplicar 245 por 5 escreve-se :

.
M5 X 5 == 205 -} 245 - 245 - 245 - 245 s=hi s

1225 ¢ o producto de 245 por 5.

Porém se o multiplicador fosse um numero baslante grande,
a operacdo nilo seria impossivel, porém quasi impraticavel; a
_esle proceder longo e lahorioso substituio-se outro, de que
vamos tratar.

a5, Observacdo I, Como o produclo se compoe com o mul-
tiplicando, o producto ¢ pois da mesma especie que o multipli-
cando; e o multiplicador indicando somente um numero de
vezes ¢ um numero abstracto.

56, Observacdo II. O producto de uma quantidade pela uni-
dade ¢ igual a essa quantidade; assim :

AT =270
37. O producto de dous numeros chama-se multiplo de um

de seos factores ; em geral chama-se multiplo de um numero o
producto d'esse numero por outro.

MULTIPLICAGAO DE DOUS NUMEROQS DE UM s ALGARISMO,

38. Os productos de dous numeros de um s6 algarismo e

————
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achio inscriptos no quadro abaixo cou*heculo sob 0 nome de
laboa de Pythagoras.

L]

»
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Forma-se esle quadro, escrevqn"d'o na primeira linha hori-
zontal os nove primeiros numergs significalivos, ou melhor
ainda os prodactos d’esses numeros pela unidade. Por baixo
d’esla primeira linha escreve-se a segunda linha horizontal
que se.compde dos productos dos numeros da primeira por 2,
productos que se obtem ajuntando cada algarismo da primeira
linha comsigo mesmo. A terceira linha contem os productos dos
numeros da primeira linha por 3, productos obtidos ajuntando
cada algarismo da primeira linha aos numeros correspondentes
na segunda, e assim por diante. A nona ¢ ullima linha contem
0s productos dos numeros da primeira por nove, productos
obtidos ajuntando cada algarismo da primeira linha aos nu-
meros correspondentes da oitava,

Para obter-se n'este quadro o producto de dous numeros
dados 7 e 5 por exemplo; procura-se na primeira linha hori-
zontal o numero 7, ¢ na linha vertical o numero &; desce-se
com o dedo a columna verlical que contem 7 até ao encontro

e |
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da linha horizontal que contem 5 ; e acha-se o producto 35 na
intersecciio das duoas linhas.

Inutil ¢ dizer a importancia que ha em.saber-se de cor os
productos de dous numeros simples quaesquer, pois 0 caso
geral da mulliplicaciio, como se verd, se reduz a mulliplicacoes
d’esse genero,

MULTIPLICA(_:F\O DE UM NUMERO COMPOSTO POR UM NUMERO SIMPLES.

39. Seja proposto multiplicar 576 por 3 ; sabe-se que
576 3 3 =576 + 576 + 576;

porém a somma d’estas tres quantidades iguaes se compoe de
tres vezes a somma das unidades mais tres vezes a somma das
dezenas, mais {res vezes a somma das centenas, logo para mul-
tiplicar 576 por 3 basta multiplicar por 3 cada algarismo do nu-
mero 576, comecando pelo algarismo das unidades, e guar-
dando as dezenas de cada producto parcial para ajuntar-se a0
producto parcial seguinte.

40. REGRA. Para multiplicar wm numero composto de muilos
aléa-rismos por wm numero de um s6 algarismo, mulliplica-se 0s
differentes algarismos do multiplicando pelo multiplicador.

.\IULTIPLIC.»H_‘.RO DE DOUS NUMEROS COMPOSTOS DE MUITOS
ALGARISMOS.

i1, Prizcieio I. Para multiplicar wm numero inleiro pela
unidade sequida de zeros, basta escrever os zeros a direila do
numero dado,

Trata-se de demonstrar que

2567 < 100 =256700

Cada algarismo significativo tendo avangado de duas ordens
para a esquerda, toma um valor cem vezes maior , 0 numero
por conseguinle tambem toma um valor cem vezes maior, €
acha-se d’esta maneira multiplicado por 100,
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42. Prixcieio 1L Para multiplicar wm numero inleiro por wm
nalgarismo seguido de zeros, basta multiplicar o mulliplicando
pelo algarismo sigr?[ﬁca&'uo, e escrever ¢ direita do produclo 0s
seros que se achdo no multiplicador,
Trata-se de demonstrar que

/]

246 % 200 = 49200,

492 sendo o producto de 246 por 2.

Com effeito, obtem-se o producto de 246 por 200, effectuando
a addiciio seguinte :

E m @®
246 D s
T b — 403 = W o
16— e
Wb~ g
W X 2 =492 © . =
. Qﬁﬁ/ l E‘/z .‘"“ !-’:‘-l;'
0%
i -\ L S S T . . -}.:;: 2 _U
e i Ao S

x>
N on L
i 3
/ 2 . : ;;‘ O
5 A >

26

> M6 X 2 = 492
246 =

composta de 200 parcellas ignaes a 246 ; ajuntando porém essas
parcellas duas a duas, forma-se outra columna composla
de 100 quantidades ignaesa 246 x 2 — 492 ; ora ¢ claro que a

Somma da primeira addicio ¢ a mesma que a da segunda, e
como esta ¢ igual a 492 < 100 ou 49200, logo 246 3 200 =
09200,

0, . e. n, d.

43, ¥ n’estes dous principios que ¢ fundada a theoria geral
da multiplicaciio.
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Sejio dous numeros quaesquer 476 e 362 de que se husca o

B, broducto :
'0,8( gk 16
Ors, 362
ES]‘ ‘FC'K:. 952
A oy D2
‘00 SO U&(, 98560
"0y Cifriasoo

AR ANy

Mulliplicar 476 por 362 ¢ repelir 476 trezentas e sessenta e
duas vezes , ou 2 vezes, mais 60, riais 300 vezes. Repetir 476
duas vezes ¢ mulliplical-o por 2 (n° 39), o producto 952 cs-
creve-se debaixo do risco horisontal, de maneira que os diffe-
rentes algarismos fiquem debaixo dos algarismos de mesma
ordem no mulliplicador.

0 producto de 476 por 60°¢ 28560 (n® 42), que se escreve de- ¢
baixo do primeiro, de maneira que as unidades de mesma or-
dem se correspondio,

Pode-se deixar de escrever o zero & direila do produclo con-
siderando 2856 como um numero de dezenag; o algarismo 6
deve enliio ser collocado na columna das dezenas.

0 producto de 476 por 300 é 142800, numero que € escriplo
sob os outros produclos parciaes de maneira que as unidades
de mesma ordem se corresponddo. Pode-se como precedente-
mente deixar de eserever os dous zeros & direita do producto,
considerando 1428 como um numero de centenas ; o algarismo
8 deve enldo occupar a columna das centenas.

E claro que a somma 171312 d’esses tres productos parciaes
é o producto total.

44, ReGrA. Para mulliplicar dous numeros composlos de
muitos algarismos, escreve-se o mulliplicador sob o multipli-
cando, e soblinha-se o multiplicador ; multiplica-se o multipli-
cando por cada algarismo do multiplicador a partir da direita,
escrevendo cada producto parcial, de maneira que o primeiro
algarismo @ direila fique debaixo do algarismo que servio de
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multiplicador ; a somma d'esses produclos parciaes, é o producto
" buscado.

U5, Observacao 1. Se o multiplicando e o multiplicador ter-
minio em zeros, faz-se abstraccdio d’clles na formacido dos
productos parciaes, porém & direita do producto total escreve-
se lantos zeros, quantos houver nos dous factores,

Com effeito seja 27000 > 1500 os dous factores dados.

Multiplica-se (27000) por 1500 mulliplicando (27000) por 15 e
ajuntando dous zeros ao resullado; de outro lado multipli-

“ca-se 27000 por 15 mulliplicando 27 por 15 e ajuutando tres

zeros ao resultado, logo bagta multiplicar 27 por 15 ¢ escrever
cinco zeros no resultado.

46, Observagao 11, ¥ indifferente a maneira de dispor os dous
factores quando se quer effectuar uma mulliplicaciio,
para maior simplicidade ¢ seguranca ¢ mister escrever

4 tiplicador sob o mulliplicando, de maneira que as unid
mesma ordem se correspondso,

porém
0 mul-
ades de

E indispensavel tambem comecar a operacdo pela direita do
multiplicando por causa das reservas; porém ¢ indilferenle o
comecar-se por este ou aquelle alzarismo do multiplicador,

com fanto que se escreva os produetos em seos lugares com-
petentes, e uns debaixo dos oulros.

h7. Prixcieio I, Se o multiplicando e o mulliplicador torndo-
st cerlo numero de veses maior ou menor, o prody

telo torna-
Se esse mesmo numero de vezes maior ou menor,

L Se o multiplicando lorna-se por exemplo lres vezes maior,

0 multiplicador ficando 0 mesmo, o

producto serd tres vezes
maior

» Por isso que conterd o mesmo numero de vezes uma
(uantidade tres vezes maior.

IL O mulliplicando ficando o mesmo, se o mulliplicador
torna-se tres vezes maior, o producto serd tres vezes m
Por isso que conterd a mesma quantidade tomada um nu
de vezes tres vezes maior.

Gom o mesmo raciocinio demonstrar-se-hia a segunda parle
do theorema.

aior,
mero
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h8. Prixcieto 1L Um producto de dous nwmeros ndgo muda de
valor quando se inverle a ordem dos factm es.
Quer-se demonstrar que

Disponhamos em uma linha horizonlal cinco unidades, que
siio as que compdem o numero 5, e repetamos essa linha 3

Vezes .
v

1
1
1

[
e
P e e

1
1
1

Para avaliar o numero de unidades que se achiio n'este qua-
dro pode-se proceder ou por linhas horizontaes, ou por linhas
verlicaes ; no primeiro caso acha-se que esse numero ¢ 5 < 3,
e no segundo 3 < 5, logo.

D = Sty

OBSERVAGAO. Como na resolucio dos problemas que dio
lugar a uma multiplicacdo’ considerfo-se os numeros como
abstractos, vé-se que ¢ indifferente, quanto ao resultado, tomar
um dos dous numeros por multiplicando ou multiplicador.

Na pratica por mais commodidade toma-se por multiplicando
o numero que contem mais algarismos.

49. Prixcieio IIL. O numero dos algarismos de um produclo
de dous factores é ao maximum igual ao numero dos algarismos
nos dous faclores, e ao minimum igual @ esse mesmo numero
diminuido de uma unidade.

Seja quatro o numero dos algarismos no multiplicando, e
{res no multiplicador. O multiplicando sendo um numero de
quatro algarismos ¢ maior que 1000, por conseguinte o pro-
ducto de um numero de 4 algarismos por um numero de 3 ¢
menor que 10000 x 1000 ou 10000000, isto é, menor que 0
menor numero de 8 algarismos, logo {em quando muito 7

e ——
Biblioteca Publica Benedito Leite



DE ARITHMETICA. 33

algarismos, tantos quantos existern em ambos o0s faclores, logo
¢ primeira parte dq principio se acha demonstrada.

2 0 menor 1‘1111‘1101'(9(1(3 @uatro algarismos ¢ 1000, o menor nu-
mero de tres algarismos € 100, por consegninte o producto
de um mumero de quatro algarismos por outro de tres é ao
minimum igual a 1000 x 100 = 100000, numero de seis alga-
rismos; isto €, de lantos quantos existem em ambos os factores

menos um, logo a segunda parte do theorema se acha demons-
trada. '

PROVA DA MULTIPLICAGAO,
]

50. O principio IT permitte tomar o multiplicando por multi-

plicador e vice-versa; porconseguinte verificar-se-ha o resultado
de uma multiplicacdio, operando de novo e tomando por mullti-

plicando o factor, que servio de multiplicador na primeira ope-
 racio,

Producto de muitos factores.

51, Até aqui niio temos considerado seniio dous factores na
multiplicaciio ; pode acontecer que tendo multiplicado um nu-
mero por outro, tenhamos de multiplicar seo producto por
um ferceiro, 0 novo producto por um quarlo numero, ¢ assim
successivamente; esta maneira de operar € o que sc chama
mulliplicar um numero successivamente pormuitos outros.

Indica-se esla operacio da maneira seguinte :

h X 3xT7Tx6x0;

0 que quer dizer que 4 deve ser mulliplicado por 3, o produclo
por 7, e assim successivamente.
0s numeros 4, 3, 7, 6, 9, sdo os factores do producto 4 3¢ 3
XTx6x09,
52, Prixcreio. Logo que em wm producto de muitos factores,
um d'elles torna-se um certo numero de vezes maior ou menor,
3

]
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o producto torna-se esse MesMo numero de vezes maior ou
menor.
Se no producto

hx5%3IXT
o factor 3 lorna-se 11 vezes maior, 0 producto

!;><5><3><1'l><70u!|><5><33><7

torna-se 11 vezes maior que o precedente : com effeito, 0 pro-
ducto 4 < 5ou 20 ¢ 0 mesmo Noj dous productos; 20 multi-
plicado por 33, numero 11 vezes maior que 3, da um producto
11 vezes maior, o qual multiplicado pelo ultimo factor 7, que é
commum, déa um producto que ¢ 11 vezes maior que h X 5 34
Doy

A demonstracio da segunda parte do theorema ¢ identica &
da primeira.

Conorrtario. Logo que se introduz ou supprime um [actor
em wm producto de muitos factores, o producto lorna-se tantas
pezes maior ou menor quantas unidades ha no dito faclor.

A razio d’islo é porque o producto

b i) )
¢ ignal ao producto
3¢ HG )

sobre o qual seapplicard o theorema precedente, multiplicand?
o factor 1 pelo factor dado.

()nsum';u,:lo. Para clareza dos raciocinios na demonstracil
dos theoremas, nunca se effectuio 0s productos dos numeros:
para indicar um producto effectuado,introduz-se entre pareb”
thesis os factores d’esse producto, separados pelosigoal (<); ol
entiio, niio querendo empregar 0s parenthesis, escrevem-se 0

’
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factores umaolado do outro separadospor um ponto (. ),assim

&‘A X 5>7)ou3d. b 5 17

Indica o producto effectuado d’esses factores,

Riethodo abreviado para effectuar-se
a multiplicacao,

53. Pode-se obter o progducto de dous numeros de muitos
algarismos sem eserever 0s productos parciaes do mullipli-
cando pelo multiplicador.

Sejiio por exemplo 645 e 237, dous numeros de que se busca
0 producto,

a : 64
23

lotal mil’»ﬁr;‘EsT ADG do

Sabe-se que o producto compde-se dos prmh[l:(’:{gs qﬂgﬂzﬁoﬂ NH A-
de cada algarismo do mulliplicando por cada algarismo do C
multiplicador (algarismos tomados com seos valores relativos);
assim empregando o methodo ordinario da multiplicacio para
multiplicar 645 por 237, dever-se-hia fazer nove mulliplicacoes
Darciaes, a saber: 57, A0 X7, 600<7, 5x 3, 40 % 3,

600 % 3, 5 x 2, 40 2, 600 < 2 ; de outro lado notando que
0 producto total cada algarismo represenia as unidades
da somma dos produclos parciaes, que representio unidades

de mesma ordem que esse algarismo, vé-se que, se fosse pos-
sivel achar facilmenle todos oS produclos parciaes, que re-
Presentiio unidades da mesma ordem, poder-se-hia obter os
differentes algarismos do producto lotal; e é n’isto que consiste

‘0methodo abreviado de que se lrata.

0 producto das unidades do multiplicando pelas do multi-

plicador, dd unidades; e niio ha seniio esse producto que dé
3. E
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unidades ; logo o producto 35 de 5 por 7 forma o algarismo 5
das unidades do producto total, e ha 3 dezenas de reserva.
para obler-se o algarismo das dezeaas do producto total,
deve-se procurar os differentes productos parciaes, que s0
déem dezenas: ¢ facil ver-se que nio ha seniio dous, o preducto
das dezenas do multiplicando pelas unidades do multiplicador
(b % 1), e o producto das unidades do mulliplicando pelas deze-
nas do multiplicador (5>¢3); fazendo a somma d’esses productos
parciaes, e ajuntando 3 de reserva; isto €, 28 4-15 +- 3 =46,
obtem-se o algarismo 6 das dezenas do producto total e ha 4 de
reserva.

0 producto das centenas do mulfiplicando pelas unidades do
multiplicador (6 < 7), o producto das centenas do multiplica-
dor pelas unidades do multiplicando (2 < 5), € 0 producto das
dezenas do multiplicando pelas dezenas do multiplicador
(b x 3) ddo centenas, € niio ha sendo esses tres, que déem cen-
tenas ; fazendo pois a somina e ajuntando 4 (e reserva, (emos :
49 4-10 4-12 +-h=68; 8 ¢ pois o algarismo das cenlenas do
producto, e ha 6 mil de reserva. 0 producto das centenas do
multiplicando pelas dezenas do multiplicador (6 < 3), € 0 pro-
ducto das centenas do multiplicador pelas dezenas do mulli-
plicando (2 X ), ddo unidades de mil, e sdo os unicos, logo 0
algarismo 2 das unidades da somma 18 -8 -+ 6==32, ¢ 0 al-
garismo das unidades de mil do producto total ; ha 3 dereserva.
0 producto das centenas do multiplicando pelas cenlenas do
multiplicador (6<2) d4 dezenas de mil ; ajuntando pois 3 de re-
serva al2, temos 15,que sio os dous ultimos algarismos do pro-
ducto total, 0 numero 152865 ¢ pois 0 producto de 645 por 237.

EXERCICIOS.

QUESTOES RESOLVIDAS.

I. A lerra é pouco mais 0w Menos 19 vezes maior que a lud
esta é 1405000 menor que o sol. Quantas vezes é o sol maior que
alua?
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Solucdo. ¥ facil ver-se que, por isso que alua é 49 vezes menor
que a terra, e que esta ¢ 1405000 vezes menor que osol. A
lua serd 49 x 1405000 ®u 68845000 vezes menor que 0 Sol.

L. Ouvio-se o estrondo de um trovao 12 sequndos depois da
upparicao do relampago ; sabendo-se que o som percorre 340
metros em um segundo, e fazendo-se abstracedo do tempo empre-
gado pela luz, cuja velocidade ¢ consideravel , pergunta-se ¢
distancia, a que se achava da terra, a nuvem tempestuosa no
momento do phendmeno ?

Solucdo, Porisso que em 1* 0 som percorre 340, em 12* per-
correrd 340 > 12 ou 4080™: tal ¢ a dislancia a que se achava
da terra a nuvem no momento do phenémeno electrico.

HL Dous correios partem ao mesmo tempo de Paris para Bor-
deaur, um delles anda 11 kilometros por hora, e o outro 8
Pergunta-se a que distancia se achardo um do outro 12 horas
depois da partida?

Solugao. Se em 1 I, o primeiro anda 11 ]\11 em12 h. 'mdm a
11 < 1270u 132 kil.; se em 1 h. o segundo dlldﬂ. 8 kil., em 12 .
andard 8 x 12 ou 76 kil.; por conseguinte, no fim das 12 h., 0
Primeiro achando-se a 132 kil. do ponto de partida, e o segundo
a 76 kil., a distancia que os separa é pois de 132-76 ou 56 Kil.

« Um pae tem 40 annos, seo filho 8; pergunta-se em que
f"”‘PO a idade do pae serd lres vezes maior que a do filho.

Solucao, O pae tem 32 annos mais que o filho; por con-
Seguinte quando sua idade {or tripla da do filho, a idade do pae
menos a do filho serd igual a 32, ou 3 vezes a idade do filho
menos a idade do filho serd igual a 32, ou 2 vezes a idade do-
filho serd igual a 32 ; por conseguinte a idade do filho serd 16
ahnos; e como elle tem hoje 8 annos, a differenca16-8 =8 ¢ a
solucdio do problema. Com effeito vemos que 408 ou 48 ¢ o
lriplo de 8 +4-8 ou 16. °

QUESTOES NAO RESOLVIDAS,

V. A luz percorre 77000 leguas em wm segundo ; a luzs do sol
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emprega para chegar a lerra 8 minutos ¢ 18 sequndos. Qual ¢
a distancia do sol G lerra? .

VL. Um pae tem 4o annos, eseo filho . Em que tempo a idade
do pae serd o dobro da do filho?

Vil, Pm'gunm—'sb o comprimento de uma iltha, subendo-se que
um observador collocado em uma de suas extremidades deo un
tiro de peca, e outro ebservador collocado na extremidade
opposta, s6 ouvio o liro 36 segundos depois de ler vislo « in-
flamacao da polvora. ‘

VIIL O raio da terra é igual a 1450 leguas, a distancia do sol
@ terra igual a 2100 raios lerrestres: Qualé a distancia em le-
quas do sol a terra?

IX. A circumferencia da lerra contem 360 graos, e cada grao
vale 25 leguas ou 20 leguas marinhas. Pergunia-se quanltas
lequas conlem a circumferencia terresire?

X. A differenca de dous numeros € 40, e se de cada win d'elles ¢
sublralir-se 80, um ficard tres veses maior que outro. Deter-
minar esses dous nimeros.

BIBLIOTHECA %H@Hﬁfw

G
ESTADO DO MARANFFAL

Theoria e pratica da operacio.

54, A divisio é uma operacio que tem por fim, conhecendo-
se o producto de dous factores, chamado dividendo, e um
d’elles, chamado divisor, delerminar o oulro chamado quo-
cienle ou razdo. Ainda se define a divisio dos dous modos se-
guintes,

A divisio ¢ uma nperaciio que tem por fim dividir um numero
dado (o dividendo) em tantas partes iguaes, quantas unidades
contem outro nnmero dado (o divisor):

A divisio € uma operaciio que tem por fim determinar quantas
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vezes um numero dado (o dividendo) conlem oulro numero
rdado (o divisor).

55. Vamos agora%er gue essas Lres definicoes so [azem uma,
¢ que todas teem por fim determinar um numero que, mulli-
Plicado pelo divisor, reprodusa o dividendo.

Supponhamos que o dividendo seja 28, e o divisor 7; bus-
quemos o quociente applicando successivamente as 1res de-
{inicoes,

0 dividendo 28 é¢ um producto de dous faclores, dos quaes
um € 75 pela taboa da multiplicaciio vé-se lacilmente, que 0
oulro é 4, por isso que 28 =7 x 4 ; assim o quociente 4 € tal
que multiplicado por 7 reproduz o dividendo 28,

Trata-se de dividir 28 em 7 parles iguaes ; se n representa
uma d’essas partes, deve-se ter :

28 =n-4-n-n-+n-Fn-Fn--n

. Ou W=nxT=7Xn
assim como na primeira definiciio, a questdo é determinar um
llumero que, multiplicado por 7, reproduza 28.

0" dividendo ‘sendo o producto do divisor pelo quociente,
Contem o divisor tantas vezes, quantas unidades contem o quo-
ciente; por conseguinte na divisiio de 28 por7, o quociente in-
dica 0 numero de yezes que o divisor ¢ contido no dividendo.

Assim todas essas tres definicdes s fazem uma; porém adop-
aremos a primeira.

e asia operaciio enlre dous numeros da maneira

l

i " - . . .
Seguinte : 24 : 6 on QT'.‘, que se 1¢ : 26 dividido por 6.
) )

36, Processo natural. O dividendo sendo a somma de muilas
(uantidades iguaes ao divisor, para obter-se o numero dessas
(uantidades, que ndio ¢ outra cousa senio o quociente, baslard
subtrahir o divisor successivamente do dividendo até esgolal-o;
€0 numero de subtraccdes que se liver em feito, serd o quocien-

- 2h < .
le. Por exemplo, para obtermos o quociente de 7 diremos :
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9-6=18, 18-6=12, 12-6=6, 6-6= 0 ; tendo-se feito qualro
; . . [ :

sublraccoes, h sera o0 quociente, assim 2{; =10 ; com effeiio

2 =6 X b

57. Porém se em lugar de 24 livessemos 29, procedendo da
mesma maneira achariamos 4 por quocientc e ficaria ainda 5,
de quendo se pode subtrahir 6. N’este caso diz-se que a divisao
niio se faz exactamenle, e que o quociente ¢ 4, porém que ha
um resto 5.

58. Mais tarde veremos como se procede para fer-se um
quociente exacto; isto ¢, tal, que multiplicado pelo divisor, re-
produza o dividendo. ‘

Agora s6 consideramos a divisdo dos numeros inteiros, que
tem por fim dar a parteinteira do quociente, ou melhor ainda,
o maior numero de vezes que o divisor ¢ contido no dividendo.

Assim, procurar o quociente de 29 por 6 significa proecurar o
maior numero de vezes que 6 ¢ contido em 29.

59. A differenca entre o dividendo dado, e 0 maior multiplo

do divisor contido no dividendo ¢ o resto da operacdio. Assim
99 — 6 % h =29 — 20=75, ¢ 0 resto da divisdio de 29 por 6.
17¢claro que todo o resto ¢ menor que o divisor. ¢

60. Ha dous casos principaes a considerar-se na divisio dos
numeros inteiros : o divisor ¢ numero de um so algarismo,
ou numero composto de muilos algarismos. Em cada
(esses dous casos examinaremos ainda dous outros : 0 dividen-
do é menor que 10 vezes 0 divisor, ouw mator que 10 vezes 0 di-
VISOr.

61. PRIMEIRO €ASO. O divisor é numero de wm so alga-
7'{8M0. ;

1. O dividendo é menor que 10 veses o divisor, 0 dividendo
sendo menor que 10 vezes o divisor, 0 quociente € numero
de um s6 alzarismno, que serd dado pela taboa da mulliplicacio.
Se o dividendo se achar n’essa taboa, sera muito facil obler-se
0 (uociente ; com effeito, pelo habito que temos de dizermos
promptamente 0s productos de dous numeros de um s6 alga-

rismo, poderemos, com a mesma prompliddo, determinar um
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dos factores de um producto, conhecendo esse produclo, e um
» dos seos faclores. .
Assim, o quocic%tc dg divisio de 28 por 7 ¢ 4, por 1SS0 (Ue
28==17 X &i; porém se o dividendo niio se achar na laboa; isto
é? s¢ 0 dividendo niio for um producto exacto do divisor por

3h Ay st pen i
oulro numero, como no exemplo T enldo ¢ facil ver-seque

34> 7%k, e 34 <7%5, ¢ por conseguinte o quociente
¢ comprehendido entre & e 5 ; diz-se que & ¢ o quocienle ap-
proximado a menos de uma unidade por defeito ; podia-se
tambem tomar 5 ; porém este quociente seria approximado a
menos de uma unidade powexcesso.

62, IL. 0 dividendo é maior que 10 vezes o divisor. Seja 3475
a dividir por 7, 1 facil ver-se que :

700 < 3475 < 7000
o8 7 3¢ 100 < 3475 < 7 x 10005

0 (uociente ¢ pois comprehendido entre 100 e 1€00, por con-
seguinte consta de tres algarismos; representando por . b. ¢

0 quociente buscado, e por R o resto da divisido, se houver,
temos ;

h75==7 x . b. c+R;

R sendomenor que 7, oproducto 7 abe 6 contido no dividendo
3475 0 mesmo numero de vezes como se 3475 representasse 0
Producto puro do divisor 7 pelo quociente a. b.¢. O dividendo
Pois sendo o producto do divisor pelo qnociente se compoe de
tres productos parciaes : do producto do divisor pelas centenas
do quociente, do producto do divisor pelas dezenas do quo-
ciente, e do producto do divisor pelas unidades do quociente.
Tratemos de separar esscs tres produclos parciaes: o produclo
do divisor, pelas centenas do quociente, ndo pode dar unidades
inferiores 4s cenlenas; por conseguinte serd conlido nas 34
Centenas do dividendo, que podem encerrar, alem do producto
Puro do divisor pelas centenas do quociente, as cenlenas re-
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fluindo dos dous oulros productos parciaes; isto ¢, do producto
do divisor pelas dezenas do quociente, e do rroducto do divisor:
pelas unidades do quociente ; porém ¢s dezenas e as unidades
do quociente {ormIo um numero menor que 10035 por conse-
guinte, o producto pelo divisor é menor que 700, ¢ a reserva
de centenas feita sobre esse producto, ¢ menor que 7; logo 0
divisor nio ¢ contido n’essa reserva uma s vez; por conse-
guinte é contido em 34 centenas o mesmo numero de vezes
como se 34 fosse o producto puro do divisor pelas cenlenas do
(uociente. Somos pois levados a dividir 34 por 7: 0 quociente
i representa o algarismo das unidades mais fortes do quociente.

L

15 |17
28 | h96
675
63
L
h2
==

Multiplicando 7 por 4, e subtrahindo o producto 28 cenlenas
do dividendo, temos o resto 675, que encerra o produclo do
divisor pelas dezenas do quociente, o producto do divisor pelas
unidades do quociente, e o resto da divisiio, se houver; quanto
ao resto, sabemos que nada influe sobre a determinacio dos al-
garismos do quociente. Separemos os dous productos parciaes;
o producto do divisor pelas dezenas do quociente nio pode
dar unidadesinferiores is dezenas; por conseguinte serd contido
nas 67 dezenas do numero 673, que podem encerrar, alem do
producto puro do divisor pelas dezenas de quociente, as deze-
nas refluindo do outro producto pareial; isto é, do producto
do divisor pelas unidades do quociente ; porém as unidades
do quocienle nio chegiio a 10, logo o producto por 7 é
menor que 70, e a reserva de dezenas feita sobre esse pro-
ducto é menor que 7, logo 7 ¢ contido em 67 0 mesnio nu-
mero de vezes como se 67 representasse o producto puro
de 7 pelas dezenas do quociente; dividamos pois 67 por 7,

e ——
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0 quociente 9 re’;}ycscnla o algarismo das dezenas do quo-
iente; multiplicango 7 por 9 e subtrahindo o producto 65 de-
zenas do numero 695, rgsta-nos o numero 45, que contem 0
ullimo produeto parcial ; isto é, o producto do divisor pelas
unidades do quociente, mais o resto da divisio, s¢ houver;
esle resto niio influe, como sabemos, sobre a determinacio do
algarismo que nos falta; por conseguinte dividindo 45 por 7, 0
quociente 6 é o ultimo algarismo do qnociente, algarismo das
unidades ; multiplicando 6 por 7, e sublrahindo o producto A2

de 45, temos 3 por differenca: 3 é pois o resto da divisio, e
96 o quociente inteiro.

63. SEGUNDO €S0 : O digisor ¢ numero de muitos alga-
rismos,

L Odividendo é menor que 10 veses o divisor. Sejapor exemplo
0 numero 4738 que queremos dividir por 694.

0 dividendo sendo menor que 10 vezes o divisor, 0 quociente

¢ menor (ue 10, e por conseguinte ¢ numero de um s0 alga-
rismo :

0738 | 694
4164 |75
T 574

Seja a esse quociente; o dividendo compoe-se pois de lres
Produclos parciaes : do producto do quociente pelas cenlenas
do divisor, do producto do quociente pelas dezenas do divisor,
do producto do quociente pelas unidades do divisor., O pri-
eiro producto nio pode dar unidades inferiores ds cenlenas;
Por conseguinte serd contido nas 47 cenlenas do dividendo,
que podem encerrar, alem d'esse producto, as reservas de cen-
lenas feitas sobre 0s dous outros productos; logo pode aconte-
cer que, dividindo 47 por 6, se oblenha um algarismo muito
forte, do que sercmos advertidos, se o producto d'esse alga-
rismo pelo divisor dér um producto maior que o dividendo
4738, K hom notarmos que ndo hanecessidade de fazer o pro-

e |
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ducto para sabermos que o algarismo achgdo ndo ¢ o verda-
deiro quociente; basla para isso mullipkear esse algarismo
pelo segundo algarismo do divisor a n_artif.'da esquerda e ajun-
tar a reserva de centenas feila sobre esse producto ao producto
do quociente achado pelo primeiro algarismo do divisor; s¢
esta addicio dér uma somma maior que o numero de cente-
nas do dividendo, entiio conclue-se que o algarismo posto no
quociente niio é o verdadeiro quociente; diminue-se esse alga-
rismo de uma unidade, emprega-se ainda a mesma verificacio,
e assim alé que se chegue ao verdadeiro algarismo do quo-
ciente. Pode aconlecer que, lemendo por um algarismo muilo
forte no quociente, se ponha um muilo fraco; seremos adver-
tidos d’esse engano, se o resto da operacio for maior que 0
divisor.

Passemos & applicaciio; dividindo 47 por 6, achamos 7 por
quociente, que pode ser umalgarismo muilo forte; porém pondo
em pralica os meios que acima indicdmos, diremos : 7 vezes,
9 fazem 63; relenho 6 cenlenas, que junlas ao producto 42
provindo de 7 x 6, fazem uma somma 48 maior que 47, nu-
mero de centenas no dividendo, logo 7 ¢ um algarismo muilo
forte ; diminuindo-o de uma unidade temos 6, sobre o qual
ensaiando o mesmo proceder, achamos que precunche as
condicdes necessarias ; multiplicando 694 por 6, temos por pro-
ducto 4164 ; subtrahindo-o do dividendo 4738, lemos pol
dilferenca 574, que sendo menor que o divisor, represenla 0
resto da divisdo,

64, 1. O dividendo sendo 10 vezes inaior que o divisor. Lsle
¢ 0 caso geral da divisdo.

Seja 437693 um numero (ue queremos dividir por 576.

I facil ver-se que :

57600 < 437695 < 576000
ou 576 3 100 < 437695 < 576 < 1000;

o quociente, sendo comprehendido entre 100 e 1000, tem 3 al-
garismos ; sejio a, b, ¢ esses tres algarismos, ¢ sendo um nu

e ——
Biblicteca Publica Banedito Leite



DE ARITHMETICA. AB

mero de ccnlenns‘;“'b am numero de dezenas e ¢ umn numero
de unidades. 0 (lh\ff’_}!endo sendo o producto do divisor pelo
quociele, compoe-se de &res produclos parciaes, do producto
do divisor por a, do producto do divisor por b e do producto
do divisor por ¢; tratemos de separar esses fres productos
Darciaes, o primeiro producto ndio pode dar unidades infe-
riores ds cenlenas ; por couseguinte serd contido nas 4376
centenas do quociente, que podem encerrar, alem d'esse pro-
duclo, as reservas de centenas feitas sobre os dous oulros pro-
ductos parciaes; porém por maior que sejio b e ¢, 0 numero
b-t-c serd sempre menor que 100, por conseguinte o producto
de (b4 ¢) por 576 serd selﬁpre menor que 57600, logo a re-
Serva de centenas feita sobre esse producto seri menor que
765 por conseguinte 576 ¢ contido em 4376 0 MEsMO numero
de vezes como se 4376 representasse o g'oducto puro de 576

pelas centenas do quociente : /@(./
, ; e
137695 5@5} )ff;f:‘_\
1032 7759 "4p (g
swg5 | b O Vs A,
2880 O/, g</
5695 4 C M
5184 /24
T /195,4
C\

dividindo pois 4376 por 576 (ne 63) achamos por quociente 7,
que representa o algarismo das centenas do quociente; mul-
liplicando 576 por 7, e subtrahindo do dividendo o producto
032, que ¢ um numero de centenas, temos o resto 34495,
que contem ainda os dous outros productos parciaes, e o resto
da divisiio, se houver. O producto do divisor por 6, niio po-
dendo dar unidades inferiores 4s dezenas, serd contido nas
3409 dezenas do novo dividendo, que podem conter, alem
d'esse preducto, as reservas de dezenas feila sobre o oulro
Producto parcial ; porem ¢, por maior que seja, ¢ sempre menor
que 10 ; por conseguinte o producto de ¢ por 576 ¢ sempre
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menor que 5760, e a reserva de'dezenfj'; feita sobre esse
producto € menor que 576, logo o divisoﬁ‘nﬁ.o ¢ conlido uma
$6 vez n’essa reserva, logo o ¢ em 8449 o0 mesmo numero de
vezes como se 3449 representasse o producto puro do divisor
576 pelas dezenas do quociente. Dividindo 3449 por 576
(ne 63) achamos por quociente 5, que ¢ pois o algarismo das
dezenas; multiplicando 576 por 5, e subtrahindo do novo di-
videndo o producto 2880, que ¢ um numero de dezenas, temos
ainda um resto que contem o ultimo producto pareial e o resto
da divisdo, se houver; porém este resto sendo menor que o
divisor 576, ndo influe sobre o ultimo algarismo do quociente ;
dividindo pois 5695 por 576 tenios por quociente 9, que ¢ o
ullimo algarismo ou o algarismo das unidades do quociente
buscado; mulliplicando 576 por 9, e subtrahindo do novo di-
videndo o producto 5184, temos por differenca 511, numero
menor que o divisor, e que representa o resto da divisfo,

65. REGRA GERAL. Para achar o quociente da divisdo de dous
numeros inleiros, separa-se d esquerda do dividendo o menor
numero d’algarismos possivel, que contenha ao menos wna ves
o divisor ; divide-se pelo divisor esse numero, que se chama pri-
meiro dividendo parcial, e obtem-se o primeiro algarismo doquo-
cienle, ow o algarismo das mais altas unidades do quociente, Mul-
liplica-se esse algarismo pelo divisor, e-sublrahe-se o producto
do dividendo parcial : obtem-se um vesto, @ direita do qual se
escreve o algarismo seguinle do dividendo, o que forma o se-
gundo dividendo parcial; divide-se este ultimo numero pelo
divisor e tem-se o seqgundo algarismodo quociente ; multiplica-se
esse algarismo pelo divisor, e subtrahe-se o producto do sequndo
dividendo parcial ; ao lado do resto escreve-se o seguinle alga-
rismo do dividendo, o que [orma o terceiro dividendo parcial,
sobre o qual se opera como precedentemente, e assim successiva-
mente, até que se lenha empregado todos os algarismos do divi-
‘dendo. Se um dos dividendos parciaes [or menor que o divisor,
esereve-se um zerono quociente, e ao lado do dividendo parcial
o sequinte algarismo do dividendo, e procede-se como indi-
camos,

————
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66. Observagagyl. E necessario em geral comecar-se a di-
2Visdio de dous nunyiros pela esquerda do dividendo ; porque ¢é

\
impossivel distinguit no dividendo o producto do divisor pelas
unitdades simples do quociente,

67. Observacao I1. Se o dividendo e o divisor se lerminio em
Z€ros, supprime-se em ambos 0 mesmo numero de zeros, e
isto ndo altera o quociente ; porém o reslo ¢ mulliplicado pela
‘unidade seguida-de tantos zeros, quantos se supprimirio:
assim o quociente da divisiio de 250000 por 3000 é 0 mesmo
que a.de 250 por 3;isto é:

Com effeito 250 =3 < 83 - 1; isto ¢, 250 unidades igunalio

83 vezes 3 unidades mais uma unidade; e por conseguinte 250

“unidades de mil, ignaldo 83 vezes 3 unidades de mil mais uma
unidade de mil ; isto ¢ :

250000 =3000 > 83 -4-1000, 0. ¢. e. n. d.

68. Observacao I11. Se em geral o divisor se termina em ZC1'08,
Supprimem-se esses zeros no divisor e no dividendo (4 direita)
Um numero igual de algarismos; o quociente d’esta ullima di-
Visdio é 0 mesmo que o da primeira ; porém o resto serd igual
doresto da outra augmentado do numero formado dos alga-
rismos separados no dividendo. Seja 347892 um numero que
queremos dividir por 9000; o quociente da divisio de 347892
Por 9000 sera ignal ao quociente da divisio de 347 por 9.

Com effeito 347 =9 x 38 -1-5; isto &, 347 unidades de mil

igualio 38 vezes 9 unidades de mil mais 5 unidades de mil ;
islo ¢ .

347000 =9060 > 38 --5000
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e por conscguinle Al

A

L
317892 == 9000 3¢ 3845822,

5892 ¢ o resto d’esta ultima divisio, porisso que 5892 < 9000.

69. Observacido IV. Na pratica quando se trata da divisio
de um numero de muitos algarismos por outro de um S0
algarismo, niio se escrevem 03 differentes dividendos par-
ciaes : faz-se esta operacido mentalmente escrevendo debaixo
dos algarismos do dividendo 0s algarismos do quociente.

Fis o typo d’esta operacio: )

347640943857 | 7
19662991979 | 4

na qual 347640043857 ¢ o dividendo, 7 o divisor, 49662991979
o quociente, e 40 resto.

70. Observacdo V. Numero dos algarismos do quociente,

Dos raciocinios que fizemos na theoria da divisio a esle res-
peito ¢ facil concluir-se 0 seguinte :

Logo que o primeiro algarismo do dividendo é menor que 0
primeiro algarismo do divisor, o numero dos algarimos do quo-
ciente é igual d differenga enlre 0 numero dos algarismos do
dividendo, e o dos algarismos do divisor; e se é maior, o numero
dos algarismos do quociente é igual d essa differenca mats um.

S representa o NUMEro dos algarismos do dividendo, en’ 0
dos algarismos do divisor; no primeiro caso o numero dos al-
garismos do quociente serd n— n'e no segundo n —n'-1.

1. Observacio V1. Se o dividendo e 0 divisor sdo numeros
compostos de muitos algarismos e o quociente devendo conter
muitos algarismos, abrevia-se a operaciio, fazendo-se & parte
uma tahoa dos productos do divisor pelos nove primeiros al-
garismos da serie nataral dos numeros; 0 qué permilte ver
facilmente qual o multiplo do divisor que ¢ contido em cada

e ———
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EXERCICIOS,

QUESTDES RESOLVIDAS.

viente ; 4
o
37976043028753243 | 673
3365 56427998856839
4336
4L038
2880
2692
5 (g:) 1884
= 1346
8B Sl
o = 5383
S = Aam 3 A=, 673
e 6720
" < 6057 e L1
Lo = 6632 -
> 3 5 6057 S 2010
3 S 5758 -
oy 5380 faer 2607
o R ® g 3747 ‘
=, Tk 3365 5N omils, 830D
m 4603 -
oD w 4038 6. .... 0038
y W 5652 -
i 2 5384 Teabubiais1i]
‘ R
2019 8. . 5384
6653
6057 OO B (131
596-

£9

L Tendo-se effectuado uma divisdo , se se toma por divisor

0 quociente achado, trata-se de demonstrar :
o A . ' . . -

1* Em que caso o novo quociente € igual ao divisor da pri-

e
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90 Se ndo forem iguaes, delerminar o noval;juociente e 0 NCVO
resto sem effectuar a segunda operacao. 4 ;

Solucdo. Sejdo n o dividendo, d 0 diviso1} ¢ o quociente, e 7
o resto de uma divisdo, de maneira que :

n=dXq-+r;

¢ claro que podemos indicar esta igualdade tomando ¢ por
divisor da seguinle maneira :

por isso que o resto de uma divisdio ¢ a raziio do numero in-
teiro » ao divisor d ; tomando ¢ por divisor, podemos tambem
por :

n-—d_{_f_-
. e g

na ultima igualdade para que d seja o quociente da divisdio de
n por ¢, ¢ necessario que r < ¢: assim tomando ¢ por divisor
teremos d por quociente, se o resto achado_na primeira ope-
racdo for men e 0 quocient 0.

Dividindo por exemplo 311 por 52, achamos :

311 =152 % 54-51 (1);

o resto 51 da divisfio sendo maior que 0 quociente achado 5,

se dividirmos 311 por 5, nio leremos 52 por quociente : com
effeito, effectuando esta divisdo achamos :
311 =5 X 6241 (2).

[ facil obter-se o quociente 62 d’esta nova divisao sem effec-

tuar a operaciio : com effeito, podemos escrever a igualdade 1)
tomando por divisor 5 do modo seguinte :
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) %431 51
=32 -+ =
od e 5
porém
g 1
5 0 ik
logo
a1 > 1
ou 311

0 que pode-se escrever :

31 =062 x541.

I oy A
» .-I' A somma de dous numeros ¢ 585 sua differenca 16, Deter-
i;‘mr £88es numeros.
oluca . 2
o ifrg-uo. Sabemos que a somma de dous numeros, junla &
(1lferenga, @4 um numero dobro do maior, assim

| 3

:;]EF';Z[:I‘ d’ellcsl; ¢ claro que o oulro sera 5.8 —37=21, nu-

73 Smnme Sle podia obter empregando o segum-te theorema; se

i mf: de dous n,umer'os se subtrahe a sua differenca, oblem-
nero que é dobro do menor, assim ,

58 — 16 42

¢o : .
Mesmo numero ainda ha pouco determinado. Verificamos

0 ng ;
5 Vo resultado, vendo que 37 — 21 = 16, que ¢ justamente
lerenca daga,

880 [
» dchar um numero tal que @ somma dos seos algarismos,

e |
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tomados com seos valores absolutos seja if_f-ﬂ’a que a differenca
enlre 0 numero inverso, e 0 nUMero dado s,ja 5h.

Solucdo. Supponhamos que a@ refn*escnta o algarismo das
dezenas, b o das unidades, de maneira que 0 numero proposto
sera a < 10 -+ b, e o inverso b < 10 + a.

A primeira condic@io do problema é :
b+ a=12,
e a segunda :
b 10 +a— a % 10 — b==54,
igualdade que podemos escrever :

10 x b—Db+a —10:< a=>5h,

ou 9b — 9a=>54,
on g (b —d )l
d’onde : b-—a:%—:ﬁ.

Temos emfim a somma e a differenca de duas quantidades :

b ae=12,
b—a=6;

d’onde se tira . b= 32———,&—(3 = %= 9
12 — 6 6

8 gy =i

Assim o numero Luscado ¢ 39: com effeilo3 +9=12¢
93 — 39 = 54.
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Q:}‘EST("J.J;S NAO RESOLVIDAS.

W. Em que caso o resto de uma divisiio fica o mesmo quando
se divide o dividendo pelo divisor ?

V. Achar um numero tal que a somma dos seos algarismos,

tomados com seos valores absolutos, sefa 12, e que a differenca
eitre o numero inverso e o dado seja 18,
\ VI A distancia da terra ao sol é ?JOHGO mais ow menos
38000000 (e leguas de 4000 metros cada wma ; que tempo
-Se.?‘ia necessario ao som quespercorre 340™ por sequndo, para
"“_‘ do sol ¢ terra, se exislisse uma atmosphera para trans-
Miltil-gp _

VI A estrella que se acha mais perto da terra estd a uma
distancia 996665 veses maior que a da terra ao sol; achar o
tempo que emprega a luz para vir d'esla estrella @ nos, sabendo
e a luz nos vem do sol em 8™ 18%,

VIIL. A distancia da lua d lerra é de 83199000 metros , per-
Junta-ge ¢ tempo que empregaria o som para vir da lua d terra,
Stbendo que o som percorre 340 metros em um segundo,

IX. Quantos dias se empregaria para andar ¢ roda da lerra,
Que é de 9000 leguas, andando dia e noile uma legua por
horg 9

-X. 4 luz do sol emprega 8™ 18* para chegar a terra, a distan-
‘1 do sol ¢ terra é de 38000000 de leguas ; pergunta-se o
8Pago percorrido pela luz em um segundo, ou a velocidade da

sz,

XI. Suppondo que a bala de uma pega d’arlilheria faca uma
“gua em 20 segundos, e que seo movimento conlinue indefinida-
Mente, perqunta-se o tempo em horas, minulos e segundos, que
“Mpregaria a bala pare ir da terra ao sol; isto ¢, a percorrer
Y espago de 38900000 de leguas.

XIL Dous correios vao ao enconiro um do outro: a distancia
e os separa é de 125 lequas ; um d’elles que anda b leguas por

0% parte ao meio dia, e 0 outro que anda 3, parte 5 horas de-
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pois do primeiro. Quando, e a que distanci¢;dos dous pontos de
partida terd lugar o encontro ? il i

XII1. Dous correios vao ao encontr® umdo outro: a distancit
que os separa ¢ de 120 leguas; um anda 3 leguas por hora, e ¢
outro 2. Quando, e a que dislancia dos dous pontos de partidd
terd lugar o encontro?

XIV. Dividir 40000 reis entre 3 pessoas, de maniera que a
primeira tenha odobro da segunda, e a segunda o triplo da
terceira. : :

XV. Dividir 36000 reis enire 10 pessoas, de maneira que cadd
uma das duas primeiras tenha o quintuplo de cada uma das
outras. ¢

XVI. Deo-se um tiro,de peca em Villijuif : um observador col®
locado em Montery, a uma distancia de 18612 melros da pe¢ty
owve o tiro 5 minutos b segundos depois de ter visto a inflamma
c@io da polvora. Pergunla-se o espago que oSom percorre no ar
em um sequndo, sabendo-se que o estrondo da explosdo acom;
panha a inflammagdo da polvora, e que a velocidade da W3
pode ser considerada como infinitamente grande na superficit
da terra (1).

XVII. Um pae lem 48 annos e seo filho 8 : d’'aqui ha quantot
annos a idade do pae serd quintuplo da do fitho?

XVIIL 0 quociente de dous numeros ¢18, e sua somma 1121
Determinar esses numeros.

XIX. Dividir 256 em duas partes, demanewa que o quocien!
da divis@o da primeira pela segunda seja 31.

XX. Derminar dous numeros que lenhdo por differenca 684
por quociente 37,

(1) Foi esta a experiencia que fizerfio Francois Arago, e Gay-Lussac, sabil
francezes, em uma noite do mez de junho de 1822, para determinar a veloC
dade do som no ar.
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Propriedades elementares des mumeros.
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CAPITULO PRIMEIRO.

THEOREMAS RELATIVOS AS QUATRO OPERAGOES.
' POTENGIAS, — THEOREMAS RELATIVOS AS POTENCIAS.

Theoremas relatives a multiplicacio.

72. TrroneMA I. O produclo de mutlos numeros ¢é sempre o
Mesmo, qualquer que seja sua ordem, quando se effectua a mul-
liplicaeao,

Este theorema ja foi demonstrado no caso particular de dous
factores: a demonstraccio geral se divide em tres partes, que
Vamos examinar.

L Em um producto de muilos factores, pode-se inverler a or-
dem dos dous ultimos sem allerar o valor do produclo.

Trata-se de demonstrar que :

2><3><a><5_—_—?.><3><5><n.

Effectaando o producto dos numeros que precedem 0s que
queremos mudar de lugar, o que ¢ possivel, {emos:
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£y
6XAX5=06X5XAh "1
Ly
Escrevamos em uma Jinha horizontal 4 vézes o numero 6, e
repetamos essa Jinha 5 vezes :

e = =2 B = I =
e R = I - = -
P T~ B =2 T = N ]
= = B = B~ =

Cada linha horizontal contem 6 < 4 unidades; e como ha
5 linhas horizontaes, o quadro acima comtem 6 > & > 5 uni-
dades ; cada linha vertical contem 6 < 5 unidades; e como ha
_ 4 d’essas linhas, segue-se que o quadro contem 6 x 5 >< 4 uni-
dades, logo :

6 Xhx5=06X5x"h

ou:
93¢ 8 b5 =2XK X5 X,

substituindo a 6 os factores, que o formardo.

1. Em um producto de muilos faclores, pode-se inverter a
ordem de dous factores consecutivos quaesquer sem allerar o
producto.

Trata-se de demonstrar que:

IXIX U5 5=2xhx3I x5

Considerando somente os tres primeiros factores, sabemos
que :

2X3I XA=2XxL4X3.
logo:
2X3XhX5=2X0LX3X5,
0. ¢. ¢, n. d.
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UL Em um proipcto de muitos factores pode-se inverter, como
Se quizer, a orden: dos factores sem allerar o produclo.

Com efleito, invertendo successivamente a ordem de dous
faclores conseculivos, poderemos conduzir um d’elles ao logar
que quizermos noproducto, e transtornar por conseguinte sua
ordem, sem alleraciio do producto.

73. Tueonrkma 11, Para multiplicar um producto de muitos
factores por um numero, basta multiplicar wm dos factores do
Producto por esse numero, conservando os oulros factores.

Sejd 2 hx 5% 30 producto que queremos mulliplicar por
75 bastara multiplicar por 7 um dos factores do producto, ou
2, ou 4, ou 5, ou 3, conservaado 0s outros.

Introduzir um factor 7 em um producto ¢ tornal-o 7 vezes
Maior ; porém faz-se um producto 7 vezes maior, fazendo um
40s factores 7 vezes maior (n° 52), logo basta multiplicar por
7um dosg factores, conservando os outros, 0. ¢. e. n. d.

Corollarios dos theoremas precedentes.

! 74, CororrArio I. Em um producto de muitos factores, pode
Substituir-se q wm certo numero d’elles seo producto effectuado,
Ereciprocamente.

SeJi 75 11 % 6 & 5 % 9 0 producto, no qual queremos
Substituir gos factores 6 x 4 seo producto effectuado 24,

Com effejto : -

TXAIX6 X 65 % 9=6 % 4 Tx 11 X 5 %9 (n° 72).
1‘101‘ém;

OXAXT X115 x9=20x7x11x9 (n°51).

-

logo .

Ji5¢ 11X 6x4x5x9=2x7x11x9,0.q.e nd.

Assim comg reunimos dous factores em um sé, podemos

reun; : !
UNIr tres, quatro, ete, emum s6 3 porque a reunidio de dous
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forma um numero que ¢ considerado no ng; o producto como
um factor, que pode em virtude da primcfr' a parte do corol-
lario, ser reunido a oulro, que serd-umn ferceiro numero no
producto primilivo; e assim successivamente.

A proposiciio inversa ¢ clara, e a demonsiraccio facil.
Applicagdo. Seja proposto effectuar o producto.

20 ¢ 15 %X 5 > 4 <X 25.

Se fossemos a effectuar esse calculo, seguindo a ordem dos
factores, a operacdo seria muito longa; porém se notarmos
que 20 x<5=100, 25 X =100, ¢ 15 xX4=060, 0 producto
toma logo outra forma muito mais simples :

100 3 100 < 60 =600000.

75. ConoLrario 11. 0 producto de duas ou mais expressies
compostas de muitos factores, contem todos os factores, que en-,
trdo n’essas expressoes :

Assim :

(hx21 w7 % 16) X (6x8><9><25).=
=a><21><7x16><6><8><9><25.

Com elleito :

(hx2‘1><7><16)><(6><8><9><25)=
(h< 21 X T % 16) X 6 < 8 X9 %25 (n* 7).

Para effectuarmos as operacdes marcadas no segundo men-=
bro, deveriamos mulitiplicar 0 numero (b %21 X T 16), con*
siderado como um producto effectuado por cada factor succes
sivamente do segundo producto, 6, 8, elc. ; porém antes de
passar & multiplicacio por esses factores, teriamos d’effectuar
o primeiro producto; assim vemos que se nio o effectnarmoss
e se pelo contrario o considerarmos decomposto em S€0S dif
ferentes algarismos, leremos uma expressdo,

h><21><7><16><6><8><9x25

——————————————
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{que serd ignal {’a producto das expressbes dadas, e que con-
' tem todos os fac f}'es, que n’¢éilas entrdo.

0 que dissémos sobre dous factores applica-se facilmente a
Quantos factores quizermos.

76. Turorema III. Para multiplicar wn numero por wm pro-
ducto de muilos [actores, basta multiplicar esse numero por
cada factor successivamente.

Por exemplo, para multiplicar 7 por 24, 24 sendo o producto
de 2, 3, 4, basta multiplicar 7 por 2, o resullado por 3, 0 novo
resultado por 4; com effeito.

1320=24 X 17

Podemos decompor 24 em seos factores 2. 3. 4, e escrever
N0 segundo membro em lugar de 24 esses faclores, por isso
que antes de passar 4 multiplicacdo pelo numero 7, ter-se-hia
@effectuar o producto d’esses factores ; assim :

i A=2 >3 >Th T
ou TX20=7x2x3Xh (n°72).
o.q. e. n. d.

71. Turorema 1V, Paramultiplicar uma somma por um nu-
Mero, basta multiplicar por esse numero cada parte da somma
¢ ajuntar os produclos.

Seja hi+4-7+45-4-9 asomma, e 3 o numero dado,

Em viriude da definicdo da multiplicacio :

(b4 T+5-49) X3 =

=074 5049 4+04+T+5+9+4+T+5+9.
=A+-04- 04T+ T4+HT454+545+9 499
=A4X34Tx34+5x34+9x3. 0. ¢ e.m, d.

18. Cororrario. Para multiplicar um numero por uina som-
'”'.ﬂ. basta multiplicar esse numero por cada purte da somma e
@Quntar os productos.

Seja & o numero, e (3 7-1-9) a somma dada.

Considerando a somma como effectuada :
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A (347149 = B+7+9) x s & (°72).
33X h+Txb+%0 (00 77).
hX3404xT4+0X9 (n°72).

0.q. e. n. d.

[

79. THEOREMA V. Para mulliplicar duas sommas basta mul-

tiplicar cada uma das partes do multiplicando por cada parte
do multiplicador,

Sejdo (h-+-5-4-6)e (7+ 3+ 9) as duas sommas.

Considerando a segunda como effecluada ¢ applicando o
theorema precedente :

(h-+5-6) X (743 4-9)=
=03 (T4 34-9) 45 X (7434 9) 46 % (T3 -9).

Porém em virtude do corollario (n° 77),

hx(T43+9) = h xT+hX34+4X9,
5% (T+349) = 5x T4+5X3+5%9,
6 X (T4+3+9) = 6XT46x3+46x9,

logo :
(h+54-6) % (T4+34+9) =4 xT-+bxX3+5X9-+
HO5XTHIXIHIXIHF6XTH6X3+4+6x09.
0. q. e.n. d.

80. TneoreMA VI. Para multiplicar a differenga de dous
numeros por wm ferceiro, basta multiplicar esses dous numeros
pelo terceiro, e subtrahir o menor pmduclo do maior.

Assim, por exemplo:

(T—h) X 3=Tx3—0h X3.

Ora (7—14) < 3 sendo a somma de tres quanlidades iguaes
a (1T—~h), tlemos :
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e
) d 17— 14
3 o 1 —1h
77— 14

7><3—n)§3

81. Conorrario I. Para multiplicar um numero pela diffe-
renca de doys outros, basta multiplicar o primeiro por cada um
dos doy s

outros, e diminuir o menor resultado do maior.
Assim -

0. ¢. e n.d.

L]

TX(A3—0)=17%13—17 x4,

Com effeig -

TX A3 h) == (13— hY 3 T == 135 T by 3¢ T s (n° 80).
= 7%A3—7 %A (n°72).
0. q.e n.d.

82. CoroLramio II, Logo que se augmenta o diminue de um
mero um dos [actores de um producto, este augmenta-ou di-

NMin:
Minue do producto do outro factor por esse numero,
Ora

1 X h=28,

logo,

(TE3)xh =Tx823xh

(n>= 77, 80).
= 28 £33 x4;

AS5im, ajuntando ou diminuindo o multiplicando 7 de 3 uni-
ades, o

produacto 28 augmenta ou diminue do producto de 3
Pelo outro factor 4, o, q. e. n.d.

e
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Theoremas relatives a divisio,

83. TneoreMA I Para dividir um nwmero por um produclo
de muilos factores basta dividil-o por cada fuctor successiva-
mendte.

Seja 1155 o numero e 3 <11 < 5 o producto dado, vamos
demonstrar que basta dividir 1155 por 3, o quociente por 11, e
0 novo quociente por 5.

0 dividendo sendo o producto do divisor pelo quociente, e
385 sendo o quociente de 1155 por &, (emos :

1155=13 X 385;
35 sendo o quociente de 385 por 11
385 =11 x 35; 2)
e emfim 7 sendo o quociente de 35 por 5
35=5 X T; 3)

frysd -

7 serd o quociente da divisdo de 165 pelo produclo effectuado
Rl by '

Se na primeira igualdade em lugar de 385 escrevermos seo
alor dado pelasegunda, e n’esta em lugar de 35 seo valor dado
pela terceira, temos :

1185 = 3 X 11 X5%7
on 165 =-3. 14. 57 (n° 74).

0. q.e n. d,
DEMONSTRAGAO GERAL D'ESTE THEOREMA.

I. As differentes divisdes se fazem sem resto.
Seja N o numero, e a < b X ¢.X d o producto.

——
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Renp b . ; G
5 Cpresentemos!'my ¢, ¢, q" e Q os quocientes suceessivos,
“€ sorte que :

NEGX{[’ qszqr, qrzquﬂ, qnmdxg;

'I?rislf:';FO 'guocientc da divisio de N pora x b x ¢ xd. Se na
A Smaulbdualdade, em lugar de ¢ escrevermos seo valor dado
T leant a; se n'esta em lngar de ¢ eserevermos seo valor
ereiera; e emfim se n’esta em lugar de ¢” seo valor

ado pela ultima, teremos :

on

o

odavlis3

N Od

N=axphxexdxQ
N=a.bc.dx( (n° 74).

0. q. e. n. d.

OYHNYYVYY

L As aq oS3k :
2 As differentes divisves nao se fazem exactamente.

0 i

Uservando as mesmas annotactes, e represantando

i L
) 1,

N

» R 0s restos das divisoes successivas, teremos :

— IR, g=bxq 1 g=cxq", ¢"=dXQ+R,

Se : ; e
Tod lo S(_%gundo membro de cada igualdade substituirmos ao
» IUe ahi ge acha, seo valor dado pela igualdade seguinte, tere-

mos Successivamente :
{ |
N == (Lx(bxqr_i_?.l)_'_?.
= aXbXqg 4axr+4r
T OXbX (X q 1) Ha X Fr
T OXDXeX g HaX X1 4 a Xy -1
= a><b><c><(_c§><Q—I—IE)+a><b><r”+a><r'+7-
T OXbXexXdx04-axbxexRtaxbxr'4
+Hax '+,
ep
Pondo g 3 p 5 xd=a. b. c. d, o que 'é possivel, lemos:
N '
V= 0. bire, dx O+ axbxexXR4-axbxexr |

d-a X 1 -1y

e
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Pela igualdade ultima ve-se que Q serd gj (uociente de a. b.
¢. d. por N, se (i ;

|7
& " .
axbxexRyaxbxr'axr+r<axb seeleredil,
Ora o resto de uma divisdo ¢ sempre menor que o divisor,
e seo valor maximum ¢é igual ao divisor menos um; por conse-
guinte
max. R.=d—1, max. " =c—1, max. r'=b—1,

max. r=a-—1:

ponhamos :

p = a><b><u><R+rr>ber"><a><'r’+r,-

subslituindo n'esta expressiio a cada uma das quantidades seo0
valor maximum,

maz. p=a X b X eX (d—1)+axXbX (c—1) +
+-ax (b—1) +a—1;

effectuando as mulliplicacoes,

maz. p=a X bxexd— axbxctaxbxec—axbt
G+axb—a-ta—1;

¢ observando que
—axbxectaxbxc=o0,—axbitax b=0,— 0 4a="0

temos emfim :

AT, p=u><b><c><d—‘|,
on max. p < axbxexd 0. q.e.n.d.

sh. TueoreMA 1L Para dividir um produclo de muitos fac*
tores por um numero, basta dividir por esse numero um dos
factores, conservando os oulros.

Assim, para dividir 4x 33 x 27 por 11, basta dividir por 11
um dos factores; por exemplo 33, conservando os culros; isto &

h > 33 < 21

11 =4 X3 x21:
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Com effeito, aiqividendo sendo o producto do divisor pelo
squociente, 1emos-..r;

(4]
I % 33 x 27
ou h X 33 % 27

I

4 Y T Dl
I <33 x27 (n° 70)

0. ¢. e.n. d.

l

¢ 85. ThEOREMA 1] Logo que se multiplica ou divide o divi-
! A .
endo e o divisop Por um mesmo numero, o quociente nunca M-

da ; nore ; sy ey
5 porém o resto ¢ sempre multiplicado ou dividido por esse
nnmero

Seja Do dividendo, d o givisor; Q o quociente, e R o resto,
de sorte que:

D=d % 0-+R

Sendo n o factor proposto, e multiplicando a igualdade supra
POr n, temos -

Dxn=dx0Qxn+Rxn, {n® 77)

gu DPxn=dxnx0Q+Rxn, (n°_72)

5 Dxn=dnxQ+Rxn (n° 74)
x neq resto da divisdo, porisso que R sendo menor que
d’: H n < n. d.

ORqSE N, d;
A d.emonstragﬁo da segunda parte do theorema ¢ identica 4
A Primejrq,
86, TEoREy, IV. Para dividir uma somma por um numero,

basta dini 1 :
g St dividiy:. cqqq parteda somma por esse numero e ajunlar
§ Quocientes, :

Assim .

84b+c+d a- b ¢ d
= — —_ = —
n n+n+n+n’

0 dividendo senlo o produclo (o divisor pelo quocieute :
5

e
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e . -‘
a _{‘b—l"ﬂ-{—d: (-q- +b_+ £+£>X qf'r!

n n 7 n 'i,'
S

b RS d
=T xn-}vﬁxn—l-ﬁxn-;—ﬁx n (n° 77),

A : y ¥
e nolando que — € 0 quociente de a por nm, que — € 0O
quociente de b per n, elc., € queum quociente lorna-sen
vezes maior, fazendo-se 1 vezes maior o dividendo, isto €, mul-
tiplicando por n, 08 dividendos «, b, etc., 1emos:

a><n+b ><(n+c+n+d><n’

a+btotd=—0 n n n

ou cz-+b+c+cl=a+b-{—c~|—rl

O gie, . O

T facil demonstrar-se que:

=0T b

Tt I e s -

87. CoroLrARio. Se ao dividendo ajuntarmos ou diminuir-
mos n veses o divisor, o resto da divisdo fica o mesmo, porém
0 quociente augmenta ou diminue de n.

Seja D o dividendo, do divisor, o quociente, R o resto de
uma divisiio, de maneira (ue:

D=d x Q0+ I;

ajuntando aos dous membros da ignaldade acima n vezes 0
divisor, isto é, n. d:

D4nd=nd+dxQ-+R
ou D4nd=dMn+Q+LR; (n° 78)

pela ultima igualdade vé-se que o resto R ficou 0 mesmo, €
o quociente { cresceo em n.

e —————
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88. Potencia ¢ um producto de muitos factores iguaes,

O producto de dous numeros iguaes ¢ a segunda polencia
@esse numero, O producto de tres numeros iguaes é a terceira
Polencia do numero, O numero de factores iguaes, que entriio
110 producto, marea o grdo da potencia.

Em geral, a potencia de graom de um numero ¢ o producto
de m factores iguaes ( esse n@mero,

Parg g commodidade da escripta convencionou-se em indicar
0 grio (g polencia por meio de um pequeno algarismo collo-

340 em cima, e um-pouco 4 diveita do numero; a esse alga-
1Smo deg-ge o nome de expoente, assim :

-

Ié‘Se:

cinco elevado « quarta potencia ou cinco potencia
Tuatypg

Asegungy ¢ a terceira potencia de um numero receberiio os
1omes particulares de quadrado, e cubo.,

Todo o fiumero, que niio tem expoente, ¢ considerado como
- tendo pqp expoente a unidade,

E precisg notar-se que :

10 =10 % 10 =100

10° =10 3 10 3 10 ==1000

109 =10 % 10 % 10 % 10 = 10000

10°=10 3¢ 10 3¢ 10 x 10 % 10 =1000600

10° =10 3 10 % 10 % 10 > 10 < 10 =1000000

1510 &, umg Potencia qualquer de10 é igual ¢ unidade sequida
€ lantos zopgs quantas unidades ha no expoente da potencia.
5
S

e ————_
Biblicteca Pablica Benedito Leite



68 TRATADO

Al
[

v lj -
Theoremas relativos & potencias.

89. TuronevA I 0 producto de duas ow mais polencias de um
numero é uma potencia d’'esse mesmo numMero, cujo expoente é @
somma dos expoentes das polencias dadus.

Assim :
hz ¢ hs b4 nszhi-l-a—l-a___hlu.
Com efleito, €
h2=h b
S=N Xk

a5=&><!1><:.i|><h>\£;;

¢ multiplicando todas estas igualdades membro a membro : o

lﬁxh’><£s5:axhxhxhxhxaxlzxaxt;xa.:aw

0.q. e.n. d.

00, COROLLARIO. Para elevar uma potencia de um numero @
wuma oulra polencia, basta mulliplicar o expoente da primeird
pelo expoente da segunda.

Assim :

(1) =15%3="T18;

com effeito,

(1)} = 78 % 15 X T°

— TS — 7ERI 15
0. ¢. e.n., d.

91, TueoreMa 1I. O quociente de duas potencias de um mes*
mo numero é uma polencia d'esse Mesmo numero, cujo expoenté
¢ a differenga entre os expoentes das polencias dadas.

R

=
=

—
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Assim : ", ESTADO 0O ps
&) \ - o Ivi A ANty
.'_:\3£=75"3=72; lAR"‘uNHAO
L)

com eﬂ‘eilq, o dividendo sendo o producto do divisor pelo
(uociente, :

75 ey 73 bee 72
g T=17°, 0.4.e. nd.

; 92, Tugorema 11, Para elevar um producto a uma potencia,
“Stcf elevar cada factor do producto a essa polencia.
Seja o producto 5 x 7 x 4, que quer-se elevar a 3° potencia:

(6X7x0) =6xTxhx6XTXEXG6XTXE=
=62 6 BN T X TSl =
= BRI iTR :

0.q.e n. d.

'm 9‘3- Cororrario, Para elevar a uma potencia um producto de
);""””S Potencias basta multiplicar o expoente de cada factor
Pelo expoente dq potencia.

Seja o producto 3* X 5° X 7° que se¢ quer elevar &4 3°
Polengig .

13
(3 X55X73)3=3°X55X73X3f'><5°><75><35><5“><73=
bl s eraiten e e s T e
=312 >< 5'!3 X 79'
0. q. en. d.

N
Umero dos algarismos em um producto de muilos
factores.

m;’i‘m ST;IEOREI\-[A'. 0 num{fro dos‘alga:'ismos em um produc_to de

aclores é ao maximum igual ao numero dos algarismos
?to_dos 0s factores, e ao minimum igual a esse mesmo numero
“inuido de tanigs unidades, quantos sao os factores menos um.

e
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Seja ax b e X do producto, e m, m’, m'| m" o numero de
algarisimos de cada um dos factores. (% ¢

v

I. Por isso que a tem m algarismis, @ é por conseguinte
menor que 10™, e fazendo o mesmo raciocinio sobre os outros
factores, temos :

a.< 10m,
b < 10,
o e L A
Gt B

e por conseguinte, fazendo o produclo: -

axbxexd< 10 nEnFnrd -

porém 10 =+ »'+m"+ o & o menor numero possivel de m -+
m' -m” -1 algarismos, logo o producto ¢ X b X ¢ x d, queé
ainda ¢ menor que aquella potencia, contem quando muitos
m—m'-F-m” -+m" algarismos. 0. q.e. n.d,

IL. O factor a tendo m algarismos ¢ maior que 10 —1, €
dizendo o mesmo dos outros, temos:

(> et
hesrad (1mend
G in et =t
d > 1Qm'—1

e por conseguinte, fazendo o producto :
axb X 63X d > 10mFo/+m? fom!r—s -

porém 10 ™+ +w'+w—14 & o menor numero possivel dé
m—-m'—4-m” +m'"” — 3 algarismos, logo o producto a >< b X
x ¢ %X d, que ainda € maior que aquella potencia de 10, tem
quando menos m —m' --m’+m" — 3 algarismos ; isto ¢ um
numero igual ao precedente diminuido de tantas unidades
quantos factores ha mencs um, 0. q. e. n, v

a9

—_— S~

e —————
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: EXERCICIOS.

QUESTOES RESOLVIDAS.

: L0 producto dos numeros inteiros a partir denaté (2n—2)
Wferior de duas unidades ao dobro den éigual ao producto dos
Mmeros impares desde 1 até (2n— 3) pela polencia de 2 de
g7ao (n — 1).
Trata-se pois de verificar a seguinte igualdade
0
M(n4-1). (n4-2)..... (20 —2)=1.2.3.5.T. .00, (In—3) 2,21

Completemos a serie supra, multiplicando e dividindo por
1.2 3... (n—1), teremos

m(n-+1)(n+42).....(2n—2)=
1234, ....(n—1)n (n4-1) eree (20— 3) (20 —2)
12wt am— 1)

Separemos o numerador em duas series, uma formada de
num@l‘osimparcs, a outra de numieros pares, observando que o
ullimq factor (2n—2) sendo um numero par, 2 1 — 3 que o pre-
cede Immediatamente & impar :

nn-4+1)n+4+2)....2n—2)=
- 135 (2 —3) X 2.4.6.8. .....(2n — 2)
1.2.3,..... (n—1)

A segunda serie de numeros pares encerra (n— 1) factores,
9Ue siio todos divisiveis por 2; podemos pois subslituir a esta
Capl
“Prie a expressio 1, 2. 3. 5... (n—1) x 2", e teremos

nn-1)n+2)..2n—2)=

~ 1357, .....2n—38) X 1.2.3.6...... (n— 1) x 2"—*
* 12384 (n—1)

S

e —
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ou emfim A

/

R (n A1), (2. @N—2) =1.3.5,T. .oke (20 — 3) X 2.7
SR eE

{

1. Achar um numero que sendo mulliplicado succeessiva-
mente por 200 e por 5, um dos productos obtidos seja o quadra-
do do oulro :

Seja IV o numero que se procura, de maneira que :

200 x N = (5 x N)?
ou 200  N=25 3 N*:

¢ claro que dividindo duas quantitades iguaes por uma mes-
ma quantidade IV, os restos sdo iguaes :

200=925 %< N
d’onde se deduz
200

Y=@yRlvuvi 0o oagvissy

op

YOll8Nd vOo3HL1O1ng1d

QUESTUES NAO RESOLVIDAS.

HL Determinar tres numeros taes que as sommas d’esses nu-
meros tomados dous a dous sejdo12, 16 e 18,

IV. Delerminar quatro numeros taes que as sommas d'esses
numeros fomados {res a tres sejao 15,19, 21 e 23,
V. Achar tres numeros taes que as sommas de dous quaes-
quer exceddo o outrode 3, 11 e 19, .
VI. Achar qualro numeros taes que as sommas de lres quaces-
quer excedad o outro dos numeros 8, 16, 24, 28,

VIL. Se dous numeros ndo termindo em zero ou 55, a differenca
de suas quarias potencias termin@io em o ou 5.

VIIL Demonstrar que todo numero é wma somma de polencias
de 2, ou uma somma de potencias de 2 mais wm.

1://\\\\“‘*;3

e —————
Biblioteca Publica Benedito Laite



DE ARITHMETICA. 73

IX. Qual ¢ o nigmero que diminuindo 10 de sua septima
Tylile, 0 triplo do re o seja 247

X. Determinar wm numero de tres algarismos, que cresce
em .‘370 unidades logo que se inverte a ordem dos seos dous pri-
"eiros algarismos esquerda, que diminue de 396 logo que se
eerte a ordem dos ultimos & direita e taes que a somma d'elles
COnsiderados como exprimindo unidades simples, é igual a 17.

CAPITULO 11,
o
THEORIA DOS MULTIPLOS. — THEORIA DOS RESTOS.
— DIVISIBILIDADE. — PROVAS,

RRaltiplos.

95 3 .
%. 0s productos de um numero pela serie natural dos nu-

mey % 2
10-? chamio-se multiplos d’esse numero.
Assim,

E e D TS AT S [T o< a1k

S‘m, 05 differentes multiplos de 7.

nﬂi‘g;seral, chama-se multiplo de um numero o producto d’este
0 por outro, .

COmH:-Z (tlivisrﬁo er}tl-e-dous numer_os p.odc ser feita S(.Em.l 1:esto ou

S 510. No primeiro caso, o primeiro num'ero é divisivel p.elf)

slilido, ¢ este ¢ divisor ou factor do primeiro; e como o divi-

Do?ig ¢o Producto do divisor pe'lo_quocientc:, 0 dividendol é

Submu?f_%”umte um multiplo do divisor, que ¢ ainda chamado
tiplo do primeiro.

COuz ;HllavraS, divisor, factor ¢ submulliplo significio a mesma

N R Sk N :
0 Segundo caso ; isto ¢, quando a operacdio nio se faz exac-

e
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tamente, ella tem por {im proeurar o maiop{ multiplo do divisor;

contido no dividendo; isto é, o maior nun’ ro de vezes, que el

ahi entra, como ja o dissemos nasheoria da divisio; a differ

renca entre o dividendo e o maior multiplo do divisor ¢ o restt.
da operaciio.

96. Observacdo I. Todo o numero multiplo de outro ¢ divi
sivel por esle, e reciprocamente.

Assim 24 sendo um multiplo de 3 é divisivel por 3; porqué
2, producto dos dous factores, 8 < 3, é divisivel por i
d'elles 3.

Segue-se d’ahi que todo numero sendo multiplo da unidadé
¢ divisivel pela unidade ou por Si mesmo.

97. Observacao II. Um multiplo de um producto ¢ multipld
de um de seos factores.

Theoremas relativos aos multiplos ¢ divisores, ¢

98. TneoreMA I. Todo o numero, divisor de muilos oulros,é
tambem divisor de sua somma. :

Sabemos que, para dividir uma somma por um numeros
basta dividir cada parle da somma por esse numero (n° 86), ¢~
como cada uma d’ellas se divide exactamente por hypothesé
logo a somma € tambem divisivel pelo numero. {

Observacdo. Este theorema mostra que a somma de muito?
numeros , mulliplos de outro, ¢ tambem um multiplo d’ess®
numero. '

99. TueoreMA 1I. Logo que um numero divide dous oulros
exactamenlte, divide sua differenca.

Como paradividir uma differenca, basta dividir cada numero
e subtrahir o menor quociente do maior, e por isso que 0s (10115
numeros sio por hypothese divisiveis pelo numero dado, ]0%’O
a dillerenca tambem o é. i

Observacdo. Este theorema mostra que a differenca entr®

a9

e —————
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dous numeros » Wltiplos de oulro, é tambem um numero,
ultiplo d’aquelle; o

100. Taeorema 1. Logo que wm numero divide uma somma
de duqs quantidades e uma d’ellas, divide a oulra.

POl‘que esta ultima ¢ a differenca enltre a somma e a oulra

guamidade, que por hypothese, sdo divisiveis pelo numero
ado, :

5

ACOROLLAI‘.ID. Logo que em uma divisdo um numero divide o
dwidendo e o divisor. divide o resto.
PO_"(IUG 0 resto sendo uma differenca enlre dous numeros
m_u_hiplos de outro, ¢ um multiplo d’este, e € por conseguinte
Visivel por elle, e
101, Trrorema 1v. Logo que wma somma é tal que sendo
f::::'?::isla de duas quantidades, das quaes uma s é di:fisi.ve'l por
tmero, e a outra ndo, a somma tambem ndo ¢ divisivel
Por esse numero, e o resto da divisdo da somma é o mesmo que
o ?‘fsfo da divisao da parte ndo divisivel pelo dilo numero.
E : Sejio 125 0 324 os dous numeros dados, e taes que um d’elles
7 °mente 125 ¢ divigivel por 5.
e S0mma 125 - 324 nio serd divisivel por 5 (n° 100). O resto
< a diwsﬁo da somma por 5 ¢ o mesmo que o da divisdo de 324
=por 5; bor isso que :

1

b
0o 1254324 . 125 324
S AL g Loshd T SN
o e = -+ —=— (n° 86)
Q
:2__ :
v Theoria des restos. — Bivisibilidade.
Lt ,
111102: A theoria da divisibilidade ¢ uma consequencia da
reeom dos restos; esta ensina os meios para determinar o
" 510 da divisdo de um numero qualquer por uma serie d’ou-
"0S ny

S Smtf,ros spm effectuar-se a.div.isﬁo; pelo conh.ec.irf]emg do

Serrundem facil saher., SC 0 primeiro n}lmero é ﬂl'VlSlVQI pelo

jGEto do, bast.a para isso que o resto scja nullo; é este o oh-
a theoria da divisibilidade,

e ————_
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0 estudo dos restos, como vamos ver, ¢  fma applicaciio dos
theoremas precedentemente demonstradc’ e

103. ProvievA. Delerminar o resteda divisdo de um numerd
qualquer por wma polencia qualquer de 10.

Seja 4765329 o numero dado, e 10° a potencia dada. E clar0
que :

0765329 ="A1765000-4-329;

4765000 multiplo de mil, é por conseguinte divisivel por1000;
329 <1000, representa o resto da divisio da somma 4765329
por 10° (n° 101). ¢

Da mesma forma veriamos que o resto da divisiio de 37649
por 10? é 45.

Em geral, o resto da divisdo de um numero qualquer por 107
é o numero formado pelos n primeiros algarismos ¢ direita do
numero dado.

CONSEQUENGIA. Para que um numero seja divisivel por 10° ¢
preciso que os N primeiros algarismos d sua direila sejdo seros;
esla condicdo é sufficiente.

104. ProsrLEMA. Delerminar o resto da divisdo de wm numer?
por 2eb.

Observemos primeiro que tudo que uma unidade de ordem
qualquer ¢ um multiplo de 2 e de 5, por isso que uma unidade §
de ordem qualquer ¢ um multiplo de 10, e que 10 ¢ um mul-
tiplo de 2 ede 5 (n° 97).

Seja 24677 o numero dado.

E claro que :

wrry . L =g Pl Lt

PEFLE S TP PR

24677 =24670+4-T;

a primeira parte 24670 ¢ divisivel por 2 e por 5, por conse~
guinte o resto da divisfio de 9!16771)01' 2 ou por 5 serd o mesma
que o resto da divisio por 2 ou por 5 do ultimo algarismo7
(n° 101).

CONSEQUENCIA. Para que um numero seja divisivel por 2 ot
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POr'5, € necessariors, sufficiente que seo ultimo algarismo ¢ di-
“¥ila sefa um nume o divisivel por 2 ou por 5.

Osalgarismos divisiveimpor 2 sio os seguintes: 0,2, 4, 6, 8;
logo para que um numero seja divisivel por 2 é necessario e
Sufficiente que seo ultimo algarismo & direita seja um dos al-
8Arismos acima,

Um numero que ¢ divisivel por 2 chama-se numero par;
Numerg impar aquelle que nio € divisivel por 2. Um numero
Par € representado geralmente por 2n, n sendo um numero
{iteirg qualquer, e um numero impar por 2n - 1.

Para que um numero seja divisivel por3, é necessario e suf-
ficientg que seo_ultimo algarismo & direita seja 0 ou 5.

3. Prosreya. Determinar o resto da divisdo de um nuwmero
Igl‘ 0u 25, ou por 2* ou 5%
bservemos que as centenas, as unidades de mil, elc., sio
amerog mulliplos de 100, e por conseguinte de 4 e de 25, que
S,§ §uhmulliplos de 100 (n° 97).
0 =2fadado o numero 324696, Podemos escrever :

- -

@)

Q 324696 = 324600 - 96

imeira parte 324600 ¢ um numero divisivel por 4 e 25, por
Sequencia o resto da divisio de 324696 por 4 ou 23 é 0
¥MO que o resto da divisio por 4 ou 25 do numero 96, for-
0 pelos dous ultimos algarismos do numero dado (n° 101).
ONSEQUENCIA. Para que umnumero seja divisivel por b ou 25,
i f;;»‘.fs.sa-rio e é sufficiente que os seos dous ullimos algarismos
eita formem wm numero divisivel por h ou 25.
Ver-se-hiada mesma maneira que um numero € divisivel por
m: %:' _Ou_Por 125 = 5% logo que 0s seos tres ullimos algaris-
& direita formIo um numero divisivel por 8 ou por 125,
106. Em geral, um numero é divisivel por 2°, ou por 5", logo

f e T
1 ‘_‘3‘03 5€0s 0 ultimos algarismos ¢ direila [drmdo um numero
flUlS?,Uel por 9" oun 5n,

En

D 1. PronLEMA, Determinar o resto da divis@o de um numero
or 9,

ey
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Para resolver este problema, dividamoj as differentes po-
tencias de 10 por 9 para observarmos a 3/ + dos restos; acha:
mos que o resto € sempre a unidadg, e d’ahi concluimos este
theorema: Uma polencia qualguer de 10 ¢ wm multiplo de 9
mais um :

Desle theorema resulta o seguinte.

Um algarismo significativo seguido de zeros é igual a um
multiplo de 9 mais esse algarismo, tomado com seo valor ab-
soluio.

Seja 7000 o numero proposto

7000 % 1000 ==T7 X (m. 9--1)
Xm94+T=m. 9417

0.q.e.n.d,

="
=

Passemos agora i resoluciio do problema, e seja 76436 o nu-
mero dado. Pelo que acima demonstramos

70000=m. 9417
6000=m. 946

L0 =m. 94
0=m.9-43
= 6

e ajunlando essas ignaldades membro a membro, temos :
76436 =M.9+4 7+ 644346,

representando M. 9 a somma dos multiplos acima.
Do exposto resulta o seguinte theorema,
Um numero qualquer é igual a um multiplo de 9 mais @

somma dos seos algarismos, fomados com seos valores ab-
solutos.

A soluclio do problema proposto € uma applicacio directd J
do seguinte theorema.

0 restd da divisdo de wm numero por 9 ¢ igual ao resto do

e ——
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divisao por 9 da somana dos seos algarismos, lomados com seos
Ulores absolutos.

Fazendo a somma dos algarismos do numero proposto, acha-
M0s 26 5 assim o resto da divisdo do numero dado por 9 é o
Mesmo que o resto da divisio de 26 por 9, e applicando a
llmsma re;gra a 26 como ao numero acima, a somma 8 dos
5Cos algamsmos, sendo menor que 9, 6 o resto da divisio.

Coxsrquencia. Um numero serd divisivel por 9, logo que u
$omma dos seos algarismos, tomados com seos valores absolutos,

[or am, multiplo de 9. P
108, Pronrema, Determinar o resto da divisao de win numerol)
bor 3. o 75
A Solucdo d’este problema ¢ uma applicacido do seguintc‘:‘:l
theorpp;,

-~

FeTARA RO MARANHAD

a.
(1155 e s
"esto da divisdo de um numero por 3 é igual ao resto da _

Tien : -

; Visdo por 3 da somma dos seos algarismos, tomados com seos ; , O
Uores qhsolutos. Lia
ECgom effeito um numero qualquer sendo igual a um multiplo 7~
.~ Mais a somma dos seos algarismos, serd igual a um mul- O

ti : :
umo de 3 mais a somma dos seos algarismos, por isso que 9 ¢ 73
0 muliiplo de 3. 0

i ONSEQUENCIA. Um numero serd divisivel por 3, logo que a QA
) .
s e dos seos algarismos, tomados com seos valores absolulos,

™ um multiplo de 3.

" 9. PropLEMA. Determinar o resto da divisdo de wmn nunero
" 11‘ ;

Sj : s et ’
re'gﬂllms a mesma marcha que alé aqui; dividamos as dif-
> ltes potencias de 10 por 11, e observemos a lei dos restos.
Memos primeiramente as polencias pares de 10,

fe

100 =100=11 ¢ 9 4+1=m. 11 4-1
10"=10000 =11 % 909 -1 =m. 11 -1

. . . . . . . . . .

104" <1000000..., =11 % 90909...... 4-1==m, 11 4 1

D'aqui :
4qui o seguinte theorema :

e |
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Uma polencia par de 10 é igual a um gnultiplo de 11 mais
£
um. (7 @
Passemos 43 potencias impares de 10,

10=11—1

105 =102 % 10 = (M. 11 4-1) X 10=m" 11 +10=
—m A1 411 —1=m"11—1

10°=10" x 10 = (m.11+1) x 10=m" 1141

103m+1 =107 10=(M. 114-1) X 10=MN. 11 —1
C

d’ahi o seguinte theorema :

Toda potencia impar de 10 é igual a um multiplo de 11 me-
nos um.

D’estes dous theoremas resultio o0s dous seguintes, que po-
demos demonstrar. .

Um algarismo significativo seguido de wm numero par de
zeros ¢ igual @ wn multiplo de 11 mais esse algarismo.

Seja 70000 o numero dado.

70000 =7 10000=17 % (M. 11 4-1)=
=TxmN4T=m 11417

BTRTRETYT TCY TP A Mo T

Um algarismo significativo seguido de um numero impar de

zeros éigual a um mulliplo de 11 menos esse algarismo.
Com effeito ;

7000="7 % 1000=7 % (m.11 —1)=17 X mA1 —T=m'.11—T:
o0.q.e.n.d.

Passemos 4 resoluciio do problema; seja 7653259 o numer?
de que buscamos o resto da divisio por 11.

Decompondo o numero dado em suas differentes parless
e empregando sobre ellas os dous theoremas precedentes:
femos :

e ——
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7000000.=. . . . . . m 1147
600000 5=, . . . ..M ., 11—6
30000 =, .a ... mi 115
3000 =55 s m' A1—3
A= o mr.11+4-2
B m'.11—5

O S ey 9

@lzendo a somma d’essas ignaldades membro a membro ; e
l]O[ﬂ!ldO que :

AL AL m M, M, 1 e, 10 = ML 14
810 ¢, que a somma de um certo numero de multiplos de 11 é
U numero multiplo de 11, teremos :

7653259 =M1 47 —645—3 42 — 59
=M +T4+54+24+9—6—3—5
=M A4 7454249 —(64-3-}-5).

Destq ullima ignaldade concluimos o seguinte theorema

Unt numero qualquer ¢ igual a um mulliplo de 11 auwgmen-
ladg ¢opp, a somma dos algarismos de ordem impar ¢ diminuido
4 Sommna dos algarismos de ordem par.
A Soluedio do novo problema é uma applicaeio do seguinte
'00l‘ema, que € uma consequencia d’este e d’outros ja co-
Bhegiggg,
‘ 0 resto da divisdo de um numero por A1 é o mesmo que o
:f*‘f’fl da divisdo por 11 da differenca entre a somma dos alga-
l"'_fw-s' de ordem impar e a dos algarismos de ordem par.
No 10850 exemplo, esta dillerenca ¢ 9: 9, sendo menor que
» €0 resto da divisdio do numero proposto por 11,
8¢ a Somma dos algarismos de ordem impar ¢ menor que a
Oulra, ajunta-se 4 primeira um multiplo de 11 sufficiente, afim
€ que esta exceda aquella,
CONSEQUENCIA. Um numero serd divisivel por 11, logo que a
6

ey
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differenca entre a somma dos algarismos de ordem-impar e @
dos algarismos de ordem par [or zero ou uf, multiplo de 11.

Importa muito ao leitor penetrar-se be¢im do methodo que
aqui temos seguido para chegarmos & solugdo do problema
precedente.

Em geral, para achar-se o resto da divisdo de um numero N
por outro numero n, divide-se por n a unidade seguida de
zoros, e observa-se a lei dos restos: é n’estalei que o problema
acha suasolucio. Para melhor gravar-se no espirito o methodo
que temos empregado, vamos resolver ainda este outro pro-
blema.

111. PropLeMA. Determinar o resto da divisdo de um numero
qualquer por 7.

_ Seja 72463295435 o numero dado.
Dividindo as differentes unidades por 7, achamos:

Lo s i@ = SR B e S fiik o
10 =T 38— 2 4.7 403 Vi me1-43
100 =T %A+ 2=— 1l v s v oo e s MT42

1000 =7 x 1246=m.7T4+T—1= . m.7—1
10000 =7 x 1h28+b=m. T-+T—3 = m.7T—3
100000 =7 x 14285 4+-5=m.T-+T—2=m.T—2

1000000 =7 162857 +1=., . . . .. . . mT41

Examinando as igualdades acima vémos que uma unidade,
dezena, e centena se compde de um multiplo de 7, augmen-
tado com uma, tres e duas unidades; uma unidade de mil,
dezena de mil, e cenlena de mil se compde de um multiplo
de 7 diminuido de uma, tres e duas unidades; e como, pro-
seguindo a divisiio, 0s mesmos reslos se reproduzem, a lei dos
restos se acha determinada.

i claro que 2, 3, i, 5..... unidades de ordem qualquer sC
compoem de um multiplo de 7, augmentado ou diminuid®
de uma quantidade 2, 3, 4, 5..... vezes maior que a quantidad®
que deve ser ajuntada ou diminnida do.multiplo de 7, perten
cente & unidade da mesma ordem.

e ——
Biblicteca Publica Banedito Leite



DE ARITHMETICA. 83

Dividamos o numero dado em classes de tres algarismos
#ada uma, indo 'fna direita para a esquerda : uma qualquer
Pessas classes de ordemsimpar, ou par, serd igual a um multi-
Plo de 7, augmentado ou diminuido de uma ves suas unidades,
C{e {res vezes suas dezenas, e de duas vezes suas cenlenas. Se mul-
tiplicarmog respectivamente por 1, 2, 3 as unidades, dezenas
€centenas de cada classe, o numero proposto serd igual a um
Mulliplo de 7 angmentado com a somma dos productos, que
Provém das classes de ordem par, e diminuido da somma
40s productos que provém das classes de ordem impar; isto
¢, dugmentado ou diminuido da differenca entre essas duas
S0mas, se a primeira foremaior ou menor que a segunda;

5¢ esty differenca for divisivel por 7, o numero serd divisivel
bor 7,

Appliquemos o que acabdmos de dizer ao numero proposlo :
Somima dos productos provindo das classes de ordem impar :
5143340243, 146, 342 =51,
Soming dos productos provindo das classes de ordem par :
5. 1433422121 +7.3=51,

Assim o numero proposto é ignal a um multiplo de 7, aug-
entado gom 51 unidades, e diminuido de 59 unidades; islo
% diminuido ge 8 unidades, e temos :

72063295035 =m. 71— 8
=m, T-+14—8
=m. 746

6 3 i
. € por conseguinte o resto da divisio do numero proposto
or 7,

6.

e |
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P

\’,
PProvas das quatro operatcoes,
»

112. A verificacio do resullado de uma opéracio qualquer
fundamental da Arithmetica por um numero qualquer exigindo
0s mesmos raciocinios, empregaremos o factor 9, e tudo quan-
to livermos dito sobre este, applicar-se-ha immediatamente ao
factor 11, e a qualguer outro. I preciso notar-se que os fac-
tores 9 e 11 sio os numeros mais empregados ; por que 0S8 res-
tos das divisdes por esses numeros se¢ obtem mui facilmente.

Q

PROVA DA ADDIGAO.

113. TreoreMA. O resto da divisdo de uma somma por wn
numero ¢0 mesmo que aquelle que obteriamos subslituindo @
cada parte da somma o resto de sua divis@o por esse numero.

Seja uma somma :

S=A-+B+C+D,

A, B, G, D sendo numeros quacsquer compostos de muilos al-
il et

garismos, e seja p o factor escolhido e », 7, »", ", 0s restos
das divistes respectivas de A, B, G, D por p, de sorle que :

A=t =T

B=m'.p+17 |
C==m" .p-1"

D=m".p+7",

Fazendo a somma d’essas igualdades membro a membro,
iemos @

A4+B+CH+D=Mp+ (r-+r- 7 —-0"") 5

por isso que a somma de muitos multiplos de p ¢ nin numerd
multiplo de p (n° 98).

e ——
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Pela ultima igualdade vémos que o resto da divisio dasom-
“ma por p¢omesma que oresto da divisad de (r " 1" +1")
por p. 0 0. ¢. e. n.d.

Appliquemos este theorema ao seguinte exemplo, o factor
escolhido sendo 9.

PRGN BN e =8
326L. s s e =
526 i vt matin v s i ey L
5769 L Setidoas -
3349400, 0 5 ) S

Vémos com effeito que o resto 8 da divisio da somma 33191
D019 ¢ o mesmo que o da divis@io por 9 da somma (8 46 + -}
1-8) ; os numeros 8, 6, 4, 8 sendo tambem os restos das divi-
s0es das differentes parcellas por 9.

PROVA DA SUBTRACGAO.
Hh, Ghamemos D o minuendo, d o subtrahendo e » o resto
e uma subtracedio ; ¢ claro que temos
D=d-r,

]_080, empregando o theorema precedente, podemos obter a
\Ormcm_-ﬁo do resultado de uma sublraccio.
Lomemos o seguinte exemplo :

HaD 0 s oy Ri—0
20705 = STt G

BUD 2GRS RIS

Com effeito vémos que o resto 6 da divisio do minuendo

! . gt
13602 ¢ o mesmo que o resto 6 da divisio da somma 6 -+ 0
ou 6,

e |
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PROVA DA MULTIPLICAGAO.
P

115. TueoreMaA. O resto da divisd@o de um producto de dous
factores por um numero é o mesmo que aquelle que obleriamos
se substituissemos a esses dous [uctores os restos de suas divisoes
POT esses NUMEros.

Seja a % b um producto de dous factores, p o divisor esco-
lhido, e 7, ' os reslos das divisdes respectivas de a e b por p.

Queremos demonstrar que o resto da divisdio de a < b por p
¢ 0 mesmo que o resto da divisfio de » X 1" por p.

Com effeito ¢ facil ver-se que :

a=m.p-+r
b=m'.p+1"

multiplicando membro a membro essas igualdades, leremos :

a X b=m.pXm.p—+rXxXm.p+r Xm.p+rxr(n°79);

e notando que a somma de muitos multiplos de p ¢ um nu-
mero multiplo de p, que pode ser representado por . p, tem-

se emfim :

ax b=M.p+1rxr.

Esta ultima jgualdade mostra que o resto da divisio de a x U
por p ¢ o mesmo que o resto da divisio de » > ' por p.

0. ¢. e. n, d,
Appliquemos este theorema ao seguinte exemplo :

I

I
=

GGTHOS e e
PR ey Py -

233745
93498
140247

LG R RS s A e e oI R IR k=3

2?‘>(?"=3 e, H—

7

!
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D . ~ ¥ 4 -
Podemos conclnir que a operacdio ¢ exdcta, por isso que o

Jeslo 3 da divisio por 9 do producto 15193425 ¢ o mesmo que

O resto 3 da divisdo por 9 do producto de 3 < 1, 0s numeros
S e 1 sendo por seo turno os restos das divistes dos fac-
tores por o,

PROYA DA DIVISAO.

116. Seja D o dividendo, d o divisor, e ¢ o quociente de
Uma diyisio, ¢ claro que :

D=dxq;

Dbor conseguinte, empregando o theorema precedente, pode-
Tmos verificar o resultado de uma divisfio.
{J‘la seguinte divisdo :
<
« 257....1':,-:5E
S R=u4. ... 19366492 | —— R/

1376 PR =8 !
8 914 !

1439

Q 1541
Q 9
o ¥

@"105 que o reslo 4 do dividendo ¢ 0o mesmo que o resto 4 do
Rroducto de 5 % 8;5 ¢ 8 sendo os restos respectivos do divisor
€ quociente,

Se a divisio nito se faz exactamente

D=d.q+41r;

030 empregiio-se os dous theoremas (n°113) e (n°115); pro-
ira-se o resto de d.q; ajunta-se este resto a 7 ; o reslo d'esta
S0ma deve ser o mesmo que o resto de D.

Dividindg 5603407 por 826, acha-se por quocicnte 6662 e
0 resto 595,

e |
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(3

O resto de 826 AT ale
O LU e S Sl I S
e de H0SENTENeT s e i

Com effeito no dividendo acha-se. . . . ... R=6

=

EXERCICIOS.

QUESTOES RESOLVIDAS.

1. 0 resto da divisdo por 9 ou; por 11 de um producto qual-
quer de muilos factores é o mesmo que o resto da divisdo por 9
ou 11 do producto dos reslos correspondentes aos differentes
factores.

Sejio N, N, N, N" os numeros dados, r, ', r”, 7" 0 res-
tos de suas divistes por 9, de maneira que

N =m.9-4r
N =m .97
N =m". 941"
N'=m".9+41";

multiplicando essas igualdades membro a membro, temos:

NxN xN' xN'=M94-rxr xXr'xr",

M.9 representando um multiplo de 9; logo o resto da divisi0

do producto dos numeros dados por 9 é o mesmo que o restd
da divisdio por 9 do producto dos restos, r < r' X r" x r".

II.  Todo numero impar ¢ igual a um multiplo de b mais ot
menos umaunidade.

Dividindo um numero inteiro por 4, os restos que se obtem
sdo 0,1,2,3, logo 4n, hn—-1, hn-+ 2, hin--3 representio nit”
meros inleiros; ora 4n, e 4n-+ 2 siio numeros pares, e in-1
e in -+ 3=hn — - 3 ="AIn — 1 si0 numeros impares.

e ——
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QUEST{ES NAO RESOLVIDAS.

L 0 producto de dous numeros inteiros consecutivos é divisi-
vel por 9.

LV producto de tres numeros inteiros consecutivos é divisi-
vel por 6,

V. 0 producto de quatro numeros inteiros consecutivos ¢ di-
Visivel por 24,

VL. Demonstrar que um numero é divisivel por 6, se o alga-
"ismo das unidades junto a’quatro vezes a somma de lodos os
Oulros de uma somma divisivel por 6.

VIL Demonstrar que wm numero é divisivel porh, se o alga-
"ismo das unidades Junto a duas vezes o algarismo das dezenas
dd uma somma. divisivel por h.

VIIL. Demonstrar que um numero é divisivel por8,se o0 alga-
"ismo das unidades mais o dobro do algarismo das dezenas,
MNags quadruplo do algarismo das eentenas férmdo wma somma
divisipe] por 8,

IX. Demonstrar que, logo que se dividem dous numeros pela
Sug differenca, os restos sio iguaes,

X. Demonstrar que wm numero ¢é divisivel por 12, se o nu-
Mero formado pelos seos dous ultimos algarismos ¢ direita, mais
Tuatro vezes a somma dos oulros, é um numero divisivel por 12,

BIBLIOT e
DL | .“f;'.'_CA PUB 1
s LiCa
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CAPITULO 1IL.

THEORIA DO MAIOR DIVISOR COMMUM. — THEOCRIA
DO MENOR MULTIPLO COMMUM.

Theoria do maior divisor commum.

C

117. J& definimos o que se chama divisor. Um numero pode
ter muilos divisores; mais tarde veremos a maneira pela qual
se determina todos os divisores de um numero: o menor divi-
sor de um numero € a unidade, e 0 maior € o proprio numero.
Um numero, que ndo tem outros divisores seniio a si proprio

“on a unidade, chama-se numero primo.

Quando um numero divide muilos outros ao mesmo lempo,
¢ dito seo commum divisor. Enlre todos os divisores communs$
de muitos numeros ha um que ¢ o maior de todos, e que s¢
chama maior divisor commum, cuja theoria ¢ de muila im-
portancia na Arithmetica. A busca do maior divisor commum ¢
fundada sobre alguns theoremas, que vamos demonstrar,

118, TuroreMA L Quando wm numero é divisivel por outro,
este ¢ o maior divisor commum dos dous numeros.

Seja @ um numero que € divisivel por b, e que é maior que
. 0 maior divisor commum dos dous numeros deve dividir b,
e ndio pode ser maior que b, por isso que b ¢ o menor d’elles;
porém b divide a, e ¢ divisor de si proprio, logo b ¢ o maior
divisor commum dos dous numeros.

119. Tuporema 1L Dous numeros, que ndo sio divisiveis um
pelo outro, teem o mesmo maior divisor commuim que o menor
delles e o resto da divisad do primeiro pelo segundo, quer
se lome o quociente por defeilo ow por excesso.

Sejfio 33437, ¢ 432 dous numeros, que nio sdo divisiveis utt

e ——
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I)‘elo outro ; o quociente da divisdo por defeilo é 123, e o resto
V301, de sorle que :
H
53437 =432 x 123 + 301.

% Queremos demonstrar que o maior divisor commum de
23437 e 432 digual ao maior divisor commum de 342 e 301.

']. Com effeito, todo divisor commum de 53437 e 432, di-
\'{de 432, e por conseguinte 432 < 123 (n° 97) e por isso que
diviga 53437, dividira necessariamente 301, que ¢ a differenca
(n° 99),

‘H- Reciprocamente todo divisor commum de 432 e de 301,
divide 32, e por conseguinte 432 3 123; e por isso que divide
301, dividirda a somma d’esses dous numeros ; isto é 53437,

'1)’estas duas partes da demonstracio conclue-se que, os di-
Visores communs de 53437 e 432 sendo 0s mesmos que os de
b36 ¢ 501, o maior divisor commumn dos primeiros € igual ao
tos ullimos. 0,q.e.n.d

Tomando o (uociente por excesso, temos a relaciio seguinte :

53437 =032 x 124 — (632 — 301).

Demonstrariamos da mesma maneira que o maijor divisor
“Olmum de 53437 ¢ 432 é 0 mesmo que o maior divisor com-
1
um de 439 ¢ (432 —301) ou de 432 e 131,

Ly
Usca DO MAIOR DIVISOR COMMUM DE DOUS NUMEROS INTEIROS.

.1_20- Sejdo 924 e 156 os numeros de que buscamos o maior
dWESOI‘ commum: pelos theoremas precedentes somos levados
a. dividir g9y, por 156; effectnando esta divisdio, achamos o quo-
tente 5 ¢ o resto 144 ; porém, como o maior divisor commum
;12&9211 € 156 ¢ o mesmo queo de 156 e 144, dividamos 156 por

. O quociente é 1 e 0 resto 12; pela mesma razio divi-

i - :
b ido 141 por 12, achamos um quociente exacto 12; logo 12 é
Maior divisor commum dos numeros propostos.

e
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191. REGrA. Para achar o maior divisor commum de dous
numeros, divide-se o maior pelo menor, este pelo resto da divi-
sd@o, o primeiro resto pelo segundo e assim por diante, até chegar-
se @ um resto nullo: o ultimo divisor empregado é o maior
divisor commum,

Eis o typo da operaciio:

(41
[
==
|

(=S
|34

924 | 156 | 144 |
780 | 144 | 144 ;

144 12 0 !

122. Observacdo I. Dous reslos conseculivos quaescguer (e
0 mesmo maior divisor commum que 08 numeros dados; por
conseguinte se no curso da operaclio se conhece o maior divi
sor commum de dous reslos, inutil serd continuar a operacdo.

123. Observocao 1. Na busca do maior divisor comnmum 03
restos viio sempre diminuindo, e nfio se pode deixar de chegal
a um resto nullo, por isso que seo numero ¢ necessariamente
limitado.

124, Numeros primos enlre si. Se procurando o maior divic
sor commum de dous numeros se obtem por ullimo divisor 4
unidade, esta é seo maior divisor commum : taes numeros sio '
ditos primos entre-si.

125. Observacdo 1L Se na busca do maior divisor commu?
de dous numeros um dos restos é primo, e se este ndo divide?
precedente, inutil serd conlinuar a operaciio, pois ¢é seguro que
08 numeros propostos siio primos entre-si.

126. TueoreMA 1L Se wm numero divide dous oulros, divide
seo mnajor divisor commum, e reciprocamente, se wmnumero di- .
vide o maior divisor commum de dous outros, divide estts
ullimos.

e ——
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S¢ja 6 um numero que divide 546 e 462; 6 dividira o maijor
'{}Visor commum d’esses numeros. Com effeito, 6 dividindo 546
€062, divide 84, resto daglivisdo d’esses numeros; dividindo
462 ¢ 84 divide o resto 42 d’esta divisdio ; porém 42, ¢ o maior
divisor commum dos numeros propostos, logo o theorema se
dcha demonstrado,

A demonstracio da proposicio inversa ¢ clara; pois quando
U numero divide outro, divide os seos multiplos.

SiijI.I!’iGM,‘.KO NA BUSCA DO MAIOR DIVISOR COMMUM DE DOUS
NUMERDS} INTEIROS.

127. A determin acio do maior divisor commum de dous nume-
Y08 serd tanlo mais rapida quanto mais depressa se diminuirem
08 restos, por conseguinte, se, buscando o ‘maior divisor com-
"um de dous numeros, um resto qualquer for maior que a
Metade qo divisor correspondente, forcaremos o algarismo do
dUociente, ¢ obteremos assim um resto menor que o prece-
d_em‘f e tal, que o maior divisor commum d’esse resto e do
df"idendn empregado € 0 mesmo gne o maior divisor commum
Fesse dividendo e do divisor correspondente (n° 119).

ADD‘.iqumnos 0 qye acabdmos de dizerao seguinte exemplo :

9 |

180 0 t
15 :
i

Dividindo 1155 por 195, o quociento ¢ 5 e o resto 180 ; porém

-

18; : 9; :
89 Sendo maior que 1—21, podemos forcar o algarismo 5 do

e ; :
{ociente ; st ¢, angmenlal-o com uma unidade ; procurando
A diffar s o i

d‘”t‘acnca enlre 195 x 6 — 1155, que é 15, somos levados
N° 49~ ] Tios - =

2127) a buscar o maior divisor commum de 195 ¢ 15 ; como

e
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15 divide 195 exactamente, 15 ¢ o maior divisor commum dos
numeros propostos. {

E claro que, para achar-se a'dita éifferenca 195 +-6— 1155,
basta diminuir do divisor 195 o resto 180, o que dd justa-
mente 15,

Introdnzindo esta simplificaciio que ndo € nada difficil na
busca do maior divisor commum, diminue-se consideralve-
mente o numero de divisdes a effectuar-se; assim no exemplo
precedente, seguindo o proceder ordinario, teriamos que fazer
tres divisdes, ao passo que so fizemos duas.

% -
BUSCA DO MAIOR DIVISOR COMMUM DE MUITOS NUMEROS INTEIROS.

128. THEOREMA. 0 maior divisor commum de muitos numeros
é igual ao maior divisor commum do menor d'elles, e dos reslos
das divisoes dos outros pelo menor.

Sejio a, b, ¢, d muitos numeros, dos quaes supponhamos &
o menor, e sejio r, 1, r” os restos das divistes respectivas de,
b, ¢, d por a, de sorle que :

b=n.a-+r7r
C n.a-+1r e
gi—ni s ants

queremos demonstrar que o maior divisor commum dea, b, ¢, d
¢ o mesmo que o de a, 7, 1, 1.

Com effeito, todo divisor commum de @, b, ¢, d dividindo-
a e b, divide r ; dividindo a e ¢, divide #'; dividindo a e d, di-
vide " ; por conseguinte todo divisor commum de @, b, ¢, d é.
divisor commum de a, 7,7, ", :

Reciprocamente, todo divisor commum de a, #, ', 1", divi-
dindo aer, divide b; dividindoa e +,divide ¢ ; dividindo ae 1’
divide d ; lozo todo divisor commum de a, r, 1/, 7", ¢ divisor
commum de a, b, ¢, d.

D'estas duas partes da demonsiraciio conclue-se que os divi<

e ——
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S0res communs de a, b, ¢, d sio ignaes aos divisores communs

Ba,r e, ', e por conseguinte o maijor divisor commum dos

Primeiros numeros ¢ o mgsmo. que o dos segundos.
Supponhamos que sejfio :

420, 264, 468, 360 ()

Numergs de que buseamos o maior divisor commum.
Dividindo esses numeros -pelo menor 264, o maior divisor

ommum dos numeros dados ¢ igual ao maior divisor com-
M dog seguintes

]
156, 264, 208, 96 (2)

( ~ e .

lUe sio os restos das divisdes dos primeiros (1) por 264; o
Maior divisor commum dos numeros (2) é igual ao dos numeros
Seguintes

60, 72, 12, 96 3)

Tue g3
Lelles g6

Dividindo os numeros (3) pelo menor d'elles 42, e as diffe-
Tenles divisdes fazendo-se cxactamente, 12 é o maior divisor
Ommuy qog numeros dados.

129, Recra. Paraachar-se omaior divisor commum de muitos
"“"”C?‘OS, dividem-se todos elles, exceplo o menor, por este menor,
;lizzs‘t?tuem-se a estes numero.s o.)s restos de suas divisves pelo
”’o‘nuJ ; ?btclm-sc uma nova serie d’outros numeros, menores que
; ass:le: 08 d(zdu-s, e sobre os quaces opera-se da mesma maneira,
maz‘m-m _Stfcccsswamente a.t’e chegar-se a dous numeros, cujo

divisor commum serd o dos numeros propostos.
faci] yep-se que este methodo ¢ uma generalisacio do me-

1 Al W
num 0 empregado na busea do maior divisor commum de dous
Mergs

0s restos das divisdes dos numeros (2) pelo menor

e ————_
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OUTRO METHODO. ‘
130. TuEOREMA. O maior divisor commum de muilos nume-
ros ¢ igual ao maior divisor commum d’esses numeros menos
dous d’elles, que sdo substituidos pelo seo maior divisor com-
munt,
Sejio a, b, ¢, d os numeros dados; e ¢ o maior divisor
commum de a e b, o maior divisor commum de

a, b, c, d

. C
serd o mesmo que o de: s

9, ¢, d.

Com effeito, umn communm divisor de a, b, ¢, d, dividindo em
particular a e b, divide & (n° 126); por conseguinle um commuri
divisor de a, b, ¢, d é commum divisor de d, ¢, d; reciproca-
mentle, um commum divisor de g, ¢, d, divide a, b, ¢, d, por
isso que a, b sfio multiplos de d.

Segue-se d’ahi que os divisores commums de @, b, ¢, d si0
iguaes aos divisores communs de 9, ¢, d, ¢ por conseguinte 0
maior divisor commum dos primeiros ¢ ignal ao dos segundos.

Delerminemos o maior divisor commum dos seguintos nu-
mMeros :

9702, 4400, 2002, 594, 66. (1)

0O maior divisor commum d’estes ¢ o mesmo que o dos se-
guintes :

4400, 2002, 594, 66 (2)

sendo 66 0 maior divisor commum de 9702 e 66. Estes (2)
podem ser subsliluidos pelos seguintes:

4400, 2002, 66 (3)

66 sendo o maior divisor commum de 594 ¢ 66.

e ——
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Procurando o maior divisor commum de 4000, e 2002 acha-

M0s ser 22; por conseguinte os numeros (3) podem ser substi-
luidos pelos seguintes: ¥

22, 66

€ujo maior divisor commum € 22; logo o maior divisor com-
Mum dos numeros dados (1) é:22,
131, Recra. Para determinar o maior divisor commum de
'“foi!os ftumeros procura-se o maior divisor commum de dous
entre elles, depois o maior divisor commum do numero assim
Otido ¢ @'outro d’entre elles; e assim por diante, alé que todos
% numeros dados tenhio sido empregados,

Limite go numero de divisées a que pode dar lugar
a busea do maior divisor commaun,

132, vamos determinar um limite superior do numero de
1vis . . v i
Y150es que se tem de fazer para determinar o maior divisor
Commyy,,

Lo, Um resto qualquer é menor que ametade d’aquelle
(ﬂlco ’
P

recede de duas ordens ;
: ?EJHO RO 4 el e B ey differentes restos
« . - .

“hados ngy busca do maior divisor commun entre A e B; que-

e 2
0s demonstrar que um resto qualquer R, < %

—

s Ry g ; tf
Com efreito se R, <—:2—*, @ fortiori R, serd menor que

]

w2

or ; > SRy .
Por 1850 que os restos Vao sempre diminuindo; porém se

k. A, -
a> 9 entdo R, ndo ¢ contido em R, sendio uma vez, e o

Tes s Faix
0 da divisao ge Ry por B, ¢ iguala R, —R,, e como R, &

s 4 R, R,
5 » DOr conseguinie Ri—-Iia-:—;;:, ou R, <=3

o

0.q.e.n, d.
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. 1 47 B r

Segue-se d'esta proposiclio que Ry< =, B ¢ o menor dos
= C

dous numeros. i’

133. TnrorEma. Escrevendo em wma linha horizontal as
differentes polencias de 2 :

9.k, 8146 sl (SRl on gl 3

o dobro da ordem que occupar a potencia de 2, que for imme=
diatamente superior ao menor dos dous numeros A, e B, deque
e busea o maior divisor commum, serd o limite do numero
de divisoes a effectuar-se. £
7 : - B R
Supponhamos 4 > B; em virtude do lemna R< Ri<=
I,
2

B - ; B
hi< 1G © assim successivamente ; em geral B2, < 51 Se 9> DB

B B : ).
logo R4<-[—l—; R,<=!, logo Ry < o R,<R,, e com mais razao

s e i
0111110-2—<1, e Ran< 1, e como na busca do maior diviso!
't

commum um resto nfio pode ser menor que a unidade, log?
nio podera haver 2n divisogs; 2n ¢ pois o limile superior.

Theoremas relatives ao mator divisor commumi,

134, TueoreMa L. Todo numero que divide muilos oulros
divide seo maior divisor commum ; e reciprocamente todo divi-
sor do maior divisor commum de muilos numeros ¢ tambent
divisor d’esses numeros.

Sejdo a, b, ¢, d os numeros dados, dos quaes > é um divi*
sor commum ; queremos demonsirar que ¢ divide D, repr®
sentando D o maior divisor commum de a, b, ¢, d.

0 numero & dividindo a e b, divide o maior divisor cot™
mom d’esses dous numeros (n° 126), que representamos por Dy
2 dividindo D, e ¢, divide o maior divisor commum d'ess®?

e ——
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dous numeros que chamamos D, ; 9 dividindo D, e d, divide o
? maior divisor commum d’esses dous numeros, que é D,
Y 0. q.e n. d.

Aproposicio inversa ¢ evidente ; porque «a, b, ¢, d sendo nu-
eros multiplos de D, sdo mulliplos de um dos faclores de D,
lal que g,

135. Tneorema IL Logo que se m ultiplica ou divide muitos
umeros por outro, o maior divisor commum d'aquelles ¢ mul-
tiplicado ou dividido por este.

Supponhamos primeiramente dous numeros; sejio a, b
€sses numeros, D seo maior divisor commum e & o numero
scolhido; queremos demonstrar que logo que se multiplica
Ou divide @ e b por 9, o maior divisor commum D é tambem
multiplicado ou dividido por g.

Procuramos o maior divisor commum de « e b dividindo
4Dor b; se r representa o resto d’esta divisio, dividimos ainda
b por 7; se esla divisdo nlo se faz exactamente, e se 1 repre-
Senla o reslo, dividimos por 7/, e assim successivamente até
thegarmos 3 um resto nullo; d’outro lado sabemos que, logo
que se multiplica ou divide o dividendo e o divisor por um
Mesmo numero, o resto ¢ tambem multiplicado ou dividido
DOr esse numero (n° 85) ; isto ¢, se multiplicarmos ou dividir-

-
Mos a e b por 4, » torna-se 1 3 é‘ou—a—; ¢ como este reslo vem

A ser divisor na seguinte divisiio, o resto d’esla segunda divi-
o

hi e . 7 - .
$90 1’ torna-se 1’ x ¢ ou 3 todos os restos se achiio pois mul-

”_Dlicados por d, e como o penultimo niio é mais do que o maior
Uivisor communm, logo, cte.

Consideremos muilos numeros a, b, ¢, d, seja D o maior
Visor commum, e ¢ o divisor escolhido.

Procuramos o maior divisor commum de muitos numeros
a4 b, ¢, d, procurando o maior divisor commum de « e b, que
Uesignamos por D,; depois o maior divisor commum de D, ¢ ¢,
que representamos por D,, depois o maior divisor commum
de D, eaq, que é D; porém e e b, sendo mulliplicados ou divi-

t.

di

e |
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didos por &, D, é tambem multiplicado on dividido por )
(1* parte do th.); D, e ¢ sendo multiplicados ou divididos por¢
3, D,, ¢ tambem mulliplicado ou divilido por d'; e, emfim,
pela mesma raziio, D serd tambem multiplicado ou dividido
por g. 0. q. e. n. d.

Se nos pedissem de determinar o maior divisor commum dos

seguintes numeros:

36300, 594000, 643500

dividiriamos esses numeros por 100, e procurariamos 0 maior
divisor commum dos numeros ¢

363, 594, 6435 ;

porém como pelo theorema acima, o maior divisor commum
d’estes ultimos é 100 vezes menor que 0 maior divisor com-
wum dos numeros propostos, logo, para termos este, defer-
minariamos aquelle que multiplicariamos depois por 100.

136, TueorevA 111, Logo que se divide dous ou mais numeros
pelo seo maior divisor communm, 08 quacientes s@onumeros pri-
mos enire si.

Com elTeilo, dividindo os numeros dados pelo seo maior di-
visor commum, dividimos este maior divisor commum por si
mesmo (n° 135), e o quociente ¢ a unidade; porém dous nu-
meros, que teem por maior divisor commum a unidade, sido
primos entre si; logo o theorema se acha demonstrado.

137. TuroreMA 1V. Logo que um numero divide um pro-
duclo de dous factores e é primo com un d’elles, divide tambem
o outro.

Seja n um numero que divide o producto a < b, n sendo
primo com a, digo que n divide b. Com effeito, n sendo primo
com a, o maior divisor commum ¢ a unidade ; mullipliquemos

estes dous numeros por b, o maior divisor commum dos dous
productos

nxb eaxb

e ——
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_Serd b (n° 135) ; ndivide a x b por hypolhese, tambem divide

‘nx b, porque enfra cozlo factor, logo divide o maior divisor
! . .
Commum d’esses dous niumeros ; isto é b. 0. q. e n, d.

'Theoria do menor multiplo commun,

BUSCA DO MENOR MULTIPLO COMMUM DE DOUS NUMEROS INTEIROS.

138. J4 definimos o que se chama multiplos de muitos nu-
Meros : entre todos os multiplos de muitos numeros ha um
que é o menor de todos, e que se chama menor multiplo, de
Muita importancia na Aritlimelica, onde seo uso e applicacio
$80 continuos.

TrEoREMA 1. O menor multiplo de dous numeros ¢ igual ao
{ociente da divisao do producto d’esses numeros pelo seo maior
divisor commum.

Sejio a e b os numeros dados, d o maior divisor commuim,
de sorte que :

a=d.a 1

b=d. b (2)
‘"t sendo um multiplo de a, temos :

m=a xq; (3)
" sendo tambem um multiplo de b, b divide m, ¢ por conse-
giuinle @ X q,ond X a'xq,porisso que a=d x a'; assim
dy o ' '
___><_%_><_(£ ou d—?ifq on & >b<, q

€ Necessario que a'X ¢ seja divisivel por I'; e por isso que a' é
Primg ¢op b', ¢ necessario que ' divida g (n° 137), e temos :

€ um numero inteiro ; logo

q=b'xq’;
O valor de i (3) torna-se:
m=axb xq

a

%u m=a x% Xq'zh%h > q (4)
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‘ , by R o
escrevendo em lngar de b seo valor = (2). A expressdo (4) ¢
; 4 by axb
uma formula geral dos multiplos de dous numeros ; S
-
uma quantidade constante, ¢’ ¢ uma quantidade variavel que

pode receber toda sorte de valores, que mulliplicados pela

o

quantidade constante“—x—g, dardio os differentes mulliplos de

d
a e b.

Se ¢'=1, enlio :

d - (5)

representa o menor multiplo possivel deaeb.  o0g¢. e n. d.

: t axb y

Observacao I. A igunaldade m = —EH X ¢' mosira que o0s
mulliplos de a e b sdo multiplos do menor multiplo d’esses dous
numeros e reciprocamente,

Observacao 1. A igualdade (5), da :

m.d.=da. b

o que significa que : o productode dous numeros é igual ao pro-
ducto do maior divisor commum pelo menor multiplo commum
d'esses dous numeros,

Observacao I11. Se os dous numeros a € b siio primos enire
si, entiio d =1, e a formula (3) lorna-se:

m=04%b;

isto é que : o menor multiplo de dous numeros primos entre si,
¢ igual ao producto d'esses dous numeros.

ReGrA. Para achar o menor multiplo de dous numeros,
divide-se um d’elles pelv maior divisor commum, e multiplica-
se 0 quociente pelo o outro numero.

O menor multiplo de 123 e 36, cujo maior divisor commum
é3,é:

36

T X 123 =12 x 123 =1476

e ——
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;A,

-

BUSCA DO MENOR MULTIPLO COMMUM DE MUITOS
NU).IEHOS INTEIROS.

144, TaroreMA. Muilos numeros sendo dados , procurando
0 menor multiplo de dous d’enlre elles, depois o menor mulli-
Plo do numero assim obtido e de outro dos numeros dados, e
assim por diante, alé que todos os numeros dados tenhdo sido
empregados, o ultimo menor mulliplo determinado serd o me-
Ror maultiplo commum de todos os numeros dados.

Sejio a, b, ¢, d os numeros dados.

Procuremos o menor multiplo de @ e b, seja m esse menor
Mulliplo; os multiplos de m sendo multiplos de ae b (n° 129),
Para termos os multiplos de a, b, ¢, bastara procurar os mul-
lplosdemec;e por conseguinie teremos o menor multiplo
de a, b, ¢, procurando o menor multiplo de m e ¢, que
designamos por m’ : os muitiplos de m’ sdo multiplos de a, b
¢ logo, para termos os mulliplos de a, b, ¢, d, bastard deter-
Winar os multiplos commums de m’ e d; e por conseguinte o
Menor multiplo de a, b, ¢, d serd oblido procurando-se o menor
Multiplo de m' e d, o que demonstra o theorema proposto.

105, Observacio. A demonstracio d’este theorema faz ver
flue os differentes multiplos commums de muitos numeros sio
Mnlliplos do menor multiplo d’esses numeros.

146, Recra. Para obler-se o menor mulliplo commum de mui-
10s numeros, determina-se o menor multiplo commum de dous
entre elles, depois o menor multiplo commum do numero assim
0blido ¢ de outro dos numeros dados, e assim successivamente,
@té que todos os numeros tenhdo sido empregados ; o ultimo me-
or multiplo determinado é o menor multiplo commum de todos
08 numeros dados.

Determinemos o menor multiplo dos numeros 4, 6, 24, 9.

0 menor multiplo commum de 4 e 6, de que 2 € o maior (1[-*
Visor commun, ¢ :

u =— =
- =20 h—10
5 %6 >

e |
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o menor multiplo de 12 e 24, de que 12 é o maior divisor
cominum, € : - c

12 ks

1}
7o X 26=1x 24 =21

o menor'multiplo de 24 e 9, cujo maior divisor commum ¢ 3,6:

?él—x9=8><9-——72;
J

assim 72 é o menor multiplo commum dos numeros dados.

€

EXERCICIOS,

QUESTOES RESOLVIDAS

L. O producto de dous numeros ¢ 864, e o menor mulltiplo
144, Determinar esses numeros.

Sejdio N e N' os numeros buscados, D o maior divisor com-
mum d’esses numeros, m o menor mulliplo dado, n e n’ o3
quocientes das divisdes de N, N’ por D ; sabemos que:

N.N' s N.N' 864
m=—p—, eem seguldaD_—m— _m._..ﬁ -

porém

N=nXxD e N=n'xD,

n, n' sendo dous numeros primos entre si; multiplicando as
duas ultimas igualdades membro a membro, temos :

N.N'=n.n'. D*,

d’onde se deduz

—_—
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logo -
]

€ em seguida -
N=3x6=18 ¢ N'=8 x 6 =18,

I Tres moveis percorrem uma circumferengia ; o primeiro
“Reontra o sequndo todas as 6% e o segundo encontra o terceiro
lodas as gt; determinar o lempo que se passa entre dous encon-
¢ 105 simullaneos e successivos dos tres moveis.

E facil ver-se que onumeropedido ¢ 24, menor mulliplo dos
umeros dados 6 e 8.

QUESTOES NAO RESOLVIDAS.

1 ¢ producto de dous numeros é 336, e o maior divisor con-
Mum n.  Quaes sito esses numeros ?

V. Asomma de dous numeros é igual a 240, o menor multi-
Dlo 1728. — Determinar £SSeS NUMeros.

V. Achar o menor n umero possivel que, dividido por 6, 8 ¢ 9,
40 mesmo resto

VL Tres moveis percorrem no mesmo senlido uma circunt-
“Tencia de 360 metros de comprimento; o primeiro percorre 34
M oumg, hora, o segundo 127, e o terceiro . Determinar o tempo
;‘:I;c Sf’: passa entre dous enconlros simullaneos e successivos dos

S 1Mopeis.

Vil Achar um numero de dous algarismos, que dividido por

9 dé 0 mesmo resto 33

Vi, Demonstrar que, logo que se divide o menor multiplo de

Mg ; ! 2 !
Witgg Numeros por cada um d’elles, os quocientes sio primos
Cnlpe Si

2 81, :
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CAPITULO 1V.

THEORIA DOS NUMEROS PRIMOS.
COMPOSIGAO DO MATOR DIVISOR COMMUNM.
COMPOSIGAO DO MENOR MULTIFLO.

Befinicdes.

147. Sabemos o (ue énumero primo, e 0 que se chama nu-
meros primos enltre si (n 117, 124).

I preciso nolar-se que {odo numero primo é primo com todos
0s oulros numeros inleiros, que ndo forem seos multiplos ; por
que niio tendo por divisor sendio a si proprio, ou a unidade, ¢
nao dividindo os numeros em questiio, o unico divisor commum
que pode haver, ¢ a unidade, logo ele.

Theoremas fundamentaes.

168, TueoreMA L Todo o numero inleiro que ndo é primd,
admilte ao menos um divisor primo.

Seja n um numero que nio ¢ primo ; n ndo sendo primo, ad-
milte dous ou mais divisores; supponhamos que n' seja uit
d’elles, n’ sendo wmn numero maior que 1 ¢ menor que n; ¢
n'é pumo o theorema estd demonstrado ; sendo, admitle 11111
divisor n”, que ¢ maior que 1 ¢ menor que n'; € claro que n'
d divisor de n, por isso que n ¢ mulliplo de »’; se »” € primo;

e ——
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0 theorema estd demonstrado ; senfio elc. ; continuando o mes-
mg raciocinio, nio podemoyg deixar de chegar aum divisor pri-
Mo, por isso que o numert d'esses divisores ¢ limitado, e viio
diminuindo successivamente.

ESTAD

A9, Taeorema 1L Dous numeros, que ndo sao primos enlre
8, teem qo menos um divisor primo commum.

‘Sej 30 @ e b dous numeros que nio sio primos entre si, e
S€Ja d o maior divisor commum d’esses numeros ; 56 d é primo
0 theorema estd demonstrado ; senfio, d, admille necessaria-
Mente um divisor primo (n° 147) que sera divisor de a ¢ b.

o 0. ¢. e. n. d.

150. Tuponuva 111 A serie dos numeros primos ¢ illimitada.

Supponhamos que n seja o maior de todos; facamos o pro-

Ucto de todos os numeros primos desde 2 até n, ajuntemos 1
desse producto ; chamando S o resultado, temos :

243 HSNTARDIERN T wi e e A=l

gs?:";. a.dmiltinr ao menos um divisor primo (n® 247); porém

WVisor nio pode ser um dos factores do producto 2. 5.

E'L;i.n?, p?‘"_‘l_lle este factor dividiria estff produclo, e por conse-

ria d_e ,d{“dlﬂdo S, e uma parle de S; isto é 2. 3. 5... n, deve-
Vidir a outra parte que é 1, o que é absurdo; logo o numero

Olicll.nifte um divis'or maio.r que n, 0 que moslrzE que n 'nﬁo é

e ém nml'lero primo possivel, e por consequencia a serie (os
r0s primos ¢ illimitada.

Determinacio dos numeros primes.

":l:c)lt). dTllEORE.\[A. Todo ?luh‘wm '.i‘n.teiro que, .n‘ao sendo qua-
i e Outro. numero mtemi, nao a_dnntte divisor algum me-

e sua raiz quadrada, nao admille outros e é prumo.
Sejan um numero, cuja raiz quadrada é V'n .

d

e |
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E claro que

n=\Vn. Vn;

se d representa um divisor den e ¢ o quociente, tambem
temos :

i — el
e por conseguinte
—_— —_\
Vn.Vn=d.q,

esla igualdade mostra que, se d ¢ menor que V'n, ¢ é maior |
que V'n, e reciprocamente se d ¢ maior que V', ¢ ¢ me-
nor que V'n; isto quer dizer que, quando um numero tem
um divisor menor que sua raiz quadrada, tem outro maior; ¢
quando tem um divisor maior que sua raiz qudrada tem
outro menor ; por conseguinte, logo que niio tem divisor algum
menor que sua raiz, nio admilte outro, e é primo ; porque 5¢
tivesse um divisor maior que sua raiz, teria outro menor, 0
que ¢ conlrario 4 hypolhese,

152. CoroLLARIO. Da demonsiracio do theorema precedente
conclue-se que, quando se divide um numero por um divisor
menor que sua raiz quadrada, oblem-se um quocienle maior
que esla raiz, e por conseguinte menor que o divisor empre-
gado ; e, quando se emprega um divisor maior que a raif
oblem-se um quociente menor, e & fortiori, menor que o divisols
de maneira que emtoda a divisiio pode-se sempre corhecer ¢
o divisor empregado ¢ ou niio menor que a raiz do dividendo,
observando somente se o quocienle ¢ maior ou menor que 0
divisor.

151. A delerminaciio dos numeros primos nio ¢ mais do qué
uma applicacio do theorema e do corollario precedentes; com?
cfleito, para reconhecermos se um numero ¢ ou ndo prim?

e ——
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bastara dividil- o por 2, 3,5, 7... successivamente alé chegar-
Shaum quociente menor que o divisor empregado: se até
ahi ndo se tiver cncontl‘ar’jo divisor algum do numero dado,
1)?]0 theorema precedente, sabemos que inulil serd ensaiar a
divisag por outros factores; porque elle nio terd oulro, e serd
Primg.

Vejamos se 127 ¢ um numero primo ;

a by
Divisores. Quocientes,
1. € 1 127
2 nio ¢é divisivel.
5 » »
a2 » )
7 18 -} resto
11 11 -4 resto
13 9 -} resto

Emproge‘unos os divisores 1, 2, 3,3, 7, 11,13 ; dividindo 127
Delo ultimoy isto ¢, por 13, achamos por quociente 9 mais um
'%lo; isto ¢, um quociente menor que o divisor empregado,
980 0 numero 127 ¢ primo : é facil ver-se que araiz quadrada
€127 ¢ comprehendida entre 11 e 13,

l“ﬂrmag:‘no de uma taboa de numeros primos,

135, ¥ a Eratosthenes, nascido em Cyrene, 276 annos anles
n;}agfsl_ls-christo, que se [l(?\’c a invencio de um (_losf methodos
. Slmples para descobrir-se lodos 0s numeros primos na se-
Yie naturg) dos numeros até certo limite determinado ; metho-

00 Conhecido sob o nome de crible d'Era thosthenes, que vamos
Apor,
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Os numeros pares niio sendo primos & excepedio de 2, inutil
¢ procurar estes entre aquelles; podemos pois supprimirad
serie natural dos numeros até o limite determinado todos 05
numeros pares, o que se faz apagando todos 0s numeros sobrt
0s quaes se cahe, contando de dous em dous 4 partir de 2.

Como todo numero primo € impar, e que todo numero im-
parnio é primo, os numeros primos se achardo na serie do$
Numeros impares, que escrevemos :

QuEF s Glga Al A3% s T A9 o .93
95 27 99 31 '35 35 37 & .4l W3 48 A7
h9 sy 53 55 57 59%61 65 65 67 69 71
73 7y 71 79 8r 83 85 87 89 91 857 95
97 99 101 103 fo5 107 109 14t 113

Nésta serie de numeros, um numero qualquer differe do pre=
cedente de duas unidades, e do que o precede de 3 ordens de
6 unidades, logo um numero que vem tres ordens depois d
um numero divisivel por 3 é divisivel por 3 (n° 98) ; o que vem
tres ordens depois de um numero que ndo é divisivel por %
niio é divisivel por 3; porque compondo-se de duas partes, umd
divisivel por3 e a outra ndo, niio pode ser divisivel por 3 ; log0
se a partir de 3 conlarmos de tres em (res os numeros, sobré
0s quaes cahirinos, serfio todos divisiveis por 3, e nio sendd
por conseguinte primos, devem ser riscados.

Fazendo o mesmo raciocinio veriumos que todos os nume”
ros sobre 0s quaes se cahe contando de cinco em cinco a pat*
tir de 5, sdo todos divisiveis por 5, ¢ devem ser riscados ; que
todos os numeros sobre os quaes se cahe contando de sete el
sete a partir de 7, de 11 em 11 a partir de 11, etc., siotodos di*
visiveis por 7 e 11, ete., e devem ser riscados.

Tendo assim supprimido na serie dos numerosimpares todos
os numeros divisiveis por 3, 3, 11, clc., 0s nameros, que 165
Lm, sd0 os numeros primos buscados.

I imporlante saber-se em que epocha da operacio prcce

e ——
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dente um numero nio riscado ¢ primo; digo que, depois que
A¢ liverem apagado os mulliplos de 3 e 5, 0s numeros gue resta-
I'ein desde 1 até 49 exclushvameme gquadrado do numero 7 im-
Mmediatamente superior a 5, sio lodos primos; com elfeito, a
Taiz quadrada d’esses numeros desde 1 até 49, ¢ menor que 7,
Csses numeros ndo tendo divisor algnm menor que 7, por isso
que todos os multiplos de 3 e 5 fordo supprimidos , nio teem
Oulros e sdio primos (n® 151).

Pela mesma razio,logo que se tiverem riscado os mulliplos
de 3, 5 ¢ 7, pode-se affirmar que desde 1 até 121 exclusiva-
Mente, quadrado de 11, numero immediatamente superior a 7,
lodos os numeros restantes ¢2riio primnaos.

Em geral, logo que se liverem riscado os multiplos de 3, 5,

L, 1. até n, m, sendo o numero immediatamente superior a

", pode-se affirmar que 0s numeros que restarem desde 1 até
™m* exclusivamente , sio primos.

BIBLIOTHECA PUBLICA

e Lo
IPLIFICACAO.

ESTADO DO MARANHE

155, Esta idéa simplifica um pouco o methodo do 'gevinelra
Jrego na descoberta dos numeros primos. Com elfeilo, logo que
5€ liverem supprimido os mulliplos de 3, os numeros desde
T até 25 exclusivamente sdo primos ; por conseguinte, logo que
Passarmos a supprimir os mulliplos de 5, inulil serd comecar
Pelo numero 5, sera bastande fazel-o pelo numero 25 ; tendo
SUpprimido os multiplos de 3 ¢ 5, todos 0s numeros que res-
1‘*0 desde 1 até 49 sio primos; e quando passarmos ao numero

7, bastar4 comecar pelo numero 49, ¢ assim successivamente,

Em geral logo que se tiverem supprimido os multiplos de
1,2,3..n para passar asupprimir os multiplos de m, numero
Qe suppomos inmmediatamente superior a n, bastara comecar
Pelo numero 122,

e |
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59
61
67
71
3

79
83
89
97

101

103

107

109

13

127

121

137

139

149

1571

163

167

173

179

181

191
193
197
199
21

311
313
317
331
337
347
349
353
359
367
373
379
383
389
397
401
409
419
421
31
433

439
443
449
457
i61
463
A67
479
¢ 87
£91
499
503
509
521
541
BAT
587
563
569

577
587
593
599
601
607
613
617
G619
631
(%
643
647
653
659
661
673
677
683
691
701

853

BN IICS IS P S P |
(=7 =
— ] - G

-~} o
&L w0

187
757
809
811
821
823
827
829
839

Theoremas relativos aos numeros primos,

(g

156 Tneorema L. Zodo numero primo, que divide um pro-

ducto de muilos factores, divide necessariamente um d'elles.

Seja num numero que divide o produclo a x b, composto
de dous factores ; digo que se n divide ¢ < b, divideou @ on b-

Com effeilo, se n nio divide a,
dividir b (n° 137).

¢ primo com a, e entio deve

Sejdo geralmente «a, b, ¢, d muilos factores, cujo producto €
divisivel por n, digo que n divide um dos factores on a, ou b
ou ¢, oud.

e ——
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4 Com efleito podemos escrever :

a. b, e, clﬂ”——a & 3cbioc.d,

Considerando a. b. ¢. d como um numero composto de dous
factores ¢ e b, ¢. d ; ora em virtude da primeira parte da de-
Monstracio n deve dividir ou « oub. e. d, se n divide a, o
theorema estd demonstrado, quando niio, deve dividir b. ¢. d,

que podemos por :

be.d=0b xcd;

% dividindo b, . d divide ou t9ou ¢, d; se ndivide b, o theore-
Ma esty demonstrado, quando nio deve dividir c. d; porém:

c.d=cxd;

logo n, dividindo c. d, divide ou ¢, ou d. 0.4. e, n, d,

157 Cororranio. Logo que wm numero primo divide uma
Polenciq de outro qualquer, divide esse numero.
Com effeito, uma potencia de um numero sendo um pro-
Ucto de muitos factores iguaes a esse numero, se o producto
Fdivisivel, um dos factores tambem o sera. (n° 157),
158, Observagdo. Um numero primo nfio pode dividir um
Producto de factores primos sem ser ignal a um d’elles.
pm‘que dividindo o producto, deve dividir um dos factores,
Tue sengg primo com o dito numero, nio tem outro divisor
““mmum senio a si proprio ou a unidade,
159, Turonema IL. As potencias quaesquer de dous numeros,
Primos ey, §i, sdo tambem dous numeros primos entre si.
Sejio a e b dous nuameros primos entre si, digo que a" e
:‘ ambem ¢ so ; se assim nio fosse, a” e b* admilliriiv wmn di-
Visor Commum d; porém d dividindo a, dividiria a, dividindo
" dividiria p (n° 157), logo d seria um divisor commum de ¢ ¢
* O que ¢ contrario & hypothese.
160, Treogiya 1L Um numero, primo com todos os factores

e . . .
Um producto, é tambem primo com esse producto ; e recipro-
Camente,
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Seja n um numero que ¢ primd com cada um dos factores
a, b, ¢ do producto a. b. ¢, n serd tvmbem primo com a. b. &

Com effeito, se n e a. b, ¢nio fossem primos entre si, admit-
liriio a0 menos um divisor primo commum (n° 149) ; seja d
esse divisor ; porém d dividindo a. . ¢, dividiria um dos fac-
tores a por exemplo, logo haveria entre n e a um divisor d, o
que ¢ contrario & hypothese.

RECIPROCAMENTE. U numero primo com wm producto denui-
tos factores é tambem primo com cade um dos [actores.

Se n é primo com a. b. ¢, digo que tambem o serd com cada
um dos factores e reciprocamente.

Com effeito, se n niio fosse primo com o factor & por exem-
plo, exisliria entre elles um factor commumd; porém dividindo
a, dividiria a. b. ¢, que é um multiplo de a, o que ¢é contrario
a hypothese.

161. Trrorema 1V, Um numero divisivel por muilos outros,
primos entre si dous a dous, ¢ tambem divivsiel pelo producto.

Se n ¢ divisivel separadamente por a, b e ¢, n serd divisivel
por a. b. c. ] ¢

Com effeito, n sendo divisivel por hypothese por a, temos :

.

n=a X (¢ (1)

g sendo um numero inteiro; b dividindon divide a % ¢; porém
sendo primo com a, divide g e assim temos :

q=b. ¢ (2)

¢’ sendo um numero inteiro; substituindo este valor de ¢ na
igualdade (1), temos :

=axbxdq; (3)

¢ dividindo n, divide @ < b x< ¢’; porém sendo primo coma ¢ b,
€ primo com a < b, logo deve dividir ¢

=cxq" (1)
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¢ sendo um numero inteiro ; substituindo o valor de q" (4) na
igualdade (3) temos : .’.J

15

n=axbxexqg"
ou n=a. b. ¢ x q"

o que prova que a. b. ¢ divide n. 0. q. e, n. d.

Observagao. E preciso notar-se que este theorema niio é ver-
dadeiro seniio no caso em que os numeros sio primos dous &
dous.

@
APPLICACAO D'ESTE THEOREMA,

162. Um numero seri divisivel por 6, logo que for divisivel
por 2 e 3 : assim um numero serd divisivel por 6, logo que seo
ultimo algarismo & direita for um numero par, e a somma de
seos algarismos tomados com seos valores absolutos for um
mulltplo de 3.

Da mesma maneira um numero ser divisivel por 12, logo
que for divisivel por 4 e 3; assim um numero serd divisivel
por 12, logo que seos dous ullimos algarismos 4 direita forma-
rem nm numero divisivel por 4, e a somma de seos algarismos
for um maltiplo de 3.

Um numero serd divisivel por 15, logo que for divisivel por
5 e 3; assim, ele,

Um numero serd divisel por 18, logo que for divisivel por 2
e 0; assim, elc.

Mais larde veremos de quanta utildade é a applicacio do
theorema precedente na simplificacio dos calculos.

BPecomposicio de um numero em factores primos.

163, ToeoreMA 1. Todo o numero, que ndo é primo, ¢ igual
a um producto de factores primos.
8.

s
= oSS
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Se n nio é primo, admille ao menos um divisor primo d
. €

(n° 148) : b

\

n—dal;

seé ¢ ¢ primo, o theorema se acha demonstrado; se niio 0 é, ad-
milte a0 menos nm divisor primo d’, e tem-se :

== d'. q'
¢ cem seguida,

n :-df:d'. q':

se ¢' € primo, o theorema esti demonstrado; se nio ¢, conli-
nuar-se-hia 0o mesmo raciocinio alé que se chegasse a um
quociente primo, o que nio pode deixar de acontecer, pois os
quocientes ¢, ¢’ ete., em numero limitado, vio diminuindo suc-
cessivamente.

164. Observacdo. Na demonstraciio do theorema precedente
se ndao suppoe que os faclores d, d', d”... tenhiio differentes
valores : um mesmo factor pode figurar muitas vezes no pro-
ducto. 3

Seja proposto decomp6r 360 em seos factores primos.

E claro que :

360=362¢10=16 6323 5=
=B e SR D Hee
=202 D563 W IBGh =

=23t

achamos que 360 contem Lres factores iguaes a 2, dous faclores
iguaes a 3 e um ignal a 5,

165. TueoreMA II. Um numero ndo pode ser decomposto em
[actores primos sendo de uma maneira.

O theorema precedente fez-nos ver que n, sendo wm numere
nio primo :

N e D GG

B

—_— S~
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a, b, ¢....., ki sendo os differentes factores primos do numero
ny, alguns d'esses facmres{,f)m_lendo ser iguaes; queremos de-
monstrar que ndo ha outr/modo de decomposicio do numero
« em factores primos; isto é, que n nfio pode ser igual a outro
producto de factores primos.

Supponhamos o contrario, e ponhamos :

B= 0 T ey ol S
como 0s dous productos sdo iguaes a n, lemos :

A R k= oe b e e Gk
)

«' dividindo o segundo membro d'esta igualdade, deve dividir
o primeiro, porém a’ sendo um numero primo, nio pode divi-
dir o primeiro producto sem dividir um dos factores, a por
exemplo; mas a sendo tambem nmnumero primo ¢ necessario
que a seja ignal a a’ (n°158), logo a = a’; dividindo o primeiro
membro por @ ¢ o segundo por a’ temos :

DISCEC D e Tl D A i S LB S e

fazendo o mesmo raciocinio, veriamos que b="0"; dividindo
de um lado por b e do outro por b, temos :

o e == C AL e Al
e assim successivamente; de maneira que, um faclor que se
acha n’ um membro, se acha tambem no oulro; e se um dos

faclores entra certo numero de vezes em um dos productos,
entra o mesmo numero de vezes no outro,

Siethode para decompdr um numero cm factores
primos.

166, Seja o numero 630, que queremos decompOP em fac-
tores primos; vemos pelos conhecimentos que temos sobre 08

e |
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caractéres de divisibilidade, que 630 niio ¢ primo e ¢ igual a
um producto de factores primos, qye se trata de determinap

O numero 630 é divisivel por 2, o quocienie sendo 315,
temos:

630 =2 x 315;

315 ndo € mais divisivel por 2, porém o é por 3 e temos :
315=3 x 105;

por conseguinte :

630 =2 X x 105;

105 ¢ ainda divisivel por 3, e tem-se :
105=3 % 35

€ por consequencia
630=2 x 3x 3 x 35;

emfim 35 sendo igual a 5 < 7, temos :

630=2x3 x3 xhx1
ou 630=2x 3*%5x17.

Typo da operaciio:
630°
35

105

35

7

{33

-~ oy o oo

167. ReGrA. Um numero sendo dado, para decompol-o em
seos factores primos, divide-se esse numero por 2, seé possivel ; o
quocienle ainda por2, o novo quociente por 2 e continua-se alé que
a divisdo ndao seja mais possivel; passa-se depois ao factor 3, ope-
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ra-se damesma mancira ; quando o ultimo quociente ndo ¢ mais

divisivel por 3, passa-seqo factor 5, e assim successivamente,

N'esta decomposicio (’;1‘1 factores primos ¢ preciso ler em
yista o theorema (n” 151).

“168, Observacdo. O theorema (n® 165) permitte simplificar a
regra que acabimos de dar para a decomposicdo de um nc-
mera em seos factores primos. Com effeito, como nio ha seniio
um modo de decomposicio em f{aclores primos, por conse-
guinte qualquer que seja 0 meio que empregarmos, o resullado
serd sempre o mesmo.

0 habito do caleulo facilita muito a decomposicio de umnu-
mero em seos factores prime3; com effeito, acontece muilas
vezes conhecer-se immediatamente que o numero dado ¢é
um producto de dous factores, que sio tambem produclos
conhecidos d'outros factores ; fazendo-se o producto de todos
esse factores simples, tem-se um numero que € ignal a0 numero

dado.
Tomemos por exemplo o numero 630, de que ji tratdmos;

¢ claroque:

7~

Gil=03 S l==
==9_><—7><2_><ﬁ'.5=
=3 X AXTX2X5=
=23 32 hH KT,

Seja ainda o numero 720.

720=72 ¢ 10=8x9x2x5
e T R A i
e e e

Consequencias dos dous ultimos theoremas,
Condicao para que dous numeros sejao divisiveis um
pelo outro.

169, THEOREMA. Para que um numero seja divisivel por ou-
{ro ¢ necessario e sufficiente que lodos os factores primos do
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divisor seachemno di videndo, affectados com expoentes ao menos
iguacs. N a

Esta condigdo é necessaria ; porqué,» dividendo sendo o pro-
ducto do divisor pelo quociente conlem os factores, que com-
poem o divisor, assim como o0s que compoem o quociente.

IL. Esta condigdio é sufficiente ; por que se {or preenchida,
poder-se-ha decompér o dividendo em dous factores, um que
conteri os factores que entrio no divisor, e o oulro os factores
que entrdo no quociente.

Tomemos, por exemplo, 0 numero n =2* % 3% x 56 % 7, e
outro n'==2* x 3* x 5°; pelo que dissemos, o0 numero n ¢ di-
visivel pelo numero n’; o quocierte d'esta divisio

%:%"_vQXixﬁx?:?Xﬁx?
obtem-se, escrevendo no quociente os factores do dividendo
que nio se achfio no divisor, e 0s outros com um expoente
igual 4 differenca entre o expoente do factor do dividendo e o
expoente do factor correspondente no divisor.,

Quando um factor affectado do mesmo expoente se acha no
dividendo e no divisor, o quociente d’esses dous numeros ,
sendo a unidade, nada se escreve no quociente ; foi justamente
0 que aconteceo no exemplo supra com o factor 3; o quo-
ciente 6 pois 2 x5 x 7.

Eleterminacio de todos os divisores de um numero.

170. Procuremos todos os divisores de 360 por exemplo;
decompondo 360 primeiramente em seos factores primos, acha-
mos

whU=2 38"
todo divisor de 360 so podera conter os factores 2,3e5,0
primeiro niio podendo ser elevado senfio até & terceira poten-

cia, o segundo até 4 segunda, e o ullimo até 4 primeira, Reci-
procamente, um producto qualquer d'esses faclores, cujos ex-
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poentes nio forem maiores que aquelles de que ji fallimos,
gerd um divisor de 360 ;Pr conseguinte, para termos todos os
divisores de 360, formarcinos os productos d’esses faclores um
a um, dous a dous, tres a tres, Para chegarmos a esle fim
escrevercemos as differenles potencias de cada factor em linhas
horizontaes, collocando no principio de cada linha a unidade,
sem omillir faclor algum:

]

, 28, 2 (
y 3% (
(

1

3
24

(4L}

5

—_— e e

|
!

(5]

2
multiplicando cada numero da linha (1) por cada factor da
linha (2), lemos os seguintes numeros :

‘4, 2, e 2
£ ST 2 S DR S It g
| 32, 232 92 3¢ 32, 9% 3¢ 32

que multiplicados por cada numero da linha (3) formio os
seguintes :

IS | 9: 22, 3
‘ 33 D3 225¢:9° LT
3, 2oty Arne 320 A

5, 2235, 2% 5, 25
3 XD, 23 h, 2323 %h, P b
L 3Tx5, 2x3Tx5, 2235, B x3ix5.

que sio lodos os divisores do numero 360, logo que se tive-
rem effectuado as multiplicacies.

Escrevemos a unidade em frente de cada linha horizontal,
em primeiro lugar porque 1 é divisor, e em segundo para que
os divisores (z) nilo se percad, e reapparecad em (8), e para
que os divisores (¢) figurem todos no ullimo quadro (), que
encerra assim todos os divisores do numero 360,

Observacdo. O primeiro divisor ¢ a unidade, €0 ultimo € o
proprio numero,

=

e |
Biblioteca Publica Benedito Leite



122 TRATADO

171, Rera. Um numero seado dado para formar todos.os
seos divisores, decompde-se esse nuneyo em seos facltores primosg
escrevem-se em linkas horizontaes av differentes polencias de
cada_factor, collocando no principio de cada uma @ unidade;
mulliplica-se a primeira linha por cada factor da sequnda, os
numeros assim oblidos por cada factor da terceira, eassim por
diante ; os ultimos productos obtidos s@o os differentes divisores
do numero dado.

Numero dos dll'lsor%s de um numero.

172. TuaroneMmA. O numero total dos divisores de um numero
(comprehendida a unidade e o proprio numero) é igual ao pro-
ducto dos expoentes dos differenles faclores primos, que o com-

poem, cada um d’'esses expoenles sendo augmentado com uma
unidade.

Seja NV o numero dado, e supponhamos:
A- =", bﬂ’ J:-"

Vimos que para formar-se todos os divisores de N, erancces-
sario escrever :

l,a,a A SRR e b
1, b, bz b‘ ol St b
N O e e i e ow

multiplicar a primeira linha pelos factores da segunda, os pro-
ductos pelos factores da terceira. A primeiralinha contem
(n-+1) termos; o numero dos productos dos lermos d’esla
linha por um termo qualquer da segunda, é (n + 1), ¢ como ha
" (n'-1) termos na segunda, hhveri (n-1) (n'-+1) divisores
no fim da multiplicaciio dos termos da primeira linha pelos
termos da segunda; esles (n+4-1) (n'-4-1) divisores sio mulli-
plicados por cada um dos termos da terceira, o que fornece por
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conseguinte (n-1-1) (n' -+ 1) divisores, e como ha (n"-+1) ter-
smnos na lerceira, o mun(:]o total dos divisores no fim da mul-
plicacdio pelos termos daerceira serd (n--1) (' -1-1) (n"--1).
0.q.e.n. d,
Observagdo. Este theorema permitle verificar na formacio
de lodos os divisores de um numero, se o numero de divisores
estd completo.

175. Taeorema 1L Todo o numero que é uma sequnda poten-
cia exacta tem um numero impar de divisores, e todo o numero
que nao é sequnda polencia exacla tem wilt numero par de di-
pisores, e reciprocamente.,

Seja n=a’

Vimos que se n temum divisor d < a, tem ontrod’ < a; em
geral a todo divisor de nmenor que a corresponde outro maior
que a, de maneira que os differentes divisores de n podem ser
dispostos dous a dous, um d’elles sendo menor, ¢ o oulro
maior que a; ha por conseguinte um numero par d’esses divi-
sores, e como a ¢ tambem divisor,10go o numero total é impar,

0 numero ndo sendo quadrado perfeito o divisor a desap-
parece, ¢ 0 numero de divisores ¢ por conseguinte par.

Reciprocamente, quando o numero de divisores de um nu-
mero ¢ impar, esse numero ¢ quadrado perfeilo ; porque se o
nio fosse, 0 numero de divisores seria par: da mesma ma-
neira quando onumero de divisoros é par, o numero nio ¢ qua-
drado perleito, porque se o fosse, o numero de divisores seria

impar.

Composicio do maior divisor commum,

174, THEOREMA. O maior divisor commum de muitos nume-
ros é igual ao producto dos faclores, que sdo communs a esses
numeros, affectados cada um do menor expoente,

Para que um numero seja divisivel por outro & necessario e
sufficiente que este nio contenha outros factores seniio aquelles

s
= oSS
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que se achiio no dividendo, e effectados cada um de um ex-
poente, quando muito, igual (n° 169) 5 por conseguinte um nu-¢
mero que [Or formado de factores comt..uns aos numeros dados
e affeclados cada um do menor expoente, serd um divisor
commum d’esses numeros; ¢ claro que obteremos o maior di-
visor commum dos numeros dados, fazendo o producto de
todos os factores communs acs numeros dados e affeclados
cada um do menor expoente, ,
Por exemplo o maior divisor commum dos numeros :

19404 =22 32, 72, 11
10164 — 22 3, 7. .41
8316 =22 3%, 7. 11

6L68=—=2%3. 7211
é 2353 e TR =90,

Oblem-ge pois o maior divisor commum de muitos numeros,
decompondo-os em seos factores primos, e empregando o
theorema precedente.

175. Observagao. Conhecendo o maior divisor commum, serd
facil obter tedos os divisores communs dos numeros dados,
pois sfio os divisores do maior divisor commum ; assim no
exemplo precedente os divisores communs aos numeros dados
siio os divisores de 924, cujo numero ¢ 24,

Composicio do mencr multiplo commum.

166, THEOREMA, O menor mulliplo commum de muilos nume--
ros € igual ao produclo dos factores differentes, que se achdo nos
numeros dados, affectados cada wm do maior expoente.

O menor mulliplo commum demuitos numeros é nm nume-
ro que deve ser dividido por elles ; poréin sabemos que, para
que um namero seja divisivel por outro é necessario que con-
tenha todos os factores d’esle outro, affectados cada um de um
expoenie ao menos igual (n° 169) ; logo, para que um numero
seja 0 menor mulliplo de muitos oulros ¢ necessario que con-

1://\\“\“‘\1
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tenha todos os factores differentes, que se achdio n’esses nu-
‘meros, affectados cada ,jn do maijor expoente,

Assim, o menor multiplo dos numeros precedentes ¢é
922, 3% 7% 112, o que faz 640332,

Decompondo 0s numeros em scos factores primos, e empre-
gando o theorema precedente obtem-se mais facilmente o menor
multiplo commum, cuja appliccio é frequente em Arithmetica.

Observagdo, Os multiplos de 640332 siio os multiplos dos
pumeros dados.

rxzmercios.
y do
quisTOES ngsorvnss) DO MARANHA

1. Demonstrar que, dividindo as jw!ennias a, atiak aride
awm numero qualquer a, n sendo primo com a, um dos restos o
menos é iqual @ unidade.

Solugdo. Sendo n primo com a ¢ lambem primo com uma
potencia qualquer a” de a, de maneira que:

ar=a.q-47.

Ora ha n potencias dilferentes, logo ha n restos; se esles sio
todos differentes, um d’elles ¢ igual & unidade ; supponhanios
porém que dous d’esses reslos sejio iguaes e que:

ar=mn.q +7r
¢ art*=n. ¢ +r;

diminuindo a primeira da segunda igualdade temos :
ar.(a*—=1)=n.(¢'—q);

n sendo primo com a, € preciso que (e *—1) seja divisivel por
n, isto ¢:

a%*—1=n.(
ou a*=n.0-41;

assim, quando mesmo dous reslos sejdo iguaes, uma das poten-
cias pelo menos da lugar a um resto igual & unidade,

=
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IL. De quantas maneiras um numero inteiro N pode ser
decomposto em dous factores inleiros\ G
Solug¢do. Suppondo N =a*, b, ¢7, 0 numero n de divisores
de N é
(14a) x 1+0) X (147);

se N niio é quadrado perfeito, a cada divisor p maior que
VN corresponde oulro ¢ menor que VN, logo

3 [0+0XA+Hx 1+ 9)]

¢ o numero pedido ; se N ¢ quadtado perfeito sera facil ver-se
que

;—[(H—a) X (14 6) x (1+'/)+1]

¢ 0 numero-pedido (n° 173).

QUESTOES NAO RESOLYIDAS.

. Seaeb sdo primos entre si; a. b serd primo com a-j-b,

IV. Todo numero primo é igual a um mulliplo de 3 mais ou
menos uma unidade.

V. Todo numero primo é igual a wm multiplo de & mais ou
menos uma unidade,

VI. Todo numero primo é igual a wum multiplo de 6 mais ou
menos uma unidade.

VIL. De quantas maneiras um numero pode ser decomposto
em dous factores primos entre si?

VIL. 0 quadrado de um numero primo diminuido de uma
unidade é divisivel por 24, .

IX. Como se determindo todos os divisores communs @ muilos
nuwmeros dados ?

X. O producto de n numeros infeiros consecutivos ¢ sempre
divisivel pelo produclo dos n primeiros numeros,

—OT—
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Theoria das fraccoes ordinarias. — Theoria

dos numeros decimaes.

¥,

R —

CAPITULO PRIMEIRO.

PROPRIEDADES DAS FRACGOES.

Definicoes.

177. A origem das fraccdes ¢ a medida das grandezas con-

linuas.
Supponhamos que se quer conhecer o valor da linha A B;

A\ 0 < B
— t } | ) HH-HH
O e e
& D

toma-se uma unidade homogenea CD e applicando esta unidade
sohre AD, acha-se que AB ¢ igual a cinco vezes CD mais um
resto KB, menor que CD: nio se pode ter a medida exacla de
AB por meio de CD sem avaliar-se o resto KB ; para o que di-
vide-se CD em muilas partes iguaes, em sele por exemplo , ¢
examina-se quantas d’essas parles conlem o reslo KB; no
exemplo acima KB confem cinco partes de €D, ou cinco

N
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partes da unidade, dividida em sele Dartes ignaes, e enldo diz-
se que AB vale cinco unidades m'\” cinco vezes a septimi
parte da umdade, 0 que se escreve::

Wi o

?

=~ =

¢ 1¢-se : cinco mais cinco seplimos.
5 v . ; : ¢
O numero 5 - ¢ dito fraccionario ; é aquelle que é com-
posto de unidades inteiras e de parles da unidade. A parte

% do numero acima chama-se fr‘l‘icqao ou quebrado.,

Uma fracedo € pois a reunido de muitas partes da unidade,
dividida em partesiguaes.

Toda fraccdo se compde de dous numeros, denominador e
numerador; o primeiro indica em quantas partes a unidade
foi divida, e 0 segundo quantas d'essas partes se tomdrio. O
numerador e denominador chamio-se tambem termos da
fraccdo.

Escreve-se uma fraccao, esecrevendo o numerador e denomi-
nador, e separando-o0s por um risco horizontal,

Lé-se uma fracedio, enunciando o seo numerador depois o
sco denominador, seguido da terminacfio avos. Lé-se a fraceiio

‘)

199 : lrez cento e vinle e dous avos.

lla porém uma excepcdo & regra que acabimos de dar;
quando o denominador € um dos dez primeiros numeros, diz-

se: meios, tergos, quartos, quintos,, sexlos, septimos, oilavos,
256
nonos, decimos ; assim leem-se as seguinles fraccies 3 —.‘,—,

dous lercos, seis seplimos, ele.

Principios,

178. Prixceio L. Uma fracedio é igual ao quociente da divi-
sdo de seo numerador pelo seo denominador.

a9
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S ] e, a ey
Assim 5 Trepresenta o ,fuocmnle da divisdo de 14 por 5, ou

o quinto de 14; com eff'ito, o quinto de 14 contem o quinto
de cada uma das unidades, que compdem o numero 14 ; isto é
14 vezes o quinto de uma unidade ou 14 quintos de uma uni-
A /1
dade; isto ¢, 5
179. Observagio. Fste theorema permitte exprimiro quo-
ciente da divisdo de dous pumeros, que niosdo divisiveis exac-

lamente um pelo outro; assim digo que, o quociente da divisio
R
v g
de 47 por 7 € 6 - = 5 sendg}o resto d’essa divisio.

CGom effeito, 47 sendo igual a 42 -5, sera facil ver-se que :

64 5
7
;exprime 0 quociente da divisio de 5 por 7.

¢ pois o quociente da divisiio de 47 por 7, por isso que

Assim, o quociente da divisao de dous numeros, nio divisi veis
um pelo outro, se compde de uma parte inteira, e de uma frac-
¢dto que tem por denominador o divisor, e por numerador o reslo
da divisdo.

REDUCGAO DE UM NUMERO FRACCIONARIO A FORMA
DE FRACGAO. — EXTRACGAO DOS INTEIROS CONTIDOS EM UMA
EXPRESSAO FRACCIONARIA,

180. A queslio que se vai tratar ndo ¢ mais do que uma
applicaciio do paragrapho precedente.
1 Supponhamos que se quer reduzir 4 forma defracedo o nu-

: : 5
mero fraccionario 6 =

Pelo que se disse (n°179), 0 numero proposto representa o
- 9
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quociente da divisio de um numero desconhecido D por 7,

assim : W e / 0
. X 1

D 3 4
multiplicando por 7 a igualdade (1), oblem-se
5

JX7=6x1+iX7mWﬂ=

‘D::(ﬁ—{- 7

=6x7'+-54%&z (n° 47) = 6 X*7 -+ 5 (n° 52 — corl) ,

por conseguinte :

D_oxi¥s
T 7 4
logo :
3 e o i)
B e

Recra. Para redusir uminteiro e uma fraccdo a uma expres-
sao fraccionaria, mulliplica-se o inleiro pelo denominador da
fraccdo, ajunta-se ao producto o numerador, e dd-se ¢ somma
por denominador o denominador da fracgdo.

Pode-se chegar a esta mesma regra pelas consideractes se-
guintes : :

Uma unidade valendo sete septimos (-1), 6 unidades valem

1
6 > 7 septimos e mais 5 seplipnos fazem 6 7--3 septim{s,
3
ou f-i—x—;L. 0.q. e.n. d.

II. Como uma fraccio em geral exprime o quociente da di-
visio de seo numerador pelo seo denominador, extrahem-se
" osinteiros contidosem uma fraccdo, dividindoo numerador pelo
denominador ; o quociente exprime a parte inteira, e a expr}:s-
siio dada se compde d’essa parte inteira e de uma fraccio que
tem por denominador © denominador da expressio, e por
numerador,o resto da divisio do numerador pelo denomina-=

5 Z

<10 CENEA9)
dor; assim : 5 _13""9"

e —————
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Pode-se chegar ao m?mo fim pelo raciocinio seguinte : uma

- ; 9 9 " A
unidade valendo nove nbnos (hg—) , lantas vezes-g-serio contidos

em 1? » oumelhor ainda tanias vezes 9 serd contido em 122,

quantas unidades inteiras conters %2 ; logo dividinde 1922 por

9, o quociente 13 representa os inteiros con lidos na expressio
dada. > ' :
Observagao. Quando o numerador de uma fraccio é menor
que seo denominador, a fraccio representa uma quantidade
menor que a unidade; é umefracedo propriamentedita. Quando
onumeradoréigualao denominador, a fracciio éigual dunidade.
Quando o numerador ¢ maior » @ fraccio representa uma
quantidade maior que a unidade, e chama-se numero fraccio-
nario : geralmente di-se o nome de fracciio a toda expressio

m Srdtk
da forma o » M e n, sendo dous numeros inteiros quaesquer.
181. Prixcirio IL. Todo numero inteiro é i ual a uma frac-
g
i
¢cdo que tem por denominador a unidade, assim 15 — ..1;’

182. Prixciero 11 Logo que duas fracees teem mesmo de-
nominador e numeradores differentes, a que tem maior nume-
rador, ¢ a maior.

: 9 . g &Ly
A fracedo ?ﬁ ¢ maior que a fracciio -g-g—; porque a primeira

comiem um numero maior de partes da unidade de mesma
grandeza que as parles da segunda,

185. Prixcieio 1V. De duas fraccoes que teem mesmo nume-
rador ¢ denominadores differentes, a maior é a que tem menor
denominador. '

; 37 5 37 % 201

Com efleito, 1o ¢ maior que 519 Porque na primeira as
partes, em que se acha dividida a unidade, sendo majores que
as partes da unidade na segunda, 37 partes da primeira serio
maiores que 37 da segunda, logo a primeira fraccio ¢ maior
que a segundg.

9,

]
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Vér-se-ha mais 'uhante 0 meio par descobrir qual a maior
" de duas fraccoes dadas, tendo termos 1Heremes

o

Theoremas relativos as fraccdes,

184, TueoremA 1. Logo que se mulliplica ou divide o nume-
rador de uma fraccdo por um numero, @ [raccdo torna-se esse
mesmo numero de vézes maior ou menor.

I. Assim, multiplicando por exgnmplo o numerador da frac-

cilo 2 = por 6, a fracciio torna-se 6 vezes maior ; porque a frac-

g 30
c¢io resultante 5 contem um numero seis vezes maior de

partes da unidade de mesma grandeza que as partes da uni-
dade na segunda.

20 = <
1L Dmdmdo se o numeradm da fraccio — T Por 9,2 fraccio

h
resultante - serd cinco vezes menor ; com effeito, mullipli-

cando o numerador dc T por 5, obtem-se a {raccdo proposla

%, que em virtude da primeira parte da demonstracio é

b
cinco vezes maior que :logo, reciprocamente, i1 écinco vezes
menor que d)
queyg-

185. TueoreMA II. Logo que se multiplica ou divide o denc-
minador de uma frac¢do por wm numero, a [raccdo lorna-se
esse'mesmo numero de vezes Menor ou maior.

.. B . el
I. Assim, multiplicando-se o denominador da fraccdo — por

i

Lo Z1Th A
a fraceiio 35 Serd cinco vezes menorque a primeira; com
- bt 3 : 28
effeito, a fraccdo 350 assim como a {fraccio T comliem O mes-
.

mo numero de partes da unidade; porém na primeira as partes

—
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- da unidade sendo ciucc'/vezes menores é por conseguinte

4

] 3—
g ‘ 3 S
CInCco Vezes menor que ? y i

I1. Dividindo-se o denominador da fraccdo )_36 por 5, a fraccdo

H i

3 > 3 R

3 75 serd cinco vezes maior que - 50 com effeito, multiplicando-se’
0 denommador de —!I por 5, a fracciio resultante -,3—0 em virtu-
de da primeira parte da dem0nstracrﬁ.o ¢ cinco vezes menor

que —;logo, recxprocamen‘p,— é cinco vezes maior que =— 2

3

o’ 0
186. TueoreMA III. Logo que se mulliplica ou divideos dous

termos de uma fracedo por wm mesmo numero, a fracedo ndo

muda de valor.

1. Com effeito, afrac

')

¢ 7 vezes maior que a fraccdo

. o171
i : mas a [raccio ——7 ¢ tambem 7 vezes maior que
1M < 7° $E5]
5 5 Bisded
W,logo T 117 0. q. en, d!
6

II. Seja afraccio —— , dividindo os dous termos por 3

15°

c:t| | &

6
15" )
Com effeito, multiplicando-se osdous termos da fraceiio ?5— por

serd igual a —

6 2 : e
3, @ fracgdo = é l"ual a =em virtude da primeira parte da
6
==
187. Tueorema 1V, Logo que se rrjunta aos dous termos de
uma fraccdo propriamente dita uma mesma quantidade, a
fracedo augmenta no valor; e se a quantidade que se ajunta
eresce indefinidamente, a fracedo augmenla successivamente
' no valor, e tem por limile a unidade.

demonsltraciio ; logo , temprocamente

ks » s OV Y .
» 187. Seja 5 ima fracciio propriamente dita, tal que @ < &;

e |
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; a B !
a]untado-se aos dous termos de 7 U mesma quantidade m,

st ser.a. maior que —; com effeito, éfacll ver-se que :
b--n b
12 __b—a e 4 a+m _b—a]
b P  htm % b-+m'

o~ b—a 1 b— 2 A 3
a fraccao ¢ maior que i (n 183), lonoﬁ ¢ menor
a-I-m
que S .

- b—a ;
Qualquer que {or o valor de m, afrac¢iio P terd sem-
pre por numerador b —a; logo o numerador ¢ uma quanti-
dade constante: jd ndo acontece assim com o denominador

a
b-m, que cresce com a quantidade m; logo a fraccio g g

cujo numerador ¢ constante, e cujo denominador pode tornar-
se maior que toda grandeza dada, pode tornar-se menor
que qualquer quantidade dada, e concebe-se que se m toma um
valor muito grande, a fracciio toma oulro muito pequeno e

=90 : ’ b—a
tem por limite zero : porém logo que a differenca e de

a —i~ m
D+ m
dades s@io iguaes no lumte logo :

duas qua'ntidade (1 tem por limite zero, essas qu'mu-

a-t+m
b+m

¢ lim. =gl 0.q.en, d.

188. Tueonema V. Se aos dous termos de um numero frac-
cionario se ajunta uma mesma quantidade, o valor do numero
[fraccionario diminue; e se a quantidade, que se ajunta, cresce
indefinidamente, o valor do numero fraccionario diminue suc-
cessivamenle, e tem por limile a unidade.

A demonstracio d’este theorema ¢ identica 4 do precedente,
e deixamol-a aojleitor.
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) J
i
|

NOGOES SOBRE OS LIMITES.

180. Julgamos util dar aqui algumas idéas sobre o que se
chama quantidade variavel, e limite dos valores de uma va-
riavel. :

Uma quantidade ¢ dita variavel, logo que pode receber dif-
ferentes valores, e constante, logo que conserva o mesmo valor
durante o curso de um calculo.

A natureza da questio indiza quaes sio as quantidades va-
riaveis, e as constanles ; no thcorcma, que ainda ha pouco se
demonstrou, m é uma quantidade variavel, @ e b sio cons-
tantes. . :

Quando os valores de uma quantidade variavel se approxi-
mio de outra fixa e determinada, de maneira que diffirio
d’esta ultima de uma quantidade tio pequena quanto se queira,
esta quantidade fixa é o limite dos valores da variavel; é assim
(ue no theorema precedente, logo que m toma valores que
a-+m
b+ m
menle e approxima-se de uma quantidade fixa a unidade, da
qual pode differir de tio pouco quanto se queira : a unidade é
a-fm
b-+m

cresce successiva-

crescem indefinidamente, a fracciio

is 0 limile da expressio , logo que m cresce indefi-
po ‘ 4

pidamente.

Simplificaciio das fraccdes.

%

100. Simplificar uma fracciio € buscar outra fracgio que
tenha mesmo valor que a primeira, porém que scja represen-
tada por numeros mais simples.

0 theorema III (n° 186) permitte operar esta simplificacio.

~ 26136 .
Seja a fraceio 750, que S¢ quer reduzir a outra que tenha

ey
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termos mais simples ; dividindo po* 8,9, 11 e 11 os dous tel—

mos da fraccio dada, tem-se : 1
26436 3267 363 33 3
43560 ~ 5445 605 55, 5 '

por aqui vé-se a grande utilidade da simplificaciio das fraccdes ;

assoun-se deuma fraccio ——— guip
» . T h3560°

o 3 i, A .
ter idéa alguma, 4 outra 7 Iuito simples e que permille jul-

de cujo valor ndo se podia

gar do valor da fraccio dada. P3¢ ora ndo sabemos se ;- é a

fraciio de termos mais simples, que possa exprimir o valor da
fracedo dada ; niio se continuon a simplificacdio ;" porque os

e 8 . - :
dous termos da fraccio = sendo primos entre si, nido admit-

tem divisor algum commum : vamos agora explicar até onde a
operacio deve ser levada, e os meios mais rapidos .para
chegar-se a esse fim,

Reduccao de fraccdes & expressio mais simples
que & possivel,

191. A fraecdo, cujo valor nio pode ser expresso por frae-
cdo alguma, que tenha termos mais simples, chama-se irre-
duzivel.

192, Lesya, Toda a fracedo, cujos termos sao numeros pri-
mos enlre si, ndo pode ser igual a outra, sem que os termos
d’esta sejuo equimulliplos dos d'aquella.

= y X Ho ST
Seja -5 uma fraccdo tal que, @ e b sio primos entre si, ¥
outra tal que:

T (1)

e ————
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a’serd um multiplo de a, /b’ um mumplo de b pelo mesmio

numero : f o .
A igualdade (1) dd : S

= o S PARE, ()

' R - hy axb 3
«' sendo um numero inteiro, é necesario que 7 tambem o

seja; para o que ¢é preciso que a X b’ seja divisivel por b
porém b sendo primo com a Jor hypothese , déve dividir o
oulro factor b’; logo :

b =bxm; (3)
eserevendo em (2) m < b emlugar de ', tem-se :

, axXbXxm
(|l — ——————

g = %) =X Mm

logo
a a X m
. = a—— 0. . e.n. d.
v b x m : {

193: TueoreMA I. Toda e fracedo, cujos termos sao numeros
primos entre si, ¢ irreduzivel.

Com efleito, se afracciio ndo fosse irreduzivel, seo valor po-
deria ser representado por outra de termos mais simples ;
porém pelo lemma precedente os termos de toda fraccio,
jgual & fraccio proposta, sio maiores que os lermos d’esta;
Jogo, ndo existe outra fracedo que tenha termos mais simples;
Jogo, a fraccio éirreduzivel.

194. ToeoreMA IL. Reciprocamenle, os termos de uma frac-
cao irreduzivel sdo sempre primos entre si,

com elleito, se o niio fossem , admitlirido um dmsor com-
mum, ¢ a fracedio ndo seria irreduzivel.

ey
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195, Tueoreva 1L Duas fraced, s irreduziveis iguaes teem
seos numeradores 1guaes assim con‘ ) Se0s denominadores.

Por isso que uma d’ellas ¢ irr eduzwe] a outra nio lhe pode
ser igual, se seos termos ndo sfio equimultiplos dos dous da
primeira ; porém a segunda tambem ¢ irreduzivel, logo éne-
cessario que seos termos sejio respectivamente iguaes aos da
primeira, : :

Dos theoremas precedentes resullio 0s segnintes corollarios :

196. GororLario L.° Para redusir uma f[racedo ¢ sua ex-
pressaomais simples, basta dwzdar seos termos pelo seo maior
divisor commum.

Com effeito, dividindo-se os dous termos da {racciio pelo seo
maior divisor commum, os quocientes sio primos entre si,
logo a fracciio resultante é irreduzivel.

197, Comrorrario II. Para formar-se todas as fraccoes equi-
valentes a wma fracedo irreduzivel dada, bastard multiplicar
se0s termos pela serie natural dos numeros.

Observacao. Quando se trata de simplificar wma fracciio na
pratica, nio se procura logo o maior divisor commum dos
dous termos da fracefio, operacio que é ordinariamente longa;
procede-se pelos caractéres de divisibilidade, que se conhece, ¢
quando se tem chegado a uma fraceiio, de cujos lermos nio se
conhece mais divisor algum, entdio busca-se o maior divisor
commum, e procede-se da maneira que se indicou.
3171168
7927920°
0s dous termos por 8,2, 9, 11, e depois por 11, temos a se- 4
guinte serie de fracces equivalentes : :

Proponhamo-nos a simplificar a fracciio Dividindo

S171168 396396 198198 22022 iy T 1_8'2
7927920 © 990990 ~ 493495~ 55055 5005 455

nio conhecendo & primeira vista divisor algum dos dous ter-

mos da ultima fraceiio 1?:,
mum d'esses dous numeros, que achamos ser 91; dividindo
0s dous termos d'essa fracclio por 91, temos :

procuremos 0 maior divisor com-

e ————
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i

3171168
7927920

[
(= =]
b3

>
~
(&1 ]

£

assim :

2

108, TueoreMA IV, Muitas fraccies sendo iguaes enlre si, a
somma de seos numeradores dividida pela somma de seos de-
nominadores é uma fracedo igual a cada uma das fraccies
- dadas. : L P ‘

AR a a a )
. Sejio = = y as fraccdds dadas, trata-se de demons-

rar que :
| @ _a
bl e bu .

"

-+ a'--a

g OvRe QN
| ; G TR SR

) P = . .
Representando % a fracciio irreduzivel ignal a cada uma das

fraccoes dadas, temos:

a__mXp a&_ mxXp o  mXp, .
s b mxq' VT mixg’ B (geh):
d’onde:
' a =m Xp : b =m xq
@ =m Xp e b =m xq
. au =mu = p bn =‘7n”>< q;

k {azendo a somma d’essas igualdades membro a membro :

ata' +a"= (m -+ m'+-m"). p,
-, b+ b'4-b"= (m-+m'+m"). q

e dividindo membro a membro as duas ultimas, temos :

a-a@-a’ (4w 4m") X p ATy

b-+U'+0"" (m4m+m')xq™ ¢

ey
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supprimindo o factor commum n - m’ - m”; logo :
|
; %

\:!

at-a'+a’ gl = ;
iy e il Sl 0. (. e. n. d.

Reduccio de fraccdes ao mesmo denominador e ao
menor denominador commum.

199. Reduzir duas oumais {r accoes ao mesmo denominador

¢ transformal-as em outras &;uivalentes, que tenhido 0 mesmo
denominador.

sendo dadas muitas fraccies, cujostermos fossem (h[ferentes

- 1do se poderia dispol-as porordem de grandeza semreduzil-as

todas a terem o mesmo numerador ou 0 mesmo denominador ;

a reduccdio ao mesmo denominador permilte nio somente f

collocar as fraccdes por ordem de grandeza, como ainda de-

terminar de quanto uma excede # outra, o quenfo aconlece

com a reduccio a0 mesmo numerador,

Para tratar a questiio de uma maneira geral, SO]dO s
m
N
nominador D ; representando @, o'y 2", £ 0s numemdores das
fracetes equivalentes, tem-se :

, dilferentes fracedes que S quer ]Cdum ao mesmo de-

X a ¢ ol S T

4
D) pr e W o SR
d’onde :

I

e

axD : v ]) . mxD : 13 D
XD LoD e WBD: i ix DL

n 4 r

0s differentes numeradores z, &', a”, " siio numeros inteiros;
10go ¢ necessario que a % I seja-divisivel por b, quecx D
seja divisivel pord, elc; porém, como suppoem-se as fraccoes
irreduziveis, b é primo com «, logo ¢ necessario que divida
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D ; d sendo primo com ¢ ¢ necessario que divida D, elc; vé-se
po.» ahi que D deve ser un, /lnulliplo de todos os denomina-
dores das fracctes dadas.

Como a simplicidade no calenlo das fracctes ¢ cousa de
muita importancia, nio se toma por denominador commum
um multiplo qualquer dos denominadores das fraccoes dadas,
porém o menor multiplo d’esses denominadores.

para achar os numeradores, observando as ullimas igual-
dades, divide-se o denominador commum pelo denominador
da fracedo em quesltio, e multiplica-se o quociente pelo nume-
yador. : &

proponhamo-nos a reduzir :.‘i)' mesmo denominador as se-
guintes fraccoes : 4

1

e 31
RIS A5

20° 18 °

-'llw

3
] '_2" )

204

o 1o
=] e

AL
6

(2

o menor multiplo dos denominadores sendo 180, o denomina-
dor commum serd 180 dividindo 180 por cada um dos deno-
minadores das fraccdes e multiplicando os quocientes pelos
numeradores respectivos, formamos as seguintes fraccoes :

30 10 90 130 8 4009875 274410
[gﬁ’ﬁli"lSU"lSU’180"180’180’18!!’180’

equivﬂlcnles 4s primeiras e tendo o mesmo denominador.
Sejdo ainda as seguintes fraccoes :

0 menor multiplo de todos os denominadores sendo 18900 ,
o denominador commum das novas fraccoes € 18900 ; dividindo
18900 por cada um_dos denominadores e multiplicando os quo-
cienles pelos numeradores correspondentes, obtem-se as se-
guintes fracedes, equivalentes ds primeras: :
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3600 2268 4320 1400 5250 4620 .
18900 ” 18900 > 18900 * 1890 * 18900 * 18900 ’

3675 1365 2660
18900 * 18900 ° 18900 *

Logo que 0s denominadores das fraccdes dadas siio numeros
primos entre si, o menor multiplo d’esses numeros ¢ o pro-
ducto de todos os denominadores ; por conseguinte o denomi-
dor commum das fraceies equivalentes ds fraccdes dadas serd
0 producto dos denominadores d’estas fraccbes; para obter os
numeradores vio-se em geral\]ue era necessario dividir o de-

~ Bominador commum pelo denominador de cada fracciio, e mul-

liplicar o quociente pelo numerador da fraccio que se consi-
dera; logo para obter os numeradores multiplicar-se-ha o nug-

merador de cada fraccdio pelo producto dos denominadores de
tudas as outras.

Reduzamoséﬁao mesmo denominador as seguintes fraccdes :

1 2 3 I H
9 & ) 512 7o) '.1_11

cujos denominadores sio primos entre si; 0 denominador

commum serd 2 3 x 5 x 711, e as fraccdes equivalentes
as fraccoes dadas seriip :

SXHXTx11 2X2x5x%Tx11 2X3x3IxTx11
2X3xh>xTx11? 2AXIXE5XT>XI1 AX3IXHXTx11?

T AXIXEXAXI 2XIXEXTxS5
,, 2XIXIXTXI’ 2X3Xox T’

0 que di, effectuando os calculos :

Biblicteca Publica Benedito Leite



"W THER
DE ARI HM};_TIC,\. dOA PU Blica
AD :

Conversio de um numero inteire ou de uma l'mcgﬁb em
outra fracciao que tenha por denominador
um numero dado.

199, TueoreMA L. Todo numero inteiro pode ser transfor-
mado em uma fracedo, que tenha por denominador wmnumero
dado. _

‘Seja n um numero inteiro @74 se quer transformar em uma
fracciio que tenha por denominador m. Sabe-se que:

3T . w1 o 1
multiplicando os dous termos da {racedo 7 Dor m, 0 que ndo
muda o valor da fraccao, lemos : §

nXm
n= -

m

logOl, para lransformar um numero inteiro em uma fracedo de
denominador dado, bastamultiplicar o numero inteiro pelo de-
nominador dado, e tomar esse producto por numerador.,

Assim ¢ por exemplo que :

15%7 105

10 ==57 7

900. Tneorema Il Toda fraccio dada pode ser transformada
em oulra que tenha por denominador um numero dado.

-
Trata-se de converter a fraccio 7 em oulra que tenha por
i P

e
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denominador o numero m. Chamando n o numerador da nova
fraccdo, ¢é claro que se pode por: “5\

| &
\

{

n

(]

oS

d’onde
L ADEIN
=——;
logo, para achar-se o numerador da fraceio equivalente basta
dividir o denominador dado, pelo denominador da fraccaodada,
e multiplicar o quociente pelo gumerador. :
E justamente a regra achada para a reduccio de fraccoes
ao mesmo denominador.
Para que esta transformacdo seja possivel, ¢ necessario que o
denominador dado seja divisivel pelo denominador da fraceiio
dada ; suppde-se sempre que a fraceiio dada ¢ irreduozivel.

[
dado sendo 40, acha-se :

! o ‘
Applicando & fraccio 7 regra precedente, o denominador

3 _%
H R 408

Quando a condi¢cao supra ndo € preenchida; isto ¢, quando o
novo denominador nio € divisivel pelo denominador da frac-
¢iio dada, a transformacio ndo ¢ possivel ; n’este caso conver-

. e @ . ¢ :
ter uma fracciio 3 em oulra = ¢ determinar o maior mulli-

plo de 2 conlido na fraccio 34
m b

3 - :
Converter 7 em uma fracciio que tenha por denominador

. . 1 s =
135, ¢ buscar o maior multiplo de 35 contido na fraccio
De

-..l'@ﬂ

=
13

)
AT
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tira-se . O {?:3
e QO C
3 :’,"}135 6 O ¥
n= —— 57 -+ 73 2, <
% 5
i

1 p 3 .
0is 0 ma]or num -
57¢p ero de 7= contido em 5 afm c@

57 ¢ o valor da fraccio 2 1— pmmmo isto quer dlzer-y‘
135 113 (@

que, 0 €T que se commetle tomando or valor de - d

57+
435

1 13 p
menor que ;- . O valor exacgo da fracmo = é

EXERCICIOS.

QUESTOES RESOLVIDAS.

1. Duas fracges irredusziveis ndo podem ter por somma um
qnumero inleiro sendo tiverem o mesmo denominador.

Solucdo. Sendo § a somma das duas fracetes irreduziveis
c

a
- . — ; temos
b’d

d’onde se¢ deduz

b.d.S=a.d+b.c;

b, divide b. d. S, e b. c,logo deve dividir a. d, e como ¢ primo
com @, deve dividir d ; do mesmo modo veriamos que d deve
dividir b, logo b=d.

: 10

e
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\
QUESTUES NAO nns&wmm.

1. Demonstrar que a somma dos numeradores de muilas
fraccies desiguaes dividida pela somma de seos denominadores
& uma [raccao comprehendida entre @ menor e amaior das frac-
coes dadas.

III. Reduozir & expressdo mais simples que é possivel as se-

guintes fraccoes :

G,
105 154 936 1232 1848 21879
510” 162’ 3744° 6160’ 11088° 153153 °

r

1V. Reduzir.as fraccdes resultantes (probl. precedente) ao
mesmo denominador 840, ‘

V. Reduzir ao menor denominador commum as seguintes
fraccoes : !

5 7 13 9% T
4752 39204° 1054092 ° 5808° 2371842
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CAPITULO 1I.

OPERACOES SOBRE AS FRACGOES ORDINARIAS,

£
Addicio.

201. A addicio em geral, f-)tmm operacdo, que tem por fim
buscar wma quantidade, que contenha todas as unidades e

partes da unidade, que compbem muilos numeros dados. Essa
quantidade é o que se chama somma.

Esta definicdio ¢ nio mais do que uma generalisaciio da
definicio dada, quando se fraton dos numeros inteiros.

ADDIGAO DE DUAS OU MAIS FRACGOES.

Supponhamos que as fracctes dadas tenhiio o-‘mesmo deno-
minador, por exemplo :

R (aat)
o tgtgstg

A unidade se acha divididaem nove parles ; a primeira frac-
¢ilo contem 4 d’essas partes, a segunda 3y aterceira 7 e a ulti-
ma 8; por conseguinte a somma conterd f - 3 -f-74-8 d’essas
partes ; isto é % :

AH3+T+8 23
9 Sag

extrahindo daultima os inteiros, temos emfim ;
b 3.1

10.

e
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Proponhamo-nos a addicionar as (*guintcs fraccoes :
0

el 2.8 \t' 5
ST ts TTTE
Reduzindo-as a0 mesmo denominador, as fraccies equiva-
lentes siio :
)
60 35 168 _ 540 _ 350
1960 T 1260 T 1260 T 1260 " 1260

cuja somma ¢ ignal a: G
60 —-35 -4 168 -} 540 - 350 ot 1153
1260 1260

da qual niio se pode extrahir inleiros.

ReGrA. Addiciondo-semuitas fraccoes, reduszindo-as ao mes-
mo denominador, ajuntando os numeradores das [raccoes equi-
valentes, e dando a esta somma por denominador o denominador
communm.

ADI)I(_::\O DE NUMEROS FRACCIONARIOS.

Seja proposto, por exemplo, addicionar os numeros :

2 5 4 6
2+T! 2["{‘?‘) 3+§, 17+§:]

A somma das fraccoes:

L 6

29585
G ORI

ou das equivalentes, reduzidas ao mesmo denominador:

126 2018 S 84 182

189 T 1s0 T 189 H 180

Biblicteca Publica Benedito Leite




~ DE ARITHMETICA. 149

&
: 597

2 149
1_:39“"2"' 180 '

a somma dos inteiros ¢ 224317 =146 por conse-
guinle, a somma das quantidades dadas sera :

149 149
189 °% 48+ 155

hoe 4+ 2 - —

REGRA. Para addicionar muitos numeros fraccionarios, ad-

diciondo-se as fracgdes, de cw_t somma se extrahem os inleiros,

que sea juntdo G somma dos inleiros, pertencentes aos numeros
[raccionarios.

Subtraccio.

202. A subtracciio é uma operagdo, que tem por fon diminuir
wma quantidade dada de todas asunidades e partes da uni-
dade que compiem oulra quantidade dada,

0 resultado da operaciio, e as duas quanlidades dadas sio
denominadas da mesma maneira como nos numeros inteiros.

SUBTRACGAO DE DUAS FRACGOES.

Seja proposto o seguinte exemplo :

-l
[
| ea

A primeira fracedio contem 6 partes da unidade, a segunda 3
demesma grandeza; por conseguinte, a differenca conterd 6 —3
d’essas parles; islo ¢

6—3 3
1 7

e ————_
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Se as fracctes ndo livessem o mesnts denominador, por ex'emz‘
plo 3’—? — g—f , reduzir-se-hia em prin'siro lugar ao mesmo de-
= Y,

nominador e proceder-se-hia como precedentemente. Assim
serd facil ver-se que :

REGRA. Para subtrahir duas fracgdes uma da outra, reduzem-
se as fracgdes ao mesmo denominador, subtrahe-se o menor

numerador do maior, e di-se i Wifferenga por denominador o
denominador commum.,

SUBTRAHIR UMA FBACGXO DE UM INTEIRO.

Pode-se chegar ao mesmo fim por dous meios differentes :
seja proposto por exemplo subtrahir %de o

IL. Em lugar de sublrahir% de 7, pode-se tomar uma unij-

dade de 7, subtrahir q'elly o fracciio -2- , e-ajuntar a differenca
a6 assim

logo

O exemplo precedente indica perfeitamente a regra, que se
deveri seguir n'este caso particular da subtraccdo das fraccdes,

v ——————
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SUBTRAC(_‘..;O DE "j(,')US NUMEROS FRACCIONARIOS.

Ha tambem dous meios de farer-se esta operacdo ; seja pro-
: 2 ; 3
posto subtrahir 17 -}~ = de 28 5

. Seafracciominuendoé maior que afraceio subtrahendo,
fazendo a differenca , e ajuntando-lhe a differenca dos dous
numeros inteiros, tem-se 0 numero pedido. Ora:

2 I,-)
—t=— = e 28—1T=11
5 3

logo
3 5 el 1
(43) —(TRal= 2 56

ge a fracedo minuendo ¢ menor que a outra, toma-se ao in-
teiro que lhe pertence uma unidade, que se ajunta & dita frac-
¢ciio, € opera-se como acabimos de fazer.

. Obtem-se o mesmo resultado, reduzindo os numeros frac-
cionarios 4 forma de fracciio, e operando comono caso de duas

fraccoes.
Procedendo assim, temos :

N (175 2) SEon APSERRIISTTO09
(28"-5)_ B MR Gy N85 85 .

396 1
=35 T iR

[
gera facil concluir-se aregra d'este caso parlicular da sub-
{raccdo. 3

Casos parliculares

1 5 1 _5—1_4&
(TN — 5 5 S e 5 #
w
S

e e —_
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hooOush 9—4¢ 5
& V0 - %0 SMOieng Kg'
r:
i..4 SEN2 5 .8
3 ‘—(5*‘3)—1—(6*“'5)'—’—6—
_6_5_6=5_1
T 6 ORPWENORE - G :
4 17 TSI Ten S, o2
!; ?—I—Fs-—ﬁ:—-‘—-— 3—--[1"}"3.
!lnllipli%ngﬁo.

203. A definicdo, que se deo d’esta operacio, quanto aos ﬁu-g
meros inteiros, s6 tem lugar aqui quando, o maltiplicando sendo
uma quantidade quaiquqr, o multiplicador ¢ numero inteiro,
porém se o multiplicador ¢ uma fracciio, esta definicio nio’
lem mais sentido algum, e entdo diz-se :

Multiplicar uma quantidade qualquer por uma [raccdo é divi-
dil-a em tantas partes iguaes , quantas unidades ha no denomi-
nador, e tomar tantas d'essas parles quantas umdades ha no
numerador. *

3
Assim mu]uphcar - por 5 ¢ dividir = ; em sele partes i 1gnaes
e tomar 5 d'essas partes, :sto mgmﬁca que se deve tomar 5

3 3 g 9 3
vezes oseplimo de 7» 0 05 cinco seplimos de[—'.
X

HULTIPLI(:.‘\CJ;O DE UMA I-'RAC(_:IO POR UM INTEIRO.

Seja proposto multiplicar % por 3, éclaro, em virtude do
que se disse (n° 184), que :

h I %3 h h
' Tl T 9%3=973

v ——————
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REGRA. Paramultiplicar.pma fracedo por um numero inleiro
basta multiplicar o numear‘: dor da fracedo, ou dividir o deno-
minador por esse numero, quando é possivel.

Observacdo. Quando se podér empregar o ultimo proceder,

niio se deixard de fazel-o, pois simplifica a fraccdo.

MULTIPLICAGAO DE UM NUMERO INTEIRO_POR UMA FRACGAO.

Seja 0 numero 17 que se quer mulliplicar por =
) ]

3 C Ty, = 3
Multiplicar 17 por 5 ¢ dividiy 17 em 5 partes igunaes e tomar

o (’essas partes; divide-se 17 em 5 parles iguaes, dividindo

17 : AR
17 por 3, 0 que da e toma-se 3 d’essas partes, multipli-

17 ; 17 %3 s
cando - por 33 isto ¢,,—x— ; assim :
5 2

ReGRA. Para multiplicar wm numero inteiro por wma frac-
¢do, basta multiplicar o inleiro pelo numerador da fraccio, e
dividiro producto pelo denominador.

&

MULTIPLICAGAO DE DUAS FRACGOES,

6 3
Maltiplicar por exemplo ~ DOr —.

g 6 3™ A .
Muluplgcar 7 por x ¢ tomar os 3 de 7 0 (que se faz tomando

6
7% 5?

H 1 6 . 3 2 4 o
primeiramente = de 5 , que € e repetindo 3 vezes este

(;x 3; assim :

]

quinto, 0 que da

(=]
[

X
X

R

~3]
(= TR0
enl

)

e e —_
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meradores entre $i, assim como 0s -I,_eﬂominadwes. €
Observagao. Antes de effectuar o producto, deve-se sempre
supprimir os factores communs que podem existir. Assim :

Recra, Para multiplicar duas f\wgaes, multiplicio-se os ny-

%‘ v :;-=%' , supprimindo o factor commum 7,
Tanm. .. S

11 °° 5 = 3 supprimindo o factor commum 11.
3

4 o 3
< =1, supprimindo os dous factores communs 4 e 3,

Ql.
B DT b ¥
95 < 18 — 5 Supprimindo os dous factores communs18e 5,

=

" MULTIPLICAGAO DE DOUS NUMEROS FRACCIONARIOS.

\ Seja proposto multiplicar (h -+ 3) por (7 i g)
Efacil ver-se que :

5 5 X743 7TX945 .31 68
h+ﬁ) (7 -)= TX9+45_ 2
( 7)ot 7 x 9 T X =

31X 68 2108

W 79 = 6%
REGRA. Para multiplicar-se dous numeros fraccionarios, re-
duz-ge cada‘ um a forma de. fracciio, e applica-se a regra dada
para o caso de duas fracepes, ¢
20:... Observacao I, Aregradada paraamultiplicacio de duas
{raccues applica-se a todos os outros Casos que examinimos; por
1550 que todo numero inteiro € considerado como uma fraccio
que tem a unidade por denominador, e que todo numero frac-
clonario pode ter a forma de fraccdio, :
205. Observagdo I 0 producto de uma quantidade qual-
quer por oulra menor, igual, on maior que a unidade, ¢ outra

v ——————
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quantidade menor, igual,’©’J maior que o mulliplicando. O pro-
dacto de duas fraccdes fuma quantidade menor que cada
factor.

IProducto de muitas fraccdes.

906. Até aquindo considerimos senio o producto de duas
fraccoes ; pode acontecer que tendo-se effectuado o producto
de duas fraccdes, se tenha ainda de multiplicar este producto
por outra e assim successivam_hte. Esta operacio é o que se
chama mulliplicar uma fracgdo por muitas oulras successiva-

menle.
Indica-se esta operacio, como se segue :

><!—‘><2>< >
5707 11

LI

-

Multiplicando a primeira pela segunda, temos a fracedo:

=~

23X
3 X

’

o

:
que multiplicada pela terceira -f')- , dd a fraccio:

Deseilss 7
G oc il

que multiplicada pela quarta di emfim afraceio :

XX T X9
550 >l
que representa 0 producto das fraccbes dadas.
ReGRA. Para multiplicar muilas fraccies entre si, multipli-
cdo-se todos 0s numeradores entre st assim como todos os deno-
minadores.

e e —_
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Observacao 1. Esta regra se a Mica a factores inleiros on
fraccionarios, porisso que os prim 'ros sio considerados comgo
fraccoes, que teem a unidade por denominadores, ¢ os sp- ©
gundos podem serreduzidos & forma de fracedo.

Observacdo II. Assim como dividindo a unidade em partes
iguaes, e tomando um certo numero d’essas parles, se
formardo fraccoes da unidade, assim tambem dividindo uma
{racciio da unidade em muitas partes iguaes, e tomando um
certo numero d'essas partes formio-se fraccoes de fmccao.)

Dividindo a fraccﬁog em Se{f partes iguaes, e tomando duas
d’essas partes, forma-se uma fracciio de fracciio, que repre-
senta os dous septimos de g , que nio ¢ mais do que a se-
guinte fracedo (n° 206):

2)([!_ "
7855 2

~1| k2

xg, ou
5

dividindo a ultima em nove partes ignaes, e tomando quatre
vk " 5.2 3

d’essas parles , forma-se nma fraccio da fracedo T 5 que

representa os seos quatro nonos, e uma fracciio de fraceiio da

. =t I 2 h gl -
fracciio é, que vem a ser os 5' dos 7 de 5 » que nio ¢ mais do
J

que,

]

S, on hx2X, .

i I T

L=
-1 =

¢ assim successivamente,
Pelo que se disse, vé-se que fraccdes de fraccao é oulra de-
nominacio dada ao producto de muitas fraccies, dcnommag&o

(que se acha hoje em desuso. X

o ———
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¢ i -
Divisio,

A divisdo, em geral, é uma operagdo que tem por fim, conhe-
cendo-se o producto de dous factores e wm d'elles, delerminar o

=
-1

oulro.
DIVISAO DE UMA 1*111\(:(,::\0 POR UM NUMERO INTEIRO.
ja proposto dividir'l-E yor'/
Seja prop 25 LOLN
pelo que vimos (n* 184, 185) serd facil ver-se que :

1h 14 1 45l o7

SEi o8’ 0% 35T 25

ReGrA. Para dividir wma frace@o por um numero inleiro,
multiplica-se 0 denominador da fraccdo pelo inteiro ; ou divide-
- se 0 numerador pelo inteiro, quando é possivel.
0 ultimo methodo deve ser preferido, quando [or possivel,
pois simplifica a fracciio.

DI\’IS’:&O DE UM NUMERO INTEIRO POR UMA I-'l‘..-\(](_l;().
&

Seja 7 um numero, que queremos dividir pela fracedo 5 :
J

Gomo o dividendo é o producto do divisor pelo quociente,
chamando @ o quociente d’aquella divisdo, lemos :

?=%><Q;

o

: 3 v
; porém% % () ¢ a mesma cousa que 0s = de @ ; por conseguinte,

podemos escrever:

e e —_
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3 S

i Q‘\, . ¢
logo " . »
| 1 7

5 e Ix 50
e 5, 98 0=0=~F-Sag -5

comparando o resultado com os numeros dados, conclue-se a
seguinte regra. ¢

REGRA. Para dividir uminteiro por uma fracgdo, multiplica-
se o inteiro pela fraccdo, depois de ler-se invertido seos termos,

DIVISAO' DE DUAS FRACCOES.

3

Dividir por exemplog por 5

Chamando Q o quociente d’esta divisdo, temos :

T
=zXxQ,

U=1EN |

-+

Y :
" isto quer dizer que, os g de € igualio = ; i%de ) sera igual ‘
:

U=10 |

TRty St 1
v ptir conseguinte 3 de 0, ou

LS |
on

0=ty

7

U=}
(30

U=} C ]
o] O

d’aqui resulla a seguinte regra:

REGRA. Para dividir uma fraccdopor oulra, mulliplica-se a
fracgdo dividendo pela fraceao divisor inversa.

o ———
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? DI\'IS'I'&O DE I}O'(T:?'NUMEROS FRACCIONARIOS.
l;i

o 2 . o I
pDeterminar por exemplo o quociente da divisio de 9 +- -
L] J

2
por7X 3.
Reduzindo cada um & forma de fraccio, e empregando sobre
elles a regra ainda ha pouco estabelecida, temos :

9 9% 5
%) (7 g §):Jx A0 1X342 49,

B 5 B

(9 +

REGEA. Para dividir um numero fraccionario por oulro, re-
duzem-se esses numeros @ forma de fraccdo, e opera-se da mes-
ma maneira que sobre frac¢es propriamente dilas.

Observacdo 1. A regra que se deo para a divisio de duas
fraccdes égeral, e convem a lodos os casos, que se examinou,
considerando porém um numero inteiro como uma fraccio que
tem a unidade por denominador, etendo em vista quetodo nu-
mero fraccionario pode adquerir a forma de fracclo.

.. =St
Observacdo I1. O quociente de 1 pela fraccio zéa fraceiio
inversa g; ella é dita o inverso de 5 Em geral, o quociente

de 1 por um numero qualquer € o inverso d’esse numero,

Potencias das fraccdes.

L
910. Chama-se polencia de uma frac¢io o producto de mui-
tas fraccdes iguaesd primeira. 0 numero de factores, que en-
trio no producto, indica o grdo da polencia. ‘
para indicar que uma fraccio deve ser elevada auma poten-

e e —_
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ve-se d direita do parenthesis e { . pouco acima o grio Ca

cia de grdo m, encerra-se a fracragentre parenthesis, e escre-
polencia, assm.

) :

. . - I " .
indica que a fracciio T deve ser elevada a potencia m.

211. Treorema L. Para elevar uma fracedo a wuma polencia
de grio m, basta elevar seos dous lermos d mesma polencia,

Com effeito : ¢

a\*_a ‘a_.a _axaxax... a"
T 57 B S uis To o b oo e

212 Tueorema 1L Para que uma fracgdo possa ser potencia ,
de oulra;, ¢ preciso que seos dous lermos sejdo potencias de mes-
mo grao,

= a @ s . : .

Supponhamos que B fraccdo irreduzivel, seja a potencia m

it . a
da fraccio irreduzivel 5 pelo theorema precedente temos :

\
\

=l =~

I
|£:
£l

<
)
ws
.

B
sendo uma fraceiio 1rreductwcl, " tambem o serd, logo
o g

br

a=a=, e b=0b"(n"195). 0.q.e.n.d.
»

213, Observagio. E claro que uma potencia de uma fracedio
irreduzivel niio pode ser representada por numero inteiro
algum, porisso que a fraccfio sendo irreduzivel, loda polencia
d'essa fracciio tambem o serd.

v ——————
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il
Theoremas relnlh;/s as operacdes, e polencias,

214, Os theoremas demonstrados no Livro II, relativos aos
numeros inteiros, subsistem quando os numeros sio {raccio-
narios.

Passemos 4 demonstidtio do theorema fandamental ; este
theorema generalisado : os outros, que nio sio mais do que
consequencias d’este, com pouca modificaciio, se achario tam-
bem generalisados.

215. TueoremMA. O productc .JIc muilo$ numeros fraccionarios
¢ sempre 0 mesmo qualquer que seja a ordem em que se effeclue
a multiplicagdo.

Sabemos que um producto qualquer, por'exemplo,

gxfx%x m a><c><exm
g T bxXdxXixn’®

ora qualquer que seja a ordem dos factores no primeiro mem-
bro, tem-se sempre por segundo membro uma fraceiio cujos -
dous termos sdo sempre compostos dos mesmos faclores i _in-
teiros ; 10go os dous termos d’essa fracciio terdo sempre o mes-
mo valor, por isso que um producto de factores inteiros ¢ inde-
pendente da ordem em que se achdo ; logo o valor da fracciio
¢ sempre 0 IMeSmo qu11(1u01 que seja a ordem dos factores
fraccionarios.

. -

Generalisao da theoria das fracedes.

916. Até aqui uma fraccdo tem sido consideradaZcomo com.-
posta de dous termos, numerador e denominador: estes ter-
mos.sendo numeros inteiros, e o ultimo exprimindo o numero

de partes em que a umdadgse acha dividida. Algumas vezes
1

e e —_
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querendo representar o quociente de dous numeros fraceio-

E ¢ .
narios —» por exemplo, esc \"ve—se: c

() .y

@ o

separando-0s por um risco horizontal ; a esta expressao deo-
-
se o nome de fraccio de terma{ fraccionarios ; —b— representa

O
ib'

0 numerador e —1 o denominador ; aqun o denominador nio

exprime mais o numero de partes em que a unidade se acha
dividida. _

Examinemos se as regras ‘estabelecidas para as operacoes
sobre as fraccdes ordinarias convem a esta nova especie de
fraccbes, cousa importante, pois ellas se enconirio muitas
vezes no calculo. Nademonstragiio dos theoremas que seguem
g representardo fraceges, para mais commodidade ;

o ; . :
assim T serd uma fracciio de termos fracecionarios.
e
(3
Uma expressdo da forma Tpode serrepreseniadapormna
fracedo de termos inteiros, (7)

Com effeilo, uma tal expressao ndo sendo mais do que o
quociente de duas [racedes, temos :

_a_d axd m
< 57X bxc n’
) :
0. q. . n. d.

v ——————
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m e n representando rameros inteiros, productos de oulros
» pumeros inteiros, a x;'} ebxe. 0.q.e n.d.

: . a

217. THEOREMA. Uma expressdo, da forma s ndo muda de

valor, quando se mulliplicdo seos dous termos por um mesmo
numero m,

Escrevamos o que é possivel :

=q

(/=1

J IR
7 sendo uma fracciio de termos inteiros.
Multiplicando por b a igualdade acima, temos : »

(l;bxq

-

9 " . . 2
s, b e ¢ sendo [raccoes de termos inteiros é elaro que :

axXm=0bxqgxm

ou axm=(bxm)xy,
-

d’onde :

a>am e

’ bxm 1

por conseguinte, -

axXm _a o y

bxm b LG IR

O bservacdo. D'este [theorema conclue-se 0 meio de simpli-
ficar e reduzir ao mesmo denominador fraccdes da forma

£ por conseguinte o meio de fazer-se a addicio, e dimi-

nuicio d’essas expressdes,
1.

e e —_
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da forma -, é igual ﬁ)p
* producto dos dmaminadores

Trata-se db.dengwu-ar, por exemplo,

a c
f’{ 5Xa=bxd %
k. -
a R cme, e
=1, .© .3&9 5 B
R ife adr
;-‘* deduz-se " A
'*'_ a._b)cﬁl e’é dxq;
- ' fa
mull‘fphcando \gembro a membro a pnmelra lgunidada )
segumia. temos > - .:
. axc=bxqxdxq

RS s 4
l donde
.
porém,
logo, %

t/ru ownais expressi ¢
dosn g&om iuigl{dope "‘f'

m £
:

ﬁa-

axe=0bxdx@xq);

.

=l
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_ \ 1

210, TuroremA III, Cfuocientc da divisdo de duas expres-
. “

a s 1 . = ‘
soes de forma 5 ¢ igual'ao producto da primeira pela segunda,

porém inversd. .
Trata-se de demonstrar que :

a c_a_d _axd
? "deihaa °™ T e

2 : Ak B s Vo b axd
com efleito, se a igualdade acima é justa; isto 6, se 2C re-

bxe
J
presenta o quociente de % por %-, multiplicando esse quo-

ciente pelo divisor € deve-se reproduzir o dividendo ;
Com efleilo :

!

axd ¢ waxdxe

a
y s =~ (10 218) = =
bxuxd chxd( ) b o.q.r'z.n.d.
»
{‘ Applicacio da theoria das fraecses,

990. Tres questdes podem-se appresentar na applicacio da
theoria das fraccdes.

1. Conhecendo-se o valor de um inteiro, achar o valor de uma
fracedo d'esse inteiro. 2 :

II. Conhecendo-se o valor de uma fracedo de um inleiro,
achar o valor d’esle inteiro,

11I. Conhecendo-se o valor de uma fracedo de wn inteiro, de-
terminar o valor de outra fraccdo d’esse inleiro,

Resolve-se a primeira questio multiplicando o valor do in-
{eiro pela [raccdo.

Exempro. Um covado deum certo pano custando 5 mil reis,

2
quanlo cuslarao T de wm covado ?

e e —_
Biblicteca Pablica Benedito Leite



166 TRATADO

o Y A ‘
A solucdo do problema ¢ 5% . \\ oo
Resolve-se a segunda questdo dividindo o valor da fraccay

Por essa fmcguo
. ‘
Exemrro. 0s T de nm covado de pano custio 6 mil reis,
qual ¢é o preco do covado ?

A solucdio do problema ¢ — —=-—5— =8 X

Resolve-se a terceira questio por meio das duas prece-
dentes ; por meio da segunda pru&hra-sc o valor do inteiro, e
por meio da primeira o valor da outra fraccdo do inteiro, que
se pede.

Exemrro. O preco dos % de um metro de pano sendo 9 {ran-
¢0s, pergunta-se o preco de —2- do melro.

7% g X5 _ 15 francos, € 0 preco

(3) AT . .
s T
5 _

O preco do metro serd -

~dos = - seri 15 X = 28 190¢ 2=410 francos. &
3 3 3 g
EXERCICIOS, A -

QUESTOES RESOLVIDAS.

o . 3
L Dividir 126 em lres partes taes que a segunda seja 0s T

sy 3 2
da primeira e a terceira os 3 da segunda.

1
Solugdo. A terceira sendo 08 3 da segunda ¢ os— de 7005

da primeira, assim :

v ——————
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ahal, 3 /B 1 .
¢ 4 primeira - i da plflmelm -+ 3 da primeira =126,

9 v
ou 5. da primeira = 126 ,

d’onde se deduz :

APrimEIE = ....ves 56 ,

. 3
por conseguinte a segunda = i 56 =12 ,

A Ly
e a lerceira =)g - 36 =28

Somma = ..., 126
. »

1. Duas bicas aliment@o um tangue; a primeira correndo
s6 encheria o tanque vasio em 3 horas, e a sequnda em 5. De-
terminar o lempo que’empregariao as duas bicas correndo ao
mesmo tempo para encher o dilo tangue.

Solugdo. Por isso que a primeira ¢orrendo so encheria o

g
tanque em 3%, em 1* enc]}ena 3 do tanque; pela mesma razlio
ey 1
em 1+ a segunda encheria 5 do tanque, logo em 1" as duas bi-

1 8 8
+ 5 ou ﬁdo tanque; se —

[t

: § e k!
cas cor:fentlo juntas encheriio 3

do tanque se enchem em 1%, o tanque inteiro serd cheio em
ou em 1% 52% 30",

i
o

L

|

QUESTOES NAO RESOLVIDAS.

11I. As duas agulhas de um relogio mdrcdo meiodia, per-
gunla-se quando terd lugar o encontro seguinte, -
" 1V. A metade,0s dous lergos e os tres seplimos de um numero
fazem 67. Determinar esse numero.

v. A somma de dousnumeros é 665 o lerco mais o quarto do

N

e e —_
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primeiro equivalgn a metade mais ¢¥yuinto do segundo, Deter.
minar esses NUMeros. t\“

VI, Um relogio que auan(:a de tres minutos por dia [oi acer-
‘tado ao meiodia. Pergunta-se a hora exacta no mesmo dza
marcando o relogio 7%, 12,

VIL. Duas bicas correm no mesmo tangque: a primeira cor-
tendo so o enche em 5, a segunda em 4% e a agua do lanque
corre por uma torneira que o esvasia em 2% 0 lanque estando
cheio, e as tres lorneiras corr'em}o simullaneamente, em que
tempo o tanque se esvasiard ?

VIIL. Dividir 391 em, lres pars, de maneira que a segunda

7
seja ao mesmo tempo os — da primeira e 08 o5 da terceira.
IX. Seis numero$ estcm cnlre st como 16, 13, 11, 9, 5 € 3.

A somma ‘da primeiro e do wilimo é 104 —i— Quaes siio esses nu-

meros? - ;
9 & .
X. 4 metade dos = dos 5 de wm numero vale 8. Qualeesso
numero ? L 2
A
T \ ] : P\ P U =] \_\C
O o
B‘ BL (S LO
r~-} "" F\’t;\ s {QH

ESTADO e

o ———
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CAPITULO 111, A%
2, 2
THEORIA DOS NUMEROS DECIMAES, 'Zp <
7
s ¥
%
Definicies. (@
7

921, Vimos, tratando das fracctes ordinarias, que sua ori-
gem era a medida das grandezas conlinuas, e para ter-s¢ o
valor exaclo de nma grandeza continua , quando esta nio en-
cerrava “um numero exaclo de vezes a unidade Cscoihidn:
dividia-se a unidade em certo numero de parles iguaes, nu-
mero que alé aqui tem sido arbitrario,

A simplicidade das operacdes sobre 0s numeros inteiros
provem dos principos estabelecidos nanumeraciio, que consis-
tem sobre tudo na lei de decrescimento, que rege as differentes
unidades, cujas colleccdes siio representadas pelos algarismos,
que compdem o numero inteiro. Por conseguinte, ¢ claro que
os calenlos sobre 0s numeros fraccionarios tornar-se-hio muito
mais simples, submettendo a divisio da unidade em partes
jguaes a essa mesma lei.

Dividindo-se a unidade em dez parles iguaes, cada uma
d’essas partes serd um decimo da unidade; dividindo-se um
decimo da unidade em dez partes iguaes, cada uma d'eslas
novas parles serd um decimo de um decimo da unidade, ou
um cenfesimo da unidade: a decima parte de um centesimo
gera um millesimo, ele., elc.

0s decimos, cenlesimos, millesimos, da unidade chamio-se
partes decimaes da unidade.

Assim, uma unidade vale dez decimos, um decimo dez cen-
tesimos, um centesimo dez millesimos, ete.; em geral uma

e e —_
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sequinte. {
Obtem-se o valor de uma grandeza procurando as unidades
“iateiras que contem; supponhamos 15, mais um resto; os deci-
mos que contem este resto, supponhamos 8, mais um resto 3
0s cenlesimos que contem esle resto, supponhamos 5, mais um
resto e assim successivamente até chegar-se a um resto nullo,
ot liio pequeno que se possa desprezar sem alterar sensivel-
mente o valor da grandeza ; assim diz-se que, o valor da gran-
deza é 15 unidades, 3 decimos e 5 centesimos. O numero 3 de-
cimos mais 5 cenlesimos clmmac?e fraccao decimal : elogo que
a esta fracclio se ajunta a parte inteira, por exemplo, 15 uni-
dades, oblem-se um numero decimal. "

unidade de ordem decimal qualquer V"l le dez unidades da ordem
o (2

. MANEIRA DE ESCREVER-SE UM NUMERO DECIMALS

222, A regra quoe se deve seguir para escrever um numero
decimal ndo ¢ mais do que uma extensio da que foi estabele-
cida na numeracio escripta para os numeros inteiros. Com
effeito, como as diflerentes unidades de ordem decimal se
achiio sujeitas & mesma lei de decrescimento que as differentes
unidades nos numeros inteiros, e tendo em vista o principio
estabelecido na numeracio eseripta; isto é, que um algarismo
collocado ¢ esquerda de oulro representa unidades des veses
mais fortes, e collocado a direita representa unidades des veses
mais fracas, serd facil ver-se que o algarismo collocado 4 di-
reita do algarismo das unidades representard os decimos da
unidade, o seguinte (indo para a direita) representari a collee-
¢do dos cenlesimos, o seguinte a dos millesimos, o seguinte a
dos decimos-millesimos, o seguinte, a dos centesimos-millesi-
mos, ete.; para se poder distinguir onde comecga a fracedio
decimal, separa-se por meio de uma virgula o algarismo das uni-
dades do algarismo dos decimos; assim o numero decimal com-
posto de 217 unidades, 3 decimos, 5 centesimos, 8 millesimos
¢ escripto 217,358,
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Quando um numero decizal nio contem parte inteira,
escibve-se no lugar um zerg'if que ¢ separado por meio da vir=
gula do algarismo dos decimos; assim o numero decimal com-
posto de 7 decimos, 5 centesimos, 3 millesimos, 8 decimos-

millesimos ¢ escripto 0,7538.
Em um numero decimal os differentes algarismos, que com-

poém aparte decimal, chamio-se algarismos decimaes, figuras
decimaes, ou simplesmente decimaes.

MANEIRA DE ENUNCIAR-SE UM NUMERO DECIMAL.
/

993, Seja por exemplo 0 numero 317, 3578 que queremos

ler.
L. Podemos dizer: 317 unidades, 3 decimos, 5 centesimos,

7 millesimos e 8 decimos-millesimos.
1L. Podemos ler : 317 unidades e 3578 decimos-millesimos ;

com efleilo, por isso que
1 decimo = 10centesimos =100 millesimos =
= 1000 decimos-millesimos ,

1 centesimo = 10 millesimos = 100 decimos-millesimos .
e 1 millesimo = 10 decimos-millesimos,

temos :
-

5 decimos. . « . « . + . . = 3000 decimos-millesimos,

5 centesimos . . . . .. .= 500 » » :

7 millesimos . . .....= 170 » » :

8 decimos-millesimos. .. = 8 » » ;

¢ fazendo a somma d’essas igualdades, temos :

3 decimos-i-5 centesimos + 7 millesimos -8 decimos-
millesimos = 3578 decimos-millesimos,

111. Demonstrando da mesma maneira como no caso prece-

.
= S

e
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dente ver-se-hia que ainda se ponde ler o numero cscriplo
dado : 3 milhoes 173 mil 578 deci os-millesimos.

224, Princieio L. Um numero decimal nao muda de valor,
quando se; ajunta ou supprime wmow muilos seros a sua direita,

Por isso que o valor relativo de cada.algarismo em uma frac-
¢io decimal depende do lugar que occupa em relacio & vir-
gula, logo, elc.

225. Princieio 11, Logo que em um numero decimal se avan-
ca a virgula de um, dous algarismos, ete., para a esquerda ou
para a direila, o numero decimal torna-se 10, 100 veses, etc.,
Maior ou menor. ¢

Com effeito, avancando a v}rgula de nm algarismo para a
direita, o valor relalivo de cada algarismo torna-se dez vezes
maior, por isso que o algarismo, que representava os decimos,
representa as unidades, o que representava os centesimos re-
presenta os decimos, elc., logo o numero decimal torna-se dez
vezes maior.,

Logo para multiplicar ou dividir wm numero decimal por
10%, basta avancar a virgula de n algarismos para a direila ou
para a esquerda. i

Conversio de uma fraceio decimal em fraccio
ordinaria.

226. Pelo que se disse (n° 221), uma fracciio decimal differe
de uma fracgdo ordinaria em que a divisdo da unidade em par-
tes iguaes é submettida a nma lei, o que ndo existe na fracedo
ordinaria; logo a fraccdo decimal é um caso parlicular da frac-
¢do ordinaria, e enunciando todo e qualquer numero decimal
da segunda maneira (n° 223) vé-se que: ;

. 3508 .. 48878
317, 35[8—317+m—01f+ 10° °

Em geral, um numero decimal qualquer ¢é igual a sua parte
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inteira mais uma frac'g&o'm'rlz'nm‘ia que tem por numerador o
paste decimal e por denomi mdorunm polencia de 10, cujo ex-
poente ¢ igual ao numero ds algarismos na parte decimal,
Applicando ainda esta regra aos seguintes exemplos, temos:
312 26 5

0,312= 57, 0,026= 5, 0,0005 =70

Reciprocamente. Uma fracedio ordinaria cujo denominador é
uma potencia de 10, éignal a uma fracedio decimal, que contem
tantos algarismos na parte decimal, quantas unidades ha no
expoente da potencia.

Assim € claro que :

v

3476 467
':m.i— — 3&,76, W — 0,00!167 .

Addicio., — Sublram;.l'\‘o.

927. Como nos numeros decimaes uma unidade de ordem
qualquer vale dez unidades da ordem immediata, tantona parte
inteira como na decimal, logo a regra da addicfio e sublraccdo
estabelecida para os numeros inteiros convem aos numeros
decimacs.

Assim ¢ evidente que :

120, 3125 - 0,03267 =120, 34517
. 120, 3125 — 0,03267 = 120, 27983,

Pode-se verificar estaregra por meio das fraccdes ordinarias ;
com efleilo,

3125
10000

120,3125 =120 - ———

9267
100000

o 0,03267

ey
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logo 5

L

31950 3967
267 = : - =
120, 3125 +0,03267 = 120 - oo+ 20

31250 - 3267

=120 +— 55000

Seguindo a mesma marcha, verificar-se-hia a regra estabe-
lecida para a subtraccdo dos numeros inteiros.

ReGra. Para addicionar dous ow mais numeros decimaes ou
para sublrahir wm numero z{pcimal de outro, procede-se como
nos numeros infeiros, collocando os algarismos uns debaixo dos
outros, de maneira que as unidades de mesma ordem se corres-
ponddo ; o que se obtem, collocando os numeros de tal maneira
que as virgulas se achem em uma mesma columna vertical.

Observacdo. Pode acontecer que na subtraceiio o subtrahen-
do contenha mais algarismos decimaes que o minuendo ; n'este
caso ajuntdo-se zeros sufficientes ao minuendo, o que nio lhe
altera o valor, e procede-se a operacio & maneira ordinaria.

Multiplieacio.

228. Consideriio-se dous casos :

L 0 multiplicador é numero inteiro.

Seja 2, 37 a mulliplicar por 35.

0 numero 237 ¢ 100 vezes maior que o numero dado 2, 37
(n° 225), logo o producto 237 x 35 serd 100 vezes maior que o
producto 2, 37 < 35; logo obter-se-ha este, effectuando aquelle,
que se tornara depois100 vezes menor, separando & direita do
producto dous algarismos, ,

REGRA. Para obler-se o producto de dous numeros w'este caso
particular, multiplicio-se os dous numeros, como se fossem in-
teiros, e separdo-se d direita do producto tantos algarismos de-
cimaes, quantos ha no factor dado,
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1. O mulliplicando eo 'multiplicaclm' sao ambos numeros
dgeimaes, ’(

Seja proposto multiplicir 23,45 por 2,732.

Tomando-se por multiplicador o numero 2732, que é 1000
vezes maior que o multiplicador dado, o producto de 23,45 por
2732 serd 1000 vezes maior que o producto buscado; applican-
do-se sobre estes dous ultimos numeros a regra precedente, o
producto terd dous algarismos decimaes, e avancando ainda a
virgula para a esquerda de tres algarismos o producto torna-
se-ha mil vezes mais fraco, e representard o producto exacto
dos dous numeros decimaes,

Eis o typo da operacio: - »

23,45
2,732
i 690
70 35
1641 5
4690
64,06540

ReGRA. Para mulliplicar dous numeros decimaes, mulliplicao-
se os dous numeros, como se fossem inteiros e separdo-se d direita
do producto lantos algarismos decimaes, quantos ha ¢ direila
dos dous factores.

Considerando os numeros decimaes como fraccoes ordina-
rias, cujos denominadores siio potencias de 10, verificar-se-hia
2 regra supra.

Bivisao.
929, Distinguem-se dous casos na divisiio dos numeros de-

clmaes. .
1. O divisor é numero inleiro,
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Seja proposto dividir 27,325 por 28. Dividindo-se por 28 o
numero 27325, que é 1000 vezes ma’lp’r que o dividendo dado, o
quociente serd 1000 vezes maior, I\ go ter-se-ha o quociente
buscado, separando & direita d’aquelle tres algarismos de-
cimaes,

"Eis o typo da operacio:

27,325 |28
212 |0,975
165
25
G

O quociente exprimindo millesimos, o quociente completo

e o e, T .. 25 A
seri 975 millesimos mais 58 de um millesimo, 0 que se

escreve :

T 97,305 RN o5
95— 0975 5y -

REGRA. Para dividir um numero decimal por um inteiro,
divide-se por este o numero decimal, considerado como inleiro,
e a direita do quociente separdo-se por meio da virgula tantos
algarismos decimaes, quantos ha no dividendo dado.

II. O dividendo e o divisor s@o numeros decimaes.

Seja por exemplo 237,25, um numero que se quer dividip
POT 4,826,

Tomando-se por divisor o numero 4826, 0 quociente serd
1000 vezes menor ; logo para obter-se o quociente exacto, serd
necessario multiplicar por 1000 o dividendo dado, e qual torna-
se 237250 ; assim :

b |

¥

Biblioteca Publica Benedito Leite




] 5
—_ ( )

Yoy -

DE ARITHMETICA. ])T{ bt

Se se tivesse de dividir 943,6257 por 6,28, repelindo-se os ra(;) -0
clocinios precedentes, lerse-hia: , s

: s

03,6257 _ OWS62,57 .0 oo o 53T .

5,28 = 628 = .ot 53800 7

operaciio, que se pode effectuar empregando-se a regra esta-
belecida para o primeiro caso, que ha pouco examinimos.

ReGraA. Para dividir-se dous numeros decimaes um pelo ou-
tro, torna-seinleiro o divisor, o que se faz multiplicando-se o di-
videndo e o divisor pela unidade seguida de tantos zeros quan-
tos algarismos ha no divisor ; ¢'que ndo altera necessariamente
o quocienle, e procede-se a divisdo d’esses dous numeros, empre-
gando-se a regra que Lhes for convenienle.

Observacdo. Examinardio-se todos os casos que se podem
appresentar n'esta operacao,

0 segundo caso dé lugar a uma divisiio de numeros inleiros,
Jogo que o divisor conlem mais algarismos decimaes que o di-
yidendo ; no caso contrario a divisio de douns numeros deci-
maes entra no primeiro caso, onde o quociente completo se
obtem ajunlando-se ao quocienle determinado pela divisio uma
fraccio ordinaria, cujo numerador éo resto da operaciio, e
cujo denominador ¢ o divisor segnido de lanlos zeros quantos
algarismos decimaes ha no dividendo.

Por meio das fraccoes ordinarias se varificaria facilmente a
regra da divisio de dous numeros decimaes.

Conversio de nma fraccio ordinaria em decimal.

230. Converler ou reduzir uma f!‘ﬂ[-‘{.‘ﬁl’) ordinaria em deci-
maes ¢ buscar uma fracedo decimal, cujo valor seja igual ao da
fracgao ordinaria dada.

Expliquemos esla definiciio.
3 .
Seja a fraccio — que se quer converler em decim aes.
1
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Sabe-se que uma fraccio representa o quociente da divisiio go

numerador pelo seo denominador ; {lividindo-se 3 por 7 acha-
se 0 por quociente, e um resto 3; convertendo 3 unidades em
decimos, temos 30 decimos a dividir por 7, o que di 4 decimos
por quociente e um resto 2 decimos, de que ¢ necessario tomar

ainda a septima parle; converlendo 2 decimos em centesimos, |

temos a dividir 20 centesimos por 7, o que dé por quociente
9 centesimos e um resto 6 centesimos, de que temos ainda de
tomar a seplima parte ; converlendo 6 centesimos em millesi-
mos, temos a dividir 60 millesimos por 7, 0 que d4 8 millesimos
por quociente e um resto 4 millesimos, de que se deve tomar
ainda a septima parte, e assim successivamente; parando nos
millesimos, lemos ;

— 0,428 - [—,; de um millesimo,

1] &

Assim reduozir wmna fracedo ordinaria em decimaes ¢ busear
o maior numero de decimos, cenlesimos, millesimos, ete., con-
tidos na fracciio ordinaria dada ; para chegar-se a este fim, se-
guir-se-ha a regra seguinle, que ¢ uma consequencia do que
se acabou de dizer,

ReGrA. Para reduzir-se uma fracedo ordinaria em decimaes,
divide-se o numerador da [raccdo pelo seo denominador, o quo-
ciente dd a parte inteira da fracgdo decimal, que se separa por
meio davirgula ; @ direila do reslo escreve-se um zero, e divide-
se 0 numero assim formado pelo divisor, o quociente é 0 alga-
rismo dos decimos, que se escreve & direita da virgula ; d direita
dn sequndo resto escreve-se um zero, e o quocienle da divisdo
do numero assim formado ¢ o algarismo dos cenlesimos, que
se esereve d direila do algarismo dos decimos, e assim succes-
sivamente.

Nesta serie de divisoes pode aconlecer duas cousas; ou se
chega a um quociente exacto, ou nunca as divisdes se fazem
exaclamente, No primeiro caso a [raccio decimal obtida re-
presenla justamente o valor da fraccdlo ordinaria dada, e ng

-
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segundo pode-se prolong:t a operacio de tal maneira que a
fraccdo decimal oblida, de‘lprezando-sc o ultimo resto, diffira do
valor da fraccdo ordinaria dada em uma quantidade menor que

, g 1
toda quantidade dada (ﬁ) » Ou como se diz ordinariamente

menos de—.
em 10"

Quira maneira de considerar-se a conversio de uma
fraccio ordinaria em decimaes,
Condicio para que t(al conversio tenha lugar.

231. Uma fracedo decimal sendo equivalente a uma fracedio
ordinaria, cujo denominador ¢ uma potencia de 10, para cc‘:)n-
verter-se uma fracciio ordinaria em decimaes, basta converter a
dita fraccdo em oulra fracgdo ordinaria, que tenha por denomi-
nador uma potencia de10; isto feito, serd facil passar-se d’esta
4 fracedo decimal buscada, (n° 226, Recip.)

Teala-se pois em primeiro lugar de resolver o seguinte pro-
blema:

Achar uma fracedo ordinaria equivalenle a uma fraccdo or-
dinaria, tendo por denominador 10",

Esle problema ¢ um caso parlicular do problema resolvido
na theoria das fraccoes ordinarias (n°200), onde se exposério
ao mesmo tempo as condicdes necessarias Para que lal transfor-
macio lenha Jugar.

Representando & o numerador da nova fraccio, temos :

{x (1] . a>10n»
— =—: d'ond et
alUu b L) e! €T b .
Assim para obler-se @ basta mulliplicar @ pela unidade se-
guida de cerlo pumero de zeros, ou melhor ainda cscrever
4 direita de ¢ um numero indefinido de zeros e dividir o nu-

42,

ey ——
Biblioteca Publica Benedito Leite



180 TRATADO

mero assim formado pclo dcnominidor b da fraccdo dada; foi
justamente & esla regra que chegimts pelas consideracdes pre-

cedenles.

Para que a transformaciio se faca cxaclamenle; isto €, para

que 2 seja inteiro, € necessario, que 10" seja um multiplo de b,
o que significa, que bndo deve conler outros [actores sendo2 e5,

a e -
= sendo uma fracedo irredusivel.

b

232. Logo, para que wma [raccdo ordinaria possa ser ex-
pressa em decimaes, € necessario que o seo denominador ndo
contenhu outros faclores sendo® e 5.

Esta condi¢do é sufficiente. Gom effeilo, se for preenchida,
multiplicando os dous termos da fraccdo dada poruma polencia
de 2 ou 5, polencia tal, que torne o denominador uma poteneia

N
perfeita de 10, teremos uma fraccao da forma —- 1o~ q0€ ¢ um nu-
mero decimal.

Seja proposto converler em decimaes as seguinles fraccdes,

iRt Ssiar 13 47

27 57 25607 200’ 80’ 460

v i ] 0.5

& HRIG A0 wgdnd

2 2x%2 &

5= Fxo - d0. 0" :
3 3 x 2 12

B Fxr i ol

THls Lo Toe 5 175 /
W Pxs oxs 10 ol
11 11 AP RN D -
W Fxe T Txs a0 00
13_ 13 13x5 1635 :
8= ST = T = = 0,1625

17 2ol 17 < 5* 10625
16“ Q’XJ_'PX V,S 105

= 0,10625

Converlerdo-se as fraceGes acima em decimaes, decompondo-
-

1&. -
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se 0s denominadores em potencias de seos factores primos, e
multiplicando-se os dous termos de cada fraccdo por uma po-
tencia conveniente de 2 ¢h 3, a fim de torpar cada denomina-
dor uma potencia perfeita de 10,

CoroLrArIo. Uma fracgdo decimal equivalente a uma fracciio
ordinar‘iu'irr'eduzivel contem lanlos algarismos decimaes, quai-
tas unidades tem o expoente do fuctor 2 ou 5, que figura no deno-
minador com 0 maior expoenle,

Com efleito, o expoente n de 10°, em que se¢ transforma sem-
pre o denominador da fracedo irreduzivel, provem do expoente
mais allo, de que ¢ affecltado ¢ factor 2 ou 3,

Avaliacio approximada em decimaes de uma fraccio
inconvertivel,

9233. 0s calculos sobre os numeros decimaes sendo muito
mais faceis que sobre 0s numeros fraccionarios, lransformio-se
esles ullimos sempre em decimaes, ainda mesmo quando niio
sejdo converliveis; a maior parte das vezes niio se lem neces-
sidade de valores exactos, as quesldes que se appresentio or-
dinariamente, exigindo somente resullados approximados.

Ha pois vantagem em saber-se como se deve operar, para que
o valor em decimaes de uma frac¢io ordinaria inconvertivel
dada seja oblido com uma approximacio dada antes e ao
mesmo lempo em conhecer-se um limite do erro que se com-
melte , tomando-se por valor da fraccio ordinaria dada o nu-
mero decimal approximado (1).

934. Avaliar nma grandeza a menos de uma unidade é buscar
o maior numero de unidades conlido n'essa grandeza. Se o

(1) Trataremos a primeira questio, deixando de parfe a segunda de que nos
occuparenios na theoria das approximacors.

*

e
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comprimento de uma linha, por exemplo, é comprehendid®
entre 5 e 6 metros, 5 é o valor da ;{randeza a menos de uma
unidade por defeito, e 6 ¢ o valor \i menos de uma. unidade

POr exCesso.
’ AT
Avaliar uma grandeza a menos de T buscar o maior

multiplo d’essas fracctes contido na grandeza dada. Em geral

! L 1
avaliar uma grandeza a menos de = ¢ buscar o maior wulliplg

1 :
de «: conlido na grandeza dada.

Appliquemos as definictes precedentes ds fracedes, Suppo-
t

T b h, :
nhamos que se quer {er o valor da fraccio 5 auma unidade

proximo; basta para isso extrahir os inteiros contidos na frac-
c¢iip; assim achamos que

&4 ¢ o seo valor por defeito, e 5 o seo valor por excesso a menos
de uma unidade,

. - O 1
235. ProBLEMA GERAL, Avaliar a fracciio 7 Amenos de o
: 1 :
Pode-se sempre achar dous multiplos de - qui comprehenddo
~ & x .
a fraccdo 33 S¢ —-représenta o menor d’esses multiplos, tem-se ;

r-41
n

<<

2| &
Sk

3
ou multiplicando por n :

:r<a>;" < (x4-1);

X N : :
ﬁfg—-- se¢ acha comprehendido euntre dous numeros que diffe-

-

-
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rem em uma unidade, logo teremos o numero inteiro  extra-

g : A GX N
hindo os inteiros contidos na fraccio —

7 : 327
APPLICAGOES. Séja proposto avaliar a fraccdo Tog & menos de
1

i applicando-se o que se disse precedentemente, acha-se

a frace:io i chll‘crc pouco dc ; tomando-se a primeira por

lg‘i‘
valor d'esla ultima comlmue-se um erro qne é justamente
20 357 30 1 g iy )
o s = o (qUe quer dizer o =
198 11 2178 = 66’ que q que a fraccdo e
% 1
differe da fraccio dada em 6 -
: : ot P 1
Seja a fraccio 7 que se quer avaliar a menos de 10 -
0 numerador da nova fracciio se obtem extrahindo-se os in-
22 > 1000
teiros contidos na fraccio et operando, temos :

3152 22 3143
A o e B

ou

Ge

3,142 < % < 3,143,

A avaliacdo approximada de nma frac¢iio ordinaria em de-
4Dt -
cimaes a menos de 10 © pois um caso parlicular do problema

géral, que ainda ha pouco resolvemos, e cuja solugdio fornece
a seguinte regra, -
i
236, REGRA, Para avaligr-se em decimaes a menos dc - UMa

e
Biblioteca Publica Benedito Leite



154 TRATADO

fracgdo ordinaria, multiplica-se o numerador da fracgdo poy
10", divide-se o numero assim [‘ormafo pelo denominador, e s3-
para-se no quociente n algarismos d direita.

= s . a
Uma fraccdo ordinaria 3 sendo dada, pode-se sempre achar

duas fraccaes decimaes approximadas que comprehendﬁo a
1

fracmo 73 uma representa o valor da fract'ao 5 a menos de 10

por defeilo, e a oulra por excesso.

KFraccdes decinfacs periodicas,

237. Chama-se fraccdo decimal periodica uma fraceio deci-
mal na qual cerlo numero de algarismos se reproduzem in-
definidamenle; o numero formado por esses algarismos cons-
titue o periodo; a fracedo € periodica simples, logo que antes
do primeiro periodo se achdo alguns algarismos, que niio fazem
parte d’elle, '

A fracciio decimal

028232000
¢ periodica simples; 27 é o periodo; e a fraccio

0,346282828........

¢ periodica mixta e o periddo é 28,

238. TueoreMA I, Toda a fracedo ordinaria que ndo da lugar
a um quocienle decimal exacto, dd lugar a uma [racedo decimal
periodica,

Seja -:% a fracciio dada tal, que ndo dd lugar a nm quociente

decimal exacto; a fracclio decimal, equivalente a =, serd uma

di
fraccdo decimal periodica. Com efleito, para se converter a

J_‘
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f,-gcgﬁo':—; em decimaes, escreve-se a direila de n um numero
indefinido de zeros e npql"!]-sc a divisio por d; na serie das
divisdes parciaes o menor resto que pode apparecer ¢ a uni-
dade e o maior (d—1) ; ndo podendo haver maior que (d—1),
ey menor que 1, o numero dos restos differentes que se po-
dem appresenlar ¢ ao maximum (d—1); logo que se tiver
feito pelo menos (d —1) divisoes parciaes, continuando a ope-
racdio as oulras divisdes parciaes nio podendo dar lugar a um
resto nullo, dariio lugar hecessariamente a um resto ja eseriplo;
i direita d’esle escreve-se um zero, o que forma um dividendo
parcial ja oblido, que dividido pelo mesmo divisor dard ao
quocienle um algarismo ja escripto ¢ um resto ja obtido, e
assim por diante; de sorte que os algarismos do quocienle se
repelirdo periodicamente,

ConoLLARIO. Pelo raciocinio precedente vé-se que, o numero
dos algarismos do periodo mais o numero dos algarismos que
precedem o primeiro periodo formdo um numero menor que o
divisor.

JBusca da fraccao ordinaria geratrix de uma fraccio
decimal periodica.

939, TueoreMA IL A fracedo ordinaria, geratriz de uma. frac-
¢do decimal periodica simples, tem por numerador um periodo,
e por denominador um numero formado de tantos 9, quantos
algarismos ha no periodo.

Gonsideremos a fraccio 0,272727..... : a representando uma
fraccio ordinaria equivalenle & fraccdo 0,272727..... 27, na
qual se tomardio n periodos, temos :

a==0,272121..... 272T; (1)

multiplicando esla igualdade por 100 :

100 x @=21,2727...... 27, @)

ey ——
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e subtrahindo (1) de (2), temos:

gy
100, —a = 27 — 10—0”
ou
27
99.(} e=2% —W

A medida que se tomar n maior, mais o valor da fraceiio
decimal periodica dada se approxima da exactiddo; de ontro
27
lado, quanto maior {or n, tanto menor serd a fracedo —— o
que tem por limite zero sen cresce indefinidamente; islo 6, se
a fracciio decimal periodica dada € considerada com sco valor
limite; logo

lim, 99.a =27,

d'onde :

; 27
==. o.q.end
lim, « gg+ O - e e

Assim 6% ¢ o limite para o qual tende a fracedo 0,272727....,

& medida que se toma um numero de periodos cada vez maior.

240. Observacdo. A fracedo ordinaria geratrix de uma fracedo
decimal periodica simples ¢ susceptivel de simplificagdio. O de-
nominador, contendo somente algarismos 9, depois da snmph—
ficaciio, se houver, nunca conterd o factor 2

241, Tueorema III. A fracedo ordinaria Jerutri;n de uma
fracedio decimal periodica mixta tem por numerdador o numero
formado dos algarismos da parte ndo periodica e do perioda,
diminuido da parte ndo periodica ; ¢ por denominador o nu-
mero formado de tantos 9 quantos algarismos ha no periodo,
sequido de tantos zeros quantos algarismos ha ne parle ndo
periodica.

Seja proposto, por exemplo, determinar a fracedo ordinaria
geratrix da fracclio 0,435272727,....3
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Ponhamos :
i a= 0,4352727...., 2727, =

n sendo 0 numero de periodos considerado; mulhphcando at
jgualdade acima por 10°, e depois por 10%, temos :

\

100000, @= 43527,27..... 2727, I
1000, a=— 435,2T..... 2727;

subtrahindo a segunda da primeira, temosg :

r = 27
s R27 — 3! H
LA LA BN 108 < 10" °
Repelindo o mesmo raciocinio (n° 240 ) ver-se-hia que
27
107 < 10"’
menle ; por conseguiente

tem por limite zero, logo que n cresce indefinida-

lim . 99000, @ = 43527 — 435

43027 — 113 )
g 09000

0. q.'e. . 'd,

242, Observagdo I. O numerador de uma fracedo ordinaria
geratrix de uma fracgdo decimal periodica mixta nunca termina
em zero; se assim fosse, o ultimo algarismo do periodo seria
igual ao ultimo algarismo da parte néio periodica, porém en-
{iio o periodo comecaria por um algarismo antes.

Observagao 11. O theorema precedente applica-se tambem
aos numeros decimaes, considerando-os como fracgdes perio-
dicas mixlas,

¥ facil ver-se que

:.9,252525......_1.94_:;‘ Q%iﬁg
B9 X (100 —1) 25 _ 4925 —49

99 o 99 °

por iss0 que 99 == 100 —1,

ey ——
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Do mesmo modo temos :

. et W
57,32784848L . .. . =57 - 3278/ — 327

99000
57 99000 -4- 32784 —327
= 99000 =
57 % (100000 — 1000) - 32784 — 327 _ 5732784 — 57327
. 99000 35 99000

243, Tueorema 1V, O denominador da [racgdo ordinaria ir-
reduzivel, geratriz de uma fracedo decimal periodica miria,
conlem necessariamente um dos fuctores 2 ou 5, ou ambos com

« eacpoentes iquaes ou differentes; o maior expoente é sempre igual
ao numero dos algarismos da parle ndo periodica.

0 numerador nio podendo terminar em zero, nio pode con-
ter ao mesmo lempo os factores 2 e 5; 50 poderd conler um
d’elles, ou nenhum; por conseguinte, depois da simplificacdo
se houver, exislird sempre no denominador ao menos um dos
factores tendo o mesmo expoente, que a potencia de 10, que
determina o numero dos algarismos da parte ndo periodica.

244, CoroLrLArio 1. Logo que o denominador de uma fracgdo
ordinaria ndo conlem os foctores 2 ¢ 5, porém oulros, differentes
d’aquelles, a fraccdo decimal equivalente d primeira ¢ periodica
simples. _

A fraccdio decimal equivalente ¢ periodica (n* 232), e perio-
dica simples; porque, se niio o fosse, seria periodica mixta,
n’este caso a fraccdo ordinaria geratrix d’esta ultima conteria
no seo denominador o factor 2 ou 5 (n° 243), o que ¢ contrario
a hypothese.

245, Cororrario II. Logo que o denominador de uma fracedo
ordinaria confem um dos factores 2 ou 5, ou ambos , juntos a
outros factores differentes, esta [raccao da lugar a uma fracedo
decimal periodica mixta, na qual o numero dos algarismos da
parte ndo periodica é igual ao maior dos expoentes de 2 ¢ 5, que
enlrdo n'aquelle denominador.

A fracg¢édo decimal é periodica (n° 232), e ¢ periodica mixla;
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seniio, seria poriodica simples : neste caso a fraccdo geratrix

d'"esta ultima nio conleyia no seo denominador nem o factor °

2 ,snem 0 factor 5 (n° 244), o que é contrario & hypothese,
946. Consideremos emfim a fracciio decimal periodica se-

guinte
0,99999......;

empregando o theorema (n° 239), lemos :

9

lim, 0,9999......= g 1;

Com effeilo, vé-se facilmente que 4 medida que o numero de
periodos cresce, as fraccoes decimaes successivas differem da
unidade de quantidades que diminuem successivamente, ¢ po-
dem tornar-se menores que toda quantidade dada ; logo no
Jimite a fracedio 0,999...... iguala a unidade.

EXERCICIOS.

I. Calcular a fraccdo 13—1 approximada a 0,0001;

/ ; 1
11. Calcular a fraccio ﬁ% approximada a 7 .

e 014 :
1I[. Calcular a fracgio 5%5 approximada a

o
J

19 °

ST 7 £
1v. A fracgdo 1250 ¢ convertivel em decimaes? Qual o seo
a0

salor?
W:;’" beterminar uma fraceio, que tenha por denominador 40,
equivalente ao inteiro 7.
V1. Determinar a fracgdo ordinaria geralrix da fracedo de-
cimal 0,0037&37&37&......
VIL. Delerminar a [rac¢do ordinaria geratrix de fracedo
472,585858. .00

e
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VIIL, Bisear uma fmg:aa que tenha por.

" RS Ly % ,_“:,_'
equivaieuied frac(:&m- o ,'f' o ‘

b'ovg Reduzmdo-sc em dec!mm ﬂuux ﬂ'acoﬁes irmd i eis
‘mesmo denominador, 0s penodos das‘ duas fracpﬁ
terao 0 mesmo numero d& a Jamw. i v
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Medidas,

—_—

CAPITULO PRIMEIRO.

SYSTEMA METRICO.

Introdueciio.

947. A concepclio e introduccdo do systema melrico ou do
povo systema de pesos e medidas, no territorio francez, é um
monumento scientifico erigido & gloria da Franca.

Este systema, notavel pela sua simplicidade, pela sua base,
tomada na natureza; isto 6, no globo que habitamos, e pela
relaciio que lem com 0 nosso systema decimal, € o resultado
do mais bello trabalho geodesico, que jamais fora emprehen-
dido por naciio algama, nem em seculo algum.,

Em 1790 a Assemblea Constituinte, surprendida dos graves
inconvenientes que resultavio da grande variedade dos antigos

esos e medidas, encarregou a Academia das Sciencias de Paris
pela lei de 8 de Maio do estabellecimento de um novo systema
de medidas.

Uma commissdo foi nomeda pela Academia, composta de
gorda, Lagrange, Laplace, Monge, ¢ Gondorcel,

ey ——
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Para fixar a medida de comprimenlo a nalureza offerecia
dous meios principaes: 1° o comprimento do pendulo que batle
o sequndo, 2° 0 comprimento do meridiano. A primeira medida,
ainda que de uso facil, dependia de dous clementos, a gravi-
dade, variavel na superficie da terra, e o fempo, cuja divisio é
arbilraria. O segundo meio, que parece (er sido empregado na
mais remola antignidade, foi pois preferido.

MM. Delambre e Mechain, célebres aslronomos [rancezes,
encarregados pela Academia das Sciencias de Paris e munidos
de instrumentos de uma exacliddo alé entdo desconhecida,
emprehenderdo a medida do meridiano d’aquella capital, ope-
racdio que ja linha sido executada antes pelo sabio Picard, e
verificada depois por Cassini e seo filho.

Foi confiada a Delambre a parte septentrional, de Dunkerque
a Rodez, distancia de 380000 loczas, e a Mechain o intervallo
de Rodez a Monljoni perto de Barcelona contendo 170000 toezas,

No fim de 7 annos de um trabalho, constancia ¢ coragem
incomparaveis, Delambre ¢ Mechain entrardo em Paris tendo
posto termo &s suas invesligacdes scienlificas, feilas no meio
de tempestades revolucionarias, Concluirfio esses astronomos
de scos calculos que o quarlo do meridiano, supposto ao nivel
do mar, equivale a um comprimento de 5130740 toezas; a de-
cima millionesima parte d’este comprimento, que se chamou
metro, foi tomada por unidade de comprimento.

No dia 22 de Junho de 1799 o padrdo prototypo do metro em
platina, na temperatura de gelo, foi deposto nos archivos do Es-
tado, porém sé foino dia 13 de Septembro de 1801 que o novo
syslema se tornou obrigaltorio.

As grandezas consideradas nas sciencias Mathemalicas siio
08 comprimenlos , superficies , volumes , e pesos. A reunido das
unidades d’essas diversas grandezas conslilue o syslema me-
trico, que tambem se chama legal por ser o unico authorisado
pela lei; o systema metrico ¢é dilo decimal porque as divisdes
de cada unidade s@io submettidas & lei decimal.

A unidade por excellencia ¢ o metro, todas as outras se de-
riviio d’esta.

o r——
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Medidas de comprimento,

248. A unidade principal para o eomprimento ¢ o metro.
0s submultiplos e multiplos d'esta unidade :

Millimetro ou um millesimo do metro ;

Centimetro ou um centesimo do mefro :

Decimetro on num decimo do metro ;

>

-1
=

Decamelro ou dez metros ;

Hectometro ou cem metros;

Kilometro ou mil metros ;

Myriametro ou dez mil metros ;
formio-se fazendo preceder a palavra melro dos
nomes tirados do latim e do grego :

Milli, centi, deci, deca, hecto, kilo, myria,
que significiio :

Millesimo, centesimo, decimo, dez, cem, mil,
dez mil,

A figura & margem ¢ um decimetro, as divi-
s6es 0,4, 2...,10 sio centimelros, e as menores
millimetros,

As subdivisoes e divisoes do metro s%io oulras
tantas unidades que siio empregadas segundo
as circunslancias, pois deve-se tomar uma uni-
dade em relaciio ao comprimento que se quer
medir. 4

Os physicos ordinariamente tomio por uni-
dade o millimetro.

Para as medidas itinerarias toma-se por uni-
dade o kilometro, Na agrimensura a medida
empregada é o decametro on o hectometro,

Para medir pequenos comprimentos empregio-se regoas de
9 decimetros de comprimento (duplo decimetro), divididas
em centimetros e millimelros,

13
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L B

Medidas de saperficie.

. . .

249. As unidades de superficie sio quadrados tendo por
lados as unidades de comprimento. : '

A unidade principal é o metro quadrado; isto ¢, quadrado
cojo lado ¢ um metro. . '

0s submultiplos d'esta unidade sio o millimetro quadrada,
o ‘ecentimetro quadrado, o decimelro quadrado , quadrados
" tendo por lados respeclivos o millimeiro, o centimetro, e o
decimetro. .

0s multiplos da unidade principal sio o decamelro gua-
drado, 0 hectometro quadrade, o kilometro quadrado, o my-
riametro quadrado, quadrados tendo por lados respeclivos o
decametro, o hectometro, o kilometro, e o myriametro.

Cada uma d’estas unidades vale cem vezes a unidade infe-
rior; assim por exemplo o metro quadrado vale cem decime-
tros quadrados. Esta propriedade dos quadrados, que se de-
monstra em Geometria, torna-se manifesta pela figura abaixo

10

40 -_‘. ':\;\; .
e

X,

\

1
-1

Dividindo o metro de hase em dez partes ignaes, condi=
zindo pelo primeiro ponto de divisdo da altura a parlir da
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base uma parallela & esla, e pelos differentes pontos de di-
visoes da base linhas parallelas & altura alé o encontro d’a-
f]uella parallela, obtem-gp um rectangnlo composto de 10 de-
cimelros quadrados; ora o quadrado de um metro de lado
compondo-se de 10 rectangulos iguaes & aquo]le contem
10><10 ou 100 centimetros quadrados.

Assim

Um myriametro quadrado vale 100 kilomelros quadrados.
Um FKilometro quadrado  — 100 hectometros quadrados.

Um hectomelro quadrado  — 100 decamelros quadrados.
Um decametro quadrado  — 100 metros quadrados.
Um melro quadrado — 100 decimetros quadrados.

_Um decimetro quadrado  — 100 centimetros quadrados.
Um centimelro quadrado - 100 millimetros quadrados,

A unidade principal para a medida dos terrenos ¢ o deca-
melro quadrado que se chama are. O multiplo e o submultiplo
dq are, empregados, sio :

0 heclare que vale 100 ares = 1 hectometro quadrado.

’ 1
0 cenliare que vale 100 doare = 1 metro quadrado.

As outras unidades de superficie nio receberiio nomes par-
ticulares.

Miedidas de velume ou eapacidade,

250. As dillerentes unidades de volume siio cabos tendo por
ladog as differentes unidades de comprimento.

A unidade prineipal é o metro cubo, cujo lado tem num me-
tro de comprimento. =

As unidades mulliplas da principal nio sio empregadas ;
empregdo-se porém as submulliplas, taes como o decimetro

“eubo, e o centimelro cubo.
-_cada uma d’estas unidades vale 1000 vezes a unidade im-

ey ——
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‘mediatamente inferior, assim o melro cubo vale 1000 decime-
tros eubos, o que se pode ver pela figura seguinle :

3_0'957654

e LA AW AT
/////_//// /

e
//J////7_7L~

g
L

0 metro cubo toma o nome de stére, logo que é empregado

para medir madeira de carpinteiria. .

O multiplo do stére é o déeastére, que vale dez stdres, e o
submultiplo o decistére, que é um decimo do stére,

MEDIDA DE LIQUIDO.

A unidade que serve na medida dos liquidos e griios do
litro, cuja capacidade equivale ao decimetro cubo.

A3 subdivistes do litro sdo =+ - ?

() decilitro que vale a decima parte do litro,

0 centilitro que vale a centesima parte do litro.

0 litro empregado na medida dos liquidos ¢ um eylindro
em estanho, cuja altura é o debro do diametro da base, O
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litro empregado na medida dos graos ¢ um cylindro de ma-
deira, cuja allura € igu aal a0 diametro da hase.

Medidas de peso.

251, O grammo ¢ a unidade de peso ; ¢ o peso no vacuo de
um centimetro cubo d'agua distillada na (emperalura de 4
graos do thermomelro cenligrado, onde a agua adquire sua
densidade maximumn,

As subdivistes e divistes do grammo sio :

0 milligrammo ouum millesimo do grammnio.

O centigrammo ou um centesimo do grammo,

0 decigrammo ou um decimo do grammo.

0 decagrammo ou 10 grammos,

0 hectogrammo ou 100 grammos.
~ () kilogrammo ou 1000 grammos.

0 myriagramnmo on 10000 grammos.

0 quintal melrico que serve para forles pesadas \ale 100

kilogrammos.
A tonelada empregada na carregacio dos navios, vale 1000
kilogrammos.

Observacdo, Um litro d’agua distillada no maximum de den-
sidade pesa um kilogrammo, e a tonelada de marinha é o peso
de um metro cubo do mesmo liquido.

Medidas monetarias.
-

959, A unidade monelaria ¢ o franco. O franco ¢ uma peca

: . : 9 _
de prata pesando cmpo grammos, e contendo 10 do seo peso

1
s onre.
de prata, e l(le cobr
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As subdivisoes do franco sio : ¢

) decimo on um decimo do franco.

() centimo ou um centesimo do franco.

\s moedas de ouro contem tambem. um decimo de cobre ;
esla liga d4 4 moeda uma dureza que nio teria, se fosse fabri-
cada com prata ou ouro puro. .

A razio que existe entre os valores de um mesmo peso de
ouro e prata foi fixada a 15,5,

As moedas de bronze siio formadas de 95 partes de cobre.
puro, 4 d'eslanho, ¢ nma de zinco.

TABOA DAS MOEDAS FRANCEZAS.

. DIAMETRO PESO
NOME DAS PECAS. em em +
8 MILLIMETROS. GRAMMOS.
Peca de 40 franeos. 26 12,90322 -
outo : = 7207 — 2y 6,45161 »
— 40 = . 19 3,22580
Peca de b frances. 37 25
=T 27 10 3
PRATA — | - 23 5
( SNy 18 2,5
ST A 15 1
[ Peca de 10 centimos. 30 10
- § e 2% 5
COBRE s "y 90 g
t i 15 1 :

Como seria muilo difficil na fabricacio das moedas dar a
cada uma o peso legal, a lei tolera um pequeno erro para mais
ou para menos ; esse erro que se chama tolerancia, é 0,002 do
peso da peca. 3

Chama-se TITULO @ razdo do peso da quantidade de ouro ow
prata pura conlida em uma liga qualquer ao peso da liga,
Assim, quando se diz que 0,750 ¢ o titulo de umo joia d'ouro,
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deve-se comprehender que sobre 1000 grainmos de liga ha
© 750 grammos (e 0uro pdro.
Existem tres litulos legaes para as obras de ouro que sio:
" 0,920, 0,840, 0,750 ; os lilulos legaes para as obras de prata
siio 0,930, e 0,800, O titulo das moedas de ouro e prata é
0,900, »
As despezas de fabricagdo das moedas sio fixadas pela lei
a 6 por um kilogrammo de ouro, ¢ a 11,50 por um kilogrammo
de prata, de maneira (ue um kilogrammo de prata no titulo
de 0,900 vale somente 200 —1,50 = 1981,50, e um kilogrammo
(e ouro no mMesmo titulo vale 200 3¢ 15,5 — 6 == 3094%, assim:

900 de prala pura valem 198', 50 i ?ﬁ.
. (13 AR
> — 5
900« de ouro puro valem 3094% > 6
togar o . b o ¢
iy 15 de prala pura vale 12950 > g2
: de prata pure TN o \
!3 2 :\: :-.
: 3,9 309/ . e
1¢ de ouro puro vale .- 'L—l:f}i ‘o -0
o : 1) ¥
o em seguida : :7 (?
198,50 < 1000 2
kg de prate a vald ———— = == 39(jt .5 3
]—quw ou 1% de prata pura v 1le 900 2205 561 C
T'..‘ :
? 3094 < 1000 ©
- 10008 ou 1% de owo puro vale ——rr—— = 3437¢ 78,
Divisio da Circumferencia.
953, A civewmferencid ¢ wna linha curva fechada, cujos
pontos, gituados em uu mesto plano, estdo igualmente dis-

“ mmesge um pouto intcl.'ic:r, chamado centro.
A circumferencia se divide em 400 partes

iguaes chamadas

e
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graos, o grio em 100 minutos, e o minuto em 100 sequn-=
dos, ele, : :

Escreve-se por exemplo um arco de 19 grdos, 55 minutos, e
13 segundos : 19° 55’ 13", Esta divisio nio foi adoptada.

EXERCICIOS,

.

L A medida de um comprimento ¢ 2457%,037, exprimir essa
medida successivamente em kilomelros, decimelras, decametros
e millimetros,

1L A medida de uma Superficie € 24 v 5. 497945, exrpri-
mir essa medida em decimetros quadrados, e em metros qua-
drados.

I A medida de cerla superficie é 2463207 centigres, expri-
mir essa medida em hectares, : :

V. A medida de cerlo volume ¢ A32794 <, 1192070, expri-
mir esse volumesem heclometros cubos, e em decimetros cubos.

V. A medida de certo liquido é 6397,/1,27, CLPrimir essa me-

“dida em hectolitros, e em decilitros.

VL. Um sacco contendo jrancos pesa 1155 kilogrammos, per-
gunta-se o numero de francos,

VIL. Um sacco contem 150 pecas de 5 francos, qual o peso do
saeeo ? ; > _

VIII. Ein virtude da definicao do litro, determinar o peso de
um lilro d’agua. X

IX. Sabendo-se que 20 francos em prata pesao 100 grammos :
pergunta-se o peso de 20 francos em ouro,

X, Um objecto de prata de titulo 0,950 pesa um kilogrammo:
qual é o seo valor inlrinseco ?
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CAPITULO 11, 2 Ry

SYSTEMA BEASILEIRO DE PESOS E MEDIDAS — v,

¢
NUMEROS COMPLEXOS, — COMPARAGAO ENTRE 08 5. _
SYSTEMAS FRANCEZ E BRASILEIRO, ‘YO

Systema brasileiro.

954, Damos aqui as principaes unidades de medidas em-
- pregadas no Brasil (1),

Medidas de comprimento, .

A unidade de comprimento ¢ a vara. Eis os multiplos e sub-
multiplos d’esta unidade :

1 braca vale 2 varas.

1 vara — 5 palmos.

1 palmo — 8 pollegadas.
1 pollegada — 12 linhas,
AR — () pd

As medidas itinerarias sio : {
A legoa que vale 3 milhas.
A milha que vale 947} bracas.

(1) As medidas do Brasil com seos valores correspondentes no systema me-
trico nos fordo fornecidas por M. Silberman, conservador no Conservatorio das

Artes e Offictos.
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Medidas de superficie,

255, As differentes unidades de superficie sio quadrados,
cujos lados siio as unidades correspondentes de comprimento.
Para medir terrenos cmprega-se ordinariamente o bracu

quadrada, e algumas vezes g geira que consta de 400 bracag :
(quadradas,

Medidas de volume ou capacidade,

256, Para os liquidos sdp :

Olonel quevale 2 pipas.

\ pipa — 26 almudes;
O almude  — 12 canadas.

A canada — A quartilhos.

Para os seccos sio :

0 moio - que vale 15 fangas.
q g

A fanga — 4 alqueires.
0 alqueire — I quartas,
A quarta — .2 oitayos.

Tambem se usa do palino cubico,

Medidas de peso.

257. A unidade principal ¢ a libra; os multiplos ¢ submul-
tiplos d’esla unidade sio :

A arroba que vale 32 libras. .

Biblioteca Publica Benedito Leite



DE ARITHMETICA. 203

A libra — 2 marcos.
0 marco s 8 oncas.

A onca - 8 oilavas.

A oitava. — 72 grios.

para as grandes pesadas empregio-se tambet 0 quintal-que
vale 4 arrobas, ¢ a tonellada 54.

Rledidas monetarias,

258. A unidade prineipal é o 7eal, moeda imaginaria.

As moedas de ouro e prala no Brasil tambem leem ceria
liga de um metal inferior; a pureza do ouro avalia-se por qui-
lales, graos e oilavas, € a fineza da prata por dinheiros, graos
e qutn't('r.s.

Quilate € 0 peso de ouro puro equivalente ao peso da vige-
sima quarta parte de uma barra qualquer. Se, dividindo uma
parra em 24 parles iguaes, 21 d’essas parles sio de ouro sem
liga e as outras 3 de um metal inferior, diz-se que o ouro
d’aquella barra ¢ de 21 quilates; o de 24 quilates € o ouro
sem liga alguma. O quilate divide-se em 4 grios, € 0 grao
em § oilavas.

Dinheiro ¢ o peso de prata pura equivalente a0 peso da
duodecima parte dewma barra qualquer. O dinheiro divide-se
em 24 grios, eo grio em 4 quarlas; aprata de 12 dinheiros
nio contem liga alguma, e a de11 contem 11 parles de prata
pura e 1 parte de metal inferior, elc. :

0 ouro amoedado ¢ de 22 guilates, € a prala de 11 dinhei-
ros ; a razio legal do ouro & prala amoedada foi fixada no
Brasit a 155, 0 ouro das joias ou objectos de ouro deve ser

“ de 2012 quilales, ¢ a prala de 10 dinheiros e 6 grios.
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TABOA DAS MO®DAS

TENDO CURSO FREQUENTE l\U BRASIL,

NOME DAS PECGAS.

VALOR LEGAL

!
PESOS. no [
BRASIL Y
|
Peca de 6 400 rejs. § oitavas 10 000 reis
— 4000 — 201t 18 grios B 625
OURO =
— 2000 — em propore.| em proporcao.
— 4000 — - — _
Peca de 3 patacas 71/2 oilavas 1 200 reis.
» — (960 réis).
— 640 — €m propore. 800 —
PRATA 320 L) T
160 — - - 200 —
80~ S 100 —

Divisiio da circumferencia,

259. A circumferencia divide-se em 360 partes ignaes cha-
madas grdos, o grao em 60 minulos, 0 minuto em 60 segun-
dos. Escreve-se m arco qualquer como no systema melrico.

Esta divisdo da circumferencia prevaleceo.

Medida do tempo.

260. A unidade de tempo € o dia; o dia é o tempo que
emprega a terra para executar uma revolucio completa em

torno do seo eixo.

0 dia divide-se em 24 horas, a hora em 60 minutos, ©

Biblioteca Publica Benedito Leite
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minuto em 60 segundos, ete, ; escreve-se 8 horas 25 minuds
e 14 segundos: 8" 25" 14,

0 tempo empregado pela lerra para executar sua revolucio
Completa em torno do sol chama-se anno, que consta de
363 1/4 dias. O anno ¢ivil consta de 365 dias ; todos os quatro
annos ha um de 366 dias, que se chamou bissexlo, afim de

1 ’
compensar a perda de I de dia em cada anno.

0 anno se compoe de 12 mezes : Janeiro, Fevereiro, Margo,
Abril, Maio, Junho, Julho, Agosto, Septembro, Outubro, No-
vembro, Dezembro,

Teem 30 dias, Abril, Junho, Septembro e Novembro; Feve-
reiro 28 nos annos ordinarios, 29 nos bissextos; e os oulros 34,

Numeros complexos.

261. Os numeros coneretos que encerrdo differentes especies
de umdadcs dependentes umas das outras segundo uma lei
determinada chamio-se numeros complexos; assim 8' 3o
7“"-, e 1 geak Teok g3 numeros complexos,

ADDICAO.

262, %ela proposto por exemplo determmar a somma dos

Seguintes arcos ;: 27° 58" 13" +%,12° 13" 18" + —.., 490 20" i— -

-
970 . 58 ¢ 43"-3
190 43" h8"- ¢
1,90 0 20"~ 4

0" ) " A3
89° 12! 42" 5%

Dispostos 0s numeros como acima se vé, addiciondo-se as
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A 1 : b3 b
0 = oy e o —_— 1 = ¥ 1=
fraccoes 3 = + 7.0 que da 14 Go esereve-se 50’ relen

se 1 que deve ser ajunlado & somma da seguinte columna;
1-+13 -+ 48+ 20 segundos fazem 82 segundos, que se com-
poem de 607, ou 1', mais 22", que se escreve debaixo da co-
Iilmn_a dos segundos, guardando-se 1’ de reserva; 1 -4-58-}-13
minutos fazem 72 minutos ou 1 grio mais 12 minutos, que se es-
creve sob a columna dos minutos, ajuntando-se a unidade de re-
serva d seguinte columna, cuja somma, 89° graos, ¢ escripla

debaixo d’ella, Assim 897 12 22" - glg ¢ a somma dos. nume-

ros dados.

SUBSTRACCAO.
263. Seja proposto por exemplo determinar a differenca dos
dous arcos: 48° 12" 14", A, e 13° 21’ 49", 8,

hse 12 147, 4
130 ' 49", 8

3h* 50 2, 6

Dispdem-se 0s numeros como na addicfio, e subtrahem-se as
unidades do subtrahendo das correspondentes no minuendo,
empregando-se 0 mesmo racioeinio como na subtracciio dos nu-
meros inteiros. Assim nfio se podendo subtrahir 8 de h, subtrahe-
se 8 de 14, o que di 6, que se escreve no resultado , porém
tendo-se augmentado o minuendo de 10 decimos onuma unidade
deve-se fazer a mesma alteraciio no subtrahendo ; temos pois
que subtrahir 50" de 14", 0 que ¢ impossivel, porém ajuntando
60"a 14", e diminnindo 50" de 74", temos a differenca 247, que
se escreve sob a columna dos segundos; augmentando por

*compensaciio o subtrahendo de 60" ou 1', temos que subtrahir
22" de 12, o que ¢ impossivel, porém operando como prece-
dentemente achamos 50', e 34°, que se escreve em seos lugares
competentes; a differenca buscada € pois 34° 50’ 24", 6,
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MULTIPLICAGAO.

&

264, Esta operaciio entre os nwmeros complexos lem por
fim compor o producto com o mulliplicando como o mullipli-
cador ¢ composto com a unidade de sua especie, de modo
que multiplicar por um numero complexo ¢ multiplicar pela
razio d’esse numero a unidade principal de sua especie.

PRIMEIRO CASO. Multiplicar wm numero complexo por wm
numero incomplexo. :

Seja proposto mulliplicar 5* 31" 17* por 5.

,lll 3.]|n /17-

22 6™ 248

Dispostos 0s numeros como na multiplicacio dos numeros
inteiros, opera-se comecando pelas unidades mais baixas do
multiplicando ; 17¢ < 5 dé 85°, que se compdem de 60* mais
25, que se escreve no resultado, guardando 17 de reserva

Para ajuntar-se ao producto parcial seguinte; continuando :
31" 3¢ 5 -1~ fazem 1567, que equivalem a 2" mais 36", que
se esereve no producto total, guardando 2' de reserva para
ajuntar-se ao producto parcial seguinte; 4* X 52" fazem
224 que se escreve no resultado; o producto buseado € pois
228 36m 25+,

Este proceder ainda, que natural seria muito longo, se o
nultiplicador fosse um numero muito grande; vamos indicar
outro, conhecido sob o nome de multiplicagdo por partes ali-
quotas, que permitte chegar ao resultado de um modo muito
mWais simples : decompdeni-se as collegdes das unidades que en-
cerra o multiplicando em partes aliquotas da unidade imme-
diatamente superior,isto é, em partes que sejdo divisores exdc-
t0s d’aquella unidade,
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Seja proposto como exemplo multiplicar 11 almudes 10 ca-
nadas 3 quartilhos por 225,

Im. . uarl,
1" 1026-}-3-}»1 3*;_5'_1.1

995
2&75alm.
Producto de 6 por 225,,112 , , gew-
= 3l‘nn. S 56 e 3
— e g g
— i g g S W S|
— Aavert: R g
267 6t fean Suart,

O producto de 11 alm, por 225 é 2475 alm, Decompondo
10 canadas em (6 +3--1) canadas, que sio partes aliquotas
do almude, temos que multiplicar successivamente 6 can.,
3 can., 1 can. por 225, em lugar de multiplicar 10 can. por
225. Ora 6 can. sendo a metade de 1 alm. ¢ claro que o pro-
ducto de 6 can. por 225 ¢é 0 mesmo que a metade do producto
de 1alm. por 225 ou a metade de 225alm., que vem a ser
112 alm. e 6 can.Tomando a metade d’este ultimo numero; isto
¢, 56 alm, 3 can., teremos o producto de 3 can, por 225, por
isso que 3 € a metade de 6. O producto de 1 can. por 225 é 0
terco do producto precedente; o terco de 56 alm. ¢ 18 alm.,
restio 2alm., que valem 24 can., mais 3 can., 27can., cujo
lerco € 9 can. ; assim o producto de 1 can, por 225 é 18 alm.
9 can. Decompondo 3 quartilhos em (2 1) quartilhos, partes
aliquotas da canada, temos que mulliplicar successivamente
2 quart., 1 quart. por 225; 2 quart, sendo a metade de uma
canada, € claro que teremos o producto de 2 quart. por 225,
tomando a metade do producto precedente; a metade 18 alm.
¢ 9 alm., a metade de 9 can. € 4 can., resta 1 can., que vale
fi quart., cuja metade é 2 quart.; assim o producto de 2 quart.
por 225 ¢ 9 alm, 4 can, 2 quart. Tomando a melade d'este ul-
limo numero obtem-se o producto de 1 quart. por 225; a me-
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tade de 9alm, ¢ 4 alm., resla 1alm., que vale 12 can., mais
b can,, 16 can. cuja metade ¢ 8 can., em fim a metade do
2 quart. é 4 quart, Addizionando acha-se que o producto pe-
dido ¢é 2676 alm. 6 can. 3 quart. ‘

SEGUNDO €Aso. Multiplicar um numero complexo por outro
complexo. .

Seja proposto o segninte problema : 1* de obra fendo cus-
tado 1113 114 quald o preco de 225" 5r- 8t +g (1).

A qnestdo tem por fim maltiplicar 124 13+ 114 pela razio
do multiplicador & toeza, on pelas razies respeclivas de

3 « 3
225¢ , 5 8! e d’ uma linha 4 toeza @ vamos pois elfectnar
£55as (ualro muitiplicacties,

1. b d.
| 5?:1!1-4724,;1 11 =613+

L8}

ek n (] ¢
9 ,,,,.H:.".-iuﬂ...8-%%:7",5-&‘2?".“(%"“
~ e L b .

e t)

=30
S

Prod® por2251.,26324 . 1~ . . ., . 6«

1 2592

e ,.3?...5..-16-----'11+7:"51_8_&'
9 3456

e 90 ) 7 " e tan o s s
o4l PR, 1 195 3 5184

» o T2

SR ¥ SRR b o MG 0 518k

; 1085 3255
ot AR D W b i998 0 S18s
5 9813 5626
= DSt 0 A, 5 2592 * 5184

2601 18~ Blpaies

(1) No antigo systema francez u unidade de comprlmento eva 4 toesa que valla
€pés, o pé 12 poliegadas, a pollezada §2 linhas, a linha 42 pontas, A unidade
Monelaya erg a libra, que valla 20 saldos, o saldo 12 dinheiros,

14
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0 producto do multiplicando pela raziio de 225' 4 loeza ob-
lem=-se como no primeiro caso.

Decompondo-se 5 em (3 +-2) pés, partes aliquotas da toeza e
sabendo-se que o multiplicando é o preco &’ uma toeza de obra,
0 preco de 3 pés oumeia toeza serd a metade do multiplicando;
isto & 5 16~ 11% 1, % sendo o terco de 1%, o preco de
2r serd o terco do preco de 14, ouo terco do multiplicando, que
vem aser 3 ™ 47+ 43 “ -2 Decompondo 8 em partes ali-
quotas da pollegada; isto €, em (6 - 2) linhas, (eremos o
preco de 64, procuranda antes o preco de 1 pollegada, que
é" & do preco de 2 pés, ¢ que se acha facilmente ser
0 3= 3% 44 Ora 6 Jinhas sendo igual a meia pollegada,
obtem-se o preco de 6 linhas, tomando a melado do preeo de
uma pollegada, que vem a ser 0 1+ 74 . 2 1. Tomando o
lerco d’este ultimo numero; isto &, 0 0= 4 $i oblem-se
o preco de duas linhas; l(‘l(‘l‘ﬂl’).a o preco de ¢ ou & da polle-
gada, tomando a quarta parte do prego de 2 pollegadas, que
s¢ acha facilmente ser 0 4% 0 1% 192+ tomando ! d'esle namero
oblem-se o valor de !, e em segnida o valor de 2 ¢ mulliplicando
0 precedente por 2. Addicionando tudo , comorando pelas

fracctes, obtem-se o producto pedido : 26414 18+ 8 3.

DIVISAOD,

265. Distingnimos tres casos na divisio dos numeros com-
plexos.

PRIMETRO A0, O dividendo é numero complexo, e o divisor
neomplexo.

Seja proposto o seguinte problema : 13 de obra cuslario
14016 * 11 %, qual ¢ o preco de uma toeza ?

0 dividendo sendo o producto do divisor pelo quociente ¢ da
especie de um d'elles, ora o dividendo exprimindo libras e 0
divisor toezas, o quociente pelo enunciado do problema deve
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exprimir libras; por conseguinte, a questio tem por fim di-

vidir 160 165 114 pelo numero 13, considerado como ab-
stracto,

CAR0E- 165 114 | 13

130 101 16%p 844 &
10 :
« © 20
B s
— I -0'_
- =
m :5 16
S s,
a.' - £ 96
b | T 008 :
R N
l(ﬁ'f_j P EB
<P SR b
— \
O % 96 ¢
' < 1
= s
(o) 0l 107 ¢ :
104
3

Dispondo o dividendo e o divisor como na divisio dos nume-
Y0s inteiros divide-se 140 “ por 13, o quociente & 10 % , e ha
um resto 10 ™ que se deve ainda dividir por 13; converle-se
10 em soldos, multiplicando 10 por 20, o que faz 200+, mais
16 s0ldos do dividendo, 216° ;0 quociente de 216 por 13 616,
€ 0 resto da divisio é 8 que se conyerte em dinheiros multi-
Plicando 8 por 12, 0 que faz 96, mais 11 soldos do dividendo,
107+ ; divide-se em fim 107+ por 13, ¢ acha-se por quo-
tiente 8 - -+ 55 1046+ 84 & que é o quociente pedido.

SEGUNDO €ASO. ) dividendo e o divisor s@o numeros complexos

de especie differ ente.
14,
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Seja proposto dividir 274 15+ 41 por 4 3#- 14r -, Ve-se fa-
cilmente que o quociente deve exprimir libras; trata-se pois
de dividir o dividendo pela razio do divisor 4 toesa. Ora
e3e 14 rt = 335r , ¢ por isso que a toesa confem, 72 ',

a razio do divisor 4

27 ed O R ] A7)
335

, operacdo que sabemos effecloar.

TERCEIRO GASO. O dividendo e o divisor sdo numeros com-
plexos de mesma natureza.

N’este caso a especie das unidades do quociente é determi-
nada pelo enunciado da queslio, assim como vamos ver no
seguinte problema :

Uma toeza de obrd custa 2" 11, quantas toezas de obra s
terd por 54" 13 10%?

N'esta questio o quociente buseado exprime toezas, 0 divi-
dendo sendo o prodieto do divisor pelo quociente ; isto é, pela
razio do quociente & toeza, teremos essa raziio tomando a de
50 4 134 10 :‘12“*41*-; ora. 54 % 13+ 10 = 131264, e 2

13126

11* =612%, logo a raziio pedida é ———— 515

ciente buscado é o quociente da divisdo de 13126 por 612, 0
que se sabe fazer (n® 265 — 1° caso).

e em seguida o quo-

Todas as questies sobre os numeros complexos podem ser
resolvidas facilmente pelo calculo das fracedes ordinarias, re-
duzindo as subdivisdes da unidade principal de cada numero
complexo em fraccdes d'aquella unidade. Querendo por
exemplo dividir 274 45+ 14* por &' 3¢ 11, converie-SC
15+ 114 em uma fraceiio ordinaria da unidade principal que ¢

alibra, e 3# 117 em outra da toeza, de maneira que o qun:»\—'

cienle pedido ¢ o mesmo que o de 27 12 por 4! 4.

)
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Comparacao enire o5 systemas Krancez ¢ EBrasileiro,

Medidas de comprimento. Medidas de superficie.
¥ Dracatsits st on e Lo () 1 braga quadrada . . 4™, 984
ARVATA L cfaps = en s Lon 984 0 1 palmo quadrade. . 0 ,9048%
(ANPEi el e ol e . 0,33 ol
1 pollegada. .« . . 0 ,0275 Nedidas de volume. -
Aspaloro. . o« o o . . UL,22 ) bi /
P . me LR
Acovado T s 0,66 p:l MO CUNICD. o €y g 04 A
¥ ojipass L e k79!
A CAnada s e 0 ,02
Medidas itigerarias; fequarlio S 0 0066
e milhnl o e ate st 1801 BO S T e s e 21h 76
[ o P el R 55o5™ 55 | A alqueire. . 36t |26
MOEDAS.
NOMES DAS PEGAS. TOQUE. | = PES0. |ouno pURO.| VALOR.
sung (Peoa de 6,600 reis| 0,917 | 445,343 | A36,0484 | 452501
e { — 4,000 — | 0,017 | & ,068% | 7,3960 | 25,4750
— 960 — | 0,917 | 26 8945 | 21 .6533 5, 4785
AT o 6k0 — | 0,947 | 17 9207 | 16,4355 | 3,652

EXERCICIOS,

I. Borda achow que o comprimento do pendulo que bate o
segundo no Observalorio de Paris é de 440", 5593, Determinar

esse comprimento em metros.

1. Sabendo-se que 81 libras valem 80 francos, determinar em
francos; decimos e centimos o valor de 41371 17 = 114
I1I. Em um certo circulo, o comprimente do arco de 97°21'47"2







LIVRO V.
Potencias e Raizes.

_u___

CAPITULO PRIMEIRO.

QUADRADO, — RALZ QUADPRADA,

Quadrade.

966. Quadrado ou segunda potencie de wm nwmero € 0 pro-
ducto d’esse numero por si mesmo; assim 5 >5 ou 25 ¢ o qua-
drado de 5 e se indica 5 *.

[

334 o ;
b =] == assu it L
b Rsch—rd1 assun ds

1l

50
O quadrado da fraccdo 76z

&

guinte igualdade

concluimos que para elevar uma fracgdao ao quadrado ¢
necessario elevar ao quadrado cada win dos seos termos, ¢ se
a fracedo é irreduzivel o quadrado seid tambem uma fracgao
irreduzivel.
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0s quadrados dos numeros :

SR I e T 1 1
sio L 4.~9 16 25 .36 49 64 81 . 100

Os numeros da segunda linha sio ditos quadrados per-
[rilos. 7 . '

267, THEOREMA I Quando wm numero ndo é quadrado per-
feito, ndo existe numero algum, que elecado ao quadrado re-
produza o numero proposto.

Se N uiio é quadrado perfeilo de oulro numero inteiro, sup-

; e e .« = !
ponhamos que o seja do numero fraceionario 3 enldo leria-
Mos : i

a2

a : :
o » 53 ¢ lambem irreduzi-

b
vel, logo ter-se-hia um numero inteiro N igual a umna fracedo
irreduzivel, o que é absurdo.

268. THEOREMA 11. Se os dous termos de uma [racgao irredu-
zivel n@o sdo quadrados perfeitos, ndo existe numero algum,
cujo quadrado seja igual  fracedo proposta.

porém ;- sendo uma fracedo irreduzivel

+ ’ Sl % 45 e
Se os dous lermos a ¢ b da [raceio irreduzivel 3 1dosdo qua-
oy X 3 ‘ m ..
drados perfeitos, 3 a0 pode serigual ao quadrado de ;:-", frac-

clio tambem irreduzivel, porque entio teriamos :

e em seguida,
a=m? b=n,

Lago, para que wuma fracedo irreduszivel possa ser quadrado de
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Outra , e necessario que os dous lermos sejao quadrados perfei-
10s ; ¢ evidents que a condicedo é sufficiente.

269, THEOREMA 111, O quadrado da somma de dous numeros ¢
tgual ao quadrado do primeiro mais. duas veses o quad: ado do
Primeiro pelo segundo, mais o quadrado do segundo.

Representando (@ -+ b) a somma de dous numeros ¢ e b, o
quadrado da somma sera :

(G- b) = (a + b) X (a -+ b);

Elfecluando a multlplmpﬁo no segundo membro (n' 79)
lemos ;

(a4byY=axa+t+axb+axb-+bxhb
W (a+by=a+2xaxb+b. oqend

Observagao I. Todo numero podendo ser decomposto em
dezenas e unidades, o quadrado de um numnero se compde :
do quadrado das dezenas, mais duas veses o producto das de-
senas pelas unidades, mais o quadrado das unidades.

Assim 3646 = (3640 - 6) e por conseguinte :

(8646)% == (3640 -}- 6)* = (3640)* -2 X 3640 X 6 - 62,

Observagao I1. A differenca dos quadrados de dous numeros
Conseculivos ¢ igual ao dobro do menor mais um.

Com efleito, a ¢ ( a -+ 1) sendo dous numeros conseculivos
gy ;

W )2 — gre=a? -2 X @1 — =2 X a1, 0.q.en.d.

270, TrwoREMA 1v. 0 quadaado de um numero inleiro nuncd
termina nos alyarismos 2,3, 7e 8,
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Com effeito, o quadrado € um producto de dous factores
iguaes, e as unidades do producto provém do producto das
unidades dos dous numeros; ora nenhum dos quadrados dos
nove primeiros numeros lerminfio n’esses algarismos; logo, etc.

271, TaroreMA V. O quadrado de um numero inteiro nao
pode terminar em win numero im par de zeros,

Para que o quadrado de um numero fermine em zeros, ¢
‘necessario que esse numero termine em zeros, representando-
0 pois por a < 10" | temos :

(@X10") =a x 10" X a x 10"=q? x 10%"; (n° 89)

2 n sendo um numero par, o numero de zeros é par.o.q.e.n. d.

272. TueoreMa VI Todo numero que, decomposto em seos
factores primos, conlem esses factores com expoentes pares, ¢
quadrado perfeito,

Esta condicio é necessaria; porque um numero sendo de=
composto em ‘seos factores primos, eleva-se esse nuniero 20
quadrado multiplicando por 2 os expoentes d'esses faclores,
que se torndo por conseguinle pares,

Esta condiciio ¢ sufficiente ; porque se {or preenchida, divi-
dindo por 2 os expoentes dos factores primos de um numero,

oblem-se outro numero, que elevado ao quadrado reproduz 0
primeiro. '

273, TueoreMA ViL Um numero que é divisivel por oultrt
primo, ndo pode ser quadrado perfeito, se ndo admittir por
* divisor o quadrado d'esse numero, :
Este theorema ¢ uma consequencia do precedente s ora se d
€ divisor primo de um numero, quadrado perfeito, ¢ claro qué
“deveadmittir d* por divisor, por isso (ue os expoentes dos fac=
tores primos d’ um quadrado sio pares. (n° 272) "

Observagdo. Um numero que acaba em 5, nio pode ser qui-
drado perfeito, se o algarismo immediato nio {or 75

Biblioteca Publica Benedito Leite
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HBaiz quadrada,

BIBLIOT

DEFINICDES, DO 0 ARP\-NH?\O.

ESTADO

274, Raiz quadrada dewmn nuinero é outro numero que mul-
tiplicado por si mesmo reproduz o primeiro.

A raiz quadrada de N exprime-se pelo symbolo \/N em con-
. Sequencia da definicdo, temos :

VN x \/DT: N

Esta defini¢@io 56 convein 4 raiz quadrada de um numero que
¢ quadrado perfeito.

A operacdio arithmelica, que tem por fim determinar a raiz
Quadrada de nm numero, chama-se extraceao dao raiz qua-
drada,

EXTRACGAO DA RAIZ QUADRADA DE UM NUMERO QUALQUER
APPROXTMADA A MENOS DE UMA UNIDADE.

275. A raiz quadeada de win numero approximada a menos
de uma unidade, ¢ a raiz do maior quadrado inteiro contido
Wesse numero. -

276, Turorea, A raiz quadrada, a menos de wna unidade,
@ wm numero quendo ¢ inteiro é wmesmma que « da parte inleira.
.' Seja ¥ um numero, que é compr chendido entre dous numeros
mteuos conseculivos a, ¢ @ + 1. Pela deﬁmc'ao (0°275), a raiz"
QWadrada de N a menos de uma unidade é a raiz do maior qua-
drado inteiro contido em NN : ora 0s numeros inteiros contidos
“M N 580 a, e 0s outros menores que ¢, logo a raiz quadxada
Je N ¢ mesma que a de a.
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Observagdo, A raiz quadrada de 100 sendo 10, a raiz qua-

drada de todo numero menor que.100 é menor que 10; de

modo que pela taboa dos quadrados dos nove primeiros nu-
meros pode-se obter facilmente a raiz quadrada de todo
uumero menorque 100 : assim por exemplo a raiz quadrada de
81€9, eade29é5 approximada a menos de uma unidade,

277. PROBLEMA GERAL. Extrahir a raiz quadrada de wm nu-
mero qualgquer, _

Seja proposto delerminar a raiz quadrada do numero
23796583 por exewmplo.

O numero proposto ¢ maior que 100, logo sua raiz (uadrada
¢ maior que 10; o quadrado d’essa raiz se compde de [res
partes : do quadrado dus dezenas, do dobro do producto das
dezenas pelas unidades, e do quadrado das unidades. Essas tres
partes esldo encerradas no numero 23796583 ; tratemos de se-
paral-as, ‘ )

Notemos em primeiro lugar que o quadrado das dezenas
sendo um numero exaclo de cenlenas nio pode ser contido
$endo nos 237965 centenas do numero dado, que podem en-
cerrar, alem d'esse quadrado, a reserva de centenas refluindo
do duplo producto das dezenas pelas unidades, e do quadrado
das unidades.

TuroremA, Para delerminar as dezenas da raiz quadrada de
- wim numero, basta extrahir a raiz quadrada do maior quadrado
inteiro conlido nas centenas do numero, consideradas como uni-
dades simples.

Gom elleilo, a representando a raiz quadrada do maior qua-
drado contido em 237965, esle numero sera comprehendido
entre a®, e (a-4-1)*: ‘

a* < 237965 < (a + 1)? ;

mulliplicando eslas tres quablidades por 100, as mesmas 1€
lagdes de grandeza existiviio entre os productos; isto é :

a* % 100 < 23796500 < (a4 1)* < 100,
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Os dous termos extremos exprimindo um numero exacto de
centenas differem pelo menos em uma centena; por conseguinte
gjuntando ao termo medio nm numero menor que 100, como
83 unidades do numero dado, a somma 23796583 se achard

ainda comprehendida entre 0s mesmos termos extremos,
assim :

a* <100 < 23796583 < (a+-1)2>< 100.

Esta designaldade mostra que o numero dado se acha com-
prehendido entre a® cenlenas, e (a --1)? centenas; sua raiz
quadrada serd comprehendida entre a dezenas, e (a + 1) de-
zenas; islo €, j

ax10 < V23796583 < (a+4-1) % 10;

logn @ dezenas ¢ o maior numero de dezenas contido na raiz
quadrada do numero dado ;o que demonsira o theorema pro-
posto.

Somos pois levados a extralir a raiz quadrada do numero
237565,

Esse numero sendo maior que 100, sua raiz é maior que 10,
logo o numero 237965 encerra o quadrado das dezenas de sua
raiz, o duplo producto das dezenas pelas unidades, e o quadrado
das unidades. O quadrado das dezenas nfio podendo achar-se
senfio nas centenas do numera, separemos os dons ultimos al -
garismos 4 direita, como ndo pertencendo 4 aquelle quadrado :
emvirtnde do theorema acima demonstrado, oblem-se as deze-
has d'esta noya raiz, extrahindo a raiz do maior quadrado con-
tido nas 2379 centenas, consideradas como unidades simples.
O numero 2379 sendo maior que 100, separemos os dous ultimos
algarismos 4 direita, e busquemos a raiz quadrada do maior
quadrado contido no numero 23, menor que 100, O maior qua-
drado é 43 4 representa pois o algarismo das dezenas da raiz
122379, a0 mesmo tempo o algarismo das mais altas nnidades
da raiz do numero dado, Determinfio-se as nnidades da raiz
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quadrada de 2379, sublrahindo 16 de 23, e eserevendo ao lado
do resto 7 os dous oulros algarismos 79 separados & direita ; 0
numero -779 assim obtido encerra as duas outras parles do
quadrado : o duplo producto das i dezenas pelas unidades, e o
quadrado das unidades ; a primeira parte nio podendo expri-
mir unidades de ordem inferior 4s dezenas, nio poderd achar-
se sendo nas 77 dezebas do numero 779; separemos pois 0
ultimo algarismo 9 & direita, e consideremos as 77 dezenas,
que podem encerraralem do duplo producto das dezenas pelas
unidades, dezenas provindo da reserva feita sobre o quadrado

das unidades, e as dezenas do vesto, se houver. If claro que, s¢

livessemos o duplo producto puro dash dezenas da raiz pelas
unidades, dividindo esse producto por um dos seos factores
(0 dobro das dezenas), teriamos por quociente o oulro, que ¢
0 algarismo das unidades. Ora 77 dezenas nio sendo esse
producto puro, pode acontecer que dividindo 77 pelo dobro
das dezenas, niio se oblenha o verdadeiro algarismo das uni-
dades , porém um algarismo mais forte, o que terd lugar logo
que o dobro das dezenas de raiz [or conlido nas dezenas dare-
serva do quadrado das unidades, e do resto. Ndo obstante,
dividamos 77 por 8, dobro das dezenas, o quociente é9 ; veri-
fica-se o algarismo 9, escrevendo & direila de 8, dobro das da-
zenas, o algarismo 9, e multiplicando o numero assim formado

89 pelo mesmo numero 9; operando assim o sappondo ser 9 0

verdadeiro algarismo das unidades, forma-ga o quadrado das
unidades multiplicando 9 por 9, ¢ o duplo producto das deze-
nas pelas unidades, multiplicando 8 por 9 ; porém a somma
801 d’essas duas partes do quadrado sendo maior que o resto
719, que deve contel-0s, segue-se que o algarismo 9 ¢ muito
forte; diminue-se 9 de uma unidade, verifica-se da mesma
maneira o algarismo 8; 704, prodacto de 88 por 8, podendo ser
subtrahido de 779, conclue-se que 8 é o verdadeiro algarismo
das unidades daraiz: 48 ¢ a raiz quadrada do maior quadrado
contido em 2379, e ao mesmo tempo em virtude do theorema
acima demonstrado as dezenas da raiz quadrada do maior
quadrado contido no numero 237965,
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- Achar-ge-hédo as unidades d’esta «raiz, repetindo identica-
mente os raciocinios que ainda ha ponco se fizerfio ; subtrahin-
.o de 2379 o quadrado de 48, e escrevendo 4 direita do resto
75 0s dous ultimos algarismos 65, forma-se o numero 7565,
tijas dezenas 756 divididas por 96, dobro das dezenas da
Yaiz, ddo por quociente 7, que é o verdadeiro algarismo das
Unidades, porisso que o producto 967 por 7 é mais fraco que o
reslo 7565. Logo, o numero 487 representa a raiz quadrada do
Mmaior quadrado conlido em 237965, e ao mesmo {empo as
dezenas da raiz quadrada do numero dado. g

Em fim procedendo da mesma maneira, obler-se-ha as uni-
dades da raiz buscada : subtrahindo de 237965 0 quadrado de
h87, e escrevendo 4 direita do resto 796 0s dous ultimos alga-
rismog 83, forma-se o numero 79683, cujas dezenas 7968, di-
Vididas por 974, dobro da raiz, dio por quociente 8, que € o
Verdadeiro algarismo das unidades , visto que o producto de
9748 pors8 ¢ menor que 79683, O numero 4878 & a raiz qua-

. drada do maior quadrado conlido no numero dado.
- Observagao. Para termos um resto qualquer por exemplo
196, nfio ha necessidade de subtrahir do numero 237965 ©
uadrado de 487, basta sublrahir do resto precedente 7565 o
Producto 6769 de 967 por 7, que ¢ a somma do dobro do pro-
ducto de 48 por 7, mais o quadrado de 7.
- Dos raciocinios precedentes resulla a segninie regra :

278. RigrA. Para extrahir a raiz quadrada do maior qua-
drady contido em wm nwmero infeiro, divide-se o numero inteiro
I classes de dous algarismos cada uma indo da direila para a
“Squerda, extrahe-se a rais quadrada do maior quadrado con-
lido na primeira classe, e obtem-se o algarismo das mais altas
Widades da raiz. Faz-se o quadrado d’essa rais, que se dimi-
e da primeira classe @ esquerda; ao lado da differenca
“Sereve-se a seguinte classe, o que forma o primeiro resto;
divide-se este resto menos 0 seo ultimo algarismo a direita pelo
dobro dq raiz, acha-se assim o segundo algarismo da raiz, ou
Y algarismo muito forte. Para verifical-o, escreve-se o dilo
Ugarismo & direita do dobro da raiz e multiplica-se por elle
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mesmo o numero resultante: se o producto poder ser subtrahido
do reslo, o algarismo é bom, no caso contrario emprega-se um
algarismo mais fraco de uma unidade, e yecomeca-se a veri-
ficagdo, A" direita do resto oblido escreve-se a sequinte classe, na
qual se separa o ultimo algarismo & direita, e assim successivd-
menle até que a ultima classe tenha sido empregada,

Typo da operagdo :

23]79]65]83 | 4878
16 88] 967] 9748
779 SRR oy Tl
704 704/6769{77584
7565
6769
79683
77984
1699

279, Na pralica ndo se opera d’esta maneira, effectusin-s¢
mentalmente as subtracedes assim como as multiplicacoes ;
dispGe-se a operacdo do segninte modo,

23.79.65.83 | 4878 ey
779 88 . 967 9748
75 65
796 83
16 99

_ Appliquemos ainda aregra precedente ao seguinte exemplo

4206 4 3 2 | 2050
206.4 405
3039

L
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PROVA,

280, K claro que se ao qnadrado de 2050, que é 4202500, °
ajuntar-se o resto 3932, deve-se obler por somma o numero
dado, se a operacio Lor exacta.

281. - Observacao I. Se n represenla o numero de algaris-

= n "
mos de um nuamero N, \/ N lerd ;. algarismos se n ¢ par, ¢
n—1

9
et 1 se n é impar, O restofinal 1699 é o excesso do nu-

mero dado sobre o quadrado da raiz achada ou sofre o maior .
quadrado inteiro conlido n’esse numero.

282, Observacdao L1, As divisdes, que fornecem os algarismos
da raiz, excepto o primeiro, podem dar algarismos muito
fortes de muitas unidades ; diminuindo-o0s successivamente de
uma unidade, chega-s¢ ao algarismo verdadeiro; porém
algumas vezes diminue-se o algarismo de muitas unidades ao
mesmo tempo e enldo pode-se obler um algarismo muilo
fraco; o seguinte theorema nos preserverd d’esse erro.

283. Tueorema, O reslo obtido na extracedo de wma raiz*
" quadrada ndo pode exceder o dobro da raiz,

Seja N um numero, R sua raiz, e » o resto, de maneira
que o

N=RB"+r.

Supponhiamos > 2 [y r sendo um numero inteiro ¢ ao me-
nos ignal a 2 & 4~ 1, enlio teriamos :

N=R'+4-2R-1,0 \/N=R1,
0 que ¢ impossivel, visto termos sapposto sex R® o naior qua-
drado contido em N.

i5
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L) . .
presentando a raiz quadrada do maior quadrado contido em

N x p*, temos :
(E): N < (&:tl) -
P P

Tomando outrgs numeros p’, p’, p.... gradualmenle
majores que p, e operando da mesma maneira, teremos as
duas series de numeros

B R AL A
P ? p! ] i ?,n ] T ?)W ST TR T S Y
R+1 R+41 R'H1 R"1

2 ’ £ " ? 1 AREEE S B TR Y

P P P P

0s quadrados dos numeros da primeira linha sio todos in-
feriores a N, e os quadrados da segunda sdio superiores a
N por conseguinle um numero qualquer da segunda linha &
maior que um numero da primeira.

Comparemos um numero da primeira linha com o seo cor-

RN : 1

respondenie da segundas; os dous primeiros differem em ﬁ.os
) %y 1) 1
dous outros em 5 e 0s seguintes cmp—,, , em gt ora
p.p'p'p”...... podem crescer indefinidamente e tornarsin-se
lio grandes quanto se queira;logo, a differencade dons nume-
ros correspondentes pode ser {do pequena quanto se queira,
Supponhamos que esses numeros representem linhas, e que
€ssas linhas sejio contadas a parlir de um pontofixo 0O, lo-
mado sobre uma recla AB,

momt m! L R oalon
: R S H ] o
A 0 1

3
: ]

Uma parle d’essa linha AB receberd as exiremidades das li-
nhas Om, Om', Om".... que medem 0s numeros da prhmeira
¥
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Ll
linha horizonlal, e oulra parte as extremidades das linhas
On, On', On".... que medem os numeros da segunda linha
horizontal; € claro que entre essas duas regives de linhas nao
pode haver intervallo algum; ellas achio-se separadas porum
ponto L, ponto'de demarcacdo. OL € a grandeza, cuja medida é

V/N. Em virtude do exposto, vé-se que um numero ¢ maior

ou menor que VN, se o seo {juadrado € maior ou menor
que N,

EXTRACGAO DA RAIZ QUADRADA DE UM NUMERO QUALQUER POR
APPROXIMACAO.

‘

286. Seja N um numero qualquer, de que buscamos a raiz

1 1
quadrada approximada a menos de 5
N 4 S qdes :
Extralir a raiz de N a menos de q ¢ buscar o maior mul-

: 1 @ = ! e
liplo, & < AU, dua [raccao = contido em \/N, de modo
que

_,<\/‘" Jo+1

elevando a0 quadrado, as mesmas 1elacues de grandeza exis-
tirdo

4 st W e B R
sl N < '\"i: ) y
n? N

multiplicando por »*

< Nxn* < (@--1)%,

e extrahindo a raiz quadrada, temos :
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< VN Xxn* <a@—+d4a;

exlrahindo a raiz quadrada de N < n* a menos de uma uni-
dade oblem-se o valor de a, que dividido por n dard a raiz

f(inadrada de N, approximada a menos de it

ReGrA. Para extrahir a raizs quadrada de um numero N a
1 0
tienos de 5 multiplica-se esse numero pelo quadrado do deno-

Jninador da fracedo, que marca @ approximacio, extrahe-se a
raiz quadrada do producto a menos de uma unidade e divide-
se essa raiz pelo denominador da dita fracedo.

Appliquemos a regra precedente a algnns exemplos.

ey . 1
Exemero 1. Caleuwlar\/ 5 a menos de 15
Multiplica-se 5 por 12*, extrahe-se a raiz quadrada do pro-

‘)
duclo 720 a menos de uma unidade , que € 26 1;’- d¢araizbus-
cada a menos de 2 ;-
Exevero 1. Caleular \/13 approximada a menos de 1:;

gt R 1 ) -
Como a fraccio I néo ¢ da forma = emprega-se a {racedo

1 o, T
71 quelhe é igual: n n’este caso é um numero fraccionario,
X 2

ho que nio ha inconveniente algum, por isso que agoperacdes
arithmelicas relativas 4s fracgdes de termos inteiros subsistem
quando se trata de fracces d’esse genero (n°216). Multipli-

o MRS e SisTEL © o .4
&-5¢ 13 por -, e do producto —5— exfrahe-se a raiz qua-

drada a menos d’uma unidade que é13, e

13 013 2e 6 a
m i

e - 3
Taiz pedida a menos de T
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987, K claro que # sendo um numero qualquer pode ser
uma polencia de 10 :

1
1L:::10“',B-— ::'J—-

1 o

=

i e S EY o .
A approximaciio, marcada pela fracedio Tow é a mais empre-

gada e a mais commoda quando se trala de extracetes de raiz.
A regra € a mesma : mulliplica-se o numero dado por 10%, o
(ue se fus escrevendo G sua direita? m Zeros, extrahe-searais
quadrada a menos d'ume unidade do numero res sullante, e di-
vide-se essa raiz por 10"

Apphquemos aregra pl ecedente a alguns exemplos.

Exenpro I, Caleular V'3 dmenos de 1103 .
Multiplica-se 3 por 16°, o que di 3000000; a raiz quadrada
de 3000000 a menos de uma unidade ¢ 1732, a raiz buseada ¢

1732 1
1000 ui ,732 a menos dewou

T =y ) ‘l
Exemero 11, Caleuldr V3 « menos de o
L4

Multiplica=se 2 por 10%, e do producto 200006000 extrahe-se

a raiz quadrada a_menos d’uma unulade que, ¢ 14142 ;

15142
hin2 i 2‘
10006 °% 1,6142 € a raiz quadrada de 2 a menos deioﬂl}o

~ EXTRACGAO DA RAIZ QUADRADA DAS FRACCOLS ORDINARIAS,

288. Praveieo caso. Os dous termos da fracedo dada sao
quadrados perfeilos.
Neste caso oblem-se a raiz quadrada de uma fracciio, extra-

hindo a raiz quadrada do seo nuumadm, assim como a do
seo denominador (n° 268),
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Zl—(J 4 oI 1580 que - /! 7 i
.—9—‘—""1 ] 5

. Assim 3 =

SEGUNDO CAS0. O denominador somente é quadrado perfeilo.

N'este caso exirahe-se a raiz quadrada do numerador a me-
nos d’'uma unidade, e da-se por denominador a essa raiz a raiz
quadrada do denominador da fraccio dada; isto resulla do
que dissemos (n°® 286).

Assim \/:‘r é Z a menos de 1

w9 T 1

TERCEIRO GASO. Os'dlous lermos da [raceao dada ndo sao qua-
drados perfeitos.

Mulliplicando os dous termos da [racedo dada pelo sco de-
nominador obtem-se por denominador da fraccdo equivalente
um quadrado perfeito, € opera-se como no caso precedente

: 3. 3%Vt
Assim \/i s menos de uma
Ass 7 =TT ; V21 a

g b, 3 1
unidade sendo 4, ,ieovnlor de \/.‘;— a menos de 7

289. Observacdo. Quando o denominador da fracedo dadanio
¢ um numero primo, em lugar de multiplicar-se os dous ler-
mos da fraccdio por esse denominador, mulliplicéio-se os dous
‘termes da fraccio pelos faclores primos do denominader,
cujos expoentes ndo forem pares (n° 272).

Assim : » :

\/ /25 _  [2X3 X5 VB xix5 Ve
135~ V35 FLAvE e 3¥¢h ]y

. : o 18
araizquadrada amenos d'uma unidade de 345 sendo 18, T

2 923 1
. = ¢ o valor de —= amenos de z=.

J 30 12

Muitas vezes ha necessidade de calenlar-se a raiz quadrada de
wma fracedo com certa approximacio, designada pela questio;
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para isso applicar-se-ha a regra (ne 286), por quanlo o
numero N pode ser i numero infeiro ou (raceionario,
Appliquemos essa regra aos exemplos seguintes,

~ 3 1
Exempero 1. Caleular % o menos de 5

PR T 3 3 ha2 3
Mllll]pll(l:’ll]dﬂ:‘, por 12* lemos por prodocto =7s aparlein-
teira d'essa fraceio é 65 : a raiz quadrada de 65 a menos
s . 3 S :.). v B L
(Fuma unidade sendo 8, 19 005 € a raiz quadrada buseada a
* ]

o

menos de TR =

o
oJ

Exevero 11 Caleular \/_[7_i amenos de

al -
Lmprega-se em '!ngnr dei a fraceiio equivalente X :
)
En2 = -
multiplica-se % por 33%, 0 que di por producto ”D{m;apartc

117
S ~ 17500 "
inteira da fraccio 17 é149, e araiz de 149 a menos d'uma
.-

50

1 : 12 S e
unidade é 12 ; -~ on 12 75 ¢ araiz buseadaamenos de
T .

EXTRACGAO DA RAIZ QUADRADA DOS NUMEROS DECIMAES.
290. PRIMEIRO CASO. () numero dos algarismos decimaes ¢

par, ; ;
Seja proposto caleular \/38,688%; ¢ facil ver-se que:

—— 38688/ \/’:}E’G'éﬂi
. 38/} — i—-——-: —_
V38,6880 V To000 10°

estamos no caso de um numero fraccionario, cujo deno-
minador é quadrado perfeito,
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SEGUNDO €As0. O numero dos algarismos decimaesé impar.

Escrevendo um zero & direita do numero decimal entramos
110 caso precedente.

Do exposto resulta a seguinte regra :

291, Recra. Para extrahir a raiz quadrada de um numero
decimal,, em primeiro lugar torna-se par o numero dos alga-
Yismos decimaes, se o ndo for ; extrahe-se @ raiz quadrada do
Numero resultanle a menos d’uma unidade e separa-se & direila
da rais um numero de algarismos decimaes igual @ meltade
dos algarismos decimaes do numero dado.

EXERCICIOS.

QUESTOES RESOLVIDAS.

L. 0 quadrado de um numero impar é um multiplo de 8
@ugmentado com uma unidade.

Solugdo. Se 2 X n-1 representa o numero impar, eNo 560
(uadrado, temos

N=@@n+1)=b4n*+hn+1=btnn-1)41;

" (n 1) ¢ divisivel por 2, logo & n (n - 1) ¢ divisivel por 8,
10g0 N ¢ um multiplo de 8 mais uma unidade. ‘

IL Se um numero par ¢ a somma de dous quadrados, a me-
';Ide d’esse numero serty tambem a somma de dous outros qua-
(rados,

Solucdo, Seja N um numero par, tal que :
N=a*- 1

¢ b siio por conseguinte ambos pares ou ambos impares ; ora
igualdade supra é identica & seguinte :




A
P,
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theoria do quadrado, sera facil demonstrar os dous theoremas
seguintes.

TaeoreMA 1. Quando um numero nao é cubo perfeito, niio ht
numero algum, que elevado ao eubo, possa reprodusir o pri-
meiro, -

Tneorema 11, Se os dous termos de uma [racedo irreduszivel
nao sao cubos perfeitos, ndo ha numero algum, que elevado ao
cubo, possa reproduzir a fracedo dada.

294. TueoreMA III. Q cubo da somma de. dous numeros ¢
igual ao cubo do primeiro mais tres vezes o producto do qua-
drado do primeiro pelo sequndo, mais tres veses o produeto do
quadrado do segundo pelo primeiro, mais o cubo do segundo.

Se a -+ b, representa a somma dos dous numeros « e b, ¢
claro que : ? ;

(@4 b = (a4 b) X (a -+ b) x (a4 b);

porem-vimos (n° 269) que :
(@4b) X (a4b)=a*+2x a x b4 b?;
por conseguinte : : .

(@ b= (a* +2 x a x b+ b?) x (@ - b) = a® 4
FIX X3 XY X a4+ (0 79). o, q.end

- Observagao 1. Todo numero podendo ser decomposto em
dezenas e unidades, o cubo de um numero se compoe do cubo
das dezenas, de lres vezes o quadrado das dezenas pelas uni-
dades, de tres vezes o quadrado das uwidades pelas dezenas,
do enbo das unidades,

-
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Assim por exemplo :
(3436)° = (3430-4-6)* = 3430° 43 <3430% < 643 < 67 < 34304-6°,

Observagao 11. A differenca entre os cubos de dous numeros
conseculivos ¢ igual a tres vezes o quadrado do menor mais
- lres yezes o menor mais um.

(@ +1)° —a*=3 xa*+3 X a -+ 1.

Observagao I11. Em virtude do que dissemos (n° 270) vemos
que o cubo de um numero qualquer pode terminar em qual-
quer dps nove primeiros numeros.

Observacao IV, Um numero inteiro, terminado em zeros, nio
Poderd ser cubo perfeito, se o numero de zeros nio for multi-
Plo de tres; esta condiciio é necessaria, mas niio ¢ sufficiente.

205, Tueohema IV, Todo o numero, que decomposto em seos
factores primos, conlem esses factores, affectados de expoenles,
multiplos de 3, é cubo perfeilo.

Esla condicdio é necessaria e sufficiente.

A demonstracio d'este theorema ¢ identica & do correspon-
dente no quadrado.

Consequencia. Pode-se em virtude do theorema precedente
Procurar o menor numero possivel pelo qual se deve mulli-
blicar oulro para tornal-o cubo perfeito.

ERaiz cubiea.

296, Raiz cubica de wm numero é outro nwmero que lomado
tres vezes por [aclor reproduz o primeiro.
Assim 4 ¢ a raiz cubica de 64, por isso que : i

h X O X 4= 64
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Indica-se esla operacio por meio do signal {7, o algarismo
3 & o indice do radical ; escreve-so :

\S/E= 4.

Definiremos a raiz cubica de um numero que nfo ¢ cubo
perfeito damesma maneira que a raiz quadrada.

A operaciio arithmetica que tem por fim determinar a raiz
cubica de um numero chama-se extraceao da raiz cubica.

EXTRACGAO DA RATZ CUBICA DE UM NUMERO QUALQUER APPROXTMADA
i A MENOS DE UMA UNIDADE,

9297, Exlrahir a raiz enbica de um numero a menos d’omi -

unidade ¢ busear a raiz cubica do maior cubo inteiro eontido
n'esse numero, .

298. THEOREMA. A raiz cubica , a menos d'uma unidade, dé
wm numero que ndo é inleiro é a mesma que a da sua parte -
teira,

Demonstra-se este theorema, empregando 0s mesmos racio-
cinios (n° 276). ;

Observagdo. Araiz cubiea de 1000 sendo 10, a raiz cubica €€
lodo numero menor que 1000 serd menor que 10, de modo qUe
pela taboa dos enbos dos nove primeiros numeros poder-se-ha

obter facilmente a raiz cubica de todo numero menor que

1000,

299, PROBLEMA GERAL. Dctermzna: a raiz cubica de um ni
mero qualquer,

Seja por exemplo o numero 31415926 de que buscamos “
lam cubica.

0 numero dado 31415926 sendo maior que 1000, sua raiz
cubica € maior que 40, e contem dezenas e unidades; o eub®
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@’essa raiz compde-se do cubo das dezenas, de tresvezes o
Producto do quadrado das dezenas pelas unidades, de tres vezes
0 producto do quadrado das unidades pelas dezenas e do cubo
das unidades. Tralemos de separar essas quatro partes que se
achiio encerradns no numero proposto.

A primeira parte, o cubo das dezenas, niio podendo dar uni-
dades inferiores a mil, se achard nos mil do numero dado que
Separamos , 0s guaes podem conter, além d’esse cubo; os mil
resnltando da rescrvafeita sobré as oulras partes do cubo.

TreorEMA, Para determinar as dezenas da raiz cubica de
Um numero, basta exirahir-se a raiz cubica do maior cubo

" contido nos mil do numero, consuderados como unidades
Simples. :

0O raciocinio para demonsirar este theorema é o mesmo que
fizemos (n° 277 th.). :

Somos pois levados a exlrahir a raiz cubica do maior cubo

tontido no numero 31415; este numero sendo ainda maior.

que 1000 e sua raiz maior que 10, separemos 0s tres ullimos
Algarismos, e consideremos o numero 31,

0 maior cubo contide em 31 ¢ 27, cuja raiz cubica & 3; 3 siio

Dois as dezenas da raiz cubica do numero 31415, e ao mesmo
lempo o algarismo das mais forles unidades da raiz buscada,
Subtrahindo 27 de 31, e escrevendo ao lado da differenca 4
05 {res algarismos seguinles 415 do numero dado, temos o
Primeiro resto 4415, que contem as outras tres partes do cubo ;
lres vezes o quadrado das 3 dezenas pelas unidades, elc,
Otriplo producto do quadrado das 3 dezenas pelas unidades
W0 pode dar unidades inferiores 4s centenas, e sera conlido
N8 44 centenas do resto, que podem encerrar além d’esse
lriplo producto as centenas reflaindo da reserva de centenas
feilg sobre as duas ultimas partes do cubo e sobre o reslo,
S¢ houver ; dividindo 44 por 3 x 3* ou 27 (triplo quadrado
das (lezenas) acharemos o algarismo das unidades, oun um al-
Barismo muito forle; o quociente da divisdio de 44 por 27 é1;
Yerificaremos o algarismo 1, escrevendo-o & direita de 3, fa-
2endo o cubo de 31, e vendo se esse cubo pode ser substrahido
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do numero 31415, que deve contel-0; o cubo de 31, que ¢
20791, sendo inferior a 31415, conclue-se que 1 ¢ o verdadeiro
algarismo ; 31 € a raiz cubica do maior cubo conlido no nu-

mero 31415, e a0 mesmo tempo as dezenas da raiz cubica do

numero dado,

Subtrahindo 29791, cubo de 31, de 31415 e escrevendo ao
lado da differenca 1624 os tres ultimos algarismos 926, temos 0
segundo resto 1624926, que contem os lres oulras partes do
maior cubo inteiro incluso no numero dado.

Pelos raciocinios precedentes, para acharmos as unidades
da raiz dividiremos 16249 por 3 x 31* ou 2883; o quociente s
¢ o verdadeiro algarismo das unidades, por isso que o cubo de
315 sendo 31255875 pode ser subtrahido do numero dado; @
differenca d’elles 160051, que é o resto da operacio, é o excesso
do numero dado sobre o maior cubo inteiro contido n’esse
numero, i

Do raciocinio precedente resulla a seguinte regra :

300. REGRA. Para extralir a rais cubica do maior cubo in-
leiro contido emyum numero, divide-se esse numero em classes dé
tres algasismos, d partir da diveila ; extrahe-se araiz cubica do
maior cubo incluso na primeira classe, que pode constar Elq i
ow dous algarismos, e oblem-se assim o algarismo das mais
fortes unidades da raiz; faz-se o cubo d'essa rais, que se sub-
trahe da primeiraclasse, e a direita da differenca escrevem-se 05
tres algarismos seguintes. o que forma o primeiro resto ; divide:
se as cenlenas d'esse resto pelo triplo quadrado do algarismd
achado, o quociente da o segundo algarismo da rais, ou um al-
garismo muito forte. Para verifical-o, escreve-se o segundo
algarismo & direita do primeiro, e compoe-se o cubo do numerd
assim formado ; se esse cubo pode ser sublrahido do numer?
formado pelas duas primeiras classes, o sequndo algarismo dd
raiz é exaclo,

Ajuntando ao lado da differenga « clusse sequinle obtem-se 0
segundo resto, sobre o qual se opera como sobre o primeiros ¢

assim suecessivamente até que a ultima classe do numero dad?

seja empreguda.

Biblioteca Pablica Benedito Leite

o

.




DE ARITHMETICA: 2l

Eis o typo da operaciio :

31|415]926 315
A 27:=13. 3%

4 15 2883 = 3. 312 315
31 415 foboe
929 701 1575

———— 31 315

1 62£I 9]‘26 31 On5
31 415 926 a1 99225
31 255 875 93 315

31 99225
961 297675
: 2883 31255875
29791
PROVA.

301. E claro que ajuntando ao cubo de 315, que @ 31255875,
0 resto da operaciio 160051, devemos achar por somma o nu-
nero proposto, 31415926.

302, Observagdo. Se 3 n, 3 n -1, 3 n- 2 é 0 numero dos
r . ' 3
dlgarismos de um numero N, serd facil ver-se que \/N terd n
algarismos, ou n -1,

303. TueoreMA. O resto obtido na extracedo da rais cubica
nao pode exceder ao triplo quadrado da raiz achada mais o
triplo d’essa raiz.

Seja N um numero, R sua raiz cubica, e » 0 reslo da ope-
racdo, de sorte que :

N=R 4 r

8¢ 1 > 3 R*+4- 3 R, leriamos quando menos :
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r=—3R -+ 3R+41;

e como
r = N—R%;
teriamos :
N—R=3R-+3R-4+1
ou

N=R+4-3R+ 3 R+ 1= (R+1)},

o que ¢ impossivel, por isso que R* ¢ o maior cubo inteiro
contido em N.

Por meio d’este theorema podemos verificar se um algaris-
mo collocado na raiz niio é muito fraco , observando se o resto
preenche a condicdo exigida pelo theorema, que acabdmos de
demonstrar. :

EXTRAG(ZT\O DA RAIZ CUBICA DE UM NUMERO QUALQUER POR

APPROXIMAGAO,

304. Seja N um numero de que buscamos a raiz cubica ap-
- 1
proximada a menes de it

Em virtude da definiciio (n° 286), temos :

on

multiplicando por n®, as mesmas relacdes de grandeza existi-
rio, logo :




DE ARITHMETICA. 243

< Nxn< (@+1)*,
e e
d’onde : x<V/Nxn < (@-+1);
0s dous termos extremos differindo em uma unidade, teremos
@ extrahindo a raiz cubica, a menos de uma unidade, do pro-

ducto N < nl.
805. ReGrA, Paraextrahir a raiz cubica de um numero N a

1 G :
menos de oy mulbtiplica-se N pelo cubo do denominador da frac-

¢do, que marca a approximagdo, extrahe-se a raiz cubica do
producto amenos de uma unidade, e divide-se essa raiz pelo de-

: Ll
nominador n da [raccio i
Appliquemos a regra precedente aos seguintes exemplos :
B/ 1
Exemrro . Calcular \/29 @ menos de 3

Segundo a regra multiplicaremos 29 por 12}, o que dd
50112, e exirahiremos a raiz cubica, amenos de uma unidade,
de 50112 ; esta é comprehendida eutre 36 e 37: 37 approxi-

: 37 . ; .
mando-se mais da verdade , 13 ¢ @ raiz cubica de 29 a menos

1
de 19 Por excesso.

Exemero 1L Calcular \71_3 a menos de 1—%—- -

Multiplicaremos 13 pelo cubo de 10%, o que d4 13000000 ; ex-
trahiremos a raiz cubica, a menos de uma unidade de 13000000,
que € 235, ou 236 ; dividiremos essa raiz por 10*, o que da

235 AR o A 1
109 U 2,35 ; tal ¢ a raiz cubica de 13 a menos de 100 °

'EXTRACGCAO DA RAIZ CUBICA DAS FBACCBES ORDINARTAS,

306. PRIMEIRO €ASO. Os dous lermos da fraccio sdo cubos
Derfeitos.
16,
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Teremos a raiz cubica extrahindo a raiz cubica do numera-
dor e a do denominador (n°®292),

SEGUNDO €A50. O denominador somente é cubo perfeilo.

Teremos a raiz cubica approximada exirahindo a raiz cubica
do numerador a menos de uma unidade, e dividindo-a pela
raiz cubica exacta do denominador (n° 304),

TERCEIRO €ASO. Os dous termos da fracgdo ndo sdo cubos per-
feitos.

Este caso enfra no segundo, tornando-se o denominador um
cubo perfeito, o quese faz ou multiplicando os dous termos da
fraccdo pelo seo denominador, on operando como dissemos
(n° 289).

EXTBACGRO DA RAIZ CUBICA DOS NUMEROS DEGIMAES.

307, PRIMEIRO -CAsO. O numero de algarismos decimaes é
multiplo de tres.

Seja por exemplo 24,628247 de que se busca a raiz cubica.

Serd facil ver-se que:

V21, 628207 —

* /26628207 C/ms*zszu
1000000 10¢

e operando como dissemos (n° 305), teremos a raiz pedida.
SEGUNDO  cAs0. O numero de algarismos decimdes é qual- *
quer,
Neste caso escreveremos zeros sufficientes 4 direita do nu-
mero dado a fim de tornar o numero de algarismos decimaes
multiplo de tres, e operaremos como no caso precedente.

EXERCICIOS,

L. A somma dos cubos de dous numeros é 23625, e um d’estes
20. — Qual o outro ?
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1L. A somma dos cubos de dous numeros é 189000, e a diffe-
renga dos cubos d'esses mesmos numeros é 61000, — Delerminar
esses numeros, i

L Zodo o numero que é quadrado e cubo ao mesmo tempo,
€ tambem sexta polencia.

IV. Demonstrar que, dividindo-se as cubos dos cinco pri-
meiros numeros por 6, 0s restos que se obtem s@o as raizes cubi-
cas d'aquelles numeros,

V. Um numero inteiro sendo dado, como se pode conhecer se
elle é a differenga de dous cubos consecutivos e achar esses cubos?

VL. Um numero inteiro ndo pode ser cubo perfeilo se, o alga-
rismo das unidades sendo 2 ou 6, o algarismo das dezenas é
par. '

VIL. Um numero inteiro ndo pode ser cubo perfeilo se, o alga-
rismo das unidades sendo & ou 8, 0 algarismo das dezenas é im
par.

VIII. Calcular \7 5 a menos de .?..
: 12 11

IX. Calcular V2 0 0,0001 @ menos de 0,0001.
AT 3
X. Calcular \3/2,73 a menos de G-

BIBLIOTH PUBLICA
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BIBLIOTH ':C.’X pUBLICA

CAPITOLG-Yk ADO DO MARANHAS

NUMEROS INCOMMENSURAVEIS, — CALCULO DOS
RADICAES, — POTENCIAS SUPERIORES A0 QUADRADO
E CUBO.

308, As operacdes, que se execuldo sobre os numeros, re-
presentio as mesmas operacdes sobre as grandezas, por isso
que os numeros sdo medidas de grandezas.

Duas grandezas sio ditas commensuraveis, logo que admit-
tem uma medida commum; a razio dos dous numeros ab-
stractos que lhes servem de medida, e que chamou se numero
fraccionario, é o valor da razio das duas grandezas,

Duas grandezas, quenio admittem medida alguma commum,
chamio-se incommensuraveis; o valor darazio d’essas gran-
dezas niio pode ser expresso por nomero algum fraccionario,
porém pode ser oblido com uma approximacdo tio grande,
‘quanto se queira; 4 esse numero fraccionario, que tende a ap-
proximar-se do valor limite de uma grandeza incommensura-
vel, deo-se, o nome de nuwmero incommensuravel. -

T'oi assim por exemplo que na extraccdo da raiz quadrada de
um numero A, que ndo era quadrado perfeito, vimos que essa
raiz nio podia ser expressa por numero algum, e conside-
rando os numeros como medidas de grandezas continuas, essa
raiz era uma linba tal, que os quadrados dos numeros, que
medido outras linhas menores ou maiores que aquella, erdo
numeros menores ou maiores que A; convencionou-se porem
em representar essa linha pela raiz quadrada de A; isto é
pelo symbolo V/A, a que deo-se o nome de numero incom-

mensuravel. E ainda uma extensdio dada & nossa primeira de-
finiciio de numero.
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A Geometria offerece-nos muitos exemplos de grandezas in-
commensuraveis ; a diagonal de um quadrado e um dos seos
lados, tomado por unidade, sdo duas grandezas incommensu-
raveis; a razio d’essas grandezas ¢ representada pelo numero

incommensuravel /2; etc.

@peracoes sobre 05 numeros incommensuraveis,

.

309. Assim como extendemos aos numeros fraccionarios as
operacoes e theoremas relativos aos numeros inteiros, assim
tambem extenderemos aos numeros incomiensuraveis as
mesmas operacdes e theoremas, por isso que € ulil nas scien-
cias o generalisar-se; isto 6 encerrar-se debaixo da mesma de-
nominacio o maior numero possivel de ideas particulares,

Addicdao. Sejao VA e VB dous numeros incommensuraveis
dados; esta operacdo tem por fim buscar um numero que ex-
prima o valor de uma grandeza, que seja a somma das gran-
dezas representadas pelos numeros V/A; e L/B; indica-se esta
operacio da mesma maneira que sobre 0s numeros commen-
suraveis.

Subtraccio. Esta operaciio tem por fim buscar um numero
~(ne exprima o valor de uma grandeza, que seja a differenca
entre as grandezas, representadas pelos numeros incommen -
suraveis dados. Indica-se esta operacao do mesmo modo que
sobre 0s numeros commensuraveis.

Multiplicacdo. Quando o multiplicador ¢ um numero com-
mensuravel, a definiciio ¢ a mesma que a 405 numeros intei-
ros, e comprehende-se facilmente; assim o producto de
\/3 por & ¢ um numero exprimindo uma grandeza 4 vezes
maior que a que exprime V/3; 0 producto de /3 por § &
um numero que exprime uma grandeza igual aos quatro quin-
los da que exprime V3 .
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Se o multiplicador € numero incommensuravel, a definiciio
ordinaria da mulliplicacio ndo tem mais sentido algum. Defi-
niremos do seguinte modo :

0 producto de um numero qualquer A por wm numero incom-
mensuravel VB, é um numero maior que o0s productos de A
pelos numeros inferiores a /B, ¢ menor que os productos de A
pelos numeros superiores a \/B.

Indica-se esta operacio entre 0s numeros incommensura-
Veis Como Nos NUmMeros commensuraveis.

Divisdo. Esla operaciio entre numeros incommensuraveis
tem por fim achar um numero, que multiplicado pelo divisor
reproduza o dividendo.

Raiz quadrada e cubica. A definigio ¢ a mesma que para os
numeros commensuraveis e comprehende-se facilmente,

Propriedades elementares dos numeros
incommensuraveis,

310. Qualquer que for o numero incommensuravel dado,
pode-se sempre achar dous numeros commensuraveis , diffe-
rindo em uma quantidade 1o pequena, quanto quizer-se, que
comprehendio o numero incommensurave] dado; com efleito
consideremos a seguinte serie :

0 1 %28 35 4 m- m--1 :
,”,n,n,n.cn-sl-n, n § * o 0 v g

0s numeros d’esta serie vio crescendo sem limite ; logo, o nu-
mero incommensuravel proposto seré comprehendido entre
dous numeros commensuraveis conseculivos da serie supra,
m _m-+1
—_— e ———n

; 1 ; .
= y que differem em o3 ora m pode ser tomado tdo
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grande quanto se queira, em seguida a fracciio -i— serd tio pe-
quena, quanto se queira,

Posto isto, operar sobre numeros incommensuraveis signi-
fica operar sobre numeros commensuraveis approximados, que
Podem differir dos numeros incommensuraveis dados em quan-
lidades tao pequenas, quanto se queira.

Por conseguinte, o resultado das operacdes sobre 0s numeros
incommensuraveis ¢ o limite dos resultados obtidos logo que
Substituem-se aos numeros dados numeros commensuraveis
Suceessivos, que se approximdo indefinidamente dos pri-
leiros,

Em virtude do exposto, pode-se considerar como evidentes
05 seguintes theoremas que fordio demonstrados no caso dos
Mumeros commensuraveis.

L. Pode-se inverier em um producto a ordem de seos faclores
Sem alterar o valor do producto.

I Para multiplicar-se wm numero por um producto, basta
ultiplical-o par cada factor do produclo successivamente.

UL Para multiplicar-se um producto por um numero basta
"ultiplicar-se um dos faclores pelo numero, conservando-se os
Outros factores.

V. 0 producto de dous ou mais productos de muitos factores
“Ompae-se de todos os fuclores, que entrdo n’esses productos.

E preciso notar-se que as regras do calculo sobre as fracctes
Ordinarias de termos fraccionarios applicéio-se aos numeros in-
“ommensuraveis.

Calculo dos radicaes.

. . o . my=
311, Da-se 0 nome de radical nio somente ao signal ',

“0mo tambhem 4 quantidade V/a, a sendo um numero qual-
Quer; o numero m ¢ 0 indice do radical.
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312. taeorevA 1. 0 producto de muitos radicaes de mesmo in-
dice é igual G raiz do producto das quantidades collocadas de-
baixo dos radicaes.

Queremos demonstrar que :

\’VEX\“VEX\';’E:\/axb X C
com effeito

(VEX\"/ITY\”VE)’": axXbxco (0°92);

logo, a raiz do primeiro membro é ignal a\'ya xbxc. 0. q.e.n.d.
Tendo de multiplicar por exemplo os dous radicaes 1/98 €
V18 , diremos :

/98 < \/18==\/98 X 18 =\/1764 =12 ;

isto mostra que o producto de dous numeros incommensura-
veis pode ser um numero commensuravel,

0 mesmo theorema permitte maltiplicar um numero 5 por
um radical /3, com effeito :

5 xV/3 =\/5 x\/3 ..—-—.\/2T><—3_=\/ﬁ-

: Esta operacdio é o que se chama introdusir um factor sob 0
radical, Vemos que para isso cumpre elevar o factor a umd
potencia de grdo, marcado pelo indice do radical.

Reciprocamente. Se a quantidade collocada debaixo de um
radical pode ser decomposta em dous factores de maneira q0&
um dos factores seja uma potencia exacta de mesmo grio qu°

o radical, tambem pode-se tirar esse factor do radical-
Assim ; :

-

V72=\/36 X 2=\/6"x 2=06 x\/2
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313. ToeoreMA II. O quociente dc dous radicaes de mesmo in-

dice ¢ igual 4 raiz do quociente das quantidades collocadas sob
08 radicaes.

Queremos provar que :

. \m/(? m faq

o YA

Com effeito, elevando o primeiro membro & potencia m, o
que se faz elevando-se cada termo da fraccio a essa potencia,

temos +, 1ogo a raiz do primeiro membro é igual a \'/E .
0. q. e. n. d.
Tendo de dividir os dous radicaes /1512 e V42, diremos :

V1512 4512~—\/§6—6
\ Vo= e AT =

0 mesmo theorema permiltte dividir um numero por um ra-
(ical ou um radical por wm numero; assim :

8\/_2 (m

€
Vis V15 [ 5
T=W=\/'§2\/§- "

314, TaeoreMA 1L Eleva-se um radical a uma polencia , ele-

Yando-se ¢ mesma potencia a quantidade collocada debaixo do
Tadical,

Com effeito, € claro que

(Ve =Vaxyax yax.... (wss)=
=AVaR aX A X (00 3=

— V@
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315, THEOREMA 1V, Extrahe-se a raiz de um radical multipli-
cando-se o indice do radical pelo indice da raiz, que se quer
exlrahir,

Trala-se de demonstrar que :

i

Elevando o primeiro membro & potencia n, temos \m/c—c, que
elevado & potencia m da a, logo o primeiro membro ¢ a raiz
de grio m x ndea: o. q.e n. d.

COROLLARIO. Exfrahe-se a raiz m X nde um numero a extra-
hindo-se a raiz m de a, edo resultado a raiz n.

Emyvirlude do theorema precedente :

V=g

316, THEOREMA V. Um radical ndo muda de valor quando ¢
multiplica ou divide por um mesmo numero o indice do radical €
o expoente da quantidade collocada sob o radical,

Trata-se de demonstrar que :

o -Vu"'x” = \n/a?

Ora :
ol  a e
\/a’"x’ = \/\/a""(’ (n° 315),
4 —
'/ am<r — \’/ (a")= a™ (n° 314);
* logo

"Va"""z\’/ a”. 0. ¢. e. 1. d.
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coroLrArIO I. Simplifica-se um radical, dividindo-se seo in-
dice,e o expoente da quantidade collocada sob o radical pelo
$e0 maior divisor commum,

Assim
P T 3T/
vasszvavxsz oS

COROLLARIO I, Reduzem-se muilos radicaes ao mesmo indice,
tomando-se por indice commum o producto de todos os in-
dices, ou melhor ainda, o menor multiplo d’esses indices.

Esta operacio muito imporlante appresenta-se todas as vezes
que se tem de multiplicar ou dividir muitos radlcaes de indices
- differentes.

Seja proposto multiplicar V/a por /by diremos :

N e

€ geralmente
m = n g mxn mn mxn
ARy Vel e

Extracgﬁo da raiz quadrada e cubica de um numero
incommensuravel por approximacio.

317, A regra que estabeleceo-se (n** 286, 305) convem a um
Qumero qualquer, por conseguinte a um numero incommen-
Suravel,

- — 1
Para calcular a expressio \/ 34 |/7 amenos de 13 PoI
€Xemplo, segundo a regra, mulliplica-se por 13 o numero

3 V),
(3.1 V/7) <180 = 31324 V/7 X132 =3 x13:4-\/7x13°,
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calculando-se V7 < 13* a menos de uma umidade e ajuntan-
do-se 4 raiz a quantidade 3 x 13*, a somma é 954, cujaraiz

menos de uma unidade 6 31; logo, 35 ¢ a raiz pedida.

Se o denominador da fraceio que marca a approxima¢io
fosse uma potencia de 10, operar-se-hia da mesma maneira, ot
melhor ainda segundo a regra dada (n° 287).

Tudo quanto dissemos na théoria da raiz cubica sobre os nu-
meros inteiros e fraccionarios, convem tambem aos numeros
incommensuraveis.

Exiraccio das raizes cujos indices s6 contem os
factores 2 ¢ 3.

318. Por meio da extraccio da raiz quadrada e cubica DO~
de-se extrahir a raiz de um numero, cojo indice niio content.
outros factores primos sendo 2 e 3.

Raiz quarta. Seja proposto por exemplo calcular \71_25, ord

V122 =\ Vi (n° 315) ;

extrahindo a raiz quadrada de 122 a menos de uma unidade, ©
d’este numero a raiz quadrada a menos de uma unidade, tere:
mos assim o numero pedido.
8 MR
Raiz oilava. Seja proposto por exemplo ealcular \/32“5’
sabe-se que :

V3206 — \/\/ /3206 (0 315);

chega-se ao resultado por meio de uma serie de extracedes dé
raiz quadrada, a menos de umaunidade.
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Raiz sexta. Seja proposto por exemplo calcular \72!;32
a menos de uma unidade ; ora

. 3
\VETED) =\/\/2a32 ;

logo, para ter=se o numero buscado, basta extrahir-se a raiz
quadrada do numero dado, e d’este a raiz cubica a menos de
uma unidade. :

EXERCICIOS,

L. Caleulando-sea menos de uma unidade \VA=a,V/ a = b,
Vb = ¢, demonstrar directamente que ¢ ¢ a raiz oitava de A
@ menos de uma unidade.

II, Caleular amenos de 0,01 a expressdo :

A 15-+110 30 —V/10
15—V10  15-4-1/10 "

1L, Calcular \/3 +V/3 amenosde o, 001.
1V. Caleular \"/2_115 a menos de wma unidade.

V. Calcular \'?'/31!115 a menos de uma unidade,

VI. Calcular as expressoes seguintes cum uma approximagio
de 0,001

Visvr o ViEIvT

VIL Verificar a seguinte igualdade :

\3/[(54-\/37)1 — T8V %100 © 40
17
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VIIL Verificar a seguinte igualdade :

15426 1 5—2V%6

s —r ————=}/2
2VE4V2 2 V3—-\2 4
IX. Verificar a seguinde igualdate :
54216 5—2V/¢
o =V 2V 31)
Gt Vimovs =Y /D
X. Verificar a seguinte igualdade:
'l 5—2 1 5— VAT AV

V3+V2*‘ Vs—

1 -1 b T:f,' -c’n;\
BlBL‘O ] ?_"‘ r\r,\\ PIJ L L.i

ESTADO DO MARAN HAO :
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Approximacoes mmmericas.

¥ —

CAPITULO PRIMEIRO.

OPERAGOES ABREVIADAS,

Consideracdes preliminares.

319, As regras das operacdes sobre os numeros inteiros ou
decimaes, que temos demonstrado até aqui, fornecem o resul-
lado exzacto d'essas operagdes ; porém acontece muitas vezes
que niio ha necessidade de se obter senfio um resullado ap-
Proximado ; entio ¢ indispensavel o conhecimento de outros
Methodos mais rapidos que os ordinarios, por meio dos quaes
S€ possiio obter esses valores approximados.

$20, Chama-se erro absoluto de uma quantidade a differenca
“hlre ¢ valor exacto d'essa quantidade e seo valor approxi-
lado,

‘Assim tomando-se 3,27 em lugar de 3,276.commette-se um
¥IT0 igual a 3,276 — 3,27=0,006. Se em lugar de 4837 toma-se
1800, 0 erro commettido ¢ 37 unidades.
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0 erro absoluto é por excesso quando o valor approximado
que se toma ¢ maior que o valor da quantidade, e por defeilo
no caso contrario.

391, Anles de passarmos ao estudo das operagdes abreviadas
cilemos alguns principios, que sfio de grande imporlancia, €
¢ mister ler sempre em vista.

prixcreio I Logo que ¢ direita de um numero inteiro se subs-
tituem zeros a alguns algarismos, o erro commettido é menor
que wma unidade de ordem do ultimo algarismo conservado.

Exempro. Se em lugar do numero 34765 se toma 34700, 0
erro que se commelle é menor que 1 ceniena; com effeilo,
34765 — 34700 = 65, numero que ¢ menor que 100.

Praxcieio 11, Quando em wm numero decimal se substitucnt
zeros a alguns algarismos decimaes, 0 erro commeltlido é menor
que uma unidade de ordem do ultimo algarismo conservado,

ExeupLo. Se ao numero 24,6375 se substitue o numero
24,6300 ou 24,63, o erro que se commette ¢ menor que 0,013
com efleito o erro absoluto ¢ 24,6375 — 24,63 = 0,0075, ni-
mero que ¢ menor que 0,01

Observagdo. Os dous principios precedentes subsistem ainda,
quando se augmenta com uma unidade o ultimo algarismo coll-
servado; porém n’este caso 0 €rro ¢ por excesso. Tomando-5€
94,64 por valor approximado do numero 24,6375, commelte-56
um erro, por excesso, menor que um centesimo.

392, Pode acontecer que o enunciado de uma queslio exij2
que o crro commettido seja menor que meia unidade de ordent
do ultimo algarismo conservado,

Ha tres casos a considerar :

I Se ha um s6 algarismo que ésubsliluido por zero (& di-
reita do numero) e se este algarismo € 5, o erro commettido ¢
justamente igual a meia unidade de ordemdo ullimo algarismd
conservado. Assim, s¢ em lugar de 23,45 loma-se 23,4, 0 erro®
absoluto ¢ 0,05 ou meio decimo.

11, Se o primeiro & esquerda dos algarismos que sao substi=
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tuidos por zeros ¢ menor que 5, o erro absolulo ¢ menor que
meia unidade de ordem do ulttmo algarismo conservado,

Substituindopor exemplo o numero 47,57 ao numero 47,5728,
0 erro que se commelte ¢ menor que meio cenlesimo ; com ef-
feito o erro absoluto ¢ 0,0028, numero que ¢ menor que 0,005,
ou meio centesimo.

1L Se o primeiro & esquerda dos algarismos substituidos pox
zeros € 5, seguido de outros, ou maior que 5, augmenta-se
com uma unidade o ullimo algarismo conservado, e o erro que
se commette é menor que meia unidade de ordem do ultimo
algarismo conservado, porém por excesso. Substituindo-se
por exemplo ao numero 74,3478 0 numero 74,35 commelte-se

 Um erro por excesso menor que meio centesimo.

Em resumo :

Quando o primeiro algarismo supprimido d esquerda é me-
nor que 5, ndo se toca no ultimo algarismo conservado.

Quando o primeiro algarismo supprimido é igual a 5, se-
guido de ouiros, ou maior que 5, é preciso for¢ar o ultimo alga-
rismo conservado ; isto €, augmental-o com uma unidade.

Addiciio abreviada.

325. REGRA. — Para obler a somma de muitos numeros
inteiros ou decimaes, approwzmada a certa unidade inteira ow
decimal : :

1° Se ndo ha mais do que dez numeros a addicionar-se, to-
ma-se cada um d’elles com uma approximagdo des vezes maior
que a unidade que marca a approximagio do resultado ; ajun-
l@0-se 0s numeros, e na somma despreza-se o ultimo algarismo
G direita, augmentando-se o precedente com uma unidade,

20 Se ha mais de des numeros e menos de cem, avalia-se cada
um d'elles com uma approximagdo cem veses Menor que @ uni-
dade que marca a approximacao do resullado, e na somma dos
numeros desprezdo-se 0s dous algarismos G direita, augmen-
tando-se o precedents com uma unidade.

17,
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Seja proposto buscar a somma- dos numeros £4,32765,
234,7329, 28,467383, 3,14159265, approximada a menos de
0,01.

Applicando-se a regra, dispoem-se j0s numeros approxima-
dos a 0,001, do modo seguinte :

h, 327
234, 732
28, h67
3, 141

270, 667
Desprezando-se o ultimo algarismo 4 direita, e augmentan-

do-se o precedente 6 com uma unidade, a somma buscada é
270,67 approximada a 0,01.

DEMONSTRAGAO DA REGRA,

Como o erro de cada numero ¢ menor que 0,001, e ha me-
nos de dez numeros, € claro'que o erro da somma Serd menor
que 0,001 > 10 = 0,01.

Representando S a somma exacta dos numeros propostos,
femos

S == 270,667 -}

« sendo uma quantidade menor que —— i 00 » POrém
270,667 = 270,67 — 3
¢ sendo tambem uma quantitade menor que w5 1 Io,,o,

$ = 270,67 - (2 — B)
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Ora (e — () € menor que 1—3—0- , por conseguinle 270,67 re-

presenta a somma pedida approximada a uma quantidade

1 :
menor que e por defeito on por excesso.

Subtraccio abreviada.

314, REGRA. — Para obler a differenca de dous numeros,
approxvimada a uma._ unidade inteira ou decimal , lomdo-se os
numeros dados, ambos para mais ou para.menos, approxima-
dos a wma unidade de mesma ordem que a unidade que marca
@ approximagao, e opera-se a subtracedo d'esses numeros.

Seja proposto buscar a differenca dos numeros 24,6328 ¢
12,98367, approximada a 0,01,

Appliquemos a regra :

24, 63
19, 98

11, 65

11,65 ¢ a differenca pedida, approximada a 0,01 por excesso ou
por defeito.

DEMONSTRAGAO DA REGRA.

Com effeilo‘, D representando a differenca exacla dos nume-
- T0S propostos, temos

D = 11,65 = o

o sendo uma quantidade que deve ser ajuntada ou diminuida
da differenca approximada; porém « sendo uma differenca de
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duas quantidades, cada uma menor que 0,01, serd menor que
0,01, logo 11,65 differe da differenca exacta em menos de 0,01.

0. ¢. e. md,

Biultiplicacio abreviada.

325. REGRA D’OUGHTRED, — Para obler o producto approxi-
mado de dous numeros inleiros ou decimaes a menos de umda
unidade inteira ou decimal, escreve-se o algarismo das unida-
des do multiplicador debaixo do algarismo do multiplicando,
que representa unidades des veses mais fracas que a que marcd
o grao da approximacdo pedida; inverlem-se os algarismos do
multiplicador; multiplica-se todo o multiplicando por cada.alga-
rismo do multiplicador, comegando-se sempre a operagdo pelo
algarismo do multiplicando que se acha sobre o do multiplica-
dor ; eserevem-se os productos uns sob os oulros de mancirad
que 0s ullimos algarismos & direita, fiquem em linha vertical, ¢
faz-se_a somma. Supprime-se o ullimo algarismo ¢ direild,
augmentando-se o precedente com uma unidade ; o producto
assim oblido exprime unidades de mesma ordem que a gueé
marca @ approximacdo.

Seja proposto determinar o producto dos dous numeros
3,14159, 12,101421, approximado a 0,001.

Eis o typo da operacio

\ 3,14159
121,10121

3,14159
62830
a141

31

3

——

38,0164
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Colloca-se o algarismo 2 das unidades do multiplicador de-
haixo do algarismo 5 dos decimos-millesimos do multiplicando,
(ue exprime unidades dez vezes mais fracas que 0,001 ; effec-
tuando-se os differentes productos, como se disse, obtem-se
por producto 38,0164; desprezando-se o ultimo algarismo e
augmentando-se o precedente com uma unidade, o producto
approximado a 0,001 serd 38,017,

DEMONSTRACAO DA REGRA.

Para provar que 38,017 differe do producto exacto em menos
de 0,001, bastara provar que a somma dos erros commettidos
¢ menor que 0,001,

1 facil vér-se que os differentes prodoctos parciaes expri-
mem todos unidades de mesma ordem, decimos-millesimos; é
por esta razio que sio escriplos, como manda a regra.

Em cada multiplicagdo parcial desprezarfio-se sempre os al-
garismos do -multiplicando & direita d'aquelle pelo qual se
devia comecar a operaclio; o numero formado por aquelles al-
zarismos ¢ menor que uma unidade da ordem d’este, logo o
erro do producto parcial ¢ menor que um decimo-millesimo
multiplicado pelo algarismo correspondente do multiplicador,
¢ por conseguinte o erro commettido sobre a somma dos pro-
ductos parciaes ¢ menor que 0,0001 X< (1 4-2--1-4-1--1) ou
0,0006. Tambem nio fez-se caso dos dous ullimos algarismos &
esquerda no multiplicador, que formdo um numero menor
que uma unidade do algarismo seguinte 1, que se acha debaixo
do algarismo 3 do multiplicando, ¢ como o multiplicando é
menor que (3-41) unida'des, por conseguinie o erro que se
commelle, desprezando-se aquella parte do mulliplicador ¢
menor que 0,0001 x (3--1); isto &, menor que 0,000,

A somma dos errosg é pois menor que 0,0006 - 0,0004 5 isto
¢, menor que 0,001 ; por conseguinte o produacto exacto dos

dous numeros propostos ¢ maior qu2 38,0164 e menor que
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38,0164 < 0,001 = 38,0174 ; com 'maior razdao o producto se
acha comprehendido entre 38,016 e 38,018 ; logo, 38,017 que
differe de cada um d’estes numeros em 0,001, differird do pro-
ducto exacto em menos de 0,001, o quese queria demonstrar.

Observacdo. A regra que se acabou de demonstrar, so con-
vem aos dous casos seguintes, o que resulta dos raciocinios que
se fizerdo precedentemente :

I. Se todos os algarismos do multiplicador forem emprega-
dos, quando sua somma for menor que 10.

II. Se todos os algarismos do mulliplfcador ndo forem em-
. pregados, quando a somma dos algarismos empregados mais
0 algarismo & esquerda no multiplicando augmentado com uma
unidade formarem um numero menor que 10,

Se a somma dos algarismos empregados do multiplicador ¢
maior que 10 ¢ menor que 100, o que acontece quasi sempre, a
regra acima soffre uma alteracio. Eis em que consiste essamao-
dificacdo,

Em lugar de escrever-se o algarismo das unidades do mulli=

plicador debaixo do algarismo do multiplicando que exprime

unidades des vezes mais fracas, que a que marca o grao da ap-=
proximacdo, colloca-se o dito algarismo sob o algarismo do
multiplicando que exprime unidades cem vezes mais [racas;
opera-se depois como manda o primeira regra, e ¢ direita do
produclo obtido omitlem-se os dous ultimos algarismos, augmen=
tando-se o precedente com uma unidade,

Em virtude de tudo quanto se tem dito, comprehende-se fa-
cilmente como se deveria modificar a regra, se a somma dos
algarismos empregados do multiplicador fosse maior que 100,
€ menor que 1000, 5

A demonstracio da regra modificada ¢ identica & primeira;
deixamol-a ao leitor, dando no entretanto outro exemplo para
mais clareza,

Determinar o producto de 3,14159265 por 2,7182818 ¢ 0,001
proximo, i
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263
@ Applicando a regra, temos :

2
.. 3,14159265
Q 818,28172

=3

X 6 28318

e 2 19905

S 3141

2512

-—ro .

- 62

88 24

e

o 8,53962

Y

Desprezando-se os dous ultimos algarismos, e augmentando-
se oprecedente com uma unidade, o producto buscado, ap-
proximado a ¢,001, é 8,540,

Ordinariamente na pratica so se escrevem os algarismos ne-
cessarios.

Divisio abreviada.

326, rEGRA. — Para achar o quociente da divisdo de dous

nuwmeros inleiros ou decimaes, approximado a uma unidade, de-
termina-se em primeiro lugar o numeron de algarismos que deve
ter o quociente; toma-se depois (n—+-2) algarismos no divisor (a
partir da esquerda), e no dividendo tantos quanlos bastem para
formar o menor numero possivel que contenha o divisor. Posto
1§to, obtem-se os algarismos do quociente dividindo o dividendo
assim modificado pelo novo divisor, o resto d'esta divisdo pelo
divisor precedente privado do seo ullimo algarismo ¢ direita, o
resto d'esta outra pelo divisor precedente privado do seo ultimo
algarismo ¢ direita, ete. ; continua-se d’esta maneira até ter
considerado todos os algarismos do quociente,

Seja proposto determinar o quociente da divisiio do numero
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16732,4873763 por 6,249074327, approximado a uma unidade.

Appliquemos a regra precedente ; 0 algarismo das mais altas
unidades do quociente exprimindo unidades de mil, esle terd
quatro algarismos. Tomando-se 4 -+ 2 ou 6 algarismos no divi-
sor, este torna-se 624907,4327 ou 100000 vezes maior que o divi-
sor dado; mulliplicando-se o dividendo dado por 100000 é claro
que o quociente da divis3o dos numeros propostos é o mesmo
que o da divisfio de 4673248737,63 por 624907,4327 (n° 85). To-
memos n’este dividendo o numero 4673248 que contem menos
de dez vezes o divisor inteiro 624907, e dividamos o primeiro

pelo segundo, conforme a regra; : ¥
4673248 [ 737,63 | 624907,4327
298899 Th78
18939
5196 -

BiBLIOTHECA PUBLIC)
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7478 é o quociente pedido, approximado a uma unidade.:

DEMONSTRAGAO DA REGRA.

O resto da divisdio 204 & a differenca entre o primeiro divi-
dendo parcial e o«producto abreviado do divisor pelo quo-
ciente, o que pode-se ver directamente; com effeito o primeir0
dividendo parcial 4673248 exprime unidades de mil, e os diffe-
rentes produactes parciags da multiplicaciio abreviada do divisor
pelo queciente 7478 exprimem tambem unidades de mil; el
fectuemos esta multiplicaciio
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624907,6327
4 8747

—

L3Th3h9
249960
L3Th3
4992

L673044

Ajuntando ao produeto abreviado 4673044 mil os 204 mil do
resto temos por somma 4673248 mil, que é justamente o pri-
meiro dividendo parcial.

Assim

4673268000-=624907,4327 X Th78 204000,

o {raco indicando o producto abreviado dos dous factores.
Ajuntando aos dous membros da ignaldade supra uma mes-
ma quantidade 737,63, temos :

1673248737,63 = 624907,4327 X T478 +- 204737,63.

Substituindo ao producto abreviado o producto exaclo, 0 se-
sundo membro cresce em uma quantidade que ¢ justamente
iznal ao erro do producto abreyviado, que chamamos e; logo,
diminuindo o segundo membro de e, lemos

1673268737,63 = 624907,4327 < 7478 - 204737,63 —e¢.

Se demonstramos que cada uma das quantidades, 204737,63
¢ ¢ é menor que o divisor, 7498 serd o quociente approximado
a uma unidade, Ora 204 ¢ o resto da divisdio parcial, ondeo di-
visor 625 exprime unidades de mesma ordem; logo,

204 < 624
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e a fortiori

204737,63 < 624907,4327 ;

pela multiplicaciio abreviada se sabe que e é menor que 100+
mil, porém o divisor contem 624 mil, logo e é menor que o di-
visor, :

Gada uma das quantidades, o resto, ¢ 0. erro sendo menor que
o0 divisor, a differenca serd ainda muilo menor; logo, 7478 re-
presenta o quociente approximado a uma unidade.

Observagaol. Se o quociente deve ter n algarismos, toma-se
(n+2) no divisor a fim de que o ultimo divisor empregado
tenha tres e seja ao menos igual a 100 (1), limite do erro do
producto abreviado. E claro que se aquelle limile fosse maior
que 100, e menor que 1000 seria necessario tomar tres alga-
rismos de mais no divisor em vez de dous.

Observagdo 1I. O quociente sera approximado por excesso
ou por defeito se o resto {6r menor, ou maior que o erro do
producto abreviado. Se o resto ¢ maior que 100, o quociente €
approximado por defeito; porém se ¢ menor que o limite do
erro do producto abreviado, nio se pode conhecer, se ¢ por
excesso ou por defeito.

Observagdo MI. Se no divisor os primeiros algarismos sio
Zeros, contlo-se 0s (n -+ 2) algarismos a partir do primeiro
algarismo significativo & esquerda,

Observagdo IV. Pode acontecer que um resto conlenha dez
vezes o divisor ; a parlir d’ahi os algarismos restantes do quo-
ciente sdio todos nove, e o quociente é a pproximado por defeito-

Em lugar de operar assim, pode-se augmentar o algarismo0
precedente com uma unidade e completar por meio de zeros 0
quociente, que n’este caso ¢ ap[aroximado por excesso.

Observagdo V. Determina-se o quociente da divisio de dous

(1) E elaro que 100 exprime unidades de ordem do algarismo 4 direila do
ultimo divisor empregado.
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llumeros dados, approximado a nma unidade decimal, por
€xemplo a 0,001, multiplicando-se o dividendo por 1000, e
buscando-se o quociente approximado a uma unidade, como
landa a regra (n° 326),

Eixtraccao abreviada da raiz quadrada de um
numero inteiro. .

327, Sabe-se pelo que se disse na theoria da raiz (quadrada
flue a extracedio da raiz quadrada de um numero inteiro ou
decimal, approximada a uma unidade decimal, reduz-se
sempre 4 extraccdo da raiz quadrada de um numero inteiro,
dpproximado a uma unidade.

Tneorema. Quando na extracedo da raiz quadrada de um
"umero inleiro tem-se obtido mais de metade dos algarismos da
"tz ou somente a metade, se o primeiro € 5 ou maior que 5,
Dode-se obler os outros, dividindo o resto pelo dobro da raiz.

Seja A o numero dado, @ a parte achada da raiz com seo
Valor relativo, @ o numero ordinariamente incommensuravel
fue ¢ necessario ajuntar a « para formar VA, e R o resto
l0go que se tem subtrahido a® de A. Ora A differindo de
(fl+x)" em uma quantidade infinitamenle pequena pode
Mos por :

A=(0+a) =042 ax+a*;
Sibtrahindo a* de um e outro lado, temos :

A—a*=R=2ax-} 2*;

d"Z‘Ilde deduz-se :
2ar=NR — a3,

fm seopida
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I @?

e el

Se n designa o numero dos algarismos desconhecidos da raiz
¢ claro que '

<l
em seguida

i (1=

de outro lado « tem por hypothese quando menos 2n 1 al-
garismos, ou 2n se o primeiro algarismo ¢ igual ou superior &
5, de maneira que ter-se-ha sempre

2a >0,
por esta duplice razio
a.z
PR e 1 -
2a <
; ' .
Assim desprezando-se a fraccio 550 © quociente completo

-2% serd o valor de @ por excesso, approximado a uma uni-

dade; tomando-se somente a parte inteira d’aquelle quo-
ciente o valor de o serd approximado a uma unidade por
excesso ou por defeilo.

Seja proposto, por exemplo, extrahir a raiz quadrada de
3141592653589, approximada a uma unidade,
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Eis o typo da operaciio :

3.14.15.92,65.35.89 | 1772452

214 2713473542
ki) 8] ’
86 92
16 08 653 589 | 3544000
1 87 05 452
9353
208005

A raiz do numero proposto devendo ter sefe algarismos, cal-
culiio-se qualro pelo methodo ordinario ; esses quatro algaris-
mos sendo 1772, a primeira parle da raiz que no raciocinio
supra chamou-se a ¢ 1772000, e o resto correspondente
- 1608653589 ; divide-se esse resto pelo dobro da parte achada
na raiz, isto ¢, por 35440003 ou 1608653 por 3544 (n° 68) ; o
quociente 452 € a parle complementaria da raiz; assim, a raiz
pedida 64772452, approximada a uma unidade.

Extracciio abreviada da raiz cubiea de um numero
inteiro,

3928, TneoreMA. Quando na exiracedo da raiz cubica de wn
numero inleiro se tem obtido mais da metade dos algarismos da
raiz, pode-se obter os oulros, dividindo-se o resto por tres veses
0 quadrado da parte achada.

Seja A o numero inteiro dado, a a parte achada na raiz, »
0 numero dos algarismos da raiz, « o numero ordinariamente
incommensuravel que ¢ necessario ajuntar a a para obler-

se \/A.

Podemos por sem erro sensivel :

A= (a+x)=a 3 a* X+ 3ax’ +a*;
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sublirahindo de um e outro lado a?, temos
R=A—a*=3a*34 3 ax®+ o2,

R representando o reslo da operacio ; dividindo a igualdade

supra por 3 a?, temos :

R ; 3ax-} ot
S g EYa

d’onde sc deduz:

0= R _.m_z 3_'.% .
T 3a®_ 3a Erdh

Sendo n o numero dos algarismos da raiz, o numero dos
algarismos achados na raiz pelo methodo ordinario ¢é quando

n N2 o E
merlos 5 +1= 5 por conseguinte « contem quando
! e LD , n—2
muito n — "2}" , isto é 5 ¢ claro que

=]

=2

x<102 ea > 10",
em seguida

x* < 10" 3 a >.3.10"-' e

por esta duplice raziio :

De oulro lado @ sendo menor que a

€T 5 .
-&-cl, em seguida 3+%<h
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logo
2 o 2
e (3-1——-) < ,—1—><!1=-f

273

: . It :
Assim o quociente completo 37:2 dard o valor de , approxi-

. X9 :
mado a i por excesso; lomando-se porém somente a partein-

teira d’aquelle quociente, obter-se-ha &, approximado a uma
unidade por excesso ou por defeito; como applicacdio propo-

nhamo-nos a extrahir a raiz cubica do numero
h2294h678235062396G423

apprdximada a uma unidade.
#is o lypo da operaciio :-
43,290.678.235.462,396,423 | 3511

21 162 | 3.32 =27

162.94 5

o | (83) = 12875

9410678 4196 |3.352==3675

132 43 5 51 (33U3==;32a3551
51127 235 511272 | 3.351% = 36060

432 80 5 19 831 1

(3511)° = 43280519831

14 1 58 404

N—10158404462396423
a= 3511000
3a%:=3(3511000)* = 36981361000000
o B 16158404462396423
ST 35981361000000
1&158a|0nn52395a23 36981{361000000
30641 382 §
1057 :
319

‘8

——
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\/A:a+.r= 35110004 382=23511382,

Os qualro primeiros algarismos da-raiz, 3514, [0rio delermina-
dos pelo methodo ordinario; os tres ullimos, ‘como manda @
regra (que acima demonstrimos), dividindo-se R por 3a2, ¢ cal-
culando-se o quociente a menos de uma unidade, para o que
empregamos o methodo da diviso abreviada (n° 326).

EXERCICIOS,
I. Caleular a menos de 0,01

167,3256 -4 0,4326 - 5,00367 - 15,07432678.

1B Calcular « menos de 0,001

567,67087 — 5,6073296.

1. Calcular a menos de wme unidade

92674,832 % h67,52356.

IV. Delerminar a menos de 0,0001 o producto sequinie
~ 0,04327635 < 0,6075367.
V. Delerminar, a menos de uma unidade, o quocienle $e-
guinte J

10158400062596425
36981361000000

V1. Caleular, a menos de 0,001 o quocienle sequinte
> ¢ 1672,3258748
32,667279
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CAPITULO II.

EBROS AEBSOLUTOS.

Consideracdes preliminares.

329.. No capitulo precedente expdmos os methodos abrevia-
dos para se effectuarem as differenles operacdes da Arithmetica
sobre numeros exaclos, porém na maior parle das questoes,
que se appresentdo na pralica, as quantidades que se conside-
0 nio sio conhecidas seniio approximadamente.

0s Instrumentos empregados nas sciencias d’observagionao
sendo perfeitos, 0s numeros que resultio das diversas expe-
riencias niio sio exactos, e como depois siio submeltlidos ao
calculo, seguese que o resultado das operactes ao qual
se chega, é tambem inexacto. Alem disso podem entrar no
calculo oulras quantidades como raizes incommensuraveis,
7 (raziio da circumferencia ao diamelro), elc., quantidades,
cujos valores s6 podem ser obtidos de uma maneira approxi
mada, de modo que duas questdes principaes se appresentdo
n’esta theoria importante da Arithmetica :

1. Conhecendo-se o grdo d’approximacdo de cada dado de
uma questao, determinar o grao d'approximagio do resultado.

1L, Determinar o grdo d’approximacio com que se deve cal-
cular cada dado de uma quesltdo, para que o resultado seja 0b-
tido com uma approximacdo desejada.

Eis um principio de grande importancia n’esta theoria.

330. Prixcieio. Seuma quantidadeé muila pequena, em wm
caleulo d approximagies pode-se desprezar o quadrado, 0 cub0;
e as polencias superiores d’aquella quantidade.
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Porque isso significa desprezar uma quantidade muito pe-
quena relativamente a outras maiores.

Antes de tratarmos quesldo alguma facamos conhecer a si-
gnificacdio das lettras de que nos serviremos n'este capitulo, As
lettras A, B, C.... designardo quantidadas exaclas; a, b, ¢,....
valores approximados d'aquellas quantidades; «, €, % .... erros
absolutos commeltidos sobre aquelles valores, e ¥ o erro ab-
soluto commettido sobre o resultado de uma ou muilas ope-
racoes,

Addicao.

331. PRIVEIRA QUESTAO. — Tomando-se a, b, ¢ ..... em lugar
de A, B, G..... a, b, c..... commetlem-se o0s erros respeclivos
o, B, 7 ..o s Suppondo-se esses erros mo mesmo sentido, por
exemplo, todos por defeito, pergunta-se o erro commetlido sobre
@ somma.

Temos por hypothese :

=a-tu
B=0b- 3
G=L“+l

sommando membro a membro essas igualdades,
A+B+CA...=a+btcH.n o+ 474 ...
e em virtude da (ieﬁni(_:iio (n° 320)
E=A+B+C+.c. — (@+b4c ) =a4 B4y 4.

Assim, quando os erros feem lugar no mesmo sentido, o erro
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commelttido sobre a somna é igual ¢ somma dos erros (1).

Observagdo. Se os erros commettidos sobre os numeros sio
uns por excesso, e oulros por defeito, vé-se facilmente pela

ignaldade supra que o erro commettido sobre a somma ¢ me-
nor que a somma dos erros.

Exevmpro. Seja proposto addicionar os sequinles numeros,

11,3276
8,2065
3,7943
6,7280

23,0564

approximadaos por defeito cada um a uma unidade de ordem

do seo ultimo algarismo ; isto ¢, a menos de um decimo-mille-
simo.

A somma serd tambem approximada para menos, e o0 erro
commellido sobre ella é menor que 4 decimos-millesimos; as-
sim a verdadeira somma € comprehendida entre 23,0564 €
23,0568 ; desprezando-se o ullimo algarismo, como inexacto,
tem-se por valor da somma o numero 23,057, approximado a
meia unidade da ordem dos millesimos. .

SEGUNDA QUESTAO.— Determinar o grdo d’approximacdo com
que deve-se tomar cada numero a, b, c,..... para que a somma
seja obtida com uma approximacdo desejada B, !

Esta questdo ja foi tratada no n° 323,

»

(1) Ordinariamente na pralica nio se conhecem os erros absolutes, commet-
tidos sobre os numeros, porém limites superiores d’eszes erros, de sorte que na
addicdo, por exemplo, a, B, y .ovee siio limites superiores dos erros commettidos

sobre a, b, ¢. ... ; entio E, erro da somma, € mener que a somma dos erros, €
niio ignal.
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Subtraceio.

332. PRIMEIRA QUESTAD. — 1. Se 05 erros sio de mesnio sen-
tido, por exemplo por defeito, temos :

A=+ o
Bzzb-i—i@
© A—B=a—b+4a—p;

d’onde se deduz :

E==(A—B) —(a—b)=z—§,

Assim, 0 erro da differenca ¢ igual ¢ differenga dos erros,
quando sao de mesmo sentido,

IL. Se os erros sdo desentido opposto, o minuendo por exem-~
plo por defeito, e o sublrahendo por excesso temos -

A—a-t o
. =b—p
e A—B=a—b+4u-+48

Qonde se deduz :

E=(A—B)—(a —b)=u-8.

Assim, o erro da differencaigualaé somma dos err 0s, quando

80 de mesmo sentido.

E\LMPLO L Calcular a differen¢a dos dous numeros 24,338 e
12,192, approxzimados cada wm a uma unidade do wltimo al-
arismo, o primeiro por defeito, o sequndo por excesso,
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: & P N
Subtrahindo, temos : o ; €/
7.0 y ~7
24,338 /D
12,192 e s L
—— , Ar
11,846 0

0 minuendo ¢ muilo fraco, e o subtrahendo muito forle;
por esta duplice razdo a differenca é muita fraca, porém o erro
da differenca ¢ 2 millesimos, por conseguinte a verdadeira dif-
ferenca é comprehendida entre 11,846, e 11,848 ; como o ulti-
mo algarismo € inexaclo, tomaremos por valor da differenca
11,85, numero approximado a meio cenlesimo por excesso.

Acontece muilas vezes que ndo se conhece o senlido do erro,
enldo deve-se sempre tomar o caso mais desfavoravel, como
vamos ver no seguinle exemplo. A

Exempro IL. Diminuir 2,958 de 4,683, numeros approxima-=
dos a um millesimo.
Operando, lemos :

Tomando o caso mais desfavoravel, o erro da differenca é
2 millesimos, por conseguinte a verdadeira differenca acha-se
comprehendida enire 1,723, e 1,727; 1,72 scerda a differen¢d
buscada, approximada a um centesimo por defeito.

SEGUNDA QUESTAO. — Qual o erro que se deve commeltler §0-
bre a, e b, para que o erro da differenca seja menor que uma
quantidade dada I,

Esta quesldo ja foi tralada no n° 324,

MHultiplicacao.

333. PrivEiRA QuEsTAO. — L. Um dos factores, por exemplo
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o multiplicando, sendo approximado a uma quantidade =, e 0
oulro factor exacto, qual o erro commeltido sobre o producto ?
Multiplicando por B a igualdade

A=a-t=
femos :

AXB=ax B-+axB;

- d’onde se deduz :
E=AXB--axB=axB.
Assim, o erro do producto éigual ao producto do erro do fac-

tor approximado pelo factor exaclo.

1I. Ambos os factores sdo approximados a 2, e S, qual 0 erro
do producto? ;
Multiplicando as ignaldades seguintes membro a membro,

A=a -}«
B=0-+5

{emos :
AXB=axbt-bxat+ax8+2xXE;

d’onde se deduz :

E=AXB—axb=bxXa+tax86taxt;

o producto o > & podendo ser desprezado, porisso que , € 5
sio quantidades ordinariamente muito pequenas (n° 330),
pode-se tomar sem inconveniente,

E=bxa-{ax?t.

Assim, o erro do produclo iguala @ somma dos productos que
se obtem, multiplicando-se cada faclor pelo erro do oulro.
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Observagao. Se os erros sio de sentido conlrario o arro do
producto torna-se menor, por isso que entio B b % g —a XE.

Exemero L Seja proposto multiplicar 2,71828, approximado
@ 0,00001, por 13,483073, numero exacto,

O multiplicador sendo menor que 20, o0 erro do producto €
menor que 0,00001 < 20 =0,0002, por conseguinte menor
que 0,001. CGalcular-se-ha o producto com tres algarismos de-
cimaes. § :

Empregando-se a regra d’Oughtred acha-se que 36,651 ¢ 0
producto pedido approximado a 6,001.

Exemero 1L Caleular o producto dos dous numeros 67,48604,
21,46743, approximados por defeito a menos de 0,00001,

A fim de diminuir o erro do producto tomaremos o mullipli-
cador por excesso 3 o erro do mulliplicindo causa no produocto
um erro menor que 70 centesimos-millesimos, ou 7 decimos-
millesimos, e o do multipligddor um erro menor que 30 cenle-
simos-millesimos, ou 3 decimos-millesimos, porém esses erros
sendo de sentido opposto, é claro que o erro do producto sera
menor que o maior d’esses erros; isto é, menor que 7 decimos-

millesimos, e a fortiori menor que 1 millesimo. Calcular-se-ha

0 producto com tres algarismos decimaes, Applicando-se a
regra d'Oughlred acha-se que 99,031 é o producto, approxi-
mado a menos de 0,001,

334, SEGUNDA QUESTZO. — L Qual o grdo d’approximacao
- com que deve-se calcular a para que erro do producto seja me-
nor que I,

0 factor B sendo exaclo, e « sendo o erro desconhecido,
baslara por

o X l}‘;_ﬁ,

.

d’onde se deduz': "WIHECA PUBLICA

CLO

« <BSTADO Do MARANHAC

Assim, o0 erro do factor deve ser menor que o quociente do
erro do produeto divido pelo factor exacto,
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IL. Osdous [actores sendo approximados, qualo grdo dap-
proximagao com que deve-se caleular cada um d'elles para que
0 limite do erro do producto seja menor que B,

Em virtude da primeira questdo, « e § sendo o0s erros des-
conhecidos, bastara escrever:

bxa-taxs<kE;

Doder=se-ha sempre tomar e assaz pequeno de modo que bx<a
seja menor que ¥, e depois determinar & de tal maneira que o
Producto a x € junto & b X « faca uma somma menor que E,

Exemero 1. Caleular a win decimetro quadrado proximo a
Superficie de um circulo, cujo raio é igual a 1,30,
A Geometria fornece a Seguinte formula

2

onde S represenla a superficie do circulo, 7 a raziio da circum-
ferencia ao diametro, numero que ¢ ignal 4 3,14159265.... ¢ R
0 raio do eirculo.

- Calcular a superficie do circulo a menos de um decimetro
(quadrado é¢ o mesmo que calcular o producto m 3 R* a menos
de um centesimo, para o que deve-se tomar '

S—=—1 x B

0,01 1

| 20,01 23835 ;
% <g> lth) oy e {0,307~ 169 < 0501 ;

tomando por conseguinte = com dous algarismos decimaes,
temos:

¢ S=3,14 x 1,69 =5,3066 ;

a superficie buscada € 5,31, approximada a menos de um cen-
timetro quadrado, '

Exempro I, Calcular a menos de wm millimelro a circumfe-
rencia do circulo circumscripto a um quadrado, cujo lado é
tgual & win meiro.
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Sabe-se pela Geometria que o raio d’esse circulo ¢ ignal &
£1/2, e se C designa a circumferencia, tem-se :
C=mxV2
Trata-se de calcular um producto de dous factores approw

mados & 0,001 proximo; tomando-se 0s erros.

o < 0,0001, e B < 0,0001

e em sentidos oppostos, é claro que se tera
 bxatax f < 0,001

por isso que cada um dos factores incommensuraveis) /3, € *
€ menor que 10 ; tomar-se ha por conseguinte

Ve=1142 ==3,1416.

Empregando-se a regra d’'Oughtred, acha-se que o compri-
mento da circumferencia é 4,443, approximado a 0,001,

PRODUCTO DE MUITOS FACTORES.

335. Suppondo
A=a+o,B=>b8,C=c47,D=d-+7,

qual o erro que se commelle tomando-se em lugar do producl?
exacto A.B.C.D, o producto approximado a. b, c.

Se um factor somente fosse approximado, por exemplo A, €
0s outros exactos, o erro do produclo tomando-se em lugar d&
A.B.C.D, o producto approximado a. B. C. D seria

(@+2).B.C.D. —a.B. C.D.=a. B.C. D. 2. B. . D. —
—a.B.C.D.=ea.B.C. D,

isto ¢, igual ao erro do factor multiplicado pelo producto do%
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outros factores, islo quer dizer que o pwducio exacto diminue
de .. B. C. D.

Sera facil ver-se que mudando Bem bno producto a. B.C.D,
esle diminue de um numero menor que . a. C. D, ou melhor
ainda de um numero menor que €. A, C. D, e assim alé o ulti-
mo ; de sorte que tomando a. b. ¢. d. em lugar de A. B. C. D,
CS[L producto diminue de uma quantidade menor que

2 B.C.D.-+6 A C.D.+7. A B.D. 4.\ B.C.

Assim, 0 erro commellido em um producto de muitos facto-
res, approximados por defeito, é menor que a somma que se
obtem mulliplicando-se o limite do erro de cada factor pelo
producte de todos os oulros.

Observacao I. Como a malorpmm das vezes 0s factores nio
sdo conhecidos exactamente, para calcular- -se 0 crro do pro-
ducto tomao-se aquelles, approximados por excesso.

Observacao 11, Se todos os faclores siio approximados a uma
.+ Incsma quantidade , o erro do produclo B ¢é menor que

ax(b.d.d.ad.c.d.4a. b .d +a, ¢ b.)

a, v, ¢, d, designando os valoresde A, B, C, D, approximados
Bl BIBLIOTHECA PUBLICA
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336, PRIMEIRA QUESTAO. — Sendo « 0 erro commeltido sobre

wm numero approximado a, qual o erro sobre o quadrado d'esse
numero ?

Elevando ao quadrade a ignaldade

A=a+4«
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temos :

o ot

|8

AT—git | F

d'onde se deduz:

E=A2—a"=2 xax ot

desprezando * (n° 330), lemos :
I wE—=2xuaxo,

% Assim, o erro sobre o quadrado de um numero, approximado,
L agual ao erro sobre o numero mulliplicado por duas vezes ¢sse
wumero. 1

<= Exgnero. Calcular a superficie do circulo, cujo raio approxi-
~mado ¢ um centimelro é 3,52.
< A superficie S de um circulo é dada pela formula seguinte :

=

S,

SR

. O erro sobre o quadrado R* ¢ menor que 2 x 4 x 0,01 o
'C‘JO,OS , € @ fortiori menor que 0,1; o da superficie serd menor
<¢ que 0,1 X 7, isto é, menor que 0,4 ; tér-se-ha pois a superficie
= a menos de um metro quadrado, Effectuando-se os calculos
L) acha-se R*=12,4, ¢ S= 39"+ amenos de um melro qnadrado-

337. SEGUNDA QUESTAO. — Qual 0 grdo d’approximeucio ol
que deve-se tomar um numero approximado a para que o €1
sobre seo quadrado seja menor que uma unidade dada I¥.

0 erro do quadrado sendo 2 X a < o, bastard por :
2k asee <K

d'onde s¢ deduz :
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que o quocienle da divisio do erro sobre o quadrado pelo dobro
d’esse numero.

Cubo.

338, PRIMEIRA QUESTAO. — Tomando-se.a em lugar de A com-
metle-sc um ervo o, qual o erro.commettido tomando-se a* em
lugar de A*,

Elevando ao cubo a igualdade

A=a x et
temos:
AN=a'+3Xa*Xa+3 Xa X o 4o,
d’onde se deduz:

E=A—0=3IxaXa-3%ax ot ot
.
desprezando-se 3 x a % ot e o que séio quantidades muito pe-
quenas relativamente 4s outras, pode-se por sem erro sensi-
vel :

BE=3xa ¥e,

Assim, o erro sobre o cubo de um numero, 'nppromirmrdo, (:
iqual ao erro sobre o numero mulliplicado por tres vezes o sco
quadrado.

339. SEGUNDA QUESTAO, — Qual o erro que se deve commetier
Sobre o numero approximado a , parda que o cubo seja obtido
com wma approximacdo desejada E.

0 erro sobre o cubo sendo 3 x a* x «, hastard por .

IX@ X <E,
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d’onde se deduz :

Assim, o limite do erro'sobre o numero approximado deve ser
menor que o quocienle da divisdo do limile do erro sobre o cubo
por tres vezes o quadrado do numero approximado.

F*otencia de grao m,

340, PRIMEIRA QUESTAO. — Sendo 2z 0 erro commellido sobre
wm numero approximado a, qual o erro commettido sobre a po-
tencia a™.

Como a* ¢ um producto de m faclores iguaes a a, ¢ clar0
(n® 335) que

m—1

E—=—oa ma

Assim, o errocommetlido sobre a potencia de grao m ¢ menor
que o erro commellido sobre o numero mulliplicado por'm vezes
a potencia de grdo m—1.

SEGUNDA QUESTAO. — Qual o grao d'approximagao com que
deve-se lomar a para que o errosobre a™ seja menor que E.

Acabamosde ver que o erro commetlido sobre a” é e m. a"~ Y
sendo « o limite do erro commeltido sobre a, logo satisfare
mos a fortiori & questdo, pondo :

B
Hl—“l
£ 1, < E, (ondefa < —==a
g2 ! m,a" "t

Assim, o erro commellido sobre o numero deve ser meno’ que
o limite do erro que se quer commeller sobre a potencia dividido
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porm veses @ potencia de grdo m — 1 do mesmo numero ap-
proximado.

Divisioe,

341, PRIMEIRA QUESTAO. — I O dividendo sendo approxi-
mado, e o divisor exaclo,

Dividindo a igualdade A =a -+ « pelo divisor exacto B,
temos

AN 0L o
BT B B
d’onde se deduz
Actgle
N SRS T s

Assim, o erro do quociente de um numero approximado por
Um numero exaclo, é igual ao erro do dividendo dividido pelo
divisor. .

II. O dividendo sendo exaclo, e o divisor approximado.
0 erro do quociente serd -

A A Axg |

i Yo

dquantidade § sendo muito pequena relativamente a b no de-

hominador, pode ser desprezada de modo que a expressio do
erro torna-se:

g Axep

= 0 .

|

<

Assim, o erro do quocienle de wm numero exacto por.um nu-
Mero approximado é igual ao erro do divisor multiplicado pelo
dividendo, e dividido pelo quadrado do divisor,

19
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1L O dividendo e o divisor sendo numeros approximados.
Tomando o caso mais desfavoravel, em que os erros sio de
scnlidos contrarios, temos :

B oot Noghalia iy M_
e desprezando § no denominador Ao
E—w_.‘f Cins POMABANER
= b? = b+ b
Assim, o erro do quociente de dous numeros approximados ¢ :

igual ¢ somma dos dous erros parciaes.

Exenero I Dividir 2346780,94327 approximado a 0,01 pelo
numero exaclo 0,276325783,
: : 0,01 : :
> g n ’ ot acl-
0 erro do'quociente é menor que (276395783 e em dec
maes menor que 0,003 ou melhor ainda menor que 0,04, Ter-

se-ha pois o quociente com dous algarismos decimaes.

Exenpro II. Dividir o numero exacto 43,729 pelo numero
6,287, approximado « 0,001,
O dividendo sendo menor que 44, o divisor maior que 6, ©

3 L
erro do quociente serd menor que ~—— x‘sg ,001

0,002, ou melhor ainda menor que 0,01. O quocienle tera dous
algarismos decimaes exaclos,

Empregando-se o methodo da divisiio ahrcvmda acha-se 0
quociente 695,54, approximado a menos de 0,01,

on menor qué

Exeuero 1L Dividir 3,467 approximado a 0,001 por 14,37
aproximado a 0,01,
0,001
14’
menor que 0,0001; o erro proveniente do divisor é menor qué

0 erro proveniente do dividendo é menor que ——— , 0U
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b > 0,01
_ A%6
mellido sobre o quociente é menor que o 0,0001 0,0005 =
=0,0004, ou melhor ainda menor que 0,001, Ter-se-ha o quo-
ciente com tres algarismos decimaes exactos.

Applicando-se o methodo da divisio abreviada, acha-se que
0 quociente pedido & 0,241,

ou menor que 0,0003; por conseguinte, 0 erro com-

342, SEGUNDA QUESTAO. L. Qual o erro que se deve commelter
sobre o dividendo a, para que o erro do quociente pelo divisor
exaclo B seja menor que E,

Sendo « o erro desconhecido ¢ claro que bastard por:

o :
.ﬁ.gE,

d’onde se deduz :
o < B < B.

Assim, o erro que se deve commeller sobre o dividendo deve
ser menor que o producto do limite do erro do quociente multi-
plicado pelo divisor,

IL Qual o grdo & approximagdo com que se deve calcular o
divisor b, para que o erro do quociente de A, numero exac lo,
por aquelle divisor seja menor que I,

Sabemos que o errd commettida sobre o quoziente ¢ menor

(ue i;f—ﬁ , pondo :

Axp

T

salisfaremos a fortiori & questio ; deduz-se d’alli

Assim, o erro do divisor deve ser menor que o erro do o=
19,
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ciente multiplicado pelo quadrado do divisor, approximado por
defeito, dividido pelo dividendo exaclo,

1. Com que grao d'approximagdo deve-se tomar o dividendo
e o divisor para que a approximagdo do quociente seja menor
que uma quantidade dada 1.

Sendo z e f os erros desconhecidos, € claro ue hastard por:

(=}

e

a X -
TS e

ol R

tomando-se « < I, poder-se-ha sempre dar 4 f-um valot tal
que a somma %x a—?z-'ﬁ seja menor que E.

Exemero. A quarta parte da superficie da terra sendo so-
mente habilada e havendo 1500 habitantes em cada myriaimnelro
quadrado , pergunlta-se a populagdo da lerra ¢ menos de 1000
habitantes.

Em virtude da definiciio do melro o comprimento da cir-
cumferencia da terra ¢ de 40000000 de metros ou 4000 myria-
metros; de outro lado sendo R o raio de um circulo, o compri-
mento de sua cirecumferencia ¢ 2 = R; logo :

2 = R=4000,

d’onde se deduz :

ora b = R* sendo a superficie da sphera de raio R, o quarto
d’esta superficie ¢ = R*; substituindo, temos :

9 2.4
S (~000) __ 11000000
T 3

em seguida o numero z de habitantes ¢

2 __ 11000000 X 1500 _ 6000000000
T T
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Trata-se de conhecer com que approximacio deve-se tomar
7= 3,14159265358979.... para que o quociente seja obtido a
menos de 1000 unidades.

Em virtude do que se disse (n° 342 —1I), o erro deve ser
menor que :

9 9

1000 X 5550000000 — 6000000

< 0,00001 ;

deve-se pois tomar = = 3,14159. Applicando-st o methodo da
divisdo abreviada, acha-se que o numero dos habitanles da
terra a menos de 1000 ¢ 1909860000,

IRaiz quadrada.

343. PRIMEIRA QUESTAO. Sendo o 0 erro commetlido sobre um
numero a, qual o erro commetlido sobre sua rais ?

Sendo E o erro desconhecido, e b a raiz de a, sabe-se
(n° 336) que

e=2xX bxE,

d'onde se dednz:

o o
|
20 9/
Assim, g erro da raiz quadrada de um numero approximado
é igual ao erro commettido sobre esse numero dividido por duas
veses @ rais.
Exemero. Extrahir a rais quadrada do numero 627,32 ap-
proximada a menos de 0,01,
A 0,01 g
O erro da raiz ¢ menor que 2’7 =10,0002, ter-se-ha pois a
raiz com tres algarismos decimaes exactos; empregando-se o

Biblioteca Publica Benedito Leite




294

TRATADO

methodo abreviado da extracciio da raiz quadrada, acha-se

99,963,

527,32
127
h3 32
2 9100
1620
246

29,063 C
MV"‘"QE;ELEOT HECA PU gLl

=W ;‘

458
63

ESTADO DO 11 ARANH

341, SEGUNDA QUESTAO, Qual o grdo d'approximacdo com que
se deve calcular a para que o erro da raiz quadrada seja me-

nor que M,

Sendo « 0 erro commelttido sobre o numero, o erro commet-

tido sobre a raiz é =
2V a’

pondo :

d’onde deduz-se :

satisfaremos a fortiori a quesldo,

< B2 Va.

Assim, o limite do erro do numero deve ser menor que o limile
do erro da raiz, multiplicado pelo dobro da rais.

Exempro I Caleular com wma approximacdo menor que um
decimo de sequndo o tempo que emprega um corpo no VACUO,
para cahir de uma altura de 100 melros. .

Demonslra-se na Physica a seguinte relacao:
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e g (1) a acceleraciio da gravidade ou o dobro do espaco per-
corrido no vacuo durante o primeiro segundo por um corpo
que cahe livremente.

No problema proposto a guantidade desconhecida sendo
t, e h =100, temos : '

. /200

g

i ~ 200
Procuremos com que approximacio " deve ser calenlado,

para que ¢ seja obtido com uma approximacio menor que 0,1 ;
sendo « o limite d’esse erro, deve-se por (n° 344)

o

§0 0,1, donde: < 0,1 3¢2¢..

Ora ¢ sendo maijor que 4, a gondicfio supra serd preenchida,
tomando-se « < 0,1 X 8= 0,8; islo ¢, calculando-se a quan-

: 200 ‘ =
tidade &7 COm uma approximacan menor que 0,8 ; para o que
cumpre tomar-se g = 9,8,

- Operando-se, acha-se:

5 .
-;)-'9-3 =20, 4, em seguida : V20, 4=14",5,
)
resullado approximado a 0,1,
Exemero IL Caleular \yﬁ_b?)ﬂsff)ﬁ Com uma approximagio
menor que 0,001,
Ora

V21325794 — \/ng.aas'ma ;

busquemos com que approximaciio deve-se caleular a primeira

(1) No Obseryatorio de Paris g == 9™,80896 ......
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raiz para que a segunda seja oblida com uma approximacio
menor que 0,001 ; sendo « o limite d’esse erro, e a o valor da
primeira raiz, deve-se ter (n° 344) :

a < 0,001 x2.Va,

Ora a sendo menor que 4000, /a é menor que 20, a condi¢io
supra serd preenchida, tomando-se

o < 0,001 X 40, ou melhor ainda: « < 0,1.

Assim, deve-se calcular a primeira raiz a menos de 0,1 para
obter-se:a segunda a 0,001,

A

345, PRIMEIRA QUESTXO. Sendo oz 0 erro commellido sobre um
numero a, qual o erro E da raiz cubica d’esse numero ?

Sendo b a raiz cubica de a, ¢ E o erro d’aquella raiz, o erro
commeltido sobre o cubo de b € 3.4% E; logo :

e=3.b°. E, donde: E-_—_ﬁ =§—(é—a_l~]—z

Assim, o erro commettido sobre a raiz cubica é igual ao erro
commellido sobre o numero dividido por tres vezes o quadrado
da raiz cubica.

SEGUNDA QUESTAO. Qual o grdo dapproximagdo com
que deve-se calcular a, para que sua raiz cubica seja obtida com
uma approximacdo menor que B ?

Se o representa o erro que deve-se commelter sobre 0 nu-
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da raiz ¢ g tisf fortiori
mero, 0 erro da raiz é ;73— 3 salislaremos a jortior: a
: 3(V/d]
quesldo, pondo :

o 3/
W < E , donde, oc<E.3(\7u) A

Assim, o limile do erro commettido sobre o numero deve ser
menor que o limite do erro da raiz, multiplicado por tres vezcs
o quadrado da raisz,

Raiz de grao m.

347. PRIMEIRA QUESTAO. — Sendo e 0 erro commellido sobre
um numero a, qual o erro B commettido sobre \/ a?

Suppondo b= y/a, vimos que o erro commettido sobre
b" ¢ E xm xb—; logo,

. a=EXmxb—t,
d’onde deduz-se :

AEPTRO T o
R et m.(_'" a)"'"i

Assim, o erro commettido sobre a raiz de grdo m de win nu-
mero approximado, é igual ao crro do numero dividido por my
veses @ polencia de grdo m — 1 d'aquella raiz.

SEGUNDA QUESTAO, Qual o grdo d'approximacdo com que se
deve calcular a para que \"/5 seja approximada a menos de uma

quantidade .
Sendo « 0 erro commettido sobre 0 numero, o erro commet-
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oL

i X iz é =7 ; .satisfar - [ortiori &
tido sobre a raiz ¢ m[\/a] 1; satisfaremos a fortiori
questio, pondo :

24

= < K
m(\'ya)"'_‘ 2
d’onde deduz-se:

a<E.m.({/a)" "

Assim, o0 erro do numero deve ser menor que o limite do erro

que se quer commeller sobre a raiz, multiplicado por m vezes @
polencia de grao m — 1 d’aquella raiz,

m @
" m
= S
EXERCICIOS. E’J p
I. Calcular a menos de 0,00001 a somma : Q. m
: O b
LS T R R B SR B T
] Al ik RO S R |
( b3 3T a5 5t ame 7o )_q go R
: 0 .
AT Lo
IL. Caleular a menos de 0,00001 a expressdo -~ 7
et
(AR o
3 '—5'—7_*'. ----- 3

1L Caleular a menos de 0,001 a expressio

02—V Yoo

IV. Calcular a menos de 0,000001 a fracedo

=

T = 3,1415926535897932...

Biblioteca Pablica Benedito Leite



DE ARITHMETICA. 299

V. Calcular a menos de 0,001

3/5130740
T

VI. Calcular a menos de 1 Eilomelro o comprimento da cir-
cumferencia da lerra, partindo da defini¢ao do melro,

VIL. Determinar, a menos de 0,01, o comprimento de uma
circumferencia, cujo raio é igual a 2", 256, &

VHI. Determinar a 0", 01 o raio de wm circulo, cuja cirewm-
[erencia é igual G 6™,

IX. Calcular a superficie de um circulo cujo raio é igual d
- Am, 5748, a menos de 1 decimelro quadrado.

X. A superficie de um circulo é de h metros quadrados ; caleu-
lar a menos de 0,001 o raio d'esse circulo,

XL Determinar por meio da formule da Physica

V=V2qh

a velocidade N com que chega & terra wm corpo, abandonado
livremente no vacuo, de wma altura h= 100",

XII. Partindo da mesma formula do problema precedente,
pergunta-se ¢ menos de 0,1, a altura de que cahe wm corpo, que
chega & terra com wna velocidade 25™ , 33.

XII. Determinar, a menos de 1 sequndo, o numero de graos
de wm arco de circulo, igual ao seo raio.

XIV. Determinar, a menos de 1 millimelro, a circumferencia,
cujo raio é igual & diagonal dewm quadrado que tem 0™, 5 por
lado.

XV. Calcular a menos de0,0001

/428,32 -+ \/37,46

XVL 0 peso do ar almospherico secco,no Observatorio de Paris,
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na temperatura do gelo, e sob a pressdo de 0,76 ¢é Tﬁi,_z_s' do
peso de um igual volume d’agua distillada no maximum de den-
sidade. Pergunta-se a menos de 1 milligrammo o peso de 1 litro
dear. '

XVIL. 4 densidade do mercurio na temperatura do gelo ¢
13,5980 relativemente ¢ agua distillada no maximum de densi-
dade, delerminar a menos de 1 decigrammo 0 peso de 843,459
centimetros cubos de mercurio. .

XVIIL. Calcular a menos de 0,001 a densidade da plating ¢
zero grdo, relativamente & agua distillada no maximum de
densidade, sabendo-se que dous volumes iguaes de platina, ¢
agua, em laes circunstancias pesao ; o primeiro 1492, 498, e 0
sequndo 64,793,

XIX. Calcular a menos de 0,001

V206748 +\/3

XX. Demonsira-se na MECANICA RAGIONAL a relacdo importante

que se chama EQUAGAD DO PENDULO SIMPLES , onde t (numero de
sequndos) representa o tempo de uma oscillagio completa do pen-
dulo, 1 seo comprimento; e as outras quantidades, seos valores
conhecidos ; determinar a menos de 0,01 0 comprimento do pen-
dulo que batle o segundo em Paris ; isto ¢, cuja oscillag@o ¢
execule em um sequndo, no vacuo.
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CAPITULO III.

ERROS RELATIVOS,

>

348. Chama-se exro relativo a razdo do erro absoluto de uma
fquantidade approximada ao valor exacto d’aquella quantidade.

Se « ¢ o erro absoluto commettido sobre o valor approxi-
mado ¢ de uma quantidade A, e ¢ o erro relalivo, temos

, d'onde z=¢. A,

o

=R

£ pelo erro relalivo, e niio pelo erro absoluto que deve-se jul-
gar da approximacio das quantidades; por quanto, niio basta
dizer-se que o erro commetlido sobre certo comprimento é
menor por exemplo que um millimelro, para que se possa con-
cluir que a medida foi bem feita; porque sendo aquelle erro
quasi nullo em um comprimento de 2 metros, ¢ consideravel
quando ftrata-se da medida do diametro de um tubo thermo-
metrico.

Logo que se conhece o erro relativo commetlido sobre o re-
sultado de uma ou muilas operactes é muito facil deduzir-se o
numero dos algarismos exactos de que elle compde-se: esta
relaciio importante € expressa pelos dous theoremas seguintes.

349, TaeoreMA I Logo que um numero a é conhecido comm
algarismos exaclos, a partir do algarismo k das mais altas

5 . o 1
Unidades, o erro relalivo ¢ é menor que fraccao T

Tendo a por hypothese m algarismos, o erro absoluto «
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commettido sobre aquelle numero é menor que uma unidade
de ordem do seo ultimo algarismo & direita (n° 321); tomando
aquella unidade por unidade principal, temos :

a<i,eq> kA0

por aquella duplice raziio , temos :

B{F\ l’)"‘! CA PUBLICA

oL
E Ou % < il. iU"‘_i ( ; \d
ESTADO DO MARANHAO
Exempro L Se no numero exacto 432,4739 conservilo-se so-
menlte 0s cinco primeiros algarismos; isto €, 432,47, o erro ab-
soluto ¢ menor que 0,01, em seguida o erro relativo é menor
que _,1___ — L L
4, 10* 40000
Exempro II. Se no numero 0,004567325943 conservio-se 08
dous primeiros algarismos, o erro absoluto ¢ menor que

v 1 1
ro relativo me ;

0,0001, e o erro VO menor quc[ 10— 750"

Observagdo. Muilas vezes, para maior simplicidade, toma-se
por limite do erro relativo 101, em lugar de o 3.,,_. ; as-
sim, nos etemplos precedentes os erros relalivos serifio me-

1

nores que 10000 BT

350. TaeOREMA 1L Se um numero a, cujo primeiro algarismo ¢
: ; 1
k, foi calculado com um erro relativo menor que —
o[ e ). 1o —1°
pode-se contar sobre os m primeiros algarismos d'aquelle nu-
mero; isto é, o erro absolulo serd menor que ume unidade de
ordem do seo ultimo algarismo,
Com effeito, temos por hy pothesc, « designando o erro ab-
soluto,
o > 1 :
(k+1)10m=1"
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de outro lado, tomando por unidade principal a unidade do
ultimo algarismo do numero, temos :

o< (k-4-1)40m—1;

em seguida

a<l R B

Exempro. Se 4 ou .

50000 (h+1) X 10°—1
com que foi calculado o numero 432,725853 pode-se contar
sobre 0s cinco primeiros algarismos, 432,72; ou o erro abso-
luto € menor que uma unidade de ordem do ultimo algarismo
conservado ; isto €, menor que 0,01,

¢ 0 erro relativo

351, Observagdol, Se o primeiro algarismo % é desconhecido

e se ¢ impossivel determinal-o immediatamente, deve-se {o-
Ay A 1

mar por limite do erro relativo To= em lugar de (Iﬁ—_lﬁlJﬁi_l

por isso que & é quando muito igual a 9,

352, Observacdo 1I. Pode acontecer que um numero tendo
sido caleculado com uma approximacio relativa menor que
FFTy < 10m= ; Tgn=r® S€0 ullimo algarismo ndo seja exaclo, como
vamos vér, pelo seguinte exemplo : supponhamos que o cal-
culo de um numero 0,047935 conduza a um valor approxi-
mado 0,047843 5 o erro relalivo aqui (n° 350) ¢ menor que

1 1

500 — (G-4-1)x10°—1
mos conlar sobre ires algarismos; isto €, 0,0478 ; comparando-
se porém este numero com'o numero exacto , vé-s¢ que o ul-
timo algarismo do numero approximado nio é exacto. N'esle
caso augmenla-se com uma unidade o ultimo algarismo con-
servado, enldio o erro absolulo serd menor que uma unidade
de ordem do ultimo algarismo conservado. Assim no exemplo
precedente deve-se tomar 0,0479. Isto {em lugar todasas vezes
(ue o numero ¢ approximado por defeito.

; applicando o theorema supra pode-
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Do exposto resulta a seguinte regra de uso {requente :
Para calcular um numero com m algarismos exaclos, calcu-
la-se um valor approximado para Mmais 0w para menos, porém
- - 1
tal que o erro relativo seja menor que ————r——7-:, l0go
q i) f (k—!—l) ¢ A0m—1 ? g
que o primeiro algarismo K é conhecido immediatamente, ou

1 S ;
menor que - logo que k ndo é conhecido ; se o valor achado

Um 3
é approximado para mais, tomdo-se 0 M Primeiros algarismos
desprezando-se 0s outros sem allerar o ullimo algarismo conser-
vado ; porém, se o valor é approximado para menos, augmenta-
se com wma unidade o ultimo algarismo conservado; em wm ¢
outro caso o numero é approximado a menos de uma unidade

do ultimo algarismo,

Addicio e subtraecio.

353. N'estas duas operactes é mais simples, ¢ algumas vezes
ha mesmo mais vantagem, empregar os erros absolutos em
ugar dos erros relativos.

MHultiplicacdo.

354, THEOREMA. O erro relativo de um producto de dous fac-
tores approximados iguala a somma dos erros relativos dos dous
factores.

Sendo, a e b 0s numeros approximados, « e  seos erros abso-
lutos respectivos, o erro absoluto do productoda < €+ b x «,
em seguida

_aXBt+bxea
e —
axb

o=

(74
=, 0, 1. e . d.
Hae freatt

Observacao I, Se as approximacoes dos dous factores sdo de
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sentido opposto, é facil ver-se que o erro relativo do producto
serd igual & differenca dos erros relativos dos dous factores.

Observagdo 11, 0 theorema supra extende-se facilmente a um
numero qualquer de factores approximados.

QPuadrade, cubo, potencia de grao m,

355. THEOREMA. O erro relativo do quadrado de wm numero
approximado é igual ao dobro do erro relativo d'aquelle nu-
mero. v

Com effeito, o quadrado de um numero sendo um producto
de dous factores iguaes 4 aquelle numero , 0 erro relativo do
quadrado € ignal & somma dos erros dos factores, on ao dobro
do erro relativo do numero dado,

336. THEOREMA. O erro relalivo do cubo de um numero ap-
proximado ¢ igual ao triplo do erro relativo d’aquelle numero.

A razio € por que o cubo ¢ um producto de tres factores
iguaes.

357. THEOREMA GERAL, O erro relativo da potencia de grdao m
de um numero approximado ¢ igual ¢ m veses o erro relativo
d'aquelle numero.

A razio d'este theorema é por que uma potencia de grédo m
¢ um producto de m factores iguaes.

APPLICAGOES,

EXempLo I Multiplicar 532,42 por 3,4415, approximados cada
um a uma unidade dos seos ultimos algarismos.
0 erro relalivo do multiplicando sendo nmenor que 3

4.10%°

€0 erro do multiplicador menor que .?:_u“" 0 erro relalivo do

en
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h.:0°+ 3.{;0n % 3.2;0" £ "{?)_'-; o
conseguinte (n° 351) pode-se contar sobre quatro algarismos
do producto. Ora vé-se facilmenle que este confem quatro na
parte inteira; logo, o erro absoluto do producto ¢ menor que 43
assim empregando a regra da multiplicaciio abreviada, teremos
o producto pedido, calculando-o a menos de uma unidade.

producto serd menor que

Exemero II. Caleular o producto .

3,14459265...,. < 2,7182818 .....

approximado a 0,001, sabendo-se que podem-se obler aguelles
numeros com uma approximacdo tdo grande quanto se queird.
O producto ndo tendo senfio um algarismo na parte inteira,
buscamos seos quatro primeiros algarismos, para o que
- 1 1l

basta_que o erro relativo do producto seja menor que 108
e em seguida que o erro relativo de cada factor seja menor que

2*—10,. : somos pois levados a buscar o producto 3,1415 < 2,7182

- appromma;‘m a 0 001 ~operando-se, acha-se 8,540.

1,'-';—;

& PUBLICA

ety hg?

L migtsaon 4 HA O

ESTADO

358, THECREMA. O erro relativo de um quociente é igual ao
erro relativo do dividendo mais ou menos o erro relativo do di-
visor.

0 dividendo sendo o producto do divisor pelo quociente, 0
erro do dividendo ¢ igual 4 somma ou & differenca dos erros
do divisor e do quociente, se estes sio approximados no mes-
mo sentido ou em sentido opposto ; logo, o etro do quociente ¢
igual ao erro do dmdendo diminuido ou augmentado com
o erro do divisor,
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Raiz quadrada, — BRajz cubiea, — Raiz de grae m ,

359. THEOREMA. O erro relativo da raiz quadrada de um
numero é igual ¢ melade do erro d'aquelle numero, approxi-
mado por defeito,

0 erro relativo do quadrado de um numero sendo o dobro
do erro relativo do numero, € claro que o erro relativo da raiz
quadrada serd a metade do erro relativo do quadrado,

360, THEOREMA, O erro relativo da raiz cubica de wim Ny -

mero € igual ao terco do erro relativo do numero, approximado
por defeito. -

THEOREMA GERAL, O erro relativo da raiz de grdo m de um

numero é m vezes menor que o erro do numero approximado

por defeito. ¢
A'demonstracio dos dous theoremas precedentes ¢ identica

4 do primeiro; além disso estes theoremas podem ser de-

3
monstrados directamente , o que nio offerece difficuldade al-
guma,

APPLICAGOES,

ExEmpro I. Dividir 3,14159265 por 2,718281, numeros ap-
proximados cada um a uma unidade dos seos ultimos alga-

- Tismos.

O erro relativo do diMdendo sendo menor

b 1 o
divisor menor que 35107 © €rTo do quociente ¢ mepop que

1 A S .
3><110“ 9 ‘)xiioﬁ OU menor que w3 05 seis primeiros alga-

1
1% 57, 20 do

rismos do quociente sio pois exaclos, e como o algarismy das
mais altas unidades do quociente €xprime unidades simples, ha

cinco algarismos decimaes exaclos no quociente ; somos leya-
%, :
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dos a buscar por meio da divisio abreviada o quociente ap-
proximado a 0,00001. Operando-se, acha-se 1,15572.

Exevpro 1. Caleular a menos de 0,001 a fraccdo ‘—;E .

0 quociente tendo um algarismo na parle inteira, procura-
mos por conseguinte os seos quatro primeiros algarismos, e 0
erro relativo que se quer commetter sobre clle ¢ pois menor

1 v s i
que W; logo, o erro relativo do dividendo e do divisor deve

1 -
ser menor que g7, ¢ deve-se por consequencia {omar
5= 3,1415, ¢ V/3=1,4142, Empregando-se a regra da divisdo

4 5 3,1415

abreviada, e calculando-se o quomenle]%;-h—? a menos de 0,001
3

obtem-se o numero pedido.

361, Observacdo importante. Quanto ao problema inverso,
que constitue a segunda questdo das approximacdes numeri-
cas,so trataremos nos erros relativos de uma maneira geral do
que diz respeito d raiz de gréo qualquer, o problemanas outras
operacses ndo offerecendo difficuldade;alem disso fizemos pre-
cedentemente algumas applicacdes (exemplo 1I), que poderdo
supprir esta pequena lacuna, devida 4 falta de espaco.

Com quantos algarismos , se.deve tomar um numero A, para
que sua raiz de grdo n seja obtida com m algarismos exaclos,
logo que se substitue ao numero exacto A o numero approxi-
mado a. .

A raiz \/a devendo ter mn algarismos, basta que o erro rela-
3 q

g . : 1
tivo da raiz seja menor que po, e 0do numero « menor que
-

n . . . .
0= (n° 357) ; ora na pratica n € quando menos jigual & 2, por
conseguinte bastara ter-se

g 4
10m
¢ representando o erro relativo de a ; para o que deve-se tomar

m -1 algarismos & esquerda de a (n° 349).
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Assim, para obler /A com m algarismos exactos, bastard
calcular A com m -1 algarismos, por defeito.

Se quizessemos por exemplo calcular \3/5, com 5 algarismos
exaclos, applicando a regra precedenle, deveriamos tomar :

7= 3,14159; ao passo que pelo methodo ordinario teriamos
necessidade de um maior numero de algarismos :

| me= 3141592653530,

Terminamos aqui a theoria das approximacdes numeri-
cas; sua ulilidade e importancia sio capitaes ; os problemas
que alli resolvemos e as consequencias interessantes a que
chegdmos, siio uma prova évidente, Aquelle que nio fem
conhecimento d'esta theoria, julga que-o resultado de um
calculo € tanto mais exacto ‘fuanto maior é o numero de de-
cimaes de que elle se compde — para calcular a raiz quadrada,
. por exemplo, de nm numero com 10 algarismos exactos, ¢
necessario calcular o dito numero com 20 algarismos — ele. : a
theoria das approximacoes prescreve regras exactas, guia o
calculador na marcha do seo caleculo, e annuncia-lhe final-
mente o numero de algarismos exaclos , com que deve contar.

EXERCICIOS,

L Com quantos algarismos exactos pode-se contar no pro-
duclo dos numeros , 46,7483, 3,78972, approximados a menos
de uma unidade de seos ultimos algarismos,

IL. Caleular @ \/2 a menos de 0,001.

IIL. Determinar o grdo d'approximacdo do quociente dos dous
numeros, 168,3256, 2,7894, approximados a menos de uma:
unidade dos seos ultimos algarismos.

IV, Calcular ‘%— a menos de 0,001,
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V. Calcular com tres algarismos decimaes exacios \ /144 +% .
VI. Calcular com dous algarismos decimaes exaclos

VII. Calcular a menosde 0,010 raio de um circulo cuja area,
approximada a menos de uina unidade, é L678 centimelros
quadrados.

VIIL Calcular a menos de 0,01 o lado do quadrado equiva-
lente a um irianglo equilateral, cujo apothema tem 2,50 de
comprimento.

IX, Calcular com tres algarismos exactos o lado do qua-

« drado equivalente ao circulo, cujo raio é dei™,

X. Calcular com b algarismos exactos

_2\/2—-\/2+\/2_+....._

<
J, Vs




LIVRO VIIL

Razoes, — Progressoes. — Logarithmos.

—_——

CAPITULO PRIMEIRO,

=
'RAZOES,

Razdes das grandezas. — Mazdes dos numeros,

362. Razdo de uma grandeza a outra de mesma naturesa éo
numero que mede a primeira, logo que se toma a seqgunda por
unidade.

363. Razdo de wm numero a outro é o quociente da divisio do
primeiro pelo segundo; este chama-se denominador, aquelle
numerador, e considerados juntamente, termos da razao.

A raziio de dous numeros, 8 e 3 por exemplo escreve-se do
modo seguinte :

,ou8:3

sl oo

.

que selé : oito estd para tres; a maneira ullima cahio em
desuso.
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Pelo que temos dito alé aqui, quociente, fracciio e razio ex-
primem a mesma cousa.

364, THEOREMA. A razdo de wma grandeza a outra da mesima

especie é igual a razdo dos numeros que lhes servem de me-
dida.

Sejdo A e B duas grandezas da mesma especie, que admillao
nma medida commum ; supponhamol-a contida 3 vezes em A,
e 7 vezes em B ; A contem por conseguinte § vezes um septimo

de B; isto ¢ ,37 de B; B contém 7 vezes um terco de A; isto ¢
% de A; assim arazio de AaB,oudeB a A, é expressa pela

e ey 3 0]
razao numerica - ou ; .
73 .

“ = 35 ] SR
Observacdo I, Duas fracctes taes como 5 e - sdo ditas in-

1558
versas; ¢ manifesto que o producto de duas razies inversas ¢
igual & unidade; assim % % ; =1

Observacao II, O theorema acima demonstrado convem tam-
bem ds grandezas incommensuraveis, o que ndio seria difficil
demonstrar-se.

Propriedades das razdes numericas.

365, Como uma razio ndo ¢ mais do que uma fraceiio, todos
0s tlieoremas demonstrados, relativamente 4s fraccdes, se ap-
plicdo tambem as razies.

Consideramos pois como demonstrados os theoremas se-
guintes :

L. Logo que se multiplica ou divide o numerador de uma razdo
Por wm numero, a razdo vem a ser esse numero de vezes maior
ou menor.

II. Logo que se multiplica ou divide o denominador de uma
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PASAO POT UNL NUMETO, (4 TAZEO Ve @ Ser esse Mmesmo numéra
de vezes menor ou maior.
IIL. Logo que se multiplicao ow dividem por wm mesmo nu-
mero os dous termos de wma razdo, esta ndo muda de valor,
1V. A somma dos numeradores dividida pela somma dos de-

nominadores de wma serie de razoes iguaes, é uma razdo zgunl
s primeiras.

Propriedades das razdes iguaes (1).

266. A igualdade de duas razges tambem se dd o nome de
Pproporedo.

Escreve-se a igualdade de duas razoes dos dous modos se-
guintes :

ou a:b:ec:d (2)

(ol B~
I
Ul o

queselé: .
a esld para b como ¢ estd para d;

0 ultimo estd abandonado; s6 empregaremos o primeiro.

367, THEOREMA L Quando duas razoes sio iguaes, 0s pro-
ductos em cruz s@o iguaes.
‘Tendo-se

C
B

(1) Sob o titulo — Propriedades das razdes iguaes — expomos quatro theo-
remas muito simples, que comprehendem toda a antiga theoria das proporedes,
(2) Eis 03 antigos nomes dos termos de uma proporcio : a e d extremos ; b ¢
€ meios ; a e ¢ antecedentes ;'b ¢ d consequentes.
Repetimos, nunca faremos uso d'essas denominagdes , por quanto considera-
mMos as proporcdes como igualdades de razoes, e que razoes, fracedes e quocientes
* exprimem a mesma cousa.
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trata-se de demonstrar que

axd=bxe¢

Com effeito , reduzindo as fraccdes iguaes («) a0 mesmo de-
nominador, temos ;

(=
X
=

o

X
o

S
X
=8

Il
=

X

=

d’onde se deduz

axXd=bxec, o4¢q.e nd,

368. THEOREMA IL. Logo que duas razdes sdo iguaes, a razao
dos numeradores é igual ¢ razdo dos denominadores,
Tendo

a_c
= g )
b d i @
; wn yu)
queremos demonstrar que — =
a_ b o
C e = .
Ponhamos, o que ¢ possivel, e o
a_c_p et
Dinsed- 4 >
'Z: ¢
2 sendo uma fraccilo irreduzivel ; logo, e (}f
. ¢! A O
a=mxp b=mxq
C=mXp d=m'X q;

d'onde se deduz pela divisdo,
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“logo :

b
ok 0. 4. e n,d,

369. TaeoreMA III. Logo que duas razles sdo iguaes, divi-
dindo-se @ somma ou a differenga dos seos termos pelo denomi-
nador correspondente, oblem-se duas outras razdes iguaes.

Tendo

S

o
=

|
+ queremos demonstrar que

a=b ¢
b Tt

com effeito, ¢ manifesto que

-

=41

i~y E3]

LS

-

reduzindo a fracciio e o inteiro a uma s6 expressio fracciona-
Tia, temos : :

+

hasicitid
T e T 0. ¢. e. n. d,

[+

a

370, CoroLLARIO I. Se duas razdes sdio iguaes, dividindo-se o
numerador de cada razdo pela somma ou pela differen¢a dos
Seos termos, oblem-se duas oulras razoes iguaes.

Tendo
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372, TuroreMA IV. Logo que duas razdes s@o iguaes, a somma
¢ a differenca dos numeradores dividida pela somma e dif-
ferenca dos denominadores formdo duas razdes iguaes ds pri-
meiras, -

Da igualdade

a_¢
- b d
eduz-se
a o
’esta a seguinte
+ '
(L:czb_(_l.d (0° 369)
e d'esta emfim a seguninte
atiCe ¢ owmd
e e i 0. q.e.n. d.

373. CororLArIo. Logo que duas razies sdo iguaes, dividindo-
se @ somma dos numeradores pela sua differenca, e a somma
dos denominadores pela sua differenca oblem -se duas razoes
iguaes, '

Da ultima igualdade acima conclue-se :

a+c¢__ a—c

bd— b—d’

e d'esta a seguinte

b+d
= 3= 0, q. e n. d.

Biblicteca Publica Benedito Leite



e et NECAPUBIE |G
2o

318 ESTAD@ (RATAPR A N 1
NMedia différencial e arithmetica.

374. Media differencial entre dous numeros & outro numero
que excede ao menor em fanto quanto ¢é excedido pelo maior.

Assim 7 € media differencial entre 4 ¢ 10, ,

375. Princip1o. A media differencial entre dous numeros ¢
igual d metade de sua somma.

Sejdo a, e b os dous numeros dados, z a media differencial
@’esses numeros, e d a differenca constante ; ¢ facil ver-se que

a—d=g. e R ¥ f"’“’"
b+d=uwm;
somando membro a membro, temos :
a+b=2z,
e : w;a-;_b. 0. q. e, n. d.
A medfa differencial enfres , e 12 é gt 22

5— = 8; amedia dil-

ferencial enire 3, e 7 ¢ —+—7 == §, 0 (que se verifica facilmente.

376, Media arithmetica de muitas quantidades £ 0 quocienie
da divisao da somma d’essas quantidades pelo numero d'ellas.
Assim a media arithmetica dos 3 numeros 3, 6, 18 ¢
3618
o L b

Emgeral a media arithmetica den quantidades a, b, ¢ 1,6

3 renas

at+b4-c+....41
= "

-
Esta operaciio arithmetica é muitas vezes empregada, sobre-
tudo quando se trata de observacdes physicas, d’operacdes de
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medida geomelrica, em fim d’operacdes , cujos resultados se
achio affectados de erros.

NMiedia proporcional ou geometrica,

577. Logo que em duas razdes iguaes o denominador de uma
¢ igual ao numerador da oufra, esse numero chama-se media
proporcional ow geometrica entre 0s dous outros.

378, PriNcipIo. A media geometrica entre duas quantidades,
¢igual ¢ raiz quadrada do producto d'essas quantidades,
Sendo b a media geometrica entre a e d, temos :

Il

SIS
U

d’onde se deduz

b=axd, e b=Vaxd o q.end
EXERCICIOS.

I. Tendo-se uma serie de raztes iguaes

demonstrar que se tem tambem :

Vaétre+e+.... a ¢ e

VB 008 o T
II. Teﬁdo—se
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T

“demonstrar que so se tem

' axa _...c})(/lzbu DO F\NI\RAN!‘JAOI
b x dx d

n0s dous casos seguindes :

1, — Quando as razoes da*primeird proporeao sao iguaes
Gs da segunda.

9. — Quando a razdo dos numeradores ou dos denominado- |
res da primeira é igual ¢ razdo dos numeradores ou dos deno-
minadores da segunda.

III. Supponhamos que em certo lugar se observa o ther-
mometro

ds & horasda manha . . . . 1375 & -'
s 10 horas da manha . . . . 19,82
U3 I horas datarde.. %o g, . 22%,31

s 10 horas da noute ., . . . . 16984
¥
Determinar a temperatura media do dia d'aquelle lugar, sa-
bendo-se que aquellas qualro observagoes sio su[ﬁcientc%
1V. Tendo-se observado o barometro durante o dia em cerlo
tugar, achou-se :
as b horas da manhad . . . . 137,50
150 horasS do dia e o im0 385 15
as 3 horasda tarde . . . . . . 737907
as 9 horas danoute . . . . . 737",82 :
Pergunta-se a altura media do barometro durante o dic. |

V. Demonstrar que a media geomelrica de dous numeros ¢
menor que sua media differencial.
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CAPITULO 11,

PROGRESSOES.

Progressies arithmetieas.

379, Chama-se progressao arithmetica ou por differenca uma
serie de quantidades laes, que a differenca entre duas quanti-
dades consecutivas é constante.

Essas quantidades chamfo-se termos da progressio, e a dif-
ferenca conslante, razdo da progressio.

A progressiio € crescenle logo que 0s seos termos viio cres-
cendo successivamente, e decrescente no ¢aso conlrario.

Eis como se escreve uma progressiio avithmeliea :
=2.5.8.41,: 14:17.20.93.26. 29,
esta progressiio ¢ crescente e 3 é a raziio ; a seguinle:
+=29.26.23.20,17.14.11.8.5.2

¢ decrescenle, e 3 € a razio.

380. THEOREMA FUNDAMENTAL, Em loda progressao arithme-
tica crescente um termo qualquer é igual ao primeiro mais lan-
tas veses a razdo, quanlos sio os termos que o precedem,

Seja a progressiio crescente, que suppomos conter n termos,

el k.l

€7 arazio,
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" 1i claro que

b=da-7r
¢ =br=a-+r-t+r=at2r
d=cH4r=a+42r+r=a-+37r

. . . . .

0 quarlo termo d, por exemplo, ¢ igual ao primeiro a mais
3 vezes a razio ; e em geral o termo [ de ordem n € ignal ao
primeiro @ mais (n —1) vezes a razio; isto ¢,

—a-+nm—1)X7r.

Observacdo. A progressio acima pode ser escripta do se-
guinte modo, em virtude do que acabamos de ver: =

. a4r.a4-2r.afF3r. ... . a-+(n—1)7r.

insercio de meios arithmeticos entre duas quantidades
dadas.

381, Inserir eerto numero n de meios arithmejicos entre
dous numeros @, ¢ [, ¢ formar uma progressio arithmetica
comecando em « € terminando em [ '

Tudo se.reduz a achar a razio da progressiio , por quanto
conhecida esta, sera facil formar seos differentes termos, Eis &
quesliio que se trala de resolver.

389, PropLEMA. Inserir n meios arithmeticos enfre ae be

A progressio buscada terd (n+-2) termos que vem a ser: 1t
‘mejos arithmeticos que Se quer inserir, mais os dous termoS
extremos ; ora, como o ultimo termo / é ignal ao primeiro @
mais (n--1) vezes a razio, lemos 5

l=a--(n-4-1) = v
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d’onde se deduz :

_l—a
LT

Assim, para obter-se a razdo divide-se a differenca dos dous
numeros dados pelo numero dos meios, que se quer inserir,
mais um.

Seja proposto, por exemplo, inserir 5 melos arithmeticos
entre dous numeros 6, e 48 ; applicando a regra acima,
temos : i

L8 —6

6 AL

r—

e a progressiio huscada é

+6.13,20.27.34. 01,48,

383. TuroreMA 1. Se entre dous terinos conseculivos de wma
progressao por differenca se insere.o mesmo numero de neios,
as progressoes parciaes formdo uma sd'e mesma progressao,

Seja a progressiio

LD el i R T e )
.
supponhamos que n seja 0 numero de meios arithmeticos, que
se quer inserir entre a e b, entre b ¢ ¢, entre ¢ ¢ d, ete. ;
r, ', 7, ... representando as razoes d’essas differentes pro-
gressoes, temos

_b—u T_,___c.——b ?‘,,_-d——c
N e R N R e Rl A s

Ora

b —=g=¢—b=d—c=,.,..

pot isso que cada uma (’essas dilferencas representa a razio

215
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da progressiio dada; logo,

a razio 6, por conseguinte, a mesma em todas as progressoes
parciaes; alem d’isso, o numero que termina cada progressao,
é o primeiro da progressio seguinte; logo, todas essas pro-
gressdes parciaes formdo uma so e mesma progressao.

384, TreorEMA 1. Para inserir (pp’ — 1) meios entre dous
numeros a, el , pode-se inserir (p — 1) meios entre esses nume-
ros e inserir depois (p'— 1) meios entre os termos da progressao
oblida precedentemente.

A razio da progressiio obtida inserindo-se (p — 1) meios
entreael, é

l—a
P

suppondo-se ! > a; e a raziio da progressio oblida inserindo-
se (p'—1) meios entre dous termos d’esta ultima é

(t-—a) ' f
P :l—a,

pr j)pz b}

poréml—;—);,—a ¢é juslamente a razio da progressiio oblida inse-

rindo-se (pp' — 1) meios entre a e I; logo, ete.
Somma dos termos de uma progressio arithmetiea.

385. LEMMA. Em toda progresso arithmelica a somma dos
termos equidistanles dos exiremos é constante, e igual G somma
dos extremos.

Sejdo a e I os termos extremos, i um termo precedido de 7
oulros, e & outro termo segnido de n ontros.
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E claro que

h=a-+nx<r
L =k+n xr;

diminuindo essas igualdades membro a membro, temos :

l—h=Fk—u -
ou hk=a-1, 0. . ¢. n. d.

386, THEOREMA. A somma dos termos de wina progressio
arithmetica éigual ¢ melade do producto da somma dos exire-
mos pelo numero dos seos lermos.

S representando a somma dos lermos da progressio

L RO G R v o]

temos :

S=a-+b-tc+..+h-+k-41
ou .s:£+L+h-|—....—|-u+b—|—u,

invertendo a ordem dos termos.

Ajuntando essas duas igualdades, e¢ observando que a
somma de dous termos que se correspondem ¢ igual & somma
dos extremos, temos:

285=(a-+1{) xn,
n representando o numero dos termos da progressio ; logo,

a1 xn

qai{
S

0. ¢. e d,

A somma dos fermos da progressio

IR0 a0 T 1SS el

Q—l-‘lﬁ) e

9

==03
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Progressées geomelricas.

387, Progressao geometrica ¢ uma serie de quantidades taes,
que @ razdo de duas consecutivas d’essas quantidades ¢ con-
stanle,

Logo que a razio é maior que a unidade, a progressio ¢
erescente, e decrescenle quando a razdio ¢ menor que a uni-
dade. t

Escreve-se uma progressio geometrica do modo seguinte :

== 2406 :48 5474162 ‘

esta progressiio, cuja razio € 3, é crescenie ; a seguinte cuja
= 1
razio é 39
=162 :54:18:6:2

¢ decrescente,

388, THEOREMA FUNDAMENTAL. Em toda progressdo geomelrica
um termo qualquer é igual ao primeiro multiplicado pela razdo,
affectada com um expoente, igual ao numero dos termos que o

recedem. &,
p 79

‘Seja a progressido crescente : &
e S g O,
: e
e ¢ sua razio; é facil ver-se que 6] RN,
b=a><q -’.-J ,':7‘_ . »-7'6/
c=bxg=eXxgxg=axq T, T
d=cxXq=aX¢@xXqg=aX¢ >, ’E}L

0 quarto termo d, por exemplo, € ignal ao primeiro a mul-
tiplicado pela razio ¢ elevada & 3° polencia ; em geral o termo
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[ de ordem n ¢ igual ao primeiro ¢ multiplicado pela razio ¢
affectada do expoente (n — 1), numero dos ternios que pre-
cedem [; isto é, "

b= X g,

Insercio de meios geonmieiricos enire duas quantidades
dadas.

389. Inserir n meios geomeltricos entre duas quantidades a
e l, ¢ formar wna progressio geomelrica comecando em a ¢
terminando em L.

Tudo censiste em delerminar a razio da progressio, por
quanto conhecida esta, nada ¢ tdo facil eomo formar a pro-
aressio.

Eis a questdo que nos propomos' a resolyer,

390, PROBLEMA, Inserir n meios geomelricos entre dous nume-
rosacl.

A progressio conlera (n - 2) lermos, e ¢ represenlando a
razao buscada da progressio, temos

= X f{ e |
d’onde se deduz :
41 7,-
(== -
! a
Assim, para obler-se a razdo, do quociente dos dous numeros
dados extrahe - se « ruiz, cujo indice iguale ao numero dos
MEios que se quer inserir mais um,
Seja proposto, por exemplo, inserir 3 meios geomelricos

" entre 5 e 6480 ; applicando a regra acima, lemos :

4 /6080 =

& progressio serd :

=5 : 50 ;180 : 1080 : 6480
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391. THEOREMA. Se enlre dous numeros consecutivos de uma
progressdo geomelrica se insere 0 mesmo numero de meios geo-
melricos, as progressdes parciaes formdo uma so e mesma pro-
qressao.

Deixamos ao leitor a demonstraceio d’este theorema, que ¢
identica a do correspondente nas progressoes arithmelicas
(n® 383).

Producto dos terimos de uma progressio geometrica.

592, LEMMA. O produclo de dous lermos equidistuntes dos
extremos ¢ constante e igual co producto dos cxtremos.
Seja a progressiao .

na qual a e ! sio os extremos, . um termo precedido de n
outros; e k, oulro termo seguido de n outros; ora

k=i X"
e L=

dividindo membro a membro essas igualdades, temos:

frosiit
sl
ou
ax l="hxk. 0. q.c.n.d.

393, THeEOREMA. O producto dos termos de uma progressao
geomelrica é igual G raiz quadrada do producto dos extremos,
affectado de um expoente igual ao. numero dos lermos da pro-
qressao.

P representando o producto da progressiao
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temos :

Ve 3¢ D D6 XK cniae X hxhkxl
ou P=IxkxhX...xXecxbxa,

inverlendo a ordem dos factores. Fazendo os productos d’essas
igualdades membro a membro, e notando que o produclo de
dous faclores, que se correspondem, € igual ao producto dos
extremos, lemos:

P= (e x ),
n representando o numero dos termos da progressao; logo,

P=V({axI. 0. . e.n. d.

Somma dos termos de uma progressio geometrien.

394. THEOREMA. A somma dos termos de uma progressio
geometrica decrescenle, é igual aoquoeiente da divisdo do pri-
meiro termo, menos o producto do ullimo pela razdo, pela
unidade menos & razao. :

S representando a somma e g a razio, da progressio

Sl e e hink sl
que suppomos decrescente, temos :

S=a4b4c+ . +h-+E+1
e SX g =bAgCdrervrven. +h4 T4 1X(q

multiplicando a primeira por q.
Subtrahindo-se a segunda da primeira, e notando-se que
S x ¢ é menor que S, lem-se :

S—Sxqg=a—IxXq

por isso que 0s outros termos se annulio pela subtracgao.
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Pode-se escrever a ultima igualdade do modo seguinte :

S(1—q)=a—1Ixq,

d’onde se deduz :

« a—isug
b———-i—_—q—. (1)

Se quizessemos conhecer por exemplo a somma dos termos

. da progressio *
T
e 1 1 1. K e
T i) '.lG 32 A () -
- _’)

: 1 2
cuja rasdio ¢ ;; empregando a formula (1), temos

2’ O \\
1" A= 4 “ 0
T e Z
FLRSAIEN T kA .
A T e e m
1 i X 32une80 /p—-
2 25
’,:

395, Observacdo I. A'formula (1) exige o conliecimento do =
ultimo termo da progressiio para se poder obter a somma dos €
seos termos ; vamos dar outra formula, ende nfo entra 7, po-
rem onde é necessario conhecer-se o numero dos termos, A
progressin dada tendo n termos, sabe-se que

l==a X q"—1;
Escrevendo a x ¢*—* no valor de S em lugar de I, temos :

L a—aXq  axX(1—q"
T F=7 (2) .

Applicando esta formula ao exemplo precedente, temos :

: A Sy
T e =TT
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. 396. Observacdo II, Se a progressio ¢ crescente, as formu-
las (1), e (2) soffrem uma modificacio ; repetindo os raciocinios
" que fizemos no primeiro caso , oblem-se as duas formulas se-
guintes:
Sztxq——u SH_zax(g["—-l)
q—1 q—1

A somima dos termos da progressio
0 2:6:18: 50 : 162

cuja razio ¢ 3, ¢, empregando-se a primeira formula

162 3 —2
e D)
YEna W2
e empregando-se a segunda
2 X (3°—1)
S —OND.
A ? S d 242

-

Limite da somma dos termos de uma progressao
decrescente até o infinito (1).

397. LemMA I As polencias successivas de uma quantidade
maior que a unidade crescem successivamente ¢ medida que

(1) A progressfio decrescente :
Rt bl 4|
day 3 +5+5 REERERE

3 1 e !
cuja razio 6 v 0 fol a primeira (que ge sommaou.

Archimedes calenlando a drea de um scgmcntd de parabola comprehendido
entre um arco da curva e sua corda, foi levado a, sommar a progressio supra,
() sabio grego s6 caleulou aquella , deo uma regra bastante complicada em Jin-
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cresce o expoente, que pode ser tomado assas grande, pdra que
@ polencia exceda a loda quantidade dada.

Seja a o numero dado, maior que a unidade; ¢ claro que
a"+ ! ¢ maior que a™, por quanto

ARSI T S

o mulliplicador ¢ sendo maior que a unidade, o producto
a"+ ' émaior que o mulliplicando a".
Passemos 4 segunda parte da demonstracedo ; ponhamos:

a=1-}«

por isso que ¢ € uma quantidade maior que a unidade.
E manilesto que .

a‘m-}-l_‘ ar= q* < (1 & ﬂr) = "X 2‘;

porem a* sendo maior que a unidade, a™ X & € superior a e ;
por conseguinte, a differenca entre duas polencias successivas
de a é maior que «; logo, temos :

¢ —1 =«
at—a > o
at —a*® > o

(1) 3

LI S T T |

Py am—] >

é claro que a somma dos primeiros membros das relacdes su-
pra ¢ maior que a dos segundos ; ora, esta é m X «, e aquella
a"—1; logo,

a"—1>mxa (2)

guagem ordinaria, e chegou & aquella regra por um methodo diverso do que em-
pregimos (n° 400} ; methodo, que nio expémos aqui por falta de espago.
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Se a™ deve ser maior que uma quantidade dada N, bastard
eserever-se

m o >N—1 (3)
e fomar-se

N—1
o

m >

o que ¢ sempre possivel ; operando assim , teremos a fortior

ar —1 > N—1

on
a™> N.,

o que se pedia.

398. ConsEQUENGIA. Um fermo de uma progressio crescente,
cresce alem de todo limite.

390. Lemua I, As potencias successivas de uma quantidade,
menor q'i:e a unidade, diminuem successivamente e feem zero
por limile. '

Toda quantidade menor que a unidade pode ser represen-

T sendo uma quantidade muito pe-

tada pela fraccio

quena.
Observando-se que

1 1 1

(i (= DR P

é menor que visio

1 1
que a primeira quantidade é um produclo de duas oulras me-
nores que a unidade (n° 205).

: - 1
De outro lado & medida que m cresce, a [raccio m—;

vé-se facilmente que

diminue ; por isso que seo denominador augmenta (lemma h;
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por conseguinte se m eresce indefinadamente , (1-1- )" eresce
sem limite, e a fracciio e tem por limite zero.
(T +a)"

400. THEOREMA. A somma dos termos de uma progressdo de-
crescente alé o infinilo é igual ao primeiro termo dividido pela
differenca entre a unidade e a razao,

Achamos (n® 395)

B At

S iy

2

0 que se pode escrever

a (B I a

b Spepie e W T

an ;

esta formula dda a somma de um numero determinado n de ter-
mos de uma progressio decrescente, buscamos porem asomma
dos termos de uma progressio deerescenle até o infinito; ora
¢ sendo um numero menor que a unidade, ¢ lende para zero
a medida que n cresce successivamente ; logo, considerando a
progressio com todos 0s seos termos, temos ;

limite g"=0, por conseguinte lim. Ii—q > =0,

por isso que é um factor constante ; logo,

a
=1
¢4
._(["

lim. 8= T (1)

0. g.e.n.d,

ExempLo I. Sommar a progressdo decrescente

X 5 e
,,Q.H.S.m.ﬁ ..... D

_—

cuja razdo é - .

13
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Empregando a formula (1), temos

Exempro II, Sommar a progressio decrescente

ey Jelid 1

"'3:5:5’;":%':5&—3:"

. e
cuja razdo e 3

Empregando a formula, temos :

Applicacdo, Toda fraccio decimal periodica pode ser consi-
derada como uma progressdo geometrica decrescente. Seja por
exemplo a fracciio decimal periodica

0,272727......

¢ claro que se pode escrever esta fracedo do modo seguinte

e R e
1004 1002 ° 1007 = & v ¢

empregando a formula (1), temos por somma da progressio,

; 50 6 1
cuja raziio € oo

27

100 27
Szi fp=09)

100
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EXERCICIOS,

1. 0 primeiro termo de uma progressao por differenca é17, 0

sequndo 11, e o ultimo 59. Qual o numero dos termos d'esta
progressio ?

1. A somma dos termos de wma progressdo_por_differenca é

15400, o ultimo termo ¢ 262, ‘e o numero dos termos 88, Qual o
primeiro termo ?

I Caleular as sommas das progressoes sequinles :

4 g (4
22 S im @
1)
kg TR T =
A D DA 5 S A L e (i,
SR e e
L EER ST ! i
(::l =.-"‘\
BN R B i 50
A . PR 3" 1 ey wad e '
01 " 017 0 0 = 4
) C
IV. Demonstrar que a somma = o
N AR Z 2
1+ 1 =1 1.9 -+ 23 + L. T 9
_ o)
é comprehendida entre 2 e 3.

V. Demonstrar que o quadrado da somma dos n primeiros
numeros inteiros é igual @ somma dos cubos d’esses mesmos nit-
meros.

VI. Achar o limite da somma das fraccoes
1

2 3 I 5
§+[—l+§+'1-3+-5—2+

cujos numeradores formdo uma progressio arithmelica, e o0s
denominadores wma progressio geometrica.
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VIL. A somma de uma progressao de 9 termos é 225, e a diffe-
renga dos extremos é16, — Formar a progressao.
VIIL. Dezaseis numeros formao uma progressao, cuja somma

¢ 320 ; a razdo do primeiro ao ultimo termo é % . Quaes sdo
€sses numeros ?

IX. Calcular a somma dos'n primeiros numeros inteiros.

X. Caleular a somma dos n primeiros numeros pares.

CAPITULO III.

LOGARITHMOS.

Definicoes., aF

401. Duas progressies crescentes sendo dadas, uma geome-
trica comecando pela unidade e outra arithmetica comecando
por zero , o8 termos d'esta siio os logarithmos dos termos cor-
respondentes d’aquella. ‘

Assim, sendo dadas as progressoes

oy bR L TR L R, TR
R QUM ok 208 30 i - S BT I e

7y 21, ele., sio os logarithmos de ¢, de ¢?, etc.

Observagdo. Os expoentes da razio na primeira progressio
sdo iguaes aos factores que multiplicdo arazio na segundanos
termos correspondentes; assim ¢ tem por logarithmo m e

402. Pela definiciio de logarithmo, que demos (n°401), parece
que 0s numeros que se achdio na progressio geometrica, sfio
0s unicos que tenhdo logarithmos; porém vamos ver que um

23
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numero qualquer lem sempre um logarithmo commensuravel
ou incommensuravel,

Inserindo-se entre dous termos conseculivos da progressio
seometrica um numero de meios geomelricos assazgrande, ob-
fcm-se uma nova progressiio geometriea; inserindo-se tambem
entre dous termos consccutivos da progressdo arithmetica o
mesmo numero de meios, oblem-se outra progressio arithme-
lica, cujos termos siio os logarithmos dos_termos correspon-
dentes da nova progressiio geometrica. Se o numero de meios
que se insere ¢ muito grande, ¢ claro que os termos da progres-
sio arithmelica seriio os logarithmos exactos dos numeros, que
se achdio inscriptos na progressio geomelrica, e ao mesmo
tempo 0s logarithmos approximados dos numeros, que nio seé
achio alli.

No entretanto, se n — 1 representa o numero de meios que se
quer inserir, vamos demonsfrar que se pode tomar n assaz
grande para que 0s termos das duas novas progresses crescio
por grios insensiveis.

A diffcr_cnga' enlre dous termos conseculivos da nova pro-

L ; r p 3
oressiio arithmetica é -3 Se se quer que esta differenca seja

menor que uma quantidade dada e, bastard escrever :
2
— < E,

e tomar por conseguinte

9
1N Se=,
€

De outro lad o, 0 excesso da razio da nova progressao geome-
trica sobre a unidade pode sertomado menor que toda quanti-
dade dada ». Com eﬂe:to,pondo

%-—-—-‘l <.w
ou \“/;-: 1-}w
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lemos, elevando 4 polencia de grao n,

@ < (14 w)ri
ou A+4-w)>a

0 que € possivel (n° 397), por quanto1 - ¢ uma quantidade
superior a unidade,

Por conseguinte, se um numero N néo faz parte da progressio
geometrica mesmo depois da insercdio de um numero muito
grande de meios geometricos » elle serd comprehendido entre
dous oulros, que fario parte d’ella e differirdio entre si em uma
(luantidade infinitamente pequena, ¢ do numero dado em me-
nos d'essa quantidade ; logo o Iogarithmo do numero N serg
comprehendido entre os logarithmos dos pumeros que com-
prehendem N, e differirdo do logarithmo de N em uma quanti-
dade infinitamente pequena,

403. A unica condiciio, a que submettemos as duas progres-
ses que nos servirio de ponto de partida para a definicio dos
logarithmos, foi que a progressio geometrica comegasse pela
unidade, e a progressio arithmetica por zero; ora , como ha
uma infinidade de progresses, que podem satisfazer a aquella
condiclo, segue-se que ha tambem uma infinidade de systemag
de logarithmos: assim o logarithmo de um numero isolado ¢
inteiramente arbitrario , se nio se especificarem as duas pro-
gressoes, que careclerisio o systema de logarithmos, que se
tem em vista,

404. Emfim, para legitimar a definigdio doslogarithmos, se-
ria necessario demonstrar que, se um numero N ¢ introduzido
la progressio geometrica por duas insercdes differentes, o Jo-
garithmo de N & sempre o mesmo, 5

5e, N tendo sido introduzido na Progressao geometrica pela
insercdo de (p —1) meios, 1 é o logarithmo de N; e, N tendo

. lambem sido introduzido pela insercio de p'—1 meios, ' é o

logarithmo de N; cumpriria demonstrar que J= 7,
Deixamos ao lector a demonsltracedio d'esta Proposicio que
93,
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se basea sobre o theorema n° 384, ¢ sobre oulro cquivalente
nas progresses geomeltricas, que nio foi tratado.

Propriedades dos logarithmos.

405. TueorEMA I O logarithmo de wm producto de mutlos
factores é igual G somma dos logarithmos dos seos factores. :
Sejiio as progressoes

e :q:qzzqﬁ:....q'“....q"....q"’+"....

L0, P 2030 e T T Jmn) ..

™mm
'R
T a

que caraclerisio um systema qualquer de logarithmos. -
Em virtade da defini¢fio (n°401), lemos : 3

log. g =mr
log, " =nr o 0

¢ log. qmt+r=log. (¢" %X q") = (m-n) r; __ 0
ajuntando as duas primeiras iguadades, 1€mos : E’J
A
log. "+ log. g*==(m -+ n) r; e
-
logo, * @]

log. q» X " =log. " + log.q". o.q.e.n.d.
N'esta demonstraciio suppoe-se que 0S numeros dados fazemn
parte da progressio geomelrica; se assim nao for, introda-
zindo um numero muito grande de meios, poder-se-ha semprt
achar dous termos g” € ¢* quc differirdio dos dous numeros da-
dos em uma quantidade infinitamente pequena, de sorle qué
passando aos limites, o theorema acima se acha demonstrado
para dous numeros quacsquer,
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406. O theorema subsiste ainda no caso de muitos factores ;
com effeito @ > b < ¢ x d sendo o producto dado, temos, em-
pregando o theorema precedente :

log. a><b><c><d..,lorr r&><(a><b><c><d)—lo" a4
+log.bxXexd ;

porém,

log. b ¢ X d=log. b X (¢ x d)=1og. b+lo“ bxe
e log. bx c=log. b--log. c;

logo,

log. a < b X ¢ X d=log. a+log. b+log. ¢+ log. d.

407. TueoreMA IL O logarithmo de um quociente é igual ao
tngarz'thnw do dividendo menos o logarithmo do divisor,

Sey\ 5 © duociente dado, pondo
ety
hiad
temos: |

(=D 25 q,
e tomando os logarithmos dos dous membros
log. a =1log. b+ log. ¢,

d’onde se deduz :

log. ¢ = log.

[l lf=

=log. a — log. b

408, THEOREMA 111, O logarithmo de wma polencia de um nu-
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Observagdo. Os quatro theoremas precedentes mostriio que
uma’ multiplicacéio pode ser substitnida pela somma de dous
logarithmos; uma divisiio por uma subtraceiio ; elevacio 4
potencia por uma multiplicaciio, e uma extracciio de raiz por
uma divisio ; por aqui vé-se a grande vantagem que ha na in-
troduccdo dos logarithmos nos calculos numericos.

EPos differentics systemas de legarithmos,

410. Da definicdo dos logarithmos resulta que o logarithmo
de 1 é sempre zero. Chama-se base de um systema de loga-
rithmos o0 numero que n ‘esse systema tem por logarithmo a
unidade. Os differentes systemas de logarithmos se distingnem
pela sua base; uma vez a base determinada, o systema tam-
bem se acha determinado ; existe porém uma relagio impor-
tante entre todos os differentes systemas de logarithmos, re-
lacfio expressa pelo theorema seguinte :

411. THEOREMA., A raszdo dos logarithmos de dous numeros ¢
constante em todos os systemas.

o e .
Sejao M e N dous numeros, e = raziio de seos logarith-

mos, tomados em um systema de base b, de modo que :

log. M _m
lurr NEB:
isto €, :
n x log. M. =m x log. N, 2%
ou

log. M* =log. N™:

d’onde se deduz
e ="\t
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orém, em oulro qualquer systema de basecl. se temy’sempre
» 2t ¥ SEm]

-~

log. M* = log. N», 7
®,
on : o) “-:
& Y27
n. log. M = m. log. N 2, e
" SN
on ’ P %
‘ 2 5
log. M __m = <
log. N~ a’ —’5

0 que exprime que a raziic dos dous logarithmos ¢ sempre a
mesma. g - :

Observa¢do. Na demonstracio que acabdmos de dar do
theorema precedente suppomos commensuravel a razio dos
dous logarithmos ; porém serd facil generalisal-o, empre-
gando-se o raciocinio costumado. O theorema subsistindo para
dous numeros, cuja razio dos logarithmos differe pouco da
raziio dos logarithmos dos numeros dados, subsiste logo que se
passar aos limites.

412, CorOLLARIO. Conhecendo-se os logarithmos dos numeros
no systema de base b, oblem-se os logarithmos d’esses mesmos
numeros em oulro systema de base b', multiplicando-se o0s pri-
Mos por wma razdo constante,

Sejdo M e N dous numeros cujos logarithmos no systema de
base b sio log., M e log., N, e no systema de base ¥, log., M,

e log.»N; em virtude do theorema precedente, temos :

log.s M _ log.,» M
log., N ik log.iu N g

ou

log., M'_ loga N
log. M~ log.x N o
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d’onde se deduz:
log.s M = plog.er, M
ou log.s N = 2 log., N;

assim, para obler-se o logarithmo de M ou de N no systema de
base b, basta mulliplicar por um numero constante p. os loga-
rithmos d’esses numeres no systema de base b'.

Logarithmos de Briggs.
113, Logarithimos de Briggs ou logarithmos vulgares siio os
logarilhmos definidos pelas progressdes seguintes :

== 1 40 :10% : 10% : 404 : 105 : .
) I R R s e R N

S

¢ o systema de logarithmos cuja base ¢ 10 é o unico empre-
gado nos calculos numericos.

i1h. O logarithmo de uma potencza, qualquer de 10 ¢ o ex-
poente d’essa potencia,
Com effeito

log. 10" =n. log. 10=n

por isso que log, 10 =1,

515, Os logarithmos de todos os numeros que ndo sio poten-
cias de 10, s@o incommensurgueis.
Seja N um numero, cujo logarithmo supposto commensu-

ravel c —; daigualdade

log. N_?—"
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deduz-se successivamente : .

n. log. N=m , log. N*=m=log. 10",

¢ finalmente
Nn - ... 10": .
10" ¢ um nomero inteiro, Ioﬂo N* deve ser um numero inteiro,

e por conseguinte N; como 10" niio contém oufros factores se-
nio 2 e 5, é claro que N* e em seguida N néio deve conter

£
tros fdctores sendio 2 ¢ 5. Ponhamos pois n =
—1
K =271 5 O
C 1

logo, o

Nn = p.n Fgn — 10" = Qi . Hm : ; P2

d’onde se deduz : .-
Dot — m; q. n=m, j C
¢ em seguida = [C
_ 5 %

Assim, N ¢ uma potencia de 10. Logo, as potencias de 10

$a0 0s unicos numeros que teem logarithmos commensuraveis;
0s logarithmos dos outros numeros sdio approximados abaixo

de uma unidade decimal de septima ordem para maus ou para
menos.

416. Di-se o nome de caracteristica & parle inteira de um
logarithmo.

o

A caracteristica do logarithmo de um numero maior que a
unidade contem tantas unidades menos wma, quantos sdo os al-
garismos da parte inteira d’esse numero.

Todo numero de n algarismos ¢ comprehendido entre
10*=* e 10" ; o logarithmo d’esse numero é comprehendido
entre (n —1) e n, ¢ tem (n —1) unidades na sua parte inteira.
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117, Conhecendo-se o logarithmo de wm numero, obtem-se o
logarithmo de um numero 10" vezes maior ow 10" vezes menor
augmentande-se ou diminuindo-se sua caracteristica de n uni-
dades,

Com effeito, multiplicando um numero A por 10", temos :
log. (A< 107) =log. A-+4log. 10" =1log. A}n;

dividendo A por 410" , temos :

10g. 75

= log. A—log. 10 =log. A—n .

Assim , quando dous numeros decimaes nio differem seniio
pelo lugar que occupa a virgula, seos logarithmos teem mesma
parte decimal e 6 differem pela caracleristica,

Hisposicio das taboas de logarithmes de Callet.

418. As taboas ndio ddo as caracteristicas dos logarithmos;
pois, como sabemos, a simples inspeccdo do numero hasta para
determinar sua caracteristica; nas taboas so se encontrio as
partes decimaes dos logarithmos.

As taboas de Callet contém os logarithmos dos numeros
desde 1 até 108000. Nas ecinco primeiras paginas sob o litulo
de Chiliade I (reuniio de mil unidades) se achdio os logari-
thmos dos numeros naturaes desde 1 até 1200, avaliados com
8 algarismos decimaes,logarithmos, que estiio emface dos nu-
meros aos quaes correspontdem. Nas columnas intituladas N
(inicial da palavra numero) se achiio 0s numeros, € nas co-
lumnas inlituladas log. os logarithmos,

Depois , as laboas tomdo outra disposi¢iio, e dio os logari-
thmos dos numeros desde 1200 até 100000 calculados com 7
algarismos decimaes; de 100000 até 108000 os logarithmos
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80, como no comeco das taboas, caléculados com 8 algarismos
decimaes.

Depois da chiliade I, a columna N contem todos 0s numeros
desde 1020 até 18000, e a columna seguinte, intitulada 0, con-
tém os logarithmos correspondentes; n’esta columna os nu-
meros isolados de 3 algarismos que se achiio & sua esquerda
sdo considerados como escriptos uns sob 0s outros de ma-
neira a completar todas as linhas.

Nas columnas intiluladas1, 2, 3......9 se achiio numeros de
4 algarismos, que estio na mesma linha horizontal com os nu-
meros da columna N; aquelles numeros de 4 algarismos sub-
stituidos aos outros tambem de &4 algarismos, que se achfio &
direita da columna 0, siio os logarithmos dos numeros da co-
lumna'N seguido do algarismo que serve de titalo & columna
verlical considerada,

Emfim, existe'nma ultima columna intitulada diff., que quer
dizer differenga ; cada uma d’essas columnas se compoée de um
numero isolado, situado no seo alto, e que se chama differenca
tabular ; esses numeros isolados sio as differencas dos logari-
thmos de dous|numeros inteiros consecutivos. A esquerda do
fraco vertical que esld debaixo d’esse numero se achio o0s
numeros 1, 2, 3....9, e & direita os productos da differenca
por 0,1, 0,2, 0,3 ..... e 0,9. ;

Para se poder applicar os logarithmos 4s questdes numeri-
cas € necessario saber-se resolver os dous problemas seguin-
tes: 1° Dado um numero, determinar seo logarithmo ;— 2° Dado

* 0 logarithmo de um nwnero, delerminar esse numero.

BLIOTHECA "UBL’C»«-

1 ~, Uso das taboas de logarithmos,

STADO DO MA RAN H /efionLeya 1.

Determinar o logarithmo de um numero dado.

019, PRIMEIRO €AS0. O numero dado consta de cinco algaris-
maos,
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Seja proposlo, por exemplo, 0 HUMero 43678 ; procura-sena
columna inlitulada N o numero 4367 e & direita na columna 0
tomio-se os lres algarismos isolados 640, d direita dos quaes
se escrevem oS quatro outros 2528 que se achiio justamente na
intersecciio da linha horizontal, em que esld o numero dado,
com a linha vertical, onde estd o ullimo algarismo 8 do numero
dado ; assim 4 sendo a caracteristica, temos

log. 43678 =1,6402528.

SEGUNDO €AS0. 0 numero dado é qualquer, ;

- Seja em geral No numero dado. Separa-se por meio da vir-
gula no numero N cinco algarismos & esquerda; seja n esse
numero e d a fracedio decimal resultante ; ¢ claro que a parle
decimal do logarithmo de N éa mesma quea do logarithmo do
numero N modificado, que ¢ da forma n - d.

Procura-se nas taboas o logarithmo de n (1°caso), seja [ esse
logarithmo. O logarithmo do numero (n—d) ¢ comprehendido
entre Le I'; I sendo o logarithmo do numero inteiro superior a
n em uma unidade.

’

priscieio. Os acerescimos logarithmicos sdo proporcionaces
105 (cCrescimos numericos e reciprocamente.

Este principio ndo ¢ verdadeiro rigorosamente, cOMO vere-
mos, porém pode ser empregado sem erro sensivel,

Pondo a differenca I’ — =20, que € o accrescimo logari-
thmico correspondente & unidade, e apoiando-nos no princi-
pio precedente, temos : y

x__d
P
d’onde se deduz :
c=d X Jd;

assim, para obler-se X, (0 ¢, 0 accrescimo logarithmico cor-
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respondente & parte decimal A, basta multiplicar-se por d a dif-
[erenca tabular &,

Desprezando-se n’este producto os algarismos que nio in-
fluem sobre o septimo algarismo decimal, e ajuntando-se con-
venientemente o numero resultante com a parte decimal do
logarithmo de n, obtem-se g parte decimal do logarithmo do
numero dado, ao qual se d4 depois a competente caracteristica.

Seja proposto, como applicaciio do que acabdmos do dizer,
determinar o logarithmo do numero 346,78267. ‘
~ Emilugar de considerarmos o numero proposto, cujo logari-
thmo tem por caracteristica 2, consideraremos o numero
30658,267. '

log. 34658 = , , . . . 4,5398035
log. 34659 — . , . . . 4, 5398160
1 0=125

Multiplicando 0,267 por 125 temos por producto 33,375, que
¢ 0 accressimo logarithmico correspondente 4 0,267, _despre-
zando os tres ultimos ajgarismos decimaes o ajuntando 33 com
5398035, logarithmo de 34658, temos

log. 346,78267 = 2,5398068.

Eis como se opera nd pratica, empregando-se a ultima co-
lumna diff. :

log. 34658 « « . h,5398035

TIOTIREE (SIS o A i
p{)]’.‘ 0,06 =W % s ek . 7,5
POTEEE () e < (IS

log. 34638,267 = . . . 4,539806858,

e log. 346,58267 = , , , 2,5398068
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PROBLEMA II.

DETERMINAR O NUMERO CORRESPONDENTE A UM LOGARITHMO
DADO.

4320. PRIMEIRO €ASO. O logarithmo dado é um logarithmo das
taboas.

Seja por exemplo 7931895 o logarithmo dado. Procurio-se
na columna 0 os tres algarismos isolados 793, e 4 direita d’esse
numero ou mais abdixo nas columnas 1, 2, 3 ..... 9 os algaris-
mos 1895 ; obtem-se o numero buscado escrevendo-se 4, alga-
rismo que se acha no alto da columna vertical considerada,
4 direita do numero 6211, que se acha na columna N e na
mesma linha horizonta} com os algarismos 1895.

SEGUNDO €AS0. () logarithmo dado é qualquer.

Seja em geral L um logarithmo dado, de que se busca o nu-
mero correspondente. Se L niio se acha nas taboas, ¢ compre-
hendido entre dous logarithmos consecutivos 7 e I, dos quaes
sejio m e n+4-1 os numeros correspondentes; chamando ¢ a
differenca I'—{, A a differenca L — I, e fundando-nos no prin-
cipio (n° 419 — Princip.), temos :

=8
ol

ol
S =

Assim, para obler-se X ou 0 accrescimo numerico, correspon-
dente ao accrescimo logarithmo A, basta dividir-se A pela diffe-
renca tabular 9.

Ajuntando-se a n o valor de «, convertido em decimaes, e
separando-se por meio da virgula a parte inteira do numero
segundo a caracteristica do logarithmo dado, obtem-se o nu-
mero pedido. :

Appliquemos a um exemplo 0 que acabimos de expor de
uma maneira geral, Proponha-se procurar o numero corres-
pondente ao logarithmo 2,4674325.
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Procurido-se nas toboas os dous logarilhmos 4674305,
4674453, immediatamente inferior e immedialamente superior
a0 logarithmo dado, e ao mesmo tempo 0s numeros corres-
pondentes que sdio 29338 e 29339, Fazendo as subtraccdes :

I = 2,4674453 L == 2,4674325
I = 2,4674305 ! = 2,4674305

d=Ul—1l=,.4. 108, Am=L—1 ==, .. .20

temos :

2

i, e e

o) >

Ajuntando 0,135 & 29338, numero correspondente ao loga-
rithmo immediatamente inferior ao logarithmo dado, teremos
0s algarismos significativos 29338135 do numero buscado ; em
seguida o numero buscado 6 293,38135, visto ser 2 a caracle-
ristica do logarithmo dado.

Eis como se opera na pratica, empregando-se a columna das
differencas : 3

2,4674325
por. 2,4674305 .. . . v.. . . 29338

Resto . . . 20

D O o] Bl = e )1
PO e Al o e (0,03
POL Lt A L S DU e aren 0 s 0D/

—,

2,4674325 corresponde &4 293,38 134

Toma-se o logarithmo. 2,4674305 immediatamente inferior
ao logarithmo dado, e ao mesmo tempo o numero 29338 cor-
respondente 4 aquelle logarithmo ; a differenca dos dous loga-
rithmos dd um resto 20, Procura-se depois na taboa diff. mais
proxima ¢ na columna 4 direita dorisco o numero immediata-
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mente inferior a 20, esse numero ¢ 15, que correspondea 0,1,
Diminuindo-se 15 de 20, resta 5, que mulliplicado por10 da 50;
procura-se de novo na mesma columna & direita o numero
mais proximo de 50, acha-se 44 , que corresponde a 0,03, Di-
minuindo-se 44 de 50, resta 6, que multiplicado por 10 da 60 ;
procura-se ainda o numero mais proximo por defeilo ou por
excesso de 60, acha-se 59, que corresponde a 0,004.
Addicionando tudo, e tendo em vista a caracteristica, obtem-
se o numero 293,38134 , correspondente ao logarithmo dado.

Observacdoes imporiantes.
£STADO

421, 1. SO definimos os logarithmos dos numeros’ maiores
que a unidade, e até aqui so6 temos considerado semelhantes
logarithmos. Por?nseguinte, segundo nossas defini¢ctes, é ne-
cessario que todos os numeros salisfaciio aquella condicdio ;
assim, tendo de procurar o logarithmo de um numero menor
que a unidade, devemos tornal-o antes maior que a unidade,
multiplicando-o por uma potencia conveniente de 10 ; feito
isto, opera-se da maneira conhecida, e divide-se o resultado, ao
qual se chega, por aquella polencia de 10.

II. Quando se tem de diminuir de um numero qualquerum ou
muitoslogarithmos, empregio-se algumas vezes os complemen-
tos d’esses logarithmos, que se ajuniio ao numero proposto ;
porém, como sabemos, do resullado devem-se diminuir tantas
vezes 10, quantog lo"amhmos se subtrahirdo.

IIL Quando o numero que se busca depende de multipli-
cacoes, divisoes, potencias, e raizes, procura-se o seo Jogari-
thmo, e d’'este passa-se ao numero, como sabemos,

Proponha-se calcular a seguinte expressio

n A
\l\ A m

5 /0,348 % 5
ITXn

_Multiplicando esla ignaldade por 10", temos :
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3/ 3408 ¢ 5 107
@ ,10., — ,1011 p— ———————
X N 1000xT%7 3 1000 % 7 % =0
L8 X5

¢ tomando os logarithmos dos dous membros

log. (z < 10")=n -—% (log. 1000 --log. 7+ log, = 4
+ ctlog. 348 - ctlog. 5 — 20) .

Eis o typo do calculo :

108 0005500 S las, « « 3,0000000
e g A 0,8450980
log m=log. S, B = v o us 0,4971509

log. 348 = 2,5415792
¢ log. 848 = 7,4584208 . . . . . . . 7,4584208

log. 5 == 0,6989700
ctlog. 5 =9,3010300. . ... .. 9,3010300
21,1016997

1
log. (2 X 10") =n— = (1,1016997) =1 —0,3672332 .

Tomando n = 1, a subiraceio do segundo membro pode
ser eflecluada e temos finalmente

log. (@ x 10) = 0,6327668
Calculo do numero correspondente :

0,6327668
0,6327609 . . & ... .. (2930

Resta . . .
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por conseguinte

& == 0,4293058,

. Observando-se nas taboas as columnas das differencas,
vé-se que essas dillerencas viio sempre diminuindo ; a razio
¢ por que se n e n 41 sio dous numeros conseculivos, a dif-
ferenca dos logariihmos d’esses numeros ¢

log. (n+4-1) — log. n = log. ("—: 1) =]og. (1 +}l) ;

Ora, & medida que n cresce, a quantidade 1 +% diminue e

lende para a unidade, e a differenca dos dous logarithmos
tende para zero.

V. Os accressimos logarithmicos nfio siio proporcionaes aos
accressimos numericos. Com effeito se a um numero n damos
um accressimo £, o logarithmo experimentard um aceressimo
expresso pela differenca seguinte :

log. (n—h) — log, n==log. (n _: h) =log. (1 +h) -

Ora, esta differenca diminue, & medida que n cresee ; ; por
conseguinte s ficando constante ; lSl:OO 0 aeeressimo numerico
sendo constante, o aceressimo logarithmico diminue e nio lhe
¢ proporcional. A differenca de dous logarithmos consecu-
tivos nas taboas ¢ muilas vezes a mesma durante muilas pa-
ginas, logo para 0s numeros inteiros comprehendidos n'essas
paginas ¢ evidente que o aceressimo dos Jozarithmos ¢ pro-
porcional ao dos numeros.

23.
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EXERCICIOS.

1. Calcular por logarithmos as expressoes sequinles: =

7634537

W N ‘1[1,2758 - 11,5678

11. Calcular por logarithmos as expressoes sequinles :
(3,1416)2 , 3,116 x Y/237
11, Caleular por logarithmos as expressoes seguinfes !

2764 X b1, 678 1,678 X (23764)°7°
TAROE D TR R I ih 6 426

IV. Caleular por logarithmos as expressoes sequinies :

(5 b7!1$2 (\/ 167 523
T=\V 5,6 Fo

V. Calcular por logarithmos a expressio seguinle :

i 1 o ( 3 /276,04 % 25‘2)5
~ 12,7 (25)3 762,k
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LIVRO VIIL

Applicaq,(;jes.

CAPITULO PRIMEIRO.

APPLICAGOES DA THEORIA DAS RAZOES.

Das grandezas direeta ¢ inversamente proporcionaes,

422, Logo que duas grandezas se achiio ligadas pelo enun-
ciado de um problema de tal modo, que dous valores da pri-
meira estejiio na mesma razio que dous valores corresponden-
tes da segunda, ellas sio ditas proporcionaes ou directamente
proporcionaes. :

Assim quando se diz, por exemplo, que opreco de um metal
¢ proporcional ao seo peso, deve-se entender que, tomando-se
dous pesos differentes do melal e 0s seos precos correspon-
denles, a razdio dos pesos € ignal & razio dos precos.

Duas grandezas sfio ditas inversa ou reciprocamente propor-
cionaes, logo que dous valores da primeira se achiio em razio
inversa com os dous valores correspondentes da segunda.

Assim quando se diz que a velocidade de um corpo, que se
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move uniformemente, ¢ inversamente proporeional ao tempo
empregado pelo corpo para percorrer um espaco determinado,
deve-se entender que dous valores differentes da velocidade
estdio em raziio inversa com os dous valores correspondentes
do tempo.

423, A demonstracdo da proporcionalidade das grandezas
niio pertence & Arithmetica , porém a cada sciencia em parlicu-
lar que as considera; admitlimos essa proporcionalidade, de
que faremos uso nas solucdes dos problemas que temos de re-
solver. No entretanto vamos indicar dous theoremas que ser-
virdio para reconhecer, se duas grandezas variio em razio di-
recta ou inversa.

424, TueoreMA I, Se duas grandesas sdo laes, que uma d'ellas
vindo a ser certo numero de veses maior ou menor, ¢ outra
venha a ser esse mesmo numero de veses maior ou menor, ellas
sdo directamente proporcionaes.

Sejdo A e B as duas grandezas dadas; por hypothese A vindo
a ser m vezes maior ou menor, B vem a ser tambem m vezes
maior ou menor.

Trata-se de demonsirar que, quaesquer que sejio os valores

de A, multiplicando-o0s por um numero fraccionario o) 0sva-

lores correspondentes de B serfio tambem multiplicados por
m

n
ane m .
Multiplicar A por -y é tornal-o m vezes maior, e n vezes me-
nor; porém A vindo a ser A < m, B vem a ser por hypothese

B x m’; seesse novo valor de A vem a ser n vezes menor, isto
Axm
é

, 0valor correspondente de B vird a ser, por hypo-
Bxm

these , n vezes menor, isto é,
razoes

; ora, é claro que as duas

A x — B x &
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siio iguaes; logo A e B sio duas grandezas proporcionaes em
virtude da defini¢iio (n° 422).

0 ganho de um obreiro ¢ proporeional ao numero dos dias de
seo trabalho; por que quanto mais trabalhar, mais ganhard
necessariamente.

425, TororeMA 1L Se ducs grandezas sdo taes que uma d’ellas
vindo a ser cerlo numero de vezes maior ow menor, d outrd
venha a ser gsse mesmo numero de vezes menor ou maior, essas
grandezas sdo inversamente proporcionaes,

Demonstra-se esle theorema do mesmo modo que o prece-
dente,

O numero das horas de trabalho, por dia, de um obeiro pa-
ra fazer uma obra, ¢ inversamente proporcional ao tempo em-
pregado ; porque, quanto maior for o numero de horas, menos
tempo serd necessario para fazer a mesma obra.

Observacdo. Uma grandeza pode ser ligada pelo enunciado
de uma quesldo a muilas outras, sendo propor cional a umas e
universamente proporcional a oulras.

Por exemplo, o preco de um cylindro, formado de prata e
cobre, ¢ proporcional & quantidade de prata e inversamente
proporcional & quantidade de cobre, o volume do cylindro
sendo sempre o mesmo. A quantidade de prata sendo con-
stante, a de cobre variando assim como as dimensdes do cylin-
dro, serd facil ver-se que o preco serd proporcional 4s dimen-
soes do cylindro e inversamente proporcional & quantidade
de cobre, ele.

BHEL I
ERegra de tres simples.

r‘-;!i} ,f- t

126, Regra de tres simples é loda questdo que tem por fim,
conhecendo-se os valores de duas grandezas que varido na
mesma razdo ou em razao tnversa, delerminar o novo valor de
uma d’ellas, quando a oulra toma oulro valor determinado.

ey
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Se as duas grandezas dadas varido na mesima razio, a regra
de tres simples € directa, e no outro caso inversa.

Vamos tratar a quesiio de uma maneira geral, applicando
depois o que tivermos dito a alguns exemplos.

Sejdo M e N as duas grandezas dadas, m e n seos valores res-
peclivos; frata-se de determinar o valor que fomara M, logo
que N em lugar de n tomar outro valor n'; represente o o valor
buscado

M, N
" n
T n,

Ha duas maneiras de resolver-se esta quesltio.

L. Por meio das razdes. Se as duas grandezas M, e N sdo di-
rectamente proporcionaes, a regra de tres é directa, e temos
a seguinte proporedo :

o w LBIBLOTE e
—_—— ° 4329 2Ly
i G UL : vJLlCr{

¥y

d’onde se deduz:

EST4
_u'! b6 LUHARANHAO

1
T=1m X =~
n

se as duas grandezas dadas sfio inversamente propomwnaes,
aregra de tres éinversa, e temos

T n
m n’
d'onde se deduz :
n
L= X—.
n

IL. Reducgdo ¢ unidade. Supponhamos proporcionaes as gran-
dezas dadas, Quando N tem por valor n, M tem por valor cor-
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respondente m; se N toma um valor n vezes menor; isto é, a
unidade, o valor de M vem a ser tambem n vezes menor (n°424);

v n s s

isto é —3 se N toma um valor n' vezes maior; isto é, 1 X< n', 0
. 3 m

valor de M serd tambem n' vezes maior; isto ¢ = o8 n' ou -

m X %, resultado obtido pelo primeiro methodo.

Se M e N sio inversamente proporcionaes; logo que N tem
por valor n, M tem por valor m, e logo que N tem por valor1,
M tem por valor m x n (n425); se N tomar um valor n' vezes
maior: isto é 1 > n’ oun’, M tomard um valor n’ vezes menor;
. 11 n n A .
isto &, __:;__. ou m x = (n° 425), resultado obtido pelo pri-
meiro methodo.

PropLEMA L Um bastdo de 8 pés dd uma sombra, cujo compri-
menlo é deT pés ; uma torre no mesmo momento dd wma sombra
de 203 pés, pergunla-se a altura da torre.”

Serd facil ver-se que esta questdo é uma regra de fres di-
recta; empregando os raciocinios acima, e o representando a
altura buscada, teremos a seguinte propor¢do :

x 203
Sl akgz7 Al
d’onde se deduz:
o= §—><72—(£ —1232Des;

ProsremA 11 Dezoito obreiros fizerdo wma obra em 15 dias ;
quantos obreiros fardo a mesma obra em 9 dias?

Recorrendo sempre aos dous theoremas (n* 424,425) vé-se
facilmente que esta questdio 6 uma regra de {res inversa ; « re-
presentando o numero de obreiros buscado , temos a seguinte
proporeao :
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d’onde se deduz :

m='18>;’1;)=30.

Os dous problemas supra, assim como fodas as queslies
d’este genero, podem ser resolvidos pelo methodo da reduc-
cdo 4 unidade (n° 426 — II), 0 que nio offerece difficuldade al-
guma,

ERegra de tres composta.

421. Regra de tres composla é toda questio que tem por fim,
conhecendo-se o valor de wma grandeza, assim como os valores
correspondenles de muitas outras grandezas, as quaes a pri-
meira é directa ou iversamente proporcional, determinar o va-
lor que lomard a primeira grandeza logo que as outras {oma-
rem outros valores determinados,

Seja X

A=A, B . P, Ry
k' a, boc..p, g r..
T a" b’, C'......P’, ’I': AT

K a grandeza dada que suppomos proporcional a A, B, G, etc.,
e inversamente proporcional a P, Q, R, ele. ; logo que Ktem por
valork, A,B,C......P,Q, R...... teem por valores'a, b, ¢......
svese Py G5 T s Irata-se de determinar o novo valor « de K,
logo que as oulras grandezas em lugar de By Uy CoiveueDy Gy s siven
tomarem os valores @', U/, ¢ ...... S R

Resolve-se esta questdio geral pelos dous methodos empre-
gados na regra de tres simples.

L. Por meio das razges. Em lugar de determinarmosz fazen-
do variar todas as grandezas simultaneamente, procuraremos
0s valores que K tomard fazendo variar successivamente cada

—e
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uma das grandezas dadas e conservando s outras seos valo-
res primitivos. Operando assim, teremos o valor de & logo que
tivermos feito variar todas as grandezas successivamente até a
ultima. :
Posto isto, sejax, 0 valor que K toma, logo que A toma o va-
lor @', as outras grandezas B, C....P, Q, R.... conservando seos
valores primitivos b, ¢, ... p, ¢, 7'....; seja z, o novo valor que
K toma, logo que A tendo o valor &', B tem o valor &’ em lugar

de b, as outras grandezas conservando seos valores primitivos;

do mesmo modo sejio @y, &y, Zp..... 05 valores diflerentes que

K toma, 4 medida que as grandezas varidio successivamenle ; e
x o valor final, valor buscado que K toma, logo que todas as
grandezas tiverem variado até & ultima.

K sendo directamente proporeional & A, B, C...... e inversa-
mente proporecional & P, Q, R......teremos, em virtade do que
acima dissemos, as seguintes proporedes :

LY
- :\‘i k a -
T o :
i - T,
| -
2 @ oL NG
G e scl_c
<t =
O A Py
Obd o . s
0] a
dor Ay o P,
o W/ w’_' !
O ‘:l {4 p
R - T
v el
E (‘?) &Ly ?
0] b DAL o
e

.
RN O

‘multiplicando essas igunaldades membro a membro, temos :

ey
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g T P e
k—(—L-X—B*/(UX----xP,XE;X?—J/(..-

a b' c

= P Dl % L T
T b C
F— 7 7 7 )
il D T80T o

P q r

resultado que se enuncia da maneira seguinte :

428, Em toda quesldo de regra de tres composta a razao da
incognita & quantidade que lhe é correspondente , é igual ao
producto das razdes entre as quantidades que sdo directamente
proporcionaes a incognila, dividido pelo producto dus razoes
entre as quantidades inversamente proporcionaes.

II. Reduc¢@o ¢ unidade. Quando A, B, C, .... P, Q, R, .
teem os valores a, b, c.... p, ¢, r...., K tem o valor & ; quando
A toma um valor a vezes menor;isto ¢ a unidade, intactas as ou-
tras grandezas, o valor de K vem a ser tambem @ vezes menor

ek AL
isto € C—:, e se A toma um valor a’ vezes maior isto é 1 x a’ ou

1

o a
a’, o valor de K vem a ser 7% ouk x 2

K sendo ainda direclamente proporcional a B terd um valor
b vezes menorse B tem por valor a unidade, e um valor b’ vezes
maior, se o valor de B torna-se b'; o valor de & serd pois
a x b
axb’
K sendo tambem directamente proporcional a G terd por va-
a'xbxc
ba U b
K sendo inversamente proporcional a P fem um valor p vezes
maior logo que I tem um valor p vezes menor ou a unidade, ®

k%

lor k< , 10go que se passar de cac',
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o valor de K vem a serp’ vezes menor quando o de P se torna p’
! 3 i T e e

vezes maior; o valor de K é pois.k x AR

Pela mesma raziio passando do valor ¢ de Q ao valor ¢/, 0
a'xbxexp Xq
axbxexp xq’

Emfim, o valor » de R vindo a ser 7', o valor de K, que é
inversamente proporcional & R, serd

valor de K seré k x

fos ERVXEXPXgXr g TR Y
axbxexpxgxr

mesmo resultado, obtido pelo primeiro methodo.
 Appliquemos a theoria & um exemplo.

PropLEMA L. Em 25 dias 36 obreiros trabalhando 10 horas por
dia cavardo um buraco com 60™ de comprimento, 3" de largura
e 4 de profundeza. Quantos obreiros serdo precisos traba-
lhando 12 horas por dia para cavarem em 18 dias um buraco
com 75" de comprimento , 2",5 de largo e 3,2 de fundo.
Suppie-se que a difficuldade do primeiro trabalho estd para a
do segundo como 6 esta para 7, e a for¢a de um obreiro da pri-
meira companhia esta para a de um obreiro da segunda como
5 esld para h.

Escrevamos em linhas horizontaes as grandezas da questio

com 0s seos valores correspondentes, a representando o nu-
mero de obreiros buscado.

Obreirot, — Horas (i), — Dias (1), — Comprimento (¢f),— Largura (cf),— Profundeza (ef),— Difliculdade (f).— Forga (i).
a6ob Qb 251] GOm am fim 6 5
w42 18 75 25 3,2 7 I
\

Primeiro methodo. Determinemos o numero de obreiros ne-
 cessario fazendo variar somente as horas, as outras condictes
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do problema ficando asmesmas;; seja &, esse numero, Teremos
a seguinte proporeio :
Ly cadl

367 12

por isso que essas grandezas sfio inversamente proporcionaes.
Poder-se-hia calcular immediatamente o valor @&, , porém nio
0 fazemos; nos serviremos no entretanto de @, , como se fosse
um numero, :

Sejax, o numero de obreiros necessario trabalhando 12 ho-
ras por dia, logo que em lugar de 25 dias trabalhiio somente 18 3
como sio ainda duas grandezas inversamente proporcionaes,
temos a seguinte proporgio :

@, € pois 0 numero de obreiros trabalhando 10" por dia e du-
rante 18 dias, as oufras condicctes do problema ficando as
mesmas,

Fazendo variar o comprimento, z, representando o novo nu-
mero de obreiros, e essas grandezas sendo directamente pro-
porcionaes, temos a seguinte proporciio :

Ty, 715

o, = 60

&, € 0 numero de obreiros preciso trabalhando 12" por dia du-
rante 18 dias para cayarem um buraco com 75" de compri-
mento, 3™de largo, elc., as oulras condiccdes do problema fi-
cando as mesmas.

Seja z, 0 novo numero de obreiros preciso logo que em lugar
de 3" delargo ha somente 2,5 ; como essas grandezas sio di-
reclamente proporcionaes, temos a seguinte proporeio :

>
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@, sendo 0 novo numero de obreiros,logo que a profundeza va-
ria, temos pela mesma razio

5&_3,2
Ty eI

Fazendo variar a difficnldade, temos pela mesma razio

T T

op 6
x, disignando o numero de obreiros preciso trabalhando 12 ho-
ras por dia durante 18 dias para cayarem um buraco com 75
metros de comprimento, 27,5 de largo, 37,2 de fundo, a dif-
ficuldade sendo 7, e a forca de cada obreiro sendo represen-
tada por 5.

Em fim buscamos qual o numero de obreiros preciso para
fazerem esse mesmo Irabalho com a unica differenca que a
forca de cada obreiro seja representada por f1; como sio gran-
dezas inversamente proporcionaes, temos a propor¢ao :

8

]

2|
=it

@ designando 0 DUMEro de obreiros buscado, isto €, a in-
cognita.

Temos sete proporedes, de que depende o valor de @ ; para
obtel-o, multiplicando essas igunaldades membro a membro

@ 1025 X 75X 2,50 X3,2XTXD
36 12x48x60x 3 X 4 X6 x4’

e supprimindo os factores communs, {emos :

@="50,636.....

0 resultado fraccionario, a que chegamos, significa que 50
obreiros fariio nm pouco menos ¢ 51 um pouco mais do tra-
balho proposto.

Segundo methodo. Para cavar-se certo huraco determinado
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sdo precisos 36 obreiros trabalhando 10* por dia, ‘ou 36 x 10

36 < 10

obreiros trabalhando uma hora por dia, e P

trabalhando 12" por dia.

36 <1

0 - o~ .
—j5 — Obreiros siio precisos para cavarem um buraco tra-

balhando 12* por dia e durante 25 dias; para fazer a mesma
obra durante 1 dia seria necessario um numero de obreiros
25 vezes maior e para fazel-a em 18 dias, 18 vezes menor isto é
36 > 10 > 25

Y SAAg T

obreiros

36 X 10 < 25
12 <18
comprimento ; se tivesse um metro de comprimento seria ne-
cessario um numero de obreiros 60 vezes menor e como deve
ter 75 metros , ¢ necessario um numero 75 vezes maior, isto ¢

36 < 10 X 25 < 75
12 < 18 <16
0 buraco feito por este ullimo numero de obreiros teria 3
de largo; se tivesse 1" de Jargo, o numero de obreiros neces-
sario seria 3 vezes menor, mas devendo ter 2".5, o numero de
obreiros deve ser 27,5 fnaior, isto 6 22 f; S<>1<82>5< ful‘;? <2
Este ultimo numero de obreiros teria feito um buraco de
& de fundo , porém o buraco devendo ter 37,2, 0 numero de
36 <10 < 25 X 75 2,5 % 3,2
1218 < 60 x 3 < 4
0 buraco feito por este ultimo numero de obreiros seria em
um terreno de difficuldade representada por 6; se a difficul-
dade fosse 1, seria necessario um numero de obreiros 6 vezes
menor ; porém, como ella é 7, é necessario um numero de
36 X 1025 <75 2,53,2 %1
12X 18X 60 x 3 x4 x6
A forca de cada obreiro sendo representada por 5 ¢ necessario
36 10X 25 X 75X 2,5X3,2x 1

HRRSTrEEA PuBLica

1O

0 buraco feito pelos obreiros teria 60™ de

um numero de obreiros igual a

obreiros necessario serd

obreiros 7 vezes maior; isto é
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obreiros para fazerem a dita obra; se a forca fosse 1, seria ne-
cessario um numero de obreiros 5 vezes maior; porém, como
ella ¢ 4, é necessario um numero 4 vezes menor; isto ¢,
36X 1025 X75¢2,5 3,275
12X 18X 60 X3 X0 X 6Xh

primeiro methodo.

429. Ainda para mais exercicio appliquemos a esta queslio
a formula geral (n° 428); para isso cumpre notar as grandezas
directa e inversamente proporcionaes 4 grandeza, de que se
busca o novo valor; as grandezas que se achio affectadas da
lettra d siio proporcionaes, e as da lettra 4 inversamente pro-
porcionaes d grandeza principal.

Applicando a regra, temos :

» resultado oblido pelo

-3
(=11
(3]

5

3
x ><——’2x
I

S~

el

AU
36

X >

Sy
=

bo| = l
1%} { B ) HJC]
@) &~

donde se deduz:

2 88X 103X 25 375 % 9,5 % 3,2 X T¢ 5
T 12X 18 X 60 X3 < h < 6 <& Z

resultado que obtivemos pelos dous methodos precedenles.
EXERCICIOS,

L Certa obra foi feila por 10 obreiros em 15 dias. — Quanlos
dias serdo necessarios a 9 obreiros para fazerem ¢ mesma
obra ? :

IL. Pagou-se certa somma pelo transporte de 27 quintaes a
uma distancia de 16 leguas 3. Quantos quinlaes se poderdo
transportar pela mesma somma a uma distancia de 37 le-
guas 17

- 2
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III. Durante certo tempo KO obreiros fizerdo 268 loezas de
obra. Quanlas toezas fardo no mesmo lempo 60 obreiros de
mesma forea ? 3

IV. Para se fazerem os $ de cerla obra é necessario 1 dia, —
Que lempo serd necessario para fazer-se toda a obra ?

V. A razdo das for¢as de dous obreiros ¢ 3, e a das difficul-

-dades dos terrenos, em que trabalhdo , 3. O primeiro d’elles faz
288 loezas em 36 horas, quantas toezas fard o segundo em 24
horas no segundo lerreno ?

VI. Uma grandeza proporcional a muitas outras , é tambem
proporcional aseo producito.

VII. Em 28 dias, 26 obreiros traballando 8%} por dia, fize-
rdio h28™ , 67 de cerla obra, cuja difficuldade é represenlada pela
fraccao$. Quanlos obreiros seridio necessarios , trabalhando 9" }
por dia, para fazerem em b5 dias 427,73 de wina obra , cuja
difficuldade fosse representada por % ; sahendo-se que @ rasao
das actividades das duas companhias é 1%, .

VILL. Demonstra-se na Physica que o numero de vibragoes
{ransversaes que executa na unidade de tempo uma corda tesa,
é proporcional & rais quadrada do peso que a entesa, e inver-
samente proporcional a seo comprimento, a seo diametro e d
raiz quadrada de sua densidade,

Poslo isto, wma corda de cobre tendo 0,363 de comprimento,
0m,0015 de diametro, e sendo enlesada por wm peso de 13%35,
executa 1999 vibragdes em um segundo ; pergunla-se quantas
vibracies executard uma corda de platina tendo 07,451 de com-
primento, 000025 de diamelro, e sendo enlesada por um peso
de h¥,09; a densidade da platina sendo 21,5 e a do cobre 8,8.

IX. Tres grandesas variaveis A, B, ‘C dependem uma da
oulra ; sabe-se que A é proporcional a B, quando C nao varia,
e A proporcional a G, quando B ndo varia. Pergunla-se como
varigo B e C, quando A ndo varia,

X. A terceira lei de KEPLER & @ Sequinte : 0S8 QUADRADOS DOS
TEMPOS DAS REYOLUGUES SIDERAES  DOS PLANETAS SAO PROPOR-
CIONAES AOS GUBOS DE SUAS DISTANGIAS MEDIAS AO SOL.

Posto isto, executando a lerra sua revolugdo sideral em
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365,25 dias, e sua distancia ao sol sendo tomada por unidade,
pergunta-se qual a distancia media de Venus que executa em
224,70 dias sua revolucdo sideral.

CAPITULO 1I.

SOLUGOES DE DIVERSAS QUESTOES SOBRE AS
' GRANDEZAS CONCRETAS.

Hegra de juros e desconto,

430, Logo que uma pessoa empresta dinheiro 4 outra du-
rante certo tempo, esta ullima segundo o uso reslitue nio
somente o emprestimo como outra quantia, que se chama juro
do dinheiro emprestado, que ¢, por assim dizer, o alluguel do
dinheiro.

0 juro depende da somma que se empresta, do tempo que
dura o emprestimo e de um terceiro elemento; que se chama
taxa do juro, que vem a ser o beneficio que produz uma
quantia determinada em tempo determinado, ordinariamente
¢ o juro de 100 em um anno ; se 5 é esse juro, dizse quea
taxa é cinco por cenlo, que se escreve abreviadamente : 5 1,

A taxa varfa de um paiz a outro, ¢ mesmo com o tempo em
1 mesmo paiz,

431. O juro € simples logo que a quantia emprestada ¢
sempre a mesma cada anno durante todo o tempo do empres-
limo ; o juro € composto, logo que no fim de cada anno o juro
s¢ ajunta ao capital para produzir juros no anno seguinte.

432. Regra de juros é toda questfio relativa ao Leneficio
que produz uma somma de dinheiro, que se emprega em
cspeculacfies commerciaes, induslriacs, ete., ou que se em-
. 2i,

Biblioteca Benedito Leite



372 TRATADO

presta a alguem, que enldio indemniza o emprestador, pagando-
lhe juros. ;

JURO SIMPLES.

433. Em toda questiio de juro simples enlrdio sempre quatro
quantidades : o capital, o tempo, @ laxa, e ojuro. Ii claro que
o juro é proporcional ao capital, ao tempo e 4 taxa ; vé-se pois
que as questdes de juro ndo sio mais do que regras de tres
simples e composta.

Quatro problemas principaes se appresentiio, a saber :

I. Determinar o juro que pode produzir certa quantia dada,
empregada durante cerlo tempo dado, conhecendo-se a taxa
do juro. ‘

II. Delerminar o capital, que é necessario empregar-se du-
rante certo tempo dado para vencer um juro dado.

III. Calcular a taxa do juro a que se deve empregar por uni
tempo dado, um capital dado para produzir um juro dado
n’esse lempo.

1V. Calcular o tempo, em que um capital dado a uma taxa
dada deve vencer um juro dado.

n3h. Estes quatro problemas se resolvem mui facilmente
por meio de uma formula ou relagio constante que exisle
entre as quatro quantidades, que entriio em toda questdo de
juro, relacio que nos propomos a determinar.

Seido a o capital, ¢ o tempo, i a taxa,I o juro do capital ¢,
cmpregado pelo tempo ¢ & laxa i.

Eis o raciocinio.

100 prodoz i em 1 anno
7
1 » 100 » »
i X @
a n %ﬁ—' n n
txaxt
cmfin » » ey [ annos.
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Ora, chamamos I ojaro dea, ou o que produz o capital @ em
f annos ; logo, temos :

axixt

M (0 e e (L

435. O primeiro problema é resolvido, empregando-se a for-
mula (1) ; para resolver os oulros, vamos fazer algumas {rans-
formacdes simples ; multiplicando os dous membros da ignal-
dade (1) por 100, temos :

G R e i

d’onde se deduz successivamenle

I%x100
e 1

15100 .. , 15100
a Xt Wb aXi

(= (2),i= (B) .

136, Facamos algnmas applicactes d'estas formulas.

Propreva I Calcular o juro de 32 : 400 reis em 3 annos 6
mezes @ 6 por cento ao anno.

A quantidade desconhecida n’esta questiio ¢ o juro; appli-
cando a formula (1), e notando que ¢ n’essa formula, assim
como nas outras, designa o tempo, expresso em annos, temos :

032600 % 6 <3 432400 <6 X 7

L 100 i 200

= 90: 804 reis ;

a fracedio § do anno sendoequivalente a 3 annos ¢ 6 mezes.
PropLEMA 1L Deferminar o capital que empregado por 3
annos e 6 mezes a 6 por cenlo ao anno, produsio 90 : 804 reis
de juro. :
A incognita d’esla problema ¢ o capilal, empregando pois
a formula (2), temos :

90804 3100 __ 90804 x 100 X 2
P TR T 6 %7

=432 : 400
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resolve todas as questies que se podem appresentar; a lelra B
designa o desconto por fora.

440, Passemos ao desconlo por dentro, e resolyamos o pro-
blema de uma maneira geral.

ProBLEMA. Calcular o desconto por dentro ¢ de uma somma

a, tmportancia de wm bilhete pagavel no fim de t annos, a ltaxa
do desconto sendo i. '

Eis o raciocinio :

100 em 1 anno produz )
100 em { annos prod. ix¢;

- por conseguinle, um bilhete, cujo valor nominal é100 -} § 3¢ I3
pagavel no fim de { annos, vale hoje 100; e o desconto por
dentro d’esse bilhete é 5 x ¢; logo, se

sobre 100 -}-4 < ¢ o desconto por dentro & iX .

; T g S i
sobre 1 o desconto por dentro sera 1005075t
esobre a o desconto por dentro sera L5 ¢X ¢

_ 100+t
assim a formula pedida ¢é

axixt
T1007 ¢t ()

Comparando as duas formulas vé-se que o desconto por den-
tro 6 menor que o desconto por fora, por isso que o deno-
minador da fraccdio (2) é maior que o denominador da
fraceiio (1).

441. O valor real do bilhete s¢ obtem diminuindo-se do valor
nominal o desconto por dentro : pode-se-tambem chegar a esse
valor por meio de uma proporcio, aem ter-se necessidade de
calcular o desconto ; com effeito , conservando-se as mesmas
annotacdes e repetindo-se os raciocinios, que fizemos, vé-se
(que, por isso que um bilhete, cujo valor nominal ¢ 100 +ixt,
vale hoje 100, a queslio que nos propomos tem por fim
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determinar o que vale hoje um bilhete ou qual o seo valor
real z, sendo @ seo valor nominal, e d'ahi a proporcio :

@ a

100 ~ 1004ixt°’
d'onde se deduz :

p 100xa
T A0 i ¢

Reciprocamente conhecendo-se o valor real de um bilhele
sera facil obler-se o desconto por dentro, por isso que este ¢ a
diffcrenca entre seo valor nominal e seo valor real ; com
effeito

i 100xa _ 10xa+axixt—100xa
T . 1004-ix i 10014 x t i
_ axXiXt
T 004 x

442, Afim de bem comprehender-se o que dissemos, facamos
algumas applicacoes repelindo 0s raciocinios,

Prosreva, Calcular o desconto por dentro de 432 1200 reis,
importancia de wm bilhete a vencer-se no fim de 2 annos e 5
mezes, a taxa do desconto sendo 5 por cenlo.

Eis o raciocinio :

100 em 1 anno . produz 5

20
12

29

100 em 139

do anno produz 5 x

logo ; um bilhete de

1004-5 % f—g,pagavcl no fim de g do anno, vale hoje 100,
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e o desconto por deniro d’esse bilhele é 5 x 3

15 3 bor conse-
guinte, se
sobre 100 -}-5 3¢ —279 0 desconto ¢ b5 29
12 19
553
# 12
sobre 1 o0 desconto sera 59
D> %’ < 4132200
e sobre 432 : 200 o desconto sera 29
1004-5 % -1—2

resultado a que chegariamos se applicassemos immediata-
mente a formula (2) ; ndo ha mais do que calcular a expressio
do desconto, operando achamos

e=h6:594 .

A differenca :

432:200 — 46 : 594 = 385 : 606 ,

entre o valor nominal e o desconto do bilhete € o valor actaal,
ou a somma que recebe do banqueiro o portador do bilhete
ou da lettra, "

Pode-se ainda calcular o valor actual por meio da propor-
ciio, como fizemos geralmente.

Se um bilhete de 100 -5 x %g, pagavel no fim de ?gdo anno,

vale hoje 100, qual o valor actual de um bilhete cuja impor-
tancia ¢ de 432 : 200 reis, pagavel no mesmo tempo ; d’ahi a
proporcdo :

., 432200
100~ 1004-5 < 29 °

el
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donde se deduz :

43220000 3¢ 12

&r = m = 385 : 606 reis.

JURO COMPOSTO,

443, ProBLEMA L Caleular.a quantia final A, produzida por
uma somma a, posta a juro composto duranté n annos, a taxa
do juro sendoy .

Ordinariamente , no juro composto, 7 ou a taxa € o juro de
1 em um anno.

Eis o raciocinio:

1 em 1 anno produz Vx
a em 1 anno produz rXa;

por conseguinte o capital com o juro vem a ser no fim do pri-
meiro anno

at-axXr=ax (147,

quantia que ¢ o novo capital no segundo anno ; repetindo o
raciocinio precedente :

1 em 1 anno produz "
a> (1-r) em 1 anno produz axXrx (141,

por conseguinte no fim do segundo temos a somma :

ax (1471 kaxXr X (+n=aX (1+1) X (1-+7) =
=ax (18

no fim do terceiro anno temos a X (1--7)*, € no fim de » an-
nos, a < (1) ; logo,

=axX (- 1)




380 " TRATADO

44, Esta formula conlém quatro quantidades; tres sendo
dadas, pode-se sempre determinar a quarta; quatro problemas
principaes se appresentio.

I. Determina-se A, tomando-se os logarithmos dos dous
membros da igualdade (1),

log. A=Iog. a-n < log. (1 -+ 7) (2)

Il. Determina-se a, deduzindo-se da ullima ignaldade,

log.a=log. A—n x log. (1-+7r)  (3)

III. Delermina-se », caleulando-se (1-) por meio da for-<
mula

log. (14+r) = IO_g'A_‘;L%E 4
deduzida da igualdade (2).
IV. Determina-se n por meio da furmula
_ log.A—1log. a
— log.(1-4-7)

deduzida da igualdade (2). g

445, ProprEMA IL. Calcular a samma que, posta a juro com-
posto durante n annos, produz outra somma B,

x sendo a somma buscada, ¢ claro que temos :
X (AL-+r)"=B,

donde se deduz :
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Annuidade.

146, ProsLEMA I. Uma quantia a é empregada cada anno @
juro composto, durante n annos, r sendo a taxa do juro. Per-
gunla-se o valor total A de todas essas sommas no fim dos n
(nNos.

0 valor final da primeira somma empregada por n annos ¢
a % (1 -17)": o valor da segunda empregada por (n—1) annos
¢ @ > (1-4-7)=1, e assim por diante; o valor da penultima
somma empregada por 2 annos € @ > (1-+17)% e o valor da
ultima 6 a x (1 -+7), por isso que esla é somente empregada -
durante um anno.

A quesliio tem por fim buscar a somma :

0 3 (L4-1) 40 X (112X (L4 7) e @ (L 7) 5

notando que é a somma de uma progressio geomelrica cres-
cenle, cuja razio ¢ (1 -f-7), temos

s () ax () ax (147 [(L4n)r—1]
r r P

Al

nh7. Observacdo. Para submelter-se esta formula ao caleulo
logarithmico cumpre calcular primeiramente o parenthesis,
o que se faz determinando-se por meio dos logarithmos o va-
lor de (1 +47)" , e diminuindo-se d’esse valor a unidade ; feito
isto, nada ¢ mais facil do que applicar os logarithmos &
aquella formula.

Exgmpro. Seja 1:000: 000 reis a somma que Se emprega
cada anno duranfe 20 annos, a laxa sendo 5

Na nossa formula 7 ou a taxa sendo o ]uro de 1, vaIe na
questio proposta 0,05 introduzindo os valores na formula,
temos :
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10000003<1,05 % [(1,05)**—1]
= TR
0,05

= 21000000 < [(1,05) *¢—

¢ tomando os logarithmos

log. A =1og. 21000000 - log. [(1,05)*'—1]

Calculo do pa-renthes-is. Caleulo de A
log. 1,05 =.... 0,0211893 | log. 21000000 =..., 7,3222193
20 X log. 1,05 =.... 0,4237860 | log. 1,6533 =.... 0.2183517
(1,05)* = 2,6533 1 DA S a5 1 (57710
e (1,05)"—1=1,6533 e A=34:759:300

448 Pronreva I Calcular a somma que seria necessario
pagar annualmente durante n annos para saldar wma divida
A, o primeiro pagamento sendo feito no fim de wm annoer
sendo a taxa.

Seja @ a somma buscada; supponhamos que se ajustem
as conlas no fim do ultimo anno, tempo em que a divida ou
somma emprestada A tornou-se A (1-4-7)"; o primeiro paga-
mento « feito no fim do primeiro anno vale no momento do
ajuste de contas & X (1 +4-7), o segundo empregadg por
(n—2) annos vale no mesmo momento x X (1-}- )2, e assim
successivamente; o penullimo empregado por um anno vale
1o fim do ultimo anno # x (1 --7), € o ultimo, feito no mo-
mento do ajuste, fica 0 mesmo, @, Assim a somma tolal dos
pagamentos annuacs feitos durante os n annos é no fim do
ultimo anno

ZA-2 X (L1 & X (1412 4 s @ X (1 1),

somma de uma progressio geomelrica, cuja razio é (1 13

applicando a formula e notando que essa somma deve ser

equivalente 4 importancia da divida no fim do ullimo anno,

temos :

L 4-2)n —1 .
CUX'(—:':?—':A(I-FT}",

B’BT IOTLE =~
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d’onde se deduz :

m__A>< rx (1-1r)
T (A4r)r—1

Esta formula nio é immediatemente calculavel por logari-
thmos ; campre operar, como fizemos precedentemente,

L

IDivisdes proporeionaes.

449, Chamio-se numeros proporcionaes a numeros dados,
numeros, cujas razoes respectivas aos numeros dados sio
iguaes. Assim para exprimir que oS8 numeros &, ¥, 5 40 pro-
porcionaes a a, b, ¢, bastara por: !

&x

S
a c

450. Dividir um numero ou em geral uma grandeza em
partes proporcionaes a outros numeros dados € dividir esse
numero ou essa grandeza em tantas parles, quantos sdo 0s
numeros proporeionaes, ¢ tacs que as razoes d’essas parles

aos numeros correspondentes sejio iguaes.

451, PROBLEMA GERAL, Dividir um numero N em n partes
proporcionaes aos numeros da, b, ¢, ...... k.

Sejdo @, 1, 7, ..o u as partes buscadas; em virtude da
definicdo, temos :

applicando o theorema n° 198, notando que

o+y+5-F.n-tu=N
¢ pondo

a—|—b—;-,c-|-......+k_.~—_s
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iemos
N = xrT=a XE-
a+b4-c+....+k a | 2 5 T S
1 N
n =-‘é ~ 0] y=b ><—S-
» = d’onde se deduz :;:cxE
c 8
» e k,‘ﬁ .......... = K X g

452. ReGRA. Obtem-se cada parte buscada mulliplicando-se o
nuwmero proporcional, que lhe corresponde pela razdo constante
do numero, que se quer dividir, & somma dos numeros propor-
cionaes.

Exevrro L. Dividir 1500 em parles proporcionaes a 2, 3, 7, 8,
Chamando a, ¥, 5, u as partes ]Juscadas e applicando a regra
(n° 452), temos :

T=2x% 1 = 150
28 IT 8 Verificacio :

somma das parles =1500,

:-——7><—-—-1—a—09—-——.525

Exenrro II, Dividir o numero 3600 em partes proporcionaes

p 882 B DIl
as fraceo 306 D
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Dividir o numero dado em partes proporcionaes ds Iracgacs
dadas ¢ o mesmo que dividir esse numero em partes propor-

1 as fraccoes — aicw2 1 (et ue sio as propostas r
cionaes as fracco 36° 36" 36 35 4 propo re-

duzidas ao menor denominador commum; ou ainda, 0 mesmo
que dividic o numero dado em partes proporcionaes aos
numeradores 24, 27, 30, 16; enlramos assim no caso j& exami-
nado.

453. Observagdo. Ha outro methodo para chegar-se & regra
das divistes proporcionaes —,pela reducciio a unidade — me-
thodo conhecido, que niio expdmos, porque & realmente
muito simples ; o leitor poderd facilmente desenvolvel-o.

ERegra de sociedade.

454, Aregra de sociedade tem por fim dividir w . beneficio
ou perda entre muitos socios relativamente aos direitos de
cada um,

A455. Ha lres principios, que vamos cilar e que sio a base
d’esta regra; o ultimo é uma consequencia dos dous primeiros,
COmMO veremos.

L. As entradas sendo differentes e os tempos iguaes, os bene-
ficios ou perdas s@o proporcionaes as enlradas.

I1. As entradas sendo iguaes e os tempos differentes, os bene-
ficios ou perdas sdo proporcionaes aos tempos.

I Quando as entradas e os tempos sdo differentes, os bene-
ficios ou perdas sdo proporcionaes aos produclos das entradas
pelos tempos..

“Para mostrar que este ullimo principio é verdadeiro, seja

x, a, U obeneficio, a enfrada e o tempo de um socio

Y, @, 1 obeneficio, a entrada e o tempo de outro socio

=, a, to beneficio, a entrada e o tempo de um socio fic-
ticio.
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Comparando successivamente as partes « ey com a parte

5 dosocio ficlicio, temos em consequencia dos dous primeiros
principios :

fies

|8

=2
[

2=

'1
e multiplicando essas ignaldades membro a membro :

>
g X by’

I~

@
y

]

0 que era necessario demonslrar. :

h56. Estes principios tendo sido expostos, aregra de socie-
dade niio é mais do que uma applicaciio immediata da regra
das divisGes proporcionaes ; no entrefanto, vamos sempre re-
solver uma questio, relativa ao caso mais geral.

PrOBLEMA. Tres socios tiverdo um beneficio de 3:700: 000
reis ; 0 primeiro empregou na empresa 4 : 000 : 000 reis du-
ranle 5 mezes, o sequndo 3 : 000 : 000 durante & mezes , 0 ler-
ceiro6: 000 : 000 durante 7 mezes. Qual a parte de cada wm ?

Como as entradas e os tempos siio differentes, os beneficios
sdo proporcionaes aos produclos das entradas pelos tempos ;
por conseguinte, a queslio tem por fim dividir o numero
3:700 : 000 em partes proporcionaes aos numeros

4000000 < 5 ;3000000 % 4 , 600000 % 7

ou aos numeros

BIBLIOTHECA PUBLICA

20 12 =~ 42,
ST DO MAR A A
ou melhor anida aos nug‘éx&#‘ OO MARANHAO
10 " - 6 9,

operaciio, em que nio ha difficuldade alguma.
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Regra de liga,

457, Distinguem-se duas questdes principaes na regra de
liga :
I. Dadas as quantidades de muitas substancias e os precos

da unidade de cada uma d’ellas, determinar o valor da unidade
do mixto.

II. Dados os valores da unidade de muitas substancias ¢ a

do mixto, determinar as quantidades d’essas substancias, que
entriio no mixto.

PRIMEIRO CASO.

158, ProprLEMA 1. Misturardo-se 60 frascos de vinho @ 1000

reis, 20 @ 1200, 50 & 1500 e 30 @ 1800. Qual o preco de um frasco
do mixto?

Solucao.
60 frascos a 1000 reis custio 1000 % 60 =060 : 000 reis
D e e 200 "ty £200 3¢ 20=24:000 »
SO e SO0 L S B0 0056 0 =T50000 %

30, . .« 800, ... 18007<.30=54" G00 '»

————

160 frascos do mixto custdo . . . . . 213:000reis ;

logo ,

: 0 AR
1 frasco do mixto custard -ﬂi—iﬁjo—o = 1331,25 reis.

Em geral sendo m, m’, m” ... differentes unidades (de peso

ou capacidade) de varias substancias e p, p', p” ... 0 precos
25,

Biblioteca Publica Benedito Leite



388 : TRATADO

respectivos da unidade de medida, sera facil ver-se, repelin-
do-se o raciocinio supra, que o preco z da unidade do mixto
serd,

M XPEM X P M X P -, .
I Doy Pl

X

PrOBLENA I, Fundirdo-se juntamente 2 marcos de ouro de
20 quilates, 3 marcos de22e5 marcos de 23 ; pergunia-se o ni-
mero de quilates da liga.

Solugdo. ¥ facil vér-se pela definicio do quilate que

> 220 :
em 2 marcos de 20 quilales entra = de ouro puro

20

322
. '_2I"‘"l..-co|-

523 .

.5-.....23.......—:'2'-&—.-..-..;

por conseguinte,

2>:20+3x22 5> 23
20 24 24

em 10 marcos da liga entrara

22 4- 53¢ 23 221
_ 2% 20+ 3;2 =il oat L 5 de ouro puro

Pyl
e em 1 entrard Q‘TI de ouro puro;

em seguida o ouro da liga ¢ de 22,1 quilates; isto €, 22 quilates
e 3 oitavas pouco mais on menos.

Em geral sendo p, p’, p", .... 08 precos de differenles barras
de um metal fino e ¢, ¢/, ¢", .... seos quilates respeclivos, a
quantidade 2 de meltal puro conlido na liga ser4

e P X q+p’><q'—:f2—[lp”>< Ql=kzadév b, ’
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em seguida o numero y dos quilales da liga serd

qu_l_:]rxqa_'_i):ran_*_. e o
PP pi .

Yy =

SEGUNDO CASO.

459. N'esta segunda parte da regra de liga s6 consideraremos
duas substancias, porque o problema ¢ indeterminado, logo que
se considera maior numero ; a Algebra conduz facilmente &
solucfio d’esses problemas.

ProsrevMA I Qual a rasdo em que se devem misturar dous
vinhos, gue custao 900 reis e 1600 reis o frasco, para que o preco
do mixto custe 1200 reis ?

Solugdo. Representemos por @ e y o numero de frascos
que se devem tomar de um ¢ oulro vinho.

Se o vinho que custa 900 reis, fosse vendido a 1200 reis,
~ ganhar-se-hia 300 reis sobre cada frasco, ¢ sobre @ frascos,
300 »x a; porém, se o que cusla 1600 reis o frasco fosse ven-
dido a 1200, perder-se-hiaem cada frasco 400 reis, ¢ em y fras-
cos, 400 < y ; ora, como deve haver compensacdo enlre a
perda e o ganho, ¢ preciso que

300 X x=000 <Xy ,

ou I XT=0 XYy ,
- r
d'onde . -
y 3

a rasiio pedida ég—; isto ¢, devem-se misturar 4 frascos do

vinho a 900 reis com 3 frascos a 1600 reis.

ProsreMA I1. Quanto deve-se lomar de ouro de 22 quilates e
de ouro de 15 quilales, para que o ouro da liga seja de 18 qui-
lates ?
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Solugao. Sejdo x e y o0s dous numeros de marcos que se
devem fomar de um e outro ouro.

Cadamarco do ouro de 22 quilates tendo gz de ouro pu- .
T0, contém 2205 18 hmde ouro puro mais do que nido €
’ a5 35 Moy D q

necessario, para que o ouro da lifra seja de 18 quilates; logo,»

marcos do mesmo ouro contém W,

’2!1
Raciocinando do mesmo modo veriamos que a gy Iarcos
8 )1 3 mar,
da segundabarra fallio (éh 2;) Xyou g X y de ouro

puro, para que 48 seja o numero de quilates da liga,

Ora, como deve haver compensacio, temos :

ixw —3—\1 OIS Se =S A%
gn 7T =gy XY e

i
)

d’onde :

-
]

e

3 - > . -
M ¢ a razdo pedida; isto €, devem-se tomar 3 marcos do ouro

de 22 quilates e 5 do-de 15,

460. Resolvamos ainda o seguinte problema, que appresenta
mais alguma complicacio.

PropLena I, Um ourives tem & sua disposicdo duas especies
de ouro, uma de 22 quilales, outra de 17 ; quanto deve tormar
de cada uma para obler 8 marcos de liga, de 20,5 quilates.

Soluc¢@o. O problema precedente fornece a razio dos pesos
que se acha facilmente ser %; o resto do problema consiste

em dividir 8 em parles proporcionaes a 3 ¢ 7. Applicando a
regra (n° 452), achamos que devem-se tomar 2,4 marcos do
ouro de 17 quilates, e 5,6 marcos do ouro de 22 quilates.
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EXERCICIOS,

L. Caleular o juro simples do capital 567 : 470 reisa 5 & por §
ao anno, empregado durante 5 annos 5 mezes e 13 dias.

II. Qual a laxa a que se deve empregar o capital 674 : 500
reis para vencer 180: 000 reis no fim de 7 annose {?

1L Qual o tempo em que o capital 760 : 400 reis, ao juro de
4 3 por §, deve vencer a somma 155 : 600 reis?

1V. Que capilal é necessario empegar a 6, 7 § durante 5,764
annos para vencer 560, 500 reis de juro simples ?

V. Qual o valor do capital 860: 000 reis, empregado durante
5 annos a b §, no fim do quinto anno ?

VI. Duranle quanios annos é necessario empregar o capital
450 : 600 a 4,5 § para quevalhano fim do ultimo anno 750 : 00
reis? :

VIL A que laxa deve-se empregar o capilal 750 : 300 reis
a b §or § para que valha no fim de 72 dias 930 : 400 reis ?

VIIL Durante quantos dias deve-se empregar o capital
L35 : 400 reis @ 3, 5 § para que valha no fim do ultimo dia
500 : 500 reis ?

IX. Caleular o descontopor fora e o valor actual de um bilhete
de 562 : 340 reis, a vencer-se no fim de 3 annos 7 mezes, 5 § sendo
o laxa do desconto.

X. Um bilhete de 500 : 600, pagavel no fim de 2 annose 5
mezes, deo lugar a um desconlo de 1h0 : 400 reis, pergunta-se @
taxa do desconlo.

XI. Demonstrar, partindo da formula (n%hAal), que odcsconta
por dentro nd@o é mais do que o juro simples do valor actual do
bilhete. [

XIL Caleular o desconto por dentro e o walor actual de um
bilhete de 946 : 500 pagavel no fim de 3 annos h mezes, sendo
b a taxa do desconto.

XIIL Calcular o juro composto de um capital de 450 : 000
reis @ 5§, empregado durante 3 annos e §,
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XIV. Que capital deve-se empregar a 3 3 e a juro composto,
para que valha 1 : 000 : 000 reis no fim de & annos ?

XV. A que taxa deve-se empregar a juro composto wm capi-
tal de 300 : 000 reis, para queno fim de b annos valha 600 : 000
reis 2.

XVI. Durante quanlos annos deve-se empregar um capilal
de 3605000 a 5 ea juro composlo para obler-se 720 : 000 ?

XVIL Quanto valerd no fim de 10 annos um capital de
565 : 400, empregado a juro composio @ 3 5 ?

XVIII, Durante quanto tempo deve-se empregar a juro com-
posto e a 5 § um capital de 360 : 000 reis, para produzir a mes-
ma somma que umn capital de 500 : 000 reis empregado durante
12 annosea fi {?

XIX. Qual o capital que empregado a h § e a juro composto
vale no fim de 15 annos lanto quanlo vale outro capital de
450 : 000 reis a 6 § no fim de 9 annos?

XX. Qual é a .annuidade que pode amortizar no fim de 1
annos uma divida de 538 : 700 reis, sendo a taxa b ) por ? ?

XXL No fim de que tempo um capital empregado a juro coni-
posto a b Svird a ser o dobro ?

XXIL Duranto quantos annos deve-se pagar uma annuidade
150 : 000 reis para amortizar uma divida de 1 : 141 : 330 regs,
3 & sendo a taxa do juro.

XXII Um individuo saldou uma divida pagando duranie
3 annos uma annuidade de 843 : 648 reis no fim de cada anno,
@ taxa do juro sendo & §; pergunta-se o valor do capital em-
prestado.

XXIV. Dividir 360 em parles pioporcionaes s fracgties
2y 50 i

XXV. Dividir 540 em tres partes taes que a primeira esleja
para a sequnda como 2 para 3, a sequnda para a terceira como
b para b,

XXVI. Dividir 720 em {res parles taes que a primeira seju
0 § da segunda, e a sequnda os * dua lerceira,

XXVIL. Um numero a foi dividido em qualro partes propor-
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cionaes aos numeros 10, 12, 15, 18, sabe-se mais que a somma
das duas oulras é 88. — Qual é esse numero ?

XXVIL. Dividir o numero 120.em tres partes inversamen(e
5
‘6‘ .

XXIX. Quatro negociantes empregardo em uma empresa
36000 francos. Dividindo os beneficios proporcionalmente ¢ en-
trada de cada wm, o primeiro teve 3000 [r.; 0 segundo 3500 fr.,
0 terceiro 2600 fr. e o quarto 2900. Pergunta-se a entrada de
cada um,

. . 1
proporcionaes aos numeros 2, 3=, h -}

XXX. Tres obreiros trabalhando em commum ganhdarao
1800 ; o primeiro trabalhow durante7 dias e 8 horas por dia,
o segundo 6 dias e 9 horas por dia, o terceiro 8 dias e 7 horas
por dia. Pergunla-se a parte que tocard a cada obreiro,

XXXL. Um mercador de vinho tem em seo armazem 50
[rascos de vinho a h00 reis, 25 a 600 reis, 80 a 700 reis ¢ 15 q
750 reis. Misturou todas essas qualidades de vinho e quer saber
quanto deve ajuntar d'agua para poder ganhar 120 reis em
cada frasco do mixlo.

XXXIL Deseja-se encher um casco de 450 [frascos com vinho
@ 750 reis o frasco. Pergunta - se que quantilade d’agua e
vinho deve-se tomar, para que um [rasco do mixto custe 800
reis.

XXXHI. 0 metal dos sinos é uma liga que confem 110 partes
destanho, 390 de cobre, 5 de zinco e b de chumbo. Quala quan-
tidade de cada um d’esses metacs que compoem um sino, cujo
peso é de 6108 FLilog. ?

XXXIV. Quer-se misturar vinho a 350 reis com vinko a 550
reis, para formar win mizto a 420 reis. Quanto deve-se tomar
do segundo vinho por 180 frascos do primeiro ?

XXXV. O lalao ¢ uma liga de zinco com cobre ; o tilulo do
latdo em relagdo ao cobre é 0,7 e em relagdo ao zinco 0,3, —
O'Eilogrammo de cobre custa 21,70, ¢ o de zinco 01,90, — Per-
gunta-se o preco de um kilogrammo de latdo.

XXXVL. Quer-se. fundir ouro de 23 quilates com ouro de
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20,5 para formaroure de21,8. Quanto deve-se lomar do ouro de
20,5 quilates, por 5 marcos do segundo ?

XXXVIL. Uma barra de prata de 23 quilates pesa 20 marcos,
qual a quantidade de cobre que se deve ajuntar para obler-se
ouro de 21,5 ? '

XXXVIIL Um mercador tem cha a 2: 800 reis e a 3 : 600 reis o
libra ; fornece a wm dos seos correspondentes uma caixa com
50 libras, erecebe para seo pagamento 772: 800, Pergunta-se
quanto tinha elle de cada qualidade , sabendo-se que ganhou
159 em sua venda.

XXXIX. Tres grandesas A, B, C dependem uma da oulra;
sabe-se que A é inversamente proporcional a B, quando G
ndo varia , e inversamenle proporeional a G, quando B ndo
varia. Pergunta-se como varido B e G, quando A ndo varia.

XL. Pela terceira lei de Kepler, os quadrados dos tempos das
revolucies sideraes dos planelas s@o proporcionaes aos ciu=
bos de suas distancias medias ao sol. Execulando a terra sud

1o / -
revolucao sideral em 365 -~ Edzas, e sua distancia ao sol

sendo tomada por unidade, pergunla-se qual é o lempo da
revolucdo sideral do planeta Neptuno ow Leverrier, cuja dis-
tancia média ao sol ¢ expressa pelo numero 30,04,
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