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RESUMO

Em vista dos modernos experimentos de colisoes de ions pesados, o
estudo e desenvolvimento de técnicas nao perturbativas confidveis para
descrever as transigdes de fase da cromodinamica quantica (QCD) é de
grande importancia. O poderoso método numérico nao perturbativo co-
nhecido como lattice QCD (LQCD) foi capaz de fazer previsdes precisas
em regimes de altas temperaturas e baixas densidades baridnicas mas
ainda nao foi refinado a ponto de poder ser aplicado em regimes de altas
densidades com confianca. Uma alternativa analitica, que se utiliza de
técnicas variacionais, é conhecida como hard thermal loop perturbation
theory (HTLpt). Apesar de poder ser usado em qualquer regime de
densidade e temperatura este método s6 fornece resultados confidveis
para um determinado valor da escala de energia arbitraria, introdu-
zida no processo de regularizacao, e assim nao satisfaz as equagoes do
grupo de renormalizagdo (RG). Recentemente, uma aproximagao ana-
litica que une técnicas variacionais com as equacgoes do RG foi proposta
sob o acronimo RGOPT (renormalization group optimized perturbation
theory). Neste trabalho faremos uma aplicacdo ao caso fermionico em
temperaturas e densidades finitas tendo em vista futuras aplicacoes a
QCD nestes regimes. Para tanto consideraremos o modelo de Gross-
Neveu em 2d com simetria O(2N) o qual possui algumas caracteristicas
em comum com a QCD (tais como simetria quiral e liberdade assimpto-
tica). Aplicaremos a RGOPT para o calculo da pressdo ao nivel de dois
loops incorporando assim efeitos de N finito. Utilizando o método de
otimizagao proposto nos trabalhos seminais mostraremos que embora
as previsoes para a pressao satisfacam o RG em um loop o mesmo nao
acontece quando contribuicoes de dois loops sao adicionadas. Discu-
tiremos a origem desta dependencia de escala residual e mostraremos
como a mesma pode ser completamente eliminada definindo-se uma
funcao g efetiva. Com esta otimizacao alternativa, que constitui nossa
contribuicao original, obteremos observéaveis termodinamicos que sao
completemente invariantes de escala abrindo a possibilidade para que
o método seja usado em teorias mais realistas.

Palavras-chave: métodos nao perturbativos. modelo de Gross-Neveu.
transicoes de fase.






ABSTRACT

Nowadays, one of the most important research topics in Physics con-
cerns the determination of the phase diagram describing quantum ch-
romodynamics (QCD) phase transitions in which case one must recur
to the use of non-perturbative techniques. Among these tools we have
lattice QCD (LQCD) as well as hard thermal loop perturbation the-
ory (HTLpt). Although LQCD is highly reliable at high temperatures
and vanishing chemical potentials it is still suffering from the so-called
sign problem which prevents its use to describe compressed strongly
interacting matter. At the same time, HTLpt is a non-perturbative
analytical variational procedure which does not observe renormaliza-
tion group (RG) properties so that its predictions for physical observa-
bles may turn out to depend on the arbitrary energy introduced during
the regularization process which is undesirable. Recently, an analytical
variational method combining optimized perturbation theory and the
renormalization group properties has been proposed under the acronym
RGOPT (regularization group optimized perturbation theory). In this
vein the present work illustrates an application of the RGOPT to eva-
luate the pressure of the O(2N) Gross-Neveu model in 2d since this
theory shares common features with QCD (such as chiral symmetry
and asymptotic freedom). We show that by following the original opti-
mization prescription suggested in the seminal works one ends up with
an unwanted residual scale dependence when two loop contributions
(which incorporate finite N effects) are considered. We then discuss
the origin of such a dependence and propose an altenartive optimiza-
tion procedure in which one obtains an effective § function to solve the
problem so that all thermodynamical observables become completely
RG invariant. We believe that this alternative procedure, which cons-
titutes our main contribution, improves the method so that in can be
reliably applied to more realistic theories.

Keywords: non-perturbative methods. Gross-Neveu model. phase
transitions.






LISTA DE FIGURAS

Figural Ilustracdo do diagrama de fases da QCD. Figura extraida
da Ref [48]. oo

Figura 2 Desconfinamento e simetria quiral em LQCD de dois sa-
bores. No grafico esquerdo temos o loop de Polyakov L, que é um
parametro de ordem para o desconfinamento, e x;, sua susceptibi-
lidade. No lado direito temos o condensado 1)1, este é o parametro
de ordem para a quebra de simetria quiral, sendo X, sua respectiva
susceptibilidade. Isso tudo em func¢do do acoplamento 3 = 6/g2,
proporcional a temperatura. Figura extraida da Ref. [2]..........

Figura 3 Diagramas de Feynman para o espalhamento O(N) ¢*.

Figura 4 Diagramas de Feynman para o espalhamento de ordem
N~1 para teoria O(N) @* ...t

Figura5 Diagramas de Feynman para o potencial efetivo de ordem
N para teoria O(N) @%. ..o

Figura 6 Potencial classico em funcdo do campo escalar para o
casom? =42 MeVZ e A= 24, ...

Figura 7 Diagramas de corregoes quanticas do potencial efetivo
em primeira ordem na expansdo 1/N, linhas continuas representam
os propagadores dos campos de Dirac e as linhas tracejadas o campo
AUXIAT. . e
Figura 8 Parametro de ordem, &, em funcdo da temperatura T'
paraocasoemque M =1 MeVeA=1. ........... ..o ..
Figura 9 xr em funcdo da temperatura T para o caso em que
todas as quantidades estao em unidadesde M e A=1 ...........
Figura 10 Py pressao de Gross-Neveu em razao de Psp pressao
de Stefan-Boltzmann em func¢ido da temperatura T, linha ponti-
lhada horizontal é limite de Stefan-Boltzmann e vertical o ponto
de inflexdo ligado a transicdo de fase, para o caso em que todas as
quantidades estao em unidadesde M e A=1. ...................

Figura 11 V.s; potencial efetivo de Gross-Neveu em funcao do
campo auxiliar o com potencial quimico p variando, sendo solucoes
os minimos do potencial, mostrando que no ponto p. = 0.26 M
ocorre a transicao. Todas as quantidades estao em unidades de M
€ A = L e

Figura 12 Campo auxiliar avaliado no minimo do potencial efetivo

21

22
28

28

30

31

37

41

42

43

44



& em fun¢ao do potencial quimico p, sendo o ponto u. = 0.26012 M

onde ocorre a transicao. Todas as quantidades estdo em unidades
de M e A= 1 . e

Figura 13 Parametro de ordem em funcao da temperatura 7" para o
caso em que todas as quantidades estdo em unidades de M e A =1
possuindo uma massa de corrente m = 0.001M. .................

Figura 14 xr em funcao da temperatura T para o caso em que todas
as quantidades estdao em unidades de M, sendo A = 1, m = 0.001 M
€Te=10.260 M. ..o e
Figura 15 Esquerda: diagrama de "troca"(ou de Fock) para a auto
energia proporcional a §/N. Direita: contribuigdo de troca para o
potencial efetivo em ordem SNO ... ... ... i,

Figura 16 O parametro de ordem (¢ = 77) de LN (linha continua
preta), OPT M = 1 MeV (linha tracejada vermelha), OPT M =
0.25 MeV (linha pontilhada inferior) e OPT M = 4 MeV (linha
pontilhada superior) em fungdo da temperatura, sendo A(1) = 1
e N = 3. Para M = 1 MeV a temperatura critica para OPT é
T.=0.171 M epara LN T, =0208 M. .......ccoiieiiviinn...

Figura 17 Razao entre a Pressao Normalizada sobre pressao de
Boltzmann em funcdo da temperatura, linha continua preta sendo
LN e as vermelhas tracejadas OPT, sendo A(1) =1e N = 3.

Figura 18 Diagramas da pressao perturbativa até ordem A .......

Figura 19 Massa otimizada 77 da RGOPT para o caso N — oo
e N = 3 (linha continua preta e linha tracejada preta respecti-
vamente) em relagdo ao campo auxiliar fixado () de LN (linhas
tracejadas vermelhas), sendo A\(1) =1e M = {0.5,1,2} MeV......
Figura 20 Pressao subtraida, normalizada por Psp em funcao da
temperatura para a RGOPT considerando N — co e N = 3 (linha
continua e linha tracejada preta respectivamente), e para LN (linha
tracejada vermelha), tomando A(1) = 1........coiiviniiiniont.
Figura 21 Parametro de ordem 7 em func¢ao da temperatura, sendo
A1) =1em=0.001 MeV. ...t
Figura 22 Pressdo com constante de acoplamento otimizada P(7j, \)
em func¢do da escala arbitraria, sendo My =1 MeV, \p =1, N =3
€ = 0t
Figura 23 Razao entre a pressdo calculada em func¢ido da escala
arbitraria sobre pressao no ponto inicial My, sendo sendo My =
I1MeV, \g=1, N=3eT =0. . oriiiiii i
Figura 24 ) obtido da RGOPT (linha preta continua) e )\, pertur-

45

47

47

35

o7

98
60

63

64

65

67

69



bativo (linha vermelha tracejada) em fungio da escala arbitraria,
sendo sendo My =1MeV, \g=1, N=3eT =0.................
Figura 25 X obtido da RGOPT em funcio da temperatura,sendo
Moy=1MeV, N=3eAg=1. oo,
Figura 26 Massa otimizada 77 da RGOPT M = {0.5 - 2} MeV para
N =3eOPT M = {0.5 - 2} MeV em func¢io da temperatura, onde
MoleeV,/\():leN:?) .....................................
Figura 27 Pressio da RGOPT M = {0.5- 2} MeV e da OPT
M = {0.5 - 2} MeV em funcdo da temperatura, sendo a tempera-
tura critica da RGOPT 6! T, = 0.1235 MeV, My =1 MeV, Ay = 1

69

70

71






LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

QCD Cromodinamica Quéntica

LQCD  Cromodindmica Quantica na Rede
QGP Plasma de Quarks e Glaons
HTLpt  Hard thermal loop perturbation

GN Gross-Neveu
LN Large N (N grande)
RG Grupo de Renormalizagao

OPT Teoria de perturbacgao otimizada
RGOPT Método que combina RG e OPT
PMS Principio da minima sensibilidade






LISTA DE SIMBOLOS

Integral

kuy*

Escala de energia arbitraria
Temperatura

Potencial quimico

Energia Funcional de Landau
Densidade de energia livre

SN TR N R

Acao efetiva
Vers Potencial efetivo

r» Funcgdes de Green conectadas de n pontos
10} Campo escalar

P Campo fermidénico

o Campo auxiliar

A Constante de acoplamento

AH Matriz de Dirac

XT Susceptibilidade térmica

m Massa,

n Parametro variacional

P Pressao

1) Parametro de expansao

MS Esquema minimo de renormalizacio






SUMARIO

1 INTRODUGAO ...vviiiiiieterinenenennnnnns 21
2 EXPANSAO 1/N ettt 27
2.1 POTENCIAL EFETIVO ........ ... ... . . ... 30
2.2 SIMETRIA QUIRAL . ... ..o 33
2.3 MODELO GROSS-NEVEU NO LIMITE DE N GRANDE 35
2.3.1 Limite quiral ........ ... ... ... ... .. . i 38
2.3.2 Limite fisico......... .. ... ... . ... . .. ... ... ... 46
2.4 GRUPO DE RENORMALIZACAO ................... 48
2.5 MODELO DE GN E O GRUPO DE RENORMALIZACAO 49
3 TEORIA DE PERTURBACAO OTIMIZADA ... 53
3.1 LIMITE DE N GRANDE ........... .. ... .. ....... 53
3.2 CONTRIBUICOES DE N FINITO . ................... 55
4 RGOP T ...ttt it e e et e iieeeeeannnn 59
4.1 METODO PERTURBATIVO . ... 59
4.2 RGOPT EM ORDEM 4° NO LIMITE QUIRAL ........ 61
4.3 ORDEM §° NO LIMITE FISICO .............cccc..... 64
4.4 ORDEM 6§ NO LIMITE QUIRAL ..................... 65
4.4.1 Procedimento padrao ............................. 66
4.4.2 Procedimento com invariancia exata .............. 67
5 CONCLUSOES ..t titttiiitaiieraneennnnnns 73
Referencias ...ovveieeeeeneeenenononononanonananeans 77

APENDICE A - Soma de Matsubara............ 83

APENDICE B - Diagramas de Feynman ........ 87






21

1 INTRODUCAO

A descricao teodrica do diagrama de fases da cromodinamica quan-
tica (QCD) é um tema de grande relevancia atual em vista dos expe-
rimentos relacionados com as colisdes de ions pesados que estdao sendo
realizados em colisores como o Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC)
e o Large Hadron Collider (LHC). Do ponto de vista técnico a difi-
culdade tedrica esta relacionada com o calculo da equagao de estado
relevante para a descricao das transicoes, ja que no regime de tempera-
turas e densidades onde a transicao ocorre o acoplamento entre quarks
e gluons ainda é alto excluindo assim a possibilidade do uso de técni-
cas de aproximacgoes puramente perturbativas [1]. A Fig 1 representa
esquematicamente o possivel diagrama de fases conforme previsto por
simulagoes na rede (LQCD), em p = 0, e por modelos efetivos para os
outros regimes.

T A QCD Phase Diagram
RHIC
LHC Critical
point
\ 1" order Chiral symmetry
1 transitions restored

/

Quark-Gluon

Plasma

Hadronic
matter

Colour
superconductor?

>

Neutron stars u

Chiral symmetry broken

Nuclei

Figura 1 — Ilustragdo do diagrama de fases da QCD. Figura extraida
da Ref [48].

Neste diagrama de fases a regido de baixas temperaturas e densi-
dades barionicas (proporcional ao potencial quimico p) descreve a ma-
téria hadronica. Nesta fase, quarks e gluons estdo confinados formando
hadrons. Devido a forte interacao os quarks possuem elevados valores
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de massa efetiva, aproximadamente 330 MeV, que é muito maior que a
massa do quark de primeira geragdo na fase desconfinada (=~ 5 MeV) .
Também é observado na Fig.1 uma fase chamada Plasma de Quarks e
Glaons (QGP), localizada no regime de altas temperaturas e/ou densi-
dades. Este estado é consequéncia do fenomeno da liberdade assintética
da interacao forte entre quarks e gluons. Podemos nos referir ao QGP
como matéria "desconfinada".

No caso da QCD a constante de acoplamento ainda ¢ alta (g =
4dras > 1) nas escalas de energia relevantes para as transicoes (=
1 GeV) requerendo a utilizac¢do de aproximagoes nao perturbativas como
as simulagbes numéricas na rede (LQCD). Neste método o espago-
tempo é discretizado em pontos de uma rede e a simulacdo é feita
com técnicas de Monte Carlo.

Em densidades barionicas nulas esta técnica prevé que a restau-
ragdo da simetria quiral e o "desconfinamento"(passagem da matéria
hadronica para o plasma de quarks e gluons) acontecem na mesma
temperatura [2], conforme ilustra a Fig. 2.

03 ; 0.6 ,
0.5 1
0.2} 0.4} |
L
) >3 0.3f
0.1- ) 0.2}
0.1} _
0 | g |
5.2 53 5.4 2 53 5.4
B 8

Figura 2 — Desconfinamento e simetria quiral em LQCD de dois sabores.
No gréfico esquerdo temos o loop de Polyakov L, que é um parametro
de ordem para o desconfinamento, e x, sua susceptibilidade. No lado
direito temos o condensado Y1), este é o parametro de ordem para a
quebra de simetria quiral, sendo x,, sua respectiva susceptibilidade.
Isso tudo em funcdo do acoplamento 3 = 6/g2, proporcional a tempe-
ratura. Figura extraida da Ref. [2].

Infelizmente, no momento, a LQCD ¢é somente aplicavel no li-
mite de baixas densidades (o< u, sendo p o potencial quimico) onde o
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"problema do sinal" n&o esta presente ou pode ser contornado [3].

Outro método nao perturbativo que, oposto ao caso da LQCD,
pode ser aplicado fora do limite de baixas densidades utiliza uma reor-
ganizagao da teoria de perturbagio sendo conhecido como HTLpt (hard
thermal loop pertubation theory) [4,5]. J4 que HTLpt utiliza resulta-
dos da teoria perturbativa acaba dependendo de uma escala de energia
arbitréria, introduzida no procedimento de regularizagao dimensional,
com o objetivo de manter coeréncia de dimensdes. Apesar de HTLpt
concordar com LQCD na "escala central" M = 27T [6], onde M é a
escala arbitraria, os resultados da HTLpt nao sao compativeis com o
grupo de renormalizagao.

Essa dependéncia da escala arbitraria, que nao estd presente
na densidade Lagrangiana da teoria, compromete a confiabilidade da
HTLpt. Outro problema é que os resultados sdo somente confidveis no
regime de altas temperaturas.

Modelos efetivos para QCD tem sido largamente explorados nas
dltimas décadas, estes possuem determinadas propriedades semelhantes
a QCD. O modelo efetivo que seréd descrito nesse trabalho foi apresen-
tado por David Gross e André Neveu chamado modelo de Gross Neveu.
Os autores estudaram este modelo em (1+1) dimensoes no limite de N
grande (LN) [7]. O limite LN foi bastante utilizado para estudar com-
portamentos criticos, sendo na matéria condensada e estatistica cha-
mado de aproximagdo de campo médio (MFT). Os resultados de LN
aplicado no modelo GN mostraram que esta teoria possui quebra de
simetria quiral dinamica, liberdade assintética e transmutacdo dimen-
sional. Estas propriedades sao compartilhadas com a QCD, porém uma
das diferencas é que o modelo de GN néo possui confinamento.

Como dito antes, a utilizagdo de LN no modelo de Gross-Neveu
gera uma quebra de simetria quiral, que é restaurada em uma certa
temperatura critica. Entretanto para teorias de uma dimensao espacial
o teorema de Landau [8] proibe transicdo de fase para temperaturas
finitas, esta violagdo do teorema é especificamente estudada no caso de
Gross-Neveu na referéncia [9].

Neste trabalho aplicaremos um método analitico ndo perturba-
tivo alternativo, conhecido como RGOPT (renormalization group op-
timized theory) [39,40,41] ao modelo GN. Esta técnica combina teoria
de perturbacdo otimizada (OPT)[10,11] com o grupo de renormaliza-
¢ao (RG) [12,13]. Nosso objetivo ¢ ir além de campo médio (ou LN)
introduzindo diagramas de Feynman com corre¢bes de N finito alem
de observar invaridncia de escala.

Apesar de ter um desenvolvimento perturbativo a OPT possui
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um parametro adicionado & densidade lagrangiana responséavel por todo
carater nao perturbativo. No modelo GN este parametro é introduzido
com um termo —(1 — §)nY%)? na densidade lagrangiana e a constante
de acoplamento é multiplicada por §. O desenvolvimento perturbativo
passa a ser em potencias de §, enquanto 7 representa um parametro
variacional com dimensoes de massa responsével pelo cardter nao per-
turbativo.

Note que ao incorporar efeitos de N finito a OPT padrao fornece
resultados que nao sao invariantes de escala como veremos em detalhes.
Surge entao a necessidade de um método mais potente como a RGOPT.
A primeira aplicacdo da RGOPT foi no modelo de Gross-Neveu em tem-
peraturas e densidades nulas [39]. Em seguida a RGOPT foi aplicada
com sucesso na QCD (em T = 0) para o calculo do condensado de
quarks [41].

O presente trabalho comegard com uma revisao da aproximagao
de LN, que serd explorada para testar outros métodos, ja que todos
eles poderao ser investigados em tal limite. Finalizaremos esse capitulo
investigando sua relacao com o grupo de renormalizagao, mostrando
que neste limite o modelo obedece "naturalmente"a equacao do RG.

No capitulo 3, seguindo a Ref. [11], revisaremos o método OPT
aplicado no modelo GN. Iniciaremos este capitulo apresentando a OPT
no limite de LN, verificando que este método apresenta uma solucao fi-
sica concordante com LN. Em seguida consideraremos contribuigoes de
N finito em ordem 4, assim verificando novamente o limite de LN é dis-
cutindo sobre melhorias no resultado. Mostraremos como as corregoes
de N finito introduzem uma dependéncia na escala e consequentemente
comprometem a confiabilidade dos resultados.

O capitulo 4 sera dedicado ao estudo da RGOPT. Na primeira
secao serd feito uma revisao da teoria de perturbagdo no modelo GN,
verificando o aparecimento de problemas relacionados as divergéncias
infravermelhas, além de investigar sua relacdo com o RG. Na segunda
secdo consideraremos a ordem mais baixa (§°) da RGOPT, verificando
sua relacdo com LN. Apés faremos a ordem 6 com o procedimento pa-
drao da RGOPT verificando uma dependéncia de escala residual. Afim
de resolver este problema foi desenvolvido neste trabalho um procedi-
mento alternativo através da determinacao de uma funcgao beta efetiva
que além de preservar a liberdade assintética assegura que os observa-
veis termodinamicos, assim, obtidos satisfacam exatamente as equacoes
do RG. O desenvolvimento desta técnica alternativa representa nossa
contribuicao original mais importante.

Finalmente, no capitulo 5 serdao apresentados nossas conclusoes
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2 EXPANSAO 1/N

Em 1968 Stanley notou a utilidade da expansao em poténcias
1/N, onde N representa o namero de componentes do campo, em uma
aplicacdo [14] ao modelo discreto de interacdo entre spin isotrépicos
em v — oo dimensoes (modelo de Ising). Ele mostrou que nesse li-
mite o modelo se comporta como a aproximacao esférica, podendo ser
resolvido analiticamente. Inspirado pelo trabalho de Stanley da fisica
estatistica, Wilson em 1973 introduziu o método na teoria quantica de
campos [15], trabalhando com o modelo O(N) escalar e U(N) fermio-
nico. Depois desses trabalhos varias aplicagoes da expansdo 1/N foram
implementadas tanto na fisica nuclear quanto na fisica de particulas
[16,17,18]. Dentre estes trabalhos teve uma aplicacdo na QCD (1+1)
feito por 't Hooft [49], salienta-se que algumas outras aproximagoes,
além do N grande, foram necessirias. Quando apenas a primeira or-
dem da expansdo em potencias de 1/N ¢é considerada, a aproximagao é
conhecida como aproximacdo de N grande (LN).

Comegaremos explicando o desenvolvimento da expansao 1/N
em uma teoria mais simples, a versio O(N) da teoria A\¢? [15]. Esta
teoria nao serd amplamente discutida, j4 que este modelo nao tem re-
levancia fisica para este trabalho. Por outro lado, por sua simplicidade
é bem adequada para ilustrar o conceito dessa expansdo. O modelo
O(N) é uma teoria de N campos escalares ¢* (a = 1,2,...,N) com
densidade lagrangiana

1 1
L= 0,600 — Sl — (6760, (2.1)

onde ha uma soma em indices repetidos (a), g é constante de acopla-
mento e m é o parametro de massa. Note que a Eq. (2.1) esta escrita
no sistema natural de unidades (h = ¢ = k = 1) que sera adotado ao
longo de todo o trabalho.
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a b

Figura 3 — Diagramas de Feynman para o espalhamento O(N) ¢*.

Na Fig.3 sao ilustrados os primeiros trés diagramas na teoria de
perturbacao relacionados ao espalhamento de dois mésons de tipo a em
dois b. Note que ¢ pode ir de 1 a N, logo o segundo diagrama, é o tnico
de ordem N, sendo os outros de ordem N°. Isso acaba deixando o limite
de N grande sem sentido, ja que o primeiro diagrama (classico) iria
acabar sendo negligenciado. Contornamos isso, facilmente, modificando
a constante de acoplamento,

A=gN, (2.2)

onde \ agora serd mantido constante, enquanto g varia de acordo com
N.

Com este procedimento o primeiro e o segundo diagramas ficam
na ordem de N, sendo o terceiro, agora irrelevante, de ordem N 2.

Apesar desse procedimento hé varios diagramas de ordem N1,
com varias potencias em A. Podemos, por exemplo, adicionar outro
loop no segundo diagrama Fig.4. Desta maneira, obter em todos os
diagramas proporcionais a N~! e provar que ndo existem diagramas de
ordem positiva ou nula de N seria um desafio complicado.

WX SO

Figura 4 — Diagramas de Feynman para o espalhamento de ordem N !
para teoria O(N) ¢*.

Para simplificar a selecao dos diagramas que contribuem em uma
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determinada ordem da expansdo em potencias de 1/N é conveniente
adicionar um campo auxiliar (o)

N A - 2
C%£—2AG=?N¢%“—m§, (2.3)

Esse termo extra nao altera a dinamica da Lagrangiana, ja que é
um termo gaussiano e ao fazer a integral funcional em ¢ conseguiriamos
uma constante multiplicativa no gerador funcional da teoria, sendo que
a normalizacdo do gerador é algo irrelevante para dindmica. Com esta
substituicao obtemos,

1 a a N 2 N 2 1 aa
L= iauqb ot — ™ o+ o §U¢ o, (2.4)
desconsiderando termos de m?.

Note que ao resolver as equacgoes de Euler-Lagrange para o ob-
temos

1\ 9
= -2 g% + 2.
o 2N¢)¢ m~, (2.5)

porém apesar da dindmica da lagrangiana ser a mesma as regras de
Feynman mudam. Na nova lagrangiana todos os fatores de 1/N estao
ligados ao propagador de o: (iA/N). Todo loop de ¢ carrega o mesmo
indice, portanto carregando um fator de N (basta notar que na nova
lagrangiana s6 ha interacao entre ¢® de mesmo indice ao contrario da
antiga que misturava, em pares, indices nas interagoes).

Apos estes procedimentos o potencial efetivo é uma grandeza
facil de ser obtida em poténcias de N. Vale notar que este potencial
efetivo é a soma do potencial classico,

Ve= —%02 + %mQU, (2.6)

mais corregoes quanticas que sao ilustradas na Fig.5, ja que cada loop
é proporcional a h.
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Figura 5 — Diagramas de Feynman para o potencial efetivo de ordem
N para teoria O(N) ¢*.

Conforme ja enfatizado ndo iremos calcular estas corregoes ex-
plicitamente para este modelo (o leitor interessado pode consultar a
Ref. [46]) Por outro lado, em seguida, discutiremos o potencial efetivo
em linhas mais gerais.

2.1 POTENCIAL EFETIVO

Uma simetria pode ser quebrada quando a lagrangiana possui
mais de um estado fundamental. Para ilustrar este fendmeno vamos
considerar a teoria escalar descrita por

1 1 A
_ Lo L 2,2 Ay 9
L 28 0,9 2m¢ 4!</>7 (2.7)

onde ¢ descreve o campo escalar com parametro de massa m e interacao
descrita pelo parametro . Esta teoria é invariante frente & transfor-
macdo de paridade ¢ — —¢. Quando m? < 0 esta simetria é quebrada
espontaneamente no nivel classico (ou de "arvore")

A
Vilg) = gmie? + 56, (28)

conforme ilustra a Fig. 6.
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Vig)

Figura 6 — Potencial classico em fun¢ao do campo escalar para o caso
m? = +2 MeV? e \ = 2.4.

Apesar da Lagrangiana continuar com a simetria de paridade o
estado fundamental (vacuo) ndo possui essa simetria no caso m? < 0.
No caso m? > 0 nio h4 quebra de simetria, mas veremos que correcoes
quanticas podem alterar esta situacao induzindo a chamada quebra
dinamica de simetria.

O desenvolvimento a seguir é baseado na Ref. [20], onde foi
considerada uma teoria escalar mais geral dada pela £(¢,0,¢). Inici-
almente adicionamos & Lagrangiana uma fonte externa J(z) linear ao
campo ¢,

L(¢,0u0) = L(¢,0u0) + J(x)¢(x). (2.9)

O gerador funcional, (Z[.J]), que representa a amplitude relacio-
nada com a transicao de vicuo para o vacuo em tempos remotos entre
si, também é conhecido como vacuum-to-vacuum amplitude [21],

7 Wl _ / Depet | 4 alL@)+I(@)o(@)] (2.10)

Podemos tomar a derivada funcional W[J] e expandir em J
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ilf][/(%] - 70=5 /D(beifdDw'[5(¢)+J(1/)¢(1/)]¢(m) +0(J), (2.11)
W] _ Olé@)|0)s _
ST = o) = ¢.(z), (2.12)

sendo ¢, o valor esperado do operador ¢(x) na presenca de uma fonte. J
é uma fonte usada para criar e aniquilar particulas, e quando J tende
a zero ¢, representa o valor esperado do campo no vacuo da teoria

((0l¢(2)[0).7=0)-
Fazendo uma transformagao de Legendre obtemos o gerador das
funcoes de Green conectadas, chamada de agao efetiva

P[e()] = W[J] - / 4P 7 () bel), (2.13)

ao tomar a derivada funcional da expressdo 2.13 em relagdo ¢.(x) ob-
temos,

6L [¢pe()]
5¢e(y)

Expandindo a agao efetiva em funcao de ¢,

= —J(y). (2.14)

T[ge(2)] :Z%/del...denF”(xl,...,xn)gb(a:l)...gﬁc(mn), (2.15)
n=1 "

sendo I'™ a soma dos diagramas de Feynman irredutiveis de uma par-
ticula (1PI) com n pernas externas amputadas.

Podemos expandir a acdo efetiva sobre os momentos, assim no
espaco de posicao obtemos

P[pe(x)] = / AP e[~ Vap5(6e(2)) + (06e(2)2Z[de(@) + ). (2.16)

Esta grandeza tem um analogo estatistico chamado energia fun-
cional de Landau, que é, por exemplo, empregada para descrever fer-
romagnetos [22].

/d3 )]+ ;K(m(x)Vm( N?+ )] (2.17)
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onde F é a densidade de energia livre e m(x) representa a magnetizagao
que é usada como parametro de ordem na teoria estatistica de campo.

Tomando J — 0 o campo ¢, volta a representar o valor esperado
no vécuo e usando a expressao 2.14 obtemos

T[]

pe()

Agora vamos fazer a aproximacio de campo homogéneo, ¢.(z) =

¢.. Com isso as equagoes 2.18 e 2.16 indicam que o valor esperado do
campo auxiliar no vacuo é obtido pela solugao de

OVerr(de)
ad)c <¢>O

No anélogo estatistico voltando ao ferromagneto a aproximagao
de campo homogéneo, m(x) = m, obtemos

=0 (2.18)

=0 (2.19)

F((m))
v

onde P representa a pressdao. Analogamente para a teoria quintica de
campos obtemos

F=VF— = —P = F((m)) (2.20)

P=—Verp(de) (2.21)

(d)o

Por fim utilizando a equagao 2.15, podemos, através da funcoes
de Green no espaco dos momentos, escrever o potencial efetivo como a
seguinte expansao

=1
eff ¢c :Z; ¢?a (222)

onde T™(0, ...,0) sdo as funcdes de Green com momento externo nulo
[23].

2.2 SIMETRIA QUIRAL

No contexto da QCD a quiralidade s6 é bem definida no mo-
mento em que a massa do quark é nula. Essa aproximagao é as vezes
utilizada em teoria de perturbacao, pois a massa do quark diminui com
o aumento da escala (M) [25], sendo que neste mesmo limite a cons-
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tante de acoplamento é baixa, logo este limite é mais adequado para
o método perturbativo. Porém fisicamente (para a primeira geracao)
sabemos que quarks possuem massa, apesar de ser pequena comparada
com a massa dos hadrons. Da relacdo de Gell-Mann-Oaks-Renner [2],
temos

m2 f2 = —2m.(Yy) + ... (2.23)

onde m,. representa a massa de corrente dos quarks up e down, que
estao relacionadas & massa do pion, m, ~ 138 MeV, a constante de
decaimento do pion, fr ~ 93 MeV e o condensado de quarks, (¢1)) ~
—(240 MeV)3. Com isso a massa de corrente dos quarks de primeira ge-
ragao (up e down) é aproximadamente 5 MeV. Esclarecendo a grandeza
dessas massas podemos concluir que é possivel inferir uma simetria qui-
ral aproximada para QCD. Conforme ja discutido a massa constituinte
dos quarks de primeira geracao ¢ de aproximadamente 330 MeV.

Quiralidade é um conceito de simetria baseado em imagem refle-
tida, onde a imagem refletida de um objeto nao pode ser sobreposta no
objeto original. Fisicamente essa propriedade é bem definida para teo-
rias nao massivas, ja que a helicidade e a quiralidade de uma particula
sao as mesmas. Neste caso uma particula tendo uma projecao de spin
na direcdo do movimento mantera essa relacdo para qualquer referen-
cial, jA que a particula com spin se move na velocidade da luz, assim
tendo uma helicidade bem definida. Quando temos particulas massivas
a helicidade deixa de ser definida, devido a dependéncia do referencial
(velocidade da particula é menor que a da luz), e a lagrangiana passa
a nao possuir simetria quiral. Portanto para ter simetria quiral é ne-
cessario que as particulas da teoria tenham massa nula. Como veremos
neste trabalho a simetria quiral de uma teoria ndo massiva (no nivel
classico) pode ser quebrada por correcoes quanticas.

Para compreender matematicamente como um termo massivo
quebra a invariancia quiral podemos considerar a Lagrangiana livre de
Dirac em duas dimensoes

L = (i0,4" — m)y. (2.24)

Podemos aplicar os seguintes operadores de projecao

1
17, 25(1 +75) (2.25)

Tr =5 (1~ %), (2:26)
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onde v5 = Y9! = 0,,7° =0, e 4! = —ioy, sendo o; as matrizes
de Pauli. Agora sabendo das propriedades das projecoes: 77 = T1,
T2 =Tg, TRT, =0 e Ty, + Tr = 1 podemos concluir que,

Y =vYr+ YL, (2.27)

onde YR e Yy, sao projecoes obtida pelos operadores Tg e Ty, respecti-
vamente. Utilizando a equagao 2.26 a Lagrangiana livre de Dirac pode
ser expressada em termos das projecoes como

L = Yrid "L + Yriduy' vr — mrbr — myrYL. (2.28)

Podemos notar que para a teoria nao massiva particulas righthan-
ded (Yg) e lefthanded (1) estdo completamente desacoplados, esta
propriedade é o conceito de quiralidade na fisica. Neste trabalho es-
taremos interessados na simetria quiral discreta que é definida pela
transformacao

Y=Y Y= —Ps, (2.29)

que pode ser facilmente verificada aplicando a propriedade da antico-
mutagao da matrizes -,

{9} =0. (2.30)

Novamente concluimos que a quebra dessa simetria ocorre no
caso massivo (fisico).

2.3 MODELO GROSS-NEVEU NO LIMITE DE N GRANDE

O modelo de Gross-Neveu (GN) é uma teoria de campos renor-
malizavel que admite expansdo 1/N, possui quebra dinamica de sime-
tria e liberdade assintotica [7]. O modelo possui simetria global U(N),
sendo formado por campos de férmions.

A lagrangiana do modelo é descrita como:

£ = (0" = m) + (). (2.31)

Os campos de férmions (Dirac) ¢, a = 1...N possuem duas com-
ponentes e as matrizes de Dirac (y*) s@o 2x2. De acordo com a con-
vencio temos v = [0, —io,], 75 = 7’y! = 0., onde 0; sio matrizes de
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Pauli para o spin.

A principio o modelo foi proposto com o objetivo de apresentar
a simetria quiral (m = 0), para assim evidenciar a quebra dinamica de
simetria.

Através do termo cinético concluimos que 1¥* tem dimensdo de

(0] = [M)P/2712, (2.32)

onde M tem dimensao de energia. Isto permite inferir que a constante
acoplamento tenha dimensdo de 2 — D. E bem conhecido que para
termos uma teoria renormalizdvel é preciso que a dimensao do acopla-
mento seja nula ou positiva [27]. Isso faz com que apenas para dimensdo
(14+1) o modelo seja renormalizével. Apesar de que para a teoria per-
turbativa o modelo s6 é renormalizavel para dimensoes de no maximo
uma componente espacial, no contexto de métodos nao perturbativos é
possivel a renormalizagdo de Gross-Neveu para o caso (2+1) [26]. Note
que nesta teoria a interagao (local) é to tipo 4-férmions e pode ser vista
como uma aproximagdo para interagdo da QCD.

Como ja enfatizado esse modelo admite expansdo 1/N, a qual
requer que a constante de acoplamento seja redefinida como g — w\/N.
Em seguida introduzimos um campo auxiliar ¢ para facilitar a conta-
gem de diagramas

N A = 4 2

_ N — mo
= YYDy — —0% — o + — 2.33
PO = st — et 4+ 2 (2.33)
onde desprezamos o termo proporcional a m?, ja que é uma constante.
Resolvendo as equagoes de Euler-Lagrange para o campo auxiliar
obtemos,

o= _%Aw*aw +m, (2.34)

garantindo que a dinamica original seja a mesma. Se olharmos em ter-
mos de integrais funcionais, o termo adicionado é gaussiano e portanto
nao altera a dindmica descrita pela Lagrangiana.

Agora, para obter o potencial efetivo em func¢ao de o, diagrama-
ticamente, podemos utilizar a aproximacao de N grande, considerando
apenas os diagramas de um loop (veja Fig. 7) j4 que estes sdo pro-
porcionais a N e estdo, portanto, contidos na primeira ordem (LN) da
expansdo 1/N.
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Figura 7 — Diagramas de correcoes quanticas do potencial efetivo em
primeira ordem na expansao 1/N, linhas continuas representam os pro-
pagadores dos campos de Dirac e as linhas tracejadas o campo auxilar.

Segundo a Fig. 7 temos infinitos diagramas com pernas externas
o, porém apenas um loop fermidnico para essa ordem em cada dia-
grama, sendo que essas corregoes quanticas serao somadas ao potencial
classico
N 5, mo

Note que sem massa esse potencial é descrito por uma parabola
com minimo em zero, j4 com a massa temos que o minimo é deslocado.

Faremos agora a leitura dos diagramas, segundo a densidade La-
grangiana:

- Para cada vértice temos que multiplicar por um fator de i e
cada propagador por um fator de ip/ (p? + ie).

- Nafigura 7, indices foram suprimidos, mas para cada loop temos
um fator de N associado, pois todo propagador tem o mesmo indice.
Lembrando que o loop fermionico demanda tomar o trago e multiplicar
por (-1).

- Cada diagrama tem um fator de simetria (2n — 1)!, dado por
permutacoes das pernas externas, sendo que este fator parcialmente
cancela o fatorial da Eq. 2.22 sobrando 1/2n e segundo essa mesma
equacao cada perna externa multiplica o campo auxiliar o.

Ficamos entao com

, N o g2k o \*"
—iVers = _Zﬂ +7_22n / <k2+ze) '

(2.36)
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Deve ser enfatizado que devido as integrais contidas nos loops es-
tas corregdes quanticas acabam divergindo no limite U.V. (ultraviolet),
onde o momento é alto. Com o objetivo de isolar estas divergéncias po-
demos implementar um procedimento de regularizagao através de cutoff
ou regularizacao dimensional. Neste trabalho utilizaremos o segundo
método.

2.3.1 Limite quiral

Primeiramente vamos considerar o limite quiral, ou seja m = 0,
evidenciando a quebra dindmica de simetria por corregoes quanticas

Analisando a Lagrangiana da expressdo 2.33 temos que o0 = 0
para que a simetria quiral se mantenha e essa é uma possibilidade,
porém buscaremos as solugoes nao triviais, assim quebrando dinami-
camente essa simetria. Teremos entdo que os minimos do potencial
efetivo, comecando com a Eq. 2.36 e tomando m — O:

, > N < g2k ko \*"
—iVepp = - Z—n / 2m)? (k2+ie’) . (2.37)

— 00

Agora tomando o traco Tr.%% = (k*)" e usando a rotagao de
Wick temos,

N N i d2 —o2\"
Verr = 9o 270 < 2 >

e ) e

onde a dimensao é dada por D — 2 e M é uma escala arbitraria de
energia, usada para manter as dimensoes corretas.
A integral é dada por [21],

< qP I'(—-D/2
I(e—1)

T (47'(')1—6 (mz)lfi (239)
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onde foi usado D = 2 — 2¢. Voltando para equacio 2.38 e expandindo
em e,

- I o?
‘/eff = N|:27(')\0- +EO‘ ln (W)
1

- C +1 -7+ 1n(471')> 02] . (2.40)

onde vg é a constante de Euler-Mascheroni com valor aproximado de
0.577.

Agora poderemos aplicar o esquema de renormalizacio MS, note
que a divergéncia é de ordem o2, podendo ser renormalizado por um
contratermo na Lagrangiana. Apoés renormalizar com o esquema MS,

M? — 47 M? exp(7e), (2.41)
Veff é dado por:

V=N Lot Lo (w2 g (2.42)
= — — n—s — .
eff 27A° 4’ M?2
Utilizando a Eq. 2.19 para achar os valores esperados, podemos
observar a quebra de simetria dinamica,

5 = Mexp ( _ i) (2.43)

onde & é o ponto de minimo do potencial efetivo (vicuo).

Temos aqui algo conhecido como formagao de mass gap, note que
segundo o Lagrangiana 2.33 o fato de ¢ nao ser zero confirma a quebra,
ja que o termo otp®1)® s6 mantém a simetria no caso o = 0.

Agora que ja observamos a quebra dindmica da simetria outro
fato importante é investigar se ela é restaurada e que tipo de transi¢io
acontece.

Podemos comegar a investigar o modelo com temperaturas e den-
sidades finitas usando o formalismo do tempo imaginéario de Matsubara
(Apéndice A). Fazendo a substituicdo da integral temporal A.1 em 2.39
obtemos
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onde

[=1% [ 5o

wp = p*+02 M3 e w, sio as frequéncias de Matsubara, T' ¢ temperatura
e p é o potencial quimico. Utilizando a soma A.2 chegamos em

S _Net /°° "y
eff = oma (2m)D-177P

dP-1
p —(wp + 1)
+TN/ @m0~ 11n{1+exp[ T

+TN/_OO(2ﬂ_)Dplln{1+exp [W]} (2.45)

Aplicando a regularizacdo dimensional e renormalizando ficamos
com

o? o o? T
Vi =N+ 5 (g 1) - TaG ] o)

onde a integral térmica é dada por

Ii(a,b) = /OOO dz [m (1 + e‘m+b> +(b— —b)], (2.47)

comz=p/T,a=0c/T eb=pu/T.

Esses passos estao feitos com detalhes no apéndice B comecando
com a Eq. B.4. Apesar de ndo ser a mesma grandeza a comparacio ¢é
facilmente intuitiva, ja que chegamos na mesma multiplicando B.4 por
(—1) e substituindo m — o.
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Extremizando Vs obtemos a equacao auto consistente do vacuo
(ou equagdo de mass gap).

(M) = M exp [_ ﬁ (2, ,%)} (2.48)

onde

oI (a) /°° dx 1
Ir(a,b) = -2 =
2(07 ) da? o VI + a2 \eVetaT+b 4

° dx 1
+ . 2.49
/o Va2 + a? (e*/“’”“zb + 1) (2.49)

Fazendo calculo numérico podemos avaliar a variacdo do ponto
minimo do potencial efetivo, &, em relagao a temperatura, no limite
onde p — 0.

0.5

04f

00 L L L L L 1 L L L L 1 L
0.1 0.2 0.3 0.4

T[MeV]

Figura 8 — Parametro de ordem, &, em funcao da temperatura T para
ocasoem que M =1 MeVeA=1.

Vale ressaltar que & determina se hd uma quebra de simetria
quiral, ele representa o parametro de ordem para transi¢do quiral. Os
resultados numéricos (Fig. 8) ilustram uma transicdo de segunda or-
dem (que ocorre continuamente, porém na transicdo a derivada com
relacio a T diverge definindo um ponto critico). Note que a tempe-
ratura critica, onde ocorre a restauragao da simetria quiral, possui o
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valor finito 7. = 0.208 M violando o teorema de Landau [8], ja que
segundo este temos que T, = 0. Esse problema surge pelo fato que
estamos usando a aproximacao de campo homogéneo, utilizada para
obter a Eq. 2.19. Na Ref. [9] h& uma discussdo detalhada sobre te-
orema de Landau no modelo GN especificamente. Isso faz com que
agora em diante tenhamos um objetivo claro a medida em que formos
adicionando novas corregoes, ou seja, qualquer método que proponha
um refinamento da aproximacado de LN deve prever uma diminuicao de
T. devido as contribuicoes de N finito.

Podemos obter como a susceptibilidade térmica (xyr = —da/dT)
varia em funcdo da temperatura conforme mostra a Fig. 9.

30¢

25}
20}

>';15:

10}

0.96 0.98 1.00 1.02 1.04

T/T,

Figura 9 — xr em funcao da temperatura T para o caso em que todas
as quantidades estdo em unidades de M e A =1

A Fig. 9 mostra que no ponto critico a susceptibilidade tér-
mica diverge sendo uma das propriedades de uma transicao de segunda
ordem. Ao comparar com os resultados da Fig. 2 para a QCD nota-
mos que estes sdo analiticos. Isso se da pelo fato de que no modelo
GN estamos trabalhando no limite quiral, enquanto que para a QCD
a quiralidade é um conceito aproximado ja que fenomenologicamente
mq # 0.

Podemos agora calcular a pressao através da Eq. 2.21, antes
de fazer calculo numérico vamos obter a pressao normalizada Py sub-
traindo a pressdo do vacuo Py = P — P(T = 0). Para um gas de
férmions ideal a pressdo (de Stefan-Boltzmann) pode ser facilmente
obtida
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Psp = %TQ, (2.50)

Pn/Pss

6
T/T,

Figura 10 — Py pressao de Gross-Neveu em razao de Psp pressao de
Stefan-Boltzmann em fungao da temperatura T, linha pontilhada ho-
rizontal é limite de Stefan-Boltzmann e vertical o ponto de inflexao
ligado a transicdo de fase, para o caso em que todas as quantidades
estao em unidades de M e A = 1.

Analisando a Fig. 10 temos que a pressdo obedece o limite de
Stefan-Boltzmann (classico) e que a temperatura de transi¢cdo ocorre
no ponto de inflexdo. Podemos agora avaliar qual tipo de transicao
ocorre no limite 7' — 0 e y finito. Quando tomamos esse limite temos
que as integrais I; e Iy passam a ser

2

|u|+\/m>

||

= |ulvp? - 02} (2.51)
lul + V2 —n? V'u2_772> (2.52)

In|

L, 1) = — 26(:2 = 1?) [ng In (

Fa( ) =006~ ) n

Avaliaremos como se portam as solucgdes & verificando os minimos
de Vrs conforme ilustra a Fig. 11.
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Figura 11 — Vs potencial efetivo de Gross-Neveu em fung¢ao do campo
auxiliar o com potencial quimico p variando, sendo solug¢oes os minimos
do potencial, mostrando que no ponto . = 0.26 M ocorre a transigao.
Todas as quantidades estao em unidades de M e A =1 .

Da Fig. 11 pode-se concluir que:

- 1 =0.00 M temos apenas duas solucoes estéveis.

- = 0.20 M temos a formacao de uma nova solucao metaestavel
(minimo local) para ¢ = 0, esse comportamento é dado por uma in-
flexdo (d?V.rs/d?c = 0) e estd associado ao aparecimento da primeira
linha espinoidal.

-ite = 0.26 M temos a caracterizacao de uma transicao de pri-
meira ordem, onde temos minimos degenerados estaveis, logo . é ponto
de coexisténcia.

-Em p = 0.30 M o minimo o = 0 passa a ser o minimo global
ou estado de mais estabilidade.

- Finalmente em p = 0.35 M temos que as solucoes nao triviais
de o passam por uma inflexao,que estd associado ao aparecimento da
segunda linha espinoidal, para p > 0.35 M as solugdes metaestéveis
passam a nao existir.

Podemos fazer um procedimento analitico para determinar g,
de maneira precisa. Avaliaremos a pressao (—V.ff(d)) no caso em que
=T =0, com as equagoes 2.42 e 2.43

P(@M = 0) ) (253)



45

O préximo passo é achar a solugdo onde p # 0 e o = 0, tal que
a pressao seja a mesma da solucao anterior

12
Plo=0,p=pe) =5, (2.54)

igualando as duas pressoes e considerando A = 1 ficamos com

NG

Pelo fato de termos um campo homogéneo ndao observamos a
formacao da fase cristalina, como é visto em baixas temperaturas e
densidades elevadas na Ref. [45], logo s6 temos fase quiral e fisica (ndo
quiral). A transigdo de primeira ordem pode ser observada através do
parametro de ordem, &, conforme ilustra a Fig. 12.

fle = F—— ~ 0.26012 M. (2.55)

0.5 ———

04f N

03l

o/M

o
1
1
1
[}
1
1
1
[}
1
i |
o1r |
1
1
}

0'07 S S S T S [ S S SN S S S S S ]
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

u/M

Figura 12 — Campo auxiliar avaliado no minimo do potencial efetivo
& em funcao do potencial quimico pu, sendo o ponto pu. = 0.26012 M
onde ocorre a transicdo. Todas as quantidades estao em unidades de
Mel=1.

O diagrama de fases completo para este modelo na aproximagao
de N grande pode ser encontrado na Ref. [11].
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2.3.2 Limite fisico

Considerando massa nao nula podemos facilmente obter o po-
tencial efetivo, pois a massa intrinseca (de corrente) esta apenas relaci-
onada ao nivel classico do potencial. Utilizando as férmulas 2.36 e 2.46
obtemos

T2 om
_]1(%’/7&)_}, (2.56)

Podemos agora verificar qual a natureza da transicao, agora fa-
remos apenas o limite 4 = 0 e temperatura finita. Extremizando o
potencial efetivo obtemos o parametro de ordem

o=Mexp| —

1 m(M) ] : (2.57)

W —IZ(%vlTL) + oA(M)

A Fig. 13 mostra ¢ em funcdo da temperatura no caso fisico e
claramente ilustrando que uma transicao de segunda ordem passa a ser
um crossover quando m # 0, onde a transi¢do ocorre de modo continuo
sem um ponto critico.



47

0.4

o/M

00 L L L L L L L L L L L L T
0.0 0.1 0.2 03 0.4

T/M

Figura 13 — Parametro de ordem em funcao da temperatura 71" para o
caso em que todas as quantidades estdo em unidades de M e A = 1
possuindo uma massa de corrente m = 0.001M.

Ja que temos um crossover, isso implica que para susceptibilidade
térmica (xr = —do/dT) ndo teremos mais a divergéncia e sim um
maximo conforme mostra a Fig. 14.

Figura 14 — xy7 em funcao da temperatura 7" para o caso em que todas
as quantidades estao em unidades de M, sendo A =1, m = 0.001 M e
T. = 0.260 M.
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Agora temos exatamente a susceptibilidade esperada para um
modelo efetivo da QCD.

2.4 GRUPO DE RENORMALIZAGAO

A ideia de invariancia de escala é antiga e atualmente é utilizada
em varias areas, como no caso da fisica estatistica onde o reescalona-
mento do espaco é importante para se obter resultados de fendémenos
criticos [35].

Um dos primeiros a investigar como a escala pode dar respostas
para questoes relacionadas a fendmenos criticos e dar um significado
fisico ao grupo de renormalizacdo (RG) foi Wilson [36]. O grupo de
renormalizacao basicamente relaciona os paradmetros da Lagrangiana
antes e depois da renormalizagdo. Vamos ver que o RG tem ainda o
objetivo de deixar os observaveis invariantes de escala.

O RG foi introduzido de uma maneira mais pratica na teoria
quantica de campos por C. G. Callan and K. Symanzik em 1970. De-
rivaremos nesse capitulo a equacao descoberta independentemente por
estes dois autores.

Comegaremos voltando a passagem da equagao 2.38 para a 2.40,
a qual revela que ao separar a divergéncia expandindo em ordem ¢, aca-
bamos obtendo uma variavel indesejada no resultado de um observavel,
ou seja, antes desse procedimento nao existia na teoria original a escala
arbitraria (M).

Todos os outros parametros como a constante de acoplamento,
a massa e o campo sofrem mudancas nessa escala apds adicionarmos
correcOes quanticas [13].

b=2, (2.58)
A=A+ 0A (2.59)
m=my + om (2.60)

onde my, A\p, Yp sa0 pardmetros invariantes de escala, antes de aplicar
o processo de renormalizacao. O campo renormalizado v é relacionado
ao campo "nu" i através do fator de escala Zy e logo as funcoes de
uma particula irredutiveis de n pontos variam de acordo com:
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Explorando o fato que I', ndo possui informacao da escala,

d
Utilizando as duas expressoes acima chegamos em
M-L(z 5 A m) ) =0 (2.63)
dM 1‘[) p? ) - ) *

usando a regra da cadeia

o+

& ON D Om D n__10Zy\pm
<6M oM ox " oM am 27 3M>F =0. (2.64)

Essa equacao é conhecida como Callan-Symanzik equation, como
j& mencionado foi obtida independentemente por Curtis Callan [29] e

Kurt Symanzik [30]. Sabendo que a pressdo é uma funcdo de zero
pontos (nao depende do momento externo), logo de 2.64 obtemos

dP oP oP opr
MidM = MiaM + 6(/\)5 - ’Ym(/\)maim =0, (265)
onde
oA 2 3 4
g1 =P = —HoA? = 5% + O, (2.66)
Jlnm
“otnaf TN =20 £ 1A+ 0. (2.67)

Portanto, o grupo de renormalizagdo assegura que um observavel,
em nosso caso a pressio, deva permanecer invariante quando a escala
de energia arbitrdria, M, é variada.

2.5 MODELO DE GN E O GRUPO DE RENORMALIZACAO

Agora usaremos os resultados obtidos na se¢ao 2.3 para demons-
trar a aplicagdo do RG. Primeiramente precisamos das informacoes
sobre os coeficientes das equagoes 2.66 e 2.27. Neste caso precisariamos
calcular as corregoes quanticas tanto para a massa quanto para o aco-
plamento. Vamos retirar esses coeficientes da Ref [13] levando em conta
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a troca de notagdo (constante de acoplamento da Ref [13] g = A/N ),

L __
o oN T ANy
_ 1 _ Bo
fo=l-v  Pri=—ib (268)

No limite de IV grande as Egs. 2.66 e 2.67 ficam a reduzidas a
ordem A2 e \ respectivamente. Assim, obtemos

m(M) = m(My) ( :((A]‘jo ))> ) (2.69)

A(M) = \(Mp) [1 + A(Mo)Bo In (;‘2)} - (2.70)

onde {70,080} — 1 no limite N — oo.
Obtemos entdo a pressdo de Gross-Neveu utilizando as Eqs. 2.56
e 2.21,

o2 5° o’ L
]]\37277)\417T<1n]\421>+71')\+17:'[1(%’%)’ (2.71)
onde
- m(M
o(00) = Mexp | - 5 - BlF )+ S,
5(M) = MO exp |:— )\(Z]\ZO) - IQ(%, %) + g((]]\a))] = 5’(M0). (272)

Ja que a equagdo autoconsistente do vacuo (2.57) é invariante
frente a transformacoes de escala, ¢ também é invariante. Entao pode-
mos simplificar as contas trabalhando com o caso T = u = 0, ja que o
termo de densidade barionica e temperatura (I1) sé dependeria da es-
cala no caso de & também depender. O termo de massa de corrente no
limite de N — oo é facilmente verificado como invariante comparando
as Eqgs. 2.69 e 2.70. Logo podemos utilizar RG na pressiao no caso onde
m = p =T = 0 ja que os outros termos sao invariantes. Desta maneira
obtemos
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d M d 1 1 1 1 M
ML p=—o= +In () (2.73)
My

M TdAMN 7 MM AM)

conclui-se, ao comparar a Eq. 2.69 e a Eq. 2.71, que s6 ha correspon-
déncia para N grande. Logo no limite de IV grande temos a satisfagao
da equagdo do RG fazendo com que a pressdo seja invariante de es-
cala. Outra propriedade importante sobre a teoria é que a constante de
acoplamento possui liberdade assintotica (2.69), assim como na QCD.

Note que de fato a Eq. 2.69 prevé que a constante de acopla-
mento diminui com o aumento da escala como consequéncia de que,
assim como em QCD, a funcdo S(A) do modelo GN é negativa (veja
Eqgs. 2.66 e 2.68). A descoberta da liberdade assintética para a QCD
foi descoberta em 1973 por David Gross e Frank Wilczek [31] e inde-
pendentemente por David Politzer [32]. Estes trabalhos deram aos trés
autores o Prémio Nobel em 2004.
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3 TEORIA DE PERTURBACAO OTIMIZADA

Um dos métodos nao perturbativos, que serd desenvolvido nesse
capitulo, é conhecido como teoria perturbativa otimizada (OPT) ou
expansdo d linear (LDE). Este método foi aplicado com sucesso na
teoria A¢* na Ref. [37] e também na teoria de Gross-Neveu [11] en-
tre outros casos [38,47,48]. O célculo utiliza resultados perturbativos
acrescentando um parametro de massa variacional, adicionado quando
se define uma nova densidade Lagrangiana (interpolada) [38]

L~ 6L+ (1—6)Lo, (3.1)

onde ¢ é um parametro de expansdo (formalmente consideramos ¢ < 1)
e Ly é a Lagrangiana da teoria livre massiva.

Neste capitulo revisaremos como o método foi usado no modelo
de GN na Ref. [11].

3.1 LIMITE DE N GRANDE

Seguindo a prescri¢do convencional para a implementac¢ido do mé-
todo, a lagrangiana original deve ser reescrita como [11]

A -
L5 = 00" (L = OY" + 652 (% (3:2)

Note que ao tomarmos o limite § — 1 reobtemos a teoria original
ndo massiva com interagdo, enquanto que quando § = 0 temos uma
teoria livre (de solugio exata) que depende do parametro arbitrério, 7.

Ao adicionarmos o campo auxiliar o obtemos

N A = . 2

= [0 — (1~ O — b oo? — sy, (33)
21
Conforme ja mencionado inicialmente vamos nos restringir ao
limite de N — oo para podermos assim avessar a convergéncia da OPT
com relacdo ao resultado "exato" dado pela aproximacao LN. Assim
obtemos
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Ve _ 6 5 /°° d"p
N 20’ o (2m)P R (34)

onde

n* =n(l-9)+do, (3.5)

pode ser expandido ate qualquer ordem arbitraria em poténcias de ¢
(mas no limite N — 00).

Apos truncar a série em uma determinada ordem em ¢ devemos
fixar o parametro 7. Normalmente isto é feito através de um critério
variacional conhecido como principio da minima sensitividade (PMS)
[28]. Assim uma quantidade fisica @5 calculada até ordem k em 4, deve
satisfazer a equacgao

9 5

5 =0. (3.6)

§—1
n=n

Para ilustrar como os resultados de LN sao trivialmente reprodu-
zidos pela OPT ja na primeira ordem nao trivial, basta considerarmos
o potencial efetivo em ordem ¢ (no limite em que N — oo) [11]

Very 0 5 /Oo d"p 2 2
— L =——0g° — 1
N “a2mn’ (2m)P R

> dPp 2o —n) 2
-0 + O(6%). 3.7
| G o) (37

Aplicando o PMS (Eq. 3.6) obtemos

0 *° dPp 7 >]
0= —0)=— , 3.8
-5 o)l e
que nos fornece duas solugoes, 7 =0 e
0 © dPp n >
0=— 3.9
an (/_OO (2m)D 72 + p? - (3.9)
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Note que a solugdo dada pela Eq. 3.9 ndo é fisica, pois ndo
tem informacao sobre a dindmica descrita pela teoria (ndo depende do
acoplamento).Substituindo a primeira solucdo na Eq. 2.7 reproduzimos
exatamente o resultado de LN. Este resultado mostra a fiabilidade do
método ja que o resultado de LN pode ser considerado como sendo
"exato"no limite N — oo.

3.2 CONTRIBUIGOES DE N FINITO

Para fazer previsoes além de LN (ou de campo médio) precisamos
adicionar diagramas de troca em ordem ¢ conforme os mostrados na
Fig. 15:

Y

Figura 15 — Esquerda: diagrama de "troca"(ou de Fock) para a auto
energia proporcional a §/N. Direita: contribui¢do de troca para o
potencial efetivo em ordem §N°

Considerando o segundo diagrama da Fig. 15 para o potencial
efetivo obtemos explicitamente a primeira corre¢do de N finito [11]

_Z-Veff:_}TT/jo ’k ( Za (11 ) (3.10)

N 2 o 22\ k — n, + i€
onde ¥, representa o primeiro diagrama da Fig. 5. Esta contribuicao
é dada por
imox [ d%q 1
Ya(ne) = — — . 3.11
== ) e

Depois de tomar o traco e renormalizar usando o esquema MS
obtemos

A M ’

*
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Os detalhes do processo de renormalizagdo podem ser encontra-
dos no Apéndice B da Ref [11].
Somando essa contribuicio e expandindo até ordem §' temos:

onde

1
Va2 4 a?) + cosh(b)’

Ja2(a,b) = sinh(b) /000 dxcosh( (3.14)

comz=p/T,a=0c/Teb=u/T.
Extremizando com relagao a o obtemos o pardmetro de ordem

M _
5)\77{1n12(;7,,51)], (3.15)
n
onde 77 é obtido aplicando-se o0 PMS na pressdao P = —V.;;(5), consi-

derando o caso T' = y = 0 obtemos

(M) = Myexp [— } = a(My), (3.16)

YoA(M)

utilizando a transformacdo do acoplamento em relagdo a escala (Eq.
2.69)

7(M) = My exp [— M(lMJ (é@) R0, e

confirmamos que para N finito 77 depende da escala arbitraria M. Para
o presente trabalho é de crucial importancia notar que, assim como a

HTLpt, a OPT padrdo ndo observa as propriedades do RG. A Fig. 16
ilustra a dependéncia de escala para o caso T # 0 e u = 0.
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Figura 16 — O parametro de ordem (¢ = 7#) de LN (linha con-
tinua preta), OPT M = 1 MeV (linha tracejada vermelha), OPT
M = 0.25 MeV (linha pontilhada inferior) e OPT M = 4 MeV (li-
nha pontilhada superior) em funcio da temperatura, sendo A(1) = 1
e N = 3. Para M = 1 MeV a temperatura critica para OPT é
T.=0.171 M e para LN & T, = 0.208 M.

Os resultados numéricos apresentados na Fig. 16 confirmam a
variancia de ¢ em relacao a escala para o caso T' # 0 da OPT, mostrado
pela largura da banda cinza. Se considerarmos o caso em que as gran-
dezas estao em unidades de M, obtemos um valor para 7T, mais baixo
do que o previsto pela aproximacao de LN o que indica uma melhor
convergéncia, em vista do teorema de Landau. Para o caso p # 0 e
T — 0, obtemos

P 7 =0)= . (3.18)

p? A
P(0=n=07u=uc)=2;(1—2N), (3.19)

ﬁ )
=L (12 ) T ~02333 M, 3.20
" ﬁ( ) (3.20)
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mostrando que o valor de p. diminui em relagao ao previsto pelo método
LN.

Assim como no capitulo de LN usaremos a Eq. 2.21 e o PMS
para obter a pressao otimizada. Apos incluir as corre¢oes de N finito
e tomar § — 1 obtemos

T 5w T (rn) S () - n(r8)]

B (1) ()] - Ean(rr) o

1] R e TR
0.8} B
0.6 B
25)

041 1
y LN

Py/Pgg

02l — —OPTM=1MeV ]
i - - - OPTM={0.25,4}MeV ]

0‘07'\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
0

2 3 4““5
T[MeV]

Figura 17 — Razao entre a Pressao Normalizada sobre pressao de Boltz-
mann em funcdo da temperatura, linha continua preta sendo LN e as
vermelhas tracejadas OPT, sendo A(1) =1e N = 3.

A Fig. 17 mostra como o problema de escala permanece. Todos
os resultados apresentados obedecem o limite de Boltzmann e nesse
limite a variacdo da escala vai ficando cada vez menor para a OPT,
mas como estamos interessados na transicdo que ocorre numa tempe-
ratura menor, concluimos que as previsoes da OPT padrao dependerao
expressivamente do valor escolhido para M. Um dos maiores objetivos
do presente trabalho é aplicar, e eventualmente refinar, a aproximagao
RGOPT no sentido de reduzir, ou eliminar completamente, esta depen-
déncia de escala. Este estudo é o tema central do préximo capitulo.
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4 RGOPT

Vimos no capitulo anterior que ao adicionar contribuicoes de
N finito ao potencial efetivo, que gera observaveis termodinamicos a
qual o método nao possui o procedimento adequado para satisfazer as
equagoes do RG.

Nesse contexto discutiremos a possibilidade de termos um mé-
todo nao perturbativo, que gere observaveis invariantes frente a trans-
formacoes de escala chamado RGOPT.

Relembramos que esse método ja foi utilizado com sucesso no
modelo GN [39], na QCD [41] em T = p = 0 e na versdo O(N) do
modelo A¢* em T # 0 [40] e entre outros. Sua primeira ordem nao
trivial (6°) esta bem estabelecida e apresenta invariancia exata, porém
veremos que a segunda estd sujeita a apresentar uma dependéncia de
escala residual quando se utiliza as técnicas disponiveis na literatura
39,40,41].

Comecaremos pela ordem §° calculando a pressdo diretamente
utilizando resultados do capitulo passado. Em ordem ¢ focaremos mais
na metodologia na tentativa de compreender melhor a dependéncia re-
sidual na escala, que pode ser bem expressiva como no modelo o nao
linear [42].

Para aplicar a RGOPT primeiramente precisamos que a pressiao
perturbativa (4.3) seja invariante frente a variagoes de escala, ou seja,

APy oP,,
=M
dM oM

0Py
o

0Py,
m
om
Neste sentido, na préxima secao, revisaremos o calculo pertur-
bativo da pressao até ordem A (dois loops).

M

4.1 METODO PERTURBATIVO

Nesta se¢ao revisaremos técnicas convencionais de teoria de per-
turbagdo em teorias de campos [33,34], que consiste em tratar A como
parametro perturbativo e considera-se interagdo entre quatro férmions,
ja que esta técnica nao é facilitada pela introducao de campo auxiliar.
Para calcular a pressao precisamos somar diagramas de zero pontos e,
em ordem A, temos os diagramas mostrados na Fig. 18.
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= -

Figura 18 — Diagramas da pressdo perturbativa até ordem A

Utilizando uma massa genérica m (que pode ser vista como cut-
off infravermelho) obtemos

Q — = —iTr / (g;]))z In(p —m) (4.2)

2p i a2k i
+—T /(277)2?_7”%/(%)2%_7%. (4.3)

Seguindo o procedimento padrao e apés renormalizando com o
esquema MS obtemos

Py m?[1 m T2
ot L)+ Do)
N 271'{2 s }+ x W\ T

S HORTCDIR = SO
2 M T AxNP\T'T) '

0s passos que levam a este resultado estao no apéndice B.

Note que para m tendendo a zero o método perturbativo falha,
pois divergéncias infravermelhas aparecem, deixando a teoria de per-
turbagao nao renormalizavel.

Este fato ilustra, uma vez mais, a necessidade de termos métodos
nao perturbativos confiaveis ao nosso dispor. E importante salientar
que o resultado perturbativo, obtido com uma massa genérica como na
Eq. 4.3 é o ponto de partida para implementagdo da RGOPT.

Ao fazer a renormalizagdo o contra termo de ponto zero pode
possuir uma parte finita, conforme discutido na Ref. [40]. Seguindo essa
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referéncia podemos adicionar a pressdo um termo finito (independente
dos campos) cuja forma é dada por

2
_ . m k
fo==7 2 s,
k>0

onde os coeficientes s;, devem ser determinados ordem a ordem de ma-
neira que a pressao perturbativa satisfagca as equagoes do RG

d d
a0 ==
assim resolvendo a equacio 4.5 em ordem A° obtemos so = [27(80 — 270)] "
e em ordem \ o resultado é 51 = sq(f1 — 271)(270)~*. Portanto agora
teremos uma pressao perturbativa invariante de escala.
Prosseguindo no método da RGOPT, faremos as seguintes subs-
titui¢cdes na Lagrangiana massiva (2.31):

&, (4.5)

m—=n(l—¥56 X—0dA\ (4.6)
onde a é um expoente que sera fixado através da equagdo RG reduzida

dP oP oP
Monr = Maar HAN 5y =

que devera ser satisfeita simultaneamente com a equacao do PMS, Eq.
3.6, em ordem §°. Como veremos, este expoente (que é igual a 1 na
OPT padrao) desempenha um papel fundamental na RGOPT.

0, (4.7)

4.2 RGOPT EM ORDEM ¢° NO LIMITE QUIRAL

Nos restringindo a T'= u = 0 e considerando a ordem ¢° conse-
guiremos fixar o expoente a,

Prcorr 1, 2 n;
N (0, M, 8) = gy [1 In (M2 SO0 (4.8)

onde 1. = (1 —9)*.
Usando a equacao do RG reduzida, Eq. 4.7, e tomando § = 1

fixamos a = v9/5p, com essas informagoes podemos escrever a pressao
de ordem §°
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Pt = Lozl o ~_ o 4.9
FOA) = et | ot @)

Aplicando o PMS, Eq. 3.6, obtemos

1
0=1In —|——>77=Mexp{— (4.10)

1

ABo )\50} '

Tomando o limite N — oo na Eq. 4.10 reproduzimos exatamente

o resultado de LN (invariante de escala neste limite). Quando corre¢oes

de N finito sdo consideradas é facil verificar que 7 é invariante com

respeito a variacoes de escala, nessa ordem temos ao variar My — M

nossa nova constante de acoplamento ¢ X = A[1 + A\By In(M/M,)]~*
Ao fazer essa transformacao temos

7(M) = Mexp [ A;]

AH — (M), (4.11)

note que 7, serd independente de escala até para o caso {T,u} # 0,
ja que termos de temperatura e densidade na equacao 4.11 seriam re-
lacionados a exponenciais que dependem apenas de n multiplicando a
equagao, assim como em 2.72.

Como 77 da RGOPT é invariante de escala, verifica-se que Prgopr
também é invariante nesta ordem. Conforme discutido 77 da OPT s6 é
invariante no limite de LN. O resultado da RGOPT ¢ surpreendente se
considerarmos que foi obtido apenas com um tnico termo de um loop.

Vamos agora considerar as contribuicoes da temperatura. Neste
caso a pressao é descrita por

A(M) = My exp [—

P Liofl 71 27 (a4 n
N(Ua)\M) QW[W <2 lnM)+2T11(T’T)
72
27TA50

Na Fig. 19 comparamos os resultados de LN e de RGOPT em
ordem \°, sendo que para RGOPT consideramos os casos N = 3 e
N — oo.

+

+0O(8h). (4.12)
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Figura 19 — Massa otimizada 7 da RGOPT paraocaso N - ocoe N =3
(linha continua preta e linha tracejada preta respectivamente) em rela-
¢do ao campo auxiliar fixado (5) de LN (linhas tracejadas vermelhas),
sendo A(1) =1e M ={0.5,1,2} MeV.

Assim como para T' = 0, em que fjrgopT = 0LN, Para qualquer
temperatura a RGOPT no limite de N — oo reproduz os resultados
de LN. No caso N = 3 a temperatura critica é T, = 0.1265 MeV, que
ao comparar com LN (T, = 0.208 MeV) demonstra uma melhora com
relacdo ao teorema de Landau (o qual prevé T, = 0)

Outro resultado que podemos obter é u. no caso T = 0, que
resulta em pu. = 0.1577 MeV para N = 3 ao mesmo tempo em que
reproduz o resultado de LN para N — oc.

Veremos agora como esses resultados se manifestam na pressao,
substituindo 77 dado pela Eq. 4.11 na Eq. 4.9 e depois subtraindo a
pressao do vacuo. Definindo a pressido subtraida como Py = P(T) —
P(0) e normalizando com Pgp obtemos os resultados mostrados na Fig.
20.

Logo ao comparar RGOPT em ordem §° e LN, podemos ver que
sao equivalentes no limite de N grande. Desta maneira, jA que nesta
ordem mais baixa, podemos observar um grande avanco uma vez que
conseguimos gerar resultados nao pertubativos, invariantes de escala e
que consideram corregoes de N finito.
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Figura 20 — Pressdo subtraida, normalizada por Psp em fun¢do da
temperatura para a RGOPT considerando N — oo e N = 3 (linha
continua e linha tracejada preta respectivamente), e para LN (linha
tracejada vermelha), tomando A(1) = 1.

4.3 ORDEM ¢° NO LIMITE FISICO

No caso em que a teoria original é massiva podemos adicionar
um termo linear em 7 € m que seja invariante de escala. Tal estratégia
é inspirada pela Ref. [44], onde a massa intrinseca desempenha um
papel analogo ao de um campo magnético externo fraco no caso de um
ferromagneto. Assim, podemos escrever

P 1| 7 ~
N(% A M) =9 {772 (2 —In M) +2T211(%, ;)]

(4.13)

onde o termo linear em m é invariante por construcao.
Neste caso obteremos um crossover, como mostra a Fig. 21, onde
comparamos RGOPT e LN.
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Figura 21 — Parametro de ordem 7 em fungao da temperatura, sendo
A(l) =1em=0.001 MeV.

Fisicamente, a situagao é completamente anédloga a aquela que
acontece no caso de ferromagnetos onde, na auséncia de campos ex-
ternos, observa-se uma transicdo de segunda ordem. Esta transicao
se manifesta como crossover quando um campo magnético externo h
(analogo a m) esta presente [43].

4.4 ORDEM 6 NO LIMITE QUIRAL

Para obter a pressao vamos considerar diagramas de ordem A\ e
a = 79 /fo conforme o procedimento padrdo onde a é fixado em ordem
mais baixa uma tnica vez. Assim com o resultado da Eq. 4.4, substi-
tuindo m — 7, adicionando os termos sy e s; € expandindo até ordem
0 obtemos

P, A, M,§ — 1) = g [; I (”)] + 1;[1(%,

i )

VIR e(h 0] 2 () )]
2

2
_Z;T]i\[h(%v%f_;%[%@—%)+27€}m(1—2%)] (4.14)

Aplicando a equacao do RG reduzida e a equagdo do PMS para

Si=
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o caso T' = pu = 0 obtemos

aP(g}Q’M) _ (50)\2+61)‘3)

2
n Yo

1-250 — 23]
27r{ 70An(M)

+ (BoA? + B1A?) LBOIA? <1 - ;‘;) +90In (;})T } (4.15)

OP(n, A\, M)

M OA

=0

9 _ofw L o0y B oM
8Tlp(n’)\’M)_O {/30 BoA (1 50) 27T5070(1 2/31)

(1—2&)—7 A) <A774) + oA In (]:74)2} (4.16)

Usando a prescrigdo da Ref. [40] podemos obter os valores oti-
mizados para 77 e A que satisfazem as equacoes RG (reduzida) e PMS
dadas pelas Eqs. 4.15 e 4.16 respectivamente.

Note que ao substituir a solugdo da Eq. 4.16, 7 = M exp(f())),
onde f()\) é funcdo de apenas A\, na Eq. 4.15 concluimos que \ ndo
depende de M, o que parece ser contraditério em relacdao a Eq. 4.15,
pois nela precisaremos da informacao da dependéncia perturbativa de
A. Desta maneira a equagao nao é mais satisfeita ao considerar a nova
dependéncia e logo a pressao continua variando com a escala.

Isto indica que devemos buscar solucionar estas duas equacoes
de outra forma. Em seguida discutiremos dois procedimentos para a
resolucao das equagoes da RGOPT, sendo o primeiro deles aquele fre-
quentemente usado em aplicagdes de RGOPT [39,40,41] (que, como ja
discutido, gera uma dependéncia residual de escala). O segundo pro-
cedimento, uma proposta original do autor deste trabalho, visa obter
uma dependéncia efetiva do acoplamento com a escala de maneira que
a pressao seja completamente invariante. J& no procedimento padrao
esta dependéncia é ditada pela fun¢do S(\) obtida com o RG.

4.4.1 Procedimento padrao

Entre os dois métodos a diferenca mais importante diz respeito
a equagao do RG onde (()) é interpretado de maneira distinta. No
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procedimento padrao temos

oprP oP

=M_— A=+ 4.1

0=MJT 1B, (417)

onde B(X\) = (—foA* — f1A?) & determinado pelo RG (veja Eq. 2.68)
Fazendo o teste da invariancia de escala para P(7], ) em tempe-

ratura zero obtemos o resultado mostrado na Fig. 22, onde Ay = A(Mp).

1.20

)/ P(Mo,)\o)

(M, A

P

1.0 1.2 14 1.6 1.8 2.0

_M/MO .

Figura 22 — Pressdo com constante de acoplamento otimizada P(7, \)
em funcao da escala arbitraria, sendo My =1 MeV, \g =1, N =3 e
T=0.

Vale notar que esse resultado (Fig. 22) se d4 pela diferenca da
dependeéncia perturbativa de A(M) que foi introduzida na equagao RG
para dependéncia A = )\ (constante) em relagdo a escala. Com esse
problema e também com a impossibilidade de trabalhar com transicao,
devido instabilidade das solugoes (solugdes descontinuas ou auséncia
delas) proximo a pontos critico, serd apresentado um método alterna-
tivo que busca a invaridncia através da redefinicao da dependéncia do
acoplamento em relacao a escala.

4.4.2 Procedimento com invariancia exata

Como o procedimento padrao nao consegue eliminar por com-
pleto a dependéncia de escala em ordens superiores iremos agora propor
uma alternativa que, como ja salientado, constitui o resultado original
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mais importante deste trabalho. Este procedimento consiste em tomar
a equacdo RG sem que a funcao B()) esteja previamente determinada,
ou seja, B(A) = dA\/dIn M, de maneira que teremos uma equacao dife-
rencial para resolver

P d\ 9P

Mait it ox = (4.18)
oP
oo A= (4.19)

Ao resolver a equacdo do PMS determinando 7 no ponto M
onde A(My) = Ao, obtemos duas solugbes que podem ser resolvidas
analiticamente quando 7" = y = 0. Neste caso obtemos

My

L, =1In =— + , 4.20
= BoAo 28070 0 (4.20)

onde A(Ng) = 280(B — 27)Xo + B2(1 — YAo)?. Analisando o limite
N — oo obtemos

. (ﬁi > 1 Bo(l=7A0) £ VA(No)

- 1 (I=Xo)E|1— Ao
L,y =—— . 4.21
n+ )\0 + 2)\0 ( )

E natural que devemos escolher o ramo que reproduz LN (no li-
mite N — 00), assim deveriamos escolher o ramo positivo para A\g > 1
e 0 ramo negativo para Ag < 1 (no caso Ao = 1 os dois ramos reprodu-
zem LN). Escolheremos o ramo negativo, pois conforme constataremos
a temperatura critica desse ramo é menor que do método RGOPT na
ordem X0, fato que ndo ocorreria com o ramo positivo.

A total invariancia da pressao obtida por este método alternativo
é confirmada pelo resultado mostrado na Fig. 23.
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Figura 23 — Razao entre a pressao calculada em fun¢do da escala ar-
bitraria sobre pressao no ponto inicial My, sendo sendo My = 1 MeV,
M=1,N=3eT=0.

A Fig. 24 compara o running da constante de acoplamento A
obtido com o método alternativo com o running previsto pelo RG em
dois loops.

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

.M/Mo

Figura 24 — X obtido da RGOPT (linha preta continua) e \, perturba-
tivo (linha vermelha tracejada) em fungao da escala arbitraria, sendo
sendo My =1MeV, \g =1, N=3eT =0.

E importante analisar o novo 3(\), que é nio perturbativo, fa-
zendo uma expansdo em A para comparar com a func¢do B(\) pertur-
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bativa até a ordem A* (consistente com o procedimento do RG). Para

ocaso T = =0e N =3 obtemos

B(N)

BN = —§A2 + éAS + 0\,

= %v +0(\Y),

(4.22)

(4.23)

Note que (7 nao foi reproduzido em relacdo ao perturbativo e

apenas 3y € obtido corretamente. Apesar disso o fendmeno da liberdade
assintética é preservado, conforme mostra a Fig. 24. No caso = 0
e T # 0 para diferentes M # My )\ terd uma dependéncia térmica
conforme mostra a Fig. 25.
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Figura 25 — \ obtido da RGOPT em funcio da temperatura,sendo

Mo=1MeV, N =3e X\ =1.

Segundo a Fig. 25, para M > M, temos que \ diminui com o

aumento da temperatura enquanto que para M < M, aumenta com
a temperatura. Conforme a Ref. 2 para QCD na rede o espagamento

entre os pontos (¢) da rede é inversamente proporcional a temperatura
é proporcional a constante de acoplamento (¢ o« T~!  g). O anéalogo
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do espagamento para teoria perturbativa (base do nosso método) é a
escala arbitraria (¢ oc M 1), logo para a RGOPT, com o aumento de
M e a temperatura temos a diminuicao da constante de acoplamento,
0 que se verifica somente no caso M > Mj. Nossos resultados indicam
que para cada temperatura temos uma dependéncia de X diferente, tal
que a pressao seja invariante.

Fazendo o calculo numérico com o método alternativo obtemos
a massa otimizada mostrada na Fig. 26.

0.4

0.3

I 02

0.1

RGOPT2LM =1MeV
RGOPT2L M =2 MeV

- RGOPT2L M =0.5 MeV
RGOPT1L

OptM =1MeV

— —  OptM=2MeV

- - OptM=0.5MeV

LN

LN S s B e S e

n 1 n L 1 L i L L | s s s
0.10 0.15 0.20 0.25

T /Mg

Figura 26 — Massa otimizada 77 da RGOPT M = {0.5 - 2} MeV para
N =3e OPT M = {0.5- 2} MeV em fun¢ido da temperatura, onde
MoleeV,A():leNZB.

n 1 n
0.05

[Sl=}
o
S

Com o procedimento alternativo conseguimos um 7T, invariante,
apesar da massa otimizada depender da escala. Nao conseguimos me-
lhoras significativas com relagido a temperatura critica, sendo que para
RGOPT em ordem A° temos 7. = 0.1265 MeV e para ordem A temos
T. = 0.1235 MeV.

No caso de T =0 e u # 0, aplicando os mesmos procedimentos
feitos em LN obtemos um valor para o potencial quimico de coexisténcia
igual & u. = 0.1687 MeV, sendo este um pouco maior que o obtido pela
RGOPT ordem &°.

Finalmente, estamos em posi¢ao de calcular a pressao e comparar
com os outros métodos descritos neste trabalho (LN e OPT) conforme
ilustra a Fig. 27.
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Figura 27 — Pressdo da RGOPT M = {0.5 - 2} MeV e da OPT M =
{0.5 - 2} MeV em fungio da temperatura, sendo a temperatura critica
da RGOPT 6! T, = 0.1235 MeV, My =1 MeV, \p =1e N = 3.
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Portanto o método alternativo resolve todos os problemas de va-
ridncia ajustando a dependéncia de A em relagdo a M, mas sé reproduz
o coeficiente de ordem mais baixa da expansdo perturbativa de S(\)
ditado pelo RG. Essa nova dependéncia de A apresenta liberdade as-
sintotica ja que [y é reproduzido, porém o coeficiente 31 (corregio do
acoplamento de ordem A3) nio é obtido.

E transparente que com esse método a teoria continua depen-
dendo de apenas um parametro, Ao, e qualquer par (A, M) reproduziré
a mesma teoria se pertencer a mesma curva (A(M)).
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5 CONCLUSOES

O presente trabalho teve como principal objetivo a aplicacao da
RGOPT ao modelo de Gross-Neveu em duas dimensoes em tempe-
raturas e densidades finitas. Este método foi recentemente proposto
como alternativa as técnicas que envolvem simulagoes numeéricas, como
LQCD, e otimiza¢ao variacional, como HTLpt. Tal necessidade ocorre
pelo fato de que, no momento, o conhecido problema "do sinal" impede
que a LQCD possa ser utilizada para a descricao da matéria hadronica
em regimes de altas densidades ao mesmo tempo em que a HTLpt fa-
lha em produzir observaveis termodindmicos que sejam invariante de
escala. A RGOPT foi aplicada com sucesso no modelo GN e na QCD
em temperaturas e densidades nulas [13,41] e também em modelos es-
calares em temperaturas finitas [42,40]. Neste sentido nossa aplicacdo
representa uma extensao destes trabalhos ao caso de teorias fermioni-
cas tais como a descrita pelo modelo GN. Vale enfatizar que pelo fato
deste modelo possuir varias caracteristicas em comum com a QCD (tais
como liberdade assimptotica, simetria quiral, anomalia do traco, entre
outras) os resultados aqui obtidos poderdo ser utéis em aplicagdes que
utilizem a RGOPT para descrever as transi¢coes de fase da QCD. Nosso
primeiro objetivo foi estabelecer a confiabilidade do método no limite
N — o0 jA que neste caso a primeira ordem da conhecida expansao
1/N (chamada de large-N, LN) pode ser considerada "exata".

Mostramos que a RGOPT reproduz este resultado de maneira
completa ao nivel de um loop (apenas uma contribui¢do perturbativa
em ordem-6") o que ¢ um resultado altamente nao trivial especialmente
pelo fato de que o mesmo também satisfaz as equagoes do grupo de re-
normalizac¢do. Ao mesmo tempo, mostramos que a OPT padrao (versao
da HTLpt para teorias que nao sao de calibre) s6 observa este resultado
ao nivel de dois loops (trés contribui¢des perturbativas em ordem-§).
Além disto mostramos que quando contribui¢des de N finito sdo con-
sideradas, a RGOPT em ordem mais baixa continua sendo invariante
frente a0 RG pois a massa variacional é fun¢do de Sy. O mesmo néo
acontece com a OPT padrdo uma vez que a massa variacional obtida
com esta aproximagcao é funcao de 7. Isto nos permite concluir que
incorporar efeitos do RG ao processo variacional acelera o processo de
resoma.

Além disto, conforme discutido, o modelo GN tem a particulari-
dade de que By = v9 = 1 no limite de N — 0o de maneira que as tres
aproximacoes fornecem os mesmos resultados nesta situagdo particular.
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Ja na QCD Sy e 79 sdo muito diferentes devido a presenca de glions
e portanto, baseados em nossos resultados, podemos antecipar que os
tres métodos nao fornecerao as mesmas previsoes, mesmo no limite de
N grande. Analisando o parametro de ordem, & = —(\/N) (¢, %), em
temperaturas finitas obtivemos o valor T, ~ 0.208 M, quando N — oo
o que contradiz o teorema de Landau para transicoes de fase em uma
dimensao de espaco. Mostramos que, para N = 3, a OPT padrao
prevé T, =~ 0.171 My enquanto que a RGOPT preve T. ~ 0.126 M,
em ordem-6° e T, ~ 0.123 My em ordem-6 indicando a possibilidade de
convergéncia para o resultado exato, 7, = 0. Em todas as situacoes a
transi¢do observada é de segunda ordem conforme pode ser observado
a partir da nao analiticidade da susceptibilidade térmica, —do/dT. Es-
tes resultados indicam que as mudancas introduzidas pela RGOPT sao
apenas quantitativas e nao interferem no tipo de transicao observada
com outros métodos (pelo menos para este modelo).

Em seguida, para simular uma situacao mais proxima da QCD,
consideramos o efeito de uma massa intrinseca na lagrangiana mos-
trando que neste caso (onde a simetria quiral é aproximada) obtemos
um crossover ao invés de uma transicao de segunda ordem exatamente
conforme previsto por simulagoes (na rede) para a QCD. Fisicamente
podemos interpretar este resultado em analogia com o caso de ferromag-
netos onde a transicao é de segunda ordem quando campos magnéticos
externos estao ausentes. J& em situagoes mais realistas a presenca de
um pequeno campo de fundo pode alterar este quadro transformando
a transicao em um crossover. Portanto, em QCD onde a massa de cor-
rente dos quarks leves é proporcional & massa dos pions, m, ~ 140 MeV,
nao é surpresa que a LQCD preveja um crossover similar ao observado
em nosso trabalho. Outro ponto de central importancia para nosso
estudo esta relacionado com a invaridncia dos observéveis termodina-
micos com respeito ao RG. Apds discutirmos a origem da dependéncia
de escala presentes na OPT padrdo (massa variacional dependente de
7o) mostramos que os resultados obtidos em ordem-6° (um loop) com
a RGOPT sao exatamente invariantes conforme poderia ser antecipado
lembrando que o expoente a = 7,/ foi fixado nesta ordem e, por cons-
trucao, a equagao variacional do PMS produz resultados em acordo com
o RG. Em seguida, consideramos a préxima ordem em ¢ introduzindo
termos de dois loops. Inicialmente seguimos o procedimento padrao
conforme sugerido nos trabalhos que introduzem o método e resolve-
mos simultaneamente as equagoes do RG e PMS utilizando o running
do acoplamento A (em dois loops) dado pela fungido B(\) perturba-
tiva. Neste caso, j4 esperavamos obter resultados que refletem uma
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pequena dependéncia residual de escala devido a utilizagao do running
perturbativo encontrando uma situagao similar aquela determinada em
aplicacoes prévias.

Tendo identificado a origem do problema, propusemos uma al-
ternativa na qual o running é determinado pela solucao simultianea das
equacoes do RG e PMS. Neste caso o a variagdo do valor da constante
de acoplamento com a escala de energia é ditada pela solugao de uma
equacdo diferencial que gera uma funcgio 3 efetiva, 3()), a qual produz
observéveis que sao completamente invariantes de escala. A proposta
desta otimizacao alternativa representa nossa principal contribuicao ao
tema. Analiticamente para temperaturas e densidades nulas expandi-
mos 3()\) em poténcias de A comparando os coeficientes 8,(n = 0,1)
com os previstos pelo RG para §(A). Observamos que as duas expan-
soes preveem o mesmo coeficiente [y garantindo que A diminui com
a escala de energia, M, o que nos permite concluir que nosso método
reproduz o fendomeno da liberdade assimptotica. Embora este seja um
resultado importante, do ponto de vista fisico, observamos que a fun-
cdo B(N) efetiva ndo contém o termo 3, enquanto termos além de /3
sao diferentes daquele previsto pelo RG. Este fato nao é surpreendente
uma vez que nossa otimizagao forga o desaparecimento da dependéncia
de escala ao custo de introduzir um running efetivo. Neste nivel de
aproximacao ainda é dificil avaliar as consequéncias fisicas de tal pro-
cedimento uma vez que importantes efeitos provenientes de correcoes
aos vértices e ao propagador mesonico (polarizadores) s6 podem ser
avaliados na préxima ordem (62) que incluem termos de trés loops os
quais por serem técnicamente muito dificeis de serem calculados nao
foram incluidos nesta primeira aplicacdo ao caso de teorias fermioni-
cas. A analise destas contribui¢Oes e a possivel concordancia entre a
funcao B efetiva e a perturbativa deve ser o objeto de investigacoes fu-
turas. Uma vez compreendida a relacao entre os dois tipos de running
poderemos aplicar nossa prescricao ao caso da QCD em temperaturas
e densidades finitas. Vale lembrar da falta de um procedimento para
adicionar massa intrinseca para ordens maiores que a primeira, sendo
outro problema a ser investigado.

Em resumo, os resultados aqui obtidos nos permitem concluir que
a RGOPT é uma ferramenta com potencial para descrever a equacao de
estado da QCD ja que inclui efeitos de N finito, produz observéveis que
satisfazem as equacoes do RG podendo ainda ser aplicada em qualquer
regime de temperatura e densidade barionica.
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APENDICE A - Soma de Matsubara
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Integrais de Feynman podem ser resolvidas para temperatura e
densidade finitas substituindo pg — i(w, — iu) onde p é potencial
quimico e wy, sdo as frequéncias de Matsubara (w,, = w(2n+1)T,n =
0,+1,+2,...). Ao fazer a substituigdo a integral temporal é substi-
tuida pela soma de Matsubara

d’p . dP~'p

onde a D é o nimero de dimensoes e no lado esquerdo a integral esta
sendo feita no espago de Minkowski. As somas de Matsubara que sido
utilizadas no apéndice B sao

T3 In[(wn — ip)? + 2] =w, + Tln {1 n e—(wp+u)/T}

+Tln {1 + e_(“’f’_”)/T} (A.2)
1 1 1
T = 1-—
; (wn —ip)?2 + w2 2w, { e(wp+1)/T 4 1
1
— e J (A.3)

TZ w, — tQ g sinh(u/T)
(wn —ip)? + w2 2 cosh(u/T) + cosh(w,/T)’

n

(A.4)

onde w2 = p? 4+ m?2. Definiremos também as integrais que surgem

desses resultados no calculo da pressao

I (a,b) = /Ooo dz {m (1 n e—\/m“’) +(b— —b)}, (A.5)

Ta(a,b) = /ooo \/mjj- a? Ke\/w2+012+b + 1) +b- _b)}’ (A.6)

1
cosh(vx2 + a?) + cosh(b).

Ja2(a,b) = sinh(b) /000 dz (A.7)
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APENDICE B - Diagramas de Feynman
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Segundo a Lagrangiana 2.1 vamos ter a regra do propagador
i(p — m)~! e o vértice fermionico sendo iwA/N

Q —>% = —iTr/ (;t:_]))z In(p — m) (B.1)
3-8 3 i)

™ o [ ER
2 (271')2 ]z) m (2m)2 k —m

+Z (B.2)

O primeiro diagrama é a contribuicao do vacuo que comegaremos
aplicando o traco fazendo a substituicao pela soma de Matsubara

Ty [ ol =i 4w, (B3

fazendo a soma de matsubara utilizando a Eq. A.2

PO o dp Tz m M
~ =/ @2n) P+7Il(?’f)- (B.4)

Agora o proximo passo é fazer regularizagao

1
P() eve M2 27! dztp T m p
N_( 4m ) /(211')2twp+7r11(T’T)' (B.5)

Aqui temos uma integral com 2t dimensoes no espaco euclidiano
e vendo que a integral tem simetria esférica ficamos com

1
Py 2nmt feM2\2"' [ dp® ., , T2
= (T - ~ I, (B6
N I‘(t)( e ) amz®) Wt h, (B

onde foi feita a substituicio 2pdp — dp? e adicionada a escala no
esquema M S para a pressao ter a dimensao correta, agora utilizando
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e tm—1 1 T '(n—
/ dt = (m)I'(n = m) (B.7)
0 t+a)> an—m™ T'(n)
substituindo ¢ — 1/2 — € e expandir até ordem €°
P, m?J1 m 1 T2 m
= PG R R CT N

Renormalizando o diagrama do vacuo eliminaremos o termo de
ordem €1,

Para fazer a ordem A! temos um diagrama que possui um "loop"fechado,
que serd calculado explicitamente. O diagrama que possui dois "lo-
ops'fechados sera facilmente induzido j& que varia por uma constante
e um termo obtido pela soma A.4, que este ndo possui em relagdo ao

de um "loop". Note o fator de simetria 1/2 dos dois diagramas

P, T d?p i 2

~N - WTT(/WHL> (B.9)
m2r d?p 1 2

N ( (27)2 p? — mz)

71')\( d?p ip° )2

N (27)2 p?2 — m?2

(B.10)

Da equacgao B.9 para B.10 foi feito apenas o traco, este procedi-
mento feito no outro diagrama de ordem A' ganha um fator multipli-
cativo de dois em relacdo ao primeiro termo e nao possui o termo de
p°, logo ao somar os dois diagramas ficamos com

P, d?p i 2
- —92 Am?2 -
N TomAm < (2m)2 p? — m2>

_ ’;\?‘(/(2‘12;):]02?’;2)2. (B.11)

Ao substituir a integral pela soma de Matsubara
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— —2’)’07r)\m [Z/ o (wn — zu) " wzr
t N (Z/ w)ii)W)z- (B.12)

utilizando a soma A.3 e A.4 temos

P, dp 1 1 2
o —2~nmtAm2 /7 - I (m e
YoTTAM { 272w, 2 2(T,T)}

4:’]\VJ2(T, T)z. (B.13)

Renormalizando no esquema M S ficamos com e somando as
duas ordens ficamos com a pressdo perturbativa de Gross-Neveu até
ordem A

¥ el D] Ta(ee)

e () e n(r)] - () o
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