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PROGRAMA D E MA T EMÁT I CA 

Terceira Série Ginasial 

I) Hazõcs e propo1•ç,õcs; Aplicnçõcs ariLméLicas 

. , . razão de duas grandezas. P ropriedadea 
1. Razão de dois numer_os, . ·.' propried:t<lPs. Proporç1io, Propric

dM rnzões. Razões igu111s, Transformações. Quarta pro
<ladc fundamental; rccfproi:-

0 
qualquer de uma proporção. 

porcional. Cálculo de ur1: rmJorcioual· terceira proporcional. 
Proporção cont fn_ua ; m?d•~ pro~oporções'. Idéia gemi de média; 
P ropriedades mms usu~•s us P étrica e médin harmônica. Me
média a riLméticn., médin geom' 
elidas pondera. das. . ., d D' • üo em partes direta-

2 N . nnis· proprreua e.~. 1v1s . 
. úmeros prop~rero_ , t s inversamente proporcionais o. 

menLe proporc1ooms e em par e 
números dados. _ bl de regra de trl!s simples 

3. Regrn de três. R esoluçao de pro emas 
e composta. .1 • 1 

bl Taxa m1 cs1ma • 4. Percentagem; pro emas. , 
5, Juros simples; problemas. 

1. 

2. 
3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

Plnnns ; Rctn e círculo 
II) Figuras gcom étricns 

h superfície, reta e plano. 
F iguras geométricas ; ponto, lin a, 
Cougruôncia. . . _ opricdndes. 
Ângulos; definições; clnsaificaça?f. e ~r Número de diagonais 
L. h 1· ul· polígonos· class1 icaçuo. m a po 1gon , ' 
de um polígono. T _ Grnndeza relativa dos 
Triringulos; definições; clasSi 1~ªr~·cs Cnsos clwsicos de con
lados. Tri:ingulo isósreles; proprie d~ ,~ na desigualdade, entre 
gruência de tri:i ngulos. Correspo~ ~i°1 linhas de mesmas extre
os lados e os ângulos. Comparaçao e 
midades. Mediatriz e bissetriz como lugares 
Perpendiculares e oblíquns. 
geométricos. d as retas quando cortadas 
Paralelas. Ângulos formad?sd pdr Propriedades de duna retas 
por uma transversal; proprt~ ª eP~stulado de Euclides; cons°:: 
perpendiculares a uma terceira. tos de paralelas compreei° 
qüências. Propriedades dos. sJgf en dos ô.ngulos de lados para e
didos entre paralelas. Pr?prie ª es 
los ou de lados perpendiculn.res. ,,. Jo· conseql\ências. Soma. 

• 8 de um tmingu ' polígono. Soma dos !lngulos in terno u1 externos de um 
dos ô.ngulos internos e dos /ing 08 

' 
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8. Quadrilil.teros; clnasificação dos quadriláteros convexos; clnasifi
caç1io dos paralelogramos e dos trnp62ios. Propried11dcs do pnrn,
lelogramo e do trnpézio. Trnoslnção. R etoa concorrentes oo 
t.riâ ng ulo. 

9. Circuofcrêocln e círculo; definições. Proprlcdndes do dillmetro. 
Arcos e cordns; propriedndes. Dist.Ll ncin de um ponto n umn 
circunferência. Tangente e normal. Posições relativna de dois 
círculos. Rotaç1lo. 

10. Correspondência de arcos e llngulos. Medida do {l ngulo centrnl, 
do ângulo inscrito, do tLOgulo de segmento, do â ngulo excOnt rico 
Interior, do ll ogulo excêntrico exterior. Segmento cnpnz do um 
âogulo dado. 

III) L inhas proporcionais; Sem elha nça de políg o n os 

1. Pontos que dividem um segmento ouma razão dada. D ivisão 
harmônica. 

2. Segmentos determinados sôbre transversais por um fcb:o de pa
ralelaa. 

3. Linhaa proporcionais no t ri1lngulo; propriedades das bissetrizes 
de um trillngulo; lugar geométrico dos pontos cuja raziio das 
distâ ncias a dois pontos fixos é constante. 

4. Semelhança de trillngulos; casos clássicos. Semelhança do polí
gonos. 

I V) ReJnçõcs trigonom étricas no trillugulo 
rctllngulo; Táb~as na turais 

1. Definição do seno, do co-seno e da tangente de um ângulo dado. 
Construção de um â ngulo, sendo dado o seno, o co-seno ou a 
tangente. 

2. Uso das tábuas naturais. Cálculo dos lodos de um t riângulo 
retâ ngulo; projeção de um segmento. 

P RE F AC IO 

T ~ nosso ver grande 
EM :lilSTE TERCEIRO VOLUMb , ª . d d 't· dos 

d . . . -o geométn ca e u iva 
responsabilida e na imcmya .. é nesta fase do 
alunos da escola secundárm. De fat~t . devem ser 
curso, que os conhecimentos geom ncos 'mil ç-o 

f d d d d a permitir uma ass1 a ª 
apro un a os, e roo O té nica clemonstrativa, 
segura aos alunos, dentro de uma c i 1 acessível e uniforme, t anto quanto poss ve · . 

. 0 demonstrativo que, 
Com êste objetivo, o proces!rtes numeradas, das 

empregamos, é composto de P . às construções 
quais a primeira visa, quase se~p~e, acompanha.das 
auxiliares necessárias à deroonstiaçao, 1 d dução . unda envo ve e , 
de propriedades evidentes; a ~eg 

0 
a conclusão. Só, 

à base de raciocínios sucessivos, . parte com a 
. • t uma terceira excepc10nalmente, ex1s e . í . 

0 
muito extenso 

finalidade de dividir um racioc 01 

da segunda. . égua e com o 
As const ruções geométricas, 

1
~:: u: ~rato especial, 

compasso, mereceram ~e nossa pa taro na formação 
não só pela importância que represen t robém na apli
do espírito dedu tivo do aluno, 

0
como, tªr·ia ao D esenho. 

- 1 t - 0 da eoroe caçao, que rea men e sa , d ssos prezados 
· erecendo e no Esperamos contmuar ro tendo com os 

l lhid que estamos . co egas a mesma aco a . os nossos aIIDgos, 
dois primeiros volumes. Acredite: sugestões recebido~, 
com o t rabalho comum, estímulo a máxima dedi-
podemos aprimorar o que fazemos com · 
cação. 

São Paulo, janeiro de 1954, 0 A UTOR, 



Observação ~• 9." edição 

A presente edição, revista e ampliada, 
p6de ser enriquedda de sugestões, apre
sentadas por distintos colegas, e sanada 
das omissões notadas nas edições ante
riores. 

Somos de parecer que o conteúdo de 
uma obra didática deve, continuadamente, 
ser are}ado pela contribitição dos que efe
tivamente militam no magistério. /§ essa 
uma das razões por que agradecemos, 
sensibilizados, as inúmeras cartas que 
nos têm chegado, bem como as atenções 
recebidas de viva voz. 

SIio Poulo, Junho do 1055. 

o. s. 



Ohscnaçü'o 11 4,0." c diçü'o 

Em adt'lamento ao já escrito, a nova edição desta 
3 -" Série traz, na sua parte final, 200 exercf.cios de 
recap1:tulação sôbre Aritmética. 

As questões propostas, que visam a dar ao professor 
maior material para f ixação do que foi ensinado (princi
palmente para o estudo dirigido), incluem dados bem 
atitais. 

Algumas observações interessantes s6bre a Geometria 
Dedittiva - principal resvonsável pela educação mental 
do adolescente - constam a seguir. São amostras de 
demonstrações f eitas por alunos de 13 e 14 anos, qite 
sob a influência bené]'ica de seus mestres, aprenderam a 
"pensar bem" e portanto estão credenciados a ser ' ' , 
cidadãos bem f ormados. 

N esse sentido, apelamos a outros colegas de todo o 
Brasil que, ao registrarem resitltados análogos com seus 
alunos, no-los enviem com O nome do respectivo autor, 
ª f im de que possamos mencionar gradativamente, nas 
Próximas edíções do livro, êsse enriquecimento que honra 
e dignifica a nossa juventude. 

Agradecidos. 
São Paulo, janeiro de 1981. 

o. s. 
Ruo Mncapá, 17 

Sl!o Pnulo 
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NOTA AO L E I TOR 

( J\ prop6sit,o e.la 77.• ccl iç:Io) 

E no CONIIECD rEi\TO de todos os estudiosos a atual 
reformub.ção do ensino da l\fatemútica . Em boa hora 
ª ch?-mada Matem(Ltica Moderna id permi tir, também 
aos Joveus brasileiros, conhecer o verdadeiro cadter es
t r u~ural da Matem.'ttica, sem que isto implique alteração 
radi~al dos programas at6 agora vigentes, embora desen
volvidos de ma neira diversa daquela tradicionalmente 
usada . 

A nossa coleção de li \TOS didáticos, acompanhando 
0 . presente estado de modernização da Matemática, ini
~Iou progressivamente, a pa rtir da 1. n série ginasial -

Curso_ Moderno", edição de 1964 - a usar de uma 
nova hnguarrem baseada nas idéias de conjunto e de 
estruturas, o0 que faremos sucessivamente com os livros 
d
1
a 2. º s6rie, com êste, da 3. n série, e finalmente com o 

e a 4. º . 
. Essa a principal razão porque o atual livro da _3. º 

séne aind:1 permanece sem modificações, na expectat1~a 
de que - cont inua ndo a prestar a mesma cobbora,çao 
que a té agora tem prestado por indica,ção de prezados 
c?legas - chegue r l pidam ente sua vez de usar da mesma 
linguagem ora iniciada com a 1." s6rie. 

Agradecemos mais uma vez, e sensibifliza?os, 
0 

estí
mulo que sempre temos recebido dos pro essores_ se_cu~
dários em exercício, que são, na rea)idade, os pr111c1pa1s 
fautores do progresso do nosso ensmo. 

São P aulo, novembro de 1963 

Q. 8ANGI ORGI 



CAPÍTULO I 

Razões e proporções. Aplicações 
aritméticas 

§ 1. Razões e prop01·çocs . P1·opriedades 
e aplicações. 

1. Razüo de dois números . Chama-se razão de dois 
núrneros, dados numa cer ta ordem e sondo o segundo diferente 
d~ zero, ao quociente do primeiro pelo segundo. O primeiro 
nu_mero é chamado antecedente, o segundo conseqüente e os 
dois números dizem-se têrmos da razão. 

a 
b ou 

Em simbolos a razão entre os números a e b (diferente 
de zero) é ' 

a : b (18-ae: a está para b) 

onde a é o antecedente e b o conseqüente. Exemplos : 

A razão entre 
6 

6 e 3 é 3 = 2. 

1 l li li 
O 15 e 6 é O,l5 = 0,025. 

l 6 

1 

1 3 4 1 5 5 
,, 

li " 
-e 

5 
é 3 = 4 X 3 = 12' 

4 
5 

1 8 7 r::6 

" " " 
8 e - é

1
=8X 1 =D· 

7 
7 
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0,5 5 10 1 A razão entre 0,5 e 3,5 é 
315 

= 
10 

X 
35 

= 7 · 

li li " 
✓24 ✓24 

124 e ✓12 é -= = - = ..-/2 ✓12 12 · 

2. Razão de duas grande zas. Cha ma-se razão de duas 
grandezas, da mesma espécie, à razão dos números que exprimem 

as suas medidas, referidas à mesma 
A/1---qu ---1ª unidade. 

F10. 1 

Assim , por exemplo, dados os seg
mentos AB o CD (fig. I) e adotando-se 
a unidade u do medida (suponhamos 
que seja o cm) , se tivermos: 

AB = 4u e CD = 3u, 

dizemos que a razão entre as grandezas 
. di AB 4 

4 A B e CD é 
3 

e 
m camos CD = 3 · 

3. Propriedade das razões. Podendo escrever a razão 
de dois números como um quociente indicado, valem pa ra as 
razões as seguintes propriedades, análogas às estudadas nas 
frações (*) : 

1.") Multiplicando-se (ou dividindo-se) o antecedente de uma 
razão por um certo número, diferente de zero, o valor 
da razão fica multiplicado (ou dividido), por êsse número. 
Exemplo: 

S . 1 
eJa a razão 5 · 

Multiplicando-se o antecedente por 3, temos a razão 3 
que é três vêzes maior que 

5
1 • 5 

(*) Ver Ma~mdlica, Curao Oinnaial, 1.• Bérlo, pág. 121, do me1mo autor. 

2.") 

3.") 
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Multiplicando-se (ou cl ividindo-s<') o conseqiierz.t a de uma. 
, d'f te de zero o valor razão por um cer to numero, 1 eren , , 

da razão fica dividido (ou multiplicado), por êsse numero. 
Exemplo: 

2 
Seja a razão 

5 
Multiplicando-se o conseqüente por 2, t emos a razão 

2 2 
10 que é a metade de 

5 
• 

Multiplicando-se (ou dividindo-se) ambos os têrmos de 
urna razão por um mesmo número, d iferente de zero, o 
valor da razão não se altera. Exemplo: 

3 
Seja a razão 4 · 15 

Multiplicando-se os seus têrmos por 5, temos 
20

, 

Valor que 
3

4 
, denominada razão simque é de mesmo 

15 
plificada de 

20 
• 

- . ais Propriedade. Duas razões são i guais 
quan~·o !ª;~i;i:!:s q~e elas indicam são iguai~. Dêsse mod~, 

6 14 por exemplo são iguais, pois ambas expn-as razões 3 e 7 ' · ' 
mem o quociente 2. 

Duas razões iguais gozam da seguinte propriedade: 

O produto do notecede:te l~ ~~;n:!r~;:~~~:~: 
cooseqiieote dn seg_un .ª ;!lo antecedente da 
conseqiicote da primeira 

segunda. 

6 • l 14 pois · Exemplo: - é 1gua a 7 ' · 
3 l eqüente da 2."). 6 X 7 = 42 (antecedente da 1.ª pe o cons d t d 2 ª) 

3 X 14""" 42 (conseqüente da 1.ª pelo antece en e a . . 
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5. Razõc_s inversas. Propriedade. Duas razões (simpli
ficadas) são inversas ou reciprocas uma da outra, quando o 
antecedente e o conseqüente de uma delas forem, respectiva
mente, iguais ao conseqüente e ao antecedente da outra(*). 

A . l 4 3_ . sSim, por exemp o, as razões 3 e 4 sao inversas imia 
da outra. 

Agora, temos a seguinte propriedade: 

Se cluos razões são inversos umn do outra o 
produto cic los é igual à unidade. 

4 3 
De fato, as razões - e - , por exemplo, têm por pro-

duto a unidade. 3 4 

a b 
De um modo geral, sendo b e a 

outra, devemos ter : a b 
Txa = L 

inversas uma da 

6. Proporção. Chama-se proporção a igualdade entre 
2 10 _ . . 

duas razões. Assim, as razões 5 e 
25

, que sao 1gua1s, cons-

tituem uma proporção e podem.os indicar a igualdade do 
modo que comumente se faz, isto é : 

2 10 
5 = 

25 
(ambas as razões valem 0,4). 

De um modo geral, dados, em certa ordem, quatro nú
meros, a, b, c e d, diferentes de zero, diz-se que formam uma 
proporção, quando a razão dos dois primeiros é igual à razão 
dos dois últimos. Logo, se 

a e 
T""' a: 

a, b, e e d formam uma proporção e dizemos: a está para b 
assim como e está para d. 

(*) Chama-se também razao inversa <.lc <.lois núrncros à razão <.lo 2.0 p ara o 1.0 • 
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A proporção acima é também indicada das seguintes 
maneiras: 

a b = c 
a b c 

d (indicação de Leibnitz). 
d (indicação de Gregory) . 

Exemplos 

8 144 
ou 8 4 = 144 72 ou 8 : 4 4 = 72 

2 5 

144 72. 

3 3 2 1 5 1 2 1 5 1 
-1- = -1- ou 3 : 5 = 3 : 2 ou 3 : 5 . . 3 : 2 . 

5 2 

Os números dados, a, b, c e d, são chamados t~rmos da 
proporção. O antecedente da primeira razão e o conseqüente 
da segunda chamam-se extremos e o conseqüente da primeira 
razão e o antecedente da segunda, meios da proporção. 

Na proporção : 

a e d são os extremos e b e c, os meios. 

7. Propriedade fundamental das proporções. Reci
proca. A propriedade fundamental das proporções é a seguinte: 

Em tôda proporção o produto dos extremos é 
igua l ao produto dos meios. 

Seja, por exemplo, a proporção 
3 6 
4 = s · 

Temos: 3 X 8 = 24 (produto dos extremos). 
6 X 4 = 24 (produto dos meios). 

Pode-se mostrar que, partindo-se de uma 
qualquer, essa propriedade ~empre se verifica. 
consideremos a proporção acima : 

3 6 
4c,8• 

proporção 
De fato, 
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Multiplicando-se as duas razões por 4 X 8 (produto dos 
conseqüentes), vêm 

3 6 
4 X 4 X 8 = 8 X 4 X 8. 

ou, simplificando: 3 X 8 = 6 X 4. 

No caso geral da proporção 

I 

devemos ter: aXd=cXb 

De fato, basta multiplicar ambas as razões que consti
tuem essa proporção por b X d (produto dos conseqüentes) 
para obtermos: 

2-xbxd ~ .E.... x b X d 
b d 

ou a X d= e X b. 

Propriedade recíproca. Se o produto de dois números 
é igual ao produto de outros dois (com um dêles diferente de 
zero), os quatro números formam uma proporção sendo extremos 
os jat8res de um dos produtos e meios, os do outro. 

Seja, por exemplo: 

10 X 4 = 8 X 5. 

:f:sses produtos iguais permitem formar as seguintes 
proporções: 10 8 

5=4 
8 10 -=-· 4 5 

j 
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Com efeito, partindo da igualdade 
10X4=8X5 

e dividindo ambos os membros pelo produto de um dos fatôres 
do primeiro membro por um dos fotôres do segundo, por 
exemplo, 4 X 5, temos: 

ou, simplificando: 

No caso geral de 

10 X 4 
4X5 = 8X5 

4X5 

aXd=cXb 

podemos ter as proporções: 

seguindo o mesmo raciocínio feito para o exemplo numérico. 

8. Transformações. APLICAÇÃO. Transformar uma pro
porção é dispor de seus têrmos de modo que a igualdade dos pro
dutos dos meios e dos extremos não sofra alteração. As principais 
transformações denominadas, respectivamente, alternar, inver
ter e ·transpor, serão estudadas a seguir: 

l.") Alternar os têrmos de uma proporção é trocar entre si 
as posições dos meios ou dos extremos. Exemplo: 

Seja a proporção : 

3 6 
4 ""' 8 , onde 3 X 8 = 6 X 4 (prop. fundamental). 
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Alternando os meios ( 4 e 6), temos: 
3 4 
6 = 8 , onde 3 X 8 = 4 X 6 (prop. fundamental). 

Alternando os extremos (3 e 8), temos: 
8 6 
4 = 3 , onde 8 X 3 = 6 X 4 (prop. fundamental). 

2.") Inverter os têrmos de uma proporção é trocar as suas 
razões pelas respectivas inversas. Exemplo: 

S · · d 3 G eJa am a a proporção 4 = 8 , onde 3 X 8 = 6 X 4. 

Invertendo os seus têrmos, temos: 

4 8 
- = -, onde 4 X 6 = 8 X 3. 3 6 

3.") Transpor os têrmos de uma proporção é trocar a ordem 
das suas razões. Exemplo: 

3 6 
Na proporção 4 = 8 , onde 3 X 8 = 6 X 4, 

transpondo os seus têrmos, temos: 

6 3 
8 = 4 , onde 6 X 4 = 3 X 8. 

APLICAÇÃO. Com as transformações estudadas, pode-se 
escrever uma proporção de oito modos diferentes. 

Consideremos, por exemplo, a proporção: 

2 4 
3 = 6 (2 X 6 = 4 X 3) (1) 

Alternando os meios : 
2 3 
4 = 6 (2 X 6 = 3 X 4) (2) 
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6 4 
Alternando os extremos: 3 = 2 (6 X 2 = 4 X 3) (3) 

I nvertendo os têrmos: (3 X 4 = 6 X 2) ( 4) 

Transpondo os têrmos das proporções (1), (2), (3) e (4) : 

4 2 
6 = 3 (4 X 3 = 2 X 6) (5) 

3 2 
(3 X 4 = 2 X 6) (6) -=-· 

6 4 

4 6 
(4 X 3 = 6 X 2) (7) -=-

2 3 

6 3 
(6 X 2 = 3 X 4) (8) -=-

4 2 

9, Quarta proporcional. Chama-se quarta propor~ional 
de três números, dados numa certa ordem, um quarto numero 
que forme com os três primeiros uma proporção. _ 

Assim se os números a, b, c e d formam uma proporçao, 
dizemos q~e o número d é a quarta proporcional depois de a, 
b e c. Exemplo: 

Como 3 : 4 : : 6 : 8, temos que 8 é a quarta proporcional 
depois de 3, 4 e 6. 

10. Proporção continua. Média _proporcional. Ter
ceira proporcional. Uma proporção diz-se continua quando 
os seus meios são iguais. Exemplos: 

2 4 
4=3 
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Numa proporção contínua, temos: 

1.º) O valor comum dos meios (b) é denominado média pro
porcional (ou geométrica) entre os extremos (a e e). 

Exemplo: 
9 6 

N a proporção 6 = 4 , 6 é a média. proporcional 
entre 9 e 4. 

2.0
) O quarto t êrmo (e), diz-se terceira proporcional depois dos 

dois primeiros (a e b). Exemplo: 

_ 9 6 
N a proporç:io 6 = 4 , 4 é a terceira proporcional 

depois de 9 e 6. 

3.
0

) O produto dos extremos (a e e) é igual ao quadrado do meio 
comum (b) . Exemplo: 

N a proporção 

temos: 
ou 

9 . 6 
6=4 

9X4=6X6 
9 X 4 = 62 • 

11. Cálculo de um têrmo qualquer de uma propor
ção. Utilizando a propriedade fundamental das proporções é 
sempre passivei calcular o valor de um têrmo de uma pro
porção quando são conhecidos os outros três. Indiquemos 
por x o têrmo desconhecido da proporção 

a e 
b = x. 

Em virtude do t eorema fundamental, temos: 

a-x X .,,, b X C 

donde, b X e x - -· 
a 
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Logo: 

Nu m n propor~·üo u m ex_lretn_o. <!csconb eci~~ é 
iguul no produto dos mc,os_ d,vult<lo pelo extre 

mo conheculo. 

Exemplo: 
5 15 

Calcular x na proporção 12 = x · 
Devemos t er : 5Xx= 12 X 15 

. .. X= 
12 X 15 = 180 = 36_ 

5 5 

Anàlogaroente, temos que : 

N P roporríio u m meio clcsconbecid. o é igu?I 
uma ' c1· ·d ' <l I m e o no p r od u t o d os extren~os iv1 i o pc o i 

conhecido. 

Exemplo: 14 7 
Calcular o valor de y na proporção Y = 4 · 

Y 
= 14 X 4 = 56 = s. Devemos ter : 7 7 

Se a proporção fôr contínua, temos: 

35 

Um extremo desconhecido é igual ~o quadrado do meio 
com-um dividido pelo extremo conhecido; 

Um m eio desconhecido é igual à raiz quadrada do produto 
dos extremos. 

Assim, nas proporções contínuas 

a b 
,;=-;- e 
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temos respectivamente: 
a X x = b2 e a X b = x2 

b2 
X = a (valor do extremo) e X= 1 axb (valor do meio). 

Exemplos: 

ou 

1) Calcular o valor de y na proporção: 

16 8 s= y. 

Devemos ter : 82 64 
y=-=-=4 

16 16 · 
2) Calcular o valor de a na proporção: 

3 a 

Temos: 

a X a= 3 X 75 
a2 = 225 

· · • a= --í/225 = 15 

ª= 75· 

(média proporcional entre 3 e 75). 
NOTA: No caso da raiz quad d -

clonai é determinada de acôrdo ra a nao. ser exata a média propor-
com a aproximação deseja.da, 

EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO 

1. 0 ) Determinar x na proporção: 

Devemos ter: 

2 4 
3 5 -=-· 
X 8 

2 
-X8 
3 

16 
3 

X=---=-
4 4 
5 5 
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ou 
16 5 20 

x=-X-=-· 
3 4 3 

2.0 ) Calcular o valor de y na proporção: 

2y : 5 = 4 : 10. 

Temos: 
5X4 

2y = ~ 

20 
2v = w= 2 

2 
y = 2 = 1 

37 

3.0 ) Calcular o valor da quarta proporcional depois de 
12, 3 e 8. 
Devemos formar a proporção: 

onde 

12 8 
3 e:, ~' 

3 X 8 24 
x = -- = - = 2 (4.11 proporcional). 

12 12 

·4.0 ) Det erminar a terceira proporcional depois de 2 e 4. 
Devemos, agora, formar a proporção contínua: 

onde 

2 4 
- ::li-, 
4 X 

42 16 
x = - = - = 8 (3.11 proporcional). 

2 2 

Calcular o valor de x na 
2 
3 + x 
x 1 
2 8 

proporção: 

2 
3 
4 
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D evemos aplicar as propriedades das proporções (apli
cação aritmética) e a resolução de equações algébricas (apli
cação a lgébrica) (*). Assim, temos: 

- - + x =2 ---3 ( 2 ) (X 1 ) 4 3 . 2 8 

ou 

m.m.c. (12,8) = 24 12 + 18x = 24x - 6 
- 6x = - 18 

. 18 
.• X = (:l = 3. 

6.
0

) Determinar a média proporcional entre 2,5 e 3,2 a 
1 menos de 

100 
· 

A média proporcional (x) será dada pela extração da raiz 

quadrada do produto 2,5 X 3,2, a menos de 
1
~
0

, isto é: 

x ~ -<J 2,5 X 3,2 

x = V 8,00 = 2,82 (a menos de 0,01). 

12, Propriedades mais usuais das proporções . 

1.") Propriedade da co mposirão. Em t6da proporção a 
soma dos dois primeiros têrmos está para o primeiro 
( ou para o segundo) assim corno a soma dos dois últi
mos está para o terceiro (ou quarto). 

Assim, da proporção 

Lt:iJ 
(•) Vor Matcmdlica, Curao Olnaslal, 2.• B~rlo, pfig. 117, do moamo nutor. 
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· t oporções· podemos compor as segum es pr ·- --·------, 

1 
a +b c + d 1 

l__ª _! _b_ =_c_+_c _d_ e - b-=-d-

Exemplo: 3 15 
Aplicar a propriedade da composição na pr~porção 4 = 20 : 

. . : dade temos as seguin tes proporções. Aplicando a propuc ' 

3 + 4 15 + 20 e 3 + 4 = 15 + 20 
- - = 1~ 4 ~ 3 ;) 

Verificação: 

ou 

7 35 
3 = 15 

7 X 15 = 35 X 3 
105 = 105 

7 35 
4 = 20 

7 X 20 = 35 X 4 
140 = 140. 

APLICAÇÕES. d'l 
b d e que a soma e es 1.ª) Calcular dois números sa en o-s 

5 
é 33 e a rn.zão 6 · 

d a 0 b O problema I ndicando os números procura os por ' 
se t raduz nas expressões 

{

a+ b = 33 
a 5 
b = <f . 

Aplicando a propriedade 

~ .. i. temos : 
b 6 ' 

da composição na proporção 
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e como a+ b = 33, 

segue q ue 33 11 
-= -
ª 5 

e, portanto, _ 33 X 5 = 165 _ lr: ª - 11 11 - u. 

A determinação de b é feita aplicando-se novamente a 
propriedade da composição (em relação ao segundo têrmo) 
ou levando-se em conta o valor já conhecido de a, pois, sendo 
a + b = 33 e a = 15 temos que b = 33 - 15 = 18. 

Logo, os números procurados são 15 e 18. 

{ 

a + b = 15 + 18 = 33 
a 15 5 
T = 18 = 6 . 

Verif icação: 

• 12-x 3 2.") DeterIDJ.nar o valor de x na proporção -x- = 
8 

· 

Aplicando a propriedade da composição (em relação ao segundo têrmo), temos: 

12 - X + X 3 + 8 
=~ X 

ou 

e, portanto, 96 8 
X=- =8-• 

11 11 

2.") Propriedade da decomposição. Em t(Jda propor
ção a diferença dos dois primeiros t~rmos está para o 
primeiro (ou para o segundo), assim como a diferença 
dos dois últimos está para o terceiro ( ou quarto) . 

Matemática T ercefra série ginasial 41 

Assim, da proporção 

1--:-=-~---i1 
· d d da decomposição, às propodemos chegar' pela proprie a e 

porções : 
,---------1 

e - d a-b e - d 
- b-=-d -

1 

a - b 
a 

Exemplo: 
Aplicar a 

5 20 
2 =s· 

e 
e 

'-------

d d decomposição na proporção proprieda e a 

Da aplicação da propriedade resultam as seguintes pro-

porções : 5 _ 2 20 _ 8 5 _ 2 = 20 - 8 . 
- 5- = 2() e 2 8 

A verificação . ficará ao encargo do aluno. 

APLICAÇÕES. 

1.") Calcular dois números sabendo-se que a diferença 
7 

dêles é 20 e a razão 3 · 

ou 

- ª =!_ onde a- b= 20 O problema conduz-nos à proporçao b 3 

Pela propriedade da decomposição, 

a - b 7 - 3 
- a-=-7-

20 4 
--; = 7 

temos: 
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e, portanto, 

Logo: 

a= 20X7 = 140 = 3r; 
4 4 v, 

b = 35 - 30 = 15 

e os dois números procurados são, respectivamente, 35 e 15. 

5 + X 12 
2.") Determinar o valor ele x na proporção -;;- = 10 · 

Aplicando a propriedade (em relação ao segundo têrmo), 
temos: 

ou 

3.") 

5+ x -x 
X 

5 2 
-=-
X 1.0 

12 - 10 
10 

50 
X= 2 = 25. 

Propriedade dos antecedentes e dos conseqüen• 
tes relativa à soma (ou difere nça). Em t6da a 
proporção a soma ( ou diferença) dos antecedentes está 
para a soma (ou diferença) dos conseqüentes, assim 
como um antecedente está para o se1t conseqüente. 

Assim, da proporção 

1 : ~ ~ 1 

chegamos, graças a esta propriedade, às proporções: 

a+ c a c a - c a c 
b+d = b ou d e --=-ou-

b- d b d 

Exemplo: 
Aplicar a propriedade dos antecedentes e dos conseqüentes 

12 9 
na proporção - = - · 8 6 
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Com a aplicação da propriedade estudada, temos as 

seguintes proporções : 
12-1-9 12 9 12 - 9 12 ou 1-. 
8 + 6 = 8 ou 6 e 8 - 6 = 8 6 

A verificação ficará ao encargo do aluno. 
NOTA : Esta propriedade a inda é verdadeira se na razões Iguala 

forem muia de duna. 

Assim sondo, 

temos, t o.mbém, 
a+c+e=.!!_=.=.=!!... 
b +cl+J b d f 

_ R -tir 
O 

número 18 em três n(1meros t ais 
APLICAÇAO. epn.1 

4 res ectivamente. 
que esteja m entre si como 2, 3 e ' P d 

. b e e os três números procura os, 
Indicando p~r a, . l roblema: 

temos, pela condição impoStª pe O P 

ou 

~ = .!!.. = ~ onde a + b + e = 18· 
2 3 4 

P ela nota há pouco referida, temos : 

a+b+c a_!!._=~ 
2+3+4=2- 3 4 

18 a = !!._ = ..!:_ . 
9=2 3 4 

Ções · 
D 

. ldndes podemos formar as propor . 
essas igua ... 

18X2 
18 a onde a = - = ft. 
'9 = 2 9 

18 b - = -9 3 
onde 

18X3 
b = -=6. 

9 
• 
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18 c 
-9 = -4 onde 18X4 C=-=8 9 . 

Logo, os números procurados são : 4, 6 e 8. 

4.") Propriedade dos anteced 
tes relativa ao pr d entes e elos conseqüen-
prod t d O uto. Em tôda -- u o os antecedentes está a proporçao o 
sequentes, assim como para o produto dos con-
está para o quadrado Í quadrado de um antecedente 

. e seu conseqüente. 
Assim, da proporção 

chegamos à proporção 

a X e a 2 c 2 

b>Zd=-,;zou;p 

CONSE QÜJDNCIA. E 
têr . im tOda a pro -

mos também formam u porçao os quadrados de seus 
0rdens dos têrmos). ma proporção (conservadas as 

Logo, da proporção 

temos a proporção 

~ 
~ 

~ 
~ 

• 
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APLICAÇÕES. 

'j_, l.•) Dete~minar dois números sabendo-se que a razão 

entre êlcs é 5 e o produto 180. 

Indicando por a e b os números procurados, temos a 
proporção 

a 4 b = 5 onde a X b = 180. 

Alternando os meios da proporção formada e aplicando 
a 4 ." propriedade, vem: 

a b a X b a2 180 a2 

4 = 5 ou 20 = 42 ou 20 = 16 

e, portanto, a2 = 180 
2~ l6 = 144. 

Logo, a = -<1144 = 12. 

Sendo o produto dos dois números igual a 180 e um 
dêles 12, o outro será: 

b = 1
1
~0 = 15. 

Logo, os números procurados são : 12 e 15. 
-. 

2.") Determinar dois números na razão ! , sabendo-se 

que a soma de seus quadrados é 52. 
Representando por a e b os números procurados, forma

mos a proporção 
a 2 b = 3 , onde a2 + b2 = 52. 

Aplicando a conseqüência ora estudada, temos: 

a2 4 
b2 = 9' 
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e, pela propriedade da. composição : 

ou 

e 

52, 

a2 + b2 4 + 9 
2 =-ª 4 
52 13 
a2 = 4 

a2 = 52X4 = 16 13 

ª = ✓rn = 4. 
Como a soma dos d , 
concluímos: qua radºs dos numeros procurados é 

~2 = 52 - 16 = 36 . . . b = G 
Logo, os numeros siio : 4 e G. . 

. 13. Idéia geral de média . . 
aplicação na vida prática c ·t .' Tipos diversos. T êm la rga 
que nada mais são que er los iesultados denominados médias 
valores que se estuda Dva ores resumos de um conjunto d~ 

m . entre elas d 1 n) méd' . eStacamos as seguintes: 
• 1ª aritmética • 

2.•-) média geométri~a'· 
3-") média harmô · ' nica . 

. 14. M~dia, aritmética. Ch . . 
dms ou mais numeras dad am~-se média antmélica de 
soma pelo número dêles J°s~r O q~ociente da d iv isão de sua 

1 A . . . n icaçao: ma, Ex 1 • 
· média antméti d , emp os. 

ca os numeras 3,4 e 6,8 é: 
ma = 3,4 + 6,8 10 2 

2 = ' 
2 = 5,1. 

2. A média aritmética dos , 
numeros 7, 12 e 17 é: 

ma= 7+ 12+17 36 
3 =3=12. 

d . 15. Média g_eométrica. Cha . 
018 números a ra iz quadra.da d ma-se média geométrica de 

0 produto dêsses números . Se 
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f<'lrem três números, a média geomét rica será igual à raiz cúbica 
do produto dos números da dos. Indicação: m 0 • Exemplos: 

1. A média geométrica dos números 4 e 16 é: 

m 0 = -<J 4 X 16 = ✓ 64 = 8. 

2. A média geométricti dos números 2, 4 e 8 é: 

mo = ..:! 2X4X8 = ~ = 4. 

N<?'l'A : No caso das raízes n 110 serem exatas, calculam-se 88 médias 
geométr1cmi de acordo com a aproxiwaç1io desejada. 

16. Média harmônica. Chama-se média harmónica en
tre vários números o inverso da média arit mética de seus 
inversos. Indicação: mh. Exemplo: 

Ca lcula r a média ha rmônica entre 5 e 8 . 

D et ermina-se, primeiramente, a média aritmética dos 

. dê ' . é d 
1 1 

mversos sses numeros, isto , e 5 e 8 · 
13 
40 13 

Logo, 
2 

O inverso dêsse resultado é a média harmônica procurada, 
ou seja : 80 

fih = - ' 13 

17. Medidas ponderadas . Atribui-se o nome de p~so, 
de um certo número ao valor que se faz corresponder a êsse 
~úmero e que indica 'as vêzes que tal número figur~ num coo
Junto de valores. As medidas que se fazem com numeros afe
tados de pesos constituem as medidas ponderadas. Ass~m é que 
encontramos as médias aritmética ponderada, geométnca pon
derada e harmônica ponderada. Dent re elas, destacamos a 
média aritmética ponderada pela importância que tem na 
prática. 
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Chama-se média aritmética ponderada de vários números, 
aos quais se atribuem determinados pesos, ao quociente da 
divisão, cujo dividendo é constituído da soma dos produtos 
dêsses números pelos respectivos pesos e cujo divisor é a 
soma dos pesos. Indicação: m0 • 11 • 

Assim, por exemplo, a média aritmética ponderada dos 
números 4 e 6, aos quais se atribuem, respectivamente, os 
pesos 2 e 3, é : 

= 4X2+ 6X3 = 8+18 = 26 _ 
5 2 ma .p 2+3 5 5 - ' . 

E xemplo : 
Sabendo-se que os pesos relativos às notas : mensal, 1.º 

exame, 2.0 exame e exame oral são, respectivamente : 2, 2, 
3 e 3, calcular a média aritmética das notas de Matemática 
de um aluno, que obteve as seguintes notas durante o ano 
letivo de 1960 : 

média mensal =5; 1.0 exame=4; 2.0 exame=4; exame oral=6. 
A média aritmética ponderada será : 

m = 5 X2+4X2+4X3+6 X3 = 10+8+12+18 = 48 = 4 S. 
ª ·11 2+2+ 3+3 10 10 ' 

R A ZÕ ES: 
E X E R e í e I o s (*) 

1. D eterminar as seguintes razacs entre: 

1.•) 12 e 4 1 7.0 ) 0,01 e 100 
4.0

) - 2 e 2 13 
1 8.0 ) 1,3 e 

10 2.º) - e 5 3 3 3 5.º) e --
9.0 ) 6 -vã e 3 -V4 4 4 

3.0) 100 e 50 6.•) fü e -fi 10.•) 0,222 .. . e 0,111 . • • 

/ 2. Calcular o valor das seguintes razaes : 
I 

( 2+ ! ) : : 5.ª) ( 3 - ! ) : ( 1 - ~ ) 1.•) 0,06 : 0,000 1 3.ª) 

l 
1: ( - 3+:) 

t 1 8 2.•) - 2: 0,2 4.ª) 6.ª ) 0,8 : - 10' 

<•) Os llX!lBolo1os envolvem tnmb(lm ntlmoroa rolatiuoa, 14 oatudndos nne séries anteriores. 
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3. E xprimir o valor da razão entre as seguintes gran1ezus: 
1.0 ) 2dam e IQm 3.0

) 4m8 e IOm 
2.0 ) 30dl e 4bl 4.°) 12030' e 15º· 

18 4 Lú · 16 b J e Lafs um pacote com 
• . e ia recebeu um p.'.lcoto com n ns E tabelecer as razaes 

ba las. A primeira chupou 6 ba las e a scgu~da, 8L· ;_s respectivamente. 
das balas recebidas e chupadas por Lúcia e ª"'• 

3 
5. Det erminar o valor do anlcccdenle da razão de valor igual ª 4 e 

. . 8 
CUJO conseqüent e 6 3 ' 3 

6. D et erminar o valor do conseqüente da razão de valor Igual 3 
( 

1 -5) 
. 4 

e CUJO antecedente é - 9 • 
7. Escrever as razaes inversas das seguintes ro.zões: 

1 
3.•) 8 4.•) - 9. 

P no P o n ç õ E s : (• ) . • ntos de número : 
8 F t . dos seguintes conJu . ormar as proporçl1es respec 1vas hl 

l .o) 18 48 3 e 8 3.0) 2m, 5m, 31.tl ! 9 
' ' 4 º) x z2 z3 e x 

2 ) 3 1 6 ,; ·o) a' b 'e e d a 
.O - - 5 e - o. , ' 2. 2 •~a e 16m . 

2 ' 4 ' 6 6.°) 0,5012 , m , ""'-' ~ 
d tal so síio ou nao pro-

9. Verificar mediante a propriedade fun nmen ' 1 
porçaes, ~s seguintes expressões: 0 5 - 3 

) 0 3 24 r. a} -2--=-/ l •) 4 5 3 •) _ , _ = -2.- o. _ 6 4 . 7 = 8 . 8 0,09 

3 9 10 - ..f3 6.•) _! = : . 
:; ; 2.•) - = - 4.•) {a - o 3 5 

4 12 3 ' . a recíproca ela proprle-
10. Escrever em fo rma do proporç.ão, medwote 

dade fuddamenta l, os seguint es produtos: 
5 

º) aXd=bXc 
l .o) 4 X6 = 3X8 3.°) 0,32X0,01 = 0,008 X4 . 10-2X5 

1 - 8 6.°) 1 X - · 
2.0 ) mXq=nXp 4.0) - X 120= (-5)X( ) 

3 . e uintes proporções: 
11. Escrever, de todos os modos posstveis, as s g a e 

O 1 0,5 3,•) - = -;r 
l.•) ~ = !_ 2 .•) -t- = 20 b 

4 12 
0 

de números: 
12· Calcular a 4.• proporcional nos seguintes grup 

8 

1 (2 - 1-). 3· o, 1 4.°) - 1, - 2, - 3. 
l .o) 4, 9 e 8 2.0) 10, 4 , -30 3.°) õ ' ' 

(•) N i d reoapitulnollo· o fim do livro enoontrnm-se e:i:orolo os e 
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13. Calcula r a 3.ª proporcional 
1 º) 2 4 ( . nos seguintes grupos do nómcroe: 
· e meio comum) 2.º) 0,12 e 0,6 (meio comum). 

14. Ca lcula r o lBrmo desconhecido . nas scgumtes proporções: 

X 12 ·1 I.a) - = - ~ 7.•) 0 4 . - 2 .. -18 . X 
15 6 ' . · · · 

1 1 

2
_•) 2 = ~ 8_0 ) 2x = _a_· _ 

X 4 5 4- 1 
5 

11 i lQ.•) ( 3+ ~ ) ; ~l : : ( 3 - ! ) : X 

6.o) 2,3 : X = 3 : 9 

3+i.X l 5 1 2 
1 5 3+5: 2 

l.•) ---- = ----
1 - _g_ · 4 3 . 

X 

12.•) (2,56 - 3, 12 X O 5) . (2 2 
' . ' - 1,2 X 6) = x : (0,4 + 0,8 X 2). 

15. Calcular o va lor ele x 
nns seguintes proporçtJes contínuas: 

{X, 1.•) 24 : X : : X : 6 6,3 X tr 3.•) - =-
X 0,7 

,, 4.ª) (1 -~) · x ·· x· 72 , 5 . .. . 45 

16. Calcular, por aproxima -
proporçtJes continu~s : çuo ª menos de 0,1, o va lor de x nas seguintes 

1.•) 18 : X : : X : 34 

2.ª ) 3,9 ; X = X ; 12,l 

1 

3.•) 3 = ...3:.. 
X 2 

7 

7 
4.•) 1 - 10 = __ x __ 

X I 
4-3 X2 

17. C:alcula r x ap licando as pro 1 
sição nas seguintes proporçõ!~ edades da composição e da decomp<>-

1.•) 5+x=l3 2.•) x-7 3 
w 8 7 =4 3.ª) ~=a+l 

1D a 
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18. DctormJnar a o b, do modo que: 

{

a+b= l1 

1.º) ~ = .! 
b 7 

3.0 ) { ;2 = ;2 
a+b= ll 

{ 

a 3 
s. 0) -;; = s 

a2 +b2 = 136 

{ 

a - b = 13 

2.0 ) !!_ = - IG 
b 10 { 

14 10 
4.º) a=,; 

a +b = 9,6 
{ 

a b 
X 6-º) 2 = 3 

b2 - a2 = 45. 

19. Calcular, aplicando a propriedade de uma série de raztJe:; iguais os 
números x, 11 o z, sabendo-se que: ' 

{

X + y + Z = 34 
X y Z 
-= -c:::i - • 
3 5 9 

20. Os !lugulos de um quadrilátero estão e11tre si como os números 2 
3, 5 e 8. Determinar os valores dêsses ftngulos sabeudo-se que u soma 
dêles é igua l a 360°. 

21. O.~ volumes de dois cubos estão entre si assim como 3 está para 4. 
Calcu l::ir o volume de cada cubo sabendo-se que a soma dêles é igual 

2lrlm 3 • 3 
22. O produto de dois números é 60. A razão eutre êles é 5 • D eter-

mina r õsses números. 1 
23. D eterminar dois números sahendo-se que a razão entre êles é 3 e 

a soma de seus •quadrados 00. 
24. O produto de dois números é igua l a 1 200 e um dêles va le três 

vêzcs o outro. Quais são êsscs números? 
25. Determinar as dimeusões de um retllngulo sabendo-se que elas estão 

na razão .! e que a área dêsse retângulo é igua l a 48m
2

• 

3 
26. Determinar a base e altura de um t rl:'ingulo de área igual a 48m

2 

3 
subendo-se que a razão entre elas 6 2 ' 

27. Calcular a média ar-itmélica eutre os seguintes números: 

l.0 ) 3, 4, 5 e 6 2.0 ) ! , ! , 1, 3, 8 3.º) a, b, e, d. 

28. Ca lcular a média geométrica entre os seguintes números: 

1.0 ) 32 e 72 3.º) 5.4 e 17,2 (aprox. de 0,1) 
2.0 ) 8, 27 e 64 4.º) 2,5; 4,1 0 0,5 (aprox. de 0,1). 
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29. Calcular a média harmônica eotr 1 e os segu ntea nómeros: 

1.•) 12 e 86 2 •) ..!._ 1 1 
. 2. 3 o 4 3.0

) a, b, o o d. 

30. Calcular a média aritmtlica p d d 
meros com os respectivos pcs;;~ era ª dos scguintcs-·grupos de nó-

1.•) 9, 12, 4 e 6 
2.•) 30, 10, 20 e 24 
3-º) ª• b, o e d 

(pesos: 2, 3, 1 0 4) 
(pesos: 3, 7, 5 e 10) 
(pesos: m, n, p O q). 

No·rA: Outros exercícios no fim do r . à 1vro1 • pág. 295. 

Re spo s ta s : 
1. 1.•) 3 

2.0
) 1/15 

2. l.0
) 600 

5. 2. 

3.0 ) 2 
4.•) -4 

5 
2.•) - -

2 

2.•) _!_ 
400 

6. - 10, 
9 

8. 1. º) 18 : 48 : : 3 : 8 
2.•) 3/2 : 1/4 : : 5 : 5/6 

9. l.•) Não 2.•) Sim 

5.0 ) 1 
6.0 ) 2 

3.•) J_ 
4 

7. l.•) .! 
3 

7.•) º·ººº 1 8.•) 1 
9.0 ) 2 1/2 

10.0
) 2. 

6.º) - 1. 

4 
2 1 

• L ócla : 2 3 ; Luís: 2 4 , 

2 
2.•) --

ª 
1 a.•) 8 4.•) - 9 , 

3.•) 2 : 6 : : a : 9 
4.•) x : x2 : : xª : x~ 

5.0
) a : b : : o : d 

6.0 ) 0,5 : 2 : : 4 : 16. 
3,•) Não 4.•) Sim 

10. 1. º) 4 : 3 : : 8 : 6 
2.0

) m : n : : P : q 
(uma das maneiras) 

3.•) 0,32 : 0,008 . . 4 . o 01 
4.•) 1/3 : (-5) : : (_:8) ·= 1'20 

5.•) Sim 6.•) Não. 

5.0 ) a : b : : e : d 
6.0 ) 1 : 2 : : 5 : 10. 

11. 8 modos düerentes cada uma d 1 e as. 
12. 1.•) 18 2.•) _ ~ 3 •) 1 

4 . 6 4.•) -6. 
14. 1.•) 30 3.•) - 0,003 

2.•) _! 4.•) _! 
5.•) 3 7.•) 90 

13. 1.0 ) 8 

9.•) 1 
4 

ll.•) 135 

3 33 6.•) 6,9 8.•) 

15. 1.•) 12 2.•) 28 

16. 1.•) 24,7 

3.•) 2,1 

2.•) 6,8 3.•) 0,3 
17. l.•) 8 2.•) 28 3.•) a 

25 55 
fü 10.•) 21 

4.•) .!. 
5 

4.•) 1. 

4.•) 18, 
7 

12.•) - o,4. 

Matemática - T erceira sér ie ginasial 53 

18· l.•) 4 e 7 2.0 ) 8 e - 5 3.0 ) 3 o 8 4.0 ) 5,6 o 4 5.0
) 6 e 10 6.0

) 6 e 9. 

19· x=6, y= 10 e z= 18. 20. 40°, 60°, 100° e 160°. 21. 9dm
3 e 12dm

3 
• 

22· 6 e 10. 23. 3 e 9. 24. 60 e 20. 25. 8m e 6m. 26. 12m e 8m. 

27. l.•) 4,5 2_•) 2 !~ 3_•) a + b; e +d. 
28. 

29. 

80. l.•) 8,2 

2.0 ) 24 
1 

2.•) 3 

2.0
) 20 

§ 2. Números proporcionais. Propriedades 
e aplicações. 

18. Núm eros diretamente proporcionais . Proprie
d ade ca racterística. Diz-se que os números da sucessão 

a, b, e, d, 
são di retamente proporcionais aos correspondentes números da 

sucessão ' b' ' d' a , , e , , .. . 

qu~nd_o a razão entre qualquer w n dos números que compõem ª 
primeirn sucessão e o seu correspondente na segunda é constante, 
is~o é, sempre a mesma. O valor constante das razões é deno~ 
nu nado f ator ou coef i ciente de proporcionalidade. Exemplo: 

Os números 5 8 10 e 13 
' ' 

são diretamente proporcionais aos números 

porque as razões 

10, 16, 20 e 26, 

5 8 10 13 
10 ' 16' 20 e 26 

são t ôdas iguais a ! , que é O f ator de pr,oporcionalidade entre 

estas duas sucessões de números. 
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A propriedade que caracteriza. a existência de duas suces
sões de números diretamente proporcionais é a seguinte: 

Em duns sucessões de ní1meros dire tnme n te pro
porcionais o quociente de dois números corres

poude utcs é cons tnntc. 

Assim, se forem diretamente proporcionais as sucessões: 

a, b, c, cl, 
a', b', c', d', . . . 

devemos ter 

a b c 
a' = V = 7 = . . . = Te (coef. de proporcionalidade) . 

Conhecidos os números de uma sucessão e o fator de pro-
porcionalidade que os liga aos números correspondentes de 
uma outra sucessão, a determinação dos números que com
põem a segunda sucessão é feita dividindo-se, respectivamen
te, os números da primeira pelo fator de proporcionalidade. 
Exemplo: 

Sejam os números: 6, 12, 21 e 27 
diretamente proporcionais aos números de uma outra sucessão 
segundo o fator de proporcionalidade 3. Os números que cons
tituem a segunda sucessão serão obtidos dividindo por 3, 
respectivamente, os números que formam a primeira , ou seja 

2, 4, 7 e 9. 

19. Números invea·samente proporcionais. Proprie
dade característica. Diz-se que os números da sucessão 

a, b, c, cl, ... 

são inversamente proporcionais aos correspondentes números 
da sucessão 

a', b', c', d' , 

quando forem diretamente proporcionais aos inversos dos cor
respondentes números da segunda sucessão, isto é, quando 
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a b e 
-=-=-= 

= Te' (coef. de proporcionalidade) 
1 1 1 

b' 7 
ou a a' = b b' = c c' = . . . = Te'. 

. .· a existência de duas_ su-
A propriedade 9ue caracte11za orcionais é a segwnte: 

eessões de números inversamente prop 

ú cros iovc rsno1cntc 
E,n d uns s ucessões <le ºt1101 

1 is números cor-
p roporciom1is o r,rocluto e l 

O te 
d é cons tun · rcsr,on entes 

, da primeira suce,ssão e 
Conhecidos agora os numeras 1·ga aos numeras 

• ' . ºd d ue os J • o coeficiente de proporc10nali ª e q cessão a deternu
. d d ma outra su ' ' ºd . do se mversos correspon entes e u d é feita divi in -
nação dos números que compõem a se~un ª te pelos números 

. ºd d espectivarnen ' o fator de proporc1onali a e, r 
da segunda. Exemplo: 

S . , ·os · 3 5 G e 10, -e3am os nume1 . , , utra sucessao 
. , ros de uma o e 
inversamente proporcionais ao~ nu1~e d 60_ Os números qu 
segundo o fator de proporc!ona~~a oebtidos dividindo ? fa_tor 
eonsti tuem a segunda sucessao sei ao f orroam a primeira, 
?J, respectivamente, pelos números que 
isto é, 201 12, 10 e 6. . 

Porciona1s e 
d . t mente pro d d s 

20 D . · ~ "m partes ire ª . ú....-.eros a O
• . 1v1sao e •onais a n ...,. 

e . te proporei m partes 1nvcrsamcn d . etam,ente 
artes tr , 

1) D. . ~ de um número em p Dividir um numero 
ivisao dados. dados é 

proporcionais a números . nais a números ·a 
em partes diretamente proporci o ·oporção exigida e cuJ 

'meros na p1 l . determinar outros nu d d ExernP o. 
soma seja igual ao número a :rtes diretamente pro-

Dividir o número 36 em p 5 
porcionais aos números 31 4 0 

• 
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Indicando por x, y e z as partes procuradas, devemos ter: 

X y Z 
3 = T = 5 ' 

e, pela propriedade das proporções (3."), vem : 

x +y+ z x y z 
3+4+s= 3 = 4 =s· 

Como x + y + z = 36, segue-se que : 

36 X y Z 

12 = T = T = s · 
Das proporções : 

36 X 
12 = 3' 

36 
- = 
12 

y 

4 
36 z 

e-= -
12 5 

t iramos, respectivamente : 

x = 361;3 = 9, y = 361;4 = 12 e z = 3Gl;5 = 15 

e as partes procuradas são : 9, 12 e 15. 

De u?1. I?-Odo geral, simbolizando por N O número que 
se quer dividir em partes cijretamente proporcionais aos nú
meros a, b e e, temos, segumdo o mesmo raciocínio : 

com x + y + z = N. 

Como : x + Y + z = ~ = JL = ~ a + b + e a b e (Prop. das proporções) 

ou 
N X y z 

a + b + e= a = b = e' 
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temos as seguintes fórmulas, que fornecem os valores das 
partes procuradas : 

1 Nb y=a+b+c 
Nc 

:r=----
a+b+c 

No·rA : Se a divisüo deve ser diretamente proporcional n. números 
fracionários, pode-se reduzir no caso da divisão cm partes diretamente 
proporcionais a números in t.riros, desde que se reduzam estas frações ao 
mesmo denominador, desprezando-se, a seguir, o denominador comum. 
Exemplo : 

. I 3 2 l 
Dividir 92 em partes diretum,ente proporctonn s a 4 , 3 e 2 · 

Reduzindo as frações ao mesmo denominador, vem: 

9 8 O 
12' 12' 12· 

Divide-se, agora, 92 cm partes diretamente proporcionais aos 
mímeros 9, 8 e O, isto é: 

{ 

9-, X 

!)2 8-> y 

6-> z 

onde: 

z = !J2 X 9 = 36 
23 

11 
= 92 X 8 = 32 

23 

92 X 6 
z= --= 24. 23 

As partes procurados süo: 30, 32 e 24. 

II) D .. ~ d m número e ,n partes inversamente 
rvisao e u , d d Dividir um nú-

p rOJ'Jorcionais a núnieros ª os. . . , 
. t proporcionais a numeros 

mero em parles inversamen e . t ro-
d d é d . 'd . o número em partes diretamen e p 

a os ivi ir , . dados Exemplo: 
porcionais aos inversos dos nwnei os · . 

Dividir 144 em partes inversamente proporcio

nais a 3, 4 e 12. 
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Ora., a.s partes procuro.das d . 
proporcionais aos inversos d x, ~ e z evem ser diretamente 
vamentc isto é os numeros 3, 4 e 12, respecti-

' ' 
X y 2 

- 1- = - 1- = -1-

3 4 12 
ou, 
reduzindo-se as frações ao mesmo denominador (.!.' l_ ..!..) 

. . . 12 12' 12 ' 
pode-se d ivid ir 144 em a t d º números 4 3 e 1 L. P r es iretn.mente proporcionais aos 

, . ogo, 

x+y+2_ X y 2 

4+3+ 1 -4=3=1 
144 X ] ou -8 =-4 .. . x=72· .44 _..!,_ . 54 144 2 l 8 - 3 • • y= ,• - - • 18 8 - 1 • • 2= l 

e as partes procuradn.s são: 72, 54 e 18. 

III) Divisão de um nú 
P

roporcion • l:imero em par tes diretamente 
ais a a "nns núm l d . mente ( d " 0 eros e a os e inve,·sa-

ou i reta,nente) p ro • . 
(divisão composta) N t porcionais a outros 
mero em parles d: t. es e caso, basta dividir o nú-

ire amente propo · · 
que se obtêm multiplicando os n ~cionais aos números 
a primeira sucessão pelos inve~r;:eros qu~ cornpõem 
correspondentes números da sd (ouEdiretos) dos 

D" .d. 360 segun a. -1 xemplo · 
iv1 ir em partes di t t . a 5 8 10 · re amen e proporcionais 

' e e inversamente proporcionais a 6 3 e 4. 
Devemos ter : ' 

1 f 5X ~-.x 

3601 8 X 3 _.y 

l1.0x ~ _.z 

_!:_=...1!._= z 
5 8 10 
6 3 4 

ou, reduzindo ao mesmo deno . d mma or, 

_!:_ = -1L e, z • 
10 32 30 
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e, portanto, 
x+y+z x y z c:::,-c::1- c::, -

10+32+30 10 32 30 

360 X y Z 
-c::1-c:::, - c:::J - 1 

72 10 32 30 ou 

que, resolvidas, fornecem as partes procuradas: 
X = 50, y = 160 0 Z = 150. 

21. Aplicação. Regra de socicõndc. Quando o número 
q.uc se divide em partes diretamente ou inversamente propor
cionais a outros números, representa o lucro ou o prejuízo de 
uma determinada sociedade e as partes proporcionais ds pnrlcs 
de cada sócio no lucro ou prejuízo, a divisii.o recebe o nome 
de regra de sociedade. Dependendo tal divisão dos capitais e 
dos tempos dos sócios, que participam da sociedade destaca-
mos os seguintes casos: 

1.0 ) O capital é o mesmo para todos os sócios e os tem
pos de participação na sociedade são diferentes . 

A divisão de lucros ou prejuízos, neste caso, é diretamente 

proporcional aos tempos. Exemplo: 
Dois sócios entraram com o mesmo capital para a consti-

t uição de uma sociedade. O primeiro tr:.\balbou durante três 
anos e o segundo durante dois anos. Tendo havido um lucro 
de Cr$ 450 0U0,00, pergunta-se: qual é a parte que cabe a 
cada sócio? Devemos dividir Cr$ 450 000,00 em partes diretamente 
proporcionais aos números 3 e 2. 

Logo: 
onde x 4- y = 450 000,00. 

P ortanto: ~ = ~ = Y ' 
3 + 2 3 2 

ou 
45 X - .., - X = 270 000,00, 
5 3 

e 
45 y y - 180 000,00. 
5 = 2 
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Assim, ao primeiro sócio coube Cr$ 270 000,00 o ao 
segundo, Cr$ 180 000,00. 

2.0
) O tempo é o mesmo e os capitais d ife ren tes. 

Neste caso a divisão é diretamente proporcional aos capi
tais. Exemplo : 

T rês sócios, A, B e C, entraram respectivamente com os 
capitais de Cr$ 60 000,00, CrS 40 000,00 e Cr$ 50 000,00. N o 
fim do primeiro ano de sociedade houve um prejuízo de 
Cr$ 30 000,00. Qual é a perda correspondente a cada sócio ? 

Devemos dividir CrS 30 000,00 em partes cliretamente 
proporcionais a Cr$ 60 000,00, Cr$ 40 000,00 e Cr$ 50 000,00, 
ou seja : 

X y Z 

60 = 40 = 
50 

onde x + y + z = 30. 

Determinando x, y e z pelo modo j á conhecido, encon
tramos os valores : 

X = 12, y = 8 e Z = 10, 

que mostram os prejuízos dos t rês sócios, respectivamente : 
A = Cr$ 12 000,00, B = Cr$ 8 000,00 e C = Cr$ 10 000,00. 

3.0
) Os cap itais e os tempos são diferentes. 

Neste caso a divisão é diretamente proporcional aos pro
dutos dos capitais pelos tempos. Exemplo : 

D issolveu-se uma sociedade na qual o primeiro sócio 
entrara com o capital de Cr$ 450 000,00, durante 2 anos e 3 
meses, o segundo com Cr$ 540 000,00 durante 1 ano e 3 meses. 
O lucro final desta sociedade foi de Cr$ 160 000,00. Qual a 
parte do lucro relativa a cãda sócio ? 

O tempo do 1.0 sócio foi de 2a 3me=24me+ 3me = 27me. 
O tempo do 2.0 sócio foi de l a 3me = 12me-l-3me = 15me. 

T emos assim : 

{
capital: 450 000,00 

l.0 sócio tempo: 27 meses 2 ó . {capital: 540 000,00 
·• 8 ClO tempo: 15 meses. 

• 

Matemática T erceira série ginasial 61 

Logo, 
X y 

- --- = ' 450 X 27 5'.1,0 X 15 

X y 
ou --=-, 

1 215 810 

onde 
x+ y X Y - - =--=-, 
2 025 1 215 810 

160 X Y 
e, portant o, 2 025 = 1 215 = 810 

o que acarreta para x = Cr$ 96 00~,00 (lucro do l.º sócio) e 
y=Cr$ 64 000,00 (lucro do 2.º sóc10) . 

C( 1. 

EXERCÍCIOS 

!ío• 6 8 10 e 12 e!ío direlaments 
Verificar ee_ os números dn / ~~=s da· eu~es~!!.o: 15, 20, 25 e 30. 
praporcionais aos correspon e i t 

· lidado entre as segu n es suces-
Qual é o coeficiente de proporc1oon . ais . 24 32 56 72 e 3, 4, 
sões de nóroeros, diretamente proporcion . ' ' ' 

7, !) ? . ão direlame11tc propor_cionn_is aos nómer~s 
3. Os m1roeros 36, 48. 5_2 e 60 s o fator de proporc1oll!lhdndc 4. Q1:a1s 

de uma outra succssuo, send0 tituem n segunda sucessao? 
são os correspondentes oómeros que cons 5 o coeficiente 
O nómero a é diretamente proporcional a

1
o ng;i:r e 

ri 4· • rd d é 10 Qual é o va or 1 \ de proporciona I a O • 1 t grupos de nómeros 
5. D eterminar os val~rcs _d~ m e n, nos segu o ee 

diretamente proporcionais · 5 6 7 
' ' 75, m, n. · · aos 

. 3 4 e 5 são inversamente proporcionais 
V ºfl se os uúmer<'s. , er1 car 12 respectivamente. 
nómeros 20, 15 e , 1 !"d de entre as segulotee suces-
Qunl é o coeficiente de proporc onn~o~ai.1 : 6, 10, 12, 20 e 20, 12, 
sões de nómeros inversamente propor 
10, 6 ? nos seguintes grupos de nó meros 

)ores de m o n, 8. D etermina r os vn . . . 4 6 12 
inversamente proporetona•B • 3; ~ . n. 



62 Osvaldo SangioTgi 

9. Verificar so n succsslio de números : 18, 48 e 72 ~ inrersamente propor· 
1 1 1 

cional uos correspondentes nó.meros <ln succ.Qsúo: 4 , 
5 

o G' 
10. Dividir 625 cm partes diretamente proporcionais n 5, 7 e 13. 

" 11. Repartir 1 200 em partes diretamente proporcionai11 n 20, 31! e 40. 

12. D ecompor 96 cm partes diretamente proporcionais a 1,2; ! e 8. 

o( 13. Dividir 21 cm partes inversamente proporcionais a 9 e 12. 

>< 14. 

15. 

16. 

Repartir 444 cm partes inversamente proporcionais a 4, 5 e 6. 

D l 090 
. . . 2 4 7 

ecompor cm pa rtes inversamente proporc10na1s a 3 , 5 e 8 · 
D ividir 380 cm partes inversamente proporcionais a 0,1; 3,2 e 0,4. 

17. Di vidi r 560 cm partes diretamente proporcionais a 3, O e 7 e inver
samente proporcionais a 5, 4 e 2. 

18. Repa rtir 108 em partes diretamente proporcionais n ~ e ! , e, in

versamente proporcionais a 5 e 6. 

19. Div idir 88 em par tes diretamente proporcionais a 0,2 e 2, e inversa-

'/ 20. 

21. 

)(. 22. 

23. 

24. 

. . 3 2 
mente proporcionais a 5 e 7 , 
Três amigos formaram uma sociedade. O primeiro entrou com 
Cr3 60 000,00, o segundo, com Cr$ 75 000,00 e o tercei ro, com 
Cr3 45 000,00. No ba lanço a nual houve um lucro de CrS 30 000,00. 
Quanto couhc do lucro pum cudu tiócio ? 

R epar tir uma herança de CrS 460 000,00 entro três pessoas na mz!ío 
direta do nó.mero do fi lhos e na mzii.u inversa dus idades de cada 
uma delas. As t rês pessoas t êm, r e::;pectivumeute, 2, 4 o 5 filhos e 
as idades respectivas siio 24, 32 e 45 anos. 

Duas pessoas constituem uma sociedade, entrando cada uma delus 
com o mesmo capita l. O primeiro pcmaneceu na sociedade 2a 4.me 
e o tiegundo la 6me. T endo havido Cr$ \:J2 000,00 de lucro, qunl a 
pa rte relativa de cada sócio? 

Três pessoas, A, B e C, combinaram a 2/1/53 organizar uma casa 
comercial. N esse dia, A entrou com CrS 150 000,00 de capital. Três 
m eses depois, B figurou na sociedade com o cupital de CrS 260 000,00 
e no dia 2/10/53, C eutrou com o capitu l de Cr$ 440 000,00. O balanço 
realizado em 2/1/54 registrou um lucro de Cr$ 218 400,00. Qua l a 
parte do lucro que cabe a cuda sócio ? 

Um pai d eixou a seus dol!l filhos uma herança p11ru que fôsse divl.<l ldn 
em pur tes diretamente proporcionais às Idades. Sabe-se que os f11hos 
recebera m, respectivamente, Cr$ 38 000,00 e Cr$ 22 000,00 e as suas 
Idades somam 30 anos. Qual 6 a Idade de cada um? 

Matemática - T erceira série ginasial 63 

25. Corta quantln em dinheiro foi distribuída n duas Institu ições de carl
dndc cm portes proporr ion1> i1> a 2 e 3. A eegu~da r~cC?C'U CrS 10 000.00 
mniR que a primeira. Determina r a quaatm dwtnbulda e a parte 
relativa a caM ins tituição. 

No·rA : Outros exercícios no fim do llvro, à pág. 2!J7. 

Re spostas: 
2 

1. Sim. Cocf. proporc. = 5 • 

2. 8. 
3. 9

1 
12, 13 e 15. 

4. 50. 
5. m = 90, n = 105. 

7. 120. 
8. m = 2, n = 1. 

O. Nfio «5. 
10. 125, 175 e 325. 

J I. 312, 408 e 480. 

12. 12, 4 e 80. 

14. 180, 114 e 120. 
15. 420, 350 e 330. 

16. 320, 40 e 20. 

17. 60, 150 e 350. 

18. 48 e 60. 

19. 4 e 84. 

Sim. Cocf. proporc. = 60. 13. 9 e 12. 5
· 

1 
º) CrS 10 000,00, 2.º) CrS 12 500,00 e 3.0

) CrS 7 500,00. !~: ~ rS 120 000,00, CrS 180 000,00 e CrS 160 000,00. 

22. CrS 56 ooo,oo e CrS 36 ooo,oo. e e '-' r.2 800 oo 
A 

= CrS 72 000,00, n = CrS 93 600,00 e = r,., ., ' . 
23. 

24. 1!) e 11 anos. 00 
25. CrS 50 000,00, CrS 20 000,00 e CrS 30 000, . 

§ 3. G1·andczas proporcionais. Reg1·as de t1·ês. 

Aplicações. 

GRANDEZAS PROPORCIONAIS 

. roporcionais . Proprie• 
22. Grandez.as direta;~:~~e~as variáveis (*) dizem-se 

dade caracterís ti~a- !}ua si~ lesmente proporcionais qun.n
diretamente propore1,J_na~s ~u d ) ~roa delas de duas, tr~s , quatro, 
do aumentando (ou immum t também aumenta (ou diminui) 
etc vêzes o seu valor, a o1ê1 ra pect1'vo valor Exemplo: 

·• t O etc v zes o res · de duas, três, qua r , ., 
oi o podo n.ssumir infinitos valores. 

($) Grandezas varid~el 6 aqn D qu 
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Consideremos a.s grandezas variáveis : 

Comprimento de uma fazenda e 

Se 3m custam 
t emos que 6m custarão 

quantia de dinheiro 

Cr$180,00 
Cr$ 360,00 
Cr$ 540,00 e 9m custarão 

Logo, quando o comprimento da fazenda torna-se duplo, 
triplo, etc., o mesmo acontece com o respectivo custo e as 
duas grandezas comprimento da fazenda e quantia de dinheiro 
são diretamente proporcionais. 

A propriedade que caracteriza a existência de grandezas 
diretamente proporcionais é a seguinte: 

Em duas grandezas diretam ente proporcionais 
a razão e ntre dois valo res <le u ma delas é igual 
à razão entro os dois valores correspondentes da 

outra. 

Assim, no exemplo citado, temos : 

o 

indicando as flechas do mesmo sentido, que, as razões resul
taram de grandezas diretamente proporcionais. 

23. Grandezas inversamente proporcionais. Proprie• 
dade característica. Duas grandefvariáveis, dizem-se in
versamente proporcionais quando aumentando (ou diminuindo) 
uma delas de duas, três, quatro, etc., vêzes o seu valor, a 
outra diminui (ou aumenta) do duas, três, quatro, etc., vêzes 
o respectivo valor. Exemplo : 

Sejam as grandezas variáveis : 

Número de operários e tempo 

Se 5 operários fazem um certo tra balho em 12 dias, 
temos que 10 operários farão o mesmo trabalho em 6 dias , 
e 15 operários farão o mesmo trabalho em 4 dias, 

át · Terceira série ginasial Matem ica -

, d ários torna-se duplo, tri-
Logo quando o numero e oper 1· mesmo traba-

' pregado para rea izar o 
plo, etc., o tempo em tê te e 115 duas grandezas 
lho torna-se a metade, um rço, e ·• 
si'í.0

1 

inversamente proporcionais. . • de grandezas 
A propriedade que c~racteriza a ~xlSt~ncia 

inversamente proporcionais é a seguinte . 

. te proporcionais 
Em duns grando~ns ªf ve rs~i:;:~ua delas é ig ual 
a rnzuo entro do,! va ores do's valores corres -
no inverso <ln rnzuo entro os i 

pondc ntcs da outra, 

Assim, no exemplo considerado, temos : 
I 5 6 j 1 10 4 i 
t 10 = 12 1 e t 15 = 6 1 

tendo agora. as flechas, sentido contrário. 
- p aracterizaçlio da proporcionalidade de duns 

OnsEnvAÇAO, ara ·ªr· c e o aumento de uma delna acarreta o 
d as não bn,sto. ven 1car a d d Jn.s 

grnn cz d t f: necessário que duplicando o valor o ~a e ' 
aumen_to f ou 1:'~Ior correspondente da outra tamb6m duplique. 
por exe~p º: o ad de um quadrado e a sua área não são grande~ns 

A~ 1m: o ~ o unndo o Indo duplica de valor a área quadruplica,· 
proporc1oua1s, poi~, q u volume tamb6m nilo são grandezns propor-
ª. ar~la de . um cu O n.~e~~ºd1iplica, ~ volume do cubo torna-se oito vezes 
c1onius, po18, se ª 
maior. 

ro orcionais a várias outras. Pro• 
24, G1•andezas ~ P Diz-se que urna grandeza variável 

Priedade caracter~sticat. a se é diretamente ou inversamente 
· l a várias ou r s • d · - · n é proporciona d las q,uando as emais nao varia? • 

. l cada uma e ' proporciona a . 
Exemplos : ,,, .,lo é diretamente proporc10nal 

d iirn rew,ng,,., ul 
l.º) A área e à altura dêste ret â.ng o. 

tanto à base coroo 1 . 
De fato seja o retângu o. 3cm área = 12cm2. 

' ltura = ' base = 4cm, a . d a altura fixa, a área tam-
b se conserva a 

Dtiplicando a . ª ' ora temos : 2 
bém duplicará p01s, ag 3clll área = 24cm · 

' ltura = ' base = 8cm, a 

• 
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2.º) O ternpo empregado par f t um buraco é d.iretam ª. ~e e e uar a escavação de 
ex traida e inversamenfent;ri;i1~?1c10tal ao, volume de terra 
empregados. ciona ao numero de homens 

D e fato, basta observar que : 
se 4 homens em 12 dias extraem 100 a d 
temos que g m e terra , 

" ,, 6 ,, extrairão 100m3 
e 8 " " 
· " " 12 " 200m

3 

ISto é, não variando nas d .· . " . " " volume (lO0mª) ' d uas pnmeuas linhas a grandeza 
• , as gran ezas número de l ' 
inversamente proporciona. _ . wmens e tempo são 
a grandeza número de h/s e n~o variando, na terceira linha, 
são diretamente pro • me71;s ( ) ' as grandezas tempo e vol-u?ne 

porcionais. 
A propriedade que caract _. . . 

deza diretamente proporcio fnza áª_.ex1stênc1a de uma granna a v nas outras é a seguinte : 

Se uma grandeza é dire t1 vúrins outras os vnl . . iment': proporcional a 
da são d. u1es que exp1·1mem sun mecl i-

ire tnmen te pro • . dos v I porc10 11n1s nos pro1lutos 
a o res correspondentes d as o utras. 

No caso das grandezas serem i 
à mesma propriedade será a li dnversamente proporcionais 

d l 
' P ca a em rela - · 

os va ores correspondentes às a·d çao aos inversos me i as das outras. 

Regras de três 

25. Regra de três simples Ch 
simples ao processo de cálculo me.diante a:a-se1 r:gra de . três 
problemas que envolvem duas grandeza d . qua sa? resolvidos 
proporcionais. Conhecidos um d s ireta ou inversamente d d d par e valores correspondentes 
as uas grandezas, procura-se um segundo valor de uma delas 

que correspon a a um segundo valor assi·nal d _ . a o para a outra. 
Se a~ gran~ezas sao diretamente proporcionais a regra 

de três diz-se direta. Sendo as grandezas inversam t · · d t ê é d · en e pro-
porc10na1s a regra e r s enommada inversa. 

1 
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26. Resolução <le problemas de 1·egrn de Lrês sim

ples. Temos dois métodos: 
1 .") das proporções ; 
2.0 ) da redução à unidade. 

Método das proporções. Consiste em obter com os três 
dados e a incógnita procurada uma proporção e dela tirar o 
valor desejado. Exemplos : 

1. Se 15m de certa fazenda custam Cr$ 900,00, quanto 
custarão 32m dessa fazenda? 

Indicando por x o preço dos 32m de fazenda, temos a 

seguinte disposição prática : 
1 15m -- 900,00 1 
! 32m----X ! 

Como nesse exemplo as grandezas comprimento de fazenda 
e quantia em, dinheiro são diretamente proporcionais, assina
lamos essa vn.riação na disposição prática mediante flechas 

no mesmo sentido. 
A proporção resultante é: 

15 900 -= - , 
32 X 

x = 32 X 900 = 1920. 
15 

Logo, os 32m de fazenda custarão Cr$ 1920,00. 
2. Se 6 operários levam 10 dias para levantar um muro 

ao redor de um campo de futebol, quantos operários 
seriam necessários para levantar o mesmo muro em 

3 dias? 
Como o tempo necessário para efetuar uma obra é inver-

samente proporcional ao número de operários empregados, temos 
a seguinte disposição prática, agora assinalada com flechas 
de sentidos contrários: 

1 6 op. - ---- 10 dias i 
L x ----- 3 dias 1 

• 
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Invertendo a segunda razão (
1
3°), resultará a seguinte 

proporção : 

G 3 
X = 10' 

onde X= G ~ 10 = 20. 

Portanto, são necessários 20 operários para levantar o 
muro em 3 dias. 

Jlllétodo da redução à unidade. N este método reduz-se 
o valor conhecido de uma grandeza à unidade e a seguir da 
unidade determina-se o valor procurado da g;andeza. R~sol
vamos, como exemplos, os dois problemas anteriores por êste 
método: 

1. Se 15m de certa fazenda custam Cr$ 900,00, quanto 
custarão 32m dessa fazenda ? 

Temos o seguinte raciocínio : 

Se 15m custam .. . . . . . . . . . . . . . . . . 900,00 

1 lm I custa rá 15 vezes menos, ou 9o~5oo = 60,00 

e 32m custa rão 32 vezes mais, ou 32 X 60,00 = 1920,00. 

2. Se 6 operários levam 10 dias para levantar um muro 
ao redor de um campo de futebol quantos operários 
seriam necessários para levantar ~ mesmo muro em 
3 dias? 

Temos: 
Se o muro é levantado 

em 10 clias por ... • • • • • • • • • · • • • • • .. • . . . . . . . . . . . . . . 6 op. 

em j 1 dia j será por um n. º de op. 10 vezes maior, ou 10 X 6 op. "" 60 op. 

8 
em 3 dias será por um n.º de op. 3 vêzee menor, ou 

6º;P· 
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27. R egra d e três composta . Enquadram-se sob êste 
nome os problemas que envolvem mais de duas grandezas va
riáveis. A grandeza cujo valor é procurado pode ser direta
mente ou inversamente proporcioual a tôdas as outras ou 
ainda cli retamente proporcional a umas e inversamente pro
porcional a outras. 

28. Resolução de proble mas de regra de três com
posta . Usam-se os métodos j á estudados na regra de três 
simples: o elas proporções e o da redução à unidade. 

Método das proporções . Exemplo: 
Em 6 dias de trabalho aprontam-se 720 uniformes esco

lares fazendo funcionar 16 máquinas de costura . Em quantos 
dias se podem aprontar 2 160 uniformes escolares, fazendo 
funcionar sómente 12 máquinas iguais às primeiras ? 

Temos a seguinte djsposição prática : 
6 dias 720 unif. 16 máq. 
X 2 160 12. 

F ixando a 3." grandeza (n .0 de máqufaas), vemos que a 
1. .. grandeza (n .0 de dias) e a 2." (n .0 de u.nijormes) são direta
mente proporcionais, pois, duplicando o valor de urna delas 
du plicará também o valor da outra. Fixando, agora, a 2." 
grandeza, observamos que a l." e a 3." são inversamente pro
porcionais, pois, duplicando o número de máquinas, o número 
de dias (tempo) empregado para fazer a mesma quantidade 
de uniformes reduz-se à metade. 

Assim sendo, a disposição prática passará a ser : 
' 6 1 720 j 16 
'f X ! 2 160 1 12 

ou, invertendo os correspondentes valores da 3." grandeza : 
6 720 12 
X 2 160 16 . 

Lembrando a propriedade que caracteriza a existência de 
uma grandeza diretamente proporcional a várias outras (os 
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valores que exprimem sua medida são direta mente propor
cionais aos produtos dos valores correspondentes das outras), 
vem: G 

X 

720 X 12 
2 160 X 16. 

Construindo a respectiva proporção, temos: 

6 720 X 12 
x 2160 X 16' 

ou x = 6 X 2 160 X 16 = 24 
720 X 12 . 

. Logo, serão necessários 24 dias para se aprontarem 2 160 
uniformes, fazendo funcionar 12 máquinas. 

Método da redu&ão à unidade. (0 mesmo exemplo) 

Se com 16 máq. se fazem 720 unif. 
com 1 máq. se fazem 720 unif. 

e, com 1 1 máq. 1 se foz 1 unif. 1 

Logo, 12 máq. farão 1 unlf. 

e 12 máq. farão 2 160 unlf. 

em 6 dias, 
em 6 X 16 dias, 

6 X 16 
em 720 dias. 

6 X 16 
em 12 X 720 dlaa, 

em 2160X6X16 dia.a=-
12 X 720 = 24 dias. 

OBSERVAÇÃO. Na resolução de problemas de regra de três composta, 
em qualquer dos dois métodos, pode-se usar a seguinte reora prática: 

a) colocam-se na disposição prática, já conhecida, as diversas gran
dezas que figuram no problema; 

b) invertem-se as posições dos doía valores correspondentes das dl
versaa grandezas que são inversamente proporcionais (16 e 12 foram os 
valores trocados no exemplo dado), em relação à grandeza, cuja variação 
x se procura; 

e) 0 valor de ~ é ~ª?º pela_ fração que tem para numerador os se
uintes valores da d1spoa1çao prática: o oposto a x (6 no exemplo) e os 

g ertencentea à mesma linha de x (2 160 e 16, no exemplo) e para denomina
~or 

O 
produto doa valores pertencentes à outra linha (720 e 12 no exemplo). 
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Assim, no exemplo 
da regra prática: 

já. estudado, temos com a aplicação 

a) ' ~d 
1 720 unil. 
! 2 160 

i 16 máq. 
1 12 

b) 6 720 12 
1 
1 
X-- - ---- 2 160 --------- 16 

e) = 6 X 2 160 X 16 = 24 (di ) 
x 720 X 12 as· 

Outros exemplos: 
1. Foram empregados 24kg de fio para tecer 120m de 

fazenda de 0,82m de largura. Quantos metros de fa
zenda de 1,23m de largura serão tecidos com 30kg 
do mesmo fio ? 

a) 1 24kg 

' 
120m i 0,82m 

! 30 X 1 1,23 

2L.l: 120 1,23 
b) 1 

1 

30 •-------- X-------- 0,82 

e) X 
= 120 X 20 X 0,82 = lO0. 

24 X 1,23 

Resposta: 100m. 

2. Quantos dias levarão 18 operários, que trabalham 7 
horas por dia, para construir um canal de 42m de 
comprimento, 5m de largura e 2m de profundidade, 
num certo terreno A, sabendo-se que 10 operários 
trabalhando 9 horas por dia, levaram 21 dias para 
construir um canal de 15m de comprimento, 3m de 
largura e 4m de profundidade, num terreno B que 
apresentou metade das dificuldades das que estão 
sendo apresentadas pelo terreno A? 
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a) 

b) 

e) 

T x dias 

+ 2 1 

Osv a l do Sangiorgi 

i 18 op. 
1 

I 10 

j 7 h/d 
1 
19 

1 42mX5mX2m 
1 

l 15mX3mX4m 

1 1 dificuld. 

1 1 
l -

2 

X ----- 10 ---- 9 --- - - -- 420 --------- 1 
1 
1 

21 18 

X= 

7 180 

21 X 10 X 9 X 420 X 
18 X 7 X 180 X 1 

2 
llesposta: 70 dias. 

EXERCÍCIOS 

GRANDEZAS PROPORCIONAL':! : 

= 70. 

1 
2 

l. A soma de dois números é direta mente proporcional a cada uma da 
parcelas ? 

2. V:erifica r se a diferença entre dois n(uneros é inversam ente propor
cional ao subtraendo. 

3. Como é o produto ~e dois números em relação a ca<la um de seus 
fatôres? E o quociente em relação ao divisor? 

4. Como é a variaçii.o de uma f ração em relação ao seu numerador e a 
seu denominador? 

5. Como são as grandezas variáveis ; velocidade de um automóvel e tem po 
necessário para percorrer a via Presidente Dutrn (S. P a ulo - Rio de 
J aoeiro)? 

6. Exprimir, em símbolos, que 1:1 densidade de um cor po é d iretamente 
proporcional à sua massa e inversamen te proporciona l ao seu volume. 

REGRA DE Tnts SIMPT,ES : 

7. S e 4kg d e uma certa substância custam CrS 72,00, quanto custarão 
5,5kg des ta substância? 

8. Se um corte de 2,80m de tecido custa Cr$ 84.0 00 quanto custará 
20,50m deste tecido? ' ' 

9. Cem quilogramas de trigo fornecem 85 de farinha . Que quantidad e 
de fa rinha se ohterá com 150 sar.aR de trigo de 75 quilogramas cadn 
uma ? 

u( 10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 
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Se 14 pedreiros levam 180 di:ls parn cons tru ir uma casa, quanto tcrupo 
lcvarúo para fa1.ê-la 10 pedreiros ? 
Um automóvel percorre 2,JOkm cm 3 horas. Quanto tempo levará 
para percorrer 400km? 
Um trem, com a velocidade de G0km/h, faz o percurso entre ns cidades 
A e B, em 2 horas. Qua nto tempo levará o t rem para fazer êste mesmo 
percurso s e a sua velocidade passa a ser de 80km/h? 
Uma roda dá 2 37G volws cm 9 mi.nu tos. Quantas voltas da rá em 
lb 27min? 
Duas rodas dentadas que estiio engrenadas uma na outra t êm, res
pectivamente, 12 e 54 dentes. Qua ntas voltas dará a menor enqua nto 
a maior dá 8? 
Ca lcula r a a lt ura de um edifício que projeta uma sombra de 19,G0m 
no mesmo ins tante cm que um bambu, de 3,Sm, p lantado vertical
mente, projeta uma sombra de 4,9m? 
Se um relógio adianta 18 minutOR cm J dia, quanto adiantará em 

3 
6 - horas ? 

4 
D e duas fontes, a primeiru jorra 181 por hora e a segunda 801. Qual 
é o tempo necessário parn esta últ im!'I jorrar n mesma quantidade d e 
água que a primeira jorra cm 25 minutos? 
Num acampn.menLo 30 homens dispõem de víveres pa ra 2 mêses. 
Tendo chegado ao acampamento mais 90 homens, pergunta-se por 
qua nto tempo o ac:.uupameuto d isporá de víveres? 
Um avião comercial, com a velocidade de 450km por hora efetua 
a viagem entre São Pa ulo e Pôrto Alegre em 2h. Em quanto' tempo 
um avião a jacto, de velocidade igual a 1 200km por hora faria ~ 
mesma viagem ? ' 

20. Um ncgocillJltc pagou CrS 330,00 por uma peça ele fita e Cr$ 264,00 
por outra de mesma qua lidade. Qual é o comprimento de cada uma 
das peças se a primeira tem 12ir mais que a segunda? 

fuORA DE 'l'R~S COl\lPOS'l'A : 

21. Num internato, 35 alunos gastam Cr$ 15 4.00,00 pelas refeições de 22 
dias. Quanto gastariam 100 a lunos pelas refeições de 83 dfos neste 
internato? 

22. Empregaram-se 27,4kg de lã para tecer 24m de fazenda de 60cm de 
la rgura. Qual será o comprimento da fazenda que se poderia tecer 
com 3,425 toneladas de lit para se obter uma largura de 90cm? 

23. Os 2/5 de um tmbalho foram feitos em 10 dias por 24 operários, que 
trabalharam 7 horas por dia. Em quantos dias se poderá terminar 
êsse trabalho, sabendo que foram licenciados 4 operários e que se 
trabalham agora 6 horas por dia? (NOTA : lembrar que fa ltam 3/5 
do trabalho para o seu término). 
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24. Se com 36kg de fio foram tecidos 126m de fazenda de 0,60m de Jur
gura, pergunta-se, quantos metros de fazenda de O, 72m de la rgura 
se podem t ecer com 48kg do mesmo fio? 

25. Uma ndega de vinho ab::istcce 35 homens por um mês dnndo a ca.da 
um dêles 3/5 de litro por d ia . Se os homens fica.ssem reduzidos u 20 
e se cada um dêles r ecebesse 3/4 de litro, quantos d ins a adega poderia 
abas tecer êstcs homens? (NOTA: le mbrar que 3/5 é menor que 3/4). 

26. Um automobilista percorre certa d istância em 70 horas caminhando 
10 horna por dia. Aumentando a velocidade de seu automóvel em 2/5, 
quantas horas diárias deverá fazer para percorrer a mesma distilncia 
somente em 50 horna? (NOTA: a nova velocidade será representada 
por 7/5 (5/5+2/5)). 

27. Uma equipe de mineiros composta de 15 homens extraiu, em 30 dfas, 
3,5 toneladas de ca rviio. Se es ta equipe fôr aumentada para 20 ho
mens, em quanto tempo será extraída a mesma quantidade de ca rvão? 

28. D ois cavalos, cujos valores têm s ido a preciados como diretamente 
proporcionais àa suas fôrças e inversamente proporciona is àa suas 
idades, tôm: o primeiro 3a !Jme e o segundo 5a 4me, sendo que sua 
fôrças estão entre si (1.0 para o 2.0 ), a ssim como 3 está para 4. Se o 
primeiro foi vendido p or CrS 2 400,00, qual deve ser o preço de vencia . 
do segundo? 

29. Um andarilho percorre certa distância em 56 horas, andando 10 horas 
por dia. Aumentando a sua velocidade em 2/5, pergunta-se, qua ntas 
horna diárias deve andar p ara vencer a mesma distancia em 48 horns? 

30. Para alimentar 15 cavalos durante 11 dias são necessários 2 200kg 
de alfafa. Retirando-se 7 cavalos, em quanto tempo serão consumi
dos 1 280kg de a lfafa? 

31. 

32. 

33. 

34. 

85. 

" . 

Se 8 homens recebem g, 11, por 5 dias de trabalho de 9h diárias, 
quantas horas diárias deverão trabalhar 5 homens para ganhar 
g, 13-15 em 9 dias? 

Se três homens podem arar um campo de 8ha em 5 dias, traba lhando 
8 horas diárias, em quantos dias 8 homens poderão a rar 192ha tra
balha ndo 12 horas diárias? 
Com 16 máquinas de costura aprontaram-se 720 uniformes em 6 dias 
de trabalho. Quantas máquinas serão necessárias para confeccionarem 
2 160 uniformes em 24 dias? 
Se 54 operários trabalhando 5 horas por dia levaram 45 dia~ para 
construir uma praça de forma retangular de 225m de comprimento 
por 150m de largura, quantos operários serão necesásrios para cons
truir em 18 dias, trabalhando 12 horas por dia, outra praça retangular 
de 195m de comprimento por 120m de largura? 
Para construir um canal de 104m de comprimento por 6m de profun
didade e 7m de largura , 100 operários, t rabalhando 7 horas por dia 

36. 

37. 

38. 

89. 

40. 
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levaram 2 mêses e meio. Aumenta ndo, de 40 o nómero de operários 
e fazendo-os trabalhar lO borus por dia, pergunta-se: em quanto 
tempo os operá.rios construiriam um segundo canal com o mesmo 
comprimento do primeiro, poróm de profundidade e largura duplas 
das do primeiro ? 
S e com 1 OOOmº ele água se rega um campo de 450 hectares durante 
20 dias qual 6 a quantidade de água uecessárin para se regar outro 
campo de 200 hectares, durante 30 dias? 

Para o piso ele uma sala empregaram-se 750 tacos de madeira de 45cm 
de comprimento por 8cm de lar~ura. Quant?s tacos de 40~m de_ com
primento por 7,5cm de l~rgura siio necessários para um piso cuJn su
perffcie 6 dupla da antcn or ? 

Se 10 operários, trabalhando 8 horas diárias, levantam em 5 ~ dias 

uma parede de 22m de comprimento por 0,45m de espessura, ~m 
quanto tempo 16 operários, traba lhando_ também 8 horas por dia, 
levantam outra parede de 18m de comprimento, 0,30m de espessura 
e de alturn duas vêzes maior que a primeira? 
Um bloco de mármore de 3m de comprimento, 1,50m de largura e 
0,60 de a ltura pesa 4 350kg. Quanto pesará um outro bloco do mesmo 
mármore cujas dimensões são: comprimento 2,20m, la rgura 0,75m 
e a ltura 1,20m? 

Para a construção de um atêrro 18 operários trabalhando 10 horas 
por dia , durante 6 dias, conduziram 1 680m3

• de t erra a 30 metros 
de disUlncia. Qual o volume de t erra que serm transportado a 35m 
de distancia, se êst es operários traba lhassem 11 dias de 12 horas de 
trabalho? 

NOTA : Outros exercícios no fim do livro, às págs. 299 e 300. 

Re s po stas: 
1. Não (duplicando só uma parcela não duplica n soma). 
2. Não é. . . 
3. O produto é diretamente proporcional aos fotôres e o quociente mver-

samente proporcional no divisor. . 
4. Diretamente proporcional em relaç_ão ao numerador e mversnmente 

proporcional em relaçiio ao denommador. 
5. Inversamente proporcionais. 

12. lh 30m. 
6. d=!?:... 

7. 
8. 
9. 

10. 
11. 

V 

CrS 99,00. 
Cr3 6 150,00. 
9 562,5kg. 
252 dias. 
5h. 

13. 22 968 volt as. 
14. 36. 
15. 15,20m. 
16. 5min 3,72seg. 
17. 5min 37,5seg. 
18. 15 dias. 

19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 

45min. 
60m e 48m. 
CrS 166 000,00. 
2 OOOm. 
21 dias. 
140m. 
42 dias. 
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26. 10 horaA. 31. 10 hora~. 37. 1 800. 
1 32. 30 dias. 

3 27. 22 2 dine. 33. 12. 38. 3 - d = 3d J8h 
4 

28. CrS 2 250,00. 34. 3!) op. 
29. 8h 20m. 35. 5 mOsc.<:. 30. 3 l!J0kg. 
ao. 12 dias. 36. ô66,666m 3 • 40. 3 168m3 • 

§ 4. Percentagem ou Porccntagcn1. Taxa 
milesimal. Juros simples. Aplicações. 

29. Cálculos po1· cento e por mil. Os descontos que 
geralmente são concedidos nas compras e nos pagamentos 
assim como os confrontos de um conjunto de unidades com um 
conjunto maior de unidades, da mesma espécie, são calculados, 
comumente, tomando por base os fatôres 100 e 1 000 sob os 
nomes de tanto por cento (ou percentagem, e tanto por mil. 

O valor que se toma em cada 100 unidades é chamado 
taxa centesimal e o valor que se toma em cada l 000 unidades, 
taxa milesimal. Exemplos : 

1. Taxa de 6 por cento significa que para cada 100 uni
dades se calculam 5. Indicação: 5%. 

2. T axa de 12 por mil significa que para cada 1 000 uni-
dades se calculam 12. Indicação: 12 °/oo. 

Usando os seguintes símbolos: 

i para taxa; 

C para o número que se opera, também denominado 
principal ou capital ; 

p para indicar o valor de tanto por cento ou percentagem ; 
p para indicar tanto por mil ; 

já consagrados nesses problemas, que são de regra d e três, 
podemos estabelecer certas fór~ulas_ p~ra facilid?-do do cál: 
culo. Assim, empregando o rac10címo Já conhecido, temos . 

se a 100 corresponde i ou 1 100 1 i 
e (J corresponderá p l C l P 
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Armando a proporção : 

100 i e = ,; 

e tirando os valores, respectivamente, de p, i e C, vem as 
J6rmulas : 

p= 
CXi 

100 
(dá a percentagem) 

Da mesma forma : 

100 X p 
i= e 
(dá a taxa) 

se a 1 000 corresponde i ou 
a C corresponderá P 

donde : 

e as fórmulas serão : 

C X i 
p = 1 000 

l000 XP 
i = - --=--e 

(dá tanto por mi l) (dá a. taxa) 

APLICAÇÕES. 

l.") Calcular 5% de Cr$ 720,00. 

C Xi 
Aplicando a fórmula : P = 100 

e= 100 _x P 
1 

(dá o capita[) 

1 1 000 1 i 
! e ! P 

C = lOO~XP 
1 

(dá o capital) 

d . { e= 120,00 
on e i = 5 

temos : P = 720,00 X 5 = 36,oo. 
100 

Logo, 5% de CrS 720,00 são Cr$ 36,00. 
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2.") Sabendo-se que 2 °/oo da população de uma cidade 
de 120 000 habitantes são paraquedistas pede-se o número 
de paraquedistas dessa cidade. ' 

Aplicando a fórmula: P = C X i onde 
1 000 { e= 120 ooo 

i = 2 

temos: p = 120 000 X2 = 240 1 000 . 

Logo, nessa cidade existem 240 paraquedistas. 

~-") Em um negócio de Cr$ 48 000,00 perdeu-se a impor
tância de Cr$ 2 400,00. Determinar a taxa por cento da perda 

De i = 100 X P t . 100 X 2 400,00 r.: 
C I emos: i = 48 000 00 = D. 

' 
Portanto, a perda foi de 5%. 

4.ª) Numa firma houve um lucro de Cr$ 36 000,00 à 
taxa de 6%. Determinar o capital inicial (principal). 

De C = lOO: p, temos: C = IOO X 3! OOO,OO 600 000,00. 

Portanto, o capital inicial foi de Cr$ 600 000,00. 

30. Juros simples. Chama-se juro ou interêsse a com
pensação, em dinheiro, que se recebe emprestando uma certa 
quantia por um determinado tempo. O juro (j) é diretamente 
proporcional à quantia emprestada, que se denomina capital 
(c), ao tempo (t) de duração do empréstimo e é estabelecido 
sob a forma de percentagem (i) por um ano. Assim, a taxa 
de 5% ao ano significa que o capital 100 produz 5 em um 
ano. Exemplo: 

A importância de Cr$ 100,00 com a taxa de 5% pro
duzirá Cr$ 5,00 em um ano. 
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. A época em que finda a duração do empréstimo é deno
minada vencimento. 

Chama-se montante ou capital acumulado a soma de um 
certo capital com os próprios juros. 

O . é do ao capital para o Juro é simples quando não soma t ário 
c~lculo de novos juros nos tempos seguintes. Caso con r t' 
di~-se furo composto. Estudaremos em nosso curso, sômen 6 

0 Juro simples. 

31. Fórmulas sôbre juros simples. Sejam: 

e - capital 
i - taxa por ano 
t - tempo expresso em anos 
j - juro simples produzido. 

O m problema de 
cálculo dos juros simples reduz-se a u 

regra de três composta, pois, se : 
d i o capital 100 em 1 ano pro uz 

o capital c em t anos produzirá j 
ou I i 1 I~O 1 ! L j 

Armando a proporção : 

i 100 X 1 ---, - = 
j c X t 

.tiramos ~ da J6rmula do juro, o valor de j para a obtençao 
isto é: 

cXiXt 
j = 100 =---iõõ 

cit 

D 1 de c i, t, pois, 
esta fórmula podemos tirar os va ores ' 

es ·t cri a sob a forma : 
cit = 100} 
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encontram os fàcilmentc : 

lOOj 
c=-.-

it 

( dá o capital) 

. l 00j 
,= -

ct 
(dá a. taxa) 

IOOj 
t=-

ci 
(dá o tempo) 

O n sEJRVAÇÃO. No emprêgo das fórmulas deve-se sempre referir 
i e t à mesma unidade, is to é, a taxa sendo ao ano, ao mlls ou ao dia, o 
t empo deve ser reduzido, respectivamente, a ano, a mBs ou a dia. Para 
facilidade do cálculo prefere-se, às vllzes, o emprêgo das fórmulas d e juro 
já tendo i e t reduzidos à mesma unidade. 

Assim, se m designa o tempo em meses e d em dias, as fórmu las 
correspondentes, levando em conta que: 

1 1 
lm = - do ano e ld = - do ano (*) 

12 360 

serão 

APLICAÇÕES. 

. 1 
cXiX 12 m 

i = 100 

. 1 
cXiX 360 d 

j = 100 

ou 

ou 

. cim. 
J = 1200 

l.") Qual é o juro produzido por um capital de Cr$8500,00 
emprestado a 10% ao ano, durante 4 anos? 

T em os: e = 8 500,00 
i = 10% (ao ano) 
t = 4 anos 

ô= ? 

d 
. cit 

Fórmula a ser emprega a : J = - · 
100 

8 500,00 X 10 X 4 
Portanto : d = 100 = 3 400,00. 

(*) Ano comercial : 360 dias • 
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Logo, o j uro produzido é de Cr$ 3 400,00. 

2.") Que j uro rendeu um capita l de CrS 12 000,00, em
pregado a 9% ao ano, durante 2a 3me? 

Temos : e = 12 000,00 
i = 9% (ao ano) 
t = 2a 3me = 24me + 3me = 27me (meses) 
j = ? 

Fó l d . cim d 27 • rmu a a ser emprega a : J = 
1 200 

, on e m = . 

Portanto: 1· = 12 000,00X9 x 27 = 2 430 00 
1200 ' . 

Logo, o juro rendido foi de Cr$ 2 430,00. 

3.") Um certo capital à t axa de 11 % ao ano, rendeu 
Cr$ 22 000,00 de juro durante 5 anos. D eterminar êsse 
capital. 

Temos : i = 11 % (ao ano) 
j = 22000,00 
t = 5 anos 
e= ? 

lO0j 
Fórmula a ser empregada : e = ~ · 

Portanto: e = lOO ?
1
2~ O~O,OO = 40 000,00. 

Logo, o capital foi de Cr$ 40 000,00. 

4.") A que taxa foi emprega?º um capital de Cr$ 90 000,00 
que, em 150 dias, rendeu um Juro de Cr$ 4 500,00 ? 

Temos : e = 90 000,00 
t = 150d (dias) 
ó = 4 500,00 

i - ? 
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Fórmula a ser empregada : 

a partir de j = 
3

:~dOO, onde 36 000j = cid 
. 36 000j e i = -----:---'-' 

cd 

. . _ 36 000 X 4500,00 
Portanto . i - 90 000 X 150 = 12. 

Logo, a taxa foi de 12% ao ano. 

5.") Determinar o tempo em que foi empregado o capital 

1 
de Cr$ 18 000,00 que a 9 2 % ao ano produziu um juro de 
Cr$ 3 800,00. 

Temos: e = 18_000,00 

i = 9 _!_ % = 19 
% (ao ano) 

2 2 

j = 3 800,00 
t = ? 

Fórmula a ser empregada : t = lO?j • 
ci 

Portanto : t = 100 X 3 800,00 = 20 = 2 2 . 

18 000 00 X 19 9 g 
' 2 

Logo, o tem po foi de 2 ~ anos ou reduzindo: 2a 2me 20d. 

32. Operações com o montante. Indicando por M o 
montante, devemos t er por definição : 

M = c+j, 
onde e é o capital primitivo e j o juro rendido por tal capital. 

Substituindo na expressão do montante o valor de 
cit m . 

Ó = 100' ve . 

cit lOOc + cit 
M = e + 100 = 100 

e (100 + it) 
= 100 ' 

-
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onde podemos ressaltar as duas fórmulas : 

M = c(lO0 + it) 
100 

(dá o montante) 
e 

l00M e=------
100 + it 

(di o capital primitivo) 
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APLICAÇÃO. Sabendo-se que o monta nte no fim de 2a 3m, 
à ~ª~8: de 6% ao ano, é de CrS 13 620,00, calcular o capital 
primitivo e o juro. 

IOOM 
Aplicando a fórmula e = lO0+it ' t emos : 

e = 100 X 13 020,00 
27 

100 + 6 X 
12 

( t = 2 + ~ = 27) 
12 12 

e= l 362 000,00 X 2 
227 = 12 000,00. 

Sendo e = Cr$ 12 000,00, o juro será : 
Cr$ 13 620,00 - Cr$ 12 000,00 = Cr$ 1 620 00 , 

NOTA: Poder-se-ia, também, aplicar diretamente a fórmula 

C = 1200 . M. 
I 200+im 

33. Divisor fixo. Nas Caixas Econômicas, nos bancos e 
nas demais emprêsas comerciais onde os movimentos de depó
sitos e retiradas de dinheiro é bastante intenso, usam-se mé
todos mais rápidos para o cálculo de juros. Um dêles é o 
método chamado do divisor fixo, para cálculo de juros, por 
dia, de um capital e a uma taxa i. Dev~d-se usar a fórmula 

di . é . ci 
do juro, expressa em as, isto ' J = 36 000. 

Chamando de divisor f ixo em relação d taxa i ao quociente 
da divisão de 36 000 por i, e indicando-o com a notação : 

D = 36000
1 

i 
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t emos, 

(onde 

O,valdo Sangiorg i 

substituindo [ êste 

i I ) 
36 ooo = D : 

valor na fórmul a. j = cid 
36 ººº 

APLICAÇÃO. Na Caixa Econômica do Esta.do de São Paulo, 

que paga juro de 5% ao ano, o divisor f ixo é D= 36 OOO = 7 200. 
L l . 5 . ogo, se a guém qwser saber o juro que o capital de 

Cr$ 64 800,00 ren_deu, em 13 dias, nessa Caixa, basta apli~ 
car a fórmula acima usando para D o valor 7 200, isto é : 

j = ~ = 64800 X 13 
7 200 7 200 = 117,00. 

Portanto, o juro procurado é de Cr$ 117,00. 

Os divisores fixos mais usados para as diferentes taxas 
existentes, constam do quadro : ' 

1 5% 6% 

1 
8% 9% 10% 12% 

D 7 200 6 000 4 500 4 000 3 600 3 000 

EXER CÍCIOS 

P l!lRCENTAGENS E TAXA MI LJ!lSIMAL : 

l. Calcula r: 
1.0 ) 6% de Cr$ 1 210,00. 

1 
2.0 ) 9 2 % de Cr$ 500,00. 

2. Determina r quanto por cento é: 
1,0 ) Cr$ 500,00 de Cr$ 2 500,00. 
2.º) 12 gramas de 96 gramas. "(._ 
3.•) 1 200m2 de 60km2

• 

0,5% de 146 grama~. 
3 °/oo de 25 000 toneladas. 
1,5 °/oo de 3 000 000 habitantes. 
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3. D etermina r quanto por mil 6: 
/ 

1.0
) 5kg de uma tonelada. 

2.0 ) 250 000 km2 de 8 000 000 km 2. 

cy 4. Dizer : 1.0 ) Cr$ 50,00 é 8% de que importuncla? 
2.0) 120 habitantes ó 3°/oo ele que população? 

5. Uma casa é comprada por CrS 345 000,00 e vendida por CrS 386 400,00. 
Qual 6 n t axa do lucro? 

6. Quanto pn.go por um terreno que, comprando à vista, ganho um des• 
conto de 10% eqilivale11tc a CrS 20 000,00? 

7. NQum co16gio 32% dos a lunos siio meninas e os meninos somam 340 
unntos são os a lunos? 

8. Em certa fábrica trabalham 648 homens e sabe-se que 46% dos 
operários são mulheres. Qual é o tota l de operários dessa fábrica l' 

9· Sabendo-se que 12 º/oo dos ha bitantes de uma cidade representam 
pessoas com idade superior a 85 anos e que os demais habitantes 
somam 49 400, pergunta-se qual é a população dessa cidade ? 

lO. Uma pessoa entrou numa firma comercial com Cr$ 78 000,00 e saiu 

)
com um capitel de CrS 105 300,00. D e quanto por cento foi o seu 
uero? 

ll. Um escritório emprestou a mesma quantia em dinheiro a três pessoas. f0 m a primeira ganhou 15% e com as demais perdeu 6%, Quanto 
ucrou com êstes empréstimos? 

12· O material de coustrução comprado numa casa comercial impor ta. 
em CrS 12 136,00. A despesa do t ransporte dêste materia l é de 6% 
dôbrc o va lor da compra e o pagamento à vista dá ao comprador um 

esco11 to de 3% aôbro o gasto total. Quanto se gastou ao adquirir 
&te material ? 

13· Em uma cidade de 676 000 ha bitantes os cutólicos s/io em número 
de 671 268. Calcular a taxa milcsimal dos habitantes não católicos. 

14· Uma certa qualidade de vinho tem a graduação de 13% de álcool. 
Sabendo-se que na destilação dêsse vinho obteve-se 55,641 de álcool, 
determina r a quantidade de vinho empregada. 

l5. Em 448kg de água salgada a 15% (em cada 100kg de mistura há. 
15kg de sal) leva-se a evaporar 128kg de água. D eterminar a taxa 
de perce11tagem de sal que restou. 

Juno~ S IMPLES. MONTAN'.rEl. DrvISOR F IXO(•) 

16. Calcula r o juro produzido por C?S 3 600,00, em 3 anos, à t axa de 6% 
17. Qua l é o juro de Cr$ 24 600.00 a 3.6% poi: l Q me_aes? 

(*) A t Ma é sempre roferidn ao ª"º' 
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18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

Osvaldo Sangiorgi 

Qual é o juro de CrS 1200 000,00, u taxa de 10%, por 2 anos e 3 meses ? 

Calcula r o juro de Cr$ 4 000,00, n 9 ~ % , durnntc la llm 12d. 

Determinar o juro produzido por CrS 36 000,00 em 150 dias a 12%. 

Qua l é o capita l que empregado a 10%, durante 2 anos, r endeu 
CrS 19 200,00 de juro? 

Um capita l empregado a 12% rende, no fim de 36 dias, o juro de 
CrS 3 600,00. Qual foi Osse capita l ? 

1 
Determinar qual foi a quantia em dinheiro que, empregada a 102 % 
ao ano, r eudeu, cm 6 meses, CrS 6 300,00? 
Qual é a taxa que foi empregada pa m que, cm 2 anos, um capital 
de CrS 50 000,00 rendesse um juro de CrS 10 000,00? 
Calcu lar o capital que rende CrS 612,00 de juro cm 100 dias, à taxa 
de 12% ? 

Um capita l emprestado a 3 ! % rendeu, em la Iro 10d, o juro de 

CrS 367,20. Qual foi ê.sse capita l ? 

Uma pessoa tomou Cr$ 15 000,00 emprestados pelo prazo de 60 dias 
e pagou Cr$ 300,00 de juro. Qual foi a taxa dessa transação? 

Um capital de CrS 2 700,00 rendeu em 13 meses e 10 dias o juro de 
CrS 243, 75. Qual foi a taxa empregada ? 

Qual é o tempo em que um capital de CrS 9 018,00, a 5%, rende 
CrS l 587,90? 

Durante quantos meses esteve emprestada a quantia de Cr$ 3 030,00 
a fim de render o juro de CrS 155,54 à taxa de 5,6%? 

31. Por quanto tempo um capital deve ser empregado a 8% parn que 

o juro obtido seja os ! do capita l ? (i = : e) . 
32. Sabendo-se que um certo capital foi duplicado em 20 anos a juros 

simples, pergunta--se, a que taxa foi empregado êsse capital ? (j=c). 

33. Em quanto tempo um capital triplica de valor à taxa de 10%? (j=2c) . 

34. Coloca-se 1/3 de um capital a 7% e o restante a 9%, obtendo-se assim 
um ganho anual de CrS 36 000,00. Qual é o valor dêsse capital? 

35. :fl: mais vantajoso empregar: CrS 18 000,00 a 6% ou Cr$ 12 500,00 
a 3,5%, e o restante a 5,6%? 

36. Qual é o montante de um capital do Cr$ 20 000,00 durante la 2me 

11 taxa de 12% ? 
1 

37, Qual é o capita
0
J ~u

1
e
2 9

d
2
e
0
po

0
i
0
s de 8 meses, à taxa de 11 2 %, dá um 

montannte de r,::, , · 

J 
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l 
38. Qual ó o divisor fixo de um Banco cuja taxa é 5 3 % ? 

39. O D de umn casn baucárin é igual n 3 789 .. Qual ó a tnxn cobrnda 
por essa casa bancária? (aproximação dec1mal). 

40. Por quantos dins fi cou depositada a importlln~ia de Crt656 oog,~o 
num estabelecimento bancário de divisor fi~o ig~al ~ i 2 l0O ªto ? -
do-se quo rendeu durante llsse tempo um Juro O r ' 

Non : Out ros exercícios no fim do livro, ils págs. 302 e 3o4. 

Re s postas : 

' 1. 1.º) CrS 72,60; 2.0 ) CrS 47,50; 3.0 ) 0,73g; 4.0 ) 75t; 5.º) 4 500hb. 

2. l,o) 20%; 2.º) 12,5% ; 3.0 ) 0,002% , 
3. l.º) 5 °/oo ; 2. 0 ) 31,25 °/oo. 
4. l.0

) CrS 025,00; 2.0 ) 40 0000hb. 
5. 12%. 17. CrS 738,00. 29. 3a 3me 15d. 

6. CrS 180 000,00. 18. CrS 270 000,00. 30. 11. 
7. 500. 19. CrS 741,00. 31. 10 anos. 

8. 1200. 20. CrS 1 800.000. 32. 5% , 

9. 50 00. 21. CrS 96 000,00. 33. 20 nuos. 

10. 35%. 22. CrS 300 000,00. 34. CrS 432 000,00. 

11. 3%. 23. CrS 120 000,00. 35. CrS 18 000,00 a 6% 

12. CrS 12 478,24. 24. 10%, 36. CrS 22 800,00. 

13. 7 °/oo. 25. CrS 18 360,,00. 37. CrS 12 000,00. 

14. 428l. 26. CrS 9 180,00. 38. 6 750. 
15. 21%. 27. 12%. 39. 9,5%, 
16. CrS 648,00. 28. 

1 
88%, 40. 50 dias. 

1 

1 
1 
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CAPÍTULO II 

Figuras geométricas planas. 
Reta e círculo 

§ 1. Entes geométricos. Proposições 
geométl'icas . Congruência. 

INTRODUÇÃO À GEOMETRIA DEDUTIVA 

l. Geometria intuitiva. Obje tivos da Geometria de
dutiva . O nosso primeiro contato consciente com a Geometria 
- ~enomiuada intu itiva ou experirnental - foi no Curso Pri
má_no. A observação e a experiência foram, nesse tempo, os 
meios empregados para realçar as propriedades relativas à 
forma e à extensão dos corpos. 

Agora, numa fase mais avançada, em que a Geometria 
Passa a estudar estas mesmas propriedades dos corpos, fazendo 
uso sómente da razão recebe o nome de dedutiva ou racional. 
As propriedades relativas à forma e à extensão dos corpos 
denominam-se, entã.o, propriedades geométricas e o objetivo 
da Geometria dedutiva fica sendo, precisamente, o de estudar 
as propriedades geométricas dos corpos por meio ele 1tm enca
deamento lógico de raâodnios. 

Para atingir êsse objetivo, necessita a Geometria dedutiva 
do conhecimento de dois importantes grupos: o grnpo dos 
entes(*) geométricos e o grupo das proposições(**) geométricas. 

2. G1·upo dos entes geométricos: ponto, linha, su
perfície, 1·eta e plano. Como tôda ciência, a Geometria 
dedutiva tem por ponto de partida. um conjunto de noções 
primit ivas que atiugcm o nosso espírito a través de os sentidos. 

(•) Ent• - do lntim ln,, tntf4 - quo eignificn : aquilo au• ,ziat•. 
<
0
*) Propoaie40 - do Jutim prDp6, rtlo - quo ei11oifica : ato d• propor 
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E stas noçõe~ constit uem o ~ ru po dos entes geométricos, que 
nao .se d ejm._em e d ~s q uais todo ser humano tem idéia j á 
formada_ por m terméd10 da observação e da experiência . 

Assim, por exemplo, temos idéia dos seguintes entes geo
métricos : 

1. ponto: observando um grão de n.rcia uma est rêla ou o 
sina l deixado por uma agulha sôbre ~m objeto plástico; 

2 . linha: observando um risco deixado na lousa ou um fio 
de sêda bem delgado; 

3. reta: obser vando um raio luminoso ou um fio bem es ti
cado; 

4 . su perfície: obser vando as pa r tes visíveis dos corpos; 
5. plano: observando o chão onde pisamos ou a face de um 

crista l. 
D os entes geométricos, são considerados fundamentais: 

o ponto, a reta e o plano (*). 
OnsERVAÇÃO. Os exemplos materiais dados dos entes geométricos 

fornecem apenas : a idéia sensorial de um ponto, que é pensado geom~trica
mente sem dimensões; a imagem de uma parle ria rela, que é pensada em 
Geometria como indefinida (uma dimeosílo), bem como a imagem de uma 
parle do plano, que é geomMricumeote indefinido (duas dimensões). 

As imagens dos entes geométricos fundamentais e as 
respectivas indicações, que serão usadas neste curso, cons
t am da fig. 2. 

r A 
( p onto A ) 

( pl o ri o r.< l 

{ r e~o a ) 

NoTA : Os pontos serão sempre Indicados com as letras maiásculas 
do alfabeto la t ino: A, B, C, D, ... ; as retas, com as letras m inúsculas 
a, b, e, d, .. . e os planos, com as letras minúsculas do a lfabeto grego : 
a (nlf1.1), {3 (beta ), 'Y (gama), ~ (delta), . . . 

(•) A rigor poder-se•ia considerar como dnico ente fundnmontal o ponto e os demnie 
como decorrentes dêle . 'l'odnvin, a coneideracl!o doe outros entoe fe.oilitarú o estudo 
quo ora empreendamo,. 
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~- Figu_ra geon:,é trica. Espaço. Chama-se f igura geo
métrica. ou Simplesmente f igura a todo conjun to de pon tos. 
Ao conJunto de todos os pont~s atribui-se o nome de espaço 
Se todos os pon~os de ~1ma figura geométrica estão sôbre 0 
~ esmo plano l:1' f1gm a_ diz-se plana ; caso estejam em planos 
diferentes a figura diz-se do espaço ou sólida. E xemplos : 

1. Um triângulo, ? esenhado na lousa ou numa fôlha de 
papel, é _uma figura geométrica plana. 

2. Uma b~lmha, dessas de jôgo de gude, é uma figura 
geométnca do espaço denominada esf era. 

4 . Grupo das proposições geo métricas : postu lados 
e teore ~as . F azem par te dêste grupo: proposições intuitivas 
e. proposi_ções deduzidas. P roposição intuüiva é aquela prove
ruente diret amen te da observação e da experiência e aceita 
como verdadeira. Atribui-se a esta p roposição o ' n~me de 
axioma ou postulado. Exemplo : 

D a observação de um pequeno foco luminoso, que pode 
considerar-se como um ponto, de onde partem infini tos raios 
de luz, que podem ser in terpretados com o retas, resulta o seguinte 
postulado: 

Por u m p onto passam infinitas re t as 

Proposição deduúda é aquel:l que de
riva de um ou mais postulados. Esta pro
posição recebe o nome de t eorema. 

O enunciado de um teorema é com
posto de três par tes (*) : 

1.") o sujeito, que é a figura que se 
estuda; 

2.") a hi pótese, que é o conjunto de 
verdades atribuídas ao sujeitoi 

(fig. 3). 

Fio. 3 

3.") a tese, que é o conjunto das verdades que se deduzem. 
O raciocinio que se faz para deduzir a tese da hipótese 

é denominado demonstração (**) do t eorema. Exemplo : 

e•) Ver e. BAVFI : a,om,tria Piana, p:\g. 115. . . . 
(") Podo·ae, ngorn, dizer que o postulado ó t~da propos1o!lo ac~•ta como verdnde,ra e 

que o tt1or4ma 6 a proposição ei,mento ace:, ta como vordaclo1ra por demonatraç4o. 
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Num, t rilingulo isósceles(*) os fi.ngnlo~ 
ela ba.'Je são iguais . 

Nesse teorema, temos: 
s1_1jcjlo: triângu lo (fig. 4); 
hipolese (I-I) : o t riângulo é isósceles· 

0 _ e tese (T): os ângulos da base dêsse 'triftn-
Fzo. 4 g uio são ig uais. 

. Disposição prática: R { AB=AC T [ lJ = ê 
. E nunciado um teorema, que é também chamado teorema 

direto, podem-se deduzir os scguin tos outros teoremas: 
l. Recíproco, q uando se trocam a hipótese e a t ese ent re si · 
2. Contrário, quando se negam a hipótese e a tese. Ex,; 
T eorema direto: Dois ângulos opos tos pelo vér tice são 

iguais. 
T eorema reciproco (011 recfproca) : Dois ângu los iguais sfLO 

opost os pelo vért ice. 
T eorema contrário: D ois ângulos que não são opostos pelo 

vér t ice são diferentes. 
D eve-se notar que nem sempre as recíprocas são verda

deiras. N o exemplo dado a recíproca não é verdadeira pois 
d

. , 1 

n em sempre ois ângulos iguais são opostos pelo vér tice. O 
mesm o pode-se dizer quan to a veracidade do teorema con
t rá rio de um t eorema dado. 

Chama-se corolário ·a uma conseqüência imediata de um 
ou m ais teoremas, ou postulados ou defini ções. 

A demonst ração de um t eorema pode ser feita: 
a) diretamente : q uando partindo da h ipótese deduz-se a 

verdade pedida pela tese; 
b) i"ndirelamenle ou por redução ao absurdo: quando, ne

gando-se a tese, tem-se como conseqüência a negação da 
hipótese, ou qualq uer outrn proposição já aceita(**). 

O BSERVAÇÃO. As demonst rações diretas são as preferidas, por colo
ca rem uma verdade em tôda sua evidência, satisfazendo ossim inteiramente 
ao espírito. As demonstrações, por absurdo, são mais cômodas pn rn de
monst rarem ns recíprocas de t eoremas conhecidos, no cnso de verdadeiras. 

5: Proposições geo métricas fun damentais. São deno
minadas proposições geométricas fundamentais os postulados 

T ·n lo isóecolos d o QUO tom dois lados l lllJ&Íll . <•) r,;:X,í:f~os a existência de teoremcu con1radit6rio1, isto é, f\CJ t10loe QUO, partindo da 
( .. ) meswll bipôteee, oboaam a conolueõee d1fcrontea. 

(: 
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que permitem deduzir outras proposições. 
N umerêmo-las : 
1.") E xistem infinitos pontos, infinitas 

retas e inf in1'.tos planos. Numa rela 
existem infinitos pontos; num plano 
existem infinitas relas e, portanto, 
infinitos pontos. 

2.") P or um ponto passam infúiitas retas. Fie. 5 
E xemplo : 
Pelo ponto A passam as retas a, b, e, d, . . . (fig. 5). 

3 .") P or dois pontos passa uma reta e uma só (*). Exemplo: 
Pelos pontos A e B só pasi:-a a reta r (fig. 6). 

4.") Por uma 
Pela reta 

F1c. 7 

reta passam i'nfinitos planos. Exemplo: 
r passam os planos a, {J, 'Y, 8, . . . (fig. 7). 

-<. 

5.") T rês pontos, não pertencentes à mes
ma reta, determinam mn plano e 
um s6. Exemplo : 

Os pontos A, B e C, que não 

j pertencem à mesma reta, determi
nam o plano a (fig. 8). 

! .. .. -:J 
Fio. 8 

(•) :&te postulado também podo ser enunciado, doi• pontos determinam uma a6 r,ta 
d gual pertt11cmn. 
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A reta que passa por dois pontos qi,aisquer 
pertence a ~sse plano. Exemplo : 

A reta r que passa pelos pontos A e B, 
pertence ao plano a ~fig. 9) . 

! 
Fto. O 

de um plano 

do plano a, 

7.") Uma figura geométrica pode mover-se no plano (ou no 
espaço) sem se deformar. (Postulado do movimento). 

8 .") Uma figura geométrica é igual à soma(*) de suas partes 
e maior que qualquer destas partes. 

DEFINIÇÕES 

6. Semi-reta. Seja a reta r (fig. 10) e P um de seus 
pontos. O ponto P divide r em duas partes: a dos infinitos 

- ---· 
0-- -------- - - --- ~ ~emi - r eta P semi - r eto 

(origem ) 

Fto. 10 

pontos que precedem P e a dos infinitos pontos que sucedem 
p. Cada uma dessas partes é denominada semi-reta. Logo : 

Semi-reta é cada uma das duas partes em que 
fica dividida uma reta por um de seus pontos. 

o ponto P diz-se origem das semi-retas, que por sua vez, 
são chamadas opostas uma da outra. Cada semi-reta é ilimi
tada num só sentido, também denominado sentido de percurso, 

•to do soma dBB diverens fiflurll8 11oométricOB sorti estudado nos § § eo11uintoe. e•> o conce, -
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e in~icada pela origem P e mais um de seus pontos. Assiro, 
na fig. 10, temos as semi-retas PA e PB. 

7. Segmento de reta. Distância enti·e dois P~":t?s: 
Sejam A e B dois pontos da reta r (fig. 11). Temosª deflmçao. 

Seg mcuto clc rcln ou segm ento é o conjualoAclc 
todos os pontos de r coruprecutlidos en tre e 

B e mnis os pontos A e B. 

Os pontos A e B são denominados extremos do segm_edndto, 
send . . . do (B) extremi a e. . o o primeiro (A) oi"'lgem e o segun 
Indicação: AB (lê-se: segmento AB). 

semi- r eto A s e gmento semi - r eto 
1 

· B 

F10. 11 

As duas semi-retas que têm por origens, respdectiva1;1endtes, 
A. B to AB são enomma a e e que não contêm o segmen , d.d t 
prolongamentos do segmento. Os pontos compreen i os en re 
A B • . ·t d nos prolongamentos, e , dizem-se internos e os si ua os é h 
externos ao segmento AB. O segmento AB é tamb m e a-
mado de disttlncia entre os pontos A e B. 

8 S . S cntos colincarcs. • egmcutos consccut1vos. egm • l2) 
Segmentos adjacentes. Dois segmentos (AB e BC na fig. 
q~e tenham um extremo comum 
dizem-se consecutivos. Segmentos 
pertencentes a uma mesma reta 
denominam-se colineares e a reta 
que os contêm, reta suporte. Dois 
segmentos colineares que sejam A 

consecutivos são chamados adja
centes (AB e BC na fig. 13). 

B 

FIO, 12 

A F r, t---- --------i - - - ---

e 
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9. S e mi-plano. Consideremos um plano e uma de suas 
retas (r) que vai dividi-lo em duas partes (fig. 14). Temos 
agora, a seguinte definição: ' 

Semi-plano é cada uma das duns parles cm que 
ficou d ividido um plano por uma de s uas retas. 

A reta r é denominada rela origem ou conllirno dos dois 
semi-planos que são opostos um do outro. 

Fxo. 14 

e o N G R u 1t N e I A (*) 

10. Figuras geom.étl'iças iguais ou congruentes. Duas 
figuras geométricas são iguais ou congruentes quando, por inter
médio de um movimento; elas podem coincidir, isto é, se sit
perpor (**) . As duas figuras se superpondo fazem com que a 
cada ponto de uma delas corresponda um ponto da outra, e, 
portanto a todos os pontos de uma correspondem todos os pontos 
da 011,tra: Os pontos que se correspondem em figuras iguais 
dizem-se correspondentes ou homólogos. Assim, por exemplo, se 
as figuras geométricas ABCDE e A 'B'C'D' E' (fig. 15), são con
gruentes, a cada po11:to da prime_ira corresI?onde um ponto da 
segunda e as duas figuras, depois do movimento (da 1.ª para 
a 2.ª), coincidem ponto a ponto. 

(*) Con rutncia - do lat im c011orlHntlil - que ~ig~ilica : harmo111a do uma coiaa com o 
J •m" quo •• do, Hna. Os autores francêses o italianos usam ma,s freq0entomonto, em 
'nt ª mátíca 8 8 :iprcaslio ioualdad• (égalíté, oguaglinnzo.) ao invés de conurut11ci• 

(Ko 8 uonz>' que 6 r. proferida polos autores alemães. . 
A P~:íbilidade da coíooídêocía está garootída pelo Postulado do movime11to. 

r 
I 

E 
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o 

(on t es do movimento) 

E::::E' 

A:::: A''--- ----...J 

( depois do movi mento) 

Fia. 15 
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A congruência das figuras geométricas, que é indicada 
pelo sinal "', ou, mais comumente pelo sinal = , goza das 
seguintes propriedades: 

l.ª) Reflexiva: Tóda figura é i g1wl a si mesma. 
Assim, temos: fig. F=fig. F. 
2.ª) Simétrica: Se uma figura é 1·gual a outra, esta é 

igual à primeira . 
Logo, se fíg. F=fig. F', temos que: fig. F'=fig. F . 
3.6 ) Transitiva: S e uma f igura é igiial a uma se~im_da 

. f igura e esta igual a itma terceira, en/.ão a primeira 
f igura é igual à terceira. 

Portanto: se fig. F=fig. F' e fig. F'=fig. F", temos 
que: fig. F=fig. F". °' 

NOTA : Com estas propriedades, podemos dizer que: 
1. T O<:las as relas são igvais i 
2. T ôdas as semi-retas são i(J'Uais, A s origens são pontos homólooos i 
3. T odos os planos são iguais ; 
4. Todos 

08 
semi-planos são iouais. As retas origens são retas homólooas. 
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11. Confronto d e segmentos. Dados dois segmentos 
AB e CD (fig. 16), pode acontecer que : 

1.º) ·-AB e CD coincidam, isto é, por efeito de um movimento(*) 
é possível fazer com que AB ocupe a posição de CD , de 
modo que a todos os pontos de AB correspondam todos os 
pontos de CD. É lógico que nestas condições os extremos 
são pontos homólogos, ou seja, se A coincide com C, então 
B coincide com D e se A coincide com D , então B coin
cide com C. 

A e e D 
1-------l ------

Fxo. 16 

Nesse caso os segmentos AB e CD dizem-se iguais(**) 
e indicamos: AB = CD ou CD = AB, 

2.º) AB e CD não coincidam, isto é, o ponto B depois do movi
mento de AB assumirá uma posição B' que se situará 
entre C e D ou também sôbre o prolongamento de CD. 
No primeiro caso, diz-se que AB é menor que CD (fig. 17) 

A B e 8' D 

FIO. 17 

e no segundo caso que AB é maior q'!1'e G_D (fig. 18) .. E1? 
ambos os casos os segmentos são desiguais, sendo as md1-
cações respectivas : 

AB < CD e AB > CD. 

A 8 e o e' 
1--- --<- - .., 

Fio. 18 

Logo, dados dois segmentos, o pr~meiro ou é igual 
ou menor ou m aior que o segundo. ~dmite-se que qualquer 
um dêstes casos exclua os outros d01s. 

" ·monto podo sor nsaegurarlo polo Po•tulado do Tran,porl• do Seomentoa (•) 'jiª moT)- "Dndo um segmo~to AB o umn semi-rotn CX existo e8bre eetn eemi-rotn ~:J:F.0 ponto D, tnl que AB - CD." . . 
A O instrumento utilizado parn veri!icnr se doie eoirmentoe e!lo 1ouau. 

(U) O compaaao ~ 
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OPERAÇÕES COM SEGMENTOS 

12. Soma de dois ou mais segmentos. Para somar 
dois segmentos AB e CD, tomam-se sôbre uma reta dois seg
mentos adjacentes A 'B' e C'D' (fig. 19), respectivamente iguais 
aos dois segmentos dados. O segmento A 'D' é a soma dos dois 
segmentos AB e CD e indica-se: 

A'D' = AB + CD. 
A B C D 

A' o' ( s oma ) 
1------1------l - - - - - - - -

Fro. 19 

A soma de mais de dois segmentos é feita efetuando-se a 
soma dos dois primeiros com o terceiro, a seguir a soma dos 
três com o quarto segmento (caso exista) e assim sucessiva
mente. 

13. Múltiplos e submúltiplos de segmentos. O seg
mento soma de dois segmentos iguais a AB, diz-se duplo de 
AB ou múltiplo de AB, segundo o número 2. Da mesma forma 
os segmentos somas de três, quatro, etc., segmentos iguais 
a AB, dizem-se múltiplos de AB segundo os números 3, 4, ... 
(fig. 20). 

A 8 e D E 

( mu lt iplicação ) 

Fro. 20 

Escreve-se : AC = 2AB ; AD = 3AB ; AE = 4AB ; 
Por outro lado o segmento AB diz-se, respectivamente, 

metade, têrça, quarta, . . . parte de AC, AD, AE, . . . ou tam
bém parte alíqiwta ou submúltiplo, segundo os números 2, 
3, 4, ... 

Escreve-se : 

AB = ! AC i AB = ! AD; AB = ! AE 
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R elacionando os múltiplos e submúltiplos de um segmento 
tem-se o seguinte Postulado de Arquimedes(*) : 

Dados dois seg,nentos desiguais, e.\:iste um múlti
plo do menor qne supera o 1naior. Exemplo: 

Suponhamos que um homem de passo eqüivalentc a 0,30m 
(segmento de 0,30m), percorra um trecho de estrada de 300m 
(segmento de 300m) . É evidente que o homem percorrendo 
êsse trecho de estrada deveri, num certo instante, superá-la 
o que vem justificar a existência de um múltiplo de 0,30m 
maior que 300m. 

14. Diferença de dois segmentos . Dados dois segmen
tos AB e CD, sendo AB > CD, chama-se diferença entre êles 
ao segmento DB, que, somado com CD, reproduz AB (fig . 21). 

A B e D 

A=C D B '-----~--- - ----~ 
FIG. 21 

Indica-se : DB = AB - CD. 

Se os segmentos dados são iguais (A B =CD) a düerença 
é nula . 

1. 
2. 

3. 
4. 
5. 
6. 

7. 

(*) 

EX ERCÍ CIOS 

D a r exemplos materiais de pontos, ret as e plimos. 
Qu e figuras geométricas representam: um dado dêsses de jôgo e uma 
bolinha de pingue-pongue? 
P or um ponto quantas retas passam ? E quantos planos passam? 
Por dois p ontos, dis tintos, qua ntas retas passam? E quantos planos? 
Por três pontos quantos planos passam? 
Qua l é o postulado _que pod~ garantir que as mesas de três pés sempre 
se assentam no ehuo que p1s:.unos ? 
Que t ipo de proposição ~CO?Jétr_ica é o en.unciado : duas quantidades 
igua is a uma terceira sao 1gua1s entre s1? 

AnQUIMEDES - iluatre geômetra grego da Aotiguidndo (287-212 A.C.). 
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8. O que acontece com um segmento de reta que possui os seus extremos 
contidos num mesmo plano? 

O. Dizer o sujeito, a hipótese e a tese dos seguintes teoremas: 
a) Dois ângulos opostos pelo vértice são Iguala; 
b) A soma dos íl.ogulos Internos de um tridngulo é Igual a dois ân

gulos retos. 
10. Enunciar as recíprocas dos teoremas seguintes: 

a) Todos os ângulos retos silo Iguais; 
b) Um tridngulo eqüilátero t em todos os ângulos Iguais. 

11. Demonstrar, usando os postulados fundamentai~, que duas retas, 
a e b, que se interceptam num ponto P, determmam um pla no. 

12. D emonstra r, usando os postulados (3.• e 5.• proposições fundamentais), 
que uma reta r e um ponto P, fora dessa reta, determinam um plano. 

13. D ados os pontos M, N e P, que não pertencem à. mesma reta, dizer 
as retns, as semi-retas e os segmentos que êles determinam. 

14. Qual é a condição para que dois pontos pertençam ao mesmo semi
pla no ? 

15. Qua ndo é que um segmento é móltiplo ou eubmóltlplo de um outro 
segmento, segundo o nómero 5? E segundo o nó mero n ? 

Respostas: 

2. Cubo e esfera. 
3. Infinitas. Infinitos. 

4. Uma só reta. Infinitos planos (2 pontos determinam uma reta e pela 
reta passam infinitos planos). 

5. Se os pontos não pertencerem à mesma reta, só passa um plano. Se 
pertencerem à mesma reta, passam infinitos planos. 

6. O da 5.• proposição funda mental. 
7. Postulado. 
8. O segmento está contido nesse plano. 
9. a) suj.: ângulos; hip.: llngulos opostos p elo vértice; tese: êsses 

ângulos são iguais. 
b) suj.: triângulo; hip.: ângulos Internos do t riângulo; tese: a 

soma dêsses ângulos é igual a dois ângulos retos. 
10. a) Todos os ângulos iguais são retos (recíproca falsa). 

b) Um triângulo que tem todos os ângulos iguais é eqo.ilátero. 
11. A reta a é determinada por dois pontos: P e A (3.•). A reta b por dois 

pontos: P e B. Os três pontos P, A e B, não alinhados, determinam 
um plano (5.•). 

12. A reta r é determinada por dois pontos: A e B (3.•). Os pontos P 
A e B, nlio alinhados, determinam um plano (5.•). 
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13. Retas dadas pelos pare~ de pontos: MeN; MeP; PeN. Segmentos: 
M N; MP; PN. Semi-retas: dadas pelos prolongamentos (6) dos 
segmentos. 

14. É _que o segmento de reta determinado por êles não encontre a reta 
or111;em. 

15. Mó lt_iplo: quando é sorna_ de 5 segmentos Iguais ao segundo. Sub
mólt1plo: quando é a qumta parte do segundo. Móltiplo segundo 
o nórnero n: quando é soma de n segmentos iguais ao segundo; 

submóltiplo quando fôr a n-ésima ( ! ) parte do segundo. 

A 

§ 2. Angulos. Classificação e propriedades. 

DEFINIÇÕES 

15. Ângulo. Sejam OA e OB duas semi-retas com a 
mesma origem O (fig. 22). Estas semi-retas dividem o plano 
em duas regiões denominadas, cada uma delas, dngulo ou região 
angular. Logo : 

Ângulo é n região do plano limitada por duns 
semi-retns que têm n mesmn origem. 

O ponto O chama-se vértice e as semi-retas OA e OB, 
lados dos dois ângulos. Usualmente, toma-se como sentido 
dos lados o sentido de percurso das semi-retas OA e OB. 
Pode-se designar um ângulo por uma letra ou número (com 
acento circunflexo) colocada no seu interior ou pelas três letras 
que indicam o vértice e os lados, sendo que nesse caso a letra 
representativa do vértice vem entre as outras duas. Assim, 
na figura 22, temos : 

ângulo AOB = AÔB ou 
/\ 

1. 

OBSERVAÇÃO. Um ângulo é constituído por infinitos pontos entre 
os qua is se encontram a quêles doe lados. Os pontos do ll ngulo, excetuando 
os dos lados, dizem-se internos ; os pontos do mesmo plano, que não per
tencem ao llngulo, dizem-se externos. Urna semi-reta, partindo do vértice, 
é denominada interna ou externa ao ângulo, segundo passa por um ponto 
Interno ou externo do ângulo. 
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. O il.ngulo pode se~ ~s~im coni;!clerndo corno uma f igura geométrica 
(fig. 23) formada pelas 111f1mtas semi-retas que partem do vértice e pas
santes pelos infinitos pontos do ângulo. 

o 

Fta. 22 Fta. 23 

CLASSIFICAÇÃO DOS ÂNGULOS 

16. Ângulos convexo e côncavo. No caso do ângulo 
não conter as semi-retas opostas aos seus lados êle é chamado 
convexo (fig. 2,.1) e caso contrário, côncavo (fig. ' 25) . 

B 

o 

A 

FIO, 24 Fla. 25 

No·rA : Quando o ângulo não vem discriminado, fica convencionado 
que se trata de ângulo convexo. 
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17. Angulo de meia volta ou ilngulo raso. No caso 
dos lados do ângulo serem semi-relrzs opostas (OA e OB na fig. 
26), ângulo é denominado de meia volta ou raso. Neste caso, 
o ângulo é tôda a região de um semi-plano. Da igualdade de 
t odos os semi-planos (n.º 10) - Nota 4) segue-se que: todos 
os ângulos rasos são iguais. 

o 

Fio. 26 Fxo. 27 

B 
A 

18. Ângulo nulo e ângulo de uma volta. Quando os 
dois lados coincidem (fig. 27), o ângulo é chamado nulo ou de 
uma volta. Como a figura é a mesma para os dois ângulos, 
a distinção entre êles é feita pelas medidas respectivas(*) . 

Fio. 28 

19. Ângulos consecutivos. Dois ângulos são consecuti
vos (AÔB e BÔC na fig. 28), quando possuem o mesmo vértice, 
um lado comum e os outros dois lados situados em semi-planos 
opostos em relação ao lado comum. 

(>!? Ver "Unidades do Anu:ulo plano". Matemática, Cureo Ginasial, 1.• Série, do mesmo 
autor. 
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Os lados não comuns (0A e 0C) são denominados lados 
exteriores. 

Vários ângu?os são consecutivos, numa certa ordem (AÔB, 
BÔC, CôD na fig. 29), quando cada um dêles é consecutivo 
em relação ao anterior. 

e 
6 

o 

A 

o 
Fio. 29 

20. Ângulos adjacentes. São chamados adjacentes dois 
â.ngulos consecutivos, cujos lados exteriores são semi~retas 
opostas (AÔB e BÔC na fig. 30) (*). 

21. Bissetriz. Chama-se bissetriz de um ângulo a semi
reta que, a partir do vértice, o divide em dois d.ngulos iguais 
(OC na fig. 31). 

Postulado: Todo d.ngulo tem uma bissetriz e uma só. 
22. Ângulos opostos pelo 

vértice (o. p. v.). Dois ângulos ª 
são opostos pelo vértice ( o. p. v .) , 
quando os lados de um são as 
semi-retas opostas dos lados do 
outro (AÔB e A'ÔB' na fig. 32). 

e-~ ~ ~ - •• 
o 

Fie,. 30 
A 

Fro. 31 

(*) Prcforimos êste conceito de ângulos adjacentes. a fim de evitar, em teoremas que 
serilo estudados, o uso do. expressão lado• exteriores em linho rota que, o. rigor, deve 
ser substituída por lados extorioro• como semi-retas opostas. 
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N o1•A : Quando duas retas se in tercepta m num ponto (r e s na fig. 
33), os :1ngulos por elas determinados se dis tribuem em pares de ângulos 
adj n.centcs e opostos pelo vértice. 

Assim na figura 33, temos : 

l i ~ i fl ngulos a djacentes g e 4 { 
i e a !1 ngulos o.p.v. 2 e 4 

4 e i 
A' ti 

8' . A 

FIO. 32 FIG. 33 

Con_fronto de ângulos 

23. Igualdade e desigualdade. Dados dois ângulos 
A Ô B e A'(}' B' (fig. 34) e transportando-se o primeiro sôbre 
o segundo, de modo que 0A e O' A' se superponham, pode 
acontecer que : 

FIO. 34 

1.º) OB coincida com O'B'; nesse caso os dois ângulos dizem-se 
iguais e indicamos : 

AÔB = A'Ô'B'. 

OB é semi-reta interna ao ângulo A'Ô'B'; nesse caso o 
ângulo AOB é menor do que o ângulo A'Ô' B' (fig. 35) 0 

indicamos: 
AÔB < A'Ô'B'. 
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0B é semi-reta extern a ao ângulo A'Ô'B'· nesse caso o 
ângulo AÔB é maior do que A'Ô' B' (fig. 36) e indicamos: 

AÔB > A'Ô'B'. 

e 

FIG. 35 Fio. 36 

Nos dois últimos casos os ângulos AÔB e A'Ô'B' dizem-se 
de~gu_ais. ~ogo, dados dois ângulos podemos · dizer que: 0 
prune1ro é igual, ou men or ou maior que o segundo e qualquer 
um dêstes casos exclui os outros dois. Convém fri sar t ambém 
que: cada dngulo é invert-ível, isto é, AÔB = BÔA. 

NOTA: O transporte de dngulos pode ser assegurado pelo Postulado 
do Transporte de Â ngulos (HILBERT): "Dado um dngulo AÔB e uma semi
reta O'A' existe, num dos serrú-planos determinado pelo suporte de O'A ' 
uma única semi-reta O'B', t al que: AÔB = A 'Ô'B'." ' 

Adição e subtração de ângulos. Conseqüências 

24. Adição. Denomina-se sorna de dois ou mais dngulos 
consecu tivos ao twgulo que tem por lados os lados não co~uns 
dos ângulos dados e contém o lado ou lados comuns. Assim, 
a soma dos ângulos consecutivos AÔB e BÔC (fig. 37) é o 
ângulo AÔC, também chamado dngulo soma. Indicação: 

AÔB + BÔC = AÔC. 

No caso dos ângulos dados não serem consecutivos, t rans
portam-se os ângulos de modo a torná-los consecutivos e a 
soma é feita de acôrdo com o que já J oi ,visto. : 

e e 

P'm. 37 
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Ons rnnvAÇÕF.S : 

l. •) . Assim como para ?ª segmentos, também para os llngulos podem 
ser considera?os os m.últiplos e o s s ubnuHtiplos segundo qualquer 
número (intmro). 

2.•) . ~o~tulado d a d~visífo: Urn segmento ou um dngulo podem ser 
sem pre divididos em um numero qualquer de partes i{!Uais. 

25. Subtração. Sejam os ângulos A ÔB e A 'Ô'B' com 
A ~B > A 'Ô' B' (fig. 38). Chama-se dngulo dif erença dêstes 
dois ângulos ao ângulo (B'ÔB na fig. 38), que, somado a A'Ô' B', 
reproduz AÔB. 

e / 

8 

Fio. 38 

26. Ângulos a reto, agudo e obtuso. Dados dois ân
gulos adjacentes (AÔB e BÔC na fig. 39), a soma dêles é 
um dngulo raso, pois, o ângulo-soma, neste caso, tem por 

lados, semi-retas opostas. 

c----L-C\-o,._..L----
Fia. 39 
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' Quando os ângulos adjacentes dados são iguais êles 
sã? d_enomi nados (lngulos retos (fig. ,10). É evidente, pelo que 
foi dito acima, que o ângulo reto é a metade do ângulo raso, 
Como todoti os ângulos rasos são iguais (n.º 17), resultam iguais 
também as suas metades, e, portanto, todos os ângulos retos 
são iguais. 

Um ângulo diz-se agtulo quando é menor do que um 
ângulo reto (A ÔB na fig. 41) e obtuso quando é maior que um 
dngulo reto e menor do que um ângulo raso (BÔC na fig. 41). 

B 

C - R_,t_<j.....L."\_L_RETO-A 
o 

Fta. 40 

Ü DSEilVAÇÕES : 

e 

Fio. 41 

. l.•) D uas retas que, no se ioterceptn rem, formam /lngulos odjncentcs 
!~unis (portanto, retos), dizem-se perpendiculare8 .entre si (retas r e s no 
fig. 42). Iudicaçiio: r J_ s. • 

No caso dos ltngulos adjacentes serem diferentes, as retas dizem-se 
oblíquas ent re si (retas r e a na fig. 43). Indicaçílo : r / s. 

)1. 

. . 

Fia. 42 Fio. 43 

2.•) D o estudo de medidas de ângulos plauos feito na 
naslal, temos que (fig. 44) : 

a) o ângulo relo vale 90° (ou 100 graclos) ; 
b) o llniulo agudo ll menor do qu. 90•; 

1.• série gl-
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c) o ângulo obtuso é maior do que 90° e m enor que 180º (ou 200 
grados); 

d) o ângulo raso, que é igual a 2 reios, vale 180• (ou 200 gr) ; 
e) o ângulo de uma volta, que é ig rial a 4 retos vale 360º (ou 4.00 

grados). ' 

o 

Fio. 44 

27. Ângulos complementares, suplementares e re
plementares. Dois ângulos são: 

complementares, quando a sua soma vale um dngulo reto 
(90°) ; 

suplementares, quando a sua soma vale um dngulo raso 
(180°) ; 

replementares, quando a sua soma vale um dngulo de uma 
volta (360°) . . Exemplos: 

1. Dado o ângulo de 60°, o valor de seu complemento, suple-
mento e replemento é respectivamente : 

complemento: 90° - 60° = 30°. 
suplemento: 180° - 60° = 120°. 
replemento: 360° - 60° = 300°. 

2. O suplemento do ângulo de 53° 32' 45" é dado pela dife-
rença : 

180° - 53° 32' 45" = 126° 27' 15". 
3. O complemento do ângulo de 48,32gr é dado pela dife

rença: 
lO0gr - 48,32gr = 51,68gr. 

ÜBSl'JRVAÇÃO. 11; evidente que; 
Ângulos complementares de um mesmo anuulo ou de tlnuulos iuuais 

são iguais. 
Basta lembrar que duas figuras iuuais a uma terceira são iguais entre 

si o mesmo se aplica para ângulos suplementares e replementares. 
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PROPRIEDADES DOS ÂNGULOS 

28. Primeiras propriedades. São imediatas as seguin
tes, que serão, agor:i, estudadas como teoremas: 
PnIMEinA PROPRIEDADE: Todos os dngulos rasos são iguais. 

De fato, como todos os semi-planos são iguais (n.º 10 
Nota) (*), segue-se que os ângulos rasos que são semi-planos 
(n.º 17), também o sã~. 
SEGUNDA PROPRIEDADE: Todos os dngulos retos são iguais. 

(?om efeito, sendo todos os ângulos rasos iguais (teorema 
anterior), resultam iguais as suas metades. 
T ERCEIRA PHOPRIEDADE: Dois dngulos adjacen tes são suple

mentares. 
Como a soma de dois ângulos adjacentes é um ângulo 

raso (n.0 26), segue-se que, dois ângulos adjacentes são suple
mentares (n.º 27). 

29. Outras propriedades. Temos mais os seguintes_ teo
remas, não tão imediatos como os anteriores, porém fáceis de 
serem demonstrados. Destacaremos a hipótese e a tese de cada 
um dêles. 
QUARTA PROPRIEDADE _ Teore m a: A soma de todos os dngulos 

consecutivos formados em t6rno de um ponto, num meS1_no 
semi-plano, em relação a uma reta que _contém o referido 
Ponto, é igual a um tJ,ngulo raso (ou dois ângulos retos). 
Sejam os ângulos : AÔC, CÔD, DÔE, e EÔB (fig. 45) . 

8 
·~-'. 

o 
Temos : Fio. 45 

H { AÔC CÔD DÔE EÔB são ângulos consecutivos. 
_ T { Aôc' + CÔD + n'ôE + EÔB = l raso (180º). 

C•) T d · • 1 t· 08 110 Capitulo II. 0 os os ndmeroe Que estilo sendo referido SQO re a iv 
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D m,roNS'l'nA.ÇÃO : 

l. O 5.ngulo AÔB, é todo um semi-pln.no (por bip.) (*) e 
portanto, tendo os lados como semi-retas opostas, é 
um ângulo raso. 

2. Como : AÔB = A ÔG + GÔD + DÔE + EÔB, segue
se que : 

AÔG + GÔD + DÔE + EÔB = 1 raso (180°) 
c.q.d. (**) 

Qu1N'l'A PUOPRIBDADE - Teorema: A soma de todos os angulos 
eonsecutivos jormados no mesmo plano em tôrno de mn ponto, 
é igual a dois dngulos rasos (ou qu~tro ângulos retos). 
Sejam os ângulos : AÔB, BÔG, CÔD, DÔE e EÔ1l (fig. 46). 

T emos: 
H { AÔB, BÔC, CÔD, DÔE, EÔA, Ctngulos consecutivos 
T { AÔB+BôC+CôD+DôE+EôA = 2 rnsos (360º). 

t 8 

FIO. 48 

D EMONSTRAÇÃO : 

l. Consideremos a semi-reta OA', oposta à semi-reta OA. 
2. Pelo teorema anterior segue-se que : 

AÔB + BÔC + CÔA' = 1 raso. 
e A'ÔD + DÔE + EÔA = 1 raso. 

e•) por Mp. : significa : por hip6tee•. 
( .. ) e. q. d. : significa : como qu,rlamoa d•mon,trar (abrovintura gorolmonte usada para 

Indicar a obtenoão da teee do teorema Que ao Quor demonstrar). 
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Somando, membro a membro, estas igualdades, vem : 
A ÔB+BôC+CÔA'+ A'ÔD+DôE +EôA = 2 rasos 

e como CÔ1l ' + A'ÔD = CÔD, 
temos: AÔB+BôC+CôD+DôE+EôA =2 rasos (360º) 

c.q.d. 

SEXTA PROPnIEDADE - Teo re ma: 
Dois dngulos opostos pelo vértice 
são iguais. 

Sejam os ângulos A ÔB e A'ÔB' 
(fig. 47). Temos: 

H { AÔB e A'ÔB' são o.p.v. 
T { AÔB = A'ÔB'. 

D EMONSTRAÇÃO : 

A' 

8' 

Fio. 47 

A 

1. De fato AÔB e BÔA ' são adjacentes e, portanto, 
supleme~tares (3.0 teorema). T ambém BÔA' e A'ÔB', 
sendo adjacentes são suplementares. 

2. Logo: AÔB = A'ÔB' porque admitem o mesmo suple-
mento BÔA' (n.0 27 - Obs.). 

c.q.d. 

EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO 

l.0 ) Determinar o valor dos 3/4 do suplemento de um ângulo 
de 60°. 

Se o ângulo dado vale 60° o seu suplemento valerá 
120° = (180° - 60°) e os 3/4 dêste suplemento valerão : 

3 360° 
- X 120° = -- = 90º. 4 4 

Resp.: 90° (ângulo reto). 

2.0) Calcular o valor de um ângulo que é igual ao dóbro de 
seu complemento. 

Seja x o valor do ângulo procurado. O seu comple
mento será: 90° - x e a equação resultante do problema: 

X = 2 (90° - X). 
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Resolvendo, temos: x = 180° - 2x 
ou 3x = 180° 
e X = 60°. 

Resp.: 60°. 

3.º) O triplo do complemento de um ângulo é igual à têrça 
parte do suplemento dêste ângulo. Determinar o valor 
do ângulo. 

Seja x o valor do ângulo procurado. Devemos ter: 

90° - x como valor de seu complemento, 
e 180° - x como valor de seu suplemento. 

Pelo enunciado do problema, resulta a equação : 

1 
3 (90° - x) = 3 (180° - x). 

Resolvendo-a, vem: 
9 (90° - X) = 180° - X 

810° - 9x = 180° - X 

8x = G30° 

630° 
X= -

8
- = 78° 45'. 

R esp.: 78° 45'. 

4.0 ) Demonstrar que as bissetrizes de dois ângulos adjacentes 
formam um ângulo reto. 

Sejam os ângulos : AÔB e BÔC (fig. 48). T emos : 

H OE é bissetriz de AÔB 
{ 

AÔB e BÔC são adjacentes 

OF é bissetriz de BÔC 
T { EÔF = l reto. 

DEMONSTRAÇÃO : 

1. Sendo OE bissetriz de AÔB, temos que: 

EÔB = AiB (def . de bissetriz) 
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Sendo OF bissetriz de BÔC, temos que: 

BÔF = B~C (def. de bissetriz). 

2. Somando, membro a membro, as duas igualdades, vem: 

ou 

EÔB + BÔF = AÔB + BÔC 
2 2 

EÔF = AÔB + BÔC 
2 

AÔC l raso 
= -- = 

2 2 

e, portanto, EÔF = l reto. c.q.d. 

F 

........ ;:: __ , 

~ c-----'--~0"'-'---'-- ---A 

Frc,. 48 

EXERCÍCIOS 

1. Dndo o llngulo de 36° 12' 30", cnlculnr, respectivamente, o comple
mento, o suplemento e o replcmento dêste llngulo. 

2. Calcular o complemento, o s1iplemento e o replemenlo do ângulo de 
79,36gr. 

3. O dôbro do vnlor de um ângulo é lgunl a 106° 18' 22". Qual é o vnlor 
de . seu complemento? 

4. O t riplo do valor de um llngulo é igual a 162,3gr. Qunl é o valor do 
suplemento dêste ângulo? 

5. Achar dois ângulos suplementares cuja diferença é um ângulo reto. 
6. D ois ângulos iguais são complementares do ângulo de 36,482gr. Quanto 

valem êstes ângulos? 
7. Determinar o valor de dois ilngulos replementares cuja diferença é 

Igua l a 100°. 
8. Um ângulo é a têrça parte de seu complemento. Qual é o valor dêste 

llngulo? 
9. Calcular o valor do ângulo que é igual a 2/5 '.do su ple'lne-nlo do 126° 12'? 
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10. O complemento do suplemento de um ângulo é 32º 50'. Calcular 0 
valor dêsse llngulo. 

11. ~ a figu~a 49! tem-se que: AÔB e CÔD s[o lingulos retos ; OE e OP 
suo as b1Ssetr1zcs dos ângulos A ÔC e BÔD respect ivamente. D O • 
tra r que: AÔE=DÔF. ' cm os 

D 

Demonstrar que: 

F 
\ 

a 
e 

Fio. 49 

.12. As bissetrizes de dois ilngulos suplementares adjacentes formam um 
dngulo reto. 

13. Se dois Jlngulos são suplementares, as suas metades alio complementares. 
14. As bissetrizes de dois ângulos opostos pelo vértice formam um ângulo 

raso. 
15. Se OE é bfsset.riz de AÔB e OD uma reta qualquer exter-na dêste 

ângulo, o ângulo DOE é igual à semi-soma dos ângulos DOA e DOB. 

Re s posta s : 
1. 53° 47' 30"; 143° 47' 30" e 323° 47' 30". 
2. 20,64gr ; 120,64gr e 320,64gr. 
3. 46° 50' 49". 6. 63,518gr. 9. 21° 31' 12". 
4. 145,9gr. 7. 230° e 130°. 10. 122° 60'. 
5. 135° e 45°. 8. 22° 30'. 

§ 3. Linha poligonal. Polígonos. Classificação 
e propriedades. 

30. Linha poligonal. Chama-se linha poligonal ou sim
plesmente poligonal ao conjunto de segmentos de retas suces
sivamente consecutivos, cada um com o anterior, de modo 
que dois segmentos consecutivos não sejam colineares. A ori
gem do primeiro segmento diz-se origem da poligonal, a extre
midade do último, extremidade da poligonal, e os segmentos 
que s compõem, lados ela poligonal. 
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Uma 
convexa, 

linha poligonal é : 

côncava, 
entrelaçada, 

quando os prolongamentos de um lado qualquer 
(BC no. fig. 50) - que dividem o plano em dois 
semi-planos - deixam os demais lados da poli
gonal num só dêstes semi-planos. 
em caso contrário (fig. 51) e 
quando dois lados não consecut ivos se intercep
tam (fig. 52). 

o 

e 

E 

Fxo. 50 Fio, IH 

Se a extremidade da poligonal coincidir com a origem, 
a linha poligonal diz-se fechada. 

31. Polígonos (*) . Oassificação. Chama-se poUgono à 
parte do plano limitada por uma linha poligonal fechada (fig. 53). 

A linha poligonal que limita o polígono chama-se contorno 
do polígono. O contôrno de um polígono divide o plano em 
duas regiões : uma finita, denominada região interior do polí
gono e outra infinita, denominada região exterior. Daí o fato 
de se dizer, também, que o polígono ABGDEF (fig. 53) é 

8 E 

e 
e o F 

A 

Fr•. !!li Fie. 53 

(•) Noete estudo elomontar, nno considornmos os poJJa:onos enlrolGÇadoa, u troladoa e roucraoo 

f 
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o conjunto dos infinitos pontos comuns-aos dngulos A BC, Bê D, 
CDE, DítF, EFA e FÂB. 

Os segmentos que compõem a linha poligonal fechada 
(AB, BC, CD, DE, EF e FA, na fig. 53), dizem-se lados do 
polígono; as extremidades comuns aos lados (A B C D E 
e F, na fig. 53), vértices do polígono e os ângulos for~ados ~or 
dois lados consecutivos (ABC, BêD, CÍJE, DítF, Efi' A e FÂB, 
na fig. 53), dizem-se tlngulos internos ou simplesmente dngulos 
do polígono. 

Chama-se dngulo externo de um polígono ao ângulo que 
é adjacente a um ângulo interno, ou seja o ângulo formado 
pelo prolongamento de um lado com o lado sucessivo. 

P erímetro de um polígono é a soma- de seus lados. 
Um polígono é convexo (fig. 54) ou clincavo (fig. 55) con

forme o seu contôrno seja uma linha poligonal conve~a ou 
côncava. 

-~ 
' ' ' ' 

À 

Fio. 54 

E 

D 

e 

ª', , ~ 
',,, // 

' ' 

e 

I' 

F'Io. 55 

11 11 1 

A verificação de que um polígono é convexo é feita obser
vando-se se o polígono fica situado só num semi-plano, em 
relação à reta ~porte de.,Jl!-1aj.,9.uer lado e côncavo se o pro
longamento de ~ 1ãdoí6 divide em duas partes. 

O polígono recebe denominações especiais de acôrdo com 
0 número de lados que possui. Assim, o polígono de três lados 
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recebe o nome de tridngulo ; de quatro lados, quadrilátero ; 
de cinco, pentágono ; de seis, hexágono ; de sete, heptágono ; 
de oito, octógono ; de nove, eneágono ; de dez, decágono ; de 
onze, imdecágono ; de doze, dodecágono ; de quinze, pentadecá
gono ; de vinte, icoságono. De um modo geral, costuma-se 
dizer poUgono n-látero ou polígono n-ágono ao polígono de n 
lados, onde n representa um número inteiro maior que 2. 

Diz-se que um polígono é regular (fig. 56), quando possui 
todos os seus lados iguais, assim como todos os seus dngulos. 
Chama-se apótema de um polígono regular a .distância do 
centro (*) do poligono a um de seus la.dos. 

E 
, . . , 

F 

A 

F'Io. 56 

8 

Fio. 57 

32. Diao-onais de um polígono. Chama-se diagonal de 
um polígono t:, ao segmento que une dois vértices não conse
cutivos do polígono. 

Consideremos um polígono convexo de n lados (na fig. 57, 
n = 6). De cada vértice (A na figura) pode-se traçar tantas 
diagonais quantos são os lados menos três, isto é, n - 3, pois, 
de um vértice não se pode traçar a diagonal a êle mesmo, nem 
aos vértices antecedente (F) e seguinte (B). Como são n os 
vértices do polígono, a primeira impressão é d~ que podemos 
traçar ao todo n (n - 3), pois, se 1 vértice pe~rrute traçar n - 3 
diagonais, n vértices permitirão ;" vêzes m~1s. ~~se produto 
representa, porém, o dóbro do numero de diagonais pelo fato 
de cada diagonal ter sido contada duas vêzes (AC e CA por 
(•) Cenlro d• um polfoono reoular 6 o centro dB oirounfoNlnciB Que o oirounsorove, isto d, 

da Que contém todos os seu1 vértices, 



120 

\ 
'\ 

Osvaldo Sangiorgi 

exemplo). Logo, representando por d o número de diagonais 
de um polígono convexo de n lados (n>3), temos a seguinte 
fórmula, que dá êsse número de diagonais: 

1 d ~ n(n2- 3) 1 

Exemplo: 
Determinar o número de diagonais de um hexágono. 
Sendo o polígono de 6 lados (n= 6), temos, aplicando a 

fórmula que dá o número de diagonais: 

d = 6 (6 - 3) = 6 X 3 = 9 2 2 . 

Portanto, um hexágono tem 9 diagonais. 

EXERCÍCIOS 

1. Se ABCDE é um polígono convexo de 5 lados e P um ponto interno 
dêsse polígono, pergunta-se, em quantos tri1lngulos fica decomposto 
o polígono quando se une o ponto P aos seus vértices? 

2. Em quantos triângulos fica decomposto um polígono convexo, de n 
lados (n>3), qua.ndo se unem os seus vértices a um ponto qualquer 
interno dêsse polígono? 

3. Unindo-se um dos vértices d e um hexágono convexo aos demais vér
tices dêsse polígono, em quantos triângulos fica dividido o hexágono? 

4. Em quantos trillngulos fica dividido um polígono convexo, de n lados 
(n >3), quando se une um de seus vértices aos demais? 

5. Quantas diagonais tem um polígono convexo de 7 lados ? 
6. Qual é o número de diagonais de um icoságono convexo? 
7. Quantas diagonais tem um trit\ngulo? 
8. Qual é o polígono que tem tantas diagonais quantos são os lados? 

(d=n). 
9. Quantos lados tem um polígono cujo número de diagonais é o dtJbro 

do número de lados? (d=2n). 
10. Qual é o polígono cujo número de diagonais é o triplo do número de 

lados? (d=3n). 

Respostas : 
1. 5. 3. 4. 
2. n 4. n-2. 

5. 14. 
6. 170. 

7. Nenhuma. 
8. Pentágono. 

9. 7. 
10. Eneágono. 
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§ 4. Triângulos. Congruência. Aplicações. 

ELEMENTOS DE UM TRIÂNGULO. CLASSIFICAÇÃO 

33. Triângulo. Elementos principais. Chama-se trid-n
gulo ou trilátero ao polígono de t rês lados. Um triângulo (fig. 
58) possui três lados, três vértices e, portanto, três dngitlos (ou 
ângulos internos). 

Todo triângulo é convexo e não possui diagonais. Os três 
lados e os três ângulos(*) dizem-se elementos principais do 
triângulo. 

e 
Fxo. 58 Fm. 59 

A linha poligonal fechada, que define o triângulo (ABC, 
na fig. 58), constitui o cont6rno do triângulo e a soma de seus 
lados, o perímetro. Num triângulo, cada lado é oposto ao ân
gulo formado pelos outros dois lados e, portanto, tamb~m _ao 
vértice dêste ângulo. Assim, no triângulo ABC (que se md1ca 
!::,.ABC), o lado BC é oposto ao ângulo BÂC e ao vértice A. 
Os ângulos adjacentes aos ângulos internos são os 0-ngulos 
externos do triângulo. 

34. Outi·os elementos de um triângulo. Num triân
gulo, destacam-se mais os seguintes elementos: alturas, me
dianas e bissetrizes. 

1. Altura de um triângulo, em relação a um vértice do 
triângulo é o segmento da .perpendicular (AH nas figs. 59 e 60) 

A A A 

(•) Os twiru]oe internos do,.Ó. ABC ello oomumoote iodioodoe, reepeotivamoot-0, por A, B e C. 
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traçada dêste vértice ao lado oposto (BC na fig. 59) ou ao prolon
gamento dêste lado (BH na fig. 60) . O lado oposto ao vértice 
ao qual se relaciona a altura, é denominado base do triâ.ogulo. 

É evidente que: um triangulo tem três alturas. 

2. Mediana de u m triângulo, em relação a um lado do 
triângulo, é o segmento (AM na fig. 61) que une o ponto médio 
dêste lado ao vértice oposto. 

Um triângulo, também tem três medianas. 

A 

T: 
' h : 

-Ll---------·· '"
8
--------=="- e 

FIO. 60 

A 

B M 

Fio. 61 

e 

3. Bissetriz de um triângulo, relativa a um ângulo (in
terno) do triângulo, é o segmento da bissetriz (AD na fig. 62) 
dêste ângulo compreendido entre o vértice e o lado oposto. 

Um triângulo tem três bissetrizes (internas) . 
A 

Fxo. 62 Flo. 63 Flo. 64 

35. Classificação dos triângulos. Em relação aos lados, 
um t riângulo pode ser: 

eqüilátero, quando possui os três lados iguais (fig. 63) J 

is6sceles, quando possui dois lados iguais(*) (fig. 64) e 

escaleno, quando possui os três lados desiguais (fig. 65). 

e•) Ao terceiro lado (B(J) damos o nome de baao. 

Matemdtica _ - T erceira série ginasial 123 

Em relação aos ângulos, um triângulo pode ser : 

acutângulo, quando possui os três ângulos agudos (fig. 66); 
caso êstcs três ângu los sejam iguais, o triângulo diz-se 
eqüiangulo ; 

A 

B~C 

Fio. 05 Fio. 66 

retângulo , quando possui um ângulo reto (fig. 67); neste 
triângulo o lado oposto ao ângulo reto é denominado 
hipotenusa e os outros dois lados, catetos e 

obtusilngulo, quando possui um ângulo obtuso (fig. 68). 

Fla. 67 FIO. 08 

NOTA : Costuma-se atribuir o nome de obliqutlngulos aos trillngulos 
que não são retângulos (os lados são segmentos de retas oblíquas, figa. 
66 e 68). 

CONGRU:l];NCIA DE TRIÂNGULOS 

36. Casos clássicos de congruência de triângulos. 
Dois triângulos são iguais ou congruentes quando por inter
médio de um movimento êles coincidem, isto é, se superpõem. 
Nestas condições, os vértices e os lados de um triângulo vão 
coincidir, após o movimento, com os vértices e os lados cor
respondentes do outro (figs. 69 e 70). 
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A 

A : A' 

Fio. 70 

03valdo Sangiorgi 

e 

C:rC 

A' 

Fio. 69 

Os vértices correspondentes 
A 0 AI I B 0 B' C 0 C' são os 
pontos homólogos e os lados cor
respondentes AB e A'B', BC e 
B'C', CA e C'A' , são os lados ho
mólogos. Pode-se afirmar, assim 
que: 

Dois triilngu1os são congruentes ou iguais 
quando têm todos os lados e todos os ângulos 

respectivamente iguais. 

Todavia é possível saber se dois triâ.ngulos são con
gruentes sem verificar se todos os lados e todos os (),ngulos são 
respectivamente iguais, isto é, não usando os seis elementos 
principais de cada um. Para isso, basta verificar, como iremos 
demonstrar mais adiante, se os dois triângulos têm respecti-

. . ' vamen~e 1gu~1s, somente três dos elementos principais, dentre 
os quais esteJa compreendido, pelo menos, um lado. Surgem, 
assim, os casos clássicos de congruência ou critérios de igualdade 
de triti,ngulos de muita importância e grande uso na Geometria 
dedutiva. 

37. Primeiro caso de congruência. (*) ~ dado pelo 
seguinte 
Teorema: Dois trit1ngulos são congruentes quando têm dois 

lados e o t1ngulo compreendido, respectivamente, iguais 
(L.A.L.) (**). 

(•) Poderfnmoa conaidernr êate caso do igualdade e outroa como poalulodo. Preferimos, 
no. idnde em que se encontrnm oa oluooa, introduzi-lo como tooremo, admitindo, no 
entret anto, o Postulado do mo,imonlo (pt\~ . . 04). 

( .. ) Abroviaturn do l.• caso - L.A.L. - s11tD1laca : lado, dnoulo, latli. 
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Sejam os triângulos ABC e A' B'C' (fig. 71). Temos: 

H A = A' T { !:::.ABC = t:::.A'B'C' { 
4_B = 4_'B' 

AC= A 'C' 

~ (L.A~ 

B C ~ ~ 

Fio. 71 

DEMONSTRAÇÃO: 

1. Transportemos o !:::.ABC sôbre o t:::.A'B'C', de modo 
que Â coincida com o seu igual Â' e que os lados 
AB e AC se situem, respectivamente, sôbre os lados 
A'B' e A 'C'. 

2. Como, por hipótese, AB = A'B' e AC = A'C', o 
vértice B coincidirá com o vértice B' e C com o C'. 
Logo, sendo coincidentes os vértices dos dois triân
gulos, segue-se que : 

!:::.ABC = í:::.tl'B'C' 
c.q.d. 

No1•A: 1llste teorema permite afirmar que: em dois triângulos iguais a 
lados iguais opõem-se angulos iguais e o. angulos iguais opõem-se lados iguais. 

Aplicações do 1. º caso de congruência 
A 

38. Propriedades do triângulo isósceles. 

a) Teorema: Em lodo triangulo isósceles os 
dngulos da base são iguais. 

Seja o triângulo ABC (fig. 72) . T emos : 

H { AB = AC 
T { J] = Ô. 

B '----
0
- - _.c 

Fie. 72 
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DEMONSTRAÇÃO : 
1. Tracemos a bissetriz do ângulo do vértice A que encon

tra BC no ponto D. Logo : i = 2 (def. de bissetriz). 
2. Os triângulos A BD e ADC sü.o iguais, pelo 1.0 caso 

de congruência (L.A.L.) , e, portanto, são necessc'tria
mentc igua is os ângulos correspondentes B e Ô. Logo: 

A B= Ô c.q.d. 

Fxo. 73 

b) 1'eore ma recíproco: (*) O triangulo 
que tem dois ângulos iguais é isós
celes. 
Seja o triângulo ABC (fig. 73). 

Temos: 
H{.B=Ô 
T { AB = AC. 

DEMONSTRAÇÃO (por redução ao absurdo) : 
1. Neguemos a tese, isto é, se não fôsse AB = AC, então 

deveríamos ter forçosamente: AB > AC ou AB < AC 
(n. 0 11). 

2. Se fôsse AB > AC, poderíamos determinar sôbre AB 
um ponto A' tal que A'B=AC e unindo A' com C 
obteríamos o í::,.A'BC=,6.ABC (pelo I.0 caso L.A.L.), 
pois, 

13 = {J (por hipótese) 
{ 

A'B = AC (por construção) 

BC é comum e, portanto,: B = 8. 
3. Como, por hipótese : B = {J 

segue-se, então, que 8 = {J (propriedade transitiva, 
n.0 10 - 3."), 

isto é, um absurdo, pois, o ângulo â sendo parte do 
ângulo {J nunca poderia ser igual a Ô. Portanto, ~ã_o 
poder ser AB > AC. Com raciocínio análogo verifi
caríamos não ser possível AB < AC o que nos leva a 
concluir ser AB = AC c.q.d. 

e•) Ver alllUmaa oboervaoõoa intoreaaontea a6bre a Geometria Dedutiva do 8.• Bdria 
(p611:. 311). 
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c) Corolários: 

1.0
) Todo triangulo eqüilátero é também eqüi(J,ngulo. 

Seja o triângulo ABC (fig. 74) . Ternos: 

H { AB =BC= AC T { Â = 1) = ô 

D EMONSTRAÇÃO : 

1. Sendo AB=AC, 
,, ' AB= BC, 

segue que 13 = {J (I) (teorema a) 
,, ,, Â = ê (II) (teorema. a) . 

Fxo. 74 

A 

M 
Fxo. 75 

2. D as. igualdades (I) e (II), segue pela propriedade tran
sit iva (n.0 10, 3.") que : 

Â=B=ê 
c.q.d. 

r-l~ 7 º) Em. todo tridngulo isósceles a bissetriz do angulo do 
, , - ; vértice, a altura e a mediana relativas à base, coincidem. 

Seja o triângulo ABC (fig. 75). Temos : 

H { AB = AC 
AM é bissetriz (1 = 2) 

T { AM é a ltura e mediana. 

DEMONSTRAÇÃO : 

1. Sendo AM bissetr~ do Â, isto é, i =2, temos que : 
,6.AMB = ,6.AMC (caso L.A.L.). 
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2. Logo, os elementos correspondentes são iguais, isto é: 
BM = MC (I) 

3 = 4 · (II) (i ng. adjacentes iguais). 
. A igualdade (I) mostra que AM é mediana e a 
igualdade (II) que AM é altura (perpendicula r à base 
BC) do triângulo ABC em reln.ção à base BC. 

c.q.d. 

---,,> 39. Teorema do ângulo e xte rno. Em todo tridngulo um 
/ ' ~ngulo externo é maior do que cada um dos {lngulos 

internos não adjacentes. (*) 
Seja o triângulo ABC (fig. 76). Temos: 

H { ~ ângulo externo 
A e 13 ângulos não adj. de ; 

A 

F10. 76 

DEMONSTRAÇÃO : 

1. Seja M o ponto médio do lado AC; unamos M a B 
e prolonguemos BM de um segmento MN = BM. 
Liguemos N a C e consideremos os triângulos ABM 
e MCN. 

2. E:stes triângulos são iguais, pelo caso L.A.L., isto é : 
MBM = b.MCN 

{ 

Bfrl = lVI,_N (por construção) 
(L.A.L.) 1 = 2 (o.p.v.) 

MA. = MC (por construção) 
e, portanto, Â =3 (âng. homólogos em ,6 iguais). 

-----
(•) Com relaçllo ao seu llngulo ndj11conte, o O.ngu!o externo nllo está subordinndº .6 

nenhuma relação, podendo ser menar, igual ou moiar, conforme o llniUlo interno aeJB 
obl..,o, r,/o ou •11udo, reapeotivamente. 
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3. Como : 

segue-se que 

â > 3 (a contém 3) 
â > A (Â = 3). 

129 

Com raciocínio análogo, prova-se que ~ > 13 
(~ também é externo) e como â = ~ (o.p.v.), vem 

Ct">l3 d c.q .. 

Coro lário: Em lodo trir1ngulo a soma de dois dngulos é menor 
que 2 retos. 

Seja o triângulo ABC (fig. 77). Temos: 

H [ Â, 1J e (J ângulos internos T ( Â+Ô < 2 retos. 

D EMONSTRAÇÃO : 

L. Prolonguemos o lado BC e 
representemos por â o ân
gulo externo adjacente a Ü. 

2. Pelo teorema do ângulo ex
terno: 

~>Â 

A 

.,_ 

Fio. 77 

e somando (J aos dois membros dessa desigualdade (*), 

temos : ~ + (J > Â + O. 

ou 

Sendo ~+()=2 retos (n.º 28, 

2 retos > Â + (J 
.tI + () < 2 retos 

3.0), segue-se que: 

c.q.d. 

. •10. Segundo caso de congruência. É dado pelo se
gumte 

Teorema: Dois tritJ,ngulos são congruentes quando Wrn itrn lado 
igual e os dois r1ngttlos adjacentes a ~ste lado, respectiva
mente, iguais. (A.L.A.) (**) . 

(•) Propriedades dw, uoeig1rnldadce. Ver Mat,mdlica, Curso Ginasial, 2.• Série, Plill, 147, 
do mesmo autor. 

(••) Abrevia tura do 2.• oneo - A.L.A. - ei11oificn: d>1qulo, lado <lnoulo. 
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Sejam os trillngulos ABC e A'B'C' (fig. 78). Temos: 

{ 
13 = 13, 

H BC= B'C' 
ê = ê 1 

A 

T [ b.ABC = b.A'B'C'. 

(A.L .A.) 
A' 

e L-- L-- -+- --'-~c a•-~~- ;---'-__.c' 

Flo. 78 

DEMONSTilAÇÃO : 

l. Transportemos o triângulo ABC sôbre o triângulo 
A'B'C' de modo que o lado BC coincida com o seu 
igual B'C'. Como 13 = Ê', o lado BA tomará a dire
ção de B'A' e como ê = ê1

, CA tomará a direção 
de C' A'. 

2. O vértice A devendo estar simultâneamente sôbre as 
semi-retas B' A ' e C' 11', estará forçosamente no ponto 
de encontro das duas, isto é, em A'. Logo, coinci
dindo os três vértices, temos que 

b.ABC = b.A'B'C' c.q.d. 

Corolário: Todo tritlngulo eqüidngulo é também eqüilátero. 
A demonstração ficará a cargo do aluno. 

41. Terceiro caso de congruência. É dado pelo se
guinte 

Teorema: Dois tridngulos são congruentes quando têm os três 
lados respectivamente iguais (L.L.L .) (*). 
Sejam os triângulos ABC e A'B'C' (fig. 79). Temos : 

{ 

AB = A 'B' 
H BC = B'C' T { b.ABC = b.A'B'G'. 

GA = C'A' 
e•) Abrevia,ura do 8.• oaeo - L.L.L. - eiiinifioa : lado, lado, lado. 
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(L.L.L.) 

A 
FIO. 79 

DEJl,10NS1'IlAÇÃO: 

1. Transportemos o triângulo ABC sôbre o triângulo 
A'B'C' de modo que BC coincida com o ~eu igual ~'c:. 
Nada podemos dizer, por enquanto, sobre ª. comc1-
dência dos outros lados, pois, nada sabemos (hipótese) 
acêrca dos ângulos. Giremos, então, o !:::,,ABC em 
tôrno do lado comum BC = B'C', de sorte que o 
vértice A fique no semi-plano oposto de A' em relação 
a êste lado comum e unamos A' com A formando os 
triângulos A'B'A e A'C'A; 

2. Os triângulos A'B'A e A'C'A são isósceles (AB=A'B', 
CA = C' A', por hip.) e, portanto, os ângulos da base 
são iguais (n.º 38 - a) : 

a= a' ,., ,., 
/3 = /3' . 

Somando, membro a membro, estas igualdades, 
temos: A. A A I 

a + /3 = ª' + /3 
ou Â = Â'. 

Logo, os triângulos ABG_ e A' B' G_' sã? iguais ~elo 
caso L.A.L., pois têm os dms_ Iad~s 1gua1S (por hip.) 
e os ângulos compreendidos (A e A') respectivamente 
iguais. c.q.d. 

No•rA: O ponto de Intersecção de A'A com BC (H na fig. 79) p~d~ 
ser também externo ao segmento BC (é o caso dos triâ_ngulos ABC e ABC 
serem obtusângulos) ou coincidente com um dos vértices B ou C (é O caso 
doe triângulos ABC e A'B'C' serem retângulos em B e B'). 
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42. Quarto caso de congt·uên cia. f; dado pelo seguinte 

Teore ,na : D ois tri{lngulos são congruentes, quando tem um 
lado, um tlngulo adjacente e um tlngulo oposto a êste lado, 
respectivamente iguais. (L.A.Ao.) (*). 
Sejam os triângulos ABC e A'B'C' (fig. 80). Temos : 

H 13 = B' 1' { 6A BC = 6A'B'C'. {

BC= B'C' 

Â = Â' 
(L.A.Ao.) 

Fre. 80 

DEMONSTRAÇÃO : 

1. Transportemos o triângulo A BC sôbre o t riângulo 
A' B' C', de modo que BC coincida com o seu igual 
B'C'. Nas condições da hipótese (13= 131

), dizemos que 
Â deve coincidir com Â', ou seja , AB= A'B' e os 
dois triângulos serão iguais pelo caso L.A.L. ; 

2. Com efeito, se não fôsse AB= A'B', deveria ser, por 
exemplo, AB > A'B' e então existiria um ponto _A", 
tal que A" B' = AB e unindo A" com C resultana 

6A"B'C' = 6ABC (L.A.L.), 
e, portanto : Â = Â". 

Como Â = Â' (por hip.) 
segue-se que : Â' = Â", 
isto é um absurdo, pois, Â' sendo ângulo externo ao 
6 A"A'C' é maior que o ângulo interno não adjacente 
Â" (n.º 39). Chegariamos a absurdo análogo, caso 
fôsse AB < A'B'. Logo, 

AB = A'B' e 6 ABC = 6A'B'C' 
c.q.d. 

<•) Abr~víaturo do 4,• ooeo - L.A.A•. - - ei11nifica : lodo, dnoulo cdJ., dnoulo or,o, to. 
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_43. Congru ência de triângulos rc tting ulos. O caso 
particular de dois t riângulos retângulos, significa que êles já 
trazem sempre um elemento igual, que é o ângulo reto (n.º 26). 
Nestas condições concluímos que dois tri(ingulos reWngulos são 
congruentes, quando têm respectivamente iguais: 

l.0
) os dois catetos (imediat o pelo caso L.A.L.) ; 

2.0
) um cateto e o dngulo agudo adjacente (imediato pelo 

caso A.L.A.) ; 
3.0

) a hipotenusa e mn (ingulo agudo (imediato pelo caso 
L.A.Ao.); 

4.0
) um cateto e o dngiilo agudo oposto (imediato pelo 

caso L.A.Ao.) , e podemos demonstrar, ainda basea
dos nos casos já estudados, 

5.0
) a hi potenusa e um cateto. 

Fie,, 81 

De fato, sejam os t riângulos ABC e A'B'C' (fig. 81), 
onde t emos: 

{ 
13 = 131 (1 reto) 

H AB = A'B' (cateto) 
AC = A'C' (hipotenusa) 

D EMONSTRAÇÃO : 

T { 6ABC = 6A'B'C'. 

1. Construamos o 6ABC ao lado do 6 A'B'C', de modo 
que o cateto AB coincida com o seu igual A'B' e que 
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o vértice C se situe no semi-plano oposto de C' cm 
relação a AB (esta operação eqüivale a girar o 6ABC 
em tôrno do cateto comum AB=A'B'). 

2. Como os â,ngulos 13 e 13' são retos e adjacentes segue-se 
que o â,ngulo C 13C' é raso e BC é semi-reta oposta 
de B'C'. O triângulo ACC' é isósceles (AC=A'C', 
por hip.) e, por conseguinte, os ângulos da base são 
iguais (n.º 38), isto é, ê = Ô'. Logo, os dois triân
gulos retângulos ABC e A'B'C', tendo a hipotenusa 
e um dngulo agudo, respectivamente iguais, são con
gruentes (3.0

). 

c.q.d. 

Relações de desigualdades entre lados e ângulos 

44. Teorema. Se dois lados de um tridngulo são desiguais, 
ao maior lado opõe-se o maior dngulo. 

Seja o triângulo ABC (f,g. 82). Temos: 
li { AC > AB T { Ê > ê. 

A 

~--º 
a~= 

D EMONSTRAÇÃO : 

1. Sendo AC> AB, tomemos 
sôbre AC um ponto D, tal 
que AB = AD e unamos D 
com B. Resul tarn os triân
gulos ABD e DBC ; 

Fto. 82 2. O triângulo ABD é isósceles 
1tAB = AD) e, portanto : 
\ /\ /\ 

a= (:J. 

o ângulo ~ é externo ao triâ.ngulo DBC, logo : 
/\ /\ ê /\ /\ 
fJ > ê e • • • a > ( a = fJ). 

Como 13 > ~ (13 contém~) e pelo fato de ser ~ > ê G*), 
concluímos que : f\ A d D> li C.q . · 

A A A A A Ô 
----.- ·t·va dos desi11ualdadee: ee .4 > B e B > C, ee11:uo-se que: .4 > · 

(•) Propriedade trans1 1 
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45. Teorema recíproco. Se os dois dngulos de um tri~n
gulo são desiguais, ao maior dngulo opõe-se o maior 
lado. 

Seja o t riângulo ABC (fig. 83). Temos : 

H { Jj > Ô T { AC > AB. 

DEMONSTRAÇÃO (por redução ao absurdo) : 

1. Se não fôsse verdadeira a relação AC > AB, forçosa
mente deveria ser AC = AB ou AC< AB i 

2. Ora se AC = AB o triâ.ngulo ABC é isósceles e, 
portanto, os â,ngulo~ da base são iguais, isto é, Jj = ê 
que contraria a hipótese; se AC <AB, pelo teor~ma 
direto, teríamos : Jj < (] que também _contradiz a 
hipótese. Logo, como AC não pode ser igual e nem 
menor do que AB, segue-se que : 

AC> AB 
c.q.d. 

Fio. 83 Fio. 84 

46. Teorema. Em todo tri<1ngulo, qualquer lado é menor 
que a soma dos outros dois. . 

Seja o triângulo ABC (fig. 84). Suponhamos BC o maior 
lado. Temos : 

H { BC maior lado T { BC < AB + CA . 

D EJl,íONSTRAÇÃO : 

1. Ôbre o prolon-Prolonguemos o lado CA e tomemos s . 
gamento um ponto D, tal que A D = AB~ No,. tnân-
gulo isósceles ADB, resulta portanto : ª = fJ. 
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2. Sendo: " <A (" a e:> a está conf d A " 
e como ao maior ângul I o em 3) segue que (3 <3 
rema anterior) temos O opõe-se o maior lado (teo-

' no 6.DBC. 
BC< CD . 

BC< CA + AD 
sendo, porém, AD = AB (C~ = CA + AD), 

' vem f10alme11te: 

ou 

BC < AB + CA 

Corolário: Em t d . d a d J O O trianyulo l c.q. · 
i erença dos outros . doi~. ~~) quer lado é maior do que 

A 
A' 

e 

Fto. 85 

De fato d t 
tra!IBpondo ~m ªdo:s~ê anterior BC < AB + AC 
meiro membro que. rmos do segundo membro' peoaneluimo~, 

' · ra o pn-
BC - AB A < C ou AC > BC - AB 

47 . Teorema. Se dois tritl l c.q.d. 
vamente · • ngu os têm d · l . iguais e os dng l 01 s ados respecti-
08 - terceiros lados são du o_s co;npreendidos desiguais 

. opoe-se o maior lado. eS?,guais e ao maior dngul~ 

SeJam os triângulos ABC 

{ 

AB e A' B'C' (f' = A'B' ig. 85). Temos: 
H AC= A'C' 

-:-:-:---- Â > Â' T { BC> B'C'. 
<-> Vor ou,ra d 

OtnoDJtrac&o 11 (d" 
lrola) 1>da. Bl õ . 
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DEMONSTRAÇÃO : 

1. Tracemos pelo vórtice do Â (maior ângulo por hip.) 
umE- semi-reto. que forme com AB um ângulo igual 
a A'. Sôbre esta semi-reta tomemos o ponto D, tal 
que : AD = A'C'. Construamos, a seguir, a bissetriz 
do ftngu lo DAC (3=4) que encontrará BC no ponto 
E. Unamos B com D e D com E resultando o triân
gulo BED no qual : BD < BE + ED (n.º 46) ; 

2; T emos, assim : 6.DAE = 6.EAC (L.A.L.) 
pois, { AD = AC (AD= A' C', por cont.) 

3 = 4 (por construção) 
JlE é comum. 

Logo, ED = EC. 
Sendo BD <BE+ ED, 

ou BD < BE + EC (ED = EC), 
vem BD< BC. 

Pelo fato de ser BD = B'C' (6.ABD=6.A'B'C' , 
caso L.A.L.), 

segue-se que : 
ou 

B'C' < BC, 
BC> B'C' 

c.q.d. 

NOTA : O teorema recíproco dt:ste teorema, que pode ser demonstrado 
pelo ~todo da redução ao absurdo, fica como exercício. 

Comparação de linhas de mesmas extremidades 

48. Teoremn. Um segmento de reta é menor que qualquer 
linha poligonal de mesmas extremidades (*). 

Sejam: o segmento AB e a poligonal ADEFB (fig. 86). 
T emos : 

{ 
AB segmento de reta 

H ADEF B linha poligonal 
T { AB <AD+ DE+ EF + FB. 

(•) ll:ate tooroma permito afirmar que : o menor caminho •nlr• doía ponto, I o ••om•nlo 
d, rei. com11,.•ndido •nlre 1/u. 
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• 

DEMONSTRAÇÃO ; 

1. Unamos o ponto E 
obtendo os triâ 1 às extremidades comuna A e B, 

2 N . ngu os AED e EBF 
· o triângulo AED t · 

N . , emos : AE < AD + D o triângulo EBF t E (n.º 46). 
Somand ' emoa : EB < EF + FB (n.0 46). 

o, membro a membro . 

AE + EB <AD+ DE+ EF + FB. 
Como: 

AB < AE + EB (no 6EAB) 
segue-se por m . f 

AB < AD + D , ais orte razão que : 
E+EF+FB ' 

c.q.d. o 
N 

M 

Fio. 86 

Fro. 87 
8 

49. Teorema. Qualquer linha z · a~ a poligonal convexa en~~l~f;nadl envolvente é maior 
es. a e mesmas e t · s · x remi-

eJam as poligonais AMNPB 
H { AMNPB é l e ACDEB (fig. 87). Temos: 

ACDEB envo vente 
T é convexa envolvida 

{ AC+CD+DE+EB<AM 
DEMONSTRAÇÃO : + MN+ NP+PB. 

1. Prolonguemos o 
gonal envolvid a segmentos AC CD 
reapectivament' até encontrar a 'polig/ DI E, da poli

e, nos Pontos R, S e U ~a envolvente, 

p 
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2. Pela propriedade doa lados de um triângulo (n.0 46) 
e pelo teorema anterior, temos : 

no triângulo AMR : AR < AM + MR (n.º 46) 
no polígono CSNR : CS < CR + RN + NS (teore

ma anterior) 
no polígono DUPS: DU < DS + S P + PU(teore

ma anterior) 
no triângulo EUB : EB < EU+ UB (n.0 46). 

Somando, membro a membro, U!daa estas desi
gualdades : 

AR + cs + DU +BB<AM+Mn+cn+nN+NS+Ds+sP+Pu+su+un .._,, ..._,..._ ...._,..._,,, ..._, 
ou __ l__ l l '--v-----' '--v-----' - --. .------. _ _.....-. l l l 

co1no: Ac+cn+cD+DS+DB+BU+BB<AM + MN + cn + NP + DS + PB+Eu 

e suprimindo, nos dois membros, os segmentos comuns 
(CR, DS e EU), vem: 
AC+CD+DE+EB <AM + MN + NP +PB 

c.q.d. 

EXERCfCIOS 

1. No quadrado ABGD (fig. 88), demonstrar que as diagonais AC e BD 
afio Iguala. 

2, Na fig. 88, se M 6 o ponto m6dlo do lado AD, provar que MG=MB. 
3. Na fig. 88, se M, N , p e Q são os pontos médios dos lados consecuti

vos do quadrado, demonstrar que MN=NP=PQ=QM. 
4. D emonstrar que dois triângulos rctilngulos são iguais quando têm 

os catetos respectivamente iguais. 
5, Na fig. 89, temos: AB=AC e EB=CD. D emonstrar que BD=EG. 
ti. Demonstrar que as a lturas de um trillngulo eqüilátero são Iguais. 

º~-----e 

A 8 

F?c,, 88 

A 

~~-, 
.-::<~·: ---.. _._._._. :::.·<: :.~ . . ---. :~: ~ ~-----... 

E,_. · D 

ll'l9. 811 
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7. Provar que num t Ili 
à hipotenusa o di:;d:gulo r~tân~ulo Isósceles a m 

8. Se no t rillngulo I ó em dois trillngulos iguais odlana em re.laçlio 
mentos da bns Bs sce!es ABC (fig. 90) . 
gulos ACD e ~B_g dois segmentos CD ~ ~°F;m~-se _sõbro os prolonga-

resultam ii;,'Uais. • iguais entre s i, os trilln-

. 
, , . 

·, .. ,•··-' 
.-' ----E~'.. . ________ \ ', 

a c--- ..... ~o 

s 

e 

9. P rovar F10. 91 

10. No qu te,áum trillngulo Isósceles t d 

o 

BCD ªp r1 tero ABCD (fig 91) • Cem uns bissetrizes Iguais 
· rovar que O t •a · • n é bisset · d · 

11. Na figura 92 t s r1 ngulos ABC o ADé1z os llngulos BÃD e 
que: 6.AMP emos: AM=MB PA são iguais. 

""6.BMQ. ' 1.AB, BQ 1.AB. D emonstrar 

o 

A 

12. Na figura 93 t 
PM = QM. , emos: BM = MC t ~ 

13. Na figura 94 t , = 2 e 8 = i. p , emos . AB rovar que : 
14. Na figura 95 t . = DC, AC = BD. 

e AM 1. BC.' emos : AB = AC, BP = p Provar que : ! = 2. 
15. ~ emonetrar que dois t ia C. Provar que : ! = 2 

m llngulo agudo e r ngulos retlln 1 
o cateto adfocent~~ ~:S~!~ttlguale quando têm 

vnmente Iguais. 
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e 

F10. 94 

A 

M 

Fio. 05 
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e 

l6. P~ovar que os dois segmentos que unem os meios dos lados do um 
t r1!l.ngulo isósceles no meio da bMe dêste tri!l.ogulo, siio iguais. 

l?.P pode-se construir um trillngulo que tenha por lados 3cm, 5cm e 9cm? 
or que? 

18· NBn figura 96, o trillngulo ABC é isósceles e AD =AE. Provar que: 
E= CD. 

e<-------- ~ C 
Flo. 90 

Fio. 97 

19• D emonstrar que dois quadri láteros convexos, tendo respectivamente 
Iguais os quatro lados e um llngulo compreendido entre lados iguais, 
alio congruentes. 

2º· D ois polfgonos convexos alio congruentes, quando, possuindo o mesmo 
nómero de lados respectivamente iguais, as diagonais que partem de 
um determinado vértice comum a lados iguais siio iguais. 

21. Na figura 97, provar que: 1>2 e 1>8. 
22- Na figura 98, provar que: 1>2 e 1>8. 

1 
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giorg, 
23. No trillngulo ABC (f" 

DC é bissetriz d dg~ 99l, sabendo-se . 
24. Usando a me e . (3 =4) e 4B >Acque. DB é bissetriz deB (i =2), 

demonstrar qs~a B~~6tese do Ex. 23 . i ~ornonstrar que: BD> DC. 
25. Uni!1do-se os três / ~ Me. e a n a que DM .L BC (fig. 99), 

no mterior d ért1cos de um t ·n 
0 Perímetro eº mrn~o, a soma dos rs,,engulo ª um ponto qualquer O 

26 N · a1or q gmcnto bt"d 
• l1Ill trillngulo ue O semi-perímetro 8 0 1 os 6 menor que 

0.'<tromos de um ~!Jimas das distancias d . 
rentes ao vértic BC é menor qu O um ponto Interno O aos 

e oposto. e ª soma dos dois lados concor-
NoTA • y 

Dedutiva (pág. e;1fj~umas observações 1 
nteressantes sôbre a Geometria 

A 

Fia. 99 
e 

P SUGESTôEs 
ara os 

P exercícios 1 2 3 ara os . ' • , 4, 5 6 e 8 
P exercícios 9 10 11 ' , usar o easo LA L 

ara 0 8 ' • e 12 u • . . exercfcios 7 13 ' sar o caso A L 
Para ' e 14 us · .A. p 0s exercícios 16 e 18 ' ar o caso L.L.L 

ara o exercício 15 ' usar o caso L.A L . 
Pa , usar o ca A · • ra o exercício 19 so .L.A. 
;ara o exercício 20' ~::; os casos L.A.L. e L L L 
para os exercícios 21 e 2/ caso L.L.L. . . . 

ara o exercício 23 ' usar o teorema d 
Para o exercício 24' Usar o teorema n.o 44 o llngulo externo. 
Para o exercício 25' Usar os teoremas ns 46 

, usar o teorema · e 49. 
Re8Poata: n.o 49. 
17. Não p 

dois: orque um lado qualquer d 
eve ser me nor que a 

soma dos outros 
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§ 5. Perpendiculares e oblíquas. Lugares 
geométricos. 
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RETAS PERPENDICULARES E RETAS OBLÍQUAS 

50. Definições. Já vimos (n.º 26 - Obs. l.") que : 
Duas retas são perpendicitlares entre si, quando ao se 

interceptarem formam angulos adjacentes iguais (fig. 100). 

Cada um dos quatro ângulos, que elas formam, é reto 
(m~tadc de um ttngulo raso). Recíprocamente: se duas retas 
se_ mterceptam de modo que um dos quatro ângulos formados 
SeJa reto, elas são perpendicttlares entre si. Indicação: r.Ls. 

" 

. . 

Fio. 100 

/ 
p 

Fia. 101 

Geralmente são denominadas também, perpendiculares 
enti:e si, duas semi-retas ou dois' segmentos, ou ainda uma 
senu:-reta e um segmento, quando são perpendiculares as res
pectivas retas suportes. 

Q_uando as retas, ao se interceptarem, não formam ângu
os adJacentes iguais elas dizem-se oblíquas. 

51. Teorema fundamental sôbre retas perpendicula
res. No plano, por um ponto dado fora de uma reta 
ou sôbre ela, pode-se traçar (*) uma e uma só perpen
dicular à re/,a dada. 

l.0
) Sejam o ponto P e a reta s que não se pertencem (fig. 101). 

Tem; :[ p f d T { r .Ls (pas. sando por P) 
ora e s r é única. 

(') No 01180 do ponto estar forR da perpoodloular, dis-ee também Gbaizor a perpeodl• 
oular e, no oaao do p0olo pertoooer l rela, z.,ani.r a 1>en>endioular. 

I 
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DEMONSTRAÇÃO : 

1. Tracemos pelo ponto p 
que forma com a t uma oblíqua qualquer P A 
oposto ao de p t re ª 8 um ângulo ~- No semi-plano 
forma com 8 0 i/ªfe~os pelo ponto A a oblíqua que 
um segmento AP~u~ ~; _tomemos sôbre esta oblíqua 

2. Unamos p a P' e ter ' 
8 no ponto o T emos ª reta r que interceptará 

· cmos, então : 

N .6.POA = .6.P'OA (caso L.A.L.). 
estas condições 

homólogos em triân dl se~ue-~e que : i = ~ (ângulos 
adjacentes concluim;s ~=r iguais) e como são ângulos 

Esta perpendicul r .l. s c.q.d. 
De fato, suponhamos ~

0
; :;~ta s, pelo ponto P, é única(*). 

por P uma outra reta r' .l. s 
1~;tante, que ?-lém de r passasse 

"' A • este caso (fig. 102), teríamos: 
f3 > 1 (ângulo externo) 

J\. 

s .. 
p 

Fio. 102 

Fio. 103 
e sendo i ret 

s 

ou se. a o, segue-se que deverá " 
? º) J .' a reta r' não é perpendicul:~r {3 forçosamente obtuso, 
-· SeJam O ponto p a s. 

T e a reta 8 emos: ' que se pertencem (fig. 103). 

R { P pertence a 8 { .l. =---- T r 8 (passando por P) 
(º) Esta Parto do teorema , • r é única. 

u ,ambdm d . 
enolDJnadn unicidad 

• da Derpendioular (r). 
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D EMONSTRAÇÃO : 

1. A reta s pode ser considerada como suporte dos lados 
de um ângulo raso de vértice P. Seja r a bissetriz 
dêste ângulo. 

2. Como a bissetriz divide o ângulo (neste caso raso) 
em dois ângulos iguais, cada um dêles será reto e, 
portanto : r .l. s c.q.d. 

Esta perpendicular é única, pois, qualquer outra reta do 
pla"!lo passando por P dividirá o ângulo raso em duas partes 
d~siguais (todo ângulo tem uma bissetriz e uma só) e conse
quentemente não poderá ser perpendicular. 

OesmnvAçÃo. O problema do traçado da perpendicular r à reta s, 
gor um ponto P, é resolvido fàcilmente mediante o esquadro (fig. 104). 
d· ponto O onde a perpendicular encontra a é denominado pé da perpen
dicular: Por extensão, o ponto onde uma oblíqua encontra uma reta é 

enom1nado p6 da obliqua. 

li, 
p 

A B 

Fro. 104 Fxo. 105 

52. Teorema sôhre a perpendicular e oblíquas a 
uma reta. Se de um ponto fora de uma reta, traçar
mos até ela o segmento perpendicular e vários segmen
tos oblíquos, temos: 

a) o perpendicular é menor que qualquer obliquo; 
b) dois oblíquos, cujos pés se afastam igualmente do pé do 

perpendicular, são iguais; 
e) de dois oblíquos, é maior aqu~le cujo pé está mais afas

tado do pé do perpendicular. 
Parte a): Sejam PA perpendicular e PB oblíquo, res

pectivamente à reta s (fig. 105). Temos : 

H { PA 1- 8 T ( PA < PB. 
PB_L,s 
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D EMONSTRAÇÃO : 

1. Com efeito send . 
hip. p A ..L ~) Ao O tn~ngulo P AB retângulo (~or 
que O ângul ' 0 adng~lo 1 é _reto e, portanto, maior 

0 agu o L., ou seJa : 

2 2 < i. 
· Como num triângul d . • 

ao maior ân . 1 _0 , se ois_ !i.ngulos sã.o desiguais, 
se que : gu o opoe-se o maior ln.do ( n. º 45)' segue-

p 

Fio. 106 

P A <PB c.q.d. 

Parte b) : Sejam PA perpendicular, 
PB e PB' oblíquos, respecti

vamente, à reta 8 (fig. 106). 
Temos: 

H { PA ..L s, PB ...L_s, PB' _Ls 
AB = AB' 

D EMONSTRAÇÃo : 

1. De fato, 

T [ PB = PB'. 

llPAB = 6PAB' (caso L.A.L.), pois: 

2. Logo: 
{ 

PA é comum 
i = ã (reto) 
AB = AB' (por hip.) 

PB = PB' (1 d h ª os omólogos iguais) 

Parte e) : Sejam p A . c.q.d. 
respectivamente à t erpen_dicular, PB e PC obliquos, 

{ 
PA ' re a s (fig. 107). Temos : 

H ..Ls,PB /s PC /s 
AC> AB - ' - T [ PC> PB. 

p 

/ 
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D EM:ONSTnA.ÇÃO : 

1. D e fato, o 2 é externo ao triângulo P AB e, portanto: 
2 > 1. 

2. Sendo i reto (por hip. P A ..L s), segue-se que 2 é 
obtuso, isto é, o maior ângulo do triângulo PBC. 
Logo: 2 > 3. 

Como num triângulo ao maior ângulo opõe-se o 
maior lado, temos : 

OnsEnvAçõEs : 

PC> PB c.q.d. 

é 
O 

l.•) Como do todos os segmentos que unem P à reta s, º. men~r 
d que ó perpendicula r a s dcnorninn-se a êsse segmento do distancia 

0 ponto P à reta a. Na figura 107, PA 6 a distancia do P a s. 
2-•) Chama-se mediatriz de um segmento a perpendicular a êsse 

segmento traçada pelo ponto médio do mesmo. Na figura 108, a reta 
r é ª mediatriz do segmento BC. 

1 1 1 s B r e 

F1<1. 108 

LUGARES GEOMf;TRICOS 

. 53. Definição. Denomina-se lugar geométrico a um con
Junto _ de pontos, e somente êsses, que gozam de uma mesma 
prop:iedade. Para concluir que uma figura é um lugar geo
métrico é preciso demonstrar que : 

a) cada ponto da figura goza da propriedade indicada ; 
b) cada ponto que goze de tal propriedade pertence à 

figura, ou cada ponto fora da figura não goza daquela 
propriedade, 
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. Estas propriedades . 
tnco são uma inv d que caractenzam um lugar geomé-
mediatriz e a bisset:;:a ª olutra. E studaremos, a seguir, a 

como ugares geométricos. 

54. Teorema A m d. . 
geométrico · dos :n iatriz _~e. um segmento é o lu gar 
segmento. P tos equidistantes dos extremos deste 

Parte a)• S · 
· eJa O segmento AB cli 

segmento (fig. 109). Temos :e a me atriz r dêste 

H { r mecliatriz de AB ou { r ..L AB 
PEr (*) ( AM = MB 'r ' { P pertence à mediatriz r) 
PA = PB. 

2 1 

A 
M 

Ftc,. 1011 

DEMONSTRAÇÃO : 

s 
B 

1. De fato b.PMA 

{ 

' = b.PMB (caso L.A.L.), pois: 
P,..M é comum 
A~ = ~ (reto, por hip.) 

2 
= ME (r é mediatriz por hip.) 

. Logo, elementos corr d 
espon entes são iguais, isto é : 

PA = PB 
Parte b) • s · . c q d . eJa a figura 109 'r . . . 

H { p é e .. . . · emos agora : 
T { p Q':1di~tante de A e B (P A = p B) 

-:-::---- e mediatriz de AB. 
<•) O ehnbolo • ai nif' 

Goomeirla Ded~u::~ ~6 P•rlenu,. Ver alllUIIIIUJ ob . 
11• 313, COQI relaollo l QI d-~ ':'aç!See mteressantee eõbre " 

o Uhn1 do um so11:monto. 
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D E:àfONSTRAÇÃO : 

1. Como P A = P B (por hip.), o t riângulo P AB é isósceles. 
2• U nindo P a M , t emos que PM é mediana e, por tanto, 

é também altura (n.0 38 - c - 2.0), isto é, perpencli
cular a AB no seu ponto médio M , ou seja r é me-
dia triz de AB. c.q.d. 

55. T~orcma . A "bissetriz de um {1,ngttlo é o lugar ge01né
tnco dos pontos ~eqüidistantes- dos _lados deste {1,ngulo. 

Parte a) : Seja o ângulo AOB e a bissetriz b dêste ângulo 
(fig. 110). Temos : 

{ 

b bissetriz de AÔB (I =;:~) 
H . { PA ..LOA 

PEb, isto é PB ..L OB T { PA = PB. 

DEMONSTRAÇÃO : 

1, Com efeito : /::;.PAO = b.PBO (caso L.A.Ao.), pois: 

i = ~ (por hip.) 
{ 

PO é comum 

8 = 4 (ret os, por hip.). 
2. Logo, elementos correspondentes são iguais, isto é : 

PA = PB c.q.d. 
Parte b) : Seja a figura 110. T emos agora: 

{ 

P é eqüidis tante dos lados de AÔB 
H P A distância a OA (PA ..L OA ) 

PB distância a OB_ (PB J_ OB). 

(PA=PB) 

T [ Ab. 
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DEMONSTRAÇÃO : 

1. De fato unindo p O t . . 
gulos : P AO e p BO ~ emos dois triângulos retân-

2- l!:stes triângulo t" ' 1 hi s re u.ngu os são congruentes pois têm 
a potenusa e ' ' 
(n.º 43 _ 5 º) um cateto, respectivamente, iguais 
iguais O • : _L~go, Aelementos correspondentes são 
de AÓB ue ª'ª · ld= 2 0 que significa. ser b bissetriz 

um e seus pontos. 
c.q.d. 

EXERCic1os 
1. ~ emonstrar que ns bissetriz d d . 

d1culnres. cs e 01s llngulos ndjacentes alio perpen-
2. Do vértice de um ilugulo t 

Demonstrar que O ilngulo p' 
0 

rnfnmf-se 119 perpendiculares aos Jndos. 
dado. r e as armado é o suplemento do llngulo 

3. Se de um ponto fora de um 
perpendicular e dois oblfq ª :et\ traçnrmos a esta reta O segmento 
pé do perpendicular (recf uos tg~n s, êstes se afastam Igualmente do 

4. Um ponto qualquer fora d~roca. o teorema do n.• 52-b). 
mente dos extremos dA·se med1ntrlz de um segmento dis ta desigual· 

5 Dem t "" segmento ' 
· ons rar que traçando-se · 

Iguais de um tri!lngulo isó jª Prpendlculares aos meios dos lados 
do ilngulo do vértice. sce es e as se encontram sôbre a bissetriz 

6. As três bissetrizes lnternns de um 
ponto eqüidistante dos três I d trlil.ngulo encontram-se num mesmo 

7. Um ponto qualquer, fora da ~i os. . 
Dente ~os lndos do ângulo. ssetriz de um {lngulo, dista desigual-

8. uas bissetrizes dos ângulos e t 
do ângulo interno, não adjacen~ee~~~sil de u

1
m trlllngu)o e a bissetriz 

num mesmo ponto. ngu os externos, encontram-se 

_\i 
o s 

Fra. 111 

9. Na figura 111, temos• i=~ â 
~ nd

e um déates An~Jos? = · A que fração do dngulo reto corres-
10. e, na figura 111 tra r 

eetrlz do AnguJo 2 ca mos r l.s, Pelo ponto O .,. b'-. , provar que , ., ,,... 
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§ 6. Teoria das paralelas. Aplicações. 

56. Retas concox-rcntcs (incidentes) e retas para1clas. 
Duas retas distintas de urn plano podem ter, uma em relação 
ª outra, duas posições: 

não 

a) podem ter urn ponto em cornurn ; nesse caso dizem-se 
concorrentes ou que se interceptam em tal ponto (fig. 
112); 

"' 

Fio. 112 

Logo: 

b) não têm ponto em comum e, 
nesse caso, dizem-se paralelas 
(fig. 113). 

Fro. 113 

Duas retas são paralelas quando, situadas no mesmo plano, 
têm ponto em cornum. Indicação : r li s. 

OnsEnv 11.ç0Es : 

l.•) Duas semi-retas ou dois segmentos, ou ainda uma seml-reta e 
u_m segmento, são denominados paralelos, quando são paralelas as respec
tivns retas suportes. 

2.•) Duas retas situadas no mesmo p lano, quer sejam coocorrentes, 
quer sejam paralelas, são chamadas coplanares. Assim, por exemplo, ns 
r~tns r e s, das figuras 112 e 113 são coplanaret1. Caso as retas não estejnm 
situndas no mesmo plano elas são denominadas não coplanares ou reversas. 

57. Ângulos formados por duas retas coplanares e 
unia transversal . Duas retas coplanares r e s (fig. 114), 
interceptadas por uma terceira reta t, que é chamada transversal 
ou secante, formam em tôrno dos pontos de intersecção (Me N 
na fig. 114), oito dngulos que recebem nomes especiais. Os 
ângulos situados na região do plano limitada pelas retas 
r e 8 (~, a, g e S, na fig. 114), dizem-se dngulos internos. 
Os que não pertencem a tal região (i, 4, 8 e 1) são denominados 
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dngulos externos. 11:stes oi~o ângu
los combinados dois a dois, rece
bem os seguintes nomes: 
1. correspondentes, quando um dê

les é interno e o outro externo, 
não adjacentes e situados num 
mesmo semi-plano, em relação 
à. transversal ; 

2. alternos-internos, quando am
bos são internos, não adjace~
tes porém situados em semi
pla~os opostos em relação à 
transversal ; . 

3. alternos-externos, quando ambos são externos, não ad1;
centes, porém situados em semi-planos opostos em relaç 0 
à transversal ; . dos 

4. colaterais-internos, quando ambos são internos e situa 
num mesmo semi-plano, em relação à transversal i dos 

5. colaterais-externos, quando ambos são externos e situa 
num mesmo semi-plano, em relação à transversal. 
Na. figura 114, os ângulos ora mencionados são : 

correspondentes { i e g; 4 e S 
2 e 6; 3 e 7 

alternos-internos { i : f alternos-externos { 
i e '/ 
4 e 6 

â e 8 colaterais-externos 
colaterais-internos { 2 e g 

O reconhecimento de que as duas retas r e s, coplanares, 
interceptadas por uma transversal t, encontram-se num dos 
semi-planos determinados pela transversal (isto é, são concor
rentes) ou não têm ponto comum (isto é, são paralelas) é feito 
confrontando-se os quatro pares de ângulos que as retas r e 
s formam com a t ransversal t. 

{ 
i e ~ 
4 e '/ 

58. T eorema fundamental sôbre retas paralelas. Se 
uma transversal forma com duas retas coplanares dois 
O.ngulos correspondentes iguais, as duas retas são paralelas. 
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. t (fig. 115). Temos : Sejam as retas coplanares . r , s e T [ r li s. 
H { -i =â (âng. correspondentes) 

_ ( . . d ção ao absurdo) : D EMONSTRAÇAO : por Ie U · num 
1. Se r e s não fôssem par~lelas,l enMcoNotprar-se-iam 

n. 

í tntLngu o · 
ponto P e ter amos O 

• cl _ . 4 > S (teorema do 
2. Neste triângulo vale ª é1:i~f;~ a hipótese (4=8). 

ângulo externo), º. que t e portanto são 
- se encon raro , ' Logo, r e s nao c.q.d. 

paralelas. 

·-·-:::•p 

Fio. 115 Fio. 116 

59 Corolários. d · 
. duas retas coplanares ois 

Se uma transvers_al forma( com lt nos-externos) iguais, as O.ngulos altei-nos-internos oit a er 
duas retas são paralelas. t (fg 116) Temos : 
Sejam as retas coplanares: . r , s e I . 'l'. { r li s. 

H { 2=8 (âng. alternos-internos) 

D m,rnNS'l'R.AÇÃo : A ) 

2 
_ g (por bip.) e, 

f t temos· 2= 4 (o.p.v. e - Jd d 
1. De a o, lp ·ropriedade transitiva da igua a e: portanto, pe a 

4 
= S. 

A t ângulos são correspondentes, segue-se pelo 2. Como t:S es l . 
t,eorema fundamenta que · ,, c.q.d. 

r .9 
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Se uma transversal f o 
dngulos colaterais · t rma com ditas retas coplanares dois 
duas retas são par~1 rnos (ou externos) suplementares as 
S . e as. 
HeJam as retas coplanares: 

{ 3 + 8 = 2 retos (8 e 8 
T { r li s. 

r, s e t (fig. 116). Temos: 
são âng. colaterais-internos) 

Dm,foNsTRAçÃo : 

1. De fato, temos : g + 4 = 2 retos (são adjacentes e su
plementa res) e 

ou 
Logo, 

! + ~ = 2 retos (por hip.). 
,j + 4=3+S 

4=8 
2. Como êstes dois ân ulo -

pelo teorema fund g s sao correspondentes, segue-se 
amental que: 

r li s c.q.d. 
60. Re tas perpend' I 1cu ares ª uma terceira. 

11. 

Fio. 117 

Teorema: No mesmo plano, 
duas retas perpendiculares 
ª uma terceira são parale
las entre si. 

Sejam as retas coplanares: 
r, 8 e t (fig. 117). Temos: 

H{rl.t 
8 l. t 

T { r li s. 
DEMONSTRAÇÃO ( or -

1. Ca p reduçao ao àbsurdo) : (*) 
so r e s não fô 

num ponto P; ssem paralelas, encontrar-se-iam 
2· Neste ca so, pelo ponto p . 

~uas perpendiculares à reta 't pode~1am ser traçadas 
impo~sfoel pelo teorema fu d ou seJa uma construção 
pendiculares (n.º 51 - ~ -o.mental sôbre retas per-

umc1dade). Logo· 

V 
r li a · 

(º) er outrn dcm C d onstraçüo, pág. 314_ ,q. . 

---
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61. Coro lário (Construção da paralela a uma reta dada). 
Por mn ponto fora de uma reta pode-se traçar uma 
paralela a esta reta. 

Sejam : a reta s e o ponto P (fig. 118). Temos : 
H { P fora de s T { r li s (passando por P). 

D EMONSTRAÇÃO : 

1. Com efeito, pelo ponto P, fora de s, pode-se abaixar 
a reta t perpendicular a s e por êste ponto pode-se 
também levantar a reta r perpendicular a t (n.º 51) ; 

2. As duas retas r e s, sendo perpendiculares à reta t, 
são paralelas entre si (n.º 60), isto é : 

' 
' :t 
! 

r li s c.q.d. 

li, 

Fto. 118 

11, 

Fio. 1111 

OnsEnvAÇÃO. O problema do traçado da reta r paralela a uma reta 
8, por um ponto P , fora de s, é r esolvido com uma r6gua e um esquadro 
ou dois esquadros (fig. llO). Tal tmçado é baseado na lgualdude de dois 
tlngulos correepondcutes formados por duas paralelas e uma transversal. 

62. Postulado de Euclides (*) (ou das paralelas). P or 
itm ponto fora de itma reta pode-se traçar somente 
uma paralela a esta reta. 

P elo corolário anterior (n.º 61), demonstrou-se que, por 
um ponto fora de uma reta, pode-se sempre traçar uma reta 
paralela a esta reta. Admite-se como evidente que, por um 

(•) EooLIDES : donoroinodo tnrobóm o prfncip• doe o•bm.trae oreooe. A rigor. n!lo foi 
do formo quo onunoinmoe quo o célebre goõmotrn oeoreveu o suo lnmosn proposiçllo 
nol!I eoue Elemento• de Geometria, livro euverndo, om nt1mero do otliçõee, eõmooto 
pela B!blin; mos, o .. , ~ncia ó o moema. 
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ponto fora de uma reta ó 
reta (unicidade da par~l!la se po~e traçar uma paralela a esta 
será realçada no deco d). A importâ.ncia dêste postulado 

rrer o curso. 

63. Conseqüências do Postulado de Euclides. 

1\. 

Flo. 120 

l. 0
) Teorema recí.pl'oco 

do t eore1nafunda,1nental: 
Duas 1·etas pa,ralclas formam, 
com uma transversal, dngulos 
correspondentes iguais . 

. Sejam as retas : r, s e t 
(fig. 120). T emos: 

R { r li s, t - transversal 

T { 4 = S. 
D EMONSTRAÇÃO (por red 

1. Se 4 ução ao absurdo) : 
não fósse igual a S M a reta r' t l ' poderiamas traçar pelo ponto 

Neste caso 'p!l que formasse com t um ângulo 4' = S. 
mos ter: ' 0 teorema fundamental (n.º 58) deve-

2. C r' li s. 
orno, por hipótese : r li 

por M, segue . 8 • e as retas r e r' passam 
elides, que r' ;~~ess?rt~drncnte pelo Postulado de Eu

co1nc1 em e, portanto: 

Corolários: 
4 = 4' = S c.q.d. 

a) Duas paralelas formam com u 
los alternos-internos (o; alt ma transversal, ângu-

b) D ernos-externos) · · 
uas paralelas formam iguais ; 

los colaterais-internos (o~om uma _transversal, ângu
mentares. colaterais-externos) suple-

As demosntrações respect· 
ivas, são análoga à . 

Teorema• No l 8 antenor. 
a~ • Pano, duas reta ao paralelas entre a• s paralelas a uma te . •· rceira 
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Sejam as retas: r, s e t (fig. 121). Temos: 

H { r 11 t T { r li s. 
s li t 

'I, 

F:to. 121 

D E MONSTRAÇÃO (por redução ao absurdo) : 
1. De fato, caso r e s não fôssem paralelas, encontrar-

se-iam num ponto P. 
2. Então, por êste ponto 

retas paralelas à reta t, 
de Euclides. Logo : 

P, poderíamos traçar duas 
o que é contra o Postulado 

r li s c.q.d. 

s 2 

Fio. 122 

3.") Teorema: No plano, se duas retas são paralelas, tóda 
perpendiC'lllar a uma delas é também perpendicular a outra. 
Sejam as retas: r, s e t (fig. 122). Temos : 

H { r li s T [ t ..L s. 
t ..L r · 

D EMONSTRAÇÃO : 
1. De fato, sendo rlls (por hip.) os â.ngulos correspon-

dentes i e 2 são iguais (o.º 63) 1 

t .J 
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2. Como i é reto ( . á 
reto, isto é: por hip.), segue que 2 também ser 

t .L s c.q.d. 64. Scgrn 
paralelas. entos de pa1·alclas com d "dos entre prcen 1 · 

T eorema: Os segmentos de 
retas paralelas compreendidos 
entre paralelas são igitais. 

Sejam as retas r, s e os 
segmentos AB e CD (fig. 123). 
Temos: 

Fio. 123 

DEMONSTRAÇÃO : 

{ 
r li s 

H AB li CD 

T { AB = CD. 

1. Com efeito tra 
os triângul~s A~Dinos a transversal AD. Obteremos 

2 T e ADC 
. em9s: 6.ABD . 

i = 2 (â = 6.ADC (caso A.L.A.), pois: 
ng. alterno · t leias AB s-in ernos formados pelas para-

AD é e CD com a transversal AD) comum 

â = 4 (âng. alterno · 
leias r s-internos formados pelas para-

. Logo os el e s com a transversal AD). 
isto é: ' ementos correspondentes são iguais, 

65 A 

AB = CD c.q.d. 
. Angulos de lado 

Teorema• D . s Paralelos. 
· ois tingul Zelos 8 - • • os, que t~m O l d 

lad ' ao iguais ou supl 8 ª os respectivamente para-
em º!e~~:espondente8 sãoe~;;La:res. São iguais quando os 
lado i 08 contrários. 

8
- igidos nos mesmos sentidos ou 

8 corresp d , ao supl • d,.,; on entes sa~o ementares quando dois 
v•B em sent"d num m . 

i os contrário esmo sentido e os outros 
8. 

i 

r e 
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Primeiro caso: Sejam os ângulos formados pelas retas : 
s e r' e s' (fig. 124) . Temos : 

H { r li r' (mesmo sentido) T { 1 = 2_ 
s li s' (mesmo sentido) 

s 

Flo. 124 

D EMONSTilAÇÃO : 

1. Consideremos a intersecção M da reta r' com a reta 

s e os ângulos formados 2 e 3. 
2. Como : 2 = 3 (âng. correspondentes formados pelas 

paralelas s e s' com a transversal r') 
e i = 3 (âng. correspondentes formados pelas 

paralelas r e r' com a transversal s') 

segue-se, pela propriedade transitiva da igualdade, que: 
i = 2 c.q.d. 

No caso de serem consideradas as semi-retas opostas dos 
lados dos ângulos i e 2, os ângulos formados ainda serão iguais 
por serem, respectivamente opostos a i e 2. 

Segundo caso: Sejam os ângulos formados pelas retas 
r e s e r' e s' (fig. 125) . Temos : 

{ 
r li r' (mesmo sentido) 

H s li s' (sentidos contrários) 
T { i + 4 e1 2 retos. 
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DEMONSTRAÇÃO : 

1. De fato: 4 + 2 = 2 reto (1 A s ~ e ,c, são adjacentes e, 
2. Como: portanto, suplementares) . 

1 = ~ (pelo 1. 0 caso), segue que : 
1 + 4 = 2 retos c.q.d. 

LI 

G 

F.u,. 125 

66. Ângulos de Iad 
Teorema. D . os perpendiculares. 

end .' ois dngulos que têm l h iculares são iguais ou ~s ados respectivamente per-
os são agudos ou obtusos· :up ;mentares. Iguais, se am-

e outro é obtuso. , up ementares se um é agudo 

Primeiro caso: Sejam 
r e ,s e r' e s' (fig. 126). os ângulos formados pelo.a Temos: retas : 

H { : ±:: 
i e 2 agudos ( ou T { i = 2 

DEMONS'fRAÇÃo : obtusos) . 

l . Tracemos 
pelo ponto O . s" li ' 

r" " f · s e r" li , e 8 ormarão O ângulo 3 r ; as retas 

2. Como: s" j_ s 
e r" j_ r 

A A ' tal que: 
,t,=3 (âng d I d 

(po · e ª 08 para lelos n º 65) 
rque s' j_ ' · · s e s" li ' 

(porque r' j_ r " s - n.º 63 - 3.º) 
er llr' -n.º63 -3.º) . 
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segue-se que, os ângulos s"Ôs e r"Ôr são ângulos 
retos e, portanto,,. 1 = 3, por admitirem o mesmo 
complemento (s" Ur). Logo, se : 

2=3 e 3=i 
temos que : i" = 2 c.q.d. 

s' 

o . · .. 

Fxo. 126 

S egundo caso: Sejam os ângulos 
r e s e r' e s' (fig. 127). Temos : 

{ 

r J_ r' 
H s J_ s' 

1 agudo e 4 obtuso 

DEMONSTRAÇÃO : 

Fro. 127 

formados pelas re tas : 

T { i + 4 = 2 retos. 

1. De fato : 2 + 4 = 2 retos (2 e 4 são adjacentes e, 
portanto, suplementares). 

2. Como : i = 2 (pelo 1.0 caso), segue-se que : 
i + 4 = 2 retos 

c.q.d. 

EXERCÍCIOS 

1. Na figura 128, indicar quais os llngulos que são : correspondentes, 
a lteraos-intcrnoa, alternos-externos, colnterais-internoa e colateraia
externoa. 

2. Culcular o valor dos seguintes ângulos: 2, â, 4, S, 6, 1 e § (fig. 129), 
sabendo-se que : r ô II e t = 64° 12' 30". 
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o 

Fio. 129 Fio. 128 

3. Calcular, na figura 129, os !'ingulos 2, g, 4, S, 6, 'l e S, no caso do i 
ser a metade do 2. 

4. Na figura 129, calcular o valor de cada um dos ângulos, sabendo-se 
que: 4-g=38°. 

5. Como devem ser os ângulos 1, 2, 3 e 4 (fig. 130), para se poder afir-
mar que r li s ? 

6. Se a li b e e li d (fig. 131), como são g e 4? 
7. Calcule na figura 131, o valor do g no caso do i valer 48° 12'. 
8. A diferença dos flngulos colaterais-internos formados por uma trans

versal com duas paralelas é de 320 14'. D eterminar êstes llngulos. 
9. Um dos quatro ângulos que duas retas para lelas formam com uma 

transversal vale os 3/7 de seu adjacente. Quanto vale cada um dos 
restantes ângulos ? 

10. Como são duas retas que formam com uma transversal llngulos cola
terais-internos cuja soma vale 200°? E se a soma valesse 200gr? 

11. A diferença entre os llngulos colaterais-internos formados por duas 
retas paralelas Interceptadas por uma terceira é de 20°. Determinar 
o valor dêstes ilngulos. 

Fio. 130 
Fio. 131 

12. 

13. 
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fl, 

D 

Fio. 133 

A 54º 12' . r é bissetriz do !lngulo A CD e 
132 temos· l = • A g Na figura , · 1 dos llngulos ;.:; e · " " 

paralela a AB. Calcular o va orll Como siio os !lngulos a e f3? 
• T li t e X y. Na figura 133, temos. 

Fio. 132 

F,;o. 134 

• Obre um ter-
f 1 ssível construtr s t m 

14. Na figura 134, j~stifique ~i:-:ad~ : oºr duns retas que se encon ra 
reno um llngulo igual ao 

15. 

além de um obstáculo. F 
pio.no se uma 

D emonstrar que, numreta e~contrará 
reta encontra outra tra ; eta paralela 3 : 
t ambém qualquer 0

~ P ostulado de Eu
à segunda. (Sugestão. 
elides). 

L - -~-- -c 
8 D 

F,;o. 136 

F,;o. 135 

\ 

1 
\ 
1 

l 
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16. Se de um ponto da bissetriz de um ângulo dado, t raçam-se as semi
retas paralelas aos lados do ílngulo, dcmonstrnr que o !lngulo formado 
por essas semi-retas é igual (ou suplementar) ao {lngulo dado. 

17. Demonstrar que, se dois ângulos U!m os lados paralelos, suas bisse
trizes são paralelas ou perpendieulnres. 

18. Na figura 135, M é ponto médio de AB e de CD. Demonstrar que 
ADII BC. 

19. Na figura 136, temos: 1=2; CF li AD. D emonst rar que: 2=â. 
20. Na figura 136, demonstrar que: AF=AC. 

Respostas: 

l. Correspondentes: i e 3, 4 e ã, 2 e â, ã e 1 ; alternos-Internos: 4 e 3, 
ã e 3 ; alternos-externos: 2 e a, i e 1 ; colaterais-internos: 4 e 3 
ã e 6 ; colaterais-externos: i e ã, 2 e 1. 

2. i=ã=S=1=64° 121 30"; 2=4=6= §=115° 47' 30". 
3. i=ã=S=1=60º; 2=4=6=â= 120°. 
4. i=ã=S=1=71º ; 2 = 4 = 6=â= 109°. 
5. i=2 e ã=4. 
6. Suplementares. 
7. ã=48° 12' . 
8. 106° 7' e 73° 53'. 
9. 126° e 54°. 

10. Soma 200°, retas concorrentes ; soma 200gr, retas paralelas. 
11. 100° e 800. 
12. 2=44° 12' e ã=71° 36'. 
13. Iguais (lados paralelos). 
14. Traçando por um ponto do mesmo plano do ângulo a paralela a um 

dos lados do ílngulo. 

§ 7. Soma dos ângulos de um triân gulo e de 
um polígono. Conseqüên cias. 

67. Som.a dos ângulos internos de um. triângulo. 

Teorema: A soma dos 0.ngulos in ternos de um trid.ngulo qual
quer é igual a dois l2ngulos retos (180° ou 200gr) (*). 

<-> Se a f!10dida dos llugul ~e 16r foita em grau., como goralmento 88 faz, a soma dos lln· 
l(U!oa m toruoe de um tnllngulo é iiUal a 18Qo; ae 16r e m grodoa O 11<>ma é ;111101 a 20011r, 
~te teorema 4 conhecido tomb6m como L oí anoulor do Tale1. 

Seia o 

Matemática 
. é · ginasial Terceira s rie 

. 137). T emos : 
triângulo AB~ t.(fig. ·nternos do ,6.ABC 

l i 2 e ., a.og. 1 

H ' A A 2 retos (180º) · T ti+ ;t;+.,= _ 

~-
8 FJo. 137 

_ . lela é única 
DEMONSTRAÇAO • r\\BC Esta para d 4 Pelo vértice A tracemoslºd s Os ângulos forma os 

1. l d de Euc i e . pelo Postu a o 
e g são t ais que : . ternos forme.dos por duas 

\ 

:Í, = ~ (âng. alt erno:_1: transversal). 
paralelas e u 

g = 3 (idem). n.º 29 _ 4.º), segue-se~ 

Como : 4 + 1 + ~ = 2\osrevtoa;o~es dados acima, que . 
2. . . d 4 e o pe 

substitum O 

1 + 2 + 3 = 2 retos c.q.d. 

68. Conseqüências, 
l à sorna dos 

Teoremas: d um triO.ngulo é igua 
1.º) Um d.ngulo externo - e adjacentes. 

0,ngu.los internos nao(fº 138). Temos : ~ ~ + 2 
l ABC 1g. T [ 1:1: = 1 · 

Seja o triângu O do ,6.ABC 
H [ 4 âng. externo 

A 

~-----
8 r,,0 • 138 
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D EMONSTRAÇÃO : 

1. Já sabemos que: 1 + 2 + 3 = 2 retos (n.0 67) 

e 4 + 3 = 2 retos (n.0 28 - 3.º). 

2 . Confrontando estas duas igualdades, temos : 

4+ 3 = 1 + 2 + 3, 
e, eliminando o ângulo comum 3, vem : 

4=1+2 c.q.d. 

2.0
) Num tridngulo um s6 (lngulo pode ser reto ou obtuso. 

3.0
) Num tridngulo cada (lngulo é o suplemento da soma 

dos outros dois. 
4.0

) Num tritlngulo eqüi(lngulo cada tlngulo vale 60°. 
5.0

) N um tritlngulo rettlngulo os dngulos agudos são com
plementares. 

6.0
) Num tritlngulo isósceles os tlngulos da base são agudos. 

7 .0
) Se dois tri tlngulos têm dois (ln gulos respectivamente 

iguais, os terceiros tlngulos também serão iguais. 

As demonstrações dêstes seis últimos teoremas (conse
qüências de que a soma dos ângulos internos de um triân
gulo é igual a dois ângulos retos), são imediatas e ficarão a 
cargo do aluno. 

69. Som.a dos ângulos internos de um. polígono. 

Teorema: A soma dos tlngulos internos de um poligono con
vexo é igual a tantas vêzes dois tlngulos retos quantos são 
os lados menos dois. 

Seja um polígono de n lados (na fig. 139, n = 6). Repre
sentemos a soma de seus ângulos internos por s. . Temos : 

H { ABCDEF é um polígono convexo 

{ 

S, = (n - 2) . 2 retos 
T ou 

S, = (n - 2). 180•. 

. . . l 
T erceira stne ginasta 

Matemática -

D EMONSTRAÇÃO : 
. m vértice (A 

1 Traçando-se por u . · 
. . 39) tôdas as d1agona1s 

na fig. 1 , f ·á. decoro
do poligono, êste_ â1ca\os (4 na 
posto em n-2 tn ngu 8 

fig. 139) ; l in ·. 
dos ânau os - . 

2. Como a soma . ul~ é igual e 

167 

F 

ternos de cada t n âng do a soma Fie. 139 
a 2 retos (n.º 67) e sen li ono 'â u-
dos ângulos internos do fº fn ternos dêstes n - 2 tn ng 
igual à soma dos ângu os 
los segue-se que : t o.q.d. 

, S, = (n _ 2) . 2 re os 
Hgono é um hexágono, 

. 139 onde o po . . 
No caso da f1gura d, us ângulos Jllternos . 

devemos ter para ª soma 0 se 
s. = (6 _ 2) . 2 retos 

t = 8 retos ) S1 = 4 . 2 re os didos em graus . 
t:. los forem me ou 

S - 720º (se os a.ngu 
ou 1 - • d um poligono 

d ..i gulo interno e . t si 
C ~NCIA • O valor o U,n t:. los são iguais en re , 

oNsEQ • · ad nde os n a.ngu 
regular de n Z os, 0 

é dado pela fórmula : 
S (n - 2) 180º (medido em graus) . 

a1 = _! ou a1 = n 

n l . do ângulo interno do pen-
.APLICAÇÃO : Calcular o va or . 

l â ulo 1nterno, 
t ágono regu ar· dá O valor do ng 

Aplicando a fórmula que 

t emos: 
(5 _ 2) 180º = 3 X ~80º = 108º. 

a1 = 5 

L 
. o ângulo interno de um 

ogo . ) 
108º (medido em graus · 

l r vale pentágono regu a 
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70. Soma do ~ 
T s angulos cxtcrn d 

eorema: A soma dos A l os e um polígono. 
vexo é · l u.ngu os extern d 
S . igua a quatro dngulos· ret os(36e um po/1,gono con-

eJa um polígono de n os ºº ou 400gr) . 
sentemos a soma d lados (na fig. 140 _ 5) R 

e seus ângulos t ' n - . epre-
I:I { ABCDE é um el'x ernos por s.. Temos: 

po igono convexo 

, { s. = 4 retos 
T ou 

s. = 360°. 

Dm,roNsTRAÇÃo : 

Prolonguemos, num mes-
mo t'd sen 1 0 , todos os lados 
do poligono. T emos assim 

1. 

que d â , , 
Fx ca a ngulo interno 

º· 140 so1;1ado com o seu externo 
plo na fig. 140) vale 2 11 ªfJacente (i1 + e1, por exem-

2. Como são n â I . angu os retos ; 
vért· ) ngu os internos (t d ices , segue-se que antos quantos são os 
(S) poli

1
gono (S,) mais : s~º:::: J0s ângulos internos 

• va e n vêzes 2 retos, isto é . os ângulos externos 
s . 

ou ' + s. = n · 2 retos 
Como.· S s. = n . 2 retos - S 

ou 
donde: 

, = (n 2) ' - · 2 retos (n º 69) s. = n . 2 retos - (n - . temos : 
S, = n 2 r t 2) · 2 retos 

. e os - n . 2 r 
S, = 4 retos etos + 4 retos 

CoNsEQÜÍJNcIAs : 

l.•) O valor do a, 
n lados é dado pela fnógulo externo de um 

rmula · polígono regular de 

ª· e:, :· ou ª· e:, ~ (medido n em graus) . 

c.q.d. 
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h áAPLicAçÃo : Calcular o valor do ângulo externo de um 
ex gono regular . 

Aplicando a fórmula , t emos: 

3ô0° . ª• = -
6

- = 60° (medido em graus). 

2.ª) Um polígono convexo não pode ter mais de tr~s dngulos 
agudos internos. 

. De fato, se um poligono tivesse quatro ângulos agudos 
interno~, a soma dos ângulos externos dêsse poligono deveria 
:er maior que quatro ângulos retos, o que viria contrariar o 
eorema (n.0 70) já demonstrado. 

EXEHCÍCIOS DE APLICAÇÃO 

1. Calcular a soma dos dngulos internos e a soma dos dngulos 
externos de um octógono. Calcular os valores respectivos 
do dngulo interno e do dngulo externo no caso dêsse octó
gono ser regular. 

A soma dos ângulos internos será dada pela fórmula: 
S, = (n - 2) 180° 

ou seja, para n = 8 

S, = (8 - 2) 180° = 6 X 180° = 1 080°. 
A soma dos ângulos externos será dada pela fórmula : 

S,=360° (igual para todos os polígonos convexos). 

No caso do octógono ser regular, o ângulo interno e 
o ângulo externo valem, respectivamente : 

1080° 360° 
a, = -

8
- = 135° e a, = - 8- = 45°. 

2. Sabendo-se que a soma dos ângulos internos de um poli
gono convexo é igual a 8 retos, qual é o número de lados 
dêsse polígono ? 
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Medindo os â 
eqüivalem a 720o ngulos em graus t 

e, portanto . ' emos que 8 retos 
720° = (n _ 2) · 

A resolução d . 1800 (fórmula do S,). 
curado O esta equ -

. u seja : açao dará o valor de 

4=n -2 
e n=4+2 

L n=6 . 
ogo, trata-se de 

3. Qual é o polí um hexágono (n = 6) 
C gono regular cu. . 

de omo a fórmula que dá Jo ângulo externo vale 36º? 
um poJig00 o valor d 0 regular é : e um ângulo externo 

n pro

(dividindo os d . 
ois membros por 180°) 

a 360° ·=-onde, o valor de a n , 
que o valor d • no problema em -
equação : e n procurado será d q~estao é 36°, segue-se 

ª 0 pela resolução da 

36°=~ 
ou seja : n ' 

P n = 10. ortanto . 0 lí 
4 . po gono é 

. ~uantos lados te um decágono. 
interno é . m um Polf 

' o triplo do "n gono regular 
A fórmula él, gulo externo? , cujo ângulo 

polígono regularq~e dá o valor do ân l 
e n lados é: gu O interno de um 

_t: - 2) • 180o 

A fórmula n 
Polígono regularq~e dá o valor do â I 

e n lados é : ngu o 

-, 

externo de um 

360° - · n 
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. Pelas condições do problema (o ângulo interno é o 
triplo do externo), temos : 

ou 

(n - 2) . 180° = 
3 

X 360° 
n n 

(n - 2) . 180° = 3 X 360° (dividindo os dois 
membros por n), 

e dividindo os dois membros por 180°, vem : 
n-2=3X2 

n=6+2 ou 

. · . n = 8. 

Logo, o polfgono tem 8 lados, isto é, é um octógono. 

EXERCÍC IOS 
1· falcular o valor dos llngulos da base de um triângulo Isósceles sa

endo--se que o llngulo do vértice vale 48° 12'. 
2· Se um triilngulo é eqüilátero, qual é o va lor de seus llngulos ? 
3· 

0
Cada um dos ângulos da base de um trillngulo isósceles mede 58°12' 30". 

alcular o valor do llngulo do vértice. 
4· Se um t riângulo retllngulo 6 isósceles quanto valem os seus ângulos 

agudos? 
5· Os llngulos de um t riilngulo va lem respectivamente, 3x, 4z e 5x. Cal

cular os llngulos dêsse triliogulo. 
6· Sabendo-se que, num trillngulo isósceles cada llngulo da base ó o 

dôbro do /lngulo do vér tice, calcular os /logulos dêsse triângulo. 
7· ruE tri/lngulo ABC, temos: Â+.8=130°, Â-.8=10°. Calcular: 

, e 6. 
8· Um dos llngulos agudos de um tri/lngulo retllngulo mede 68° 12' 45" 

Calcula r o valor dos /l ngulos internos e dos /lngulos externos dêsse 
tri/lngulo. 

9. Num t riângulo retângulo um ângulo agudo é o dôbro do outro. 
Quanto vale cada /lngulo agudo? 

lO. Num tri/lngulo ABC, tem-se que Â é o triplo de .B e E é o dôbro 
de 6. Calcular: Â, B, C. 

11. Num triâ ngulo retângulo um dos ângulos agudos vale 1/7 da soma 
dos out ros dois. Calcular os ângulos agudos dêsse tri/lngulo. 

12. Num triângulo dois /lngulos externos medem 110° e 120°, respecti
vamente. Quanto medem os ângulos internos_dêsse triângulo? 
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13. Num trillngulo Isósceles um dos llngulos Iguais vale 1/4 da soma 
dos outros dois. Calcular o valor dêsses llngulos. 

14. O llngulo do vértice de um triílngulo Isósceles é igual a 1/5 do ílng~lo 
formado pelas bissetrizes dos ângulos da base. Cnlcular os tingu os 
dêsse tridngulo. d 

15. Calcular os llngulos de um trlllugulo A.BC sabendo-se que o C exce e 
Ã de 300 e excede B de 48°. 

16. Num trillngulo Isósceles o ângulo do vértice é Igual a 1/10 da 60!°ª 
dos ângulos externos da base. Calcular o valor do llngulo do vér tice. 

f'\ • lo 17. Num triângulo ABC, tem-se que: Ã é a metade do C e D é O trip 

18. 

19. 
20. 

21. 

22. 
23. 

24. 
26. 

26. 

do C. Calcular Ã, B e C. 
Calcular a soma dos llngulos internos de um decágono. S e esto 
decágono fôr regular, quanto mede o seu ângulo Interno? 
Ca lcular 81 e 8• de um quadrado. 
Calcular o 8 1 e o 8 0 de um pentadecágono regular. Dar t_ambém 0 

valor de um ângulo interno e um llngulo externo respectivamente. 
Sabendo-se que a soma dos ângulos internos de um polígono conve,xo 
é igual a 6 retos, qual é o número de lados dêsse poUgono? 
Quantos lados t em o polígono regular, cujo ângulo externo mede 72º ? 
Quanto!< lados tem o pol!gono regular, cuja soma dos llngulos inter· 
nos, é 9000? 
Quantos lados tem o pol!gono regular, cujo ângulo externo, mede 12°? 
O ângulo externo de um pol!gono regular a umentado de 45° é igual 
a 1/9 da soma dos ângulos internos de um pentágono. Quantos lados 
tem êsse polfgono? 
Qual é o polfgono cuja 8• vale o dôbro do 8 1? 

ZT. Quantos lados tem um polfgono regular cujo ângulo interno é igual 
ao llngulo externo? 

28. Qual é o pol!gono regular cujo ângulo interno é 1/10 da somados 
lotemos? 

29. Demonstrar que num triângulo isósceles as bissetrizes dos ll.ngulos 
da base são Iguais. 

30. Demonstrar que a soma dos Angulos internos de um triângulo é igual 
a 2 retos, traçando-se por um ponto pertencente a um dos lados (dis
tinto do vértice) as paralelas respectivas aos outros dois lados. 

31. Une-se um ponto O interno de um triângulo ABC com B e C. D e• 
monstrar que o ângulo BÔC é maior que BÂ.C. 

32. Demonstrar que a bissetriz do ângulo externo adjacente ao ângulo 
do vértice, de um triângulo isósceles é parulela

1 

à base. 
33. Demonstrar que num triângulo retângulo a diferença entre os ângulos 

agudos é Igual ao dôbro do llngulo formado pela altura e pela bis• 
setriz relativas à hipotenusa. 

.,-masial 
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Ma te11HiL z ca 
d um trrnn

to dos ângulos e 
omn dos compteroen s 

34. D emonstrar que 0

6 
s m llngulo reto. C d um segmento 

guio acutângulo u I a se O Indo B e AD é paralela 
1 ABC pro ong - ue a reta 

35. D ado um tri!lngu O ' D Demonstrar q 
CD =CA e une-se A coCB . CA de dois 
à bissetriz do llngulo A . rn se os dois lados BAAC Demons-

l ABC prolongo. -. te o. AB e · 
36. D ado um tri!ingu O • ' • respect1vameo • 

segmentos AB' e AC' iguais, é tice do llogulo 
tro.r que B'C' li BC. BC conduz-se BD do v r t ·r1ugulo vem 

3'7. Num trillngulo ret.'\ngulo A BC'D Demonstrar que o r1. 
DBC= · 

reto B, de modo q~~t.ngulos isósceles. d ângulos e,xteroos, 
dividido em dois r1.1 . 1 Isósceles a soma 1ºª do vértice. 

m tri!lngu o . to o jlngu o , 
38 Demonstrar que nu de dois re s d ºJ-'tero convexo . - u base supera d tn qun r1 "' 1 en-cm relaçuo · • . d /lngulos e u to sã.o sup em 

bissetrizes os . n gulos opos 8 

39. D emonstrar que as uadrilá.tero cu1os ªº . 
formam um novo q do pelas b1sse-

â lo forma . 
tares. tri!logulo ABC, o ngu, i uai a 1 reto ma!S a 

40. D emonstrar que nu; C respectivamente, é g 
trizes dos llngulos e ' 
metade do A. 

Respo s t as : 

1. 65° 54'. 
3. 63º 35'. 

2. 60°. 
7 Ã=70º B=600 e C=50º. 12' 45". 

• 1 7' 15" 68º ,,, 
8. Internos: 90º, 211~f 12' 45:,, 111º 47' 15 . 

externos: 90º, 

9. 30° e 60º. 
10. Ã=l20º, B=40º e C=20º . 

11. 22° 30' e 67º 30' · 

12. 60°, 70° e 50º · 
13. 36º, 36º e 108º. 

14. 20°, 80º e SOº. 

81 =2 340º, 8,=3600, 20. 
21. 5. 23- 7. 

24 30. 
22. 5. . 

156º a,=24º. a,= ' 
25. 24. 
26. Triângulo. 

27- 4. 
28. Decágono. 



D 

174 
Osvaldo S . ang,orgi 

§ 8. Quadriláteros. a . . 
des T ass1f 1ca,.~ . · ransla"ão R :,,ao e prop1·ieda-
h•'" Y • eta iangulo. 8 concorrentes no 

QUADRILÃTE 
71 D r· . ROS CONVEXOS 

• e 1n1ç~ 
d~ quatro lados. :t Classificação. Q . 
nao consecutivos :J: quadrilátero do· ~a~rilátero é o polígono 
quadrilátero ABCD em-se opostos. N: ~- os ou dois ângulos 

, onde : igura 141, temos o 

r AB e CD BC ' e AD são lados 
opostos e 

Âeê lJel) -' sao dngulos opostos . 

4 

P'l:o. 141 

. . : .. d ir -
::=:'.'.:::::-;;-:8A-:---S E-~

1
. • • •. f. • • · • •• 

• 8 

N Fio. 142 

um quadrilátero convex 
1. quatro ângulos . t o, destacamos ainda . 
2. duas diagonais ~;~rnos e quatro ângulo~ externos; 

3. soma dos â.ngulos in e BD) '. 
(S, = (4 - 2) . 180º =t~r:o~s) _igual a 4 retos 

4. soma dos â,n,.,,1 ' 
Os . . 1::,cuos externos (S 

gramos ::~c~pais 9-uadriláteros • = 360º). 
rapézios. convexos são ·. os paralelo-

72 . Paralelogramos 
· Defini ~ drilátero u çao. Classific ~ 

de um q e tem os lados açao. Paralelo 
paralelogramo (h op~stos paralelos gramo é o qua-

na fig. 142) · Chama-se altura 
' em relação à b AB ase , 
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istancia entre a base e o lado CD que lhe é paralelo. Os a d" 
paralelogramos classificam-se em : 

I. retangulo (fig. 143), quando têm os quatro dngulos 

(internos) retos; 
2. losango ou rombo (fig. 144), quando têm os quatro 

l.º) 

lados iguais ; 
3. quadrado (fig. 145) , quando têm 

os qualro tlngulos iguais e os 
quatro lados iguais. 

Flo. 143 

73. Propdcdadcs dos paralclograJllos. 

Teorema: Num paralelogramo, temos: 

e 

o 

Fio. 144 

a) os lados opostos são iguais; 
b) cada diagonal o divide em dois tridngulos iguais; 

c) os tlngulos opostos são iguais; 
d) as diagonais interceptam-se mutuamente ao meio. 
Seja o paralelogramo ABCD (fig. 146). Temos: 

8 

{ 

a) AB = CD, AD= BC 

H { AB li CD T. b) t::,.ABD = t::,.BCD 
AD li BC e) Â = iJ, ÍJ = ÍJ 

ºr..r----~~c à) AM = MC, DM = MB. 

Fio. 148 
Fto. 145 

e 
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DEMONSTRAÇÃO : 

Par.te a) : Os lad 
iguais, pois -os opostos (A B e C 
dos ent ' sao segmentos d D, AD e RC) sãO 
AD = BrCe paralelas (n.º 64)e paralelas compreendi-

. · Logo· AB CD 
Part b) . · = e e Tra d d 

d 
. çan o-se a d" c.q. . 

ecomposto - . iagonal BD . . 
gulos tê nos triângulos A BD • 0 quadrilátero fica 
BD é m os três lados r . e BCD. ftstes triân-
portantcim1:m .e AB = c1speect;amente iguais, pois, 

' sao iguais (caso L.L L )= AD (parte a) e, 
.6.A · · • Logo: 

BD= .6.BCD 

Parte e). S d . en o .6.ABD = .6.BC c.q.d. 
Â = ê D, segue-se que: 

(ân~.t. correspondentes em 
1 = 2 â tnangulos iguais). 

(. n~~ correspondentes em 
§ = 

4 
tnangulos iguais). 

(ân~. correspondentes em 

a Somando estas du , . tnângulos iguais). 
membro, vem . as ultimas igualdad b . es, mem ro 

1+§=2+4 

----- -----D 13 
Â=ê e 13=1) 

ou 

Logo, 

e 

1'ls 8 

Parte d) . · 1-47 
l · Traçand elogramo ABC o-se as diagonai 

.6.ABMD (fig. 147) t s BD e AC do = MCM ' emos: 
(caso A.L.A.) 

c.q.d. 

para-
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pois, AB = CD (parte a) { 

1 = 2 (alternos-internos) 

a = 4 (alternos-internos). 

Portanto, os lados correspondentes são iguais, 
isto é: AM = MC e DM = MB c.q.d, 

2-º) Teorem.a recíproco: Um quadrilátero convexo é para
lelogramo se: 
a) os lados opostos são iguais; 
b) os ângulos opostos são iguais; 
c) as diagonais interceptam-se mutuamente ao meio. 

à D eixaremos a cargo dos alunos a demonstração relativa 
D parte a), dada a semelhança com as demonstrações anteriores. 

emonstraremos as partes b) e e). 
Parte b) : Seja o quadrilátero ABCD (fig. 148). Temos : 

H { Â = ê T { ABCD é i,r: O (*) 

13 =D AB II CD e AD li BC. 

DEMONSTilAÇÃO : 
1. Sendo a soma dos ângulos internos de um quadrilátero 

igual a 360° (n.0 71 - 3), temos que : 
Â + 13 + (J + ÍJ = 360°. 

2. Como, por hipótese, Â = (J e 13 = ÍJ, podemos escre
ver a igualdade acima do modo seguinte: 

2Â + 2ÍJ = 360° 
ou Ã + fJ = 180° 

(•) lndioaoão do par&lelolll'amo ABCD. 



178 
Osvaldo Sangiorgi 

isto é, Â e Í) são suplementares. Do fato de Â e J) 
serem colaterais-internos em relação a AB, CD e ª 
transvernaI AD, concluimos (n.0 59 - 2.0 ) que ABIIC~
Da mesma forma, demonstra-se que ADIIBC, isto ,, 
o quadrilátero ABCD é um paralelogramo. c.q.d. 

Parte e) : Seja o quadrilátero ABCD (fig. 149). Temos : 

R { AM =Me T { AB. CD é:~ D 

MB=MD ABIICD e ADIIBC. 

B 

DEMONSTRAÇÃO : 
Flo. 149 

1. Tracemos as diagonais AC e BD que se intercept

0

a~ 
no ponto M. Os triângulos formados MAB e M 
são congruentes, pois: 

{ 
AM = MC (por hip.) (caso L.A.L.) i = 2 (o.p.v.) 

MB = MD (por hip.) e, portanto, segue-se que : 

3 = 4 e !5 = ê. 
2. Sendo êstes ilnguios alternos-internos, em relação ,") 

AB, CD e a transversal AC, concluimos (n.
0 

59 - 1. 
que AB li CD. Da mesma forma chegamos à con
clusão que AD li BC. Logo : o quadrilátero ABCD é 
um paralelogramo. c.q.d. 

3.º) Teorema: O quadrilátero convexo que possui dois lados 
opostos iguais e paralelos é um paralelogramo. 
Seja o quadrilátero ABCD (fig. 149). Temos: 

B: { AB = CD 

AB li CD T { ABCD é um O 
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DEMONSTRAÇÃO : . d ,'Játero ABCD nos triân-
A di na! AC divide o qua 11 LA L (AC - co-

1. gulo:~BC ~ CDA,_ igu)a_is i~º=c~1 (p/ .hip.)). Por
mum; 3 = 4 (alt. mt. ' 

tanto · BC = AD. 
8 

de lados opos-
. á ABCD os pare e 2 Tendo o quadril tero BC = AD) concluimos qu 

. · · (AB = CD e · a) 
tos 1gua1s (Teorema an tenor - · d 
é um paralelogramo c.q .. 

. d retângulo. Além terística O â lo pos-74. Propriedade_ corac aralelogrnmos, o rct ngoí rnco) 
das propdedadcs gc,~s ~os J' s teoremas direto e me P dado 
Bui mais uma (constitui a o ermite reconhecer se um 
que lhe é caracteristica e qu~ P lo 

é - 0 rctangu · · 
paralelogramo ou na ' . ttlngulo são iguais. 

.. d . onais de uni 1 e 
I.

0

) Teorema: As iag (f' 
15

0) . ~Temos: 
Seja o retângulo ABCD ig. · 

{ 

ABCD é um D 

R Â = _s°'! {) = _ÍJ = 1: reto (90º) 

T {AC= BD. 

Fio. 150 

DEMONSTRAÇÃO: . . AC e BD. Temos que: 
diagonais A L ) I. Tracemos as ABC (caso L. · ·' 

b.ABD = b. 

{ 
AB é comum hi ) 

. . Â = f) (retos por Ptos de um O). 
pois . AD = BC (lados opos c.q.d. 

2. Logo : AC = BD 
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2.0 ) T eorema recíproco: O paralelogramo, que tem diagonais 
iguais, é um retdngulo. 
Seja o paralelogramo ABCD (fig. 151). Temos: 

{ ABCD é um D 
H { AC = BD T { ou 

l Â = 1J = ô= Í) = 1 reto (90º) · 

Fio. 151 

DEMONSTRAÇÃO : 
1. Consideremos as diagonais AC e BD. T emos que: 

6.ABD = 6.ABC (caso L.L.L.), 

{ 

AD = BC (lados opostos de um O) 
pois : AB é comum 

AC = BD (por hip.) 
e portanto: Â = n; 

2. Como Â e E são colaterais-internos em relação às 
paralelas AD e BC, interceptadas pela transversal ABé, 
segue-se que êles são suplementares (n.0 63 - b), isto : 

Â + n = 1so0 

e como Â= n, vem: Â = 1J = 90°. 
Sendo iguais os ângulos opostos de um paralelo

gramo, temos finalmente : 
Ã = n = ô = n = 90• 

ou seja o paralelogramo ABCD é um retângulo. 
c.q.d. 

75. Propriedade característica do losango. T a mbém 
o lo~ango, aléJ:? das propriedades do paralelogramo, goza da 
segumte propnedade caracteristica: 

1.0
) Teorema: As diagonais de um losango são perpendi

culares entre si e bissetrizes dos dngulos internos. 

Matemática 
ginasial T erceira, serie 

Seja o losango ABCD (fig. 152). 
T emos: 

181 

{ 
ABC~} um ◊ { 

BD l. AC 
T í= 2eâ=4. 

H AB = BC = CD = DA 

o 

B 

Fto. 152 

A 

o 

8 

Fto, 153 

e 

- . taro routua-
DEMoNsTRAÇAO. . ais AC e BD que se cor Como o 

1. Tracemos as ~ago~ ponto M (n.º 73t - d)D e B são 
mente ao meio n dos iguais, os pon os ertencem à 
losango t em os la de C e, portanto, ~o . á. pode-
eqüi?ist~ntes iecA(n~º 54 - b) . J?êstert:~a ~se) ; 
mediatnz d_e BD l. AC (1. pa . dêste 
mos conch.ur que . celes e DM me~ ana º 38 -
Sendo o triângulo DACD1;~ tambétn bissetriz ~n. 

2. triângulo, segue-se q~e i = 2 (2.• parte da te~\ roe-
e - 2.º) e, portanto . deroonstra-se que A c.q.d. 

Da mesroa forma t; - ? ue · ., - 'J:, 
diatriz de BD e q · 

Teore ma recíproco. sui as diagonais perpen-
. O aralelogramo que pos 

Parte a)• P • é Z<,sango. 
diculares entre 81 

\ 

\ 
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Seja o paralelogramo ABCD (fig. 153). Temos: 

II { BD .L AC (S = 6 = 90°) 

{ 
ABCD é um ◊ 

T ou 

AB = BC = CD = DA 

D EMONSTRAÇÃO : 

1. De fato, temos : 

6AMD = 6eMD (caso L.A.L.), 

{ AM = Me (M ponto médio das diagonais). pois: g = 6 (retos por hip.) 
MD é comum. 

Logo : AD = De. 

- ·guais 
2. Como os lados opostos de um paralelogramo sao 

1 (n.
0 

73 - 1.0 
- e), segue-se que: 

AB = BC = CD = DA 
c.q.d. 

Parte b) : O paralelog,amo que pos,u, uma ,agon 
. d · al bis-setriz de dois dngulos opostos é losango. 

A demonstração desta par te fica a ·cargo do aluno. 

76. Propriedades <araotcrística, do quadrado. Se•
d

; 
o Quadrado Utn paralelogratno que possu; todos os ltnguloo 
iguais e todos os lados iguala, segue-se que o quadrado é • 
tnestno tetnpo reUlnqu/o e losango. Logo: num quadrado as 
diagona;, •ão igw,;,, perpendiculares ,ntr, si e bis,etrize, dos dngulos. 

Reciprocamente, ,e num paralelou,amo a, suas diagonais 
são iguais e P<rPendiou/ares ou Wmbém iguais e bissetrizes dos 
dngulos, êsse paralelogramo é um quadrado. 
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B D 
Fto. 154 

. ~ D das duas 77. Aplicaçocs. paralelas. d ª. pontos 
I.•) Dis tSnc,a entre. !54) traçan ~-• res ,espect,vas . duas re tas d e por OJS • à 

retas paralelas (fig. l s a~ perpend1_cula lo fato de serem 
distintos, de uma 1e :egmentos iguais pe 
outrn, obtém-se do•,:, ,etângulo. Logo: os de uma tem 
lados opostos de u . l las todos os_pont disUlnda entre 
Dadas duas retas pau~/ l distância diz-se. 

igual distância da outra. • . de Mi, 
duas retas paralelas. pontos médios • al à 

ue mie os . lado e igu 'Tl ma. O segmento q Zelo ao terceiro 2.ª) .1. eore • 'A lo é para 
lados de mn lriu,ngu 

sua metade. . 
155

). Temos•: 
Seja o t riângulo ABC (fig. { MN II_BC 

BC { AM=MB T MN=2 · H AN =NC 

~ º·· ~~:--·· l_ ~ :--· 
B Fro. 155 

- lado AB e pro-DEMONSTRAÇAO : v&tice C a paralela ~ Temos, assim: 
1. Tracemos P;jt até encont,á-la em A.LA.), 

longuemos N /\CN D (caso . . 
b.AM = .u 

1 
1 

1 
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pois : \ ~N: :O 
3 =4 

Logo: CD= AM. 

(alternos-internos formados 
duas paro.leias) 

(por hip.) 
(o.p.v.). 

por 

2. Como AM = MB (por hip.), segue-se que: CD=MB 
e sendo por construção CD li MB, temos que MBCD 
é um paralelogramo (n.º 73 - 3.0 ) e, por tanto 

MN li BC (1." par te da tese) . 

Sendo também MN = ND (b.AMN = t:;CND) , 
' ' concluimos que : 

BC= MD = 2MN ou MN = BC (2.ª parte da tese). 
2 c.q.d. 

Teorema recíprnco: O segmento traçado pelo ponto médio 
de um dos lados de um tri(J,ngulo, paralelamente a um se
gundo lado, divide o terceiro lado ao meio. 

Seja o triângulo ABC (fig. 155). Temos : 

H { AM = MB T { AN = NC 
MN li BC 

DEMONSTRAÇÃO : 

De fato, traçando pelo ponto médio M o segmento 
MN li BC, dizemos que o ponto N de encontro com 0 

lado AC é o seu ponto médio, pois, caso contrário teria
mos que admitir, forçosamente, um ponto N' como ponto 
médio de AC. 

Nestas condições o segmento MN' deveria ser para
lelo a. BC (teorema. direto) e, portanto, estariam passando 
duas paralelas (MN e MN') ao lado BC pelo mesmo ponto 
M, contra o Postulado de Euclides. Logo, N coincide 
com N', isto é, AN = NC. 

c.q.d. 

1 

\ 
1 

1 

1 
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ézio é o qu.adriláte1:o 
. . - assificaçíio, Trap · 156) . Os dms 

78. Dcfin1ça~- Z~ opostos paralelo~ (fig.tre êles, altura 
qtte tem somente dois ª osb e a distã.nc1a en 

d. se ases m · la.dos paralelos izem- . classiJicam-se e · 
do trapézio. Os trapézios 

8 

A 
FJo. 156 

l dos não paralelos 
d têm os n 

1 isósceles (fig. 157), qua.n ° 
· . . . - paralelos 1gua1s , ê os lados nao 

2. escaleno (fig. 156), quando t rn 
desiguais ; têm dois ângulos retos. 

3. retangulo (fig. 158), quando 

f)o. 158 

Fio. 157 

os trapézios convexos, 
79 Propriedade d édios dos lados 

• pontos m · i à 
Teore~a: O segmento q:;ou;e /:ralelo às bases e i gua 
não paralelos de um trap 
sWJ semi-soma. 
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Ja o trapézio ABCD (fig. l59). Temos: 

H { A.M = MD 
BN = NC 

T { MN li AB li DC 
MN = AB+DC 

2 

A------~ lIDmnn CID- E 

Fio. 159 

D EMONSTRAÇÃO : 

1. Tracemos DN ro ongamento de AB - ' ª seguir, até encontrar o P l prolongando o . 
t::,NDC - em E. Dêste modo: 
A - t::,NBE (caso A.LA) 

{ 

1 = ~ . . ' 
pois : (alternos-internos formados por 

NC = BN ( du~s paralelas) 
g = 

4 
por hip.) 

(o.p.v.). 

Logo: DN = NE e DC 2 =BE 
. No triângulo DAE . temos: ' pelo teorema anterior (n.º 77-2."), 

MNIIAE que é 0 mesmo que MNIIAB ( " 
e MN AE AB+ 1. p. da tese) 

=2=-~B_E AB+DC 2 2 (2." p. da tese). 

NoTA: O segmento MN c.q.d. 
é denominado b 

Corolário· A Cl8e média do trapézio. 

pelo ponto méd·. paralela ds base o outro lado não1,0 de um dos lados nã: de um trap~zio traçada 
paralelo. (Imediato l paralelos, divide ao m eio pe O Postulado de Euclides). 
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eorerna: O segmento da base média de um trapézio com-
2.º) T preendido entre as duas diago1iais é igual d semi-dijerença 

das bases. 

Seja o trapézio ABCD (fig. 160). Temos : 

H [ 
T { PQ 

__ ~B ; DQ_ . 

MN é base média 

DEMONSTRAÇÃO : 

AB 

1. No triângulo ABD, temos (n.º 77-3.ª): MQ = z · 
DC 

No triângulo CDA, temos (n.º 77-3.ª): MP = z · 
2. Como PQ = MQ - MP, segue-se substituindo MQ e 

MP pelos valores acÍ.llla, que : 
AB DC AB - DC 

PQ = -2 - -2 = - 2 - d 
c.q . . 

80. Propi-icdadc caractcristicn do trapézio isósceles. 

Teorema: No trapézio isósceles os O,ngulos contiguos à. mesma 

base são iguais. 
Seja o trapézio ABCD (fig. 161). 

Temos: 
H {AD= BC 

TJA=E 
\ {) - !J. 

Fio. 161 
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DEMONS'l'RAÇÃo : 

1. Tracemos CE li AD pelo ponto C. O quadriláter~ 
formado AECD é um paralelogramo e, portanto · 

AD = CE. Sendo AD = BC (por hip.), segue-se que: BC= CE. 

2. Logo, o triângulo CEB é isósceles e conseqüentemente 
i = 13 (n.

0 

38 - a). Como i = Â (ângulos correspon: 
dentes formados por duas paralelas), segue-se que · 

Â = fJ (l." parte da tese). 

Sendo ê e f>, respectivamente, suplementos dos 
ângulos iguais Â e 13, concltúmos que: 

ê = /) (2." parte da tese). 
c.q.d. 

TRANSLAÇÃO 

81. Definição. Diz-se que uma figura sofre um movi
mento de translação, no plano, quando todos os seus pontos 
descrevem segmentos iguais e paralelos a um segmento de reta 
dado. .f:ste segmento, que caracteriza uma translação, é deno
minado segmento caractcrtstico da translação. 

Se uma figura, por exemplo, um triângulo, passa de uma 
posição 0 (MBC, fig. 162), a outra @) (6A'B'C'), me
diante uma translação t, a cada ponto (A) da figura, na po
sição 0, corresponde um ponto (A') da figura, na posição 

@, assim como a todo segmento (AB) corresponde um segmento (A'B'). 

Os elementos correspondentes neste movimento são denominados homólogos na translação. 

82. Propriedade fundamental. Duas figuras corres
pondc1!tes ~m uma translação, têm os segmentos lwm

6
-

logos iguais, paralelos e do mesmo sentido. 
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e' 

Fio. 102 

A'B'C' (fig. 162), êste _obtido 
Sejam os _triângul~B1,~~=diante a translação CUJO seg

a partir do tnâ~gulo t Temos: 
mento caractcrtstico é . entos homólogos 

H { AB e A'B' são segm 

{ 
AB = A'B' 

T AB li A'B'. 

DEMONSTRAÇÃO : l ão decorre que: AA'=BB' 
1. Pela ~efi~~~o(d~e ::s~;ç~e~tido); 

e AA li 'B'B é um paralelogramo por 
Logo, 0 quadrilátero A(!A' e BB') iguais e par1:'lelo~. 

2. ter dois lados opostos . lados (AB e A, B') são iguais 
Portanto, os. outr~~ dois 
e paralelos, isto . AB = A, B' 

e AB II A'B' c.q.d. 

NCORRENTES NO TRIÂNGULO 
RETAS CO . . s dos lados de 

das medm trize nto de encontro 
83. Po . uncentro. 

um triângulo: circ . . de um tritlngulo_ concorrem em 
• As tr2s mediat:i7es te dos trBs vértices. Teorema. to eqüidistan um mesmo pon • 
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Seja o triângulo ABC (fig. 
163). Temos: 

{ 
m1 mediatriz 

R m2 ,, 
ma ,, 

de BC 
,, AB 
,, AC 

F:to. 163 

DEMONSTRAÇÃO : 

m 1, m2 e ma concorrem 
em O (OA=OB=OC) . 

1 S · . eJa O o ponto de 
m2. Devemos ter: encontro das mediatrizes m1 e 

OB = OC (O 

Logo: 
OB = OA ~ pertence a m1) 

O " " ,, m2). 
A= OB = OC. 

2. Do fato de ser OA - O 
P~rtence a ma (n. 0 54 ~'b segue que o ponto O também 
trizes concorrem ) e, portanto, as três media
tantes dos três ;é~~e~~ mesmo ponto (O), eqüidis-

NoTA: O po t O .• 
se circuncent d n ° • eqllid1stante d t 

ro O trillngulo. os rês vértices do trillngulo, diz-

84. Ponto de enco 
ortocentro. ntro das alturas de um triângulo: 

Teorema• A 
• s três alturas de um . 

mesmo ponto. triângulo concorrem em um 

Seja o triângulo ABC (f' 
h ig. 164). Temos: 

H { h 1 altura relativa a BC 
2 " ha 11 ,, AB 

T { l " " " AC rir, ha e h 
2 concorrem em P. 
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Fio. 104 

DEMONSTRAÇÃO : 

1. Tracemos de cada vértice a paralela respectiva ao 
lado oposto. Obteremos o triângulo LMN, onde os 
vértices A, B e C são os pontos médios, respectiva
mente, dos lados MN, ML e LN, pois: 
AMBC é um paralelogramo, e, portanto : MA =BC 
ABCN é um paralelogramo, e, portanto: AN =BC, 

ou seja MA = AN e A é ponto médio de MN. Da 
mesma forma justificaríamos que B é o ponto médio 
de ML e C o ponto medio de LN; 

2. Ora, como as mediatrizes dos lados do '6.LMN pas
sam pelo mesmo ponto P (n.0 83) e contendo estas 
mediatrizes, respectivamente, as alturas h1, h2 e ha, 
concltúmos que estas a lturas concorrem no mesmo 
ponto P. c.q.d. 

NOTA : O ponto P é denomi11ado ortocentro do trilingulo ABC. 
O ortocentro é interno ou externo ao trillngulo segundo êste seja acutdn
gulo ou obtusdngulo. No trilingulo retângulo ~ ortocentro coincide com 
o vértice do llngulo reto. 

85. Ponto de encontro das bissetrizes internas de 
um triângulo: inccntro. 

Teorema: As três bissetrizes internas de um tridngulo concor
rem em um mesmo ponto, eqüidistante dos três lados. 
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A 
Seja o triângulo ABC (fig. 165). 

Temos: 

{ b1 bissetri, do E 
. . . . H b2 ô . . 

" " • .• • ·b, . , . 
:, 

ba Â 
" " B N e 

b1, b2 e b3 concorremen1 R Fio. 105 T { 

DEMONSTRAÇÃO : 

1. Seja R o ponto de encontro das bissetrizes b1 e bz, 

Devemos ter : 

RN = RL (R pertencendo a b1 é eqüidistante 
dos lados AB e BC) 

RN = RM (R pertencendo a b2 é eqüidistaote 
dos lados BC e AC). 

Logo: RL = RM. 

2. Do fato de ser RL = RM, segue-se que o ponto R 
é eqüidistante dos lados AB e AC e, portanto, per· 
tence à bissetriz b3 (n.0 55 - b) . 

c.q.d. 

NOTA: O ponto R, eqüidistante dos lados do triângulo, diz-se ince-ntro 
do trillngulo. 

OnsEnv AÇÃO: ..4. bissetriz inten1a ck um angulo e 08 bissetrizes dos 
4ngulos ezternos, não adjacentes, concorrem em um mesmo ponto. 

No trillngulo ABC (fig. 166), tracemos a bissetriz b1 do A e as bisse· 
trizes b'2 e b'a dos llngulos externos não adjacentes ao Â. Seja R o ponto 
de encontro de b'2 e b'n • 1l:ste ponto é equidistante dos lados AB e AC 8 

portanto, pertence, também, à bissetriz b
1

• 
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medianas de um triân• 
86. Ponto de encontro das 

gulo : baricentro. im tritl:ngulo concorrem e~ 
Teorema: As tr2s m~di:;:~ ::isi terços de cada uma a partir 

um mesmo ponto situ 
do vértice. 

A 

triângulo ABC (fig. 167). Temos : 

Seja o \ mediana relativa a AB 
m1 AC ,, ,, 

:a m2 " BC 
" ,, 2 d ma " G (a _

3 
de ca a 

Concorrem ero 
m,2 e ma ) 

T { m1, uma a partir do vértice . 
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D EMONSTRAÇÃO : 

1. Seja G o ponto de 
e m2 = BF. Tracem~~c; ~tro da~ medianas m 1 = CE 
Temos . ' que liga os pontos médios. 

' assim: { E F li BC (n.º 77- 2.n) 

0 
E F =!!.!!_ 2 (n.0 77 - 2.n) 

2- Sejam: M N 
m t e ' os pontos méd ' en os BG e CG NT • 10s respectivos dos seg-
un · d · o tn ân J G 

lll O M com N t gu O MN, que se obtém 
' emos também (n .º 77 - 2.") : 

{ 

MN II BC 

@ MN=!!2. 
2 

e das relações G) e @, 
segue-se que : 

EF li MN 
EF=MN 

ou seja, o quadrilá te 
e_ F com N é um rol que resulta unindo E com M 
diagon · · para elogramo 
(n O 7t 18 mterceptam-se mut e, portan to, as suas 

· - á). Logo: MG _ u~mente em partes iguais 
Sendo BM = MG - GF e NG = GE . 

(por construção M é ponto 
e CN médio de BG) 

vem : 

e 

= NG (por construção N é ponto 
médio de BG) 

MG = GF = BM = !!J!. 
3 

NG = GE = CN = 2..§_ . 
Logo 3 

d ' as duas med' 
as em três partes igu;~nas BF e CE ficaram dividi-

e O ponto G está situado a 
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dois têrços de cada uma delas, a partir do vértice. 
Com raciocínio idêntico mostraríamos que a terceira 
mediana (m3) passa também por G. 

c.q.d. 
_Now. : O ponto G é denominado baricentro ou centro de gravidade 

do tr1llogulo. 
O c-ircunccntro, o orlocentro, o incentro e o ban·cenlro, siio denomi

nados p oritos notcíveis do triângulo. 

E XERCÍCIOS 

l. Os llngulos consecutivos de um paralelogramo medem, respectiva
mente: 42° 30' e 137° 30' . Quanto valem os outros llogulos? 

2. E m um paralelogramo um ângulo agudo é a quinta parte do ângulo 
obtuso. Calcular os ângulos dêsse paralelogramo. 

}3, Calcular os llngulos de um losango, sabendo-se quo uma de suas 
diagonais forma com um dos lados um ângulo de 39° 12' 10". 

4. Num paralelogramo o ângulo obtuso é o dôbro do ângulo agudo. 
Calcula r os úngulos dêsse paralelogramo (medida em graus). 

5. Em um losango o ângulo formado pela bissetriz com um dos lados 
é igua l a 42,36gr. Calcular os demais ângulos. 

6. N um trapézio os dois llngulos da base maior medem, respectivamente. 
36° e 45° 20'. Calcular o ângulo formado pelas bissetrizes dos outros 
dois llngulos. 

7. Sabendo-se que num quadrilátero, cada ângulo excede o anterior de 
15°, pedem-se os ângulos dêsse quadrilátero. 

8. Em um trapézio a soma de dois llngulos opostos é igual a 176° e um 
dêles excede o ou tro de 36° 15'. Calcular os ângulos dêsse t rapézio. 

9. Num trapézio retângulo, um dos ângulos é os 2/5 do ângulo reto 
(medido em graus). Qual é o va lor do oufro ângulo? 

10. O ângulo formado pelas bissetrizes do ângulo reto e do llugulo con
secutivo da base maior de um trapézio retângulo, mede 92". Cal
cular os ângulos agudo e obtuso dêsse t rapézio. 

11. São conhecidos os lados A B=9cm, BC= 6em e CA =Bcm, do t:,.A BC. 
D eterminar o perímetro do t:,.MNP, sendo M, N e P, respectiva
mente, os pontos médios dos lados AB. BC e CA . 

12. Um trapézio tem base menor igual a 30cm e a base maior, 50cm. 
D eterminar os comprimentos dos segmentos cujas extremidades são, 
respectivamente, os pontos que dividem os lados não paralelos do 
trapézio em quatro partes iguais. 

13. D emonstrar que as perpendiculares baixadas dos vértices opostos de 
um paralelogramo a uma mesma diagonal são iguais. 

14. D emonstrar que us duas bissetrizes dos ângulos opostos de um para
lelogramo são paralelas. 
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l 6. Provar qut: 0 é eqüidista ponto onde ua <llu o, 1 16. D nte dos ludos. g ltl 8 <le um lol!ilngo se Interceptam 
emonstrar que as b' 

mrun um reta ISsetrizes dos lln f 17. Provar ngulo. gu 08 de um pa ralelogramo for· 
de que o segmento d 

18. Pro~ ~:alelogramo é p:r:1:~ i~! inte os dm~ios dos lados opostos 
dios doa 1: oa segmentos que unem u roa OlS lados. 
logramo. dos consecutivos de um q' uorgeinadnmente, oa pontos mé-

19. Prova ª r látero formam um parale-

d 
r que, unlnd 

e um retâ o-se, conaecuttvam 
20. Demooat ngulo, obtém-se um losa ente, os pontos médios doa lados 

t 
ra r que são . . ogo. 

os de um reUl iguaIS os segmento 
guio, em três og_ulo, _aos pontos que / 9due une~ dois vértices opos-

21. Dem partes lguols ivi em a dmgonal dêss retiln-
oostrar qu · ' 

e as dia 
O 

• e, num trapézio 1s6 J 
22. Demoostg nais são iguuis. sce es : os âogulos da base são Iguais 

tero det:r~i;ue as bissetrizes dos tlo 
suplementar am um outro quadrilálulos !~ternos de um quadrllá· 

23. Demonet es. ero CUJ OS ângulos opostos são 
rar que um I retângulo para elogramo q t · ue em um ll.ngulo reto é u!D 

Respostas: 

5. 84,72gr e 115 28gr 
1. 42• 30' e 137• 30' 
2· 30• e 150• · 
3. 78• 24, 20,; 
4 60 

e 101• 35' 40" 
· • e 120•. · 

6. 40° 40'. ' . 
7· 67º ªº'; 82• 30'; 97° 30' e 112º 30'. 

8. 69• 52' ªº" . 
9. 144•. 1 106° 7' ªº'; 110° 7' ªº" ; 73° 52' 30" 

ll. 11,5cm. · 10. 86• e 94•. 
12. 35cm; 40cm; 45cm. 

§ 9. Circunferên . eia e círculo. 

DEFINIÇõ 
87. Circunf E S 

métrico dos erência. Chama-se . 
dado no mes!~ntos de um plano e <::_r~unf e1·~ncia o lugar geo-
da circunferê . plano. O ponto d Jmd1stantes de um ponto 
lugar ao cent~~1aé ed a dist!incia co:i o r~ebe o nome de centro 

enominada rai u1t e t~dos os pontos do º· ma circunferência está 
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determinada quando são conhecidos o seu centro e o seu raw. 
Em D esenho, o ins trumento que, de posse dêstes dois ele
mentos, t raça a circunferência (fig. 168), é o compasso. 

Cada ponto do plano que tenha do centro de uma circun
ferê~cia distância menor que o respectivo raio, diz-se interno 
à circunferência , ao passo que, cada ponto que tenha do 
centro uma distância maior, diz-se externo. Na figura 168, 
te~os : ponto 11 interno, ponto B externo e ponto P pertence 
à circunferência. 

Corda de uma circunferência é o segmento que une dois 
quaisquer de seus pontos (fig. 169). As cordas que passam 
pelo centro são chamadas de ditlmetro. Das definições dadas, 
segue-se que : 

1. o centro de uma circunferência é único ; 
2. numa circunferência têm-se infinitos raios, todos iguais 

entre si; 
3. um ditlmetro é eqüivalente a dois raios, situados no 

prolongamento um do outro ; 
4. numa circunferência têm-se infinitos ditlmetros todos 

igitais entre si ; 
5. duas circunferências são congruentes (iguais), quando 

têm raios iguais. 

Fm. 168 
Fio. 169 

88. Circulo. Denomina-se círculo a fi~ura constituida 
por uma circunferência e por todos os pontos internos à mesma 
(fig. 170). O circulo é, portanto, uma par.te do plano_ ou uma 
super}foie G2 dimensões), enquanto que a circunferência ~ uma 
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angtorgi 
linha (I di . mensão) u li . 
c1a diz-se também' c~n~ó mi.ta esta s uperfície. A circunfcrên-
- O centro, os ra · mo do círculo. 

sao chamad d ios e os diâmctr d 
do respecf os, a mesma forma d os e uma circunferência 

D . ivo círculo. ' e centro, ra1·os e diametros 
. ois círculos -
iguais sao congruentes (" . 

· iguais), quando têm raios 
89- Arco · t c1rcuJ os A e B d . ar. Segmento . 

partes: AM~cu:cunferêucia (fig. 171)circular._ ~cja m os pon
mente a e AN B. Cham ' que a d1v1dcm cm duas rco q z a-se ar · um.a · ' ua quer um.a da d co circular ou simples-circun-1 ê: • s uas pa t ' o :1er ncia por dois d r es em que f icou dividida 
A s_ pontos A e B - d e _seus pontos. 

a origem B sao enonunado 
de Percurs e a extremidade qua ds extremos do arco, sendo 

o. ' n ° se escolhe um sentido 

N 

l '~\\\\\\\1111111///U#&~ 
SEGMENTO ~ 
CIRCULAR ~ 

~l/1/fllflllll\\\\\\\\\\~ 

Fio. 170 
ARCO 

O F.to. 171 s extremos -
distinguir um sao considerados com 
distinto dos ex~~co do outro, basta ~ns aos dois a~cos. Para 

~os. Indicação: a r um terceiro ponto 

AMB ( 
~ que se lê: arco AMB) 

ANB (que se lê. 
Quando se fa · arco ANB) 

te~der que se trat/ menção de um só d . 
eVJtar o terceiro sempre do arco m os arcos deve-se en-
A...--....B • ponto. Assim d ' enor e, nesse caso pode-se 

s1g if ' izer ar A B , 
' n ica dizer arco AM B . co , que se escreve 

, na fig. 171. 
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,,.-.... 
O arco AB diz-se subtendido pela corda AB ou também 

d" ,,.-.... 
!z:se que a. corda. AB subtende o arco AB. Cada diâmetro 

div1_de a circunferência em dois a rcos iguais, cada um dos 
q~a1s é denomiuado semi-circunf erência. Os extremos de um 
diâmetro dizem-se diametralmente opostos. 

Tôda corda de um círculo o divide em duas partes, cada 
uma das quais recebe o nome de segmento circular, ou simples
mente segmento (fig. 171). 

Se a corda fôr um diâm etro o circulo fica dividido em 
dois segmentos circuln.res iguais denominados semi-clrculos. 

90. Âugulo central. Setor circular. Seja uma circun
ferência ou um círculo de centro O (fig. 172). Traçando por 
O as duas semi-retas OA e OB, qualquer um dos dois arcos 
determinados por A e B estão contidos num dos dois ângulos 
AôB, dos quais um é convexo e outro côncavo, salvo o caso 
em que A e B são diametralmente opostos quando, então, 
os ângulos são rasos. 

Os ângulos AÔB chamam-se dngulos 
centrais e os arcos por êles compreendidos 
dizem-se seus correspondentes. Na figura 
172, temos o ângulo central A ÔB corres
pondente ao arco AB. 

A parte do círculo compreendida 
entre dois raios e o a rco que êles deter
minam na circunferência é denominada 
setor circular ou simplesmente setor. Os 
raios OA e OB individuam dois setores 

Fio. 172 

, .') 

,. 

que se dizem correspondentes aos ângulos centrais respectivos. 
Para distinguir dois setores valem as observações feitas para 
os arcos. 

Confronto de arcos e de setores 

91. Igualdade e des igu aldade. Como para os segmen
tos e para os ângulos, pode-se estender para os arcos e para os 
setores os conceitos de igualdade e de desigualdade, desde que 

1 

1 

I 
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os arcos e os setores pertençam a circunferências e 1\ círculos 
iguais. Assim, também, podemos dizer que : 

d · arco a) se um ângulo central é soma de outros 01s, o 
e o setor correspondentes, são somas dos arcos ~ ~os 
setores correspondentes aos dois ângulos centrais~ 

b) em uma mesma circunferência ou em circunferências 
iguais, a d.ngulos centrais iguais (ou desiguais) corre~~ 
pondero arcos e setores 1·guais (ou desiguais) e a é/,ngt' 
central, soma de dois angulos, corresponde arco e s\or, 
soma dos dois arcos e dos doi s setores correspondcn eS, 
e reciprocamente. 

Propriedades do diâ.metro 

92. Primeira propriedade. 
Teorema: Em uma circunferência o diametro é maior que 

qualquer outra corda. 
Seja a circunferência de centro O e raio OB (fig. 173)· 

Temos: H { MN corda 
AB di11metro T { AB > MN. 

DEMONSTRAÇÃO : 

1. Unindo-se M e N ao centro O, obteremos o triângulo 
MON, onde: 

MN <OM +ON (um lado é menor que a sorna 
dos outros dois - n.º 46). 

A ---....lo..a....--~e 

Fm. 173 

A 

B 

Fto. 174 
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. da circunfe1·êucia, segue-se que 
'/,,, l::lendo OM e 0!'7 raios d'âroetro AB, isto é: 

a sua soma é 1gual a.o l 

AB ou AB > MN 
MN < c.q.d. 

d ·opriedadc. · ... 1 
93. Scgun a pt . d ·ametro perpendww,ar a 

. Em uma circunJer~ncia o i 
Teore 1na. . .d a ao meio. • 174) 

uma corda divi e- . o e raio OB (fig. · 
ê • de centro 

Seja a circunfer uc1a 

Temos: 

{ 

AB diâmetro nte por O) 
II. MN corda (não passa 

AB .LMN 

T { M N = CN. 

- 0 triângulo 
DEMONB'rlUÇAO : entro O, obteremos. de uxna 

u e N ao c ON oxno ra.10s 
1. Unindo-se t r.1 ois O M === ' c 

isósceles _oMN ~rrncia; e a media.na 
xnesxna c1rcunf_ lo isósceles a altura 2 º) segue-se 

2. Como nuxn tnân~~incide1n (n.º 3~- ~-à ·c~rda MN, 
relativas à bd~~ttlar AB baixada e 
que a perpen . isto é: 
d. 'de-a ao xne10, CN o.q.d. 1v1 MC.., 

·o do reciproca 
A demonstrnçn 

NOTA : ta do o Juno. 
e,,cercício, fica por con 

A""fl O título de 
dêste t eor.,... ' 

•· A ncias. (*) os extremos 
94. Conseque pode-se dizer que_: ao did.metro 

1
."') Com êste teore~oª simétricos em relaçao 

corda sa de uma endicular. 
que lhe é perP ,~ 11,a. 807. 

li ., º'º"" ' ------==-- o AY•LDI, 81•""'" 
(•) F. ENBIQUEII, • 



:.2.:..:02:__ ____ __:0:_:._s.:.v.:.a:..;l:..;d::....:..o__:S:..;a:...:..:.n~g!...i_o_r~g_i ______ _ 

2".) Em uma circunferência a mediatriz de urna c0rdª 
qualquer passa pelo centro. 

Com efeit o, a mediatriz da corda. MN (fig. 174) é o lugar 
geométrico dos pontos eqüidistantes de M e N (n.0 5~) e, c001J~ 
por definição, o centro da circunferência é eqüidistante M 
todos os pontos da circunferência, segue-se que será de _ 
e N ( que são pontos da circunferência) , e, portanto esta roe 
d.ia.triz passará forçosamente pelo centro. 

3.") Por três pontos, não em linha reta (não alinhados) , 
passa uma circunferência e uma só. . 

De fato, sejam A, B e C, três pontos não alinhados (fig. 
175). Traçando as mediatrizes rn1 e m 2 dos segmentos AB e 

Per-BC, elas se encontrarão num ponto O. :E:ste ponto, por é 
tencer a m1 é eqüidistante de A e B e por pertencer a m2 

...... ·····••' 
eqüidistantc de B e C. Desta forro; 
O é eqüidistante dos três pontos A, 
e e, isto é: 

OA = OB = OC, A~:. 
0

;C · o • · un-: ·. ·· .. / / .. i o que permite concluir que, a circ 
\ ·· ... ~>··· ··!'?( ·· : ferência de centro O e raio OA pas:ª \ ........ Xt. .//·._ ... / também por B e C. Esta circunferência 

é única pelo fato de não existir outro 
·· ... .. .':::{••"· .. ·· ponto que goze da propriedade de ser 

Fio. 11s eqüidistante de A, B e C. 

NoT~ : ~ demonstração dess9: conseqüência fornece-nos ~ pro~esJi. 
da de~rmmaçao do centro de uma circunferência, quando êste na.o ~ ª fe
Para JSso, basta tomar três pontos quaisquer A B e C sôbre a cuc.un 
rência e traçar as mediatrizes dos segmentos AB e BC. O ponto de wter
secçáo dessas mediatrizes será o centro procurado. 

Na figura 175, diz-se que o trillngulo ABC está inscrito numa circun
ferência ou que, a circunferência é circunacrita ao trillngulo .ABC. 

Propriedades dos arcos e das cordas 
95. Primeira propriedade. 

a) Teorema: Na mesma circunferência ou em circunJeren
cias i guais, cordas iguais subtendem arcos i guais e reo(-
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. or cordas iguais. 
. uais são subtcndidos p O e O' e raios 

procarnente, arcos ia . iguais de centro . 
Sejam ns circunfer~ocias nte (fig. 176). Temos. 

OB O' B' respectiva.me ,,-.._ ~' 
e ' T { AB = A B. 
H { AB = A'B' 

o 
.·'"·· . . 

' 
' ·~c:7·~ 

Fro. 176 

O' A' e formemos os triân
s raios OA 0 

1. Tracemos o A'O'B' 9 
gulos AOB e A'O'B' (caso L.L.L.), . . . ~ 
Como : t:.AOB e:, 6 . de circunferências 1gua1\ 

2. { OA e:, O' A' (raios " " . 
""' O'B' ~ " ·" 

pois : ~ = A'B' (por bip.) centrais AÔB e 
- o iguais os ângulo~onfronto de arcos 

segue-se que sa foi estudado n_o . uais também os 
A'Ô' B' e pelo que decorre que sao ig isto é : 
e setores (n.º 9lá' por êstes ângulos, 
arcos intercepta os .,-. 

.,-. A' B' AB c::2 

c.q.d. 

íproco: A'B' b) Teorema rec .,-. T { AB c::2 • 

:a { AB c::2 A'B' .,-. Ça, (fig. 17.6) s~o(ig~~~) 
d . n,rcos AB e é serão iguais n. 

De fato, se ~s AÔ1 e A'Ô' B' tnmbd: triângulos AOB a 
os ângulos centr~~ica-se a igualdade ue : 
e, portanto, vLe A L.). Segue-se dai q c.q.d. 
A'O'B' (caso . . AB .,. A'B' 

\ 

\ 
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angzorgt :6. Segunda propriedade. 
a) eorema• N · · · ª mesma · cias iguais circunf erB • 

(menores , cordas desiguais ncia ou em circunferB~ 
subtend, ºd que uma semi ci 

1
subtendem arcos desiguais 

i o pela · - .rcun erBncia) d 
dois arcos _ maior corda é 

O 
• sen o que o arco 

é a ma1·or sao desiguais, a corda m aior; reciprocamente,_ se 
S . · ' que subtende o arco mawr, 

eJarn as circ f 
OB e 0'B' un erências igu . d 

, respectivamenttlS(f O centros O e O' e raioa 
B: { A.B ig. 177). Temos · > A.'B' ,......._ . 

T { A.B > A~'. 
DEMONSTRAÇÃO ; 

I U . . nmdo-se os 
aos cent pontos A. e B e A.' ' 
A'O'B' roa O e 0', temos 08 t .; B, respectivamente, 

I ri nguloa isósceles AOB 

,,,,,-·---..... , 
,, ' 

/ ' I \ 
,' \ 

1 •• • 2. 1 ·e· 
Fie. 1n 

2. F1stes triân I 
ceiros desi gu_ os Possuem dois l . 
os ~ngulos gf ~s2 por hipótese (A;tos 

1
1g~ais e os ter

gua1s, sendo que se opõem ê A B) e, portanto, 
(n.0 47 _ R O maior O qu a ates lados são desi-

ecfproca) . e se opõe ao maior lado 

e, portanto (n º 91 , . - b): ......._ ,......._ 
AB > A'B' 

o.q.d. 
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b) Teorema recíproco: 
,,...... ,,...... 

H { AB > A'B' T { AB > A'B'. 

Com efeito, caso não fôsse AB > A'B' deveríamos ter, 
forçosamente: AB = A'B' ou A.E < A'B'. Mas, nenhum 
dêstes dois casos pode acontecer, pois, se isto ocorresse, ,,...... ,,-... 
deveríamos ter, pela l." propriedade (n.º 95), AB = A'B' e 

,,-... ,,...... 
pelo teorema direto (a) AB < A'B', que contrariam a hipó
tese. Logo, só podemos concluir que : 

AB > A'B' c.q.d. 

97. Terceira propriedade. 

a) Teorema: Na mesma circunferlncia, ou em circ-unfe
r~ncias i{ruais, cordas sguais são eqtlidistantes do centro e 
reciprocamente. 
Sejam as circunferências iguais de centros O e 0' e raios 

OA e O'A', respectivamente (fig. 178). Temos: 

H { AB - A'B' T { OC - O'C'. 

Fio. 178 

DEMONSTRAÇÃO : 

1. Tracemos as perpendiculares deE O e 0', resd~ect
1
iva

mente às cordas AB e A' B'. stas perpen icu ares 
dividirão as cordas ao meio (n.• 93), e, portanto : 
AC - A'C'. 
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Sang i o r g i 
2- Como . OA 

d . . = º' A. I 01s trüt ngul (raios ig · ) 
(têm a hip t os retângulos OC~a1s ' segue-se que, os 
~• portant~ en~sa ~ um cateto e 0 :c' A' sã.o iguais 
isto é : ' sao iguais os carespect1vamentc iguais) 

tetos correspondentes, 

OC = 0 1C1 

b) Ti 
eorenia recíproco: 

II [ OC = 0 1C1 

De fato os t "â T f A.B = A 'B' gruen t ' ri ng 1 • 
t es, Pois tê u os retânguJ etos r • m a hi t os da fi 
e com espectivamente . Po ~nusa igual (O;{~r~ 1,78, sã~ con-

0 AB = 2A..C 
1; u~1s (OC=O'C') -OA) e doIS ca-

e A B = 2A..'C' . Logo: AC=A'C' 
segue que. 

A.B""' A.'B' . 

c.q.d. 

98• Quart 
a) T, a propriedade 

eore rna• e, • 
Jerênc. • . ~e na m 
tem ias iguais dua esma circunf êrên . 
cord do centro uma di std cor~as são desig cza_ ou em circun-

as têm do res s. 1lcia menor . ,uazs, a maior delas 
que tiver dist(},n _Pectivo centro d. ~A re~iprocamente se duas 
S eia meno isoUnczas d . ' 

ejam as . r, é a maior esiguais, aquela, 
O A e 0' A ~u-cunferências ig· . . 

' respecf ua1s de t 
II [ AB ' ivamente (fig. J;;) ros O e 0' e ra ios 

.,.> A' B 1 • Temos : 

T [ OC < O'C'. 

c.q.d. 

Tomemos na . 
u~a corda c1rcunferênci 
ca1rá AM = A' B' a de centro O 
cemo endtre A e B . . Eviden t ' a partir de A' 

s e O a ' Pois AB > emente o ponto M 
~:ieº~tos de ezic:~tndicuJar a ~t (por _hip.). Tra-

e, coni. A B e ro dessa Per e .. Se;am E e F 
AM; p nd1cular, respecti-
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B 

Fzo. 179 

2. Como: ·oF = O'C' (n.0 97 - a)''e OC <OE (OCl..AB 
OE .L AB) e ainda: OE <OF~ (OE.._está contido eU:: 
OF), concluímos que: · 

OC < OF 
ou OC < O'C' c.q.d. 

b) Teore ma recíproco: 

H { OC < O'C' T { AB > A'B'. 
Com efeito, caso não fósse AB > A'B', deveríamos ne

cessàriamente ter: AB = A'B' ou AB < A'B'. Se AB = 
= A' B', então (n. 0 97 - a) : OC = O'C', contra a hipótese feita; 
se AB < A'B', teríamos pelo teorema direto (a): OC > O'C', 
também contra a hipótese. Logo, só pode ser : 

AB > A'B' c.q.d. 

Distância de um ponto a uma circunferência 

99. Teorema. Dados uma ci'rcunferência e mn ponto, do 
mesmo plano, o menor segmento de reta que se pode 
traçar dêste ponto à circunferência é o segmento do 
raio, ou de seu prolon_gamento, compreendido entre o 
ponto e a circunferência. 

Parte a) : Consideremos o caso em que o ponto dado 
seja externo à circunferência dada (fig. 180). Temos: 
H { P externo à O (*) T { P A < P M. 

(•) Indlo&olo do olroUD!onlnoia. 
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an g to r gi 
D EMONS1'RAÇÃO ; 

1. Unindo p , 
PO · \exte!'no) ao e 
side mterceptará a circu~~nt~·o <? (interno), o segmento 
rên/emos um outro pon/r nc1a num ponto A. Oon-

2 N 
1ª. e tracemos p M . 0 lif, qualquer da circunfe-

. o triângulo P JlfO , 
(1. , temos : 

ou 
j_O < OM + PM (n. • 46) 

~ 
e sendo AO=OM + ~ O < OM + PM 

(raios da mesma O) 

A 
, 

Fio. 180 

, 
, , , 

p A < p M , segue-se que: 

p 

. ' ,, 

c.q.d. 

A 

.....__ _ _.M 

Parte b) . C . F:to. 1s1 
. · onsiderem interno à · · os o caso e 

Ir circunferência dad! q( i:e o ponto dado seja 
l P interno à O fig. 181). Temos: 

DEMoNsTfl.A.çXo : T { P A < p M . 

1. Construamos o . 
dade na cir raio que Passa 
M qual cunferência é A C po~ P e cuja extremi-

2. No triâ quer da circunferêdc· on&deremos um ponto 
nguio PMo te 1ª 8 tracemos PM 1 

ou 
, mos• 

PM > OM-op· 
PM > 0A -Op 
~ 

isto d 
1 

• • ; p M > P ~ 
P& < PM 

(n. • 46 - Cor.) 
(OA = OM como raios 

da mesma O) 

o.q.d. 

_______ M_a_Lc_' 11..:.ia_' l:..:..i.:..:çª.:...._-__:1:..':.er:..:c:.:::e.::fr..::a:.....::.:sé:.:r_:ie~g~i1,:zas=.:.:ia:.:.l ___ _.:2::0:..:.9 

situa~hama-se di~tlincia de um v onlo a uma circunjer~ncia, 
entr os no mesmo plano, ao menor segmento compreendido 

e O ponto o a circunferência. 

Posições relativas de uma reta e 
de uma circunferência 

r l ½>O, Possibilidades da rela ocupar três posições em nh açao a uma circunferência do mes mo plano. Dese
O ;mos numa fôlha de papel uma certa reta a e um po~to 
182 °) ra dela. Tracemos a disttlncia d do ponto O à reta a (fig. 

e com centro O e raios: 

ri < d, r2 = d e ra > d 

Fro. 182 

! . 
I 

I 
I 

I 

descrevamos as respectivas circunferências. Observaremos 
então que a primeira circunferência não encontra a reta . a, 
a segunda tem sàmente um ponto comum com a reta e a terceira 
a encontra em dois pontos. 

Dêste modo, podemos dizer que a reta pode ocupar,_ ~m 
relação a uma circunferência do mesmo plano, tr§s posiçoes 
distintas (fig. 183), a saber: 

I.•) Não t,em ponto em comum com a c_ircunfer2nc!a; nesta 
posição a reta diz-se externa à 01rounferéno1a. 
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Fio. 183 

2.ª) Tem um só ponto em . . . 
nesta posição a reta d.comum com a circunferênci~, 
e o ponto comum é d iz-se_ tangente à circunferência 
ponto de tangên . enommado ponto de contacto ou 

3.ª) T eia. 
em dois pontos 

nesta. posição a em ~omum com a circunferência; 
reta diz-se secante à circunferência. 

101. Propriedade fund 
a) Teorema: A ta amental da tangente. 

ao . ngente a uma . 
. raio que passa pelo 

O 
circunferência é perpendicular 

SeJa a circunferê . p nto de contacto. 
Temos: ncia de centro O e raio OM (fig. 184). 

II { t tangente à O 
T { t.l.OM. 

Fio, 184 
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Dm,10NsTnAçÃo : 

1. Como t é tangente, segue-se que existe um único ponto 
em comum (M) com a circunferência, sendo os demais 
(N por ex.) externos à mesma ; 

2. Nestas condições OM é o menor segmento que une 
O à reta t, isto é : 

t .l. OM (n.º 52 - a) c.q.d. 

b) T eore 11ia recíproco: Tóda reta perpendicular à extremi
dade do raio de uma circunferência é tangente à circunfe
rência neste ponto. 

Consideremos a mesma figura 184, onde : 
H { t .l. OM T { t é tangente à O. 

Sendo, por hipótese, t.l.OM; segue-se que qualquer outro 
segmento que unir O com um ponto de t (N por ex.) será n~
cessàriamente obliqua (n.º 51 - 1.0

, unicidade da perpendi
c~Iar) e, portanto: ON > OM. Dêste modo, N é ex~erior à 
circunferência e O único ponto comum à reta t e à circunfe
rência é o ponto M. Logo, t é tangente à circunferência . 

NOTA: Do foto de ser ónfca a perpendicular ao segmento OM, 
pelo ponto M, decorre que de um po11to da circunferencif! s6 se pod~ traçar 
apenas, uma tangente. O traçado dessa tangente é feito coostrumdo-se 
por M a perpendicular ao raio cuja extremidade é M. 

Fn,. 185 
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102. Norin I ~ 
circunf erbi . a lt circunfcrê . 
per endi eia, cm um ponto da ncu.1. C_hama-se normal à 

p p I cular à tangente ne t do desta circunferência, a reta 
norm e a P7opriedade fundas e ponto (fig. 185). 
(s ai à circunferência mental da tangente (n.• 101), a 

uporte) que contém 
0

' n~m de seus pontos M é a reta n 
raio traçado por êsse p~nto. 

Posições relat· ivas de d . 
103 D . uas cu·cunferências (*) 

d · ef1ni ~ as no çoes. Duas · 
cinco P m:smo plano, podem o circunferências distintas, situa-
recebemº:ções diferen!,es. Ness:~par, ~ma em relação a outra, 

omes especiais a b posições as circunferências , sa er : 
1. •) ex!,eriores 
2.0 ) tan uma a outra J 
3 º) gen!,es exteriormente . 

· secantes . , 
4· •) tangent ' · 
5.•) inter. es interiormente; 

iores uma a outra. 

Frc,. 186 

1. º) São ex ter· 
os pontos de '?res uma a outr ( . 
ma-se linlia d urna cu-cunferência s- ª fig. _ 186), quando todos 
pelos respect? centros de duas circ~º exten_ores a outra. Cha· 
duaa circunj :.?~. centros. A p n~erências a reta que passa 

j 
er.,,i,cias exteriores é ropned_ade característica de 

a segwnte . 
A distdncia d • 
e:rte,riores é os cennos d e d 

l'.Daior que a uas cfrcunfe,rências 
SODJa d 

!'aios. os respectivos 
(9) E.tudo ~o 

ao Pode ••r f . 
e11o cotn rolao.!lo a d • 

o1, q<fcf4lo~ 

ou 
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s De fato, sendo: 00' - OA + AA' + A'O' (fig. 186), 
egue-se que: 00' > OA + A'O' 

ou, chamando: OA = r, O'A' = r' e 00' = d, temos: 

d> r + r' / 

du 2-~) São tan~entes exteriormente (fig. 187), quando as 
de as _cucunferêncrn.s têm um só ponto em comum e todos os 

mt ais pontos de cada uma delas são externos em relação a 
ou ra. O ponto comum é denominado ponto de contacto ou 
Ponto de tang~cia. A propriedade característica, neste caso, é : 

1'111. 187 

A distitncia dos centros d e duas circunferências 
tangentes Citeriormente é igual â soma dos 

,respectivos raios 

Com efeito, observando a figura 187, temos: 
00' = OA + A'O' 

/ d= r + r' / 

3.0
) São secantes (fig. 188), quando as duas circunferên

cias têm dois pontos em comum (*). A propriedade que ca
racteriza duas circunferências secantes é a seguinte: 

(•) 11: do ee notar que dou olrcunferênoiu nllo podem tor mai• au• doi, ponto, "" comum, 
pois, caao contrário, coinoídom. (tre, pootoe ollo alinhado, deternúoaui uma oircun• 

fo rêooia), 
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A distilncia dos centros de duns circunferências 
secantes é menor que n son1n dos res pectivos 

raios e maior que n sua diferença. 

De fato unindo-se P um dos pontos de intersecção, comm ' . , ' e nu os centros O e 0', obteremos o triângulo OPO • omod •s e 
triângulo um lado é menor que a soma dos outros 0 1 
maior que a sua diferença (n.0 46), temos: 

d < r + r' e d > r - r' (com r ~ r') 

Fxo. 188 

[ r - r' < d < r + r' l 
N 

A l 'nha dos OTA. : Demonstração que ficará a cargo do aluno : i 
centros de duas circunferhu;ia,a secantes é mediatriz da corda comum. 

4.º) São tangentes interiormente (fig. 189) quan~~ 
as duas circunferências têm um só ponto comum e todos 
pontos de uma delas são internos a outra. 

A propriedade característica é a seguinte : 

A distltncia dos centros de duns circunferências 
tangentes interiormente é igual a diferença dos 

respectivos raios. 

i 

ou 
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Da figura 189, deduzimos que: 

00' + O'A' = OA 
00' = OA - O'A' 

1 d=r-r' 

(com OA > 0' A' 

. l90) quando as a outra (fig. ' 5 º) São interiores uma to em comum e todos os 
• • - 0 têm pon 1 e ambas duas circunferência~ na a outra. Em particu ar, s 

pontos de uma são internos 

F'lo. 189 
F'lo. 190 

ê · s dizem-se 
ro O') as circunf er ncrn circunfetêm o mesmo centro_ (dO de ca;acterística de duas 

. A propne a conc~ntricas. . é seguinte : 
rências inter10res ª . 

circunfcrênc1~s 
tros de duns d s rcspecti• A distllncin dos cen ue a diferença o 

ou 

ou 

. sé menor q . interiorc vos raios. 

Da figura 190, temos: 
OA' <OA 
! 

00' + O'A' < º!, 
00' < OA - O A 

l d<r-r' l 
(com OA > O'A') 
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R es umo, 

POSIÇÕES RELATIVAS DAS NÚMEmo DE P ON-
DUAS CffiCUNFERtlNCIM! 

RELAÇÕES F.N'J'RE 
•ros EM COMUM d, r, r' 

Exteriores uma a ouira 
Tangentes exteriormente .. . ... o cl > r + r' 

S ecantes. .. · · · .. · · 
1 d= r + r' 

...... {d< r + r' T ........... 2 
ang~ntes inleriormenl 

cl > r - r' 
Interiores um e··· .. • . I cl = r - r' 

a a outra ... .. .. o d< r r' 

104. Recíprocas. As . . 
sôbre as posições relativa ~incJ proI?nedades características 
reciprocas, que são respecst· e uas circunferências, admitem 

1vamentc : 
l.ª) d se > r + r', 

2.ª) d se ..,. r 4- r' 
1 

as circunferências são 
exteriores uma a outra 1 

3.ª) d se < r + r' ou d > r - r' 

as circunferências são 
tangentes exteriormente ; 

as circunferências são 
secantes; 

4.ª) d se = r - r' , 

5.ª) d ae < r - r' 
1 

as circunferências são 
tangentes interiormente ; 

as circunferências são 
interiores uma a outra . 

ROTAÇÃO 

105. Definição n· mento d · 1z-se que r· . e rotação no plan µma 1gura sofre um roov1-
crevem a d . 0 , quando t d i . d rcos e mrcunferên . 0 os os seus pontos des-
gua1s e mesmo vértice e mas correspondentes a ângulos 

O vértice comu d mesmo sentido. 
de rota - m os arcos d · corr çao 8 0 ângulo de vért' escntos é denominado centro 
amp~;~ndeS a êstes arcos é ~t~ n~ centro de rotação, que 

e. e uma figura por ex ma
1 
° angulo de rotação ou 

' emp O um triângulo (fig. 191), 
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passa de uma posição (ABC) a outra CA'B'C'), mediante uma 
rotação de ampli tude a, a cada ponto (A por ex.) do triângulo 
ABC corresponde um ponto (A') do t riângulo A'B'C', assim 
como a todo segmento (AB por ex.) corresponde um segmento 
(A' 13'). Os elemen tos correspondentes, nesse movimento, são 
denominados homólogos na rotação de amplitude ~-

e' 

e'~, ' , 
I \\ 

: ~ \ 

I ,' ', ., " ', \ 
I 1 ,"', \ \ 

I ,1' /,,, \ \ \ .. \ \ \ 
I • /, \ \ \ 

I , / \ \ \ 
I , ,,r \ l \ 

// , , ~ J.. \ 'i ~ 

A 

FIG, 191 

EX E RCÍCIOS 
nf ê I t r uma corda de 

1. Dado um ponto Interno a um~ circu er nc 
11 

raça 
modo ue so·n dividido ao me!O por êste ponto. 

D 
q tr J duas cordas paralelas traçadas pela extremidade de 

2. emons ·ar que . 
um diâmetro são iguais. • e circunscrito a uma 

3. Provar que todo triângulo pode ser Inscrito 
circunferência. d I Jns determinam arcos m círculo cor as para e~ 1 

4. D emonstrar que, nu .d ' diâmetro .1. às cordas e usar lgua -
Iguais. (Sugestão: cons1 erar o " ., 311) 

d d d 
A • ver demonstração .. p .. g. · 6 I a e e ~ s ' éalo Inscrito num círculo é Is sce ea. 

5. Provar que todo tra.P I Is de um círculo se Interceptam 
6. Demonstrar que,dse d

1
uiis ºt~~~1;uis ângulos que el~s formam. cnm 

em um ponto p a c rcun er , 1 
o dlémetro, quP pasq11 por P , q/to lllua s. 
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7. De um ponto de uma . Demonstrar que b" c1_rcuofcrêocin tra da circuoferênci a issetriz elo uogulo ele çt°m-se duns cordas iguais. 
8. Se duo d ~- s as retas possa pelo centro 

d 
s cor as iguais d e uma siio . e uma circuof ê · . 9. Numa . 0:espect1vnmente iguuis e~ neta se mtcrceptam, ns pnrtes 

AB li Mc;cud erência traça-se um d partes du out ra. 
2 ) ' emonstrar a cor a MN T d ·º as -cordas AN e B que :. l.•) O!' a rcos iM ruço o o_ eli0me~ro 
uma suo respeci' M se mterccptnm d d e BN suo 1gua1s ; 

10. Demonstra ivamentc iguais às purt~ d mo o que as partes do 
tangentes [r que, os dois segmentos a outr11. 
Iguais nça<lns a uma circunfe;A pe_rteucentcs, cada um dêles às 

N f

: .,ncia por um t ' 

11. 
12. 

a 1gura 192 t pon o externo, são 
N . , emos : J _ !) ,-.... a figura 193 P - ' provar que AC= B,-....C 

, rovM~ee: . 

~ = BN, temos : 

e AN = BM, temos : 

AN = BM 
,-.... ,-.... 

AM = BN. 

Fio. 192 

13. Demonstrar que o Fm. 193 
é um losango. ' pa ralelogramo circuns . 

14
• Demonstrar qu t crito ª uma circunferência, 

cêntricas, os se::n raçada uma secante ferências são igua·entos das secantes co ª duas . circunferências con-
15. ~or dois pontos d18d mpree

nd1
dos entre as circun-

s1tuados os centro~ ?°s, quantas circunferênci 16. Por um ponto d d as passam? Onde estão 

Onde estão sit d o, quantas clrcunf 17. Duas circunf u:_ ~s os centros? erências de raio dado passam? 

A d' er=cms tA-. ista.ncia dos . =, respectiv c1rcunferências ? centros é de 14cm~mQt:: • 5c~ e 7cm de ralo. 

18
· Os raios de dua 

I 
posições ocupam estas 

e a distância e:t~/cunferênclas valem . rênclas quanto às os . centros é de 10'd respectivamente, 8dm e 5dm posições? m. Como alio eet • f ' as c1rcun e-

l 
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19. Quais silo na posições relativas de duas circunferências que têm 7cm 
e 4cm de r11ios, respectivamente, sendo a distância entro os seus 

centros 2cm? 20. Duas circunferências são tangentes exteriormente o a distância entro 
os respectivos centros é de 18cm. Sabendo-se que o raio da menor 
é de 6cm, qual é o valor do raio do maior? 

Re s po s tas: 15. Infinitas. 0::1 centros estúo situados na mediatriz do segmento cujas 

extremidades são os dois pontos. 
16. Infinitas. Os centros pertencem à circunferência cujo centro é o 

ponto dado e cujo raio é o raio dado. 
17. E xteriores, 19. I nteriores, 

18. Secantes. 20. 12cm. 

§ 10. Correspondência entre arcos e ângulos. 
Medidas respectivas. ConstrUções geoiné-

tricas. 
ANGULOS NO CíRCULO 

106. Definições. Dependendo da posição que ocupa em 
relação a um cfrculo, do mesmo plano, um ângulo recebe o, 

seguintes nomes : 1) cenual - q,wndo o ,eu ulrtice está no centro do circulo 

(fig. 194) l 2) inscrito - quando o seu ufrtice está na cirounf erénci• • os 
seus lados são cordas (fig. 195) i 

FIO, 195 

FIO, 194 
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3) d e 3egm ento - quando o seu vértice está na circunjcr2ncia 
e os seus lados são: um tangente à circunferência e outro 
corda que passa pelo ponto de contacto (fig. 196) 

4) excêntrico interior - quando o seu vértice é um ponto 
i11terno à circunferência, clistinto do centro, e os sc1ts lados 
são segmentos de cordas (fig. 197) 1 

e 

A 

B 

Flo. 196 Fio. 197 

No1•.i. : Quundo o ponto de encontro de duas cordas pertence à cir
cunferência costuma-se considerar o ângulo cujos lodos síio umn ?ºs cor
das e o prolongamento do outra, sob o nome de an{lUlo ex-inscrito (fig. 198). 

M 

A 

A i,
FJs. 198 Fro. 199 (a) 

5) excêntrico exterior - quando o seu vértice é um ponto 
externo à circunj erência e os seus lados são ambos secantes 
(fig. 199-a), ou um é secante e o outro tangente (fig. 199-b) 
ou ainda ambos são tangentes d circunferência (fig. 199-c); 
neste último caso o ângulo também é denominado cir
cunscrito. 

) 

r 

Matemática 
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M 

FtO, 199 (o) 

A medida de um 
â .-,u}o central. 

107. Medida d: cl~ 
ângulo central é dad p . ou em. circunJerên-

m,esm.a circunJerênc_ia l à razão dos arcos 
Teorema: Em uma - de dois angulos é igua 

· · uais a razao lados 
cias i g ndidos entre os seits . O O' e raios OA e 
compree i d entras e 

. as circunferênci_as ~:te (fig. 200). Temos : 
0' A' s(Óa;-= O' A')' respect1vam trais de círculos iguais 

A'Ô' B' ângulos cen 
H { A ÔB e 

Fio . 200 
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1. Suponhamos, para facilitar a demonstração, que os ......._ ......._ . 
arcos AB e A'B' sejam comensw-dveis, ;,to é, adm,ta~ 
como medida comum um certo arco ü, o qual esteJa 

......._ 
AB e 6 vêzcs em 

contido 3 vêzes, por exemplo, em ......._ 
A.'B'. Logo: ......._ 

AB = 3u ......._ 
A'B' = 6u 

e &tes arcos estão ent,e s; como os númecos 3 e 6, isto é : 

......._ 
AB 3 0~=-· 

A.'B' 6 

2. Unamos os centros O a 0' aos pontos de divisão dos 
dois arcos ; os arcos parc:t"ais (u) sendo iguais deter
minam dngulos centrais iguais (Ü') (n. 0 91 - b), e, portanto, temos: 

AÔB = 3u' 
A

1
Ô'B1 = 6u' 

e êstes ângulos, também estarão entre si como 3 está para 6, ou seja : 

A.0B 3 
® ~=6. 

Igualando as relações G) e @, 

A.ÔB A8' - =-AIÔ'B' ...--... 

vem: 

.,.i A'B' 

1<o,,,' O "'°'""'ª OOntJ'"ª v"ª""•ho no eo,o do, Mco, ~,em lneom,n,u,<v.i, (º), Sto •• não •dmitfr,m uma ll>edJda oomum, 
c.q.d. 

1 

1 
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l t a mesma me-. O tingulo centra em a 
108. Conseqüência . or,·espondente, desde que se 'º?dnedpadre 

dida que o arco c ondente à uni a e . d d arco o arco corresp unida e e 

dngulo. A ulo central e A'Ô'B' = tl' a uni-
Assim, se AÔB é um ang .d de A~ = u' de arco 

dade de â ngulo que ô do o teorema (n.º 1 ' . in tercepta a um a o~) . (r 201) vem de ac r ...---_ 
ig. ' AÔB AB 

ou AÔB 
12' 

l 

----=-;::::::;;:-
A'Ô'B' A'B' 

AB 
--;:;:,

tt 

l 
medida do 

llugulo ceutral 
medida do arco 
correspondente 

Fro. !!OI 

clizer que (fig. 202) : t Palavras, podemos 
Em ou ras . do arco com-

or medida a lo cen tral tem p os seus lados. O Jlug u dido entre preen 

;", 

. ~ = AB. (*) . 202 temos. 
Na figura ' 

1 
inscrito. 

M dida do ângu o l ·da a metade da do 109. e . ·to tem por meG i o dngulo inscn lados. 
Teore=a, ndido enfre os seus . 'AB. •l•• '• arco comprce I a 6 iirusl .i. medida do are 

ue li medidll do 411iru o (
•) Aosim indi011m_mo~ Q ões dora,•ant-e. úmplifioar as 1nd1oao 
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Consideremos os três casos possíveis i 

l.0
) Um dos lados do dngulo é um didmetro (fig. 203) . 

Temos: 

A 

H [ fJ t~ngulo inseri to 

Fio. 202 

D EMONSTRAÇÃO : 

-. 
" AB 
fJ =-· 2 

M 

8 

FIO. 203 

1. Unamos O com A. O triângulo AOM é isósceles, pois: 
OA=OM (raios de uma mesma circunferência) . Logo, 
os â.ngulos da base são iguais (n.0 38 - a), isto é: 

A A 

(3 = -y. 

2. Sendo a externo ao triângulo AOM, temos (n.• 39' : 
A A A 

a=f3+-r 
A ,_ 

ou levando em conta que : fJ = -y, vem : 
;. A 

a = 2 fJ. 
,. 

A Q 

f1=2· 

Como a medida do ângulo central a é dada pelo -. 
medida de AB (n .• 108), segue-se que: -. 

" AB B--
o.q.d . 

Matem tica - ) 
. d angi,lo (fig. 204: . 

á interior o 
O centro do cf.rculo est no r-, 

J A AB . 
T \ fJºz 

2.•) 
Temos : 

H { (3 ângulo inscrito 

DEMONSTRAÇÃO : Temos: B º t + g, 
0 

ditiroetro MC, 
1. Tracemos 

Em virtude do 
2. 

Portanto : e, 

8 

ue · 
caso anterior, segue~ q . 

,-. CB 
AC 3 ==- - 2 i:=22 e 

c.q.d. 
ou 

exterior do d,ngulo 
d 

cf,rculo é um ponto 
) o centro 0 

3.º (fig. 205). Temos : 

8 
{ ~ ângulo inscrito 
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DEMONSTRAÇÃO : 

1. Tracemos o cli,. 11,metro MC T 
2. Pelo 1.º caso · emos : ' segue-se que: 

--- ---a= AC - BC 
2 - 2 

--- --- ---ou {J = AC - BC 
2 

CoNsEQüibNcIAs : 

1 ") o . dngulo inseri to nu1 . 

AB 
2 c.q.d. 

De fato o ,. l . n semi-circulo é r t , angu 
O 10 

. e o. 
sento AMB (f' M ig. 206) tem por medida 

A ··· ····•·· ··- · - --- 8 
B 

a meta.de d d --.. Fio. 201 
· a o are AB circunferência ou o . que vale por 2.•) Todo~ seJa, metade de 180~onstrução, uma semi· 

cular os dngulos inscritos que é 90º (reto). 
' ou em se num mes . Com e! · . gmrnl<>s circula . mo. s,gmenlo cir-

• metade d~t~ (f,g. 207), êstes 11.n res ,guau, são iguais. 
0 

arco AB. Logo ~ulos têm todos por medida 

1 =~=a= . . .. .. =ÃB 
110. Med·d 2. 

Teorema· O : a do tingulo de se,., d • ungulo do "'mento. 
o arco com . segmento tem preendido entre seus zdd°:s.medida a metade da 

Fio. 206 
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Seja o !ingulo de segmento BÂN = 8 (fig. 208). Temos: 

H 

,.. { ,.. ÂB 
{ {J ângulo de segmento T {J = 2 · 

DEMONSTRAÇÃO : 1. Ti:_acemos o diâmetro AC. Observemos os ângulos ~ 
e 1 que, somados, dão o ângulo reto NA C, porque NA 

é tangente (definição de ângulo 
de segmento, n.º 106, 3). Sendo 

,,,--.. 
o arco AC uma semi-circunfe-
rência (180º), segue-se que: 

,,,--.. 

NÂC ::s~• 

A A A 
Fto. 208 

2. Como: 
fJ + 1 = NAC 

e 1, sendo inscrito, vale a metade do arco compreen

dido entre os seus lados (!Íf), temos, substituindo 

N ÂC e 1 pelos respectivos valores: ,,,-.. ,,,-.. 
"+BC AC 
{j --=--2 2 

ou 

,,,-.. ,,,-.. 
AC BC 

f1""2-z 
,,,-.. ,,,-.. ,,,-.. 

" AC - BC AB 
(:J<==- 2 -="2 c.q.d. 

111. :Medida do ângulo excêntrico interior, 

Teo,ema, O aw.,ulo ,ulnlrico inlerior le,n_ P"' ,n<did• a semi
soma das medidas dos arcos comprecnd•dos enlre seus lados 

e os respectivos prolongamentos. 
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Seja o ângulo excê t . . . ,., 
pontos determ.i d . n nco mtenor AMB- f3 e A' 

na os pelos prolo d ' 
a circunferência (fig 

209
) T ngamentos os lo.dos, 

H · . • emos: 
{ fJ ângulo excêntrico interior 

T { ; = ÁB ~ JVB' 

B! os 
sôbre 

D EMONSTRAÇÃO : 

l . Tracemos AMB' onde: ª cordª AB' e consideremos o triângulo 

,. 
f3 "" i + a (a é ângulo externo). 

____ .a· 

.. <l 
• 1 : 

8 

Fro. 209 

2. Como i e a 

a· 

são inscritos 
' ,......._ 

i = AB 
2 e 

Fto. 210 

temos (n.º 109) : 
,......._ 

â = A'B', 
2 

" ,......._ ,......._ ,......._ ,......._ 
e, portanto, f3 = A

2
B + A'B' = AB + A ' B' 

.,,/"" e 

NoTA : No cnso de A 2 2 c.q.d. 
estará aôbre a 1 ° ngulo ser ex · • , 6.MAB' t e rcunferêncin e nindn tnscrito (ftg. 210), o vér'tlce M 

• emos : ,. vn e ª mesma fórmula pois no 

f:i=t + a e" · ' ,..-.... t3 ~guio externo) 

â- AM + MB' 
2 

ou 
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112. Medida do llngulo excêntrico exterior. 

Teorema: O d,ngulo excentrico exterior tem por m~dida a semi
diferença das medidas dos arcos compreendidos entre os 

seus Lados. ,., 
Seja o ângulo excêntrico exterior AMB eo fJ (fig. 211). 

M 

A 

meTos : 
II { 

8 
Fio, 211 

§ ângulo excêntrico exterior 
,,..... ,,..... 

,., AB - A'B' 
{3,:;;, - 2 - · 

D EMONSTRAÇÃO : • 1 A B' M O ângulo 
1. Tracemos a corda AB'. No tnângu 

0 

8 é externo, logo : ,., a ... 1+,s 

ou 
2. Sendo os ângulos 

J ... a - t 
a e i inscritos, vem ,,..... ,,..... 

,., AB A'B' 
{J<=lz - ~ 

,,..... ,,..... 
,. AB - A'B' 
(J• - 2 -

(n.• 109) : 

c.q.d. 

ue 
O 

teorema á verdadeiro 

NO
TA . Da mesma forma demonstran-tª~mq um como aeoante e outro 

· 1 doa se aprese .. 
para 01 caso• em que 

01 ª 
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c?mo tangente (f" 
circu.rn;crito (f' tg. 212) ou amb 

tg. 213), oude temos os tnng?11tes à circunferllncia 
,....__ • rcspcct1 vumente· 

/\ ,....__ . 
fJ == ACB - A B' " _...._ _...._ 

2 - e fJ == A CB - A DB 
2 

(tlngu/o 

M 

e 

e 

Fro. 212 

113. Se Fro. 213 
um segmento g~ento capaz de 
ângulos nele ~ rcu far é capaz d:m fingulo dado. Diz-se que 

Inscritos são ig . , um tlngulo dado quando os 
ua1s ao ângulo dado: 

As 
. Fio. 214 . 

sim p M ( . , or exempl d 
"- fig. 214) temo o, ado o ângulo i . " 
angulo p p~· s que o segmento . nscrito (3, de vértice 

(tê , is, todos os ângulos nelc1~cula: AM B é capaz do 
m ...---. . e 1nsc • - . " 

a mesma medida !!:.!!..) lltos sao iguais a /3 
D 2 . 

de a mesma form 
um lingulo ret~ podemos dizer ue 

é O semi-círc~t ' 0 segmento capaz 
o. 

Matemdtica· - Terceira série ginasial 

CONSTRUÇÕES GEOMÉTRICAS 

com a régua e o compasso 
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d 11~. Aplicações da Geometria . O Desenho, como uma 
as aplicações da Geometria, serve-se de uma fôlha de papel 

como representação do plano sôbre o qual podemos assinalar 
;:uantos pontos quisermos, assim como retas, segmentos de retas 

ngulos, tridngulos e outros pnligonos. ' 
Com os instrumentos : régua, esquadro e compasso, são 

efetuadas determinadas construções geométricas, denomina
das f undamentais e que são utilizadas, necessàriamente, para 
as demais construções. 

As construções funda.menta.is que se podem efetuar com a 
régua, com o esquadro e com o com passo são as seguintes(*) : 

I. Corn a régua: unir dois pontos (por meio da reta por 
êles determinada). 

2. Com o esquadro: traçar por um ponto dado a perpen
dicular a uma reta dada. 

3. Corn a régua e o esquadro: traçar por um ponto a 
paralela. a uma reta dada. 

4. Corn o compasso: construir a circunferência que tem 
um centro dado e um raio dado. 

Como, em particular, o compasso serve para transportar 
segmentos e conseqüentemente transportar tlngulos, podemos 
di ' ' zer que, com a régua e com o compasso se resolvem os pro-
blemas fundamentais da Geometria. 

115. Con struções geomé tricas. 
1.ª) Traçar a mediatriz de itm segmento. 
Seja AB o segmento dado (fig. 215). A n:~d!atriz dêste 

segmento é 
O 

lugar geométrico dos pontos equ1d1stantes de 
A e B (n.º 54). Portanto, descreven~o c~m c~ntros_ em A 
e B duas circunferências(**) iguais, cuJO ra10 seJa ma10r que 

(*) F110 PJntc o E NIUQt1"8 : L, mat, matich• ,1,m, nlori (II volume). 
(**) No d sonho o/lo d ooccssário traçar a., oirounferOnoi88 oompletaa: b88tam pequeooe 

arco, 0 para iodividuali1ar 88 ioteraocoO•• proouradae. 
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8 metade de AB 
dois pontos C ', estas circunferê . de AB po· e C (n.º 103 _ 3 º) ncias se interceptarão em 
dois p~nto~s•o~!º eqüidist ante; deq1 pertencem à mediatriz 

0 

eremos a mediat .· e B. Unindo-se êstes 

construf~ RVAÇÃo. Esta coo t nz procurada . 
ponto médio (M) sd rução fornece t b e um dado se ' am óm, a mnnelrn para se 

omento (AB). 

A 

FICJ. 215 

--~; :~ . . . . . 

p 

/1, 

B 

2.ª) Traçar por um Fio. 210 

essa reta ponto de um Seja · ª reta a perpendicu lar a 

e . a reta r e 
. raio qualquer m o ponto p (fi 2 distantes de p arquemos sôb g. 

1_6). Com centro ero P 
e B, tracemos~ A seguir, com e::; dois pontos A e B eqüi
que se intercep~m um mesmo raio [º• : espectivamente, ero A 
procurada, pois ~m em C. A reta ma10r que PA), dois a rcos 
PC é a mediat~iz â C ]ão eqüidistanfº· J erá a perpendicular 

3.ª) Traça e B ou seja PC e..Ls Ae A e B e , portanto, 
r por um B. 

a essa reta ponto Jora de u Seja a ret · ma reta a perpendicular 

centr t a r e o e B o racemos um p_onto p (fig 2 
por · Para isso, bas~ circunferênci~ ql7) . . Do ponto P corno 
C um ponto N d a traçar uma . ue mtercepte r em A 

om cent o semi pl cucunferê . raio d ros, respectiv - ano oposto d . ncrn que passa 
cepta escrevemos dois amente, em A e ; A em relação a r. 

m em C. A per are~~ (problema ant' ~ com um mesmo 
pen icular procur denor), que se inter

a a será PC. 

M atemática Terceira série ginasial 
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ll'l•• il8 
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4.") Construir a bissetriz de um O,ngulo dado. 
Seja o ângulo ~ (fig. 218). Com centro no vértice O de a 

e a abertura de compasso qualquer, descrevamos uma circun
ferência que corte os lados do ângulo, respectivamente, nos 
pontos A e B. Com cent ro nos pont os A e B e abertura maior 
q~e a metade do segmento AB, tracemos, com um mesmo 
ra_io, dois arcos que se interceptem em P. Como OP é media
triz de AB (construções anteriores) e, portanto, mediana da 
base do triângulo isósceles AOB, segue-se que OP é bissetriz 

do ângulo do vértice, isto é, de â. 
OnsERVAÇÃO. Esta construção permite, também, dividir um arco ao 

meio, pois, para tal basta construir a bissetriz do correspondente ângulo 

5.") Construir um tridngulo tendo os lados, respectivamente, 
central. 

iguai s a três segmentos dados. 

Sejam os segmentos: MN, N 

PQ e RS (fig. 219). Tomemos , 
um segmento AB "" MN e ~ :-~---
descrev.amos as duas circun- :· · 
ferênoioa de centros A e B s 

j ' t A 8 I e de ro.iotl, re~pPQ~Wl\men e, ·····... / 
iguais a. PQ e RS. Se estas ··-..... ., :/ 
duas circunferências tiverem ··'(-;. 
um ponto em coro.um C (e, : C M p R 

portanto, também um outro FJo. 219 
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C'), fora de A B o l::lABC é o t riângulo procurado. P ara que 
o problema seja posstvel é necessário e suficiente que cada t t

7
~ 

dos três segmentos dados seja menor que a soma dos outros dois 
e maior que a sua diferença (basta lembrar a condição pare. 
que duas circunferências sejam secantes, n.º 103 - 3.º). 

6.") Dada uma semi-rela como lado construir um, d.71 gulo 
. ' , 
igual a um (lngulo dado. 

Seja ~ o ângulo dado e a a semi-reta como lado dado 
(fig. 220). Com centro em O e raio arbitrário descrevamos 

Â L , .. ,, 
- 1~ O •A O •r,: 

a 

Fio. 220 

uma circ~nferência que intercepte os lados de â nos pont?s 
A e B, unmdo-os obtemos o t riângulo isósceles AOB. A seguir, 
tomando sôbre a semi-reta a um segmento O' A'= OA cons-
t i · ' ' B' ru mos o triângulo que tenha para lados O' B' = OB e A' = 
=AB. O ângulo â' é o ângulo procurado. 

7 .ª) Traçar por um ponto, fora de uma reta, a paralela 
a essa reta. 

e 
Fxo. 221 

. Sejam: o ponto P e a reta r (fig. 221) . Sôbre r tornemos 
dois pontos arbitrários A e B. A seguir tracemos dois arcos, 
um, de centro P e raio AB e outro de ce~tro B e raio AP, que 
: mterceptarão num ponto Q. Como o quadrilátero ABQP 

?3 os la.doa opostos iguais, segue-se que 6 um paralelogramo 
n. 73 - 2.• - a). Logo : a li r. 

. . ·az 
Terceira série ginasi 
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Matemática 
d um ponto dado' a perpen-

8 ª) Traçar pelo extremo e · ' mento r a diC'U,lar a êsse seg · . 222). Queremos tre.çn . _ 
Seja AB o segmento da~~o(hf~mernos urn ponto ~oª ~~e 

perpendicular por B. P ara ~io ÓB descrevamos uF ~:mento 
~rário, fora de AB,M c~i~do-se ~ com O, 

0 
pr~:;endicular 

m tercepte AB em · . unferênc1a em N. Ad ~ scrito num 
de MO encont rará a c~rc â gulo M BN sen ° 10 

procurada será N B, Pº!\g9 ~ cons. 1.ª). 
semi-circulo é reto (n. 

•✓ .. 
; ;•. 

o,/ 
...e.. ••• 

-... 
....... : 

, e 
A M• •• 

. ............... J ....... , 

Fio, 222 • f rê'Mia dada a 
d 

uma circun e: 
ponto e 

9.") Traçar por um circunferência. . OA (fig. 223). 
tangente a essa d entro O e re.10 to A basta 

ê 
· e c . lo pon , 

Seja a circunfer nc; à circunferência. p:nto A (problema. 
Para se traçar a t~ngen\

0 
raio OA pelo P 

traçar a perpendicular 
anterior). to 

10 .ª) Traçar por um pon_ -a uma cir 
externo . dada as 
C .. nJerêrl,C1,ª ' • "' a cir -
tangentes ~ ess 
cunf erêrl,C1,ª · . 

Sejam a cir~un~~ên;i~ 
de centro O e raiof 224) . 
ponto externo p 0~~~· médio 
Coro centro no P dia.me· 
de OP, tomado ?º:U~erência 
tro, traça-se a c1r 

.. ,, .. 
º~:: 

. . ·-~:-:-·-........ .. 
. ··• ····· •.. 

p 

.._.;:,:: _____ ... · 
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que interceptará a. circunferência. dada nos pontos 4- ~J!: 
Dizemos que os segmentos P(l e PB sã.o tangentesJ'p°~coBP, 
rência.. De fato, OP sendo diâmetro, os ângulos O e pB 
inscritos num semi-circulo, são retos e, por~anto, P A OB 
são perpendiculares, respectivamente, aos raios OA e · us 

11.ª) Construir um tritl.ngulo conhecendo-se dois de se 
lados e o dmgulo formado por êles. lo 

. l d se o âogu Se1am os segmentos a e b e o ângulo 1, os a O upor 
(fig. 225), dados do triângulo que se procura. Devemos s 

A 
a 

e 

Fro. 225 

o problema resolvido e, a seguir, verificar quais aa conatr~~~:: 
que devem ser feitas para solucioná-lo. No caso present~ urna 
construir um segmento BC= a, em seguida, traçar por

1 
dado. 

semi-reta que forme com BC um a.ngulo igual ao nto 
Sôbre esta. semi-reta toma-se, a partir de B, um segroe já 
e= BA. Unindo-se os extremos A e C dos segmentos, 
construidos, obtemos o triângulo procurado. 

8 
12.ª) Construir um tri(J.ngulo, conhecendo-se um lado 6 0 

dois (J.ngulos adjacentes a ele. ,,_ 
unSejam: o segmento a e os â.ngulos 1 e S, o lado e os sto 

gulos (fig. 226), dados do triângulo que se procura. Supo e 
o problema resolvido basta tomar um segmento BC ""' a 

A 
a 

Fm. !!.2.6 
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. ue forroaro co 
seou-retas q ~1 0 ~ - Estas 

traçar as · gualB a ABC 
pelos seus extremosctivamente, ângulos l e o triângulo 
êste segmento, respe -o num ponto 

trar-se-a semi-retas encon o edido. 
assim formado é P 

E X E R C i C I O S . d compren· 
os )11 os 

circulo cUJ 
ulo Inscrito num ,, Qual é 

1. Calcular o v11lod:º1~~fo, 18". circulo 6 68º 12' 30 . 
dem um arco li guio Inscrito nuDlseus Jsdos? 83º 15' e 60º 17'. 

2. A medido. de um o~preendido entre dem arcos de 
o valor do areo c l Inscrito subten 

8. Os lados de uml Adtt~ {lngulo. 
Calcular o vo. or 

!-. 
i,.À, 
;4•, 

FIO· 93,1 d e Dlede 
uDl!I cor a 

dlâDletr<> e 
or uJl) la corda.. o a,rCO 

é forlXl!ldo P btendid0 pe diuDletr<>• lados 
Um ângulo 1nscrltol do a.rco su 1llB corda. e uIJ'.ldido entre os 

4. A h r o va. or do por u oDlPreen ? 
62gr. c o. 0 é forDlO. do a.rco c gra.us) videm-ns 

6. Um llng~dlo lne1~r~ordo é º1 :ut~eu valor <ei:1rcunferêndclae ~til dupla. 
subtendi O P 'to Qull ito nuroo. d segun \\ do trllin-
do llngulo 1nscr1 . tr!Angulo ~ºªºfro é tripldia.'d ªs dos ângulos 

de um príDle roe s 
6. Os vértices ta\s que a grgus, os 

4 
bendo-se 

em três portD terinlnnr, ern . i 2, ~ e ' ao. 
da terceira. e dos Angu)os, ' 
guio. Jcular os valores 
Na figura 227, co. -tii,lo46º 20', 

7. r--B -88º 14' e 
que: A 



238 Osv a l do S a n g i o r g i 

d' t' to do 
8. D uas cordas AB e CD se Interceptam num ponto M, 15 ln 

,,--... ,,--... r. lo excên-
centro. Sendo AC=64° 12' e BD=76° 8', calcular o angu · 

t rico Interior A .111D . 
. . d 45º O menor 9. Duas secantes formam um !lngulo excêntrico exterior e · 1 r do 

dos a rcos interceptados pelas secantes vale 72°. Calcular O va 
0 

maior arco interceptado por estas secantes. 
10. 

11. 

12. 

d . . - t m a c\rcun-Os lados e um l\ngulo circunscrito suo tangentes que oca triplo 
ferêocia em dois pontos tais que um dos arcos formados 6 ° 
do outro. Qual é o valor dêsse l\ngulo? 

,,--... ,,--... b do-se 
O arco AC excede o arco BD de 30°. Calcula r êsses a rcos sa en 
que o l\ngulo formado pelas cordas AB e CD mede 80º. 

Seja AB o diâmetro de uma circunferência e C um ponto tal que 
0 

arco BC seja Igual a 32°. Trnç::mdo-se a corda BC, calculnr os l\nguJos 
ABC e ACB. 

círculo, 
13. AB e CD síio duas cordas que se Interceptam num mesmo 

,,--... ,,--... d t.ngulo 
Sabendo-se que: AC= 620 e BD= 114°, calcular o valor O u 
excênt rico Interior. 

1 dngulos 
14. As bases de um t rapézio inscrito alio AB e CD. Calcu ar os es-

lntei:nos dêsse t rapézio, sabendo-se que AB e CD subten~em arcos, ~s). 
pect1vamente, iguala a 1/3 e 1/10 da circunferôncia (medida em gra 

15. Um quadrilátero ABCD é Inscrito num círculo. Sabendo-se que : 
,,--... ,,--... ,,--... 1 dêsse 
AB =74°, BC= l16° e CD =80°, determinar os l\ngulos nternos 
quadrilátero e o lingulo formado pelas suas diagonais. 

16. As cordas AB e CD interceptam-se num ponto M , distinto do ~ent~ 
Sabe-se que o ângulo excêntrico interior de vértice M é exce~ido ntre 
26° pelo arco de 54° e que as medidas dos arcos BD e AC estuo e ,,--... ,,--... 
si na razão 3/2. D eterminar o valor dos arcos BD e AC. 

1 cun-17. D emonstrar que, se A, B, C e D síio quatro pontos sôbre u_ma c r los 
ferência, Gstes pontos siio vértices de um quadrilátero CUJOS llngu 
opostos são suplementares. 

18. Se num quadrilátero ABCD , inscrito em um círculo, traçam_-se ~ 
diagonais AC e BD. Provar que os llngulos DÃC e DÍ3C são iguai · 

'Já-
19. Se num quadrilátero os ângulos DÃC e D!1C siio Iguais, o quadrl 

tero é inscritível. 

20. Demonstrar que as bissetrizes dos ângulos inscritos em um mesm~ 
segmento circular AMB passam tôdas pelo meio do arco AB, qu 
niio contém M. 

21. D emonst rar que todo t rapézio Inscrito em um círculo é Isósceles, 
22. Construir um triângulo retângulo dado um cateto e a hipotenusa. 

. série ginasial 
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t 'â guio 23. Construir um r1 n 
agudo. . ulo 
Construir ~m t~iâng 

0 um l\ngulo 
1 dada a hipotenusa 

rctângu o . 
cateto e o r1110 

rctllngulo conhecendo-se um 
o base e o ângulo 

24. do círculo inscrito. . 6sceles conhecendo-se 
t · dngulo 1s u· 

25. Construir um ri l\ngulo do vér ce. 
do vértice. . ulo isósceles conhecendo-se o 

26. Construir um t;~r:~o à base. dois lados e o ângulo oposto 
e a altura cm . • ulo conhecendo-se 
Const ruir um trmng ,- tro e os {ingulos. 

27. dêl d o per=e a um ' es. lo conhecen o-se t rês medianas. 
28. Construir um tr~~ngg~Jo conhccendO"-se a)sd~sª: uma diagonal. 

Construir um tr1un dados os a 
29. alelogromo 
30. Construir um por 

R espostas : 

1. 36° 5' 9" · 
2. 136° 25'. 
3. 108° 14'. 
4. 96gr. 
5. 30°, 
6. 120º, 40º e 20;· 67º 17' e 4==20º57'. 
7. 1 = 2 == 44º 7' ; == 
8. 109° 50'. 

9. 162º. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
16. 
16, 

90º. 
65º e 95º• 
74º e 90º-

88º• 
69º e 111º• 77º 

85º 82º 95º 0 • 
98° 1 ' 

22~ 24' e 33º 36'. 
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CAPITULO III 

Linhas proporcionais. Semelhança 
de polígonos 

§ 1. Divisões de um segmento. Divisão 
harmônica. 

AB 1·. Sinal de um segmento. Consideremos o segmento 
_(fig. 228). lEste segmento pode ser percorrido em dois 

sentidos opostos, a saber: 
1. º) da esquerda para a direita ( de A para B) ; 
2.•) da direita para a esquerda (de B para A). 

1/. --+---+---1--4----1-__,_ __ _ 

a , 
~e, . .llSl8 

Dependendo do sentido que supomos percorrido um seg
mento, podemos atribuir-lhe um sinal algébrico. Assim, por 
convenção, atribuímos o sinal + ao segmento AB quando 
percorrido de A para B e o sinal - quando percorrido de B 
para A. Dêste modo, se o segmento AB mede 6m, escre
vemos: 
ÃB + 6 (A. é origem ) BA (B é origem ) 

ca cm B é extremidade e = - 6Cm A. é extremidade 

Os segmentos que vêm relacionados ao sinal+ ou ao sinal 
- , dizem-se ort"entados. Para os segmentos orientados, do exem
plo acima, temos que : 

AB = -BA 

O BSERVAÇÃO. Na fndlcaçi!o da medida de um segmento orientado, 
será omitido, para maior facilidade de represent.aç.ão, o traço colocado 
acl.ma dos seus extremos. Assim, por exemplo, a medida do segmento 
orientado AB (AB) será Indicada por AB. 
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U 2. Divisão intern . -
m segmento pod a e _d ivisão ext . po,um ponto p te ser dwidido d ;rna de mn scgment•• 

a) o· . er encente ao scgme \ uos maneira, difere•"' 
mento AÊiv.,ão intcma. S n o ou à reto que o suport•-

_Ponto M d . ponto intern ª '""º'" Sei• o seg· O e M um egrnentos d . . 
ta!B que: etermma sôbre Ae° { êsse segmento (fig. 229)-AM o,s segmentos AM e MB, 

+ MB = All. 

ll,---- 1_---- ---l i ---+0- -

Fio. 229 

Neste caso d. ponto M em d · g ento AB está di' ·d 'd · ter namente pelo ' iz-se que o se m 
b) o· . º" s "' • o ,n -

deremos ivisão externa S egmentos aditivos AM e MB· 
sua reta sup::t o N externo "ao::••• subtrativo•- Consi-à um p t . e"'rn 

nos segmento A e (frg. 230). o gmento AB e pertencente 
s N e BN, tais ~~~\º N, também, divide AB 

AN - BN = AB. 

A 0 N 

Fio. 230 

Diz-se 
e pelo ponto N o segmento AB ment ' agora, que 3 R em dois segmcnt está dividido .,,ie,-na-

reta . azão de sec•~ os sui>trativos AN e BN-
r, e um ,,ao. Dados externo a ABf°nto p dessa reta um eegmento AB num• 

i>. raz•o: ' cbama .. e razão d?ue pode ser in~rno ou AP secçao do segmento AB 

E PB. 
ata. razão é . . nesse caso AP P08'1,t,va se p fô . 

e neg t' e PB tê r interno tido o '"º se p lôr ext m o mesmo senti ao e~gmento, poie, 
e opootoo e, porta erno, pelo fato de !º e smaio positivos nto, ama.is düer te p ~ P B terem sen· 

en 8 4fig. 281). 

Matemática 
Terceira série ginasial 

1---... ::-.- -~~· --1 
1 
p 

1 

o 1 

1----::::: .... ______ ----1 - _..--,-A a;--::--'P 

A 

i---=---1 
pi IA ---- - ~B 

FIO, 231 
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(P interno a AB) 

(P externo s AB, à direita de B ou à esquerda 

de A). 

Exemplos: 

232

) 1.•) O segmento AB, de comprimento igual s 7cm (fig. 
é dividido pelo ponto P, internamente, as rssiio de 

secção !. . 
4 

Logo: 
AP 
PB = 

3 

____ + __ _, ___ ..;.+-----4 

A ..,-3cm ---i-- 4cm ----'B 
p 

FIO, 232 

2.•) O segmento AB de compriJDento igual • 7cm (fig. 

2
33) é dividido .xternamente pelo ponto P, que se encontra 10 

na reta suporte de AB s 3cm de B, n• razão de secção~ 3 · 
AP 10 
PB 3 Logo: - =--· 

Com estas considerações, podemos dizer que, s6f>re """' 
reta e,;iste um e sõni•"" uni p,mw que di,iá• "'° '"''"'°"' 

_ 10,m ~ 

~~;-l-3,m _, 

FIO, 233 
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dessa reta numa ra~ão de secção dada. Se a razão é posi• 
tiva o ponto é interno ao segmento e se é negativa o ponto 
é externo. 

4. Divisão harmônica. Um segmento AB, diz-se clivi
clido harmónicamente por dois pontos M e N se êstes o divi
dem interna e externamente na mesma razão de secção, tomada 
em valor absoluto. 

Assim, se lvI e N dividem harmónicamente o segmento 
AB (fig. 234) , devemos ter : 

AM AN 
MB = - NB . 

M B N 

FtB. ~34 

Os pontos M e N clizem-se conjugados harmônicos e~ 
relação aos pontos A e B e os pontos A B M e N const1• 
tuem uma divisão harmônica. ' ' 

5. Aplicações. 
l.•) Determinar a posição do ponto M que divide o seg• 

3 
mento AB ""' 16cm na razão de secção 5 · 

D AM 3 . 
evemos ter : -M ICI - onde M ~ ponto interno a 

AB (razão positiva). B 5 ' 
Pela propriedade da composição das proporções (Cap. 1 -

n.• 12 - 1.ª), vem : 
AM+MB 3+5 

AM = -3-

e como: AM + MB = AB = 16, segue-se que: 

~=~ 48 AM 3 e, portanto : AM = 
8 

c:1 6. 

Da mesma forma, temos : 
16 8 

BM - 6 donde: 80 
BM- 8 - 10. 

245 
d . T erceira série ginasial Matem tica -

dista 6cm de A e 10cm de B 
Logo, o ponto interno M AM _! = l_. 

satisfazendo à condição do problema, isto é: "ME = 10 5 

l_.:...-1=======;-~=====~I _ Ocm __. -i-i-1-1-1-1-1-1-1-B 
-1-1-1-1-1-M 

A 80cm •• 
. - onto N que divide o seg-

2.") Determinar a poslçao do p 3 
AB 15cm na razão - 2 . 

mento =AN 3 de N é ponto externO a e:,--, 0D 
Devemos ter : NÊ 2 

t" a) valor na razão 
AB (razão nega iv · substituindo-se êsse 

Como NB = - BN, 
anterior, vem: .A}!.,. l. • 

. BN _2 ão das proporções (Cap. I 
Pela propriedade da deoompo81Ç 

-n.• 12-2.•), temos: BN 3-2 
AN - _ "" ----3 - AN • 

B ""' 15, segue-se que . 
AN - BN ""' A N ""' 45. e como : 15 1 e portanto : A 

ÃN ""3 1 

Da mesma forma : BN "" 30. 
15 1 portanto : 
-- == 2 e, A (à direita. 
BN N dista 45cm de d à condição 

L 
ponto externo de B satisfazen o 

ogo, o ·fvo) e 30cm 
porque AN é Pºs1 1 3 AN = __ . 
do problema : NB 2 + ~ 

~ ~ -1-1-1-H~ N 

I
• - :::::::::-460~1-H-I-I-H- ~ 

- - -1-1-1- 1-H-~10om -----
-1-1-1-1-H-1-1-~~ :::::===-----~ 

A----8,líott\ 
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3-ª) Determi 'd nar as pos· õ Vl em harmô . iç cs dos pont -.,, rucamente os J.d e N d' 
razão . o segment.o A que t-

' CUJO valor b 3 B = 24cm na ª soluto é 

Devemos ter : ~ AN 5 
MB =--= 

3 

Desdobrando N B as proporções : 
5 

AM 3 MB = - e AN 3 
e resolvendo 5 NB = - -, 
tivamente tts da mesma form 5 ' mos : a que as preced t 

AM 
en es respec-

~ 3 
Ms= 5 

AN 
-N =- 3 AN B -5 ou - 3 BN=s 

+ M B 8 1 

AM 
= . 24 8 

3 .. AM=3 

donde . AM = 9 cm 
AM+ MB 8. 

MB 
= . 24 8 

5 .. MB= 5 
donde: MB = 15 cm 

AN- BN -2 
AN 

- 24 -2 
- 3 :. AN = 3 

AN donde : AN =- 36 cm 
-BN BN = -2 24 - -2 

5 BN-5 

L 

donde · BN 
ogo • · = -60 cm 

de B; o p~n~ ponto M é intern . ou: NB = 60 cm 
porque AN o N é extern . o, Bltuado a 9 
mônicament é negativo) e o~ ~6uado • 36cm d:~ d(~ A e 15cm 

e o segmento AB cm ?e B e ambos d' -~squerda, AM 

9 

, p01s: 1v1 em har-

MB = 15 } 
~ 36 ou 
NB - --60 

AM MB = _ AN 
NB

0 
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=========::~-<-G - - -1---- 1 + + 
·H+I-H-l·l·I· 3ocm .-Ocm - -+- 16cm -N H·l·l·H·l·H·l·l·l·l-1-l·H+l·l-1-H·l·l·I· +1·1·1·1·1·1-1· -H-l·l·H·l·l+H+H· 

----------- OOclll M ~ __________ _:::::-===- _______ , 
+ 

EXERCÍC IO S 

1. Determinar a posiçã~ do ponto P que divide o segmento .AB-=2loJI1, 

na razüo de secção - . 4 

2
· Determinar a razão de secção, em que foi dividido o segm8llto AB, 

por um ponto P, sabendo-se que AP=Bcm e PB= 12cm. 

3 D' ºd' · 2 • 
1
v

1 
ir, mteroamente, o segmento AB = 14cm na razüo - • 

4 D'vid' 5 

5 

• 
1 

ir o segmento de 24.cm no razão - - • 3 

5
· Determinar o posiçüo do ponto P que divide o segmento AB= 15cm 

na. razão de secção igual o - 2., 
6

· Dividir externamente o segme~to de 6cm na roziio igual a - 3. 

7
· D eterminar as posições dos pontos M e N que dividem bnrmOnica· 

mente o segmento AB = 21cm na razão cujo valor absoluto é 4/3. 

8
· Efetua.r a divisiio harmônico do segmento AB = 12cm, na razão cujo 

valor absoluto é 2. 
9 

U:m segmento AB=00cm, Os pontos Me N silo conjugados bnrmô-
DICOS em relação aos pontos A e B. Calcular, AM, sabendo-se que 

AM 
MB = 4. l0. Um segmento AB= 14cm é dividido internamente por um ponto M 
nn razão 4/3. Determinar: L°) os segr:nentos ero que M divide AB i 
2.•) a. posição do ponto N, conjugado Jmrmõnico de M, em relação 

a A e B. 

Resposta t : 
1. P Interno a.o segmento; A.P=9cm e PB= 12cm. 

2 
2. a· 8. Os segmentos aditivos são : 4cm e 10cm, 
4. Os segmentos subtrativos são : 60cm e 36oJil, 
8. P externo ao segmento: AP=2Icm e PB=6Clll, 

6. 9cm e Sem. 7. AM•12Clll, MB.,.9om, AN""S4om e NB•63ClD, 
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S. Os segmento d 9. AM =48 s a dlvls!lo 8ão • 8 
.a. =Sem MB e 12cm. 

10. •M cm. . cm, 4om, 24cm 

2. Feixe d , -56cm o NB-42cm 
§ 

' =Gcm AN 

6 D 

. e paralelas. · 
• efimº -um · çao. Nu 1 1 SIBtema de três o m pano, chama-se} . !:,~º· Qualquer re~am:~s retas paralelas::::• !''ÚU paralelas a 

rcepta tôdas as t sse plano que n· "• s,tuadas nesse re as do feixe' e é d ao p~rtença ao feixe enoID1nada t , 
' ou secante do . ransversal 

235 
0 

j · f eixe. Na figura 
. , eixe de pa l l tituido p 

1 
ra e as é cons-

( a li b li e ~ ~s retas a, b, e, d 
do feixe é e a transversal 

0 
a reta t. 

sóbre t:a~;/;;:ent:os determinados 
""'· ,,. paralelas g 'ª" por um feixe de priedade~ ozam de certas pro-

7. Teorem com os teo que serão estudadas 
iguais sóªb· Se um feixe de p l remas que se seguem. 
t re uma t ara elas d t . os iguais sôb ransversal, dete . e erm,na segmentos 

a 

b 

tra qualquer ;' ou- nmna tambtm. seg1nen· 

. ver sal (*). rans- s t 

pelas retas paix~ formado -'j-- -~ª---l!"'~i-SeJa o fe· A. 

c e d e as tranra elas. a, b, 
e t (fig. 236) sversa.1s s 

b N 

{ 

· Temos• 
H allbllclld . 

sA e t transvers . 
B = BC ais 

T [ MN = = CD 
o d 

R 

e 
s 

T 

, , 

p 

o 

D NP ""'PQ 
EMONSTRAÇÃO: • 

1. Pelos ti pontos M N ""· "'ª , 
d;as paralelas à ret e p da. reta t trace 

,~ v feuce, respectiva::.:· t Encontraremos":i~ as respec• 
a.': J,:j~~ demonstraono n e, os pontos R S re as reta.a 

• "' Pll11. a15 cob , e T eervnçi5es n6bro a G . • eometr,a Dedutiva da 
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2. Os quadriláteros formados: AMRB, BNSC e CPTD 
são paralelogramos, pois, em cada. um dêles os lados 
opostos são paralelos. Portanto : ' 

AB = MR, BC= NS e CD= PT. 

Sendo iguais os triângulos: MRN NSP e PTQ A A A J 

pel~ css~ A.L/'·• pois, M % N % P (correspondentes) 
e R = S = T (correspondentes) e MR e::, NS e::, PT 

(são iguais a A B); segue-se que : c.q.d . MN <=> NP e::, PQ 

8. Teorero• de Tale•('): Um Jei>• d, retos paralela, 
detennina sôbre duas transv,,,.sais duas sucessões de 
segmentos diretamente proporcionais. 

Sejam a, b, e e d, ss retas paralelas, de UJO feixe, inter• 
ceptadas pelas transversais s e 1 (fig, 237). Consideremos o 

caso para dois segmentos. Temos: 
H { allbllclld T { ~ ... ~. 

s e t transversais CD PQ 

i s 

p 

~ . ... . .. . ;! .. . ••·· · · · ······· ·· · · · · ·· · · · ···· · ·····~·· · ·· ··· · · · 
•· •·•·•· • .:r. •••.... ·•··••• ······························ ".:. ·• ·••·•• 

........ /:::: :::. ::··:: ~:: ::: :: : :::::::::: ·:.:: ::::.:.: :::::.~·--... :~·:: :: : .... 
d O :, O 

Fto. !!37 

DEMONSTRAÇÃO : 1. Suponhamos que os ,egroentos AB • CD sei•'° co-
mensuráveis, isto é, admitam u,OS ,ned,da eorouro • 

- (-•(_ T_ AL_ E8_, (-UõeOIO llf(lllO, do :&1~_'.'.to (610•
0
641.pSIOA.10Cjt o~::.i~ ~~o':: s:::o:~d~.:: 

tornou cólobre por t er preVI••º ulD e • , 

d• Gooino&rto. 



que_ esteja oontid 
e cmco vê a, por exem l 
sendo a ra::~ =~r CD. Logo~ ºAt~ vêzes em AB 

e êstcs segmentos ~3u e CD=5u, 
AB . 
-- 3 G) cn --

2. Pelos pontos . . 5 r 
cemos de divisão do 
rtas, :::ate~::e:s respectf v::g%~~!º~ ABf _e CD, tra-
ambém e cem ao feix . . . o euce. Estas 

teorema a: p_artes iguais pct' d1V1dirão MN e PQ 
medida com er1or (n.º 7). Cho que foi estudado no 

um de MN e PQ amando de v a nova 
MN = 3v ' temos então: 
MN e PQ = 5v 

-- - 3 ~ PQ -5 ~ 
Comparand 

o as relações í.\ 

e 8 razão • 

AB MN \.!.J e @, vem : 
OasEnvAçõEs: CD= -=-

l .•) D em PQ 
mentos AB onstra-se êst 

e CD - . e teorellla t 
2 ª) C suo income lllllbém 

Cap. r" é omo aplicação d nsuráveis. no caso em que os seg-
' conveniente real as p ropriedades d 

çar Que, de : as proporções estudadas no 
AB 
ciF"'J/f 

c.q.d. 

segue-se ta 
lllbém, que : 

AB -.:;-.,, CD 
'" N -::,-_ ( 

2. A.B + CD .;Q alternando os meios). 
• ~,,,,~N+PQ 

BC e ~NAPlicando o T MN - (propriedadeda . -
' NP (fig. 237/orerna de Ta l compos1çao). 

' temos : es nos segmentos dº 
1. A.B ª Jacentes AB, 

Bã""~ NP 
2. AB + BC •.r 

u ~"' "~N+NP 
q e Bito relações de AB ~ ou ~ - MP 

uso freqOente no AB - MN' 
s exercfcfos. 

1. 
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EXERCÍCIOS 

l. No feixe: allbllc, as transvers:iis s e t determinam respectivamente 
os f,0Nntos : A, B, C e M, N, P. Sabendo-se que: AB=4cm BC=6cnI 
e iu = 12cm, calcular o valor de N P. ' 

2· N
0

o exercício anterior siio dados: BC=5cm AC= 14cm e MN=l8cm 
a i cu lar JJ:f P. ' · 

3· No feixe: allbllclld, as trans versais s e t determinam, respectiva-

cmDentc, os pontos : A, B, C, D e llf, N, P, Q. Sabendo-se que: 
=5em, AD= 12em o PQ=6cm. C11lcular: MP. 

4· Duas transversais süo interceptadas por um feixe de três paralelas. 
Os segmentos determinados sôbre ns transversais pelas duas prime.iras 
paralellls medem, respectivamente, 3cm e 8cm. Calcular o compri
mento que as duas óltimas paralelas determinam sôbre a segunda 
transversa l, sabendo-se que elas determinam sôbre a primeira um 
segmcuto igual a 12cm. 

5. Um feixe de quatro paralelas intercepta uma transversal cm três 
segmentos que medem, respectivamente: 4, 6 e 9 centímetros. Cal
cular os comprimentos dos segmentos determinados pelo mesmo feixe 
numa outra transversal sabendo que o segmento dessa transversal, 
compreendido entre as paralelas extremas, mede 38cm. 

, , 6. Num trapézio, uma parnlela às bases, divide um dos lados nlío para
lelos na raz11o 3/4. Medindo o outro Indo nüo paralelo encontra-se 
14cm. Calcular os comprimentos determinados sôbre llle pela refe
rida paralela. 

7. Prolongando os lados não paralelos (AD e BC) de um trapézio ABCD, 
(AB = base maior) determinar o valor do Indo BE, do triângulo ABE 
assim formado sabendo-se que: AE=l2cm, AD=5cm e BC-=3cm. 

' CM 2 
8. No triângulo ABC, temos : MN li AB, - - = - e BC=20cm. Cal-

cular: CN e NB. MA 3 

Respostas : 
1. 18cm. 5. 8cm, 12cm e 18cm. 

2. 28cm. 6. 6cm e 8cm. 
3. MP=8,4cm. 
4. 32cm. 

7. AE=7,2cm. 
8. CN=Bcm e NB=l2cm. 

§ 3. Linhas p1·oporcionais no triângulo. 
9. Teorema. T6da paralela a um lado de mn tridngulo 

determina s6bre os outros dois lados (ou s6bre os respec
tivos prolongamentos) segmentos diretamente propor-
cionais. 
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Seja o triângulo 

H { DE II BC 

A.BC e a reta DE (f" 

{ 

ig. 238) · Temos : 

T AD AE 
DB = EC (Ver Nota ab · ) a1xo . 

·• .. li.·· 
······· .. 

············ºrç' ' ..... / ~: .. /8 --- - ~' .. ... . 
..- c':::·· ···· 

DEMONSTRAÇÃO : l'Ie. 238 

1. Tracemos 2. Pelo pelo vértice A Teorema de Tales (:ºreta x paralela a BC 1 
· 8), vem• 

AD AE . 

NOTA: DB = EC 
At~ ed~ t d e t eorema ta b c.q . . 
AD + DB m ém pod . AD - AE + EC e ' " ~wta ,ob • fo,mo 

A.E ou AB AC 

10. Teorema AD = ~ • 
dois lados ~ecíproco. Tôda ta l"Opo,ci-Onai: ;m fridngulo ,;;,.::::: detmnina sObre 

, pa,alola ao te . 
8 

cwdenadamonte rceiro lado. 

~ Seja o triân 1 

/

"~' reta DE (fig. 23~ o T~!~, ~ 
8 

8--- -~ 

~ H { AD AE 
e DB""' EC 

Fio. 230 

DEMONSTRAÇÃO (p T { DE li BC 
1 mreh• . 
. Se não fô o ao absurd ) ' 

DE' li BC sse DE li BC o . , sendo E' u , podedamos m ponto intern então traçar 
o a EC ou AE1 

T erceira série gi11asial 
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2
· ~upondo E' interno a EC, temos pelo teorema direto 

~ver Nota anterior): AB AC AD=' A1f G) 

Como a hipótese (~ .,. ~) pode ser escrita 

AB AC c.-, . sob a forma : AD => AE l.!!J (propriedade da com-

posição naa proporções), concluiJnos, confrontando 
0 e @ que AE ~ AE' ;.to é, um resultado impos-

sível, a menos que E coincida com E'. O mesmo racio• 
clnio seria feito caso E' fôsse inter•º a AE. Logo: 

DE li BC c.q.d. 

Propriedades da.s bisSetrizes de uro triângulo 
11. Teorema da bisset<iZ inte""" A bfaselriz de um 

angulo interno de um ,,;angulo di ,;de o lado op<>slo "" 

segm"''°' (adi #vos) p,o- ! 
po,ciorw;s (' ) aos lados .··· 

adjac.,.te•- / -,J 

. Seja o triângulo ABC e a bis
setnz AD (fig. 240) . Temos: 

H { AD bissetriz do .Á (2 :::> i) 

8 T{~""'Y! DC ACº 

DE?,10NSTRAÇ.A.0 : 1. Pelo vértice C, tracemos a paralela • bissetriz AD que 
irá encontrar o prolongamento do lado AB no ponto E1 

2. No triângulo BCE, tem••: AD II CE e, portanto, 

GTeorema n.º 9) : 

e•) Subeotende-SD : d•"'°'"'" '' ,,,.vare••""''º 
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Como o b.ACE é isósceles, pois, de: i =4 (corres
pondentes, 2=â (alternos-internos) e i =2 (por hip.), 
vem: â =4, que são ângulos da base, segue-se que : 

AE=AC (lados opostos a ângulos iguais 
num b. isósceles) . 

Substituindo êste valor de AE na relação (i), 
temos: 

BD AB 
De= AC 

c.q.d. 
12. Teorema da bissetriz externa. A bissetriz ele it1n 

dngulo externo de um tridngulo divide o lado opost~' 
externamente, em segmentos (subtrativos) proporcionais 
aos lados adjacentes. 

Seja o triângulo ABC 
e a bissetriz AD (fig. 241)· 
T emos : 

H { AD bissetriz externa 
do Â (i = 2) 

e------>::c•-- · ····•· ................. :·.-~o 
T {BD= AB . 

Fto. 241 CD AC 

DEi'dONSTRAÇÃo : 

1. Pelo vértice C tracemos: CE li AD; 

2. No b.ABD, temos: '1" !!J!. = ~ (n º 9 -Nota). 
\:..J CD AE . 

Como o MEC é isósceles, pois â = 4 (pelo fato 
de ser â=i, 4=2 e 1=2), segue-se que: AE = AC. 
Substituindo êsto valor na G), vem : 

BD AB 
CI5=Aã 

c.q.d. 
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. terna e outra 
,. , A s bissetrizes, uma in d um tridn-13. Conseqüencia. l de seu adjacente, e 

externa, de um (lngu o _e mente o lado oposto. 
gulo, dividem harmônica AN as bissetrizes, interna 

. 1 ABC e AM e . Seja O tnângu o (f 242). Temos. 
e externa respectivamente ig. 

' { AN bissetriz interna 
H AM bissetriz externa 

{ 
BM BN . 

T - =-NC MC 

. . ... ..• . .... . ...•...... ::. N 

B M e 
Fxo. 242 

e· - . n º 11), segue-se qu . DEMONSTRAÇAO • a bissetriz interna ( . 
1. Pelo teorema d M AB í.'I 

B - v· -e= AC e· 
M n º 12), segue-se qu . 

bissetriz externa ( . 
Pelo teorema da N AB @ 

B - II. 7fii = AC 
í.'I e @t, vem : 

relações ~ 
2. Confrontando as BM §!!. 

-=cN MC . 
NC segue-se que . 

e como : CN = - ' BN 
~ c=i - NC c.q.d. 
MC 
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14 . Lugar geométrico dos pontos cuja razão da_s di~~ 
Uincias a dois pontos fixos é constante. Como aphcaça 
das propriedades das bissetrizes de u m tritingulo vamos de
monstra r o seguinte 

Teorema: O lugar geométrico dos pontos de um plano, cuja 
razão das disUlncias a dois pontos f ixos dêsse plano é cons
tante, é uma circunferência. 
P arte a) : Qualquer ponto do lugar pertence a uma circun

ferência. 
Sejam A e B, so pontos fixos e p um ponto, tod~s situa)-

P .. -·· dos no mesmo plano (fig. 243 · 
~~- Temos 

Fio. 243 

H { p A = k (valor absoluto) 
PB 

{ 
O lugar descrito por P é 

T uma circunferência. 

DEMONSTRAÇÃO : 

1. Sejam M e N os pontos que dividem, interna e exter
nament e, o segmento AB na razão, cujo valor absoluto 
é k, isto é: AM AN 

MB = NB = k. 

2 e hi 6 
PA 

. orno, por p tese, p B = k, temos : 

AN PA 
e NB = PB' 

relações que permitem concluir que P é vértice de º?1 
triâ.ngulo cujo lado AB é interceptado pela bissetriz 
interna (PM) do ângulo de vértice P no ponto M e 
cujo prolongamento é interpretado pela bissetriz ex
terna. (PN), do ângulo adjacente, em N (n.º 11 e n .º 
12). Sendo PM e PN bissetrizes de ângulos adjacentes 
(suplementares), segue-se (n.0 29 - Ex. aplic. - 4.ºt que 

· · ial 
á 
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t O 11.ngulo 

tre si e portan o, 
sl\O perpendiculares en ' 
MPN é reto. d m ângulo reto (n.• 113) 

to capaz e u onto P per-
3. Como o scgrneln podemos afirmar qMueNo p 

é O somi-circu 0 , . de diO.metro · c.q.d. 
tence à circunferência . pertence ao 

da circunferência 
P te b) . Qttalqu.cr ponto 

ar · p um de seus 
lugar. . de diâmetro MN ° 

Sej a a circunferência . 
pontos (fig. 244). Temos. . de diâmetro MN 

H { PE circunferência 

{ 
( f__PAB "" 1c) • 

T P6 ao lugar 

ftO, 244 

~ . ~ íiv <i "" 2) e 
D EMONSTRAÇAO · ·cos iguais MO e roento PC e 0 

'd mos os a1 C O seg N spec-
1 Cons1 ere ontos D e . reta M ' re 

. unamos p aos d PD encontram a 
prolongameo~s ;ootos A e B' i bissetriz do â,ugulo 
tivamente, o M temos que _PM é MNP é retô.ngu_lo, 

2 Unindo P ª p a N O tr1ângul0 
1 8 portanto · 

. DP,.. e Ligando . m senú-cirCU o ' 
. . sento nu N ·-

pois, está 10 p M ..L p . . : do ângulo ex 
PN é b.LSsetllZ 

cli ões 
Nestas coo ç p"o' Logo: 

ulo D · A 13) 
terno so {i,og AN ~ - k G0 · • 

G) 1/f, - -Nif - PB' 
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ou @ ~ = MB' 
3. Por o t AN - N B' = lc. 

u ro I d M e N a o se A e B s-seus conjugad b ao pontos de uma reta e 
~ - AN os armônicos, temos : 
M B - - NB ou (fü) AM = _ M B (a ltern5:ndo 

Confront AN N 13 os meios). 
ando as relações 01 Q ~e~' vem: 

MB' MB 
NB' = NB = lc, 

igualdade esta 
com B que permite concluir 

e, portanto da í.'\ 
ou seja . p ' ~ segue-se 

. pertence ao 1 ugar. 

que B' coincide 
PA 

que : PB = k,. 

1. Traça-se E X E Rei e 1 0 c.q.d. 
dos a paralela ao I d S 
d outros lados a o de um t ·a 
s~b!e que o meu~~gJintos. de 5~m r~ ~~~o ~uc d<;tcrmina sôbre um 
se e 

O 
outro lado sddois segmentos • 

1 
espect1vamcnte. Sabcu-

gmento. me e 15cm cal 
I 

que tal paralela determina 

2
· O lado AB d . ' cu ar O comprimento do maior 

AB d. t e um tr1âng 1 1 ' IS ante 5cm d u o ABC tem 16 
fad~d~gc em um peo:1-tot~çnmos a par:~~}~ Po~ um ponto D, do )ado 

3 · a 8cm de A no ado BC que encontra 
· ~ma das diagonais 

1 
· Calcular o comprimento do 

ases na r - e e um tr os lado ~zao de 3 para apézlo é dividid . s nao paralel 5. Achar O , a, por uma paralela às 

4
. ie;:vat°;'"Aente, 18cm º: g;c!apézio, s:b~~gd~~snetoqs u de~e1 rminados sôbre 

Sôb r1ungulo, do· · e 0 es medem, res-
a re o primeiro alil lados medem r • 
co:~~t por êst~ po';ct: ~o vértic~, t~!~;~vamente, 16cm e 20cm. 
segund:eJ°~s dos segmenJaralela ao terceir~~ ~onto, tmça!-ldo-se, 

5 A ª º· s que essa 1 ª o. Determm:u os 
· ~aralela a um d para ela determina sôbre o 

razao 3/4 A h os lados d essa . e ar os co . e um triângul d ' 
pecti~:ralela sôbre êste:1ar!-111fntos dos se;m i1de os outros dois na 

6. N mente, 21cm e 42 OII3 ados, sabeudo eu os determinados por 
trM trapézio os lad cm. -se que êles medem, res-

ngulo de lados 24d: eU:º paralelos prolo 6dm, respectivame:gtados determinam um 
e. O menor dos lados 

1 

l 
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não paralelos do trap1falo mede lOdm. Calcular o comprimento do 

outro lado do trapézio. 
7. Os lados de um triângulo medem, respectivamente, 14cm, 18cm e 

24cm. Calcular os segmentos determinados sôbre o maior lado pela 
bissetriz iuterna do dngulo oposto a êsse lado. 

8. Um trillngulo tem por lados: a=12dm, b=6dm e c=l4dm. Quanto 
medem os segmentos determinados sôbre o lado a pela bissetriz 
interua do Â 7 E os segmentos determinados pela bissetriz externa 
do Â (adjacente) sôbro o prolongameuto de BC? 

O. Os lados de um t riângulo medem: 12cm, 13cm e 15cm, respectiva
mente. Trnçnm-se as bissetrizes interna e externa do llngulo oposto 
ao maior lado. D eterminar o valor do segmento cujos extremos siio 
os poutos do intersecção destas bissetrizes com o maior lado e o seu 

prolongamon to. 10. O perímetro do trillngulo ABC é igua_l n 54cm. A bi~~etriz do âugulo 
interno B divide o Indo oposto bem doIS segmentos ad1t1vos que medem 
10cm e 14cm, respectivamente. Calcular os lados a e e. 

Respostas: 
1. 24cm. 
2. 25,6cm. 
3. 6,75cm e 11,25cm; 13,75cm e 8,25cm. 

4. 5cm e 15cm. 
5. 9cm, 12cm, 18cm e 24cm. 

6. 15dm. 
7. 13,5cm e 10,5cm. 
8. 8,4dm e 3,6dro ; 2ldm e Odm. 

9. 187,2cm. 
10. a= 17,5cm, b = 24cm, e= 12,5cm. 

Sewelhança 

§ 4. 
Sewelbança de triângulos. 
de polígonos. 

TRIÂNGULOS SEMELHANTES 
D f' . - Dois triângulos são semelhantes quando 

15, e iniçao. damente iguais e os lados correspondentes 
têm os d,ngulos ordena . . Os lados correspondentes, isto é, 
ordenadamente propoér~;.°nª\i' ângulos iguais, são denominados, 
aquêles que unem v r ices e 
também, de lados homólogos. 



260 O s v a l d o S a n g i o r g i 

Assim, por exemplo, oa triângulos ABC e A'B'C' Cfig. 245) são semelhantes quando têm : 

{ t= = { 8 A'B' B'C' C'A' , 8, = 8 AF = Iic = 7JA - ,e. 

e------__....~c 

Fro, 2,15 

O valor comum k das razões dos lados conespondente! 
ê denominado razão a,, """elhança dos doú, triângulos e semJê, 
caracteriza a passagem do MBC ao seu semelhante 6A' B · 
Indicação de que dois triângulos são semelhantes : 

M 'B'C' ,.._, MBC. 
A igualdade (ou sobreponibilidade) de dois triângulos_ t1 

um caso particular de semelhança, quando a razão k- 1, PJÃ' 
teremos nesse caso: A'B' = AB, B'C' = BC e C'A' =. · 
Se a razão de semelhança é maior do que I (lc > 1), difz-se 
que o MBC ao passar para o seu semelhante b.A'B'C' so ,reu 
uma ampliação (nesse caso: A 'B' > AB, B'C' > BC, C'A > 
> CA, na mesma proporção) e no caso de ser menor do que 
1 (k < 1), o 6.A 'B' C' sofreu uma redução (fig. 245) . 

As propriedades reflexiva, simétrica, e transitiva existe_n
tes na igualdade dos ângulos ou das razões, também, subsis
tem para a semelhança.. Dêste modo, podemos dizer: 

I. Todo trülngulo é semelhante a si m esmo. 
Isto é: 6.ABCrv6.ABC 

2. Se um triangulo é semelhante a outro, este é semelliante ao primeiro. 

Logo, se 6.ABCrv.6.A'B'C', temos que: 6.A'B'C'rv6.ABG, 
3. S e um tri(},ngulo i semelhante a um segundo trianqulo 

e &!te semelhante a um terceiro, então o primeiro tr,tin
uulo , semelhante ao terceiro. 
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llDEF ,....., .ôA' B'O', temos 
ABC ,..., llDEP e ' ' Logo, se 6 6 AB0 ,...., M'B O . 

q
ue: T 6da reta paralela a um 

damental. . tercepta os oi1lros 
16. Teorema J:~tm tridngulo, q)u~e;:rm?°na um segundo 

dos lados értice comum , 
dois (não pelo l~ant ao pr-imcro. 
lri{},ngulo sente 

. aulo ABC e a reta 
Seja o triânº ntos M a N 

determina.da pelos .Pº 
(fig. 246). Temos . 

H ( MN II B0 
T { b.ABCrv.ôAMN ou 

l 
Â=Â AB B0 ""AC_ a 
S=Íf ªAM=MN AN 
0-N 

Fto. 248 

. MMN. - o · c determma O • ais D EMONSTRAÇA • MN ao lado B denadamente igu 
A paralela AMN e ABC têm orJhança), pois : 

1. Os triângl ulo(sl .. condição de seme 
ângu os · 

os Â é comum ) 
,. espondentes E = Prf (corr ) 

A N Q li 

v = ( º 9 - N ola) que : 
C gue n . . MN li B 'se 

Como. AC 0 
AB "'"N I. 

AM A lado AB. Obtemos, 
aralela ao . 

or N a P esma razão . Tracemos pll AB e pela m 2. . NR 
assim, B0 

AO _ _ R 
AiT B 

AC ~ @ 
--MN ou AN 

mo lados opos-
C[JR • MN, co o BRNM.) 
tos do paralelogram 
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De 0 e @ concluímos : 

~- BC AC 
AM-M"fi=-, 

. t é AN 
is o ' os lados corres d . -
proporcionais (2,. c / º-n entes sao ordenada mente 

· on içao de semelhança). 

c.q.d. 

. C~os clássicos de semelhança 
17. Prunciro caso d 

Teorema• D • . e semelhança de Lt·iângulos . 
. ois trit1ngulos -

tlngulos ordenadam t ~ao _semelhantes quando têm dois S . en e iguais 
eJam os triângulos ABC . ' ' ' . 

{ 
A~ ~ e AB C (fig. 247). Temos: 

H . = A ' 
13 = 131 T { 6 ABC ,...._, 6A'B'C'. 

1\ 
A' 

D E .~ , 
B 

e 
D EMONSTRAÇÃO : 

Fio. 247 

1. Tomemos sôbre A 
segmento AD= A~'(suposto maior que A'B') um 
paralela ao lado BC / pelo ponto D tracemos a 
16) temos: · elo teorema fundamental (n.º 

e 6ABCr-v6ADE 
2. orno . AADE . 

. w 
1 = 6A'B'C' ( 

( 

Â = Â' ( hi caso A.L.A.), pois: 
AD 

por ·p.) 
= A'B' ( 

Í) = 
13

, por construção) 
(porque ambos são iguais ao ÍJ) . 
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segue-se pela propriedade transitiva, existente na se
melhança, que : 

6ABC ,...._, M ' B'C' 
c.q.d. 

18. Segundo caso de semelhança de triângulos. 

Teore ma: Dois triângulos são semelhantes quando têm um 
ângulo igual compreendido entre lados homólogos propor
cionais. 
Consideremos os triângulos ABC e A' B'C' (fig. 247), onde 

agora temos : 

{ 

Â = Â' 

H AB AC T { 6ABC ,...._, 6A'B'C'. 
A'B' =A' C' 

DEMONSTRAÇÃO : 

1. Da mesma forma que no l.0 caso de semelhança , 
construamos o triângulo ADE, tal que : 

6ABC ,...._, 6 ADE. 

Em virtude desta semelhança, temos : 

AB = AC 0 AD AE . 

Como na construção feita foi tomado AD= A' B', 
substituindo na G) vem : 

AB AC . AB AC 
A'B' = AE e sendo por hipótese il'B' = A'C' , 

segue-se, pela propriedade transitiva da igualdade que: 

AC AC 
AE = A'C' . 

Sendo estas duas frações iguais e de mesmo nu
merador, concluímos que os denominadores, também, 
são iguais, isto é : AE ;,,, A'C'. 
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2. N~ataa condições : 6ADE "" 6A'B'C' 
po1a : Ccaao L.A.L.), 

! AD = A' B' (por construção) 
Â = Â' (por hip.) 
AE = A'C' (provado), 

e, portanto, 
mente que: sendo 6 ABC"' 6ADE, temos final-

6ABC"' 6 /J.'B'C' 
c.q.d. 

19. Terceiro c·tso de 1 
T . · semc hança de tdângulos. 

eorema: Dois tridnr. ul -
lados ordenadam ºt 08 sao s~elhantes quando Um os trf3s 

en e proporcionais. 
Sejam ainda O t 'A 

s nangulos ABC e A'B'C' (fig. 247), onde: 

H {~ =.!!.2__ CA 
A' B' B'C' = C'Ã! 

T { 6ABC ,.,._, 6A'B'C', 

D EMONSTRAÇÃO : 

1. Com a mesma 
temos : construção dos dois casos anteriores, 

6ABC ,.__, 6.ADE. 
onde, aplicando d f' , 
tes, vem:· ª e mição de triângulos semelhan-

AB BC CA 
Ai5 = DE = EÃ 

e, como AD = A'B' ( 
por construção) , segue-se que : 

~ BC CA 
A' B' =DE= EÃ. G). 

2. Sendo, por hipótese : ~ _ .!!!!__ CA 
A'B' B'C' - ã;;[i @, con

frontando as razões que integram ~ 
0 e@ temos: 
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AB BC 

} 
A' B'""' DE 

ou DE CI B'C' 
AB BC - -=--

A'B' B'C' 

AB CA 

} 
--=--
A.' B' EA 

ou EA c:a C'A.' . 
AB CA - -=--

A'B' C'A' 

3. Nestas condições : 6.ADE = 6.A'B'C' (caso L.L.L.), 
pois : 

{ 

AD = A' B' (por construção) 
DE = B'C' (provado) 
EA = C'A' (provado). 

e, concluímos, sendo 6ABC ,..,_, 6.ADE, que : 
MBC,..,.,M'B'C' 

c.q.d. 
OnsEnVAÇÃO. Confrontando-se os casos clássicos de iuualdade de 

tritlngutos com os casos clássicos de semelhança de tritlnuulos, notamos que 
para a igualdade de triângulos são necessárias tres condiçl1es, enquanto 
que para a semelhança bastam duas. 

20. Aplicações. Construções geométricas. 
1.") Divisão de um segmento em partes proporcionais a 

vários segmentos dados. 
Seja dividir o segmento AB em partes proporcionais aos 

segmentos x, y e z (fig. 248). Traça-se por A uma semi-reta 
que forme com AB um ângulo qualquer, diferente de 90°, e, 
sôbre a qual se mede, a partir de A, os segmentos : 

x oca AR, y .,. RS e z ""' ST. 

.. 
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Unindo-se a extremidade T com a extremidade B do seg
mento e traçando-se as paralelas a TB pelos pontos R ~rt 
obtêm-se sôbre AB os pontos Me N. Os segmentos A Jl!f, 1h 
e N B são os procurados. De fato, as paralelas RM, SN e T B 
determinam sôbre as transversais AB e AT, segmentos pro
porcionais (Teorema de Tales). 

NOTA : 1t evidente que esta construção ó empregada P!lra dividi~ 
um segmento AB em um número qualquer de partes iguais, pois, 6 ° cas 
de x=y=z= ... . 

2.ª) Construir a quarta proporcional a três segmentos dados. 
Sejam x, y e z, os três segmentos dados (fig. 249). Nos 

lados de um ângulo arbitrário BÂC, toma-se : x = 1R 0 

y=RS sôbre o lado AC e z=AT, sõbre o lado AB. U~rnclo
se R a T e traçando-se por S a paralela a RT, deterrm~a-s1 
sôbre AB o ponto M. O segmento TM é a 4." proporciona 
procurada. 

De fato, no triângulo AMS, RTIISM e, portanto, deter
mina sôbre os outros lados segmentos proporcionais, isto é : 

X Z 
y= TM. 

NOTA : A construção dn terceira proporcional entre dois segmentos 
<½'dos x e y 6 feita da mesmn forma, substituindo-se no problema ante
rior z por y. 

3.ª) Dividir um segmento dado, interna e externamente, 
numa razão dada. 

Seja dividir o segmento AB na razão dada m (fig. 250) 
n 

Basta traçar pelas extremidades do segmento AB, respectiva
mente, as retas r e s, paralelas entre si, porém, arbitrárias. 

-t-
z 

A Z T M 8 

Fio. 249 
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Ôb . a partir . d A 11R=m e s re s, 
Sôbre r toma-se, a -pn.rtir ,e _' 

71 
e B7,, = n. Unindo-se R 

de B, nos dois sentidos, BT - tos M sôbre AB e N sôbre 
com T' e R com T obtêm-se os pon 11.r N dividem AB na 

d' AB Os pontos "- e o prolongamento e • 

razã.o m (valor absoluto), pois : 
n 

b.MAR ,-..., b.111BT' 

b.NAR ,..._, b.NBT 

m 

n 
[l .. . .. 

•, M 

s 

•• I' 

• T' 

FIG, 250 

N 

. d harmônicos em 
N alio coniuga_ os êstes pontos 

NOTA: Como os pontos M e ue a divisão fe1tl;' por ois construir 
relação aos pontos A e B, segue-b~ ~n anterior permite, Pontos A e B. 
é harmônica. A resolução do pro ~ ·coa em relação aos P 
os pontos ].i[ e N, conjugados harm 01 

POL!GONOS SEMELHANTES smo número 
com o me te 

21 D f.• . ~o Dois poUgonos, '° los ordenadamen 
. e 1n1ça • d têm os ungu • · 

de lados são semelhantes quan ° d nadarnente proporcionais. 
iguais e' os lados correspondentes or o~respondentes chamam-se 
Como para os triângulos, os ladJs todos os pn.res de lados co~ 
hom6logos e a razão comum k, e entre os dois polígonos. d 
respondentes, razão ~e sem:lha:ç~eduz-se 11, igualdade, quê°D~ 
semelhança entre dois polil:)ono f a 251 os poUgonos AB 
a razão de semelhança é 1. N ª igur ' 
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e A'B'C'D'E' são semelhantes segundo a razão de semelhança 
2, isto é, o poligono ABCDE ~o passar ao polígono A'B'C'D'j' 
foi duplicado. Logo : Â' = Â , !11 = n, ()1 = ê, LJ' = Í) e 2' = 1 , 

e A' B' B ' C C' D' D' E' E' A' 
AB = BC = CD = DE = EA = 2· 

O' 

Fio. 251 

Também, agora, podemos dizer : 

e' 

l. Se um poligono é semelhante a outro êslc é semelhan te . . , 
ao primeiro. 

2. Dois polígonos semelhantes a ttm terceiro são semelhan
tes entre si. 

22. Teorema. Dois polígonos semelhantes podem ser de
compostos em triangulos ordenadamente semelhantes. 

Sejam os polfgonos ABCDE e A'B'C'D'E' (fig. 252). 

o' 

e 
e' 

E' 

Temos: 

Maremática Terceira série giriasral 

A'B'C'D'E' H { Pol. ABCDE,...., Pol. 

T ( 

6. T1 ,...., 6. T'1 
6. 'P2 ,...., 6. T'2 
6, T a ,...., 6. T' a. 

269 

D mMoNs'rnAçÃo: ABCDE e 
. · dos polígonos A 

1. Tracemos tOdas as drngonms tir dos vértices 
A' B'C' D' E' respectiva.mente, a par dos . T1 T2, 
o A, e cons'ideremos os triâugulos forma . ' 
T r/1I 'l" 'l" ) a e .1. 1 , 2, 3 . " semelhantes , 

. ( polígonos si.o 1;1 1;1, 
2. Como, po,r bq~~tese º~, () = C', f> = JY, I!J = ,e, 

temos : A. = A , lJ = , 
BC CD DE ~ 0 portanto: 

AB =-= E'A' ' o -- ,.,. -- c:a cífji D' E' ' 
A' B' B ' C' . de semelhança 

6. Ti ,.__, 6. T' 1 ' pelo 2. • caso clássico 

( 
AB BC ) . 

B = E' e A' B' = B'C' 
1 decorre que : 

Da semelhança dêstes t riàngu os, 

BC AC AÔB = A'Ô'B'. 
~ = - e 
'-V B' C' A' C' 

Como, por hipótese : 

BC = E2_ e (; = Ô' 
@ B'C' C'D' 

segue-se de G) e @ que 1 • 

CD =>A'ê'D' Ccomo d1_fe-
AC _ _ e AÔD . ânuulos igums). 
A'C' C' D' renças entre º 

e, portanto : 6. T 2 ,...., 6. T'z. uo : D.Ta -~ D.Ta'· 
Anàlogamente, rlemonst.ra-se q o.q.d. 
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CoNsEQ'ÜtNCIA : Em dois poligonos senielhantes duas diagonais 
correspondenics (homólogas) est,ã,o entre si como dois lados 
correspondentes (homólogos). 

De fato, basta notar a igualdade • AC = _2}2_ (fig. 
. A'C' C'D'' 

252), parn. que a conseqüência fique demonstrada. 

23. T~orcma recíproco. Dois poligonos formados p~r 
triângulos semelhantes e ordenadamente dispostos, sao 
semelhantes. 

Consideremos a figura 252, onde : 

r 1:::.r1 ,..., t::.T' l 
H i 6 'P2 ,._,, 6'11 '2 T { Pol. ABCDE ,._,, Pol. A'B'C'D'E'. 

l 6 T 3 ,._,, 6 TI 3 

D EMONSTRAÇÃO : 

1. Da semelhança dos triângulos T1 e 'l.''1, concluímos que: 

r"':\ AB BC AC 
\.V A' B' = B'C' = A'C' 

e G) CÂB = C'Â'B'; fJ = Í3'; G) BÔA = B'Ô'A' . 

Da semelhança dos triângulos T 2 e T' 2 , resulta que: 

~ AC = CD = AD 
~ A'C' C'D' A'D' 

e G) DÂC = D'Â'C; G) AÔD = A'Ô'D'; 

G) CDA = C1D1A' 

e da semelhança dos triângulos T 3 e T'3 : 

~ AD DE EA 
l.::.;J A'D' = D'E' = E'A' 

e G) EÂD = E'Â'D'; ê = Ô' l 

0 A.DE ""' A'D'E'. 
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- 0 fjj\ e (§) têm sempre uma 
3. Como as proporçocs 1 , ~ _ tOdas iguais 

razão em comum, segue-se que elas sao 
ent re si e podemos escrever : 

11B BC CD _ !!!}_ = ~~ 
-- = - = -C'D' - D'E' E A 
A'B' B'C' 

b O as relações : 
e, somando, membro a mero r , ,,.. ,,.., 

0 0 fn\ temos : A = A 
, 2 e~ • 

(J = Ô' 
0 e'6' 

\V Í) = Í)' 
© e 0 

" 
" 1;I - -r;,, chega.roos 

jj-Í3' e n - n, 
e , levando em conta que - lhanço. dos polígonos 
às duas condições p~ra a scro; a,ngulos homólogos 0 

em questão isto 6 igualdade e 
proporC'ionalidade d~ lados homólogos. c.q.d. 

. ligonos semelhantes 
21,. Teol'cma. Os perimetr?s de doi1~}::ólogos quaisqi1er . . 

estão entre si co11w dois lados A'B'C'D'E' da Íl-
Consideremos os polígonos ABCDE e ão indicados por: 

gura 252 onde os perimetros respectivos ser A 
' CD+DE+E 

p =AB+ B C + I '+D'E'+E'A'. 
e p ' = A' B' + B' C' + C D 

Temos : , B' C' D' E' 
H ( P ol. ABCDE r-.J Pol. A 

T { 1!... - _!!.Q_ = .!!,c, = · · · ' - A' B' B C f .. ~o. p t roos por de m1ça . 
1. Sendo os poligonos semelhantes, e EA 

C CD DE _ --
AB B - --=~-E'A' 
--= -- C'D' D'E A'B' B'C' nº12-3.ª), 

2 
ões (Cap. 1 - · 

• P ela propriedade das proporç 
vem: AB BC 

AB +BC+ CD+ DE+ E~,""' í0f CII [iíõ'""' ... 
A'B'+B'C',t-C'D'+D'E

1
+E A 
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ou p AB BC ----ca-- .,. 
p' A.'B' B'C' 

c.q.d. 

25 ... Aplicações: redução e ampliação <lc dcscnb::· 
Escalas . O estudo da semelhança feito no caso dos p~lfgon 

01

~ 

estende-se a quaisquer f iguras planas. Uma fotografiai u de 
sua ampliação ou redução, nada mais são que exemp os 

00 
f
. 1h T b ã d m terre , 1guras seme antes. am ém a represcntaç o ~ u d"ante 

de uma casa, de uma cidade, et c., pode ser feita me 1 ue 
desenhos, denominados geralmente de plantas e cartas, 1*). 
guardam, com a figura real, uma determinada semelhança 

. Ih a entre . Chama-se escala de medida a razão de . se~ e anç . uma 
a f igura reduzida e a dada. Esta escala é md1cada por 

1 
ta 

fração de numerador 1. Assim, por exemplo, se numa P ao 

a escala fôr 10
1
00 ( que se lê : um por mi[), isto significa ': ue 

a razão entre a distância de dois pont os da figura_ reduzida~ 
e a distância entro dois pontos corresponden tes da figura re 

é 10~ 0 · :m simples, como veremos nos exemplos a seguir, 0 

cálculo que permite achar as dimensões da figura na plant~, 
numa determinada escala, conhecidas as suas dimensões_ reais 
e vice-versa, a determinação da escala, conhecidas as dim~n
sões de segmentos proporcionais da figura real e a da plan a. 
Exemplos : 

1. Determinar o comprimento com o qual se deve repre-
1 sentar na planta de uma vila, na escala de 

10 
OOO ou 

(1:10000) uma rua de 800m de comprimento. 

A escala de -.!._ significa que as dimensões reais (no 10000 
exemplo uma rua de 800m) são 10 000 vêzes maiores que as 
que devem figurar na planta. Logo, as dinensões da planta 
são obtidas dividindo-se as reais por 10 000. 

(-> O lnatnnnouto naado na or4tloa Para rodu■ir ou amoliar dcieuho1 • denominado p111116gr0Jo. 

' 
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Portanto, o comprimento da rua na planta será 

800m = 0,08m ... Bem. 
10 000 

de : 

a de um terreno na qual 
2. Qual é a escala da plan: s foi representado por 

comprimento de 50 me ro 

segmento de 5cm ? a escala ê: 
Como: 50m = 5 000cm, segue-se que 

5 1 ou de 1 : 1 000 
5000 = 1 000 
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um 
um 

E X E R C Í C I O S 15cm 
t Sem 10cm e d . rcspectivamen e, ' rimeiro me e 

\ l. Os la dos de um t riilngulo mede:do correspoudeuJ e ª~tiudo trillugulo. 
l .Num triilngulo_ somelhun~~~h~s dos demais lados o t termina sObre o 

16cm. D etermmar as me C do trillogulo A!]C, \e Calcula r os 
2. A para lela M N ao lado ~rr,; e 7cm, respe~tiva fc,e~.BC, 911bendo-se 

lado AC segmentos de 5 lhante ao tr11lngu -~ 1 AMN seme . 
lados do t rtuugu 

O 
BC mede 42cm. /ío de semelhança 

que AB mede 36cm e emelhantes e a raz t 
\ I 3. Os trillogulos ABC e A' B'C' ado s . medem, respectivamen e, 

é 1_ . Sabendo-se quo os lados do ma~or nto de cada lado corres· 
4 . 1 1 r o comprime 

12cm 18cm o 20cm, ca cuª 
0 

BC= 18cm e 
pond~nte do menor. 1 ABC medem : At=2 °fs mede 10cm. 

4. Os lados de um triâ ogu o M N da para lela à ªf%ugulo CM N seme
CA = 16cm. O segmento lados CM e CN do tr 
Quanto mede cuda um dos I Isósceles ató se 
lha ote ao primeiro? li paralelos de um t rap~zeitivamente, 42f~ 

5. P rolongam-se os lados d ~ to t rapézio mede:f ~ ~a um dos trliingu 0 encontrarem. As bases Calcular as a lturas . 
e 30cm e a a ltura 10cm. emelhantes CUJO! 
assim formados. de dois t rlilngulos ? 

d semelhança 16 m e 64cm tlva-6. Qual é a razão e ctivamente, e e 19cm, respec 
perímetros valem, respe dem 14cm, 17cm elhante em que o 

7. Os lados de u~ trlll:g;~~f:C~ro do dtri~~~o sem a 
mente. D etermmar primeiro me e . espectlvumente,be 
ludo correspondente ao dem 0cm e 12cm, f formado pela ase 

d t rapézio me do triângu o 
8. As bases e um 5 Achar a altura ão para leloa. a ltura é Igual a cm. toe doe lados n 

menor e oa proloniiamen 
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9. As alturas de duas árvores estão entro si assim como 2 está para 
3

· 
A menor delas mede 6m. Quanto mede a maior? c 

. n 15cm rcspc -
10. Os lados de um quadrilátero medem 12cm, 6cm , .,cm e ' )te eDl 

tivamente. D eterminar o pcrlmclro do quadrilátero semelhar 
que o lado correspondente ao p rimeiro mede 10cm. 

~ D eterminar 
11. Dois hexágonos siio semelhantes na ruziio de 2 para 0 - odo é 

o perímetro do primeiro hexágono subcndo-sc que o do scgu 
de 36cm. . ó 

12 D · u d" • do primeiro . ois po gonos siio semelhantes e uma das mgonais S bendo-
igual a 2/3 de sua correspondente no segundo pol!gono. ª pcrí-
que o perímetro do primeiro polrgouo 6 igual a 32cm, calcula r 0 

metro do segundo. 
0 5 no n1esrn 13. ~uai ó a altura de uma coluna de p6, cuja sombra tcn: m e ro-

mstnntc em que um bas tão de O 45m colocado vert1culmcnt ' P 
ieta uma sombra de 0,15m? ' ' 

00 000 
14. Qual é a d istância entre duns cidades, se numa planta de 1/l O 

essa mesma disttlncia é de 5cm? . ídns 
15. Numa planta na escalo. de 1/100, que dimensões devem ser atnbu 

a um compartimento de 5m por 6m? "d de 
16. A distância entre duas estações ferrovi(u-ias, na planta de_ uma ~1 c~tr~ 

na escala de 1/8 000, é de 15cm. D eterminar a dist!'lncin roa 
as duas estações. t 

9 
17. Dar as medidas da divisão de um segmento de 36cm cm trl'l par e 

proporcionais aos números 5, 6 e 7, respectiva mente. 1 
18. Construir a 4.• proporcional aos segmentos: 6cm, 0cm e 10cm. Qun 

é o seu valor? 
1 

é 
19. Const ruir a 3.• proporcional aos segmentos de 16cm e 4cm. Qun 

o seu va lor? 

D emonstrar que : 

20. D ois tri!lngulos isósceles siio semelhantes quando têm um !lngulo igu~J. 
21. Dois t rifingulos retângulos são semelhantes quando têm um ringu 0 

agudo igual. 
22. Dois triângulos que t êm os lados respectivamente paralelos ou per

pendiculares, são semelhantes. 
23. Em dois tri!lngulos semelhantes, as alturas, as medianas e as bisse-

trizes são proporcionais aos lados correspondentes. . 
24. Os segmentos que unem dois a dois os p é.'3 das medianas de um trià.n

gulo, determinam três triílngulos semelhantes ao trill.ngulo dado. 
25. S e num trapézio a base maior é dupla da menor, as diagonais se divi

dem na. razão de 2 para 1. 
26. As diagonais d e um trapézlo dlvidem-se mutuamente em partes pro

porolona.ls. 

27. 

28. 

20. 

30. 

· · ·at 
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1 diagonais eJD 
{ culo 6 dividido pc 118 clhantes. 

Um quadrilátero Inscrito 01:1°\~ rn'io adjacentes, süo sem b las to-
quatro triângulos, dos qu:11s , tas OM, ON e OP e sô Bc e OC 
Se de um ponto O tr:1çam-sc tr8s rc . . ~=-º-,=--o,c' ' 

' B' CeC',uusquc. O'A' O'B -
mum-se os pontos A e A , B e ' paralelos e s110 

lados homólogos 
A' B'C' t.am os 

os tri!ln~ulos A BC O • • 
0 

e circuns-
scmclhant.cs. raios dos círculos iscrit Em dois tri:lngulos scmcllmntf Jis homólogos. - seroe-
crito est.üo ent re si como os ª uúmero ele lados, 5110 

m o mesmo 
D ois polígonos regulares, co 
lhantcs. 

Respo s tas: u. 14,4cm . 
1. 20cm e 30cm. 12. 48cm. 
2. 5cm, 17,5cm e 15cm. 13. ] 51TI-
3. 0cm, 13,5cm e 15cm. 14. 50km. 
4. 8cm e 9cm. 15. Scm por 6cm-

5. 25cm e 35cm . 16. 1 200m. 

6. 4 (do 2.0 para o 1.º). 
17. 

10cm, 12cm e 14clll· 

7. 150cm. 18. 15cm, 

8. 15cm. 19. 8cm, 

9. 9m. 
10. 56cm. 



CAPITULO IV 

Relações trigonométricas no triângulo 
retângulo. Tábuas naturais 

§ 1. Razões trigonométricus. 

_ 1. Trigonometria. O objetivo da Trigonometria é a resolu.
çao de triangulos. Resolver um trillngulo é calcular os sous ele
: en to: incógnitos a parLir dos elementos conhecidos. Assim, 
e os seis eleroenLos principais de um triângulo : três ângul~s 

t rês lados, conhecidos tres dêstes elementos, entre os quais 
pelo menos um lado, pode-se determinar os outros tres. 

d 2· . Razões trigonométricas . 

2 
etermmado pelas retas s e r (fig. 
53). De um ponto qualquer B do 

~do s tracemos a perpendicular 

Consideremos o ângulo C 

B 

A ao lado r. Fica assim determi-

(
n~do o triângulo retângulo CAB 
A roto), que permite a definição ~ d .Á(~ as seguintes razões trigonométri- e L-.lca:"'~:.::"=~c-=.-_,_:. ___ -'i.r::;.__· _ 

cas do ângulo C : seno, co-seno, A "' 

tangente e co-tangente. 1!10. 253 

Seno. Chama-se seno do (},ngulo O a razão entre o cateto oposto 
BA e a hipotenusa CB. Indicação : 

BA 
een C c:i CB · 

Co-seno. Chama-se co-seno do {1.ngulo O a razão entre o cateto 
adjacente CA e a Mpotcnusa CB. Indicação : 

CA 
sen e - - · (18 
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Tangente. Chama-se tangente trigonométrica (*) ou simples
m ente tangente do angulo C a razão entre o cateto oposto 
BA e o cateto adjacente CA. Indicação : 

Bit 
tg C = CA . 

Co-tangente. Chama-se co-tangente do ângulo C a razão entre 
o cateto adjacente CA e o cateto oposto BA. Indicaçfi.o : 

CA 
cotg C = BA · 

No•rA : As definições ele tg C e cotg e possibili tam dizer que ª cotg C 6 o inverso da tg C. 

O seno, o co-seno, a tangente e a co-tangenle de um ângul? 
são denominadas razões trigonométricas ou linhas trigonométri
cas dêsse ângulo. Sendo a razão entre dois segmentos (no caso 
pres~nte catetos e hipotenusa do 6. CAB) a razão d~ su~s 
medidas, relativas à mesma unidade e portanto, um numer ' 
segue-se q~e as razões trigonométridas' de um ângulo são ~ú
meros, escritos geralmente sob a j arma decimal. Exemplo · 

C~lcular as razões trigonométricas, com aproximação ~té 
centésimos, do ângulo C no triângulo retângulo CAB, cuJOS 
lados medem: CA=4c~, BA=3cm e CB=5cm (fig. 254). 

Temos : 
· BA 3 

sen C = - = - = 0,6 
CB 5 

CA 4 
cos e e, - = - = o,s 

CB 5 

tg C = BA = ~ = O 75 
CA 4 ' 

CA 4 
cotg C = - = - = I 33 

BA 3 ' . 

(•) A doeianaol!o tangente lrloonomttrica d para ee dilercncnr da lanaonto uoomllrics · 
Qae d uma rota (Ce p. II, o.• 100, 2.•). 

e 
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8' 

Fio. 255 
Fio. 254 (f 

s e·a O ângulo C ig. 
3 Prnpricdade fundamcntalB.A Bl 'A' B"A", . . . que 

· cli u l ·ues , ' 1 seme-255). Tracemos as p~rpen 
11 

~e ' os trifwgulos ret:ngu ~s CAB. 
determinarão rcspect.1vame · ' C p III - n. 15) · 
lhantes (1.0 ~aso de semelhança, ª · 
CA'B' CJ\." B" . . . 

' ' I I B" A" 
BA BA - - = 
CB = CB' - CB" BA segue-se que: 

· · - sen C = CB' Ora como por def1mçao, 

Logo: 

' ' B" A" BA B'A' - - = ... 
sen C = CB = CB' - CB" l C permanece constante 

Portanto: o valor do seno d~ d:nglou ºae mesmo 8,ngulo agudo 
·a lo retl~ngu ' qualquer que seja º. t~i ngii razões tri-

C, usado para defini-lo. cluir quanto às ouyas et ângulos 
O mesmo podemos con lh 'ça dos triângu os r 

gonométricas, dada a seme an 

construidos (fig. 255) · ulos complemen-
. métricas de âng seno de um 

4. Razões tr~gono los são complementa_res z° à co-tangente 
tares. Quando dois 8,ngu tangente de iim é igua 
é igual ao co-seno do outro e ª d os ângulos 
do outro. tângulo CAB (fig. 255)), ?~

0 
e é têm por 

Seja O triângulo re (C p II _ n.º 27 , 1s , 
C e B são complementa~e;o Ol~ ioogr). 
soma um ângulo reto ( . 

Por definição, temos . 

BA 
sen C - CE' 

CA 
coa C - CB' 

BA 
tg e - GA' 

CA 
cotg C - BA 
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senB= f'.:! B 
CB' cosB. _!! 

CB ' tg lJ - ~ 
BA' E:stes resultados 

sen C = cos B C mostra m que : 

cotg B c::a HA 
CA 

isto é: ' cos = sen B, tg C = cotg B 
e cotg C = tgB 

1. o seno de um dn ul é . 
rnento ; O o igual ao co-seno de seu comple-

2. o co-seno de urn dng l . 
mento . u o é iouat ao seno d 

, e seu comple-
3. a tangente de um a ulo . 

compternento; ng é igual à co-tangente de seu 
4. a co-tangente de um a . 

complemento. nuulo é igual à tangente de seu 
CONSE QUl':NCIA • C 

a1 l . onhecendo-se a - . 
d igu os de ºº a 450 ( ou d O s razoes trigonométricas dos 

os ângulos de 450 a 90o (~ ~r a 50gr), obtém-se as razões 
sen 60o = cos (90ou_ e ~Ogr a lOOgr). Exemplos: 
COS 750 60 ) = COS 30° 
t = sen (90o - 75º) = sen 15º 
gt 850u = cotg (90o - 50º) = cotg 40º 

CO g 50 = tg (90o -
- 8.>º) = tg 50_ 

~- Variações do scn 
ConSideremos o ângulo o êe d.o co-seno de um â I ª = (fig. 256) T . ngu o . 
CB = l (unidad ) · zacemos com raio 

e O quarto d · ..-.. 
Temos : e circunferência MN 

BA . sena =_ BA 
CB = 1 =BA cosa=~ CA 

CB "" 1 • CA. 

1 
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Para ao fazer o estudo da variação do seno (BA) e do co
seno (CA ) do tlngulo a , basta considerar o deslocamento do 

,-... 
Ponto B desde 1lf até N, percorrendo o a rco MN. O ângulo 
ª assumirá, desta forma, todos os valores de 0° a 90° e pode
remos concluir quo : 

l. 0
) Quando B estiver em M, isto é, quando a = 0°1 

temos BA nulo e CA confundindo-se com CB = 1. 
Logo : sen 0° = O e cos 0° = 1. 

2.:i) Quando B estiver percorrendo o arco l.1N o seno 
(BA) cresce e o co-seno (CA) decresce e, portanto, 
a coincidência de B com N, acarretará a coincidência 
de BA com NC = l e o anulamento de CA. Logo : 

sen 90° = 1 e cos 90° e11 O. 
Resumindo êstes resultados, temos o segujnte quadro : 

ângulo a 

1 

Üº 90° 

o oroaoo 
- d sen a 

l -o cos a 
docroaco 

6. Razões trigonométricas dos ângulos de 30°, 45° 
e 60°. O cálculo das razões trigonométricas de um dngulo 
qualquer não é simples. Todavia para os ângulos de 30°, 45° e 
60°, _bem como os já vistos 0° e 90°, que são os mais usado~ na 
Prática, elas são determinadas mediante relações geométncas. 

l. 0
) Ângltlo d e 30°. Seja o triângulo retângulo CAB cujo 

ângulo C vale 30° (fig. 257). Temos : s 
a) sen 80° : Prolonguemos BA de um ~! 

e B' o •. segmento AB' = BA e liguemos a . -!-
O â.~gulo B, complemento do O, v:ale 60" e .. -._,oº :'A 
~ é igual a /) 1 (propriedade do tnângulo ··. .. ~ 
is6sceles aplicada ao & CB'B). q?mo a ····· .. ,.~ 
soma dos ângulos internos de um trmngulo · ·...;

8
, 

é igual a 180° (Cap. II - n.0 67), segue-se 
que o ângulo BCB' também vale 60• e Fro. 2s1 
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o triângulo CBB' sendo eqüiângulo é eqüilátero. Disso re

sulta que BA é a metade de BB' = CB, isto é : BA = C
2
B 

Portanto: 
CB 

BA 2 1 
sen30º = CB = CB = 2 · 

b) cos 80° : Sendo a razão g!, que define o cos 30º, 

igual ao número irracional ~ 3 (*), temos : 

CA 13 
cos 30° = - = - · 

CB 2 

C) tg 30º •• C - CA define a tg 30º, omo a ra.zao CB , que 

pode ser obtida dividindo-se a razão C B (que represen a. BA t 

o sen 30°) pela razão g! (que representa cos 30°) pois, 
BA CA BA CB BA 
CB : CB = CB X CA = CB, segue-se que: 

1 -
sen 30° 2 l 2 1 ✓ 3 

tg 
3
ºº = cos 30° = ✓ 3 = T X ✓ 3 = ✓ 3 = 3 . 

2 

d) cotg 30° : Basta inverter o resultado obtido na tg 30°, isto é: 
1a 

cotg 30° = -
1
- = ✓ã. 

NoTA : Conhecendo-se o seno e o co-seno de um 0.noulo, pode-se deter
minar a tangente d~sc O.noulo, dividindo-se o Beno pelo co-seno, e, a co-1.an
oente dividindo-se o co-seno pelo seno. 

(•) A Juotificaçllo aeométrica (Que oxiae o Tooroma de !'it611oraa) eertl foita no 4.• sério ,rina11ial. 

1, 
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Â. d 60º Sendo complementares 2 °) n "nlo e · 
os ângulos 

de 30~ e de 60°, segue-se (n.º 4) que : _ 

13 
a) sen 60º = cos 30º = 2 

b) 

e) 

1 
30° = -2 cos 60º = scn 

tg G0º = cotg 30º = ✓3 

✓I 
30° = -3. d) cotg G0º = tg 

tângulo isósceles S . a o triângulo re d s com 3.º) Âng ii lo de 45º. CJ = CA e os ângulos agu 0 

CAB (fig. 258) , isto é: BA BA define o sen 45º, 
- 0 -, que e o a raza. CB o valor de 45° cada. om _ 

. . ✓ 2, segue-se que: é o número urac1onal 2 

a) sen 45° c:::o-
2 

= 1Í 2 ( complementares) 
b) cos 45º = sen 45º 2 

-12 

e) tg 
sen 45° = 2 

= cos ,.15o ✓2 
= 1 

2 

✓2 

cos ,.15º = 
cl) cotg 45º = sen 45° 

2 -=l. 
✓2 
2 
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§ 2. 
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Resumo, 

30° 115° G0° -
se11 1 ✓2 V3 

2 2 -2 

cos V3 -fi 1 
2 -2 2 

✓3 tg -- l ✓3 3 

cotg ✓3 1 ✓3 --
3 

Tábuas naturais. Cálculo dos 
de um triângulo retângulo. 

TÁBUA TRIGONOM11:TRICA 

-

lados 

. 7 • Conceito. A fim de facilit 
trigonométricas dos ângulos nos átr lo emprêgo das razões 
ra_m-se tabelas onde figuraU: os v~l cu os em geral, constnú-
tr1cas dos ângulos de Oº a 90º ores das razões trigonomé 
E~ses valores são denominad com a aproximação desejada -
tngonométricas e as tabelas o~á~~;ores natur_ais (*) das razõe~ 

' as naturais trigonomét . 
8 U d ricas. 

d · so as tábuas. A táb 
ar (pág. 29 l), contém os valore~ª natural que vamos estu-

~s:no, co-seno, tangente, co-tangent~)sd raz~es trigonométricas 
t . grau em grau. Para os ângulos d O os angulos de Oº a 90º 
rigonométrica procurada está es ~t º a 4.50~ o nome da razã~ 

cn o em cima de d 
( 

0
) O nomo natural 6 nro . UJna as 

métrica posso ter. p O v:;:11J~i~l~!c~ol~r tllogorltmlco quo o rozilo tri 
cr estudado no gono-curso colegial. 
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colunas que compõem a tábua e o valor correspondente na 
coluna respectiva, à direita do dngulo. Para os ângulos de 
45° a 90°, o mone da razão trigonométrica procurada. está 
escrito em baixo das colunas o o valor correspondente na 
coluna respectiva, à esquerda. 

Esta disposição, que auxilia a construção das tábuas, é 
uma aplicação da propriedade das razões trigonométricas dos 
ângulos complementares (n.0 4). 

No uso das tábuas destacamos dois problemas : procurar 
a razão trigonométrica de um dngulo dado e determinar o dngulo, 
conhecido o valor de uma de suas razões trigonométricas. 

1.0 ) Procurar a razão trigonométrica de um dngulo dado. 
Suponhamos o ângulo dado em graus. Basta atender à 

disposição da tábua descrita acima. Assim, temos: 
~3 

sen 20° = 0,342 O 
cos 33° e:, 0,838 7 
tg 45° c:o 1 
cotg 17° = 3,270 9 

sen 60° ""' 0,866 O 
cos 90° = O 
tg 75° = 3,732 l 
cotg 66° = 0,445 2 

Gvalor de 2 com 

aproximação de 
0,000 1) 

2.0 ) Determinar o d.ngulo , conhecido o valor de uma ele suas 
razões trigonométricas. 

Consideremos sômente o caso em que o valor da razão 
trigonométrica dada J igitre na tábua que estamos usando. 
Basta, agorn., procura~ o ângulo que. correspo~da ao valor 
dado na coluna relativa à razão tngonométnca proposta, 
obse;vando, por exemplo, que se o valor dado co~star. da 1. ª 
coluna, o seu ângulo correspondente será no máximo igual a 
IJ.5° (figurando na coluna dos ângulos à es9,uerda) se a razão 
proposta fôr seno e no mínimo igual a 45° (figurando na coluna 
dos ângulos a, direita) se a razão proposta fôr co-seno. O mes
mo critério se aplica em relação às tangentes o co-tangentes. 

Assim, por exemplo : 
se sen A = 0,225 O, temos que: 

cos B - 0,874 6, 
" ,, tg e - o,809 8, 

cotg D - 5,671 3, 
li 

" 
" 

" 

" " 

Â - 13° 
E .,. 29• 
() - 39• 
D - to· 
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e 

se sen A= 0,766 o, temos que: Â = 50° 

" 
cos B = 0,500 o, 13 = 60° " " 

" 
tg C= 19,081 o, ê = 87° " " 

" cotg D= 1,000 o, fj = 45°. " " 

CALCULO DOS LAD~S DE UM TRIÂNGULO RETÂNGULO 
PROJEÇAO DE UM SEGMENTO . 

9. Cálculo dos catetos couh 
e um ângulo ª"'udo N ' . ecendo-se a hipotenusa 
é igual ao produto da . l . u;i tridngulo retdngulo, cada cateto (*) 
ou pelo co-seno do tlnguloiipaod~nusat pelo seno do dngulo oposto 

. Jacen e. 
SeJa o triângulo retângulo CAB (f. 

temos: rg. 259). Por definição 

sen C = BA 
CB 

sen e= .!!._ I a e = a . sen e 
Como 13 e ê são complementares, vem: 

ou 10 
sen C = cos B 

e substituindo na ,;\ 0, segue-se que : 

[ e= a . cos n J 
Anàlogamente, deduz-se que: 

1 b = a . sen B j e I b _ J 
- - - a.cose -

APLICAÇÃO : No triâ 
a= 15m, (J =38º. Calcula~g~~o ; : tteâtngulo CAB (Â reto) temos· 

os e e b • 
(*) Pnrn o cálculo, a exprca.s!io • 

B 8Ul\ mwida. cateto (ou ••om,nto) lá im li 
P ca Quo eetnmoa nos referindo 

... 
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Basta a.plicar as fórmulas acima e usar a tábua da pág. 
291. Assim: 

c=a . sen e b=a . cos C 
ou e= 15mXscn 38° ou b = 15mX cos 38° 

e = 15mX0,615 7 =9/235 5m b= ]5m X0,788 0 = 11 ,813m. 

ª···· . 

.. ..... f:~~ ..... . 
.-· ; : 

: j 
-.c-'-'--1-."'-· __ ..,.,.. __ ~_L- .- 'Z 

A' 6' .. 
Fio. 259 Fio. 260 

10. Conseqüência. Cálculo do valor da projeção ele 
um segmento de reta sôbre uma reta . O valor da proje
ção de um segmento s6bre uma reta é igual ao produto do valor 
do segmento (*) pelo co-seno do {lngulo agudo (**) que a reta 
suporte do segundo forma com a segunda. 

Consideremos o segmento AB e a sua projeção A' B' sôbre 
a reta r que forma com a reta suporte do segmento um 
ângulo a (fig. 260) . No triângulo retângulo ADB (D reto), 
formado quando se traça AD li A'B', o cateto AD vale, pelas 
fórmulas deduzidas : A D AB = . cosa. 

Como : A'B' = AD (segmentos de lls compre
endidos entre lls), 

segue-se que : 1 A' B' = AB . cos a 1 

APLICAÇÃO : Calcular o valor da projeção do segmento 
AB = 12cm sôbre uma reta que forma com a reta suporte 
do segmento um ângulo de 60º. 

ou 

Aplicando a fórmula : A' B' = 
temos: A'B' = 

A'B' = 

AB. cosa 
12cm . cos 60° 
12cm X 0,5 = 6cm. 

(•) Vide nota págion anterior. 
(tt) No caso do reto suporto do aogmento (ormnr.com !I rordtn, ds6~re o tquol so prolotB, um 

Qn11Ulo de 900 (retas JJ ou de O- (rotae li), amda. é ve a e,ro o eorema. 
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11. Cálculo de n tn ca teto 
cateto e um Angu]o a d N' con_heccndo-se o o utro 
catew é igual ao produ•- gdu o . um triangulo ,·ettlngulo cada 

t w o outro cateto l opos o ou pela co-tanoente d Jl l pe a tangente do tlngulo 
S · . o ungu o ad'ja nte 

eJa o tnângulo retân"'ulo CAB . ce . 
temos : b (fig. 259). Por definição, 

BA 
tg e= - ou 

CA tg C = ~ [ e = b . tg C] G) . 
Como {) e Jj são com 1 

e substituindo na G) P ementares, vem : tg C = cotg B 
1 , segue-se que : 

[e = b . co tg B] 
Da mesma forma, deduz-se que : 

r b = e . tg B I e I b = e . cotg C J 

b = Ap2 LICAÇÃo : No triângulo retâ I ~ 
Om e ê = 62º Cal 1 ngu ° CAB (A reto) temos , 

A li · cu ar o cateto ' 
P cando a fórmula c. 

cendo-se o outro e âque dá o valor de um cateto conhe-
um ngulo agudo t . ' 

e = b . tg C , emos . 
ou 

e = 20m X tg 62• 

e = 20m X 1,880 7 = 37,614m . 

EXE R cfc10s 
l. Determinar n õ , 

guJo CAB . s_ rnz ea t rigonométricas d li 
snbendo-s~ ~~~º ê, )~doa medem, respec~ivo°!~~ºt C ~g trlilngulo rctlln-

2. Determinar . oposto no lado de 6cm. e, cm, 8cm e 6cm, 
gulo B ' 0 0 t riângulo anterio 

3. Usar a porpos~ dano cateto de 8cm~' as razões trlgonométricas do lln
oprte d d 

~ e~f?ntares, no c:rcuti ~!z~e~o!r~i~nométorlcns do dois llngulos com-
4. en icnr Que no t ·a 1 • sen º º e tg 60º 

e B0=16cm vnJ~ ~!\~,~~~~~ulo CAB, onde CA = Í2cm A B =Ocm 
6. No trl/lngulo anterior verifl . tg C= cotg B e coa B c.sen C 

cor as relações : . 
tgB - ~ 

coa B e cotg C • ~, 
een O 
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6. Procurar na tábua natural trlgonom6trlca (pnii. 291), os valorea das 
11cgulntca razões t rlgonom6trlcas : 
l.•) sen 16• 3.•) sen 60° 5.0 ) sen 82• 7.0

) coa 86• 8.0
) coa 60• 

2.0 ) sen 46° 4.0 ) sen 76° 6.•) coa 0° 8.0 ) coa 50° 10.0
) cos 90-. 

7. Procurar na tábua nntura l t rigonométrica (pág. 291), os va lores das 
seguintes razões t rigonométricas : 
l.0 ) tg 8° 3.0 ) tg 45° 6.0 ) tg 88• 7.0 ) cotg 15° !).•) ootg 60° 
2.0 ) tg 30° 1.0 ) tg 70° 6.0 ) cotg 2° 8.0 ) cotg 44° 10.0

) cotg 85°. 

8. Determinar, usando a tábua natural, 
razões trigonom6trioas se seguem : 

sen A = 0,342 O 
cos B 0,933 6 
tg e = o,5774 

cotg D = 3,077 7 

os valores dos llugulos cujas 

scn a 
coa fJ 
tg 'Y 

cotg 6 ~ 

0,7771 
0,342 0 
2,246 O 
l. 

Qual é o dngulo cujo co-seno vale 0,5 ? E o ângulo cujn tangente 
vale l ? 

10. Quol 6 o õngulo cujo seno va le 0,6!)4 7 ? E o ângulo cuja co-tnngente 
va le 0,364 O? 

l I. Calcular o valor dos catetos e e b no trldngufo rctilogulo CAB, sa
bendo-se que a= 12m e C=36°. 

12. A hipotenusa de um trlilngulo retângulo va le 18m. Cnlculnr o va lor 
do cateto que se opõe ao ângulo de 52°, d&sc trillngulo. 

13. Calcular o valor dos catetos de um triângulo retângulo isósceles cuja 
hipotenusa mede 16cm. 

14. Calcular o valor do cateto e no triângulo retltogufo CAB, sabendo-se 
que b= 13cm e C=30°. 

16. O cateto de um t rlilngulo retllngulo vale 5,4m. Calcular o valor do 
out ro cateto dêsse trillngulo, sabendo-se que o ll ngulo ngudo que lhe 
6 adjacente vale 38°. 

16. Qunl é o va lor do cateto e no t riângulo retilngulo CAB, onde n blpo
tenusn a= 2dm e o ângulo B = 35° ? 

17. Calcular a hipotenusa a e o cateto e de um t rlllngulo retllngulo, sa
bendo-se que b= l ,4dm e C=48°. 

18. Determinar o valor da projeção de um segmento de 32cm sôbre uma 
retn que forma com a retn suporte do segmento um ângulo de 60°. 

19. Quanto mede um segmento cujs projeção sôbre umn retn, que forma 
com a sua reta suporte um llngulo de 30°, vnle 15cm? 

20. Calcula r O valor da projeção da blpotednusatCtB=ClAOcm,bdodtrldugulo 
retl\ngulo CBA, sôbro a ret.a suporte o ca e o • sn en o-ee que 
quo c .. 45•, 
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21. Qual 6 a alturn do uma tôrre, saboudo-so quo de um ponto de obser
vação a 10m de suo. base vê-so o seu ponto mais nlt.o sob um L\ ngulo de 60° ? 

22. Co.Icular o ponto cm que se encont ro a fastado ele um muro, de 4m 
de altura, um observador (•) que v0 o a lto dêsLc muro sob um :1ngulo de 30°. 

23. Um navio se encontra n 100 metros ele um farol. Calculnr a a ltura 
d&te farol que é vis to do navio sob um ilngulo de 8°. 

24. Qunl é o ilngulo sob o qunl 6 visto um eucalipto do 18m de a ltura 
por um observador que se encontra nfnstaclo 18m da árvore? 

25. Qunl é o L\ngulo sob o qunl é vista umn estátua do Him ele n!Lurn, 
sabendo-se que a clis tilncin do observador no ponto m:lis a lto dn estátua 6 de 32m? 

Re spostas : 

1. scnC=0,6; coa C= 0,8; tgC= 0,75; cotg C = l ,33. 
2. senB=0,8; cosB=0,6 ; tg/J=l,33; co tg B = 0,75. _ 
3. cos 60°=sen 30°=0,5; aen 90°=cos 0°= l; tg 60°= cotg 30°= V3 • 

3 3 
4. tg e = 4 = cotg 13 ; coa 13 = 5 = scn e. 

5. tg B = .! = ~ · 
3 cos B' 

4 cos e cotgC = - = --. 
3 aen C 

6. 1.0
) 0,258 8 3.0) 0,866 O 

2.0
) 0,707 1 4.0) 0,965 9 

7. 1.0
) 0,140 6 3.0 ) 1 

2.0
) 0,577 4 4.0 ) 2,747 5 

s. A = 20° ; n = 21 ° ; e= ao0 ; 

9. 60° ; 45°. 
44°, 70°. ,10. 

11. 
12. 
17. 

c=7,0536m, b=9,708 0m. 
14,184 0m. 
c= l ,55484dm; a = 2,09dm 

18. 16cm. 
19. 17,32cm 
20. 7,071cm. 
21. 17,321m. 

5.0
) o,990 a 1.0 ) 0,800 o 9.0 ) o,5 

6.0
) 1 8.0

) 0,642 8 10.0 ) O . 
5.0

) 28,636 7.0
) 3,732 1 9.0 ) 0,577 4 

6.0
) 28,636 8.0

) 1,035 5 10.0 ) 0,087 5. 
" " ,. D = l 8°; ~=51° ; /J = 70° ; ,- = 66°; 6= 45°. 

13. 11,313 6m cada um . 
14. 7,506 2m. 
15. 6,911 46m. 
16. 1,6381dm. 

.·. a=~)-
cos 48° 

22. 6,928 4m. 
23. 14,06m. 
24. 45°. 
25. 30°. 

(•) Subontende-eo, Para os noesoe Problomns , vonto do obaen,açao. 

o 

i> 
~ 
CJ 1 
o 

""'3 -~ 
~ 
o 
Cll 

o 
t'l 

o 
~ 
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~es trigonométricas naturais Tábua das razo 
Â 1 exprol!Soe om (lrnus) ( ngu oe f 

+ + y t 
-

ÃNOOl.08 e•:~os T ANOENTCI CO-TANO. CO·SENOS 

,-
"' e•> 1,0000 OOo ,-

0,0000 0,0000 Oo 

0,9998 89 0,0175 57,290 
88 

0,0175 
28.636 0,9994 1 

0,0349 0,0349 
19,081 0,9986 87 2 

0,0523 0,0524 
H,301 0,9976 80 3 

0,0698 0 ,0699 
11,430 0,9962 86 4 

0,01172 0,0875 6 
0,9945 84 9,5a,, 

83 0,10.15 O,l051 
8,1444 0,9925 

82 
o 

0,1219 0 ,1220 
7,llr, , 0,9903 

81 
7 

0,1392 O,H06 
6,3130 0 ,9877 

80> 
8 

0,15M 0,15114 
5 ,6713 0,91148 o 

0,1736 0,1763 l Oo 
0,91116 79 5,1446 

78 0,1908 0,194-' 
4 ,7046 0,9781 

77 
11 

0,2079 0,2126 
4,3315 0,9744 

76 
12 

0,2250 0,2309 
4,0108 0,9703 

76 
13 0,2493 

0 ,9659 14 0,24 19 
0,2679 3,7321 

16 0,2588 
74 3,4874 0,9612 
73 0,2756 0,2867 

3,2709 0,9563 
72 

10 
0,2924 0,3057 

9,0777 0,9510 
71 

17 
o,:io90 0,3249 

2,9042 0,9455 
70o 

16 0,3443 
0,9397 0,3256 

2,7475 10 
0 ,3420 0,36"0 

0,9336 69 
20o 

2,6051 
66 0,3584 0,9839 

2,4751 0,9272 
67 

21 
0,9746 0 ,40<10 

2,3559 0,9205 
66 

22 
0,3907 0,4245 

2,2460 0,9135 
06 

23 
o ,t067 0,4452 

2,1445 0,9063 24 
0,4663 0,4226 26 

64 0,8986 2,0503 
63 0,4384 0,4878 

1,9626 0,11910 
62 

20 
0,4"40 0,5095 

1,11807 0,8829 
0 1 

27 
0,1695 0,5318 

1,8040 0,6746 
60o 

28 
0,40"8 0,55-U 

1,7321 0,0660 20 
0,5000 0,577'1 30o 

0,8572 69 1,66"3 
68 o,ra5o 0,6009 

1,60031 U,84110 
67 

31 
0 ,5299 0,6249 

1 ,5399 , 0,8387 
66 

32 
0,54'16 0,6494 

1 :4826 0,8290 
66 

33 
0,5592 0,6745 

1,4261 0,8192 34 
0,5736 0,7002 36 

0,8090 64 1,3764 
63 0,5878 0,7265 

0,7986 36 
0,7536 1,3270 

0 ,78110 62 37 0,6018 
0,7813 1,2799 

0,7771 61 38 0,6157 
0,8098 1,2349 

0,7660 60o 39 0 ,6293 
0,8391 1,1918 40> 0 ,6428 

0,15,11 49 0,6561 0,8693 1,1504 
0,7431 48 41 

0,9004 1 ,1106 
0.7314 47 42 0,6691 

0,9325 1 ,0724 
0,7193 46 43 0.6U20 

1,0355 
46 0,6947 0 ,9657 

1,0000 0 ,7071 44 
1,0000 46 0,7071 

CO· BCNOS 0 0-TANO. TANOENTES SENOS ÂNGULOS 

t tr _ _ .....!+ ___ ~ t + 
e•) O sinal " IO•se : infinito. 
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1. 

4. 

7. 

• 9. 

4 
' 10. 

13. 

16. 

19. 

EXERCÍCIOS DE RECAPITULAÇÃO 
SÔDTI.E O 

PROGRAMA DE ARITMÉTICA 

rnorouçõES 

Calcular o lBrmo desconhecido (:t) nus seguintes proporções: 

-4 -12 
8 2. 

7 :t 3. - = --
!) :t 

13 = 4 9 = 18 :t 

1 
-3 X 5. 

5 ✓ 20 6 
2x -1 

--z- =o ✓ 20 = - :t- 0,01 = Q,l 

3 7--XS ( 4 - ! ) : :t : : : : ( 5+ ~ ) 4 =6 8. 
3:t 

( ! X! +3) : : : : ( 5+ ! X6) : :t 
2n 

4p2q4 = 8p2q3 12. 
m-ln - =-mm -z a 11. 

V = ti a :t :t 

1 X ~ =3 15. 
4-2:t 

2aa&2 = &i4b3 
14. 

- = 2 
2 :t 

Ca lculnr n média proporcional (:t) nas proporções contínuas: 

567 X 0,7 =~ 18. 
1 :t 

-=- 17. -=-
:t 28 :t 6,3 :t 552,25 

4 

4 (a+b) 
- (p+q)2 

9m3 :t 
X 21. 

9 :t 

-=- 20. = = 9 (p+q)2 

:i, 4m Ql 16 (a+b) :i, 

• 
• 
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Calcula r :z, apll d 
. ã cnn o ne Pro I d 81
' 0 nae aeguln t Pr o ndea dn compoBiçlio e dn decompo-

22, 
8+x 11 ea proporções : 

- =-
X 3 23. -=- .,, ~ 

x-5 2 21_ x+l = a+l 
25. 5-x 

6+z = 9 26. 2.x- 1 7 

X a 

Determinar 0 o b, 

ix+I = õ 

de modo que : 

a+x a+b 
27. - - =--

(l a 

28. r+b~12 
a 1 

{ 

a+b=84 

{

a-b=l2 

33. 

36. 

39. 

42. 

45. 

b = 2 29. a 13 
b"" w 30. a 5 

T = 2 

{ 

5a- 3b=32 
32. a 5 

b = 3 
torn~~-r,,~: Por!omos, prlmoirnmoa to, ol
nplinnr 

6 
moioe. cln Proporçno o n eogu lr 

nntcco·' Propr,oclnclo cln cliforoacn doe uontoe •• • 

34. { ~ = : 35. { ~ = ! 
a2 - b2=7 

a2 +b2 =650 

38 -=-37. { ; = 5b { a l 

ª . b= 135 . b 3 
Calcular x a . b = 12 

' Y e z, apllcand 

{ 

x+v+z= 18 o a Propriedade d . 

{ 
+ e umn eéne de raz(Jcs iguais : 

x v z x v+z-= 40 
2 "" 3 = - 4-0. x { x+v-z= 12 

4 - = y z 41 

{ 

3 5""'2 · 3:._=]!_=.!_ 3x+2v-z == 44 3 5 4 

3:....,,v z 43 { x""'.JL._z { ~ ., z 7 2""'3 • 3 - 4 N JI 
44· 3 = 4 = 5 x+v+z.,. -24 

Resolver os seguintes z2 + v2 +z2 = 50 
A Idade d Problemas . 
das Idades e é u: Pnl e a do seu fll~ 

anos, Qual a ldad odestlio na razito 7/2. Se a soma 8 e cada um? 
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46. Aa á reas de dota rctAngulos estão entro si como 8 está para 4. Ca lcular 
u área do cada retltngulo sabendo-90 que a soma delas é 42m2. 

47. A raz/lo ent re os volumes de dois recipientes é 2/3 e o menor dêlcs 
t om 12 l. Determinar o nóme.ro de li tros do maior. 

48. Decompor 42 oro duas purcelus ta is que estejam na razão 3/4. 
40. Qunl a fração equivalen te a 7/3 cuja diferença dos têrmoa é igual a 16? 
50. 0 ::1 llnguloa de um trillngulo estiio entre si como oa nóme.ros 3, 4 e 5; 

D cto.rmin:u os va lores d&sca llngulos sabendo-se que a soma dos 
mesmos é 1800. 

61. A rnz/lo entre a base e a a lt ura do um triângulo é de 7 pa ra 4 e a 
área d&so triângulo é de 56m2 • Calcular a base e a a ltura . 

52. As dimensões de um ret.1ngulo de área igual a 48m2 cstiio na razão 

Igual u 1 ; • Determinar essas dimensões. 

53. Um terreno de 6 912m2 foi repa rtido por quatro pessoas em partes 
proporcionais aos nómcros 2, 3, 5 e 8. Calcula r a área recebida por 
pessoa. 

64. Um saliio de fes tas, do forma retangula r, tem a área de I 000m2 • 

Calcula r as dimensões dêsse salão, sa bendo-se que elas estão na 
rnzão 5/8. 

65. Osvaldo possui 39 auos e sua Idade 6 os 3/5 da id:1de de seus Irmãos. 
Qual a Idade de cada um de seus irmiios se elas estão entre si assim 
como 4 está para O. 

NÚMEHOS PUOPOUCIONAIS 

56. Dividir 280 em partes diretamente proporcionais a O, 12 e 14. 
67. Repartir 5 600 em partes diretamente proporcionais a 0,3; 3,2 e 1,6. 
58. Dividir 96 cm par tes diretamente proporciouais u 6/5, 2/5 e 8. 
59. Repartir 703 em partes inversamente proporcionais a 2, 4 e 5. 
60. Dividir 126 cru partes inversamente proporcionais a 1/2, 1/3 e 1/4. 
61. Dividir 3 610 cm partes inversamente proporcionais a 0,2; 1,2 e 0,4. 
62. Dividir 285 em partes diretamente proporciona is a 5, 7 o 11 o inversa

mente proporcionais a 4, 8 e 6 (no mesmo tempo). 
63. Dividir 80 em partes diretamente proporcionais às duas s6ries de nú

meros : 2, 3 e 4 e 5, 2 e 6 (ao mesmo tempo). 
64. Dividir 47/4 em partes diretamente proporcionais uos nómeros : 1/2, 

2 e 7/ IG. 
66. Divide-se um mímero em três partes diretamente proporcionais a 4, 

5 e6. A primeira parte vale 12. D eterminar o nómero e as outras 
dua.11 partes. 

1 

◄ 

1 
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66. Certa lmport:lncl f . 
P0rciona· ( b 11 01 d1stribuldn t d 
segund IS su entende-se uircti eu re uas pcssons cm partes pro-
repa rti~/eccbeu CrS 5 000,00 ~m_cntc) n 4 e. 5 .. Sabendo-se que.ª 

( 
e Qual u pa rte de d 1118 que a prrmc1r11, q 11 11 l a quantm 

NOTA· ca u uma? 
· Lombrur Quo: -=.. _ :z:+5000) 

67 · 4 ~ · D etcrm1uar os a 
e Que - . ngulos de um t ·a 

sao inver11a111entc propo _rr· n_gulo s::ibe11do que a sorna 6 180º 
68. Os llugulos de um . rc1onllls nos números 1, 6 e 3. 

proporcio · quadrilátero (Ul 
60. U ~ais nos llú111cros :3/2 2 81; J)Or soma 360°) süo invcrsamcnfe 

d.7 Prllmio ele ngd cultu ' ' e 3 . Determinar as suns rnecl iclns. 
ic o en1 Partes d. ra ao va lor ele C 8 38 .. 

agricultor u·e/un1enle pro )O . . r O 000,00 devo ser d1v1-
de cada 7 cs O Que são rcspccti~utcioums às áreas cu lti varlns por três 

70. A . ncuto 50a, 70a o 75a. Qual a parte 
quantia de Cr8 4r. 

71. 

72. 

73. 

74. 

75. 

modo que O OOO,OO eleve s • 
da segundaª seguuda receba O clôbr~r rcpa.:t•d~ entre trlls _pcsson~ de 

· Qua l n quantia r 1 . du JJ1 unc1ra e n terceira o tnplo 
ccc ndn por pc~son? 

IU:GRA D 
Três . A SOCffiDADE 

Pessoas fo. 
CrS 200 000.00 1 muram uma socied . . 
Crs 250 ººº oo' N segunda, com cráli~-0 A pnmc1ra entrou com 
Qua l foi 11 ' • 0 bala nço anual h 0 000,00 e a tcrccirn com 
Ilcgist. Parte de cada uma? ouve um lucro de CrS 160 000,00. 

1011-se um . 
loja de comér .- PtCJUízo de Cr8 51.0 O 
na sociedud ~10 Pertencente a três OO,OO no fccl.ia mento do umn 
Qua l O .e e urante 3 anos . Pessoas. A primeira permaneceu 

JJreJufzo d , •1 seguuda 2 ' 
Uma h e cada sócio ? nnos e a terceira 4 a nos. 

~rança foi rc J • 
proporc1oauis ,, 8 • 1 u.rtida ea tre dois · -
Cr8 120 000 00 idades. Sabe-se que êl rrmaos cm pa rtes diretamente 
QuuJ u idade d e Ct·S 80 000,00 e 

118 
es rcc~beram, respectivamente, 

(
N e cada um? suas idades somam 1.0 anos. 

<>TA: Lembrar Quo: ~ _ 80 ) 

T·ês · :z: w::; 1 sócios cornb· 
Nesse c1· . muram a 3/11-8 IU o Prun . ;) Org •• . • • 
meses depois 

O 
eira entrou com C ~niz.u em uma casa comerem!. 

no diu 3/0/58 scgui:ido figurou nu 18 .300 000,00 de capital. D ois 
realizado em ~/~~~gerro ~ócio entrou ~~:~dê~e /?m CrS 420 000,00 e 
Par te de cada só ? ? rcgi.strou um lu d t S o60 000,00. O ba la nço 
A B cio era e Cr8 200 800 00 Q · 1 a , e C emp , . ua 
C:$ 190 ooo,oor1~am, respectivamente C . 
:nar u Parte que Á i eses e CrS 32Ô o~J 02a30 000,00 por 6 meses; 

trlbutdo 6 de Cr& '37 e C ganha ram b por meses. Detcr-
400,00. ' sn endo que o lucro a ser 
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76. Três lrm:íos formaram uma sociedade. O primeiro colocou o ca
pit:i l de CrS 200 000,00, duran te 81uc 18d ; o segundo empregou 
CrS 350 000,00 d11rn11te 7mc 15d o o terceiro CrS 420 000,00 por la 
2m IOd. llouvc um lucro de CrS 310 950,00. Qual a parte de cada um? 

77. Quatro sócios organir.aram uma sociedade nas seguintes condições : 
o capital do primeiro 6 a metade do segundo; o do t erceiro é a tllrçn 
pn~tc do primeiro e o do quarto 6 o triplo do do terceiro. O primeiro 
sócio permaneceu 2a 4.mo; o seguudo 3a 4mc; o terceiro, 6a 6me 
e o quarto, 4 anos. T endo n sociedade apurado um lucro de 
CrS 890 000,00, qua l a parte de cada um? 

REGRA DE Tnts SIMPLES 

78. Uma pcru:i. gas ta 11 l para percorrer 121km. Quantos litros gastaria 
para percorrer 330km ? 

)( 79. Uma máquina rotula 600 gnrrofns em cada 10 minutos. Quantas 
garrafas serão rotuladas por essa máquina em 2 horas ? 

Y80. Um ra ncho foi feito cm 30 d ias por 10 operários. Em quantos dias 
seria feito o mesmo rancho d ispondo de apenas 6 operá rios? 

81. 20 operá rios efetuam 50m do uma parede que cerca um campo de 
futebol. Quantos metros de parede fo.nlo, no mesmo tempo que 
os primeiros, se empregarmos 10 operários a mnis? 

82. Se cada pacote de lii, com 4 novelos, custa CrS 200,00, quanto custarão 
t rês dózias de pacotes dessa lã? 

83. Um forno elótrico consome 600 watt-hora de corrente em Ih 20m. 
Quanta correu te consumirá em 6h 40m ? 

84. Um relógio a trasou em 14 horas de fu ncionamento 2miu 20s. Quanto 
atrasará em 6 dias ? 

85. As d ificuldades de duns tarefas estilo entre sl assim como 4 está para 
5. Um operário faz 40111 da primeira tarefa. Quantos metros êsse 
êsse mesmo operário far ia da segunda no mesmo espaço de t empo ? 

80. Uma bomba eleva 2-10 li tros de água em 8 minutos. Quantos deca
litros elevará em 2h 40m? 

87. Um ciclista com n velocidade m6dia de 18km por hora leva 2h 40m 
para efetua r um certo percurso. Quanto tPmpo levariu para efetuar 
a mesma viagem se a velocidade fôsse de 20km por hora? 

88. Para fazer a metade de uma obra 10 operários levaram 30 dias. 
Quanto t empo levarão para terminar essa obra se se empregar mais 
5 operários ? 

89. E m 27 d ias 20 operários fizeram um têrço de uma obra. Qu11nto 
t empo levariam para termirut-lu com 2 operá rios a menos ? 

90. Foram tecidos 120m de tecido, de 90cm de largura, com uma certa 
quant idade de a lgodão. Quantos metros de t ecido de 60cm de lar
gura podem ser tecidos com a mesma quantidade de a lgodão? 
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91. Foram empre d 
ra far uma ga ne 108 gnrrnfae d 
sárias 80 cn°Jr tn POrçl[o do vinho O Qapi.cldado de 7dl, para engnr-

92 D 11 uma delus tivesse· 3 5 ~antue garrnías serlnm ncces· 
· une rodas dcnt d ' c d o capacidade? 

mente, 24 e 108 a as, engrenadas t 

S a n g i o r gi 

maior dá 10 ? dentes. Quantas v~: nn outra, Mm rcspcrtiva-
93_ Numa b 8 dnrá a menor cnqua uto n 

. coe eirn ex:fst 
dade de feno d . cm 30 cava los 
t empo dura rá uru 40 dias. Tendo' sfdlra 0 ~ quais uma certu qunn ll-

94 U agora a quela quanfd ~ ret irados 10 cnv11lmi, quanto 
· mn Pessoa Que 1 ª e de feno ? 

Para Pcrcorr~r em ~nda minuto dá 5 
essa mesma d.ccrtu . d1stíincia. Que t 1 passos, d emora 15 minutos 

95. Um a t 1Stúnc1a se em cada mº:uptoo ddomornrin pa ra p ercorrer 
u omóvel rod 

I 
esse 45 passos ? 

correr certa di r. ~oc o 8h por dln 
empregaria na stâ~c•a entre duas cici' dcmprcgou 15 dias para per-

96 p vo ta se rodasse l0h ª 08- _Pergunta-se quantos dia 
. ara forra r as por dm. 

de Pa pel de 60cPnredes de tuna sala d 
Bárias 80 elas /º de largura cada um e aQuln e/io necessárias 30 peças 

97 8 •veasem 90cm de 1 ª· uantaa peças seriam neces-
. e de cada 30k argura ? 

98. 

99. 

100. 

101. 

102. 

quilos de café g do cafó cru resu lt 
torrado ? cru serão nccessá . 8 26kg de ca f6 torro do, qunntos 

rios para se obter 208kg de cafó 

REGRA DE T "' u nl!,s COMPOSTA 
dim circo é a rmado o 

a, em 3 diaA E P r 16 homens 
homens que t~~b ~~ quanto tempo i ue t :a ba lhnram 10 horas por 
Ernpre n assem 9 horaa por rndi~ri:

7
im êsse mesmo circo 25 

gara.m.se 36k l!I 
de !a rgura. Per u g de fio pa ra tecer 
sárws Pa ra tece; ;i};-t'le : Quantos quilos ~26m de fazenda de 60cm 
Com m de fazenda <le 72 ° mesmo fio serão necea-
12rn uma bomba elét rlc l crn de la rgura? 

cm Ih 20min Q ª e eva-se 4 200 r 12 600 litros à lt uanto tempo em •tros d e água à a ltura de 
Com 20 a ura de 8m? Prega rá essa bomba pa ra eleva r 
8 dJ tecelões faz 

as. Quantos dl em-se l 000m d 
ao tecelões com as levar/ia Para fazª um determinado tecido em 

a mesm . erem a ooo . 
Um têrço d ª cnpnc1dade dos .· m do m esmo tecido, 

e uma t PI 1rneiros ? 
iule t rabalha ram 8ber n obra foi feito 
a _obra i~ operárJo:or dia. Quantos ~fa lf dias por 21 operá rios 

que t rabalhassem 71iª evarfam para termina r 
por dia? 
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103. Com 16 operários cm 18 dias gastou-se Cri 40 600,00 para efetuarem 
um certo t rabalho. Quanto se gastaria pa ra um trabalho semelhante, 
dispensando-se 8 operários, sendo que os rcstaotca efetua rmm o moo
mo trabnlho cm 12 dias? 

104. Um t recho de estrada de 800m do comprimento por 8m de largura 
foi asfaltado cm 4 dias por 16 homens que traba lharam 6h por dia. 
Quantas horas por dia deveriam trabalhar 18 homens pnra asfal
tarem cm 2 dias um trecho de estrada de 200m de comprimento 
por 9m de lnrgu ra (nas mesmas condiçõca que a primeira)? 

105. Um a utomóvel com a velocidade média de 60km por hora , vlnjando 
7h por dia, leva 10 dias para fazer o percurso entre duas cidades. 
Quantos dine leva ria &se mesmo automóvel para efetua r nquele 
pcrourao se via jasse 12h por dia, a velocidade médJn de 70km/h ? 

T06. Se um ciclis ta aumon tnsse de 1/6 a sua velocidade, quantas horas 
p or dia deveria peda la r pa ra refazer em 4 dias o caminho, que havia 
feito cm 5 diua, peda lando 6h por d ia? 

107. Certa máquina funcionando 4h por dia rotulou durante 6 dias, 2 000 
ga rrafas. Quan tas horas deveria essa máquina funcionar por dia 
pa ra rotula r 20 000 garrafas num mês (80d) ? 

108. Um livro tem 250 páginas de 40 linhas cada página, sendo que cada 
linha possui 00 letras. Reimprimindo-se êsse livro com os mesmos 
caracteres, poróm com páginas de 30 linhns cada uma e com 60 letras 
em cada linha, p ergunta-se quantas páginas deverá ter o novo livro ? 

109. N um for te eidatem 4 000 homens que possuem a limentação para 8 
m eses. T endo pa rtido do for te l 000 homens e a nlimeotaç/io se 
reduzido a 2/3 daquela estabelecida, por quantos meses durarão 
os víveres agora ? 

110. Uma adega de vinho 11bastece 30 homens durante 16 dias dando 
a cnda um O, 75 l por dia. Por quantos dine aquela mesma adega 
abasteceria 20 homens que consumissem 0,6 l por dia? 

lll. Se 80 operários, trabalhando 10 horas por dia, teceram 750m de 
cer to tecido em 26 dias, perguntu-se quantos metros dêsse mesmo 
tecido poderão tecer 54 operários trabalhando 8b por dJa, durante 
um mê.~ (80d) ? 

112. 

113. 

11 4. 

24 lavradores podem a rar um campo em 6 dias tra balhando 10 horas 
por dia. D eslocando-se 9 lavradores para outro t rabalho e exJglndo
ae que os restantes trabalhnssem 8 horna por dia, pergunta-se em 
quantos dias nror iam o mesmo campo? 

Quantas horas diá rias deverão trabalh ar O homens pa ra semear um 
campo em 6 dias, se um grupo com dois homens a menos o semeia 
em 10 dias, traba lhando 12 horas diárias ? 

T eceram-se, com cer ta quantidade de a lgodão, 16m de tecido da 
melo metro de ln t'll'llra . Quantos matroe ee poderia fieoor com e 
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mosr:na qunntld d 
: elnçíio ao nntc~io~ do. a lgoutto a fim do 3/4. • llvcsso o dôb 

1 
· AO obter um tecido quo 001 

ll5. Em 50 d. ro 1 ª la rgura o n cspc.qsura igua l 

feitos ins com 16 hom e r os 3/5 do um a ena que trabrdhn t az~do-os t ruba ll u t r ro. T endo s ido rnm 8 horns por dia for11 m 
116. crmmado o aU!rro ?ar 2 horas a muis CmJ?rcgados ma is 5 homens 

Dando-se a 

400 

por dm, cm quanto t empo foi 

home home d m e por d ' 0 8 urnnto 4 :'~ª uma. Qua~~ suo neccssttrinR ~~ 24
ll, 840 gramas d o piio por 

9
t ~ns para alimcnt~ sar:cÔs do fa rinha d

6
e ~~~t do farinha de 100kg 

117

_ gramas do pfio r O O homens d~rnnt f 0cg ca da uma, súo nc1:cs-
Um trem que . por hom em O por di:? m eses, da ndo-se agora 

percorrer certa m:i,rcha com uma vcl 
: a~Je-se 45 min~~nciC cm 9 hori:idn1c d_c ,J2k m por hora d eve 

118

_ c 
1
ª Para chegar\ \. h om que vcl~cid cg oiri cio percorrer 126km 

U~ rio dcsemb ora fixada? ª e cvo cont inua r n sua 

nunutos C I oca num ln • 
gunta gua por hora \ l 8m2 do supcrfí . d e água cm cada 5 

119. 

120. 

121. 

125. 
126. 
127. 
128. 

129. 
130. 
131. 

litro de á a culou-so u go vertendo 850m3 d 
que -so qual a sua · antcndo-se O nív cic o lago evaporam 1 

as paredes bc superfície (supõe- el do logo inalterá vel pcr-
m como o fundo d~e

1
: ara r_esolver o problema 

go so1::im impermeáveis). 

PORCENTAGEM 

Calcular : 
M TANTOS POR MIL 

10% de Cr$ 18 460 00 
0,5% de CrS 1 500' 

0 0 de 50 000 hablta ntee 122. 2'>/ 
l 000,00 123. 1 r: / ,oº 00 de 80 000 toneladas 

9 2 % de uma to nelada 124. 

Determinar " quanto 
5 l de 250 l por cento' ' 6 : 

9,6kg de 64kg 
3cm de l ,5dm 
CrS 1 000,00 de CrS 25 000,00 
Dizer : 

Cr$ 500,00 é 10 % d 
120g é 0,5% de ~ e que lmpor tilu cla? 
45 habita t ue quantidade ? 

n ee 6 6º/ºº d e que população? 

5•/oo de 1 000g. 

132. 

133. 

134. 

135. 

136. 
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R esolver os seguintes problemas : 
No nno de 1950 buvia em uma escola 625 a lunos mnt riculndos. 
Qu:111 tos a lu nos fo ram ma triculados cm 1060 se as matrículas au-

m entaram cm J 2% ? 
Um a luno ao fnzcr um dit,.'ldO de 240 pnlavros cometeu 12 erros. 
D o qua nto por cento fornm os erros cometidos ? 

U m~ loja comercial vendeu num mt:s CrS 720 000,00. No mês 
segumte vendeu CrS 864 000,00. D e quanto por cento foi o au-

mento dos v cndus ? 
Um p edaço de sobi"io pesnnuo 320g cont6m 65% de subsUincias 
gordurosas. Qun 1 o pêso dessas substllncias ? 
Um vinho t em gmdunçüo a lcoólica de J 2% , Quanto de álcool existe 

cm 320hl dt:ssc vinho ? 
l37. ~um colégio 42% süo meninas e os mcuinos somam 580. Quantos 

sao os a lunos? 
l 38. 44% dos operá rios do uma fábrica súo mulheres. Existem 280 homens 

t roba lhnndo nessa fábrica. Qual o total de operários ? 
l 30. ~m uma escola ap resenta ram-se aos exames de admissão 108 cnn

d1dntos. F oram reprovados 42. D eterminar a taxa de porcentagem 

dn reprovação. 
140. H á. 10 nuos n popul11ç1"io de umn cidade em de 85 500 habitantes-

T endo aumentado de 20% , qual a população a tual ? 
l 41. Um corretor cobra 3% de comissiio sôbre negócios imobiliários. 

Vendendo uma casa por CrS 2 500 000,00, qual foi o valor de sua 

comissi"io? 
l 42. R evende-se um objeto por CrS 4 255,00 com lucro de 15% , Qua l 

o preço de custo? 
(NOTA: Lombrnr quo C r$ 4 255,00 roprcsontn 116% o com umll relP'n do t ri!s sim· 

143. 

144. 

145. 

146. 

pios dotorminn.so J00% oquivo.lonto uo preço de custo). 

Uma pessoa teve que vender su:1 casu por CrS 1 900 000,00 t endo 
um prejuízo de 5% , Qua l o preço que pagara pela Ci\Sll? 

(NOTA: Loinbror quo Cr$ 1 000 000,00 roprcsoutn 05%). 

Um relógio foi vendido por CrS 2 400,00. N este preço de ".enda 
cstti incluído 20% do lucro. Qua l o preço de custo dêsse rclóg10? 

Quanto paga um aluno que, comprando cadernos, um de CrS 75,00 e 
ou t ro de CrS 90,00, teve uma bonüicaç!io de 10% ? 
Uma escola tem 6 classes de 40 a lunos onda. As faltas da semaua, 
que t eve sexta-feira o sábado coroo feriados, foram: 17 alunos na 
segunda-feira, 5 na têrça, 18 na quarta e 8 na quinta, Qual foi o 
\axa de porcen tagem da presença nessa semana? 

1 

<I 

l 
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Um_ ncgoclonto com 
razuo de CrS 10 pra uma partida d de 30% · 1;

4 
000,00 a ceutena O 500 la tas do embalagem à 

recebeu' de lucom?lucro de 25% e ~ r V tde 1/5 das lntns com lucro cro es O com lucro de 35%. Quanto 

Cal I J U R O S S I M p L E S 
cu a r O j ur 

148. Cr$ 125 000 o/ produzido por: 
149 C o ' em 2 anos à . rt · r,;, 300 000 00 wixa de 12% (•) , em 6 mos à o 
150. CrS 86 000 00 ea t=a do 11 % 

' em 90 dias à ta 1 
151. Cr8 13 200 00 , xa de 9 -2 % 
152 e . cm 2a 4m ~ . rS 468 000 00 e u taxa de 6% 
153 e ' em la 3m 1 ° . r$ 252 000 00 e Od à taxa de 7a, 

, cm 72 dias à ta /O 

D 
xa de a 5a, 

eterml • ,o 
nar o capit,al 

154. CrS 20 700 00 à quo produz do juro . 
, taxa de 4 5% d . 

155. CrS 6 aoo 00 ., , o urante 4 anos 
, u taxa de 10 _!,_ 

156. CrS 41 860 2 % em 6 meses 
157 ,OO à taxa d 7a, . . Cr$ 270 000 00 à t o ,o durante la 3me 
158. CrS 1 800 O~ à •rt axa de 10% em 2a 3me 

, .,,.xa do 12% d o urnnte 160 dias 

Qual a wxa em 
159 C pregnda par . rS 14 000 00 d a que o capital d . 
160. C S ' ren a um ju d e. 

161. c:s :: ~~~•~~ ::11:a um ju:: d: ~:! ~ !~~•~~ em 6 anos ? 
162. CrS 120 ' n a um juro de C ' em l a 8me? 
163. Cr$ 27 000000,00 renda um juro de CrS ..1 800,00 em 150 dias 7 

,00 renda um . r., 6 300,00 em 6 m 7 
Juro do Cr$ 1 680 eses 

Calcular 
O 

te ,OO em 8 meses? 
164 mpo empregad . Cr$ 3 600 00 o pelo capital d . 

165. 
, que à taxa de 6a, 1 e . 

Ü $ 27 / O renc eu U • r 000,00 que à ta 1 m Juro de Cr$ 648 00 
166 e xa de 9 - % , . r$ 90 000 00 3 o rendeu Cr$ 1 680 00 

, que à tal(a de 6a, ' 
C•> A ,,.u 

4 
,o rendou um J. d 

IOmPre referida •• •no uro e Cr$ 11 025,00 

107. 

168. 
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Cr$ 3 660 000,00 à taxa de 8% rendeu um juro de Cr$ 430 000,00 

CrS 2 700,00 à taxa de 8 ~ % rendeu do juro CrS 243,75 

Resolver os seguintes problemas: 
l 69. Em quanto tempo um capita l duplica com juro simples à taXD 

de 5%? 

170. 

171. 

172. 

(NOTA: Lowbrar QUO D0 11110 caao J • C) 

A que taxa deve ser empregado um cer t.o capital para que possa 
duplicar depois de 10 anos ? 

C

:fl: mnis vantajoso empregar CrS 58 500,00 a 6 % ou também 
rS 39 000,00 a 5,5% e o resto a 7% ? 

Empr~ga-sc 2/3 de um capital li 6% e o rest.'mtc ó 8%, obtendo
se ~ss1m um gnnho a nual de CrS 48 000,00. Qual é o valor d&se 

cap1tul ? 
(NOTA: Colouln-eo, primoirnmonto, a módm nritroóticn pondoroda dfl8 taxM omprc· 

iiadaa durnnto o ooo: ox:i+ BXl - ~ o e. eoguir onJoult\•!O o oe.pitnl) 
2 +1 8 

173, Um capital empregado por 6 anos aumentou de 5/18. A que t.axa 

foi empregado 'l 
l74. Duns pessons têm juntas CrS 844 000,00 e empregam o que têm 

à taxa de 8% ao nno. A primeira recebe CrS 20 640,00 de juros a 
mais que a segunda. Qua l o copital de cnda uma ? 
(NOTA: Primoiramonto cnloulo-so o Juro do oapitnl tom!; a eoguir o juro do segunda 

o dnl os oapitnie roeµootivoe). 

l75. Uma pessoa empresta 2/3 de seu capi tal a 12% e o resto a 6%. 
No fim de um nno recebe CrS 72 000,00 de juros. Qual o capital 

176. 

177. 

178. 

170. 

emprestado ? 
Dois sócios têm juntos CrS I 200 000,00 e o colocam à taxa de 10% 
ao ano. O primeiro recebe Cri 60 000,00 a mais de juros de que o 
segundo. Qual o capital do cada um? 
Um negociante empregou 3/4 de seu capital a 11 % e o resto a 10%
Como no fim de um ano recebeu CrS 86 000,00 de juros, pergunta-se 

o capita l empregado. 
Um capitalista depositou 2/5 de seu capital num banco durante la 
6me à taxa de 9% e recebeu no fim dêsse tempo (?rS 54 000,00 
de juros. Qual foi a quantia depositada? Qual o capital ? 
Uma pessoa emprega 

11 
juros simples um certo capital à taxa de 6%, 

D epois de 4a 2me retira o capital e juros e reemprega tudo a 7%, 
obtendo assim no fim de um ano o juro de Cr$ 47 250,00. Deter• 

minar o oaplial prtmi.tvo. 

' 
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180. Foi empregndo 1/4 de um certo cnpitnl n 8% ; 1/5 n 5% e O rc:Jt t,o 
a 6%. No fim do um ano recobcu-se CrS 36 540,00 de juros. De er
minar o capital inicial. 

181. Um cnpitnhsta depositou 2/3 ele seu cnpi tnl num banco, duranti 
la Sme, à taxa de 6% no ano, recebendo no fim dôssc t cmp 

0 CrS 60 000,00 de juros. Qual foi a importllucia depositada no bane 
e qual o cnpita l inicial ? 

182 C fm de lo . crto capita l colocado à tnxa ele 9% ao ano produz_ no 1 
1 

do 
4me, CrS 48 000,00 de juros. Quanto produziria do Juros co oca 
à taxa de 10% no ano no fi m ele O meses ? 

183. ~m come~ciantc recebeu emprestado, à taxa de 0 %, as scguint;g 
lmportdnc1ns : CrS 2,1 800 00 por 00 dius ; CrS 12 800,00 pod 
dias e CrS 38 000,00 por 5 mes es. Qual o total de juros que cvc pagar? 

184. Uma Pessoa dividiu seu capitnl de CrS 120 000,00 cm duas pa rtes 
iguais. E mpregou a primeira dura nte 2 anos à taxa de 6% e .ª ? e
gunda à tnxa de 9% durante la 4me. Quu l part,e rendeu mais 

185. Repartido um cnpitnl do CrS 420 000 00 cm trôs par tes igunisd ª 
primeira foi empregada, à taxa de L2%, durant,e 1 ano; a scgun a, 
à ~xa de 8%, por 2a 3mc e a terceira, à taxa de 10% , por 6 mcscr 
Terin sido melhor negócio aplicar todo o capital i\ taxa de 9%, duran e 
15 meses ? Por quê ? 

186. Qual o montante de um capital de Cr8 120 000,00, colocado à taxa 
de 6%, depois de 4 anos? 

187. A quanto se eleva um capital de Cr8 60 000,00, empregado à taxa 
de 12%, depois de l a 3mc? 

188. Empreguei CrS 40 000,00 à ta xa de O..!. % durante la llmc 12d. 
Qua l o montante? 2 

189. Quanto acumulou no fim de la 3me 10d um capital de CrS 408 000,00 
à 7% no nuo? 

190. Qual o montante, no fim de 10 meses se o cnpitnl de Cr$ 24 6000,00 
foi aplicado à taxa de 3,6% ao ano? 

191. Qual o capitnl que depois de l u 2rne, à taxa de 12%, dá um mon
tante de CrS 22 800,00? 

192. Um certo capital, reunido nos respectivos juros, elevou-se no_ fim? 
de 8 anos a CrS 562 800,00 à taxa de 5%. Qual foi &se capital 

193. Em que tempo o capital de CrS 140 000,00, colocado à taxa ~e 6% 
ao ano, produz reunido ao respectivo juro a importdncm de Cr$ 182 000,00? 

194. Empregou-se Cr$ 33 760,00 à taxa de 8% .ao uno. Depois de quanto 
tempo êeee capital reunido ao respectivo juro dá o montante d e Cri 86 600,00 r 
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105. 

106. 

acumulou CrS 101 025,00 A que tnxu o capita l de CrS 90 000,00 

durante 2n 15d? ·t 
I 

u 4% e o resto n 
2/ r. de um certo capi ª OGIJ 00 Deter-Uma pessoa emprega os " tanto de CrS 33 , · 

6% . No fim do u11; ~n.0 lui um moo 

197. 
m innr o capita l prunit.ivo. d li% 

0 
depois de 6 anos 

l cupitnl à tnxn e ºso 000 00 e cmprc-Um banqueiro emprega un: dóbi to de CrS 1 c1' anual de 
retira c•1pit.a l e juros, pagn um . a recebo umn ren n 

• ' 8 O'f Dessa mancir . . ? gn o resto n ~o• "tal priro1t1vo 

198. 

199. 

CrS 75 040,00. Qua l O cupi 
6 

O% ? 
b oco cuja taxa o 

Qual o divisor fixo de um ª 01_ ml!s qual 6 o seu 
" ica 6 l ~o ao ' So a taxa de uma Caixa E cooum 

200. 
divisor fixo? ó . 

6 
igual a 4 000. Qual a tnxa 

O divisor fixo do uma cnsn bane ria 
ba ncária? cobrada por essa cnsn 

Reeposta8: 

1. 20 18. 53,5 

2. 14 19. 6m2 

8. 3 20. 8(a+b) 

4. -1 21. 2(p+q)2 

5. 4 22. 3 

6. - 1/20 23. 15 

7. 1/18 24. a 

8. 121/5 25. -4 

9. 6/5 26. 4 

10. -ab 27. b 

11. 2a/q 28. 4 e 8 

12. m2 /2 29. 39 e 45 

13. 4ah 30. 20 e 8 

14. o 31. 6 e 9 

15. 1 32. 10 e 6 

10. 126 33. 6 o 9 

17. 2, 1 84. 4 e 8 

35. 20 e 16 

30. 3 e G 

37. o e 15 

38. 2 e 6 

39. 4
1 

6 e 8 

40. 12, 20 e 8 

41. 9, 15 o 12 

42. 14, 4 e 6 

43. -3, -9, - 12 

44. 3, 4 e 5 

45. 35 e 10 

46. l8m2 o 24m2 

47. 18 l 

48. 18 e 24 

40. 28 e 12 

50. 45º, 60º e 75º 

51. 14m e 8m 

52. 8m e 6m 



JUlJ O sva l d o Sa ng t orgi 

õ3. 768m2
, 1152m2

, 1020m2 e 3072m2 61. 2106, 361 o 1083 
54. 25m o 40m 62. 90, 63 o 132 
55. 20 e 45 o.nos 63. 20, 12 e 48 
56. 72, 96 e 112 64. 2, 8 e 7/4 
57. 336, 3584 e 1680 65. 45, 15 e 18 

00 58. 12, 4 o 80 66. CrS 20 000,00 e Cr$ 25 000, 
59. 118, 185 e 370 67. 120°, 20° e 40º 
60. 28, 42 e iiG 68. 128°, GG0 , 72° e 64• 
69. CrS 100 000,00; CrS 14.0 000,00 e CrS 150 000,00 
70. CrS 5 000,00, CrS 10 000.00 e C rS 30 000,00 
71. CrS 40 000,00, CrS 70 000,00 o CrS 50 000,00 
72. Cr$ 180 000,00, CrS 120 000,00 e Cri 240 000,00 
73. 24 anos e 16 anos 

74. CrS 72 000,00, Cr$ 84 000,00 11 CrS 44 800,00 
76. OrS 18 80 0,00 , C r$ 7 000,00 e Cri$ lll 0lJ0,00 

76. CrS 51 600.00, CrS 78 750,00 o CrS l 80 600,00 

77. Cri 110 000,00, CrS 400 000,00, Cr$ 110 000,00 o CrS 210 ooo,oo 
78. 30 l 99. 48kg 120. C r$ 7 500,00 
79. 6 000 , 100. 2h 40mln 121. 05kg 
80. 50d 101. IO<l 122. 100 hb 
81. 75m 102. 24d 123. 120kg 
82. CrS 7 200,00 103. Cr$ 12 600,00 124. 5g 
83. 3 000 watt-hora 104. 8h 125. 2% 
84. 24min 105. 5d 126. 15% 
85. 32m 106. 6h 15mln 127. 20% 
86. 480dl 107. 8h 128. 4% 
87. 2h 24mlo 108. 440 pga. 129. CrS 5 000,00 
88. 20d 100. 16me 130. 21kg 
89. 60d 110. 30d 131. 9 000hb. 
90. 180m 111. 486m 132. 700 a i. 
91. 216 112. 12d 133. 5% 
92. 72 113. 4h 134. 20% 
93. 60d 114. 5,025m 135. 208g 
94. 17 115. 20d 136. 38,41 
95. 12d 116. 750 aacaa 137. 1 000 a i 
96. 20 117. 48km/h 138. 500 op. 
97. 240kg 118. 81 600 000m' 139. 38,88% 
98. 2d 119. Cr$ l 846,00 140. 102 600 hb 
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141. CrS 75 000,00 
142. CrS 3 700,00 

CrS 115 000,00 164. 3 nnoe 154. 
165. 8me 155. CrS 120 000,00 

143. Cr$ 2 000 000,00 
144. Crl3 2 000,00 

211 15d 156. CrS 478 400,00 106. 
157. Cr$ 1 200 000,00 167. 111 6roe 

145. CrS 118,50 158. CrS 36 000,00 
108. l o !me IOd 

5% 146. 95% 
147. CrS 15 750,00 
148. CrS 30 000,00 
149. CrS 16 500,00 
150. CrS 2 042,50 

150. 
169. 20 anos 

160. 4,5% 
170. 10% IGI. 12% 

rendem Igual 171. 1 
CrS 720 000,00 162. 102 % 172. 

151. CrS l 848,00 1 o/c 
152. CrS 41 860,00 103. 9 3 ° 73 r.~ % 1 • V 9 

153. CrS 1 814,40 CrS 
551 

000,00 e CrS 203 000,00 
]74. 

' 
5 CrS 720 000,00 

17 . Or..: flOO 000,00 o O,·S 300 000,00 170, ., 

177. Cr$ 800 000,00 C $ 1 000 000,00 
8 Cr" 400 000,00 ° r 17 . e 

170. Cr$ 510 000,00 

180. Cr$ 180 000,00 900 000 00 
Cr"' 600 000,00 e Cr$ ' 181. ., 

182. CrS 20 000,00 
!83. CrS 2 063,00 

184 r endem igua l do Cr$ 47 250,00 
. 49 000 00 e o aeguo O 00 Não O 1 º ncg. r ende Cr$ ' 196. Cr$ 32 00 ' 

185. C "'.118 80~ 00 l!)I. CrS 20 000,00 197. CrS 860 000,00 
186. r., • CrS ,102 000,00 
87 CrS 69 000,00 192· 198. O 000 

188. Cr"' 47 410,00 l!JS. 6 onos 199. 3 000 
1 · " !94. 1u 20d '¾ 189. CrS 500 860,00 

01 
200. 9 o 

Cr <> 253 380,00 J95. 6 10 190. "' 



ALGUMAS OBSERVAÇÕES INTERESSANTES 

SÔ BnE A 

GEOMETRIA DEDUTIVA DA 3.0 SÉRIE 

Continuamos afirmando que a Geometria Dedutiva, iniciada 
na 3.n série ginasia l, tem por objetivo principa l ensinar o aluno 
ª pensar e portanto fonná-lo e não apenas informá-lo. Nestas 
condições não poderíamos deixa r de mencionar o de quanto é 
capaz o nosso estudante quando "provocado" a bem raciocinar. 

Não dispondo de muito espaço, queremos, todavia, em 
hoi:ncnagcm aos milhares de ginasianos que cursam as 3.114 

sén es, citar algumas a most,ras da possibilidade dos jovens a 
pa rtir dos 13 anos, surpreendendo- nos com uma antecipação 
de raciochúo digna de e logio e que todos nós, professélres, encon
tramos em nossas aulas de Geometria Racional. São exemplos 
simples como demonstrações, mas extraordinários como reali
z~ções de a lunos, que a utorizam a afirmar: a Geometria Ra
cional por êlcs assimilada há de projetar-se, com cer teza, na 
formação de um digno e útil cidadão. · 

Os exemplos süo de colégios de Süo Paulo, por serem os tinicos que 
temos cm müos, neste instoute, graças u gentileza de ilustres colegas. (•) 

Com relação a cordas de um círculo (Usando igualdade 
de &). 

1. Demonstrar : "Num cfrculo corda~ paralelas determinam arcos iguais" 

Seja o círculo de centro O (fig. 1). Temos: 

T{ { AB ,f' CD T { AC = BD 
D EMONSTRAÇÃO: Tracemos por O a pcrpeuclicula r à corda CD (que será 

também à corda AB). Tal perpendicular encontrará as cordas AB 
e CD, respectivamente, nos pontos médios 1l!l e N. Logo : 

AM = MB e CN = ND 

(•) Apolamoe e agradecemos nos demais profcssôres de todo o Brasil o envio de resultados 
interessantes encontrados no ensino da Geometria Dedutiva. tles sorllo divulgados 
em ediçõee poetorioree cm homoongom aoe nn,sos jovens cstudantes. 

1 



312 Osvald o Sang ior gi 

Unindo-se C e D n M obtercmoti os triângulos: L:,.CNM e t::.DNM 
iguaia, pelo caso L .A.L., pois , MN é comum; i""2 (ret,os) e CN=ND 
(por construção). 

Unindo-se, agora, A a C e B a D, eocontrnmos os triAnguloa t::.1l CM 
e ó.BMD, tamb6m iyuai.8, pelo caso L .A.L., pois, l\fC=;: 111D (como lados 
correspondentes de triAngulos iguais, já provado); 3 = o, por serem com
plementos de augulos iguais (respectivamente de 8 e 4) e AM = AI B, por 
construção. 

Logo: AC= BD 

s... ,•·:··,. :'t, 

,....:-·j"·\"•>: . 
.. •'· !o 

t 

;- - - ! .. - ; 

'.· i 1 ; 2 : 

N 

Fxo. l 

Como, em uma mesma clrcunierêncla, cordas iguais subtendem arcos 
iguais, segue que : 

AC =- BD c.q.d. 
Boluçtlo npr08ontndn polo nluno !vi11!ºº 

Aurélio Oolpi, do Colé(l;io D nnto Al111b1erl 
(1055). 

Com relação à igualdade de trilingulos (Caso novo?) 

2. Por que não é suficiente, para a Igualdade de dois tríAngulos, o caso 
L.L.A., isto é: "Doia triangulos são congruentes (iguais) quando tllm 
dois lados respectivamente iguais e o angulo, não compreendido entr• 
ezes, igual" 1 

Considerado o ó.ABC, Isósceles (fig. 2), onde AB=AC e 13= C, obser
vemos os triAngulos L:,.ABM e L:,.ACM, formados quando se une A a um 
ponto M da base BC, com a condição de M não ser o ponto médio. 1!:Jee 
possuem: 

313 
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{ 

AB _ iiC (por hlp.} L 

AM ... AM (r.omum) L 

B .,, C (por hlp.) A 
como é fácil constatar. 

L L A e não são iguaia, \uno Paulo do satisfnzcndo o cnso · · · t dn polo n l Soluçllo npro•ocn lé io Snnta Cru• (1967 
Souzn Morno•, do o g 

\ 

J _____ L c 
------ r-4 

D 
Fio. 2o 

U d pro-segmento ( san o 
Com rel ação à m ediatriz de um 

priedade da ..L e .&). ed ' t ·z de um segmento 
- rtcnco d m ia ri to" 

3. Demonstrar: "Todo po7:.to que n~d°-sf:nle dos extremos dtsse segmen . 
(no mesmo plano) nao é equi i 

Seja n figura 3, onde: . . d AB T ' PA ~ PB 

.. 

{ 
r é mediatnz e , 

H p uíio pertence a r 

A 

,, ,, 
.,;.,:.::--:.::.-•_,,_, __ -d--,N:.--8 ~, 

FIO, 3 
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D EMONSTRAÇÃO : Se P ulio pertence i\ mediatriz r temos que traçando-ao 
n perpendicular (que 6 ónica) de P no segmento AB ela irá encontrar 
AB num ponto N (dis t into do ponto módio M) dctcrmi11ando s0bre 
AB, dois segmentos di ferentes : AN ~ N B. Podemos considcrnr 
(como é feito nn fig. 3) : AN > N B. UH indo-se P aos extremos 
A e B, obteremos dois segmentos oblíquos cujos pós se a fastam desi
gualmente do pé da perpcnclicular r e portanto: PA > PB (o maior 
é nquêle cujo pé está mais afastado [n. 0 52, cl). Logo : 

PA ~ PB c.q.d. 
Soluçlío nJ)rcaont.ndn polo nluno Anl0nio 

Edison Ribe iro, do Oin68io Cnolnoo do Cnm• 
pos (1054). 

Com relação a retas pc1·pcndicularcs (Demonstrando dire
tamente). 

s 

t 

Fio. ,i 

4. Demonstrar: "No mesmo plano d1tas retas perpcnd1·c11lares a 11ma ter· 
ceira são paralelas entre si". 

1 

Sejam as retas coplanares r, s e t (fig. 4), onde: 

H{ rJ_t T {rlls 
8 j_ t 

DEMONBTnAÇ.Ão :_ Ora, se r J.. t e s J_ t, os ângulos '.i e 2 são retos e, por
tauto, iguais, isto é: 1=2. Como êsses ângulos são correspondentes 
e iuuais, formados pela transversal t com as retas coplanares r e s, 
segue (pelo Teorema fundamental, n.• 58) que: 

r li 8 c.q.d. 
Solução apreaent.ada pela a luna S0nia 

Froitae, do Instituto Feminino de Eduoaono 
"Padre Anchieta" (1056). 

.. 
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,1, 

:l fcl·x·e de paralelas (Usando propriedade do 
Com relação 

trapézio). 

Fie. 5 

l l determina segmentos iguais 
5. Demonstrar: "Se ttm feixe d~ p~r~

1
i;~ seumentos f°{ltlais sObre qual

sóbre 11ma tra11sversal,,.determi11a a 
quer outra transversal • rsnis 

1 !elas a b e e e ns transve 
Consideremos o feixe formado pc as pa ra ' 

8 e t, tôdas coplanares (fig. 5). Temos : 

{ 
a II b li e ; 8 e t transversais 

H AB = BC 
ACPM um trapézio (basta consultar 

T { MN = NP 

DEMONSTRAÇÃO : Sendo a fig~~t d um dos lndos não paralelos dêsse 
a h ipótese) e B ponto ~ io :_ C) se ue-se que a paralela por 
trapózio (tomb6m por b1p. 1-~-B t~ o Tac!o MP no meio (n.º 79 
êsse ponto encontrará uecess: rmmen 
Corolário), Isto ó: 

MN=NP c.q.d. 
d I aluno Antanio 

Solução aprosootn aEpdo o li "Cnctono 
Oilioli, do I ru,tituto do • ucnç o 
do Cninpoa" (1068). 

d 
t e lados de um triângulo 

. Com i·el ação a dcsigualda e en r 
(demonstrando diretamente). . 

lado é maior do qus a di]e• 

D t r
. "Em todo trillngulo, qualquer 

6. emons ra . d . ,. 
rença dos outros ois . 
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A 

D 

O sva l do Sangiorgi 

e 
Fm . 6 

Boja o /:::,.ABC (fig. 6), 

onde 

H { AC> AB 

T { BC> AC - AB 

DEMONSTRAÇÃO: 

l. Sôbre AO tomemos D, ta l que A D = AB. Logo ·. 

DC = AC - A B 
2
· Com relação ao 1:::,.ABD (lsóscelcs), t emos: i = 2; â > i (externo) 

e, portanto: 

a. Sendo : 2 > 4 (e t 1 â 4 x erno, cm re aç§.o ao 1:::,. BDC) segue que · 
( ~ 45 e como num 1:::,. "ao maior Angulo opõe-se d maior lado' ; 
n. , recíproca), tomos (.6.BDO) ; 

BC>DC 

ou, eubetltulndo DC, que BC > AC _ AB. 

o.q.d . 

B Soluçüo nprcsentndn peln nluon Michneln 
crcstennu, 3.• Série X, do Colé io Rio 

Branco, São Pnulo ( 1960). g 

_Com relação aos ângulos externos de um 
CCJUilátero triângulo 

7. D emoO.l;'trar: "Em todo tri(lnqulo equild.tero, qualquer 
é maior que qiialquer tln()1tlo interno". (• ) 

Beja O 6. ABC equilátero (fig. 7) 

tlnoulo oxtarno 

1 

. Matemática - Terceira ::érie ginasial 

A 

8 ' e 

F 10. 7 

Logo: 

{ 
AB =BC.,,. AC 

H a il,ngulo ext. qualquer 

T {~>ÂI ~> B, ~>O 

Demonstração: 

, 1 N 
, I 

, ~ I 
,' I 

~ I 

I 
I 

I 
I 

I 

I 
I 

I 
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1. Sejo. M o ponto médio do lado AMCN1 ~nBnmMos MLtgªucBmoes pNro~nC 
gucmos BM de um segmento - • 
e consideremos os /:::,..~ ABM e MNC1 

2. i:::,.A BM = t:::,.MNC 

(L .A.L.) i = 2 (o.p.v.) e portanto: Â = 3 { 

BM = MN (p/construção) r. 

MA = MC (p/construçoo) 

ndo ~ > â (~ contém 3), temos que ~ > Â, e como um t rl-
3· Sedngulo equilátero tem todos ~ os ÂAng~los Blnter;:os Jguals 

(Â = B = /J), concluímos quo: a > , ª > e ª > · 
c.q.d. 

(•) Bem oaar • leorl• dat oaralal••· 

Soluollo npreseo tadn pe!o s l~no Cloves 
Mnrquca dn S ilvn, do Colégio D1ooesnoo de 
Gnrnohuns, P ornam buco (1061). 
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