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Resumo

A Equagao da Onda é uma importante equacao diferencial parcial, recorrentemente
vista em estudos de matematica aplicada que, de algum modo, analisem fendmenos de
propagacao de ondas, tais como acusticas, eletromagnéticas, aquaticas, sismicas, entre
outras. Neste trabalho, sera apresentado um estudo da solugao do Problema de Cauchy,
para a Equacao da Onda com termo dissipativo, fazendo uma andlise do comportamento

assintotico dessa solucao via Transformada de Fourier.

Palavras chave: Equacao da Onda, Transformada de Fourier, anélise da solucao.



Abstract

The Wave Equation is an important partial diferential equation, recurrently seen in
applied mathematics studies that, somehow, analyze wave propagation phenomena, such
as acoustic, electromagnetic, aquatic, seismic, among others. In this work, a study of
the solution of Cauchy’s Problem, for the Wave Equation with a dissipative term, will
be presented, by doing an analysis of the asymptotic behavior of this solution by Fourier

Transformation.

Keywords: Wave Equation, Fourier Transformation, solution analysis.
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1 Introducao

As Equacoes Diferenciais Parciais sao uma parte muito importante da Matematica e
formam uma subdrea da Andlise. A pesquisa em Equagoes Diferenciais Parciais envolve
varios aspectos tais como resultados de existéncia, unicidade, regularidade e comporta-
mento assintotico de solugoes para problemas de valor inicial e/ou de contorno.

Para uma melhor compreensao deste trabalho, sao pré-requisitos, determinados conhe-
cimentos de analise e, deste modo, o projeto se inicia com abordagens acerca de resultados
de topologia. Além disso, é relevante se ter uma ideia geral sobre equacoes diferenciais
ordinarias e parciais.

Assim, fica estruturada a base deste trabalho, cujo emprego de valor se justifica no fato
de que alguns contetdos estudados nao sao parte integral, até o presente momento, do
curriculo de disciplinas obrigatérias no curso de Licenciatura em Mateméatica na UFSC.
Portanto, torna-se essencial o aprimoramento inicial desses conhecimentos.

Apobs a comprovacao destes importantes resultados, sera possivel caracterizar um dos
objetivos centrais desse trabalho, que consiste no estudo das Transformadas de Fourier e
algumas de suas aplicacoes em equagoes diferenciais parciais.

De maneira geral, definimos a transformada de Fourier por meio do operador
F: LY(R™) — L=(R™), em que, dado u € L'(R™), Fu é a funcdo definida por:

1

(Fu)(x) == W

/ u(y)e "dy.
n

Restringindo-se o dominio do operador para L'(R™)NL?*(R™), pode-se estender, de ma-
neira tinica, a transformada para um operador F' : L*(R™) — L*(R"), bijetor e isométrico
(15). Tal isometria é conhecida como Teorema de Plancherel. Outra propriedade muito
interessante é o fato desse operador transformar derivadas em produtos.

Inicialmente, enfatizamos a importancia do assunto no contexto das equagoes diferen-
ciais, esta que modela diversos fenomenos da natureza. As aplicagoes da transformada
de Fourier em equacoes diferenciais inclui: propagacao de ondas nao-elasticas e elasticas
(sistema de ondas eldsticas), condugao de calor em materiais, placas e laminas estrutu-
rais, ondas aquéticas em meios rasos (equagao de Boussinesq), estado quantico de siste-
mas fisicos nao-relativisticos (equacao de Schrodinger) e relativisticos (equacao de Klein-
Gordon), movimento de corpos em fluidos ideais (equagoes de Kirchhoff), além de outros
fenomenos. Nesse sentido, a vasta aplicacao da transformada de Fourier em equagcoes
diferenciais ja sao suficientes para justificar a importancia dessa teoria nas ciéncias exatas

e da terra.
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O presente trabalho tera como foco, estudar a solucao do seguinte Problema de Valor
Inicial (ver (8) e (9)):

u(t) — Au(t) + u(t) =0
u(0,x) = up(x) ;
u (0, 2) = ug(x)

com (t,r) € RY x R", que é uma equagao de onda com termo dissipativo. Através
da Transformada de Fourier, serd feito um estudo do comportamento assintotico dessa
solucao.

O resultado principal do trabalho (Teorema [5)) mostra que a energia do sistema (FE(t))
decai com taxa polinomial de grau 2 e a norma L? da solugao ([|u(t)|7.) decai com
taxa polinomial de grau 1. Para melhor visualizacao, observe o grafico abaixo sobre o

decaimento da energia:

Figura 1.0.1 — Imagem criada através do software GeoGebra

A funcao em vermelho representa y, = e, em azul, simbolicamente, o grafico da

C
(1+1)2
energia. De modo simplificado, o que se mostra é que a partir de um determinado tg, o
grafico da energia estard sempre abaixo do grafico da funcao yy. Dessa forma, a energia

total decai para zero mais rapido do que a funcao .
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2 Objetivos

2.1 Objetivos Gerais

Efetuar a analise do comportamento assintético da solucao da Equacao da Onda via

Transformada de Fourier.

2.2 Objetivos Especificos

Estudar andlise como pré-requisito para o projeto;

Compreender os principais conceitos relacionados a Transformada de Fourier;

Usar a Transformada de Fourier para encontrar solucoes de modelos de evolucao em
n.
R™;

Estudar o comportamento assintético das solugoes de modelos de evolugao.
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3 Pré-requisitos

3.1 Espacos Métricos

Inicialmente, é fundamental que sejam definidos alguns conceitos de andlise, que para
melhor compreensao, podem ser encontrados no livro Espacos Métricos, de Elon Lages
Lima (12)).

Para se definir um espago métrico, primeiramente é preciso saber o que é uma métrica.

Definicao 1. Uma métrica num conjunto M é uma funcao d : M x M — R, que associa
a cada par ordenado de elementos z,y € M um ntmero real d(z,y), chamado a distancia

de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condicoes para quaisquer z,y, z € M:
(i) d(xz,z) =0;
(ii) Se x # y entao d(z,y) > 0;
(iii) d(z,y) = d(y, );
(iv) d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2).

As duas primeiras condigoes se relacionam com a nocao de distancia usual, ou seja,
uma distancia entre dois elementos z e y é sempre maior ou igual a zero, com d(z,y) =0
se, e somente se x = y. A condicao (iii) informa que a métrica é uma funcao simétrica,

enquanto que a quarta condicao é a popular desigualdade triangular.

Definicao 2. Um espago métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto e d é uma

métrica em M.

A seguir serao apresentadas mais algumas defini¢oes tteis e bastante recorrentes no
trabalho. Sao conceitos bastante conhecidos, que podem também ser encontrados, acom-

panhados de exemplos, em (10) e (11)).

Definicao 3. Um conjunto nao vazio V' é dito um espaco vetorial sobre um corpo K se
em seus elementos (vetores), estiverem definidas as operagoes de adi¢ao e multiplicagao

por um escalar, para quaisquer A, Ao € R e z,y,z € V| com as seguintes propriedades:
e Comutatividade: © +y =y + x;
e Associatividade: (v +y)+z=x+ (y+ 2);
e Vetor nulo: 4 0 € V chamado vetor nulo, tal que z +0 =0+ x = z;

e Inverso aditivo: Para cada x € V, existe —x € V tal que —z +x =2+ (—z) = 0;
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e Distributividade: (A1 + A2) - x = Mz + Aox;
e Multiplicacao por 1: 1-x = .

Definicao 4. Uma norma num espago vetorial X é uma aplicagao || - || : X — R que

satisfaz, para x e y vetores arbitrarios em X e \ escalar qualquer, os seguintes postulados:
(i) [lzll = 0;
(ii) ||z]| =0 < 2z =0;
(i) A -l = [A]- fl=[];
(V) [lz+yll < flzll + llyll

Por simplicidade, a norma de um vetor também serd representada neste trabalho

simplesmente por |z|.

Definicao 5. Dado um espago vetorial E, um produto interno em FE é uma funcao
(,-) : Ex E — R que a cada par (z,y), com z,y € E associa um nimero real (z,y),
denominado produto interno de x por y, de modo que para quaisquer x,y,z € Ee A € R

tem-se:
(1) (z+y,2) = (2, 2) + (Y, 2);
(i) (Az,y) = Mz, y);

(iti) (z,y) = (y,z);

(iv) z # 0= (z,z) > 0.

3.1.1 Bolas e Esferas

Uma ferramenta essencial para o estudo de espagos métricos é a ideia de bola. Com
ela, a definicao de futuros conceitos torna-se muito mais sucinta. No final do trabalho,
quando se estiver limitando a densidade de energia do sistema, por exemplo, ao se fazer
o céalculo de uma integral, a regiao sera dividida em dentro e fora de uma bola.

Para o que se segue, considere a um ponto num espago métrico M e, também, um

numero real r > 0.

Definigao 6. A bola aberta de centro a e raio r, denotada por B(a;r) é o conjunto dos
pontos de M que estao a uma distancia de a menor do que r. Em outras palavras, a bola

aberta é o conjunto:
B(a;r)={x € M : d(xz,a) <r}.
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Definigao 7. A bola fechada de centro a e raio r, denotada por Bla;r| é o conjunto dos
pontos de M que estao a uma distancia de a menor ou igual a r. Em outras palavras, a

bola fechada é o conjunto:
Bla;r] ={z € M : d(z,a) <71}.

Definigao 8. A esfera de centro a e raio r, denotada por S(a;r) é o conjunto dos pontos

de M que estao a uma distancia de a igual a r. Em outras palavras, a esfera é o conjunto:
S(a;r) ={r e M :d(x,a) =r}.

Definicao 9. Um subconjunto X de um espago métrico M é dito limitado se existe uma
constante ¢ > 0 tal que d(z,y) < ¢,Vz,y € X. O menor desses nimeros ¢ é denominado
o diametro de X. Desta forma, ¢ é uma cota superior para o conjunto das distancias
d(x,y) dos pontos de X. A menor das cotas superiores de um conjunto de nimeros reais

¢é conhecido como o supremo desse conjunto, denotado por sup.

Definicao 10. Seja M um espaco métrico. Uma funcao f : X — M ¢é dita limitada
se sua imagem f(X) é um subconjunto limitado de M. A distancia entre duas fungoes

limitadas f, g : X — M pode ser definido por:

d(f.g) = supd(f(z),g(x)).

rzeX

Se o conjunto {d(f(x),g(x));z € X}, das fungoes f,g : X — M, é limitado, entao
denota-se d(f, g) < +oc.

3.1.2 Funcoes continuas

Definicao 11. Sejam M, N espacos métricos. Diz-se que a aplicagao f : M — N é
continua no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, obtém-se § > 0 tal que se
d(z,a) < 6 entao d(f(x), f(a)) < e.

Se f é continua em todos os pontos de seu dominio, entao ela é dita continua. Observe
que a continuidade é pontual.

De modo equivalente, uma aplicagao f : M — N é continua no ponto a € M quando,
dada qualquer bola na imagem de centro f(a) e raio ¢, isto é, B’ = B(f(a);¢), obtém-se
B = B(a;6) tal que f(B) C B'.

Definigao 12. Sejam X C Re f : X — R uma funcao. Sob tais hipdteses, f ¢é dita
uniformemente continua, se dado £ > 0, existe § > 0 tal que Va,y € X com |z — y| < 4,
tem-se |f(x) — f(y)| < . Neste caso, o niimero 6 > 0 depende apenas de €. Assim, fica

evidenciada a diferenga entre continuidade uniforme e continuidade em um ponto.
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3.1.3 Conjuntos Abertos

Definicao 13. Seja X C M. Um ponto a € X ¢é dito ponto interior a X quando é centro
de uma bola aberta contida em X. Isto é, existe r > 0 tal que, se d(z,a) < r, entao
x € X. O conjunto dos pontos interiores a X ¢é denominado o interior de X em M e

denotado por int X.

Definicao 14. E denominada a fronteira de X, denotada por X, o conjunto de todos
os pontos b € M tais que, toda bola aberta de centro b contém ao menos um ponto do

interior de X e um do complementar M — X.

Definicao 15. Um conjunto em que, todos os seus pontos sao pontos interiores, é chamado

de conjunto aberto.

3.2 Qutros resultados

Nesta segao serao apresentados alguns resultados basicos que serao utilizados nos
proximos capitulos. Algumas demonstragoes serao omitidas, por serem considerados re-
sultados bastante conhecidos. Como referéncia citamos Brezis (3)), Evans (7)) e Medeiros-
Rivera (13), (14).

Considere 2 um aberto de R". Neste trabalho as integrais realizadas sobre {2 sao no
sentido de Lebesgue, assim como a mensurabilidade das fungoes envolvidas.

Seja u : @ — K uma fun¢ao mensurdvel, em que K é um corpo: R ou C, e seja (K;);er
a familia de todos os subconjuntos abertos K; de € tais que u = 0 quase sempre em K;.

Considera-se o subconjunto aberto K = U K;. Entao u = 0 quase sempre em K.
iel
Como consequéncia, define-se o suporte de u, que serda denotado por supp (u), como

sendo o subconjunto fechado de (2
supp (u) = Q\K.
Definicao 16. Representamos por 6;°(€2) o conjunto das fungoes
u: Q—=K,

cujas derivadas parciais de todas as ordens sao continuas e cujo suporte é um conjunto

compacto de €. Os elementos de 6;°(€2) sdo chamados de fungoes testes.

Naturalmente, 6;°(£2) é um espago vetorial sobre K com as operagoes usuais de soma

de funcgoes e de multiplicagao por escalar.
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Nog¢do de convergéncia em 6;°(12)

No que segue usaremos a seguinte notacao:
ol
Oxit ... 0xon

em que |a] = aj + -+ + ay,, em que, para todo i, o; € N.

D%

Definigao 17. Sejam {py }reny uma sequéncia em 6,°(Q2) e ¢ € 65°(2). Dizemos que

O — © se:
i) 3 K C Q, K compacto, tal que supp (¢r) C K, para todo k € N;

ii) Para cada o € N", D%, (z) — D“p(z) uniformemente em z € Q.

Definicao 18. O espago vetorial %;°(€2) com a nocgao de convergéncia definida acima é

denotado por Z(f2) e é chamado de espago das fungoes testes.

3.3 Espagos LP(1))

Definigao 19. Sejam €2 um conjunto aberto mensuravel e 1 < p < co. Indicamos por p
a medida de Lebesgue e LP(2) o conjunto das fungoes mensuraveis f : Q@ — K tais que

| fllzr () < oo onde:

1/p
I\fllm(m:(/ﬂ If(x)lpdu) Cel<peo

e
[fllze@) = supess,cq [f(2)]
= inf{C eR" /u{z € / |f(z)|>C}=0}
= inf{C >0 : |f(x)] <C quase sempre em 2}.
Observacao 1. As fungoes || - [|r) : LP(2) = RT, 1 < p < 00, sdo normas.

Na verdade LP(2) deve ser entendido como um conjunto de classes de fungdes onde
duas funcoes estao na mesma classe se elas sao iguais quase sempre em ).

Os espacos LF(R), 1 < p < oo, sdo espacos de Banach, sendo L*(€2) um espaco de
Hilbert com o produto interno usual da integral. Além disso, para 1 < p < oo, LP(Q) é

reflexivo.
Teorema 1. 6;°(2) é denso em LP(§2), 1 <p < +o0.

Teorema 2 (Interpolacdo dos espagos LP(2)). Sejam 1 < p < g < o0. Se f € LP(2) N
LY(Q) entao f € L"(Q) para todo r € [p,q]. Além disso,

11z < 1 ooy 1 15y

1 1 1
com « € [0,1] tal que — =a—+ (1 —a)-.
r p q



Capitulo 3. Pré-requisitos 17

Espacos L7 ()

loc

Definigao 20. Sejam 2 um aberto do espago R" e 1 < p < co. Indicamos por L7 (£2)
o conjunto das fungoes mensurdveis f :  — R tais que o produto fxx € LP(Q), para

todo K compacto de 2, onde yg ¢é a fungao caracteristica de K.

Observagao 2. L;,.(Q) é chamado o espaco das funcoes localmente integraveis.

3.4 Equagoes Diferenciais

Uma equagao diferencial é uma equagao envolvendo a(s) varidvel(is) independentes
e as derivadas de uma fungao (varidvel dependente). Se a equagdo possui apenas uma
variavel independente, ela é dita Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) e, se possui duas
ou mais varidveis independentes, é chamada de Equacao Diferencial Parcial (EDP), pois
neste caso, envolve as derivadas parciais da funcao. Durante este trabalho, sera feito uso
de ambas. A principio, o que se tem é a Equacao da Onda em R", que é uma EDP e, apds
aplicar a Transformada de Fourier, o que serd obtido ¢ uma EDO no espaco de Fourier.

Uma equacao diferencial pode também ser classificada em Linear ou Nao Linear. Uma
equacao é dita linear, se é linear na variavel dependente e em suas respectivas derivadas.
Apéds a aplicacao da Transformada de Fourier a Equacao da Onda, o que se tera é uma
EDO linear de segunda ordem homogénea. Este caso, bastante especifico, possui uma

forma resolutiva para se encontrar a solugao. Tal método esta descrito a seguir.

3.4.1 EDOs Lineares de Segunda Ordem Homogéneas

De modo geral, sendo y = y(¢), uma EDO linear de segunda ordem pode ser escrita

y' 4+ pt)y +qt)y = g(t), (3.1)

em que a linha denota a diferenciacao em relagao a variavel independente t. A equacao
acima ¢ dita linear, pois € linear na varidavel dependente y e em suas respectivas derivadas.

Se g(t) = 0, a equagao é dita homogénea.

Defini¢ao 21. Dada uma EDO do tipo ay” + by’ + cy = 0, com a, b e ¢ constantes em
y, associa-se & ela a equacdo aA? + b\ 4+ ¢ = 0 que é chamada de equacdo caracteristica
associada & equacdo diferencial. Se )\ é raiz da equacdo caracterfstica, entdo y = e
é solucao da EDO. As demonstracoes destes fatos e dos que se seguem nesta subsecao

encontram-se em Boyce-DiPrima (2)).

Considerando as rafzes \; e Ay da equacio caracteristica al? + b\ + ¢ = 0 existem trés

situagoes possiveis:
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e Se Vb2 — 4ac > 0. Neste caso, a solucao da EDO ay” + by’ + cy = 0 é dada por:

y(t) = C’le’\lt -+ CQGAQt; (32)

e Se Vb%2 —4ac = 0, isto é, \; = )y, entdo a solucao da EDO ay” + by’ 4+ cy = 0 ¢é
dada por:
y(t) = CreMt + Cote™; (3.3)

e Se Vb2 —4dac < 0, entdo A\ e Ay sdo da forma a £ (i e a solucao da EDO
ay” + by +cy =0 é:

y(t) = Cre® cos(Bt) + Cae™ sen(Bt); (3.4)

sendo C e Cy constantes.

Neste terceiro caso foi utilizada uma identidade bastante importante, conhecida como,
Férmula de Euler, cuja demonstracao também se encontra em (2)). A identidade diz
que:

e = cos(t) 4 isen(t). (3.5)
Teorema 3. Ezxisténcia e Unicidade. Considere o PVI (Problema de Valor Inicial) a
seguir
y' +p)y +a(t)y = g(t)
y(to) = yo ; (3.6)
Y (to) = m
em que p, g e g sao continuas no aberto I que contém o ponto ty. Sendo assim, existe uma

tnica solugao y = y(t) para este PVI e ela existe em todo o intervalo I. A demonstragao

deste teorema pode ser encontrada em (5).

3.5 Espaco de Schwartz

O Espago de Schwartz, que serd denotado por S(R"™), é muito importante para este

estudo, pois nele a Transformada de Fourier fica bem definida.

Definigao 22. Uma fungao ¢ € C*°(R") é dita ser rapidamente decrescente no infinito

se para cada P : R" — K polinomio e cada o € N", ser valido que

lim P(z)(D%p)(x) = 0.

[[]|—o00

Assim, define-se

SR") ={¢:R" =K | ¢ e C®eyprapidamente decrescente no infinito} .
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Observe que as fungoes em S(R") tendem a zero em +oo rapidamente, o que é muito
interessante, e se torna ainda melhor pelo fato de que, ¢ — 0 quando |x| — 400, mais
rapido do que o inverso de qualquer polinomio. Conforme Iério (1991) (9)), 7O espago de

Schwartz é "feito sob medida”para o estudo da transformada de Fourier”.
Lema 1. Seja ¢ € C*°(R"). Entao, sdo equivalentes:
(i) ¢ € S(R");

(ii) Para cada k € N, existe uma constante ¢ = ¢ tal que (1 + HIHQ)k 1D ()| < cx,
para todo x € R", para todo o € N" e |a| < k.

Demonstragao.

(=) Supondo que ¢ € S(R"™), seja k € N. Sabe-se que Py(z) = (1 + ||lz[|*)* é polinomio
em R". Seja a € N, por hipdtese, lim Py(x)D%(x) = 0. Entao, dado ¢ = 1, existe
R. > 0 tal que i

Pr(@)|D%(x)] = |Pr(z) D% (2)] < 1

se ||z]] > Ra. E claro que Ry = R(a, k). Seja R = lmlé?]iRa = 0 < R < +o0.

Sendo assim, Py(x)|D%(z)| < 1, se ||z|| > Re |a| < k.
Como P, D%p é continua, entdo existe my > 0 tal que Py(z)|D%(z)| < my < oo, em

que, mi = maxmiq, 2] < R e Vo € N, Jo| < k.

lal<

Por fim, tomando ¢, = max{1, m}, entdo
(1+ [2]>)" |D%(z)| < &x, V2R, YaeN" e |a| <k.
(<) Seja p € C(R") tal que para cada k € N, existe uma constante ¢ = ¢ tal que
(1+ 2])" |D%(z)| < &x, Yz €R", YaeN" e |a| <k. (3.7)

Sejam «, 5 € N". Para provar que ¢ € S(R"), é suficiente provar que 2°D"p(z) — 0,

se ||z|| — oo, sendo que % = z{'x5? .. a0, para & = (T1,...,T,) e @ = (Qq,..., Q).

Seja k = max {|a| + 1, |5]}. Usando (3.7) obtemos

2 DPp(z)] = [a°]|DPp()]
< lz][ @ DPp(x))|
< lzf*H D ()]
. (1+ [|=]?)"
= [lz|* D p(z)]
(1+ [[z]2)
K [ 1
1+ ||z[?)" | DPp ()] —
( ) 1+ 22 @+ [z]?)
(e 1

A T A+ =)
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para todo x € R" e ||z|| > 1, para alguma constante ¢, > 0, pois || < k.

Observe que:

1
T
Logo,
Do) < 2 WaeR e faf > 1
T o(z)] < ———=, x e |lz|| > 1.
e

Portanto, 2* D’ p(z) — 0, se ||z|| — oo, isto é, ¢ é rapidamente decrescente no infinito

e, assim, ¢ € S(R").
Observagao 3. S(R") é um espago vetorial sobre K (R ou C).
Defini¢ao 23. Norma em S(R"). Para cada m € N, define-se:

pm(w) = sup sup (1+ [[z]*)™ [Du(x)|

|a|<m z€R?

para u € S(R"). Do lema anterior, p,, : S(R") — R" estd bem definida.

Definigao 24. Métrica em S(R"). Define-se d : S(R™) x S(R"™) — R" por

d(u,v) = ZO 2_’"%.

Observagao 4. Existe mg € N tal que 6(z) = (1 + ||lz||*) """ € LP(R"). De fato, observe

que, se n > 2, tem-se que:

[ = / (1+ ef?) ™ de
Rn
- / / (1 [l2?) ™ dsodr
0 [|lz||=r

_ /O (1+r%)""™ (/Hx:r dsr) dr

= / wyr™ (1 + T2)_m0 dr
0

em que w, = / ds e, claro, 0 < w, < 4+00. Assim, se n > 2, tem-se que:
[lzll=1

n—1

J = N 1 2\ —Mo nfld — n/ r—d <
w/o (—l—r) r r=uw ; (1+T2)m07” +00
n
se 2mp—(n—1)>1 = mo > 5.
Caso se tenha n = 1, entao:

/(1+|x|2)m0da¢:/ (1+x2)m°dx:2/ (14 2%) ™ de < +o0
R 0

se 2mg > 1 ou m0>§.
Desse modo, conclui-se que 6(z) = (1 + [|lz||*) """ € LP(R"), 1 < p < 00 se myg > 23
p
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Lema 2. Toda funcdo do espago S(R") é uma funcao de LP(R").

Demonstracao. Seja mg > QE, entdo 0(z) = (1+ [|lz]|*) ™" € LP(R™). Seja u € S(R™).
p

Como u é mensuravel (continua), tem-se que

u@Pds = [ U+ LalPyrlu@)P(L+ o) 0da

Rn

= / (14 [l u(@)] ] (1 + [|]) """ da

< A [ [0 el da
= (W) 612, gy < +00,
pois
Pmo(u) = sup sup (14 [[z]|*)™|D%u(x)]

|a|<mg z€R™

sup (1 + [[[|*)™ ()]
zeR™

> (L[l u(@)].

IV

Logo, u € LP(R").
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4 Transformada de Fourier

Neste capitulo serao definidos e enunciados importantes resultados sobre a Transfor-
mada de Fourier, que é uma ferramenta fundamental para este estudo, pois através dela
estudaremos as solugoes de algumas equacoes diferenciais e o comportamento assintotico
da solucao da equacao da onda. Os conceitos e resultados deste capitulo podem ser

encontrados em Adams (1), Dautray-Lions (6) e Evans (7).

Definicao 25. A transformada de Fourier de uma funcio u em L'(R™) é denotada por

i, ou ainda, Fu, e é definida por:

1

Eu)w) = s [ ey

sendo x = (21, ..., 2), Yy = (Y1, -, Yn) € TY = T1Yy1 + -+ - + TpYn.

Tem-se que Fu estd bem definida para v € L*'(R"). De fato, como u é mensuravel,
entdao u(y)e ™ também é mensurdvel para cada r € R" fixado. E ainda, como
u € L'(R™):

[ ety = [ Jutw)ldy < o

Assim, u(y)e ™ € L'(R") e (Fu)(x) € K para cada x € R". Além disso,

|(Fu)(x)| = (2m) 72

[ e matnay| < @ ol (41

ou seja, Fu € L=(R").

Observe que a aplicagao

F:LYR") — L*(R")

u — Fu

¢ linear e continua, sendo que a linearidade segue diretamente da linearidade da integral

e a continuidade de (4.1)).

Definigao 26. Seja IF : L}(R") — L>(R") dada por:
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A aplicacdo Fu é denominada Transformada de Fourier Conjugada. Observe que

Fu = Fu, pois:

(Fa)(z) = (Fu)(-x)

Definicao 27. Seja J : R" — R" a aplicacao identidade. Dessa forma, tem-se que
para todo z = (x1,...,2,) € R" e a = (ay,...,qa,) € N" fixado, J%(x) = z%, ou seja,
JYx) =2t - x? . oxnn.

n

Observe que sao verdadeiras as seguintes afirmagoes:

o J(ix) = (ix)® = (iz1)* - (i2)°2 ... (izy)*" = i1z

o JY—z) = (=1)llz>;

o [J@)| = Jaft . apr = | < |l = [l

sendo |a| = a3 + as + -+ 4+ «a,,. A aplicacdo identidade serd utilizada na Proposicao (1] e,

consequentemente, em varias partes do trabalho.

O resultado a seguir é 1til para derivar sob o sinal de integragao.

Lema 3. Seja ' : U x V — K uma funcao mensuravel com U e V abertos de R" e R™,

respectivamente. Suponha que

(i) Para cada y € V a funcdo F(-,y) : U — K é de classe C'(U);
(ii) Existem fungdes g,g; em L'(V), com j = 1,...,n, tais que |F(z,y)| < g(y) e

oOF .
—— @y <lgil, YyeV e j=1...,n
8xj

Entao, a funcao f(x) = / F(z,y)dy é de classe C*(U) e ﬁ(.’/E) = / a—F(aj,y) dy,
v Oz v 0z,

parat=1,2,... n.
A proxima proposicao é uma das mais importantes, sendo frequentemente utilizada,

como na Secao [5.1, quando a transformada de Fourier é aplicada a equacao da onda.
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Proposicao 1. Para todo u € S(R"), tem-se que:
(i) D*(Fu)(z) = F((=iJ)*u)(z) e D*(Fu)(x) = F((i])"u)(@);
(it) F(Du)(z) = [(i)*(Fu)](z) e F(D)(x) = [(=i])*(Fu)](x).

Demonstracao. Sera feita a demonstracao somente para Fu e para n = 1. Para os

outros casos é analoga.

(i) Seja u € S(R) e F(x,y) = u(y)e ™, 2,y € R. Tem-se que F € C'(R x R),

|F(z,y)| < |u(y)| = g(y) € L'(R)

\g—f@,w' = |~ iyu(y)e ™| = lyu(y)| = 9:() € L'(R).

Logo, pelo lema anterior,

@)= [ Py = [ utg)e vy,

R

é de classe C'(R) e, para todo » € R",

%(w) Z/ i (u(y)e™) dy = /(—z’y)u(y)e—“ydy_

g dx R

Isto significa que Fu € C'(R) e di(IFu)(a:) =F ((—iJ)u) (z). Como (—iJ)u € S(R), pelo
T
que foi provado, obtém-se

2 (Fu)(r) = F (~i)u) () € C'(R)

2
L Fu)(w) = R (i) () = F (i u) (2).
Prosseguindo com esse raciocinio, conclui-se que Fu € C*(R) e que

D*(Fu) = F((—iJ)®u), Ya€N.

(i) Seja u € S(R). Integrando por partes, tem-se que

b b
/ u'(y)e ™ dy = u(b)e ™ — u(a)e " + / (ix)u(y)e "“dy.
Como u € S(R), tem-se
lim u(b)e ™™ = lim u(a)e ™ = 0.
b—o0 a——00

Assim,
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logo,

F (Z—Z) (z) = iz(Fu)(z), ¥z eR.

Repetindo esse raciocinio o € N vezes, conclui-se que
F(D%)(x) = [(iJ)* (Fu)](z).
Lema 4. Para todo u € S(R") tem-se
(L+12l?)" (Fu)(z) = F (I — A)"u) (x).

Demonstragao. Para provar este lema, serd utilizada a proposicao anterior. Note que

"L 9%u

() e

j=1

= —l]* Fu(z),

com a; = (2,0,...,0), as = (0,2,0,...,0), ..., a, = (0,...,0,2). Entao, tem-se que
F(—Au)(z) = ||z||*Fu(z), para todo € R™. Logo,

l>

F((I=A)"u)(x) = F((I-A)I=A)""u) (@)
= F(I-2)" u—A(I-A)""u) (2)
= F(I-2)"" )( )+ 2l F (I = A)" ) ()
= (L[l F (1 = 2)"  u) (2).

Repetindo esse resultado, obtém-se que

(L+l12l?)™ (Fu)(z) = F (I — A)"u) (x).

Observacao 5. Para m > my, existe constante ¢,, > 0 tal que
(L+ [l2l?)™ (I = A)"[ T () = (1 + [|l2]*)™ (T = A)" [z "u(2)]) < Enpam(u)

para todo u € S(R") e |a] < m.
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Proposicao 2. Para cada m € N, m > my, existe uma constante ¢, > 0 tal que
(1+ [2]*)™ [D* (Fu) ()] < cnpam(u)
para todo u € S(R") e |a| < m.
Demonstracao. Da Proposicao [1| tem-se que
(L+ [l2]*)" 1D (Fu) ()| = (1 + [l2]1*)™ [F((—=i])*u)(z)] .

Utilizando o Lema [ obtém-se que
(L +[l2l?)™ [F (=) u) ()| = [F (1 = A)"[(=i])*]u) ()]
e da definicao da Transformada de Fourier e da observacao anterior, tem-se:

(—i)*u)(y)e"Vdy

_n

NJ

\\\

(1 +[l2])™ [D*(Fu)(2)| =

<

“u)(y)| dy

1+|IyH Tyl = Ay (e

_n
2

\ 3

< Oy Lot JCRAER™

= (QW)_%émpi%m(u)||9||L1(R") = CmpPam(U).

Lema 5. Se u € S(R"), entdao Fu, Fu € S(R").

w)(y)| dy

Demonstragao. Seja mg € N tal que §(x) = (1 + ||z|*)"™ € L*(R"™). Observe que se a

desigualdade da Proposicao [2| vale para m > mg, entao também vale para m < mg, pois,

se m < my, tem-se que

L+ 112%)™ [D*(Fu)(2)] < (1 + [l2]*)™ [ D (Fu)(@)| < Cimopzmo(u),

para todo || < mg. Sabe-se que Fu, Fu € C®(R"), para todo u € S(R") e, desse modo,

segue do Lema (1| que Fu € S(R™) e, de forma ansloga, Fu € S(R™).

Lema 6. Para todo u,v € S(R"), tem-se que

| s En@edy = [ e+ y)E )y

Demonstragao. Tem-se que:

[ stEawera = [ o (@0 [ aeea:) dnay

u(z)(2r)"% ( / n v(y)eiwe—izydy) dz
u(z)(2r)"3 ( / ) v(y)e‘i(z_x)ydy> dz
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em que, no ultimo passo, fez-se a mudanca de variavel z = x + .
Proposigao 3. As aplicagoes

F: S(R") S(R™)

—
u — [Fu

F:S(R") — S(R")
u — Fu
sao bijetivas e F~! = F.

Demonstracdo. Inicialmente, serd provado que FFu = u, para todo u € S (R™). Con-

2
_ ll=ll

sidere p(z) = e 2~ € S(R"). Sabe-se que / o(x)dr = (27)2 e (Fp)(z) = ¢(z).

n

Seja e > 0 e v.(x) = p(ex). Aplicando a Transformada de Fourier e, apropriadamente,

fazendo a mudanca de variavel z = ey, tem-se que:

w3

Flo)@) = (@m0 [ o)y
/ pley)edy
= (27)°% /Rn e p(2)e w2 dz

= 5‘”(27?)_3/ o(2)e % dz

0|3

= (2m)”

Observe que v. € S(R"), pois, v:(z) = p(ex). Usando o Lema [0 tem-se que
/ ) ve(y) (Fu)(y)e™dy = /R _u(z +y)(Foe)(y)dy.
Assim,
| een@iwenay = [ s peme (L) ay
- / ufe + e2)p(2)dz

- . ‘s Y
em que, na ultima igualdade, fez-se a mudanca de variavel z = =.
€

Tomando agora o limite com ¢ — 0:

| commedy = [ uws)a

n
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Como ¢(0) = 1, obtém-se:
/ (Fu)(y)e™dy = u(z)(2m)2, Yz eR™
Portanto, F(Fu)(z) = u(z), para todo = € R™. Logo:
FFu=u, Yue SRY.

E, também,

FFu = FRu = FFu = FFa = T = u.
Logo, [F é bijetiva e F é a inversa de F, isto é, F~' = F.

Proposicao 4. Transformada de Fourier de wma translacio. Se f € L*(R"), entdo

F(f(z —a))(€) = e *F(f(2))(€) e
F(e f(x))(€) = F(f(2)(—a).

Demonstracao. Da definicao da transformada e, logo apéds, fazendo uma mudanca de

variaveis, tem-se que:

F(flz—a)(€) = (@72 | fly—a)e dy

|3

= (2m)" fly)e “Wragy
Rn

= R [ ey
— (S ())(6).

Assim, fica demonstrada a primeira formula. O segundo caso é obtido de forma direta,

pois:

P f@)(e) = (2m)F [ gy

w3

= @7 [ ey

= F(f(2)(€ - a).

Teorema 4. Se f : R — R é uma funcao absolutamente integravel, entao sua transfor-
mada de Fourier f : R — C é uma funcao continua e limitada. Se, além disso, f for

absolutamente integravel, entao f é continua.

Definigao 28. Produto de Convolugao. Dadas duas fungoes f e g em S(R"), seu produto

de convolugao é definido por

(fxg)(z) = . f(x—y)g(y)dy.
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Tem-se que fxg = g f e [(f*g)(x)] < (max[f(z)]) [ |g(y)ldy < oo, pois [ ¢
Rn
limitada e g € L'(R™).

Proposicao 5. Se f e g estiverem em S(R"), entao
() D(f % g)(x) = [(D*F) % 9] (x) = [f * (D)) (2);
(i) fxge SR™).
Proposicao 6. Para todo u,v € S(R") valem as seguintes relagoes:

(i) (u,v)r2 = (Fu,Fv)2 = (Fu,Fv)2, conhecida como identidade de Parseval, sendo
(u,v)2

= . u(z)v(x)dx.
(i) F(u*v) = (27)2 (Fu)(Fv) e F(u*v) = (27)2 (Fu)(Fv).
(iif) F(uv) = (27)72 (Fu) * (Fv) e F(uv) = (21)73 (Fu) * (Fv).

Teorema de Plancherel. Existe uma aplicacdo linear e continua F : L*(R") — L*(R"™)

com as seguintes propriedades:
(i) (Fu, Fv)e = (u,v)r2, Yu,v € L*(R") (Parseval).
(ii) F é bijetiva e se (Fu) = (Fu)Y, entdo F~! = F (sendo 2V (z) = z(—x)).

(iil) (ux*v)(x) = / (Fu)(y)(Fo)(y)e™dy, Yu,ve L*(R").

(iv) Fu=Fu e F=TF, seu e L}(R") N L*(R").

(v) Fu= lim F(uXp(,)) € L*(R"), Vue L*(R").

V—00

sendo Xp(o.) a fungao caracteristica da bola com centro na origem e raio v.
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5 Equacdo da Onda

Neste capitulo, usando a transformada de Fourier, vamos estudar propriedades de
decaimento para uma equagao de onda dissipativa em R". Na préxima secao vamos obter

uma representacao da solucao da equagao da onda no espago de Fourier.

5.1 Solucdo da Equacdo da Onda

Considere a equacao da onda descrita a seguir:

e (t) — Au(t) + u(t) =0
u(0,2) = ug(x) (5.1)
u (0, 2) = ug(x)
em que u = u(t,x), com (t,z) € RY x R". O termo wu(t) representa uma dissipacao
friccional (ver Secao [5.2)).

Assumindo que os dados iniciais ug e u; sdo suficientemente regulares, aplica-se a

transformada de Fourier e, usando o fato de que ela é linear, obtém-se:

—

Uy (t) — Au(t) + () = 0
@(0,&) = 11 ().

Da Proposicao , sabe-se que —Zu\(t) = —(il¢])*a(t) = |¢]*a(t). Logo:

U (t) + [ 0(t) + u(t) = 0
@(0,€) = ap(€) - (5:2)
(0, ) = 1 (§).

Deste modo, tem-se uma equacao ordinaria em ¢, cuja equagao caracteristica é
2 2
M+ =0,

e, resolvendo esta equagao, encontra-se:

I EXVAErIE

A 2

Ha& trés casos possiveis:
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1
e Sel—4[¢* =0, entdo A\ = Ny = —3 De 1’ a solucao da EDO é dada por
a(t) = A(©)e 2" + B(&)te 2", (5.3)

Usando que 4(0,&) = 1g(&), obtém-se A(§) = ug(§).

Substituindo em ([5.3) e derivando:

w(t) = —QOT@eéf 4 (1 _ %) B(&)e .

Usando agora que (0, ) = 4;(§), tem-se:

Portanto, para este caso, tem-se:

a(t) = to(€)eH + (m(&) n @059) e ¥,

-1 —1+4|&J2 - 1 — /=1 +4l€2-4
o Se 1 —4[¢[2 < 0, entiio Ay = ——V 2+ P VoL AP0

B 2
Logo, de (3.4, tem-se que a solugao é da forma:
=1+ 4[E)? =1+ 4[E)?
u(t) = A(f)e_%t cos <+’§‘ : t) + B(f)e_%t sen <+|€| : t) . (5.4)
Usando que 4(0,€) = 4p(&), tem-se que A(§) = to(§).
Derivando agora u(t) e ja fazendo a substituicao A(§) = o(€), tem-se:

PR (3 <\/—1+4\f|2.t>

2

(€ VIIEHRE (_H I )

- 2 2

BE) 1 <\/—1 AP ,t>

2

+ B()e 2! VLAl cos (—\’_1+4|£|2t> .

2 2

=1+ 4|¢)?
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e, logo:

_ 2in(6) +in(6)
N

Portanto, a solucao para este caso é dada por:

B(¢)

2 2

a(t) = fig(€)e 2" cos <@ : t) +2ﬁ1(§) + () e~ 3t sen (@ : t> :

VAP

14 /T 4Ep 1 — T4
Se 1 —4[¢]> > 0, entdao A\, = i 5 d e Ay = 5 ‘ﬂ

Logo, de (3.2)), tem-se que a soluc¢ao é da forma:

(), g (2=

a(t) = A)e +B@J ’
Usando que 4(0, &) = uo(&), obtém-se
A(§) + B(&) = to(§)

Derivando agora (5.5)), tem-se:

(5.5)

(5.6)

e A T G e \/1—74|£|23(€)€(1 )

(t) 5 A(©)e + 5

Usando que 4:(0,&) = 41(€), obtém-se:

ine) = VT g ¢ LoV A gy

2

1 1—4£)2
Multiplicando 1} por + 5 <l e somando com 1} encontra-se:

VI aERA(e) = TEVITHER S o e,

2

Obtendo: ~ )

20 /1T— 4¢P 1— 4¢P

De (5.8) e (5.6)), tem-se:

L—4gP) w(§)
B = - Up - .
(€) <1 5 1—Mﬂ2> (€) T 1

Por fim, chega-se que a solugao deste terceiro caso é:

i) = <1+ L AR, (g)+ﬁ1—(5)>,6(1+¢;f*7§'2).t

1—4ee " 1— [P

(5.8)

+<<1_ 1+\/1—74!£\2> ao(g)_ﬁl—@) ‘6(%1%2)5

2/T— 4¢P

V1 —4l¢f?
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5.2 Taxas de Decaimento

Até o presente momento, foi obtida uma representagao da solugao no espaco de Fourier.
O objetivo desta secao é estudar o comportamento assintético da solugcao e da energia
associada a equacao da onda.

Entao, retornando a equagao , multiplicando-a por u;(t) e integrando, tem-se:

1d

—— |ug (1)) dw — / Au(t)uy(t)dx + lug (t)|*dx = 0.
2 dt R’!L n

R

Pela identidade de Green (13]), obtém-se:

1
—/ Au(t)u(t)de = Vu(t)Vuy(t)de = 1d |Vu(t)|*ds.
n R 2 dt R
Logo,
d1
75 [ Hw@F +[Vu@)Pde + [[u )]z = 0.
R

1
Define-se E(t) = 5 {|us(t)|? + |Vu(t)]*}dz como sendo a energia total do sistema.

Assim, de forma mais simplificada, pode-se escrever:

d
EE(t) + [Jug () ||22 = 0.

9 . . d , .
Como |lu(t)]|72 é positivo, entao %E(t) é negativo e, consequentemente, tem-se que

E(t) é decrescente. Portanto, esta fungao possui um certo decaimento, e este comporta-
mento dela, é o que serd estudado a seguir usando o método dos multiplicadores.

Considere a equacao da onda no espaco de Fourier:

U (t) + [ 0(t) + tu(t) = 0
@(0,€) = ap(€) : (5.9)
(0,€) = ().

Tomando o produto interno da equagao em (|5.9) com @ (t):
fttt(tmt(t) + |§|2d(t)at(t) + !ﬂt(t)l2 = 0. (5-10)
d ..\ Lo .
Tem-se que %]v(t)\ = 2Re(0(t) - 14(t)), pois:

dy o ood
p o(t)]" = %(U(t)'v(t)) = 04(t)-0(t)+0(t)-0:(t) =

Entao, considerando a parte real da equagao ([5.10)), obtém-se:

(t) - 0(t)+0(t)-0r(t) = 2Re(0(t)0(t)).

&

1 d ~ 2
T t
5 @@ +

1d

IR + i) = 0. (511)
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Integrando ((5.11]) em (0, %), obtém-se:
NPT IPATIP RN L 2 Lo Lo 2
Sla()” + SIEF1a@)] + [ [a(s)*ds = Slaa|” + 51§17 ol (5.12)
2 2 ; 2 2

Multiplicando (5.11)) por (1 + ¢) e integrando por partes:

(1+1)
2

1 ~ 12 1 215 |12 1 ‘ ~ 2 1 ! AP 2
= Sl IRl + 5 [ i) Pds+ 5 [ JePlaGs)Pds
0 0

11 1 [
< (5 n z) (i +IgPaaf) + 5 [ It (5.13)

Esta ultima desigualdade vem diretamente de (5.12)).

Na sequéncia vamos limitar a integral do lado direito da estimativa acima por uma

@ + S5 0P + [0 lado)Rds

constante que depende dos dados iniciais. Para isso, tomando o produto interno da
equacao 1’ com (t) obtém-se

dg(t)a(t) + [€1%[at) > + d(t)a(t) =0,

que pode ser reescrita como

d ~ RN ~ ~ ~ Y
Z(@@®a(t) = ()] + [Pl + at)at) =0,
ou ainda,
d,. . —— . ol g  Ld
5 (@)a(t)) = @)+ [Fa@)]” + 5= la()]” = 0. (5.14)
Integrando agora em (0, 1), tem-se:
a2y JBOP 1 s — PR
/O (€1 a(s)"ds + =57 = Slao]" — (@ (t)a(t)) + (dnto) + i e (s)|"ds.— (5.15)
Observe que
— 1
Urtlg < < |tg]® + §|ﬂ 2

e de (5.12),

N s L. N N L.
—i(t)a(t) < )] + e < i + €l + Zla@).
Ainda da equagao ([5.12), obtém-se que:
f 2 Lo Lo o
| (s)|"ds < §|U1’ + §’f| | o] "
0

Considerando as trés estimativas acima em (5.15)) tem-se que:

¢ g2
. au(t 1. . . 1.
/ |§|2|U(3)|2d3+—| (2)| < §|u0|2—|—|u1|2+|§|2|u0|2—|—é—l|u(t)|2
0

1 1 1 1
+§|ﬁ1|2 + §|17J0|2 + §|ﬁl|2 + §|§’2|ﬁ0|2>
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isto é,
L at)* X 312
/ €)% |0(s)Pds + | (4)| < |t + 2|t |* + §]§|2]u0|2. (5.16)
0
Portanto, de (5.13]) e (5.16)), tem-se que:
1+1) . 1+t ) ! .
D aor + S5 ipiamp + [ 0+ olas)rds
1 1 . . 1/, . . 3 .
< (5+7) (ol + PlaoP) + 5 (1a0P + 200 + SiPlanl ).
ou ainda,
1+1) . 1+t X ! . 7. I 3, 0.
LD ol + D epiar + [0+ ol Pas < Jlinf + glaol? + S1efliol.
2 2 0 4 2 2
(5.17)
Pela desigualdade acima, conclui-se que a densidade de energia, definida por,
E(t —lAtZ E 2la(t)]?
(1,€) = 5 la(®) + 5 €P1a(0)]
. . . . : C
possui um decaimento menor ou igual a uma funcao do tipo vy(t) = 77 sendo C'

¢ uma constante que depende dos dados iniciais. No que segue, vamos melhorar essa

estimativa e provar que a densidade de energia decai para zero mais rapido do que a funcao

nlt) = —
T A+
Retornando a equacio ([5.11]) e multiplicando-a por (1 +¢)?, obtém-se:
A+ d . e A4 d o0 o 20 (12
D i) + 5 SIEPa) P + (L 0Pl = 0.

Integrando por partes esta nova equacao, tem-se:

(1+1t)?
2

a0 + PR + [ PP

t

1 1 t
=l 3leRlaf + [ 1+ lu)Pas+ [ 1+ olePluts)Fas. (19

t
Observe que /(1 + 8)|ug(s)|’ds ja estd limitado por (5.17). Porém, o termo
0

¢
(1 + 5)%€)*|u(s)*ds ainda ndo havia aparecido em nenhum momento anterior. Para

0
limité-lo, a equagcao (5.14)) serd multiplicada por (1+t) e, a seguir, serd tomada a integral,

resultando em:

[ siepluopas + S awp

1 1 t t
— §|ﬂ0|2 + 5/ |a(s)[2ds + / (14 5)|u(s)|*ds
0 0

—(1+ ) (@ (t)a(t)) + (iato) + /Ot iy (s)t(s)ds.
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Além de outras relagoes utilizadas anteriormente, observe também que

—(L+ ) (@)at)) < (1 +1)|a )+ %(1 +t)|a(t)|?

/Otut()()ds< /|ut J[2ds + = /lu )[2ds.

(1+1)
2

e que

Logo,

/O 1+ 8)lellas) s + D jag

1 1 [t
ol + sl |* + slaol* + 5 [ |a(s))*ds
2 2 2 2 /o

-|-/O (14 8)Jie(s)[Pds + (1 + 1) | (t) |

(1+t (t)|* + /|ut )Pds + = /|u )|?ds.

1
Observe que o termo —(1 + t)|a(t)]* serd absorvido pelo lado esquerdo, e ainda, de

(5.12) e de (5.17)), obtém-se:

! ) 1+1),. b ) 17 . 13, .
[ a+oleplacrds + S awp < [ ats)as + 2o + i+ Lol
0 0

Considerando a desigualdade acima e (5.17) em (/5.18|) obtém-se

(1+)

(407 [ faPdg + 1+ 1) /|§\| s+ S [ o

2 26 )
< 2/ [a(s)|*déds + 7/ 1€)? |di0|2dé + 7/ \a1\2d5+ 5 |aol*d¢. (5.19)
0 JRm Rn R R

t
Falta entao limitar o termo / |i(s)[2déds. Para |€] > 1, tem-se por (5.16]) que
0 Jre

t I 2dd t 2| 2dd
/OAZJu(S)l tds < /0/|521’§‘ li(s)[dEds

X X 3 .
< [ taopdere [ jalde+ s [ jePlaodg
1€1>1 [€]=1 [€1=1

. N 3 _
< [ fwaPacez [ P+ [ (PP G20
Rn Rn Rr
Assim, falta apenas limitar o termo / / (5)|?déds.
€<t

Dividindo a equacao por |£]%, obtém-se:

L4 ) _ A 1 d . _|ﬂt(t)|2
Wmt(t)u(t)) HOF + g 12O =
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Integrando em [¢| < 1 e (0,1):

! 1

L aerasas s 5 [ teracrae

_17 -2~ |2 . [ —2/( A 7N
=5 [ [ i)

-2 " déd .
*/M’f‘ ds+//£<lra\ 1 (s) [2deds. (5.21)

Agora, dividindo (5.12)) por [£|? e integrando em [£] < 1, tem-se que:

1 Cora ) 1 o t e ,
2 (B de + 3 d J(s)[2ded
Q/I)E'Sl €172 e (t)] €+2/|£|g1 li(t)] §+/0 /§|§1 1€]~2|is(s)[2deds

1 L 1 A
= —/ €] 2IU1|2d£+—/ |tig|*dE. (5.22)
2 Jig<a 2 Jig<a

Observe ainda que

PR vy _9x 1 _os
- [l @eama < [ e taopas+ g [ leaope 6.9
[€1<1 l€1<1 l§1<1
Usando (5.23) e (5.22) em ([5.21)), obtém-se que:

1 X
[ [ iaeas 3 | el
1€1<1 |€]<1
9~ 5 9 3 N
<[ raoPde+ s [ jetapde [t
1€1<1 1€1<1 |€]<1

Por fim, é necessario garantir que / €72 o |2 dE e / €| 72|, |2 d€¢ sejam limita-
|€]<1 l§1<1
dos. Para tanto, pode-se verificar que:

[ terapde < g [ et
l§1<1 lgl<1

1
= H&ZH%M// r—2dsdr
0 Jigl=r

1
= cn||ﬁl|]%oo/ r 23y
0

1
= cn||az|]%oo/ " 3dr
0

& N
= O a3,

para ¢ = 0,1, sendo ¢, ¢ uma constante e assumindo que n > 2. Dessa forma,

/ /|<1 s)Pdeds < —

5 ¢ 3
Mol + 25 i3 + 5 / it 2.
L= qn—2 L= 4 Jan

n
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Usando a desigualdade acima e ((5.20]) em ([5.19)) concluimos que

et [ JaoPde + e [ 1ePlacopds + S0 [ jacpag

27 R . 17 R
<20 [ \eplaoPde + 17 / g 2de + / it 2l
2Ch . 9 5 ¢, .12
2 ol + 5 = e

Segue da estimativa acima e da identidade de Parseval (ver Proposicao @ o seguinte

resultado:

Teorema 5. Seja n > 3 e u = u(t,z) a solugao do problema (5.1). Assuma que
ug,u; € L*(R™) N L'(R™) e Vuy € L*(R™). Entdo existe uma constante C > 0 tal
que

B() < O { JuollEige + hige + [ VuolZ} (14872 W20

lu@)lZ> < C {lluolliinre + llurlZing: + I Vuollze} (14671 V>0,

Os resultados obtidos no teorema acima nao sao 6timos, isto é, é possivel, através de

outras técnicas, obter taxas ainda melhores de decaimento (ver (4))).
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6 Consideracoes Finais

As Equacoes Diferenciais sao de suma importancia tanto para a matematica pura,
efetuando assim um estudo mais voltado para a area da Anadlise, quanto para a aplicada,
podendo-se trabalhar com diversos problemas fisicos, por exemplo. O presente trabalho
teve um carater mais voltado para a Analise, estudando a existéncia da solucao da Equacao
da Onda com dissipacao, e também o seu comportamento assintético ao longo do tempo.

O estudo da Transformada de Fourier foi crucial para a elaboragao deste trabalho,
sendo que, por este motivo, foi dedicado um espago para a apresentacao dos principais
lemas e proposi¢oes. Como pode ser observado, dentro do espaco de Fourier, a analise do
comportamento da solucao, pode ser feita de modo muito mais simples e sucinto.

Ao aplicar a Transformada de Fourier a Equacao da Onda, foi obtida uma EDO mais
simples de resolver que a EDP original. Resolvendo-a, foi encontrada a solucao explicita
da equacao no espacgo de Fourier. A partir disto, é possivel fazer varias andlises sobre essa
solucao. A escolhida neste trabalho foi sobre o seu comportamento assintotico.

No espaco de Fourier, foi feita uma anélise do decaimento da energia e da solucao da
equagao da onda. Manipulando de forma adequada os termos da equacao e utilizando

o método de multiplicadores, foi possivel provar que a energia possui um decaimento

mais rapido que uma fungao do tipo v (t) = m, enquanto que, como consequéncia,
também se obteve para a norma da solugao um decaimento mais rapido que o de uma
C

funcao do tipo vy(t) = 17

Deste modo, obtém-se o comportamento assintético da solucao da Equacao da Onda,
que é uma equacao de evolucao, e representa toda uma classe de funcoes hiperbodlicas.
Essa analise foi feita no espaco de Fourier, porém, os teoremas mostram que os resultados
podem ser estendidos para o R", onde estava originalmente.

Por fim, ressalta-se mais uma vez a relevancia do estudo da equacao da onda, no
sentido de que interessa muito aos amantes da matematica aplicada, por, inevitavelmente,
aparecer quase todas as vezes em que se estuda fendmenos com propagacao de ondas,
como também para os mais voltados para a analise, podendo aprofundar o estudo acerca

de EDPs hiperbdlicas, por exemplo.
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