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Disefio de modelos de regresion armonica para el analisis de
las sefales eléctricas registradas mediante pruebas de
electrofisiologia ocular.

Christian Canedo Ortega

Resumen

La electrofisiologia ocular se encarga de dar diagnostico clinico a pacientes me-
diante sefiales recogidas de la retina, el cortex cerebral y los mulculos oculares. Se
presenta en este trabajo un analisis de senales PERG (electroretinograma en pa-
tron), obtenidas de pacientes del Instituto de Oftalmobiologia Aplicada de la Uni-
versidad de Valladolid.

Este analisis preliminar se lleva a cabo mediante la metodologia FMM (Fre-
quency Modulated Mobius), un modelo para sefiales oscilatorias aplicado con éxito
en otras sefiales fisiologicas. Ademas se propone en este trabajo una extension del
modelo para errores no independientes y una propuesta para el analisis de sefiales
incompletas.

Palabras clave: Electrofisiologia ocular, Electroretinograma (ERG), Electrore-
tinograma en patron (PERG), FMM.
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1 Introduccion

La electrofisiologia ocular y mas particularmente la electroretinografia, es un campo
de estudio para el diagnostico clinico oftalmolégico. Tiene su origen hace casi 150 afios,
cuando en 1877 [1] se registr6 por primera vez una sefal eléctrica la retina humana. Este
campo ha ido evolucionando, con los avances técnicos y mediante la estandarizacion de
procedimientos, por lo que existe a dia de hoy una metodologia muy extendida para el
diagnostico de enfermedades de la retina.

Las senales obtenidas de la retina aportan una informaciéon indispensable para el
asesoramiento acerca de las funciones mas importantes para la vision [2]], por lo que un
analisis correcto de estas es primordial. En este trabajo se estudian los electroretinogra-
mas en patron (PERG), los cuales sirven fundamentalmente para recoger la respuesta de
la zona mas importante de la retina para la vision, la macula.

Las caracteristicas de este tipo de sefiales hacen propicio el uso del modelo FMM (Fre-
quency Modulated Mobius) [3]], el cual ha mostrado ya un buen desempefio con otras se-
fales electrofisiologicas como el electrocardiograma [4] y las sefiales neuronales [5], 0 en
cronobiologia. En contraste con otros modelos y técnicas de aprendizaje, los parametros
del FMM son facilmente interpretables. Ademas, es un modelo capaz de describir una
amplia variedad de patrones asimétricos, que se adaptan muy bien a las sefiales reales
con las que se ha trabajado hasta la fecha.

1.1 Objetivos del trabajo.

Este trabajo plantea los siguientes objetivos,

= Introduccién a la electrofisiologia ocular y en particular a las senales PERG.

» Formulacion de los modelos FMM para el analisis de sefiales. Procedimientos de
estimacion.

» Extension del modelo FMM para errores autocorrelados. Estimacion de los para-
metros del modelo y estudio de simulacion en varios escenarios.

= Solucion para el ajuste del FMM en sefiales incompletas. Posterior validaciéon me-
diante sefiales PERG completas.

» Analisis preliminar de la base de datos de sefiales PERG proporcionada por el IOBA
en el contexto de un proyecto para el analisis de sefiales oculares. En particular, un
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analisis mediante el modelo FMM (y sus extensiones propuestas) en sefiales tipo y
la identificacion patrones en sus ondas.



2 | Electrofisiologia ocular.

En este capitulo se introducen ciertas nociones basicas para el analisis de las sefiales
que se analizan en el trabajo. En particular, nos centramos en el estudio, procesado y
analisis de sefiales oculares que provienen de la retina.

2.1 Estructura de la retina y sus funciones.

El tejido retiniano esta compuesto por varias capas(Fig. donde cada una de ellas
desempena una cierta funcion de la vision [6]]. Por ejemplo, los conos y bastones en la
capa exterior se encargan de responder a la luz externa, siendo los bastones mas sen-
sibles a condiciones nocturnas (visiéon escotdpica) y los conos pueden diferenciar una
amplia variedad de longitudes de onda (deteccion de colores) en condiciones mesopicas
o fotopicas. Otro caso son las células ganglionares (RGC, por sus siglas en inglés), que
son la ultima etapa de procesamiento de la informacion ocular. Cabe destacar la zona
de la retina mas importante, la macula. Es una pequefia mancha con no mas de 5mm de
diametro que es la responsable de la vision central y de detalle. Las patologias mas nota-
bles en la vision estan principalmente relacionadas con enfermedades maculares como la
degeneracion macular debida a la edad [7], que es la afecciéon que provoca pérdida en la
vision mayoritaria en pacientes de avanzada edad, y de la que existen muchas variantes.
Se pueden encontrar otras enfermedades como la Oclusion Venosa de la Retina [8]], que
también se presenta mas frecuentemente en individuos de edades cercanas o mayores a
60 afios, la cual provoca una pérdida repentina de la vision debido a un bloqueo vascu-
lar en el tejido. También hay otras enfermedades, en este caso de naturaleza genética,
que afectan a pacientes mas jovenes como es la enfermedad de Stangardt, en la cual el
individuo padece dificultad para leer o distorsion de la vista.

La deteccion precoz de enfermedades y su analisis es primordial para un tratamiento
eficaz. Dentro de las posibles pruebas para la vigilancia de la retina existen, por ejemplo,
la toma de imagenes del tejido retiniano para su posterior inspeccién por un especialista
o las pruebas de electrofisiologia ocular (registro de sefiales eléctricas) encontramos una
familia de sefiales que sirven para dar diagnostico acerca del comportamiento eléctrico
de las distintas componentes de la retina y por tanto son utiles en el diagndstico de
las posibles enfermedades. En el caso de las sefiales que se analizan en este trabajo, los
retinogramas, estos aportan informacién principalmente sobre las RGC.
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Figura 2.1: Capas de la retina (esquema). La retina estd compuesta por
10 capas con distintos tipos de células en cada capa.

(Imagen extraida de [9]).

2.2 Los electroretinogramas (ERG).

Un electroretinograma recoge la respuesta eléctrica de la retina a un estimulo. Este
es un hecho diferencial con respecto a otras sefales como el electrocardiograma, donde
se registra la actividad natural de el corazon. Es por ello que en los ERGs es fundamental
tener en cuenta el tipo de estimulo con el que se excitan los componentes retinianos,
ademas de las condiciones ambientales en las que se realiza el experimento. Existen dos
tipos fundamentales de estimulos: cambios en la intensidad luminica que incide en el ojo
o figuras/patrones dinamicos. Diferentes condiciones luminicas o estimulos induciran
distintos potenciales en grupos celulares concretos del tejido de la retina. Estos grupos
estan asociados con funciones visuales como adaptacion luminica, deteccién de los co-
lores, visién en general, etc. Instituciones como ISCEV (Sociedad Internacional para la
Electrofisiologia Clinica de la Vision), juegan un rol fundamental para la unificacion de
procedimientos y la fijaciéon de parametros 6ptimos sobre los materiales, las condiciones
ambientales, y métodos en general en la recogida de estas senales [[10].

Las respuestas que los estimulos provocan en la retina no suelen alcanzar los 15 mV'.
Debido a que la amplitud de las sefiales es tan baja, y la cantidad de ruido que existe
en un registro, lo habitual es recoger un numero considerable de registros y hacer un
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promedio sincronizado, es decir, se promedian todas las observaciones que corresponden
a un mismo instante de tiempo. De esta forma, se reducen los efectos del ruido y se
consigue evocar la sefial PERG para su posterior analisis.

Otro aspecto importante a tener en cuenta es que los ERGs comienzan en torno a
un nivel basal que suelen ser los 0 mV, y una vez que termina la actividad eléctrica este
retorna al nivel basal, contado con las pequefas oscilaciones que suelen darse en estado
natural.

Algunas senales, segun la actividad que se busca recoger y como se estimulan los
componentes en la retina son el ERG de campo completo (ffERG), los ERG focal y mul-
tifocal (fERG y mfERG) y el electroretinograma en patron (PERG).

2.3 El electroretinograma en patron (PERG).

En el caso de las RGC, la sefial mas usada para registrar su actividad es el Electroreti-
nograma en Patréon o PERG. ISCEV proporciona unos estandares para el registro de esta
sefial [[11]]. En la figura [2.2] se muestra la morfologia tipica de un PERG sano.

. P50
5_
<
-
> -
S
E .
a0 —
&
< 4 N35 N95
LI L N L L I L L L L LB L B
0 100 200

Time [ms]

Figura 2.2: Patrén caracteristico de un PERG tipico. Destacan las
ondas N35, P50 y N95.

En esta sefal nos encontramos que, empezando en un estado de reposo, la sefial
comienza en el nivel basal. Posteriormente se describe una primera oscilacion negativa
en torno a los 35ms nombrada como N35, que posteriormente nos lleva a la oscilacion
mas pronunciada de la sefal, la P50, la cual es positiva. Por dltimo a los 95ms una tercera
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onda denotada como N95 que describe un minimo y para después recuperar lentamente
su estado de reposo. La etiqueta se refiere a los momentos del tiempo en los que los
puntos criticos de estas oscilaciones ocurren. Sin embargo, el momento del tiempo donde
ocurren estos puntos criticos varia mucho atendiendo al tipo de individuo, la edad, la
presencia de patologias, etc, siendo parametros interesantes a estimar.

También puede ser habitual encontrar una onda positiva posterior a los 130-150 ms
como resultado de la repolarizacion tras el N95. Sin embargo, por la falta de mayor in-
terpretacion fisioldgica no se tiene en cuenta en los anélisis clinicos.

Dos parametros que se han considerado con mas frecuencia en la literatura y que
han demostrado ser utiles en el diagnodstico son las amplitudes de la respuesta en los
tres puntos criticos de N35, P50 y N95 [2][1]. Normalmente, el maximo valor en una
seflal PERG no suele superar los 10 mV y la presencia de patologias suele derivar en una
disminucién en la respuesta.

Las sefiales PERG no tienen unos parametros estandar generales, si no que dependen
de la edad del paciente, de los procedimientos técnicos usados para medir las sefiales y
de la presencia o no de patologias [12]][13]]. En la mayor parte de estudios suelen con-
siderarse individuos adultos, puesto que existen diferencias significativas es las sefiales
PERG entre individuos de distintas edades, en particular la amplitud de las ondas de la
senal decrece con la edad [14]

2.4 Otras senales relacionadas con los PERG.

Este trabajo se limita al analisis de sefiales PERG, sin embargo, es util en el diagnostico
tener en consideracion otro tipo de sefiales, bien para el analisis conjunto con el PERG,
o bien para obtener informacién complementaria.

Las sefiales que mas solemos encontrar con los PERG en la literatura son los VEP
(Potenciales Visualmente Evocados). Estos muestran potenciales de accion recogidos en
el cortex visual, cuyo anélisis suele ir de la mano con los PERG y también suelen incluirse
en estudios clinicos sobre la retina y sus enfermedades. Por lo general se usan para poner
a prueba la integridad funcional de los nervios. El estimulo que se utiliza es el mismo que
el usado en el PERG, por lo que es habitual registrar ambas sefales simultaneamente.
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Figura 2.3: Ejemplo de sefales VEP.

Por otra parte tenemos los electrooculogramas (EOG). Los EOG recogen la actividad
eléctrica de los ojos debido a los movimientos de los mismos. Se colocan electrodos en
zonas cercanas a los musculos oculares con el fin de medir las diferencias de potencia
que se dan entre la retina y la cérnea. Sirve generalmente para detectar enfermedades
como la enfermedad de Best y la enfermedad de Stargardt, que son distrofias del epitelio
pigmentario de la retina o toxicidad en la retina debida a medicamentos.






3 Modelos FMM.

3.1 Senales oscilatorias y conceptos basicos.

Las sefales que se tratan en este trabajo, los PERG, comienzan en un nivel, describen
una o varias oscilaciones y acaban en el nivel inicial. Un ejemplo de sefial PERG real se
muestra en la figura[3.1] en la cual se puede observar como empieza en los 0 mV, delinea
las oscilaciones tipicas como respuesta a los estimulos y recupera el nivel base.

Response (mV)
o

0 50 100 150
Time (ms)

Figura 3.1: Ejemplo de sefial PERG real.

Sea X = (X(t)),..., X(t,)) el vector de observaciones de una sefial PERG para los
intantes de tiempo t = (¢,, ..., t,). En este trabajo se asume que ¢, € [0,27),i =1, ... ,n,
para ello se considera la siguiente transformacion:

(t, = 1) .
t. = T27r, ti S [0,272') 1= 1,...,1’1, (31)

i

donde T es el periodo, que en general lo asumimos conocido, y t;. € [ty,ty + T] son
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los instantes de tiempo reales donde la sefial es observada.

Antes de introducir el modelo FMM, es interesante conocer algunos conceptos mate-
maticos basicos de teoria de sefales de interés para esta memoria. Para estos conceptos
por simplicidad se omitira el subindice en los instantes de tiempo.

Un sistema en el cual una particula vuelve a su estado de partida tras un cierto periodo
es un sistema oscilatorio. Un registro en ese sistema es una sefial oscilatoria. Cuando el
sistema describe una tnica oscilacion, diremos que la sefial que gobierna el sistema es
una sefial oscilatoria simple o senal circular (def.

| Definicion 3.1.  Sefial oscilatoria simple o sefial circular.

u(t) = cos(p(1))

0<ot)<@'(t)<2x, 0<t<<t <2

Por lo general, es ampliamente aceptado que en un fenémeno oscilatorio existe una
sefial compleja subyacente asociada a ese fendémeno.

| Definicion 3.2.  Se dice que S(t) es la sefial compleja asociada a u(t):

S@®) = u(®) +iv(®)

Dada una sefial compleja S(f), una reparametrizacion habitual viene dada en térmi-
nos de la amplitud y la fase. Esta representacion se conoce como modulacion en amplitud
y fase (AM-FM) y es de gran utilidad tanto en la teoria de la sefial como en las aplicacio-
nes practicas [15].

| Definicion 3.3. Reparametrizacion AM-FM de S(t):

S(t) = A(r)e'?®

donde A(t) = \/ 12(t) + v3(t) y @(t) = arctan <%> A(t) se le denomina amplitud instan-
tanea.

Aunque no existe una forma unica de determinar la parte imaginaria de una sefal
compleja S(7), el método mas extendido en la literatura para obtener v(¢) a partir de u(t)
es la Sefial Analitica (SA), introducida originalmente en [[15]] (def. [3.4).

| Definiciéon 3.4. Dada una sefial compleja S(t), la SA asociada a u(t) se define como,

S®) = pu@®) + HT (u(1))

donde, HT denota la transformada de Hilbert.
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La AS tiene interesantes propiedades y los investigadores asumen normalmente que
la sefial compleja asociada al proceso oscilatorio que subyace es una senal analitica al
simplificar los analisis y facilitar la interprtabilidad.

La familia mas simple en el analisis de sefiales oscilatorias son las sefiales monocom-
ponentes.

| Definicion 3.5.  Se dice que una sefial es monocomponente si:
S(1) = A1),

con u(t) = Re(S(1)) = Re(A(t)cos(q(t)) y ? >0.

a(g(’) denota la frecuencia instantanea y el hecho de que a((p)() > 0 garantiza la interpre-
tabilidad fisica de la sefial.

Sin embargo, la mayoria de sefiales reales presentan multiples oscilaciones. Por su
utilidad en la practica, estas sefiales multicomponentes se representan generalmente co-
mo una descomposicion en sefiales AM-FM,

| Definicion 3.6. Representacion (AM-FM) de una sefial multicomponente u(t),

- 0¢,(t
W0 = 3 4,0cosip 0, 220 50
J=1

AM se refiere a la modulacion de A ;(t) y FM a la modulacion de ¢ ,(?).

La descomposiciéon de Fourier (FD) es un caso particular de descomposion AM-FM
de una senal multicomponente. En FD la sefial se descompone como una suma de ar-
monicos donde A(?) es constante para cada componente y ¢(f) es una transformaciéon
lineal. El modelo FMM que proponemos en este trabajo se puede considerar como un
nuevo método de descomposicion de sefiales AM-FM donde ¢(¢) es una transformacion
de Mobius.

Un concepto fundamental por su relacion con el modelo FMM que se presentara en
la siguiente seccion es el de la transformacion de Mobius.

| Definiciéon 3.7. Transformacion de Mobius.

Sea z una variable compleja y a € C, |a| < 1, la transformacion de Mobius se define

—a

7(2) = 7

Esta transformacion tiene como espacios de partida y llegada un espacio circular y
es el equivalente circular de una transformacion lineal euclidea. Es precisamente esta
transformacion la que da origen a la fase del modelo FMM.
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3.2 Definicion de los modelos FMM.

El modelo que se presenta en esta seccion es un modelo para sefiales oscilatorias que
ha sido desarrollado recientemente [3] y usado con éxito en campos como la electrocar-
diografia [4][16] o la neurociencia [5][17]], junto con algunos resultados teéricos [[18] del
modelo.

3.2.1 Ondas Mobius.

Previamente a definir el modelo, se definen las llamadas ondas Mdbius.

| Definicién 3.8. Onda Mébius,
W (t; A, a, B, w) = Acos(p(t; a, B, w)),

siendo ¢ la fase, también llamada funcion de enlace de Mobius, que se define,

¢t a, f,w) = f + 2atan <cotan <Ta>> ,

donde A € R*, a € [0,27), f € [0,27) yow € [0, 1].

Luego una onda Mobius es la parte real de una sefnal compleja definida por la trans-
formacion de Mobius que es monocomponente, A(f) es constante y tiene frecuencia ins-
tantanea positiva. 18]

En cuanto a los parametros que aparecen en la definicion de onda Mobius, A y «
definen la amplitud y localizaciéon de la componente. Mientras que @ y f describen la
forma de la componente. Las figuras [3.2] y 3.3 muestran algunos ejemplos de distintas
configuraciones de estos parametros.

a =511/4 a=0 a=3m/4 a=T

1.0
o 05
0
c
8 o0
)
&

-0.5

-1.0

0 s 2 0 s 2t 0 s 2t 0 s 21
Time

Figura 3.2: Ondas FMM A = 1, ® = 0.1, § = #. El parametro
a € [0,2x) traslada la localizacion fase. @ = O se corresponde con la
fase localizada en 7 y viceversa.
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0 B=7m/4 B=3m/2 B=51/4 B

I
=

B
1.0

0.5
0.0
-0.5

-1.0
1.0

0.5
0.0

=M

S00°0

=M

TO

-0.5
-1.0
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Response

=M

0.0
-0.5

S0

-1.0
1.0

0.5
0.0 It
-0.5

-1.0
2m 0 n 2n 0 T 2 0 n 2n 0 s 21

Time

o
=

Figura 3.3: Ondas FMM A = 1, a = 0. El parametro w afecta al
apuntamiento de la oscilacién de la onda, mientras que f refleja la
simetria.

Ademas podemos definir otros dos parametros que son los tiempos donde la onda
alcanza su minimo y su maximo, (¢,) y (t,), respectivamente. Tienen la siguiente expre-
sion:

_ Lan(Zf
ty = a + 2arctan <a)tan < > >> (3.2)

t; = a+ 2arctan <ltan <7t _ ﬂ))
) 2

Es inmediato comprobar que los valores que toma laondaent = ¢, yt = ¢t son
-A y A, respectivamente. Estos parametros 7, y #; pueden ser de mucha utilidad en
la practica. En muchas aplicaciones, como en cronobiologia, determinar los maximos y
minimos pueden ser de especial interés por una correspondencia fisiologica.
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3.2.2 Modelos FMM, y FMM,,.

Una vez introducidas los elementos que componen nuestro modelo, se definen los
modelos FMM |, y FMM,,.

El modelo FMM, se define en def. Es un modelo gaussiano compuesto de una
unica onda Mobius y un error aditivo.

| Definicion 3.9. Modelo FMM,.
El modelo FMM monocomponente,
f(x|60) = N(x; u(t;6),5°1,)
donde u(t; 0) = (u(t,,0), ..., u(t,,0)) y u(t;;0) parai=1,...,n,
ui;;0) =M+ W(t; A, a, f, o)
ademas @ = (M, A, a, B, ®) verifican:

1. M eR.
2 (A,a,p,w) € ®, =R*x[0,27) X [0,27) X [0, 1],

Elmodelo FMM,,, es una descomposicion en m ondas Mdbius, las cuales se asume que
se corresponden con m eventos fisicos que se registran en la sefial. El modelo se define
como sigue,

| Definicién 3.10. Modelo FMM,,.

El modelo FMM de m componentes,

f(x16) = N(x; u(t;6),0°1,)
donde u(t; 0) = (u(t,,0), ..., u(t,,0)) y u(t;;0) parai=1,..,n,
M(t,'; 9) =M + Z I/I/](ti; A[a ﬂl, wy, a)l)
1=1

ademas @ = (M, A,,a, f,, @, ..., A,, ,, P, ®,) verifican:

1. M eR.

2. (A,a,p,w) €0, =R*x[0,27) X [0,27) x [0, 1], I=1,..,m.

3y L <..Za,<q

© denota el espacio paramétrico completo del modelo.

A continuacion se presenta una reparametrizacion, en particular por su utilidad de
cara a la estimacion de los parametros que se explicara en la siguiente seccion.
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t,-

Zal Nyu(t,), = sin(2arctan(a),tan(t"_a’ M),

2

Proposicion3.1.  Sean v(t;), = cos(2arctan(w,;tan(
entonces,

u(t,0) =M + Y [6,v,+ yu]
=1

donde 6, = —A;sin(f) y y, = A;cos(f), | =1,...,m.

Un aspecto a destacar es que podemos separar 6, en 051) = (o}, ;) que denomina-

mos parametros circulares y por otra parte 952) = (6;,7,) que son parametros lineales.
Conocidos los parametros no lineales podemos conocer el valor de los no lineales. Ex-
plicitamente, definimos la matriz Z, = (,v,, u,), de forma que,

(6,6, 7, (0V) = (Z/Z)' Z)x (3.3)

El parametro M se obtiene facilmente como sigue:

M=X- Y[, +rul.
=1

Los parametros A y f se pueden calcular igualmente a partir de la reformulacion
anterior,

A =16 +Y] (3.4)

-6,
p, = a, + atan <—y > (3.5)
I

3.3 Estimacion de los parametros del modelo.

Los estimadores maximo verosimiles son las soluciones de un problema de optimi-
zacion de minimos cuadrados:

0 = argmaxL(0; x,t) = argmin|| X (t) — u(t, 0))||* (3.6)
0cO 0co

3.3.1 Estimacion de parametros para el modelo FMM;.

La funcidn de verosimilitud depende de los 5 parametros, sin embargo, en vez de ma-
ximizar la funcion de verosimilitud con los parametros 0 libres, se maximiza la verosi-
militud con los parametros 0® dependientes de 8 segtin la ecuacién (3.3). Esto supone
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dos ventajas inmediatas. La primera es que se da una reduccion considerable en la com-
plejidad del problema al pasar de 5 a 2 dimensiones. La segunda es que se da una mejora
en las condiciones de regularidad de la funcién a maximizar, puesto que L(OV, 0@ (0V))
presenta un menor nimero de minimos locales debidas al error del modelo, por lo que
el entorno de los valores maximo verosimiles presenta menos irregularidades. Por otra
parte esta mejora implica que algoritmos como el algoritmo algoritmo Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS) basados en el descenso del gradiente y variantes similares ten-
gan un mejor comportamiento, ya que necesitan condiciones de suavidad en el entorno
de los valores maximo verosimiles.

Para valores conocidos de @ y w, la obtencion del resto de parametros seria trivial.
Sin embargo, al no conocer sus valores, para llevar a cabo la estimacion se procede como
se describe a continuacion.

Estimacion FMM,.

1. Se define un grid de valores para 6.

2. Para cada nodo del grid se calculan los correspondientes valores de 8®(6")
y se obtienen u(t, 0) y la suma de cuadrados del error (SSE)

3. Seleccionamos la combinacion de parametros que minimiza el SSE: é(o).

4. A partir de la combinacioén de parametros anterior, se lleva a cabo una rutina
de optimizacién (Nelder-Mead o BFGS) tomando como solucién inicial 9(0)-

El paso 4 es quizas uno de los puntos mas conflictivos del algoritmo. En [[19] se pro-
pone el procedimiento de Nelder-Mead para la funcién de verosimilitud que depende
de todos los parametros del modelo. El procedimiento de Nelder-Mead es apropiado pa-
ra la optimizacién de funciones que no tienen ciertas condiciones de regularidad sobre
las derivadas de la funcion a optimizar y es rapido en comparacion con otros métodos.
Sin embargo, tanto el algoritmo de Nelder-Mead como algoritmos de descenso del gra-
diente, como por ejemplo BFGS, tienen un comportamiento similar con la funcién de
verosimilitud que sélamente depende de dos parametros.

3.3.2 Estimacion de parametros para el modelo FMM,,.

La estimacion para modelo multicomponente es mas compleja y se aborda mediante
un procedimiento de backfitting, en el que se ajustan ondas sucesivamente sobre los
residuales.

El algoritmo se describe a continuacion.

Estimacion FMM,,
1. Se inicializan los valores de las ondas, Wl(o)(t) = o00 = W”(lo)(t) =0.
2. Iteracion de backfitting (iteracion k-ésima). Para cada onda j = 1,...,m se
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calcula,
j—1 m
o =xw0- Y w0 - Y W o
i=1 i=j+1

y se ajusta un modelo FMM, a los residuales rﬁ.k)(t).

3. Del paso anterior, se llevan a cabo tantas iteraciones como sean necesarias pa-
ra lograr la convergencia R} —R;_ < C,donde R} esla variabilidad explicada
por el modelo en la iteracién k (ver secciéon , o bien hasta un maximo de

iteraciones k < maxIter.

Donde I/f/jk(t) denota los valores estimados de la onda j-ésima.

3.3.3 Bondad del ajuste.

Para medir la bondad de ajuste del modelo a los datos, se define la proporcion de
variabilidad explicada por el modelo con respecto a la variabilidad de los datos,

Rt D (X))~ u(:0)° 5
Y (X () - X7 '

Esta medida es general y ampliamente usada en modelos de regresion estadisticos.






4 Extensiones del modelo.

4.1 Modelo para errores autocorrelados

Es habitual considerar que los errores en modelos como el FMM son independientes
por simplicidad. Sin embargo, es razonable pensar que los errores que se suman a la sefial
esperada tengan correlacion debido a la alta frecuencia de muestreo, por lo que es natural
buscar un método que permita tener en cuenta errores aditivos no independientes.

Esta seccion primeramente introduce el modelo para errores correlados basada en
[20] (Cap. 6), donde se discuten los aspectos tedricos y la estimacion de los modelos.
Posteriormente se muestran los resultados numeéricos en sefiales simuladas con errores
no independientes, y el ajuste del modelo FMM, tanto con errores independientes como
con errores correlados.

4.1.1 Conceptos previos y formulacion del modelo para errores.

Asumimos que

X(t)=put,0)+e), i=1,..,n,

u(t;,0) es una funcioén cualquiera y e(t;) un término de error con Ee(t;)) = Oy
var(e(t;)) = 62 < oo. Ahora los errores no son necesariamente independiente. Remarcar
que para simplificar las expresiones se considera que (¢, ..., #,) es un vector equiespacia-
do de tiempos y denotaremos a lo largo de este capitulo e(#;) como e;.

Se definen las funciones de autocovarianza (y), y autocorrelacion (p) de la siguiente
forma

Y = cov(e;, €,,), k=0,1,..
pp = corr(e, €,,,) = v, /0% k=0,1,..

Se asume que el modelo que gobierna el vector de errores € = (¢, ..., €,) €s un proceso
autorregresivo de orden ¢, o AR(g), que se define como sigue,
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| Definicién 4.1.  Proceso AR(q,), q, € N.

€ =Pie +dre o+ b6, +a (4.1)

donde {a}’_
a=(a,..,a,).

, son i.id N(O, 0'2), siendo o, la desviacion estandar de las innovaciones

Denotamos por ® al espacio para los parametros ¢ = (¢, ..., ¢,) para los cuales el
proceso [4.1] es estacionario. @ cuando el proceso es AR(1) es simplemente |¢,| < 1,y
para un AR(2),

®={¢.d, | D+, <1, p,—p, <1, -1<¢, <1}.

Los parametros ¢ € ® cumplen las llamadas ecuaciones de Yule-Walker, que rela-
cionan ¢ con la funcién de autocorrelacion p,

pk = ¢1pk—1 + ¢2pk—2 =+ ...+ ¢q1pk_ql, k = 1, eeey q]’ (42)

Una vez introducidos los conceptos basicos del modelo para los errores, vamos a
obtener una funcién de verosimilitud.

Sea€; el vector (ej, €j 41> s €.), 1 < j <k < n,y(q) hace referencia al orden del
modelo AR. Denotamos por 62 M N ! (q,) alamatriz de covarianzas de €, ,,,con 1 <m < n.
Estamos interesados en obtener M, ,(q,) y M, , (q,). Para ello, se sigue el método que se
muestra en [21]).

Partimos de la relacion

aq|+1,n = K€q1+l,n + k’
dondea, ,,, = (a,,..,a,) y K esla matriz triangular inferior siguiente:
1
¢, 1
¢, =, 1
_¢q] _¢2 _d)l 1
0 4, ~¢, —¢y 1

y k es una funciéon de €, _ :
»q
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_d)leq1 - ¢2€q|—1 T e T d)q] €
—re, — ... — Py 6
k= _¢611 641
0
0
Al ser a, ., una transformacion lineal de €, ., , con |K| = 1, el determinante del

jacobiano de la transformacion es unitario. La principal implicacién es que la distribucion

de €, ., condicionadaa €, , es

1 n
. 2y 2\—(n—qy)/2
P(e, .1 4l€1,:¢.00) = Qrol) """ exp {—272 Y EG—be— =, e,-ql)} :

a i=q+1
(4.3)
La distribucion de €, ; es la siguiente
—n 1
P(el,ql) = (27[62) /2|M1,q1 (ql)lexp {_7‘26;’41 Ml,ql (ql)el,ql } P (44)
siendo M, o) la matriz con elementos,
r—1 q
m,=Y ¢ = Y ¢ (r=1..q) (4.5)
j=0 Jj=q1+1-r
r—1 q,—k
M= D bbi— D, bibyx r=1.g =1 k=1,..q-7).
j=0 Jj=q,+1-r—k
Por simplicidad se considera que ¢, = —1.
Finalmente llegamos a la expresion de la verosimilitud del modelo,
_ n 2 1 1
L(0. ¢.0,) = K = Slogo, + 5log|M, , (a,)] = 2725(9, $). (4.6)

Donde S(0, ¢) es particularmente importante, puesto que se corresponde con el cri-
terio de minimos cuadrados generalizados (GLS),

S(Ga ¢) = {x - ,u(x, 9)},M1,n(‘h){x - M(x’ 9)}9 (47)
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donde para calcular M| ,(q,), por eficiencia computacional se considera la descom-
posicion de Cholesky M, ,(¢,) = C'C,

C‘h 0(”—‘11)X41
C = ,
_d)ql _¢q1—1 -, 1
_d)ql _d)ql—l _¢1 1
_d)ql _¢ql_1 _¢l 1

siendo C, lamatriz triangular inferior de la descomposicion de Cholesky de M, , (g,).
Si asumimos ¢ como conocidos entonces el criterio de minimos cuadrados generalizados
se puede reescribir:

S(9’¢)= {z—g(x,@)}’{z—g(x,@)}, (48)

con z = Cx and g(x, 0) = Cu(x,0).

4.1.2  Estimacion de parametros del modelo FMM,, con errores AR(q).

El modelo FMM,, sigue siendo una suma de m ondas FMM, pero ahora considerando
que los errores siguen un AR(q,),

X(t) = p(t, 0) + €= ) Wt,0), t=1,...n,

Jj=1

La estimacion de los parametros 0 and ¢ del modelo por maxima verosimilitud en-
tonces

(éML’ $ML) = argmax L(6,¢,0,), (4.9)
0c0, pcd

donde L(60, ¢, 0,) es la verosimilitud mostrada en la ecuacion (4.6), © el espacio de
los parametros del FMM y ® denota el espacio de ¢ para el cual el proceso que siguen
los errores es estacionario.

Cabe destacar varios aspectos fundamentales. El primero es que la estimaciéon de
los parametros asume conocido el orden del proceso (g,). Esto supone inspeccionar las
funciones de autocorrelacion y de autocorrelacion parcial de los residuales habiendo
estimado los parametros del modelo con errores i.i.d.
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Por otro lado, es conveniente comprobar si los coeficientes ¢ pertenecen a un domi-
nio estacionario. La hipotesis de que hay alguna raiz unitaria presente en el polinomio
caracteritico del proceso, lo que supondria un proceso no estacionario, puede contras-
tarse con un test como el de Dickey-Fuller.

Resolver el problema no es trivial. Cuando bien 0 o bien ¢ son conocidos, se
puede realizar una optimizacion perfil fijando los parametros conocidos. Sin embargo,
llevar a cabo una optimizacién global del problema tiene inconvenientes. El principal
problema es que con el aumento del orden del proceso AR, mayor es el nimero de para-
metros a estimar. Por otra parte, para poder llegar a una buena solucién mediante algun
método heuristico, hay que partir de una buena solucién inicial. Una propuesta para lle-
var a cabo la estimacién de los parametros se muestra en la literatura clasica[20]]. Este
método (Two-Stages Estimation) se describe de la siguiente forma,

Estimacion de dos etapas iteradas.

1. Se obtiene un estimador por minimos cuadrados ordinarios, que coincide con
el maximo verosimil del caso i.i.d. Lo consideramos como primer iterante 6.

2. De los residuales del modelo, se obtiene ¢ y consecuentemente M 1203,

3. Se obtiene el estimador 6’ maximizando L(6?, ¢, c,) (4.7).

4. Se repiten los pasos 2. y 3. hasta que se cumpla cualquiera de los criterios de

parada:
L(O(i), ¢(i), O'a) < L(G(i_l), ¢(i—1)’ Ga)

i < maxlIter

El algoritmo descrito incluye un criterio de parada necesario ya que durante los ex-
perimentos con sefiales reales se han detectado ejemplos donde se alcanzan maximos
locales con un valor bajo de la verosimilitud. Seria interesante investigar otros algorit-
mos de estimaciéon con un mejor comportamiento.

Por ultimo, el parametro restante que nos falta por estimar es o,. El estimador pro-
puesto en la literatura es

(4.10)

&2 _ {Z - g('x’ 0)},{z _g(x’ 0)}
a n—p :
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4.1.3 Simulacién FMM,_+AR(q,) = FMM].

Una vez discutidos los aspectos teéricos y los procedimientos de estimacion para
sefiales con error AR(q,), en esta seccion se muestran los resultados numéricos en ex-
perimentos simulados. Los tres escenarios que se plantean a continuacién tienen como
objetivo comparar los estimadores de los parametros de la sefial esperada cuando se asu-
me que los errores son independientes frente a cuando se estima mediante el procedi-
miento propuesto en esta seccion. Simular las sefiales con errores AR(q,) se puede llevar
a cabo facilmente mediante el uso de software estandar, en particular con las funcio-
nes generateFMM del paquete FMM y arima.sim) de R. A continuacion se presentan los
escenarios propuestos. Estos escenarios recogen muy diferentes configuraciones para-
metricas (Tabla 4.1)para modelos con modelos de error AR(1) y AR(2). Por cada escenario
se tienen 100 realizaciones de los errores. En las estimaciones se asumen conocidos m y

q;-

Escenarios de simulacion.

Escenario Modelo 0 () o,

1 FMM! M=0A=la=2f=r0=02 0.8 0.15

2 FMM? M=0A=la=2f=n0=02 0.6,03)  0.15

3 FMM} M=0,A=1A4,=050q=%0="2 -0.5 0.15
pi=mp =0 =010,=025

4 FMM? M=0,A=1A4=050=%0==% (09,-025 0I5
pi=mp=2 0 =01,w0,=025

5

Tabla 4.1: Escenarios propuestos para las simulaciones del FMM con error autocorrelado.

El modelo simulado en el primer escenario se compone de una seiial FMM, y un
modelo AR(1) para el error, como se ilustra en la figura4.1] En el segundo escenario, con
la misma senial FMM, se ha utilizado un modelo AR(2) con coeficientes 0.6 y 0.3, lo cual
supone una autocorrelacion que decrece exponencialmente con mas retardo que en el
anterior caso, por lo que la estructura del error es algo mas compleja (figura [4.2).
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Escenario 1.

1.0

0.5

0.0

Response

-0.5

-1.0

o

/2 n 3m/2 2m

Figura 4.1: Realizacion en el escenario 1. En gris u(t, 0) y en negro la
sefial mas el error simulado.

Escenario 2.

1.0

0.5

0.0

Response

-0.5

-1.0

o

/2 n 3n/2 2m

Figura 4.2: Realizacion en el escenario 2. En gris u(t, 0) y en negro la
sefal mas el error simulado.

En los escenarios 3 y 4 se ha partido de una sefial FMM, y se ha probado con modelos
AR(1) y AR(2) para el error, respectivamente. En el escenario 3 tiene como coeficiente
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del modelo ¢, = —0.5, lo cual implica un decrecimiento sinusoidal y exponencial de la
autocorrelacion, por lo que el resultado es un error que simula un ruido de alta frecuen-
cia. Por contra, el escenario 4 tiene un error algo mas complejo con un decrecimiento de
la correlaciéon mas prolongado que en el caso anterior.

Escenario 3.

Response

0 /2 n 3m/2 2m

Figura 4.3: Realizacion en el escenario 3. En gris u(t, 0) y en negro la
sefial mas el error simulado.

Escenario 4.

0.5

0.0

Response
S
o

-1.0

-1.5

0 /2 n 3m/2 2m

Figura 4.4: Realizacion en el escenario 4. En gris u(, 0) y en negro la
sefial mas el error simulado.
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Discusion de los resultados de simulacion.

Las tablas [4.4)y [4.5| muestran el error cuadratico medio (ECM) de los estima-
dores respectivamente en cada escenario calculados para ambos modelos. Denotamos
por 0, @ los estimadores de los parametros del un FMM!! (para el caso FMM& los

estimadores de denotan simplemente 0).

En las tablas y se observa que el ECM de los paramteros en 0 AR(g,) €S Me-

nor que los de O para todos los parametros. Aunque no hay diferencias significativas
entre modelos del mismo escenario, por lo que el error en ambos casos afectaria a los
estimadores de forma muy similar.

A(1.00) a@71) f(3.14) @(0.20) 6,(0.15) ¢$(0.8)

ECM 6 0.0112 0.0180 0.0518 0.0036 0.0049 -
ECM éAR(l) 0.0103 0.0080 0.0364 0.0027 0.0001 0.0113

Tabla 4.2: ECM para 0y 6, Rr(1) Escenario 1. Entre paréntesis el verdadero valor del parametro.

A(.00) a@.71) f(3.14) @®(0.20) 6,(0.15) ¢, (0.6) ¢,(0.3)

ECM 0 0.0233 0.0127 0.1011 0.0040 0.0084 - -
ECM éAR(Z) 0.0240 0.0095 0.0877 0.0018 0.0001 0.0089 0.0055

Tabla 4.3: ECM para 6y 8, R(2)- Escenario 2. Entre paréntesis el verdadero valor del parametro.

El tercer escenario se caracteriza por tener un modelo para el error muy diferente al
resto, resultando en valores del ECM mucho menores que en el resto de los escenarios
con ambos métodos de estimacion. En particular, como la sefial no tiene rachas de errores
seguidos con el mismo signo, perjudica menos a la estimacion que en otros casos.

A, (1.00) A,(0.50) @& (471) &, (1.57) f,(3.14) B, 3.77)

ECM 6 0.0009 0.0004 0.0006 0.0027 0.0065 0.0058
ECM éAR(l) 0.0015 0.0007 0.0004 0.0002 0.0024 0.0020

@, (0.1) @,(025) &,(0.15) ¢, (=0.5)

ECM 6 0.0002  0.0006  0.0007 -
ECM 04z 0.0001  0.0003  0.0001  0.00585

Tabla 4.4: ECM para 6y 8, Rr(1)- Escenario 3. Entre paréntesis el verdadero valor del parametro.

La tabla[4.5corresponde a los resultados para el escenario 4. Se puede ver que el ECM
para 0 Are) €n el caso de la segunda componente es ligeramente superior a los estima-
dores del modelo FMM&. Esto puede deberse a que la segunda onda FMM tiene menor
amplitud que la primera, por lo que los estimadores correspondientes estan mas influen-
ciados por el valor de o, = 0.15. Sin embargo, los ECM no muestran una diferencia muy
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significativa.
A, (1.00) A,(0.50) @&, (4.71) @&, (1.57)  f,(3.14) B, 3.77)
ECM é 0.0114 0.0061 0.0025 0.0277 0.0497 0.0878
ECM éAR(Z) 0.0103 0.0057 0.0018 0.0283 0.0377 0.0883
@, (0.1) @,(0.25) 6,(0.15)  $,(0.9) ¢H,(—0.25)
ECM é 0.0003 0.0055 0.0027 - -
ECM 0 4z, 0.0004 0.0074  0.0001  0.0153 0.0086

Tabla 4.5: ECM para 6 y 0 AR()- Escenario 4. Entre paréntesis el verdadero valor del parametro.

Conclusiones generales.

Los escenarios planteados simulan diversos modelos FMM con errores no indepen-
dientes que imitan el comportamiento de sefiales reales. El parametro o, escogido es
0.15, que es mas alto que en la mayor parte de los casos practicos. El comportamiento de
los estimadores @ y 0 AR(q,) €S Muy parecido en todos los escenarios. La complejidad que
incorpora el modelo para el error no se ve compensado con una mejora significativa en
la precision del estimador.

Finalmente, es interesante notar que los estimadores para ¢, no son comparables
entre modelos, puesto que 6, para el modelo FMM?n es la desviacion tipica muestral de
los residuales. Sin embargo, en el caso del FMM!' es la estimacion de las innovaciones
del error como se muestra en (4.10).
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4.2 Soluciones para senales incompletas.

Definimos como sefales incompletas aquellas sefiales oscilatorias en las que la ultima
observacion no ha recuperado el estado basal. En la practica no es infrecuente encon-
trarse con este tipo de sefiales, en particular esto ocurre en las sefiales PERG, como es
el caso de la figura Un problema afiadido para poder analizar este tipo de sefiales
con los modelos FMM es que se desconoce el periodo T. En esta seccion se introduce un
procedimiento para la estimaciéon de parametros en sefiales incompletas, incluyendo la
estimacion del periodo.

0.0

Response (mV)
N
(6]

-5.0

0 50 100 150
Time (ms)

Figura 4.5: Ejemplo de sefial PERG incompleta.

En la aplicacion de este trabajo una sefal se considerara completa si cumple que

| X () = X(@,)| < 1.5 Posq(|1X (1) = X (), ... [(2,) = (1, D)D)

donde Pysq (| X (t,) = X()I,.... |(t,) — (t,_;)]) es el percentil 95% de las diferencias
entre observaciones contiguas. En principio, puede considerarse que la cota puede ser
poco conservadora, sin embargo se ha comprobado empiricamente que es razonable en
el caso de las sefiales PERG. En los casos en los cuales no se cumpla la condiciéon para
clasificarse como de ciclo completo, se consideraran incompletas si X(¢,) > X(¢,) y se
consideraran que sobrepasan el nivel basal en caso contrario. La cota puede adaptarse
dependiendo del conocimeinto previo sobre la sefial real a analizar.
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Denotamos con 7 € [0, 27) el instante de tiempo que corresponde a la tltima obser-
vacion t; , entonces

_ (- t0)2
T

T .

Aumiremo también que tenemos un porcentaje de observaciones suficientes. En par-
ticular, en el analisis de sefiales PERG, asumiremos que se ha observado al menos el 75 %
del ciclo, es decir que 7 > 37” Ademas, esto es lo que se ha observado que ocurre en los
casos reales de sefiales PERG.

El procedimiento propuesto para la estimacion de parametros FMM consiste en esti-
mar 7. Para ello consideramos un grid de valores de 7 y para cada valor se calcula el R?
del ajuste del FMM, , con m conocido (en nuestra aplicacion m = 2).

T = argmafo (4.11)

TET*

Una cuestion a tener en cuenta es que este procedimiento estima distintos periodos,
por lo que aunque la sefal se trata en t € [0,2x), el tiempo real al que corresponde es
distinto segun la sefial. Consecuentemente, los parametros a y @ no tienen la misma in-
terpretacion entre sefiales con distinto periodo. El parametro a es facil de tratar, puesto
que basta con hacer una transformacion sencilla para obtener la localizacion de la osci-
lacion mas prominente de la onda en tiempo real. Sin embargo, el pardmetro w no es tan
directo.



5 Resultados con senales reales.

5.1 Descripcion de las senales.

Las sefiales reales a los que se aplican las técnicas descritas en los anteriores capitulos
son electroretinogramas en patron, recogidas en el ambito de un proyecto para el analisis
de seriales oculares.

Las sefiales pertenecen a 308 pacientes tratados en el Instituto de Oftalmobiologia
Aplicada de la Universidad de Valladolid (IOBA). En la mayoria de casos se han recogido
seflales PERG de forma simultanea en ambos o0jos en un Unico ensayo. Se tienen datos
de 1363 sefiales PERG, entre las que se incluyen ensayos fallidos, en el sentido de que
las sefiales no manifiestan las caracteristicas tipicas de las sefiales PERG. Ademas, en
ciertos casos donde se dificultaba la recogida de la sefal, se han llegado a hacer multiples
ensayos, la mayor parte de ellos de una muy baja calidad. También se tienen datos sobre
la fecha de nacimiento del paciente, un ID propio de la institucidn, si la sefial corresponde
al ojo izquiero o derecho y el tipo de electrodo usado en el ensayo (mayormente papel
de oro, recomendado en los estandares de la ISCEV [11]).

Todas las sefiales se han recogido con una tasa de muestreo de 1700Hz durante 150ms,
lo cual supone un total de 255 observaciones equiespaciadas por sefal.

Las 1363 senales se han clasificado mediante una escala likert de acuerdo a su calidad
por parte de un especialista. La escala tiene seis valores entre Q0 y Q5. Con un Q0 se han
clasificado las sefiales en las cuales no se observa ninguna oscilacién significativa, con
Q1-Q2 aquellas con alguna oscilacion visible pero que no describen un patrén tipico,
hasta llegar a las calificadas con Q5 que corresponden a las sefiales de mayor calidad,
donde se observan picos Unicos y tipicos.

En este estudio s6lamente se han considerado aquellas senales de calidad 6ptima.
En total, son 176 sefiales pertenecientes a 69 individuos distintos. La distribucion de las
edades es la siguiente:
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Edad Frecuencia

<18 22
[18, 30) 14
[30, 50) 21
[50, 70) 11

>70 1

La mayor parte de estas sefiales corresponden a individuos sanos. Otras sefiales han
sido tomadas de pacientes que presentan alguna enfermedad diagnosticada como distro-
fia macular, maculopatia torpedo o enfermedad de Estargardt. Sin ambargo, el hecho de
ser sano o patoldégico no se tendra en cuenta en los analisis.

Por otro lado, las estas sefiales se clasifican en sefiales incompletas que no retornan
al estado basal, sefiales completas y sefiales que sobrepasan el nivel basal al terminar el
registro. De esta forma, las 176 sefales se dividen en:

» 88 sefiales completas.
= 65 sefiales incompletas.
» 23 sefiales que sobrepasan el nivel basal significativamente.

Las sefiales clasificadas como completas e incompletas se analizan a continuacion.
Las 23 sefiales que sobrepasan el nivel basal no se consideraran en los analisis.

5.2 Modelo FMM en senales PERG.

5.2.1 Modelo FMM en senales PERG completas.

Para poder utilizar el modelo FMM,, es necesario determinar el nimero de compo-
nentes del modelo. Por una parte los parametros de las ondas deben tener una inter-
pretacion que se relacione con las oscilaciones del PERG tipico, por lo que un modelo
con ondas insuficientes que no sea capaz de delinear correctamente las oscilaciones no
es adecuado. En particular, el modelo debe predecir correctamente los puntos mas rele-
vantes de la sefial por su utilidad en la practica: los puntos criticos N35, P50 y N95 de
las ondas de la sefal. Por otra parte, un modelo con mayor nimero de ondas que las
necesarias para ajustarse a la morfologia del PERG introduce una complejidad que no
solamente es innecesaria, si no que dificulta la interpretacion de los parametros. Por todo
lo anterior, en nimero de componentes que satisface los objetivos anteriores es m = 2.

Un ejemplo de ajuste del modelo de dos componentes a una sefial original PERG se
muestra en la ﬁgura Este ejemplo tiene una bondad de ajuste de R* = 0.983. Se puede
ver que no solo se explica la mayor parte de la variabilidad de los datos, si no que predice
correctamente los puntos mas importantes de un PERG tipico (el valle a los 35ms, el pico
en los 50ms y de nuevo el minimo en los 95ms). Mas adelante veremos la relacion entre
los puntos criticos y amplitudes de estas oscilaciones y los parametros FMM.
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Figura 5.1: Paciente masculino, ojo derecho, 44 afios. PERG patologico.

En relacion a la estimacion, por defecto, el sofware implementado realiza tantas ite-
raciones en el algoritmo de backfitting como nimero de componentes tiene el modelo,
sin embargo, se ha observado una dificultad del algoritmo de estimacion para converger
a una solucion, con lo que se han llegado a necesitar en la mayoria de casos mas de 10
iteraciones en el algoritmo. En la figura[5.2]se muestra un ejemplo de ajuste de un modelo
FMM, con distinto numero de iteraciones en el proceso de estimacion de los parametros.
Se puede apreciar una notable falta de ajuste con dos iteraciones, mientras que de 5a 10
iteraciones no se aprecia una mejora tan significativa. La dificultad en la convergencia
del algoritmo de backfitting con respecto a otros caso donde se ha aplicado este modelo
es que los PERG tienen ondas con oscilaciones prolongadas (@ alto).
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Figura 5.2: FMM, ajustado con 2, 5y 10 iteraciones. R? (2 iter.): 0.897,
R? (5 iter.): 0.943, R? (10 iter.): 0.961. Paciente masculino, ojo derecho,
44 afos. PERG patologico.

_En las figuras y se muestra la distribucion de los estimadores (@,, @,) y de
(B, B,) para las 88 sefiales completas. Los valores de & se mueven en un rango menor,
lo cual es logico puesto que la primera oscilacion es la que mejor se estima, al menos en
PERGs con forma tipica, por lo que es razonable asumir que todas las sefiales analizadas
tendran valores similares. Para a,, que corresponde con la localizacién de la componente
que explica la oscilaciéon N35, encontramos una variabilidad similar salvo por algunos
valores que se alejan de la mayoria (& < 7).

B,y B, definen junto con (&,, @,) la forma de las ondas FMM que componen la sefial y
los resultados para las 88 sefiales se representan en las figuras[5.4]y[5.5| Con respectoa 3,
podemos ver un nimero considerable de sefiales para las cuales la onda mas prominente
es un maximo f, = 7, y otros en los cuales f§, esta cerca de %7[, es decir que primero
describe un maximo y después un minimo.
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Figura 5.4: Distribucién de f,, f,.
Es interesante observar también la relacién que existe entre los valores de f, y &,

en la figura Cuando la onda mas prominente describe Gnicamente un maximo, la
amplitud de la onda es menor. Sin embargo, cuando describe tanto un maximo como un
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minimo, w, puede llegar a valer mas de 0.5.
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Figura 5.5: Distribucion de @&, ;.

Esta relacion entre f; y @, se explica porque cuando la primera onda describe un

maximo, explica principalmente la variabilidad producida en el pico P50, mientras que
la segunda onda explica los valle en N35 y N95. Sin embargo, cuando la onda tiene un
@, mas elevado es porque recoge la oscilacion en P50 y N95.

Todo lo anterior nos lleva a diferenciar varios grupos segun las caracteristicas de las

ondas encontradas en el procedimiento de estimacion. Estos grupos son excluyentes y
exhaustivos, por lo que cada una de las sefiales pertenecen a un tnico grupo segun los
tipos de patrones de sus ondas. Estos grupos se caracterizan como sigue,

» Grupo I: La primera onda describe tanto un maximo como un minimo que se co-

rresponden con P50 y N95. La segunda onda, con menor amplitud, es un minimo
y corresponde con el N35. Las sefiales en este grupo cumplen que f, € [%, %) y
a, € (m,2m).

Grupo II: La onda mas prominente es un maximo (P50), mientras que la otra, con
mayor variabilidad en la forma, describe las oscilaciones de N35 y N95. Estas son
las senales en las que f, € [%”, %) y a, € (x,2r).

Grupo III: La onda prominente oscila definiendo tanto un maximo como un mini-
mo, la segunda onda después de delinear un minimo contintia con un maximo cer-
cano a P50. Concretamente, los maximos de ambas ondas interactiian para ajustarse
al P50 de la sefial, esto puede suponer la interpretacion independiente de los para-

metros de las ondas no sea adecuado. En estas senales f, € [%, %”) y a, € (7, 2r).
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Figura 5.6: Ejemplos de modelos FMM ajustados de los cuatro grupos.
De arriba a abajo: I, I, Il y IV.
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» Grupo IV: Este grupo abarca sefiales donde la prediccion de la sefial no describe la
morfologia tipica de un PERG. Corresponde a sefiales que presentan algin proble-
ma (ruidos, tendencia, anomalias debido a patologias, etc). En este caso a, € [0, 7).

Grupo I I I IV

Casos 43 32 5 9

Tabla 5.1: Numero de sefiales de cada grupo.

En figura 5.6| se ilustra una sefial representante de cada uno de los grupos creados.
Se puede observar como se ajustan a las descripciones dadas. En la senal del grupo I la
primera onda recoge los puntos P50 y N95, mientras que en la sefial del segundo grupo
es la segunda onda la que se encarga de explicar la variabilidad en el valle del N95. En
la sefial del tercer grupo destaca la interaccion entre las ondas, cuya combinacién es
responsable del maximo del PERG. Por ultimo, la sefial del grupo IV es una sefial PERG
que no manifiesta un minimo con poca amplitud en N35. Los tres primeros ejemplos son
representativos de los grupos a los que pertenecen, sin embargo, las sefiales del cuarto
grupo son muy diferentes entre si.

La tabla 5.2 muestra la media y desviacion tipica de los estimadores en general y en
base a los grupos anteriores. Como a y f son circulares, se utilizan la media y desviaciéon
tipica circulares [22]].

n M A, A, a, a,
Total 88  0.12(1.99) 3.69(1.53) 1.88(0.74) 5.70(0.38) 4.21(0.65)
Grupo I 43  -1.22(1.47) 3.53(1.00) 1.92(0.54) 5.84(0.32) 4.40(0.12)
GrupoIl 32 1.80 (1.26) 4.29(2.02) 1.96 (0.98) 5.56 (0.23) 3.97 (0.32)
(
(

GrupoIll 5 -1.36(1.02) 2.78(1.09) 1.87 (0.71) 0.07 (0.13) 4.60 (0.10)
GrupoIV 9  1.47(0.85) 2.66(0.78) 1.37(0.43) 5.14(0.10) 1.56 (0.82)

B i) @y @)
Total 3.90 (0.79) 5.88(1.15) 0.44 (0.11) 0.24(0.10)
Grupo I 433 (0.50) 6.23(0.38) 0.50 (0.07) 0.20 (0.04)
Grupo II 3.44(0.35) 4.61(0.82) 0.39(0.08) 0.24 (0.07)
Grupo III 537 (0.14) 1.20 (0.21) 0.55 (0.03) 0.20 (0.02)
Grupo IV 2.65(0.25) 0.76 (1.26) 0.27 (0.06) 0.46 (0.13)

Tabla 5.2: Media y desviacion estandar de los estimadores de los parametros desglosado por gru-
pos.

Los valores para A, son diferentes entre los grupos y es importante puesto que se co-
rresponde con las diferencias entre los minimos y maximos de las ondas N35, P50 y N95
del PERG son muy utiles en la practica, por lo que las amplitudes de las componentes
FMM pueden ser los parametros que mas ayuden a discriminar casos sanos de patologi-
cos. El grupo IV, que esta compuesto por sefiales con problemas, tiene unos valores muy
bajos para A, y A, en comparacion con el resto de grupos.



5.2. MODELO FMM EN SENALES PERG. 39

Las sefiales del grupo II tienen una media de &, menor que las del grupo I. Esto es
logico ya que el grupo II esta formado por sefiales cuya primera componente describe
unicamente la oscilacién correspondiente a la onda P50. Esto ademas implica que, como
se observa en la tabla, el valor de @, es también mas bajo en el grupo II que en el resto
de grupos (salvando el grupo IV).

Los grupos se conforman en base a los patrones que describen sus componentes,
entonces, los parametros para los que se detectan las mayores diferencias entre grupos
son f; y f,. Como consecuencia, no s6lo hay diferencias entre las medias, si no que las
desviaciones tipicas intragrupos son mucho menores que la total, salvo para f, del grupo
IV, donde se observa una variabilidad muy grande.

Seria interesante explorar en un futuro la relacién de cada uno de estos grupos de
patrones con otras variables y ahondar en otras posibles discriminaciones que puedan
ser de utilidad en la identificacién de patologias.

El principal objetivo que debe cumplir cualquier modelo en el analisis de senales
PERG es la prediccion de los tiempos de los puntos criticos y amplitudes de N35, P50
y N95. Mediante los parametros f; y t, definidos en las ecuaciones (??), (??), identifi-
can los tiempos de los puntos criticos de las oscilaciones del PERG. Dependiendo de la
configuracion de las componentes (I-IV) la correspondencia precisa entre puntos criticos
de las oscilaciones del PERG y los parametros FMM es diferente. Asi, en el grupo [, la
localizacion de P50 se corresponde con 7y, (f,, de la componente 1), mientras que para
el grupo Il es 7, , localiza el punto critico de P50.

5.2.2 Modelo para senales incompletas.

En la literatura encontramos que la duracion de la respuesta de senales como el PERG
pueden llegar a ser en casos extremos 200-250ms. Teniendo en cuenta que la duraciéon
de las sefiales es 150ms, es coherente asumir que 7 > 37” (r definido en la seccién ,
o equivalentemente, que como mucho le faltarian 50ms a la sefial para ser completa que
ademas incluye las observaciones de las oscilaciones mas prominentes.

En la figura[5.7| se muestra una sefial incompleta y su ajuste con un modelo FMM,
asumiendo que es completa. Las ondas encontradas no se corresponden con las tipicas
del PERG. La segunda onda es influenciada por el cambio en el nivel entre la primera
y ultima observacion, por lo que la prediccion de la sefial resultante busca corregir esta
anomalia.
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Figura 5.7: Ejemplo de estimacién de una sefial incompleta. R? = 0.961

Sin embargo, estimando los parametros y ondas con la metodologia propuesta para
sefiales incompletas el resultado es muy diferente (figura[5.8). Ademas, se encuentran las
dos ondas esperadas en una sefial PERG tipica. El ajuste identifica los tres puntos criticos
mas importantes con buena precision, al contrario de como ocurria en el ejemplo de la
figura[5.7] donde la prediccion no recoge bien los puntos N35 y P50.
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Figura 5.8: Ejemplo de estimacion de una sefial incompleta estimando
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Figura 5.9: Grafico de caja de la variacién en los R? de la estimaciones
entre sefiales PERG asumiendo que son completas y que no lo son.
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Lo que se ha mostrado en las figuras|5.7| y |5.8| es general. En figura[5.9| se representa
la distribucién de las diferencias en R? de ajustar un FMM, con la metodologia propuesta
frente a hacerlo asumiendo que la sefal es completa para las 65 sefnales incompletas. Esta
diferencia podria no parecer alta, puesto que en la mayoria de los casos se mejora un 1-
2 % la variabilidad explicada por el modelo. Sin embargo, la bondad del ajuste asumiendo
que la sefial es completa es elevada, independientemente de que la sefial no sea capaz de
hacer una prediccion de los puntos criticos de la sefial.

En la figura se muestra la distribucion de los estimadores en el procedimiento
por defecto (asumiendo que son completas) y la de los estimadores obtenidos median-
te el procedimiento para sefiales incompletas. La distribucion en el primer caso es muy
variable, obteniéndose valores de f, y f, que se alejan mucho de los esperados. Sin em-
bago, los valores para las mismas sefiales con la metodologia propuesta resulta en una
distribucién mucho mas similar a la que se podia ver en la figura |5.4] correspondiente a
las sefiales completas.
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Figura 5.10: Distribucion de los valores de (ﬁl, ﬁ}) en la estimacién de
sefales incompletas.

5.2.3 Validacién de la metodologia en senales PERG incompletas.

En esta seccion se muestran los resultados de aplicar esta metodologia a seniales PERG
completas a las que eliminamos el 20 % de las observaciones, como en el ejemplo de la
figura Se han selecconado las sefiales pertenecientes a los grupos I y II explicados
en la seccion del analisis de sefiales de periodo completo. Para llevar a cabo la estiamcion
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se ha considerado un vector equiespaciado de 9 valores para 7.
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Figura 5.11: Ejemplo de sefial PERG utilizada para la validacién. La
linea negra indica el corte en la sefal.

En la tabla 5.3 se muestran la media y desviaciones tipicas de los estimadores en las
sefiales de los grupos Iy II. Los valores obtenidos con las sefiales completas, extraidos de
la tabla aparecen junto con los respectivos valores obtenidos por el procedimiento
para senales de periodo incompleto. De esta forma se puede comparar las estimaciones
obtenidas por ambos métodos.

M A, A, @, a,
Grupo I -1.22(1.47) 3.53(1.00) 1.92(0.54) 5.84(0.32) 4.40(0.12)
GrupoI(-20%) -0.12(1.53) 3.56 (1.01) 1.81(0.44) 5.69 (0.26) 4.12(0.41)
Grupo II 1.80 (1.26) 4.29 (2.02) 1.96 (0.98) 5.56 (0.23) 3.97 (0.32)
Grupo I1 (-20%)  2.25(1.65) 4.01(1.74) 1.91(0.82) 5.77 (0.28) 3.68 (0.57)
ﬁ1 ﬁz @y @)
Grupo I 4.33(0.50) 6.23(0.38) 0.50 (0.07) 0.20 (0.04)
GrupoI(-20%)  3.80(0.52) 5.59 (0.98) 0.46 (0.08) 0.20 (0.05)
Grupo II 3.44 (0.35) 4.61(0.82) 0.39(0.08) 0.24 (0.07)
Grupo I1 (-20%)  3.17 (0.55) 3.65(1.35) 0.39 (0.08) 0.25 (0.07)

Tabla 5.3: Media y desviacion estandar de los estimadores de los parametros desglosado por gru-
pos.

Los parametros A, y A, son fundamentales puesto que tienen una relacion directa
con los puntos criticos de las oscilaciones del PERG (N35, P50 y N95). Como se muestra
en la tabla, las medias y desviaciones tipicas de los estimadores de las amplitudes con
ambos métodos son muy similares.
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Por otra parte, se tiene que &, es muy similar entre ambos métodos, puesto que se
observan diferencias de 0.15 y 0.21 para los grupos I y II, respectivamente. Con @, las
diferencias en la media son algo mayores aunque igualmente bajas (menores que 0.3).

Las diferencias mas significativa se dan en f, y f,. Para f,, la diferencia en los estima-
dores es no significativa, concretamente de 0.53 y 0.27. En un parametro f, una diferencia
de 7 /2 supondria pasar de por ejemplo un minimo a una onda con minimo y maximo (o
viceversa), lo cual si es una diferencia considerable. La diferencias en los f se dan debido
a que al haber eliminado el dltimo 20 % de las observaciones, la primera onda estimada
que recogia variabilidad de esas observaciones, ahora se ve influenciada por las primeras
observaciones. Sin embargo, en f, hay una diferencia mayor para el grupo II, donde la
diferencia en la media alcanza 0.96. El grupo Il es aquel en el cual la segunda componente
explica la variabilidad en la oscilacion N95, por lo que es logico que los estimadores en
este caso se vean mas afectados.

En general, las estimaciones obtenidas por la metodologia propuesta en senales in-
completas son muy parecidas. Las diferencias en los estimadores de f no son realmente
preocupantes salvo quizas para f, del grupo II. Aun asi, hay que tener en cuenta que eli-
minar un 20 % de las observaciones supone pasar de una duracion del registro de 150ms
a una de 120ms, lo cual conlleva unas estimaciones mucho menos precisas que las que
se dan en sefiales PERG incompletas con 150ms de registro donde se tiene mucha mas
informacion sobre la oscilacion N95.

5.2.4 FMM en PERGs con errores correlados.

Las sefiales PERG, como gran parte de las sefiales electrofisiologicas, no presentan
errores independientes. Esto es evidente si se analiza la funcién de autocorrelacion (ACF)
y de autocorrelacion parcial (PACF) muestrales como los que se muestran en la figura
En la seccion se muestran algunos escenarios tedricos y como funciona la
estimacion de los parametros FMM.

La figura[5.12Jmuestra un modelo FMM, en una sefial PERG con una bondad de ajuste
de R? = 0.95. En ella también se representan los residuales del modelo. Es claro que los
errores quedan lejos de ser independientes por lo que en la figura se muestra el
ACF y PACF de los residuales. En él se puede observar un decrecimiento sinusoidal de la
autocorrelacion y en el PACF se distinguen tres autocorrelaciones significativas (quizas
la tercera no sea importante).
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Figura 5.12: Prediccién de sefial PERG mediante FMM, y residuales
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De forma automatica, se ha ajustado un modelo FMM;’1 para

q1=#{|ﬁ2|2%}, k=1,2,3, (5.1)
n

donde j, denota la autocorrelaciéon parcial muestral en el retardo k. Vamos a consi-
derar 6rdenes de hasta g, = 3.

Mientras que en todas las sefiales PERG, el modelo FMM, tiene una bondad de ajuste
muy alta y la sefial predicha describe los puntos criticos de las ondas del PERG

La mayoria de los ejemplos analizados tienen una bondad de ajuste muy similar para
los tres modelos (no difieren en més de 0.02 en el R?, como en la figura . Hay algunos
ejemplos en los que el R? empeora hasta 0.05. Los valores del estadistico R?> nos dan una
orientacion sobre la bondad del ajuste, pero en algunos casos el valor obtenido de R? con
el modelo FMM;“, g, > 0 es menor que el obtenido con el modelo de errores indepen-
dientes porque la configuracion paramétrica mas versosimil no es necesariamente la que
da lugar a un mayor R2.

En se muestra un ejemplo de una sefial tipica PERG. Al analizar esta sefal se
encuentra una autocorrelacion parcial significativa. En la tabla[5.4]se dan los estimadores
para FMMgl, q,=0,1,2,3.
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Figura 5.14: Izquierda: FMM), derecha: FMM3.
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R M A, A g a,
FMM(Z) 0.981 1.839 3.817 1301 5.348 3.987
FMM; 0.981 1.941 3.864 1.284 5.345 3.976
FMM% 0.970 -1.518 3.163 2.288 5.845 4.612
FMM; 0.979 -1.700 3.126 2.117 5.918 4.514

b i @ @) ¢
FMM) 3253 4699 0301 0232 -
FMM% 3.226 4.635 0.296 0.253 0.962
FMM% 4668 0.813 0.657 0.221 (0.952, -0.022)
FMM; 4662 0.558 0.635 0.203 (0.974, 0.298, -0.35)

Tabla 5.4: Estimadores de los modelos del ejemplo de la ﬁgura
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Se puede ver que los estimadores de FMMS y FMM; son practicamente idénticos. El
valor de ¢ en el modelo FMM; evidencia una marcada autocorrelacion en los residua-
les, lo cual es general en todos los casos analizados. Para modelos mas complejos, los
estimadores son distintos.

El ejemplo que recogen la figura[5.14]y la Tabla 5.4 es un ejemplo representativo. De
hecho, en 79 de 88 de las sefiales analizadas se obtienen resultados muy parecidos. En
los otros casos (9), el algoritmo de estimacién para modelos con g, > 1 encuentra solu-
ciones donde los valores de ¢ son 0. Esto es debido a que las soluciones que encuentra el
algoritmo para valores de ¢ no nulos son maximos locales cuya verosimilitud no mejora

la solucidn inicial.

En resumen, los modelos FMMg1 ,q; > 0 incorporan una complejidad al modelo in-
necesaria, al menos en las sefiales PERG.
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En este trabajo hemos demostrado que el modelo FMM es muy adecuado para pre-
decir las sefiales PERG. Los parametros del modelo identifican los puntos criticos de
las oscilaciones mas relevantes de la sefial. Esta afirmacion es el resultado del analisis
preliminar de una base de datos con sefiales reales PERG. Las sefiales analizadas corres-
ponden a pacientes tratados en el IOBA desde 2003 siendo la primera vez que los valores
numéricos de estas seflales se procesan y analizan. Se presentan resultados del anélisis
de 143 senales, 65 corresponden a sefales incompletas. Los resultados del ajuste con un
modelo FMM, han sido excelentes en todos los casos.

Desde un punto de vista metodologico, se proponen dos extensiones al procedimien-
to FMM por un lado, un procedimiento para el analisis de sefiales incompletas, el cual
supone una solucidn util para estimar los parametros cuando no se ha observado el ciclo
completo de las sefiales PERG. Por otro lado, se propone el estudio de modelos FMM
con errores no independientes. Ambas propuestas se han validado con escenarios simu-
lados que imitan la morfologia de la sefiales PERG. El procedimento para el analisis de
sefnales incompletas generan soluciones mucho mas razonables que las que se obtienen
asumiendo que tenemos observaciones del ciclo completo. Sin embargo, los resultados
de las simulaciones para el modelo con erroes autoregresivos demuestran que, al menos
en este tipo de sefiales, esa complejidad en el modelo no mejora significativamente las
estimaciones. Esto a la vez pone de manifiesto la robustez de los estimadores del modelo
FMM,,.

Dentro del trabajo futuro encontramos multiples posibles vias de continuacion. Es
habitual en los estudios en medicina presuponer que los datos provinientes de los ojos
estan apareados. Una posible propuesta es estudiar el modelo con ciertas restricciones.
Por ejemplo, una restriccion natural en el modelo FMM estudiada en (ECG 3D) es que
las sefales provinientes de ambos ojos tienen idénticos parametros a y . Esto puede
robustificar la estimacion, ya que las amplitudes y parametros f de las ondas no se ve-
rian afectados, lo cual nos permitiria estudiar también posibles diferencias entre ojos
de individuos. Existen propuestas similares en la literatura [23]] aplicadas a sefiales en
ratones.

Otra posibilidad interesante es el analisis de los potenciales visualmente evocados
(VEPs) y su relacion con los PERG. Dado que son sefiales que registran la respuesta neu-
ronal posterior a una reaccién macular, que es precisamente la zona méas importante de
la retina, son de gran interés en estudios clinicos. Como el VEP depende de la integri-
dad del campo visual y las vias nerviosas oOpticas, pueden reflejar posibles patologias y
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carencias en las funciones maculares.

Otra continuacion es explorar de forma mas completa la relacion entre los parametros
y enfermedades retinianas. El modelo FMM aporta una nueva perspectiva en el analisis
de las sefiales electrofisiologicas, por lo que es interesante comparar las soluciones que
aporta con respecto a las herramientas que se encuentran en la literatura.
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