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Palabras claves

Técnicas de integracion. Contrato didactico. Coordinacion de registros semiodticos de

representacion. Tratamiento del registro algebraico. Nociones geométricas y variacionales.
Resumen

En este trabajo se describe y analiza la implementacién de una secuencia didactica destinada a
la ensefanza de las técnicas de integracion y al cdlculo de éareas y volimenes en un Instituto
Superior de Formacién Docente. Tanto en el disefio como en su implementacion se abordan algunas
problematicas relativas a la ensefianza del calculo infinitesimal. En particular, desde la Teoria de
Situaciones Didacticas, se estudia la incidencia del contrato didactico en la resolucion de tareas
matematicas por parte de los estudiantes. A lo largo de este informe se pondran en tension la
manipulacion simbolica necesaria para el calculo de integrales indefinidas al interior de un registro
algebraico y la coordinacion con el registro grafico de las funciones para no obturar los sentidos

geométricos y variacionales que dieron lugar al desarrollo del analisis matematico.
Keywords

Integration techniques. Didactic contract. Coordination of semiotic registers of representation.

Treatment of the algebraic register. Geometric and variational notions.
Abstract

This paper describes and analyzes the implementation of a didactic sequence aimed at teaching
integration techniques and calculating areas and volumes in a Higher Institute for Teacher Training.
Both in the design and in its implementation, some problems related to the teaching of infinitesimal
calculus are addressed. In particular, from the Theory of Didactic Situations, the incidence of the
didactic contract in the resolution of mathematical tasks by students is studied. Throughout this
report, the symbolic manipulation necessary for the calculation of indefinite integrals within an
algebraic register and the coordination with the graphical register of the functions will be put in
tension so as not to obstruct the geometric and variational senses that gave rise to the development

of the mathematical analysis.
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«Si doy la definicion de mamifero y a continuacion, después de examinar un camello, digo: he
ahi un mamifero, no cabe duda de que con ello se ha traido a la luz una nueva verdad, pero es

de un valor limitado».
Friedrich Nietzsche.

«Veo las cuestiones de la fundamentacion del analisis infinitesimal sin tristeza, enojo o
irritacion. Lo que hicieron Weierstrass y Cantor fue muy bueno. Asi tenia que hacerse. Pero si
ello se corresponde con lo que tenemos en nuestra consciencia, eso es otro asunto. Me salta
una brutal contradiccion entre las féormulas intuitivamente claras del calculo integral con el
incomparablemente artificial y complejo trabajo invertido en las justificaciones y
demostraciones. Se debe ser muy estupido para no ver esto de inmediato, y muy irresponsable
si, habiéndose percatado de ello, uno se acomoda a esta atmosfera logica artificial olvidandose

de esa brutal contradiccion».
Nikolai Nikolayevich Luzin.

«Alumno: «El coche tiene una velocidad de 50 millas por hora, ;qué quiere decir esto?»

. £ — £ =
lim —— = 50
Profesor: «]...] (Segin Cauchy, At—0 t2 — 1 quiere decir que ...) dado € > 0, existe un o

€y — €] _
5 — — Al =ce
Y, entonces: 2 — 11 »

tal que si /2 — 1) <

Dialogo publicado en el American Mathematical Monthly en 1986.
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1. Introduccion

En el presente informe exponemos los detalles relativos a la practica preprofesional llevada a
cabo en un Instituto Superior de Formacion Docente (en adelante ISFD) de la provincia de Cérdoba
durante el afio 2022. Dicho trabajo se inscribe en el marco del espacio curricular Metodologia y
Practica de la Ensefianza del Profesorado en Matematica de la Facultad de Matematica, Astronomia,

Fisica y Computacion de la Universidad Nacional de Cérdoba (FaMAF).
1.1 Contexto institucional

El ISFD en el que desarrollamos nuestras practicas ofrece tanto carreras de formacion docente

como de formacién técnica; se dictan las siguientes carreras:
e Profesorado de Educacion Especial con orientacion en Discapacidad Intelectual,
e Profesorado de Educacion Inicial,
e Profesorado de Educacion Primaria,
e Profesorado de Educacion Secundaria en Lengua y Literatura,
e Profesorado de Educacion Secundaria en Matematica,
e Trayecto pedagdgico para graduados no docentes

e Tecnicatura en psicopedagogia.

1.1.1 Infraestructura de la institucion

La institucion posee dos pisos. A continuacion detallaremos cada uno de ellos.
En la planta baja se encuentran los siguientes espacios:

- Aulas.

- Secretaria, la cual se divide en dos secciones: administrativa y area contable.
- Area de bedeles y relaciones institucionales.

- Biblioteca.

- Laboratorio de informatica.

- Area de coordinacion.

- Bafios femeninos y masculinos.

- Saldén de eventos, llamado “Teatrino”.

- Sala de espera.
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- Puerta de acceso al patio en donde se halla la escalera que conduce al primer piso.
En el primer piso se encuentran los siguientes espacios fisicos:

- Aulas

- Area de bedelia

- Sala de profesores

- Depdsito de limpieza.

- Bafios femeninos y masculinos

- Teatrino

Es apropiado observar que los estudiantes deben trasladarse al laboratorio de informatica en
caso que, para desarrollar alguna actividad, requieran hacer uso de las computadoras que les permita
trabajar con algun software especifico (como GeoGebra). Por lo general no es necesario pedir

permiso para usar este laboratorio, pues suele estar desocupado.

1.1.2 Descripcion del aula en la que trabajamos

El aula en que realizamos nuestras practicas esta ubicada en el primer piso de la institucion,
cuenta con nueve bancos dobles (las sillas no se encuentran adheridas a las mesas). Ademas, posee
un televisor conectado a una computadora de escritorio que se encuentra junto a la puerta de ingreso
al recinto. El docente puede mostrar a través del televisor su pantalla. Asimismo, el televisor fue
usado durante el periodo de observaciones por la institucion en al menos una ocasion para emitir
una transmision referida a un evento institucional. En el aula hay, ademads, una pizarra, en la que se

puede escribir con fibron, y un pequeio pizarrén ocupado por algunos carteles.

En la Figura 1 mostramos un esquema del aula descrita en esta seccion. En el mismo se sefialan

los elementos que hemos destacado con el objetivo de favorecer la comprension del lector.

]
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Figura 1: Salon de clases
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1.2 Unidad curricular

1.2.1 Aspectos generales

Desarrollamos nuestras practicas en la unidad curricular Problematicas del Analisis
Matematico II del tercer afio del Profesorado de Educacion Secundaria en Matematica. Segun el
Disefio Curricular para la Provincia de Cérdoba (Ministerio de Educacion de la Provincia de
Cérdoba, 2010, p. 57), los contenidos de este espacio se organizan siguiendo el formato curricular
de asignatura o materia, el régimen de cursado es anual y posee una carga horaria de seis (6) horas
catedra. Sin embargo, en la institucioén sélo se dan cinco (5) horas catedra por semana. Durante el
primer cuatrimestre, la materia se dictd los dias martes de 17:00 a 18:30 (comprendiendo dos
modulos), y jueves desde las 18:30 hasta las 20:40 (comprendiendo asi tres modulos). En cambio, al
comenzar el segundo cuatrimestre y a raiz de una reordenacion del personal de la institucion,
después del receso de invierno las clases se dictaron los dias martes y viernes: las clases de los
martes conservaron el horario del primer cuatrimestre, mientras que las de los viernes se iniciaban a

las 16:20 y finalizaban a las 18:30, comprendiendo tres mddulos.

1.2.2 Marco orientador

Como se sefiala en el Disefio Curricular (Ministerio de Educacion de la Provincia de Cordoba,
2010), en esta unidad curricular se desarrollan nociones en torno a las herramientas del calculo
integral, partiendo de problematicas epistemologicamente significativas, sustentadas en
aproximaciones intuitivas y modos de comprension dinamicos, con el fin de asimilar la
potencialidad de las mismas para el modelado de fendmenos variacionales, geométricos y
numéricos. Mediante esta perspectiva, y al trabajar con el problema de la razén de cambio, se
recuperan los sentidos que dieron origen a la disciplina del andlisis matematico, pudiendo apreciar
asi las transformaciones de su formulaciéon a lo largo del tiempo en distintos lenguajes,
reconociendo el alcance y limitacion de cada uno de ellos. Este tratamiento permite superar una
presentacion técnica de los contenidos del calculo integral, superando asi también una perspectiva
formalista, y favoreciendo la construccion de significados de los objetos matematicos introducidos
en Problemadticas del Analisis Matematico 1. Este tipo de abordaje permite la articulacion con los

espacios curriculares como Modelizacion Matematica en la Ciencia y Didactica de la Matematica II.

1.2.3 Evaluacion de la unidad curricular

Segun la planificacion anual del curso, “la evaluacion de esta unidad curricular consta de

cuatro instancias evaluativas en aula, a las que se suman otras instancias de evaluacion formativa”.
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Cada instancia evaluativa se aprueba con una nota no inferior a 4 (cuatro), que representa una

respuesta satisfactoria al 60% de los puntos planteados en cada instancia.

La obtencion de la regularidad y la acreditacion de esta unidad curricular se rigen por el
Régimen Académico Institucional, cuyos requerimientos exponemos en la siguiente tabla (tabla 1).
En la misma se contemplan tres posibles condiciones para los estudiantes: regular, promocionable y
libre, que a su vez dependen de ciertas condiciones como la asistencia, las calificaciones de las
instancias parciales y de las instancias finales. Se detallan, asimismo, cudles son las formas de

acreditar la unidad curricular segun la condicién del estudiante.

Regular Promocionable Libre
Asistencia Entre el 50% y el Mas del 75%. Menos del 50%.
75%.

Instancia Evaluativa
Parcial

Mas de dos instancias
con nota menor a 4.
Mas de dos instancias

Aprobar con nota Aprobar todas las

mayor o igual a 4 instancias con nota

Se pueden recuperar mayor o igual a 7.

dos distintas por No haber aplazado ausentes.
inasistencia o aplazo. ninguna instancia. Dos instancias
No haber faltado a aplazadas y alguna

ninguna instancia. ausente.

Instancia Evaluativa
Final Integradora
ante el profesor
durante el periodo de
cursado

Aprobar con nota
mayor o igual a 4. En
caso de inasistencia o

aplazo se debera
recuperar esta
instancia para acceder
a la regularidad.

Aprobar con nota
mayor o igual a 7. Si
se aprueba con una
nota menor a 7 se
queda en condicién de
estudiante regular.

No es necesario que se
presente a esta
instancia.

Forma de acreditacion
de la materia

Examen final ante
comision evaluadora.
Se aprueba con nota

mayor o igual a 4.

Mediante la Instancia
Evaluativa Final
Integradora si la

misma se aprueba con

nota mayor o igual a

7.

Aprobar ante una
comision evaluadora,
una instancia escrita y

una
instancia oral con nota

mayor o igual a 4.

Tabla 1: regularidad y acreditacion de Problematicas del Analisis Matematico 11

El Régimen Académico Institucional sefiala que la Instancia Evaluativa Final Integradora
debera estar diferenciada para quienes opten a la promocioén y para quienes estén en condicion de
ser estudiantes regulares. En ambos casos, no obstante, la Instancia Evaluativa Final Integradora

debera tener un caracter integrador, no pudiendo evaluarse en la misma sélo un tema o unidad.
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1.3 Modalidad combinada

Tras la experiencia de la Formacion Docente Inicial transitada en el contexto de pandemia, la
Direcciéon General de Educacion Superior (DGES) plantea en las “Orientaciones para una
modalidad combinada — bimodalidad en la formacion docente” (Direccion General de Educacion
Superior, 2022) algunas pautas y criterios para que en las propuestas de formacion inicial de los
ISFD se combinen las modalidades presenciales y virtuales, lo que se conoce como modalidad
combinada o bimodalidad. Entre ellos podemos destacar la configuracion de una cursada que
incluya encuentros combinados (tanto presenciales como virtuales o remotos), ofrecer instancias de
encuentro presencial con asistencia al ISFD en todas las unidades curriculares, vincular la
modalidad presencial a la asistencia fisica en la institucion asi como a la participacion activa del
cuerpo de estudiantes en los encuentros sincronicos virtuales. Cada institucion ha de definir criterios
comunes relativos al porcentaje de presencialidad y de virtualidad en los distintos formatos
curriculares, tales como asignaturas, seminarios, ateneos, tutorias, talleres, entre otros. Asimismo,
se sugiere asignar distintas cantidades de tiempo de modalidad presencial o virtual para cada
espacio curricular dependiendo del campo de formacion al que pertenezca dicho espacio. Se toma
como base la siguiente distribucion: para el campo de la Formacion General un 40% de cursada
presencial y un 60% de cursada virtual; 60% de la cursada fisica y 40% de cursada remota para los
espacios del campo de la practica docente (estos porcentajes no se refieren a las practicas docentes
que se desarrollan en las escuelas asociadas), y para el campo de formacion especifica un 50% de
cursada presencial y otro tanto de cursada con modalidad virtual. Cuando los criterios estén
determinados para cada carrera, la institucion deberd indicar las exigencias y caracteristicas de la

cursada.

Siguiendo las recomendaciones expuestas en el parrafo anterior, al comienzo de cada
cuatrimestre, los coordinadores de carreras del ISFD planifican y distribuyen a docentes y
estudiantes un cronograma en el que se indica en qué semanas se trabajara de manera presencial o
virtual, segiin sea el curso y la unidad curricular. Cabe destacar que durante la etapa de
planificaciones no contdbamos con esta distribucion, ya que la institucion atn no habia emitido la

grilla correspondiente al segundo cuatrimestre.

1.4 Aspectos particulares del curso
1.4.1 Asistencia y realidades de los estudiantes

Durante el periodo de observaciones previas a la realizacion de las practicas docentes,
comprendido entre el 17 y el 25 de mayo, pudimos apreciar que a las clases asistian alrededor de

quince estudiantes, siendo veintiséis la cantidad de inscriptos. Esta cantidad no se mantuvo

10
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constante, variando entre los doce y dieciocho estudiantes, segun fuese el dia. El docente habia
anticipado esta realidad propia del curso, comentando que varios de ellos compaginan su formacion

docente con otras actividades, tanto académicas como laborales.

Por otra parte, en la segunda semana de observaciones se presentdé una medida de fuerza que
gener6 un paro de transporte publico para el dia martes 24 de mayo. Debido a que se encontraba
proxima la primera instancia evaluativa, requiriendo la misma que los estudiantes pudiesen contar
con una clase de repaso, el docente paso la clase del martes 24 al viernes 27 de mayo. En esta clase

presenciamos una notoria disminucion de la asistencia

Al comienzo de una de las clases observadas, llevada adelante en modalidad remota,
obtuvimos el siguiente didlogo', que pone de manifiesto que algunos estudiantes cursaban en
paralelo materias correspondientes a otros afios. En dicha clase se registro un total de diecisiete
estudiantes que se sumaron de manera paulatina a la videoconferencia después del horario pautado

para el inicio de la misma.

D: Vamos a esperar un ratito mientras se siguen incorporando.
(Inmediatamente a continuacion pregunta a los estudiantes presentes en la
clase virtual). ;Tienen algo? ;Algin evento especial hoy, que se estan
retrasando?

Paloma: No, yo creo que algunos compafieros estan cursando Analisis I que

empez06 a las 16:20.

Como hemos sefialado con anterioridad, entre el primer y segundo cuatrimestre se produjo un
cambio en el horario de cursada de la asignatura, lo que afecté de manera sensible la asistencia, ya
que en nuestro periodo de practicas advertimos una media de entre ocho y doce estudiantes por

clase.

1.4.2 Recursos
Aula virtual

El aula virtual es un entorno digital brindado por la institucion, en el que el docente se
comunica de manera remota con los estudiantes, gestionando los materiales de lectura, las tareas

que deben realizar y las producciones asociadas a las mismas.

Bibliografia

" En lo sucesivo se indicara con la letra D las intervenciones del docente de la catedra.

11
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En el programa de la unidad curricular se establece que la bibliografia de base para los

estudiantes estara constituida por las siguientes:

- Gramaglia, Héctor, Textos de lectura. Apuntes de catedra
- Stewart, James, Caélculo, Trascendentes Tempranas, Sexta Ediciéon, Thomson Internacional,
2002.

- Herramientas TIC: Plantillas desarrolladas en Geogebra. Graficadores on-line.
Guias

El docente confecciona documentos que contienen tanto tareas practicas que los estudiantes
deben desarrollar como materiales de lectura que abordan algunas nociones teodricas en las que se
fundamentan las actividades propuestas. A estos documentos se los denomina ‘“guias”. Los

estudiantes acceden a éstas a través del aula virtual.
Pizarra de velcro

Uno de los practicantes es una persona con ceguera. Debido a esto, la FAMAF proveyd de un
dispositivo de escritura semejante a una pizarra elaborada con velcro en la que se escribe mediante
otro dispositivo, un lapiz de lana, misma que se adhiere a la superficie de la pizarra permitiendo
reconocer al tacto la traza dejada por el hilo. Ademas del lapiz de lana, el practicante empleo tiras
de velcro con formas de flecha para representar ejes cartesianos y segmentos de madera para
construir algunas figuras geométricas en la pizarra. Dicho dispositivo se colgd mediante agarraderas

metalicas a la pizarra del aula.

1.4.3 Actividades en las clases virtuales

Como sefialamos antes, las clases podian darse en modalidad presencial o virtual; a su vez, las
clases virtuales podian ser sincronicas (a través de una videoconferencia por la plataforma Google
Meet), o asincrdnicas (en las que los estudiantes debian enviar algunas actividades seleccionadas e

indicadas por el docente a través del aula virtual).

1.4.4 Dinamica de trabajo

En relacidon con la metodologia de trabajo del docente, observamos que las tareas presentadas

en las guias constituyeron el hilo conductor de las clases

En la primera clase que observamos (con modalidad virtual), el docente hizo una revision de
las producciones que los estudiantes enviaran durante la semana anterior, y finalizada la misma dio

lugar a una discusion en torno a una tarea que habia sido presentada en una de las guias previas.

12
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Esta dinamica se sostuvo también durante las siguientes clases observadas, ya con modalidad

presencial. Notamos que en estas clases era frecuente que los estudiantes trabajasen en grupos las

consignas y que luego se hicieran puestas en comun.
El docente gestion6 la mayoria de las actividades dando lectura a las consignas de las tareas y

comentandolas. En ocasiones relataba la situacion descrita y en otras agregaba a la actividad alguna

variante.
descrita en el parrafo anterior. El docente ha dado por finalizada una actividad y pasa a otra, cuyo

enunciado precede al registro en cuestion.
Actividad 3 presentada por el docente de la catedra

3) Las funciones F1, F2, F3 y F4 tienen como derivadas a las funciones D1, D2, D3

En lo que sigue, presentamos un fragmento de los registros para ejemplificar la metodologia

y D4, pero sin respetar el orden. Asocie cada funcién con su derivada. Justifique

de la manera mas completa posible.

D2

F2
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F3 D3

F4

D: Bueno, dejemos esto por hoy. Ustedes ahora en un momento de
introspeccion, de a dos, de a tres, o0 como estén, asocian en el punto tres
funciones con derivadas. (Aqui el docente se refiere a la actividad que
presentamos antes; sigue hablando el docente). Hay cuatro funciones a la
izquierda y cuatro funciones a la derecha. Las cuatro funciones de la
derecha son derivadas de las funciones de la izquierda. Tienen que justificar
la asociacion con por lo menos tres caracteristicas. Me tienen que justificar
la asociacidon con por lo menos tres caracteristicas.

Magdalena: Eso no dice en la copia.

D: (responde jocosamente) Eso lo digo yo, efectivamente no estd en la
actividad. Por ejemplo, veo que la funcion entre 1 y 2 es creciente y
entonces veo que la derivada asociada es positiva. Veo que la funcion entre
tres y cuatro es concava hacia arriba y observo que la derivada es creciente.
Veo que hay un maximo y observo ... (hace una pausa enfatica) lo que

corresponde para el maximo. Comenzamos ya.

1.4.5 Relacion de los estudiantes entre si y con el docente
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Durante el desarrollo de las actividades el docente charlaba con algunos estudiantes sobre sus
propuestas o dificultades. En ciertas oportunidades la discusion quedaba entre el estudiante y el
docente, pero en otras ocasiones el docente elevaba un poco la voz para llamar la atencién del curso
a una puesta en comun, tomandose de alguna idea o pregunta que hubiera escuchado. También, y
debido a que el aula tenia dimensiones reducidas, fue habitual que este tipo de transiciones entre un

diadlogo individual a uno grupal se diese por la intervencidon de algun otro compaiiero.

En el siguiente fragmento se puede ver como el docente gestionaba algunos momentos del
desarrollo de la actividad en didlogos colectivos. Estan trabajando en torno a la actividad presentada

a continuacion.

Actividad 2 presentada por el docente de la catedra

2) En cada caso, analice cuales de las siguientes propiedades es satisfecha por f',

la derivada de f, asumiendo que se muestra el grafico de f.

e f'es positiva
e f'es negativa
e f'escreciente

e f’ es decreciente.
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En funcidn de las relaciones establecidas complete

e fescreciente @ f'eS .ccooevveverieennnnns

o fesdecreciente @ f' es...cccoeeveerreennnn.

e fesconcava haciaarriba @ f'es....ccceeeiennens S f'es
e fescdoncava hacia abajo @ f'es....cccccvveeeenns S A TR
e ftieneun maximoenx & f' (x)=....yf'(X) ceoevererneenns

e ftieneun maximoenx & f' (x) =..... YE"(X) e,

e ftieneun minimoenx < f' (x)=..... A2 N 01 I

e ftieneun minimoenx < f' (x)=..... YE"(X) e,

e ftiene un punto de inflexion en x & ' (x) = ..... 12

e ftiene un punto de inflexidon en x & f"(x) = ..... Yy

D: Vayamos a analizar ahora el crecimiento de la derivada. Esa es la parte
un poco mas dificil. Miremos el grafico de la izquierda. Y miren qué sucede
cuando vamos tomando valores mas grandes de x, qué sucede con las
pendientes de la recta tangente.

Maria Paula: ;En cudl de los dos?

D: En el de la izquierda (haciendo referencia a las figuras de la actividad).

Después de esto los estudiantes comienzan a discutir entre si. En un grupo cercano escuchamos
cémo una estudiante le dice a otro qué es lo que pide la consigna. Se produce un murmullo de varias
conversaciones. En este tiempo el docente ha dialogado con una estudiante sentada en uno de los
bancos mas cercanos a la pizarra. Pasan algunos minutos y nadie ha respondido la pregunta que

dej6 el docente. Vuelve a tomar la palabra, haciendo uso de la pizarra.

D: Quiza conviene que dibujemos solo dos rectas. Tomemos so6lo dos
valores. Un valor a y un valor b (véase Figura 2). Recta tangente en a, recta

tangente en b. ;Qué valor es mas grande?
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.S

Figura 2: Grafica realizada por el docente en la pizarra de una funciéon concava hacia abajo en la que se

destacan las pendientes de las rectas tangentes decreciendo desde el punto a hacia el punto b.
Ante esta pregunta, una estudiante sentada en nuestras cercanias murmuro por lo bajo “En b”.

No obstante, un estudiante dice en voz mas alta, dirigiéndose al docente y permitiendo que sus
compafieros también escuchen su respuesta: “En a”. Un par mas de estudiantes dicen también que

en a. El docente se queda con esta respuesta y prosigue.

D: Entonces cuando crece el valor en x decrece el valor de la derivada. En
este dibujo (sefiala la pizarra). Entonces tenemos que f prima (refiriéndose a

f”) es decreciente.

Para finalizar una actividad, el docente daba lugar a una puesta en comun a través de algunas
preguntas dirigidas a que los estudiantes pudieran decir a sus compaiieros a qué conclusiones habian
arribado. En esta instancia, el docente exponia, la mayoria de las veces en forma oral, las ideas
centrales presentes en la resolucion de las actividades, dialogando con algunos estudiantes sobre las

dudas que surgieron y las dificultades que presentaron ciertos conceptos.

1.4.6 Relacion de los estudiantes con el objeto de estudio

En particular, durante el periodo de observaciones el objeto de estudio era la relacion entre el
fenémeno variacional y las derivadas de las magnitudes implicadas en el mismo. La principal
dificultad que advertimos en los estudiantes la constituy6 el pasar entre distintas representaciones
de las funciones, en concreto, aquellas actividades en las que, dada una representacion variacional,
la misma debia asociarse a una representacion analitica y viceversa. Esto es, por ejemplo, tomando
la descripcion de un movimiento rectilineo, determinar cudles serian las propiedades de las

derivadas primera y segunda de la funcion que relaciona la posicion del cuerpo en funcion del
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tiempo de marcha.

Si bien algunas de las tareas propuestas durante las clases tendian a generar una produccion
que sintetizara algunos de los resultados relativos al objeto de ensefianza, no pudimos constatar que
los estudiantes llevasen un registro escrito de dichos resultados. Observamos esto en algunas
discusiones sobre las nociones de crecimiento y concavidad de una funcidn asociadas al signo y al
crecimiento de su derivada respectivamente. En tales discusiones pudimos apreciar que muchos
estudiantes no participaban o bien mostraban ciertas dificultades para expresar sus ideas y
preguntas. Notamos también ciertas confusiones entre las caracteristicas de la funcién que se queria
analizar y las caracteristicas de sus derivadas. Comprendemos, no obstante, que el objeto de
ensefianza en si mismo comporta un alto grado de complejidad puesto que se pone en juego una

gran cantidad de informacion a lo largo de estas actividades.

En general, pudimos apreciar que los estudiantes constituian un grupo heterogéneo sobre
distintas dimensiones. Un ejemplo de esto es el grado de participacion durante el desarrollo de la
clase. Habia algunos cuantos estudiantes que solian proponer ideas y formular preguntas, mientras
que varios otros no intervenian en las discusiones grupales o las puestas en comun. A pesar de esto,
observamos cierto grado de compromiso en el trabajo con las actividades, ya que cuando el docente
las planteaba, los estudiantes solian trabajar sobre ellas en grupos de a dos (entre compafieros de un
mismo banco). También apreciamos intervenciones de estudiantes que por lo general no
participaban demasiado en las que se evidenciaba una elaboracion paulatina y provisoria de los

conocimientos referentes al objeto de aprendizaje.

Mostraremos una actividad propuesta por el docente y un extracto que representa el

intercambio de ¢l con los estudiantes al momento de abordarla.

Actividad 4 propuesta por el docente de la cdtedra el 27 de mayo

4) Considere las siguientes propiedades de la funciéon C(t):

(A) Paratodot: C''(t) >0
(B) Paratodo t: C'(t) <0

C(2)—C(0
(€) |- <1

Suponiendo que la misma representa la cantidad de liquido (medido en miles de
litros, o sea, unidad=1000 litros) que tiene un tanque, que pierde parcialmente

su contenido desde t=0 hasta t=2 (horas). (A cudles de las siguientes situaciones
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corresponde? (puede corresponder a mas de una).

Situacion 1 El tanque comienza perdiendo poco liquido, y luego con el tiempo
aumenta la velocidad de pérdida.

Situacion 2 El tanque pierde en todo momento mas de 1000 litros por hora.
Situacidn 3 El tanque comienza perdiendo mucho liquido, y luego con el tiempo
disminuye la velocidad de pérdida.

Situacidon 4 El tanque tiene inicialmente 3000 litros, pierde 1000 litros en la
primer hora, y los recupera en la segunda.

Situacion 5 El tanque tiene inicialmente 3000 litros, pierde 1000 litros en la

primer hora, y 500 la segunda.

Rodrigo: Profe, entonces, de las situaciones de abajo ... ;Se supone que
tienen que cumplir las tres? ; Tienen que cumplir las tres?

D: No, alguna de ellas. Uno tiene que ver ... Situacién uno. Describe una
forma de pérdida, y entonces esa forma de pérdida que describe la situacion
uno arroja ciertas caracteristicas analiticas de la funcion c. Entonces hay que
ver si la descripcion de la funcion C satisface las propiedades. Hagamos uno
para que se comprenda. Dice: El tanque comienza perdiendo poco liquido, o
sea que uno asume que tiene cierta cantidad, y que después, con el tiempo,
aumenta la velocidad de pérdida. (Luego repite la descripcion). Comienza
perdiendo una cierta cantidad. jPoco! En principio no estd cuantificado,
pero lo importante es que después de un tiempo de perder esa cantidad,
aumenta la velocidad de pérdida. Bueno, ahora analicemos las propiedades.
La primera propiedad dice para todo t, C segunda de t es mayor que cero (en
simbolos C”’(t) > 0). ;Qué me dice esto?

Rodrigo: (lentamente) Eso nos diria que C prima (C’) es creciente

D: (repite lo que dijo el estudiante). Se produce una pausa que es rota por el
docente. Bueno, ;podria la funcion C de la situacion 1 satisfacer la
propiedad a?

Tomas: (habla después de una breve pausa y lentamente) ... va diciendo ...
La situacion dice que el tanque va perdiendo poco liquido ... o sea que si
nosotros pensamos graficamente a ¢ prima ... (C’) seria como ... baja esa

velocidad de pérdida ... y al tiempo, como aumenta la velocidad de pérdida,
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sube.

D: Bien! ;Qué opina el resto? (Los estudiantes no responden). Vamos a ir
anotando. C”’(t) > 0. Por supuesto, estamos considerando los t entre cero y
dos, donde tiene sentido el fendmeno (anota en el pizarrén). Bueno, ;jalguna
otra opcion? ;algiin otro andlisis? (los estudiantes siguen en silencio
mientras el docente propone un grafico en la pizarra). Bueno, repasemos tu
analisis (se lo dice a Tomas). C segunda de t mayor que cero, /€SO
corresponde con qué cosa?

Tomas: Con C prima creciente.

D: ;Si! Yo te dije que si, pero no. ;Cual es la situacién que tenemos aca?
(Como es C? Si C representa la cantidad del liquido que tiene el tanque,
(como es la funcion C de la situacion uno?

Paloma: La C en funcion de t tiene valores que van decreciendo.

D: Primero que va decreciendo, ;eso esta?

Paloma: Si decrece tiene pendientes negativas (refiriéndose a las pendientes
de las rectas tangentes a la grafica de la funcidn estudiada).

D: Si decrece lo que sabemos es que tiene pendientes negativas. No
sabemos nada de la derivada segunda.

Paloma: Solamente sabemos que tiene pendientes negativas la derivada
primera.

D: Entonces ahi vamos con la situacion uno. La situacion uno dice que
comienza perdiendo poco y después empieza a perder cada vez mas. ;Eso lo
veo reflejado en la curva de qué manera? ;con qué caracteristica
geométrica?

Paloma: Que va a haber un puntito de inflexion...

D: Mmm no veo que vaya a haber un cambio de... (se detiene y pregunta).
(Por qué punto de inflexion?

Paloma: Porque varia la velocidad, o sea va a haber una variacion en la
velocidad.

D: Si, pero ... (La estudiante Paloma interrumpe y completa la idea de
antes).

Paloma: La pendiente va a hacerse mas empinada negativa.

A raiz de lo observado también pudimos intuir que algunos de los estudiantes contaban con
algtn tipo de formacion previa en analisis matematico, mientras que para otros los contenidos vistos

resultaban novedosos. Aun asi, la forma en que las actividades estuvieron planteadas y el tipo de
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trabajo que fomentaban resultaron desafiantes, debido a que las mismas implicaban un
acercamiento mas conceptual a los elementos del calculo infinitesimal, apartandose del esquema de
exposicion tradicional (Molfino y Testa, 2010) en el que se presentan las herramientas de una forma
logica deductiva. Asi, para abordar las actividades, se requeria que los estudiantes apelasen a una
comprension intuitiva del concepto formal de integral como éarea por debajo de una curva o de

acumulacion total de la variacion instantanea de una magnitud.

Por otra parte, al analizar las guias del docente, tal y como sefialamos en la Seccion 1.4.2,
apreciamos que en ellas se hacia alguna pequefia recapitulacion tedrica que fungia como material de
lectura. En las clases pudimos observar que el material en cuestion sustentaba buena parte del

trabajo con las actividades.
Sintesis

En esta seccion hemos presentado al lector el contexto institucional y aulico en el que se
desenvolverian nuestras practicas. A través de los didlogos, se pone de manifiesto cual era la
metodologia de trabajo propiciada por el docente en torno a las actividades de los estudiantes, las
vinculaciones de los estudiantes con el conocimiento matematico y el clima de mutuo respeto y
cordialidad que se mantenia entre el docente y cada estudiante del curso. En la proxima seccion
abordaremos, teniendo como referencia el marco planteado en esta introduccion, el diseno de la

planificacion y su implementacion efectiva en el aula.
2. Disefio de la practica e implementacion en aula

En esta seccion desarrollaremos una descripcion analitica del periodo de practicas. Durante el
mismo, abordamos las aplicaciones del célculo; en particular, las técnicas de integracion y la
aplicacion de la integral al célculo de areas y de volumenes. Este tema se inscribe dentro del tercer
eje de contenidos propuesto en el programa de la asignatura. De esta manera, al comenzar nuestras
practicas, los estudiantes habian abordado ya los contenidos del primer y segundo eje, en los que se
estudio, respectivamente, la nocion de integral en su sentido variacional y geométrico y la

formalizacion de este concepto a través de los teoremas centrales del calculo.

Para llevar a cabo las planificaciones de estas clases tuvimos en cuenta dos aspectos centrales.
El formato de las actividades planteadas por el docente, la gestion que durante las clases hacia de
las mismas y la dindmica de trabajo de los estudiantes fomentaba un abordaje intuitivo de los
objetos propios del analisis, apartdndose asi de la exposicion y secuenciacion clésica de estos temas
(Artigue, 1998). Por otro lado, al analizar el disefio curricular para la provincia de Cordoba,

observamos que este documento sugiere que el tratamiento de los contenidos de la asignatura se
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sustente en modos de comprension dindmicos, centrandose asi la atencion en el significado de los
objetos matematicos introducidos previamente (Disefio Curricular para el Profesorado de Educacion
Secundaria en Matematica de la Provincia de Cordoba, 2011). Teniendo en cuenta que los
contenidos que trabajariamos habrian de ser aplicaciones y técnicas de calculo, el principal desafio
que nos planteamos fue el de introducir los mismos de manera tal que no se produjese una ruptura
en relacion con la secuencia trabajada durante el primer cuatrimestre y a la vez no proponer reglas
de célculo que no estuvieran justificadas o motivadas en los conocimientos previamente
desarrollados. En suma, que los estudiantes no terminasen percibiendo a las técnicas y aplicaciones
del calculo como una temdtica ajena y apartada de las construcciones de sentido que habian

desarrollado hasta el momento.
2.1 Programa de la asignatura

Con el fin de situar al lector, presentamos a continuacidon el programa de la asignatura,
destacando con color naranja aquellos contenidos que se dictaron mientras realizamos las
observaciones indicadas en la introduccion a este trabajo, y con verde los que desarrollamos en el

periodo de practica.

Eje temadtico I: Sentidos/Significados geométricos y variacionales

Modulo | Significados geométricos y variacionales de los descriptores

fundamentales de las funciones.

e Funciones elementales, sus graficas y su expresion algebraica. Relacién
entre los registros graficos y algebraicos. Relacién entre aspectos
variacionales de un fendmeno particular y aspectos geométricos de la
curva. Relacion entre las notaciones sobre asintotas con el
comportamiento del grafico. Funcién racional. Grado del numerador, grado
del denominador, signo de los coeficientes, etc. Su relacién con las

caracteristicas del grafico.
Mddulo II: Significados geométricos y variacionales de los conceptos centrales.

® Nociones de razén de cambio promedio e instantdnea y cambio
acumulado. Relaciones entre aspectos variacionales y geométricos,
expresados a través de la derivada y la integral definida. Sentido del TFC

desde los fenémenos de variacion.
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e Vinculacion entre las caracteristicas de las funciones derivada y derivada
segunda con la gréfica de la funcion original, y las caracteristicas del

fendmeno que modelan.

Eje temdtico Il: Aspectos formales de la Teoria del Cdlculo Infinitesimal

Médulo I: Problema del cociente de infinitésimos y la nocidn de limite.

e El problema del cociente de infinitésimos de igual orden.

® El concepto de limite

Mddulo II: Formalizacidn de los conceptos centrales.

e El concepto de continuidad. El concepto de derivada. Aproximacion del
area bajo la curva mediante suma de areas de rectangulos. Sumas
inferiores y superiores, su existencia para funciones continuas.

e La definicidn de integral definida.

Modulo lll: La Teoria del Calculo Infinitesimal.

e Teorema de los valores extremos. Teorema de Fermat, Teorema de Rolle y

el Teorema del Valor Medio. El Teorema Fundamental del Calculo.

Eje temdtico Ill: Las Técnicas y las aplicaciones del Cdlculo

Modulo |

e (Calculo de limites, derivadas e integrales indefinidas

Modulo I

e La integral para el calculo de area de figuras, el volumen de sélidos y las

series numeéricas.

Eje temdtico IV: Elementos del andlisis multivariable

Modulo |

e Funciones definidas en el plano. Superficies.

Modulo
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® Los conceptos de derivadas parciales, direccionales y gradiente: sus

significados geométricos. La integral iterada y su significado geométrico.

2.2 Objetivos

En funcién de los desafios expuestos con anterioridad, nos planteamos los siguientes objetivos,
que se sostuvieron a lo largo de las practicas y en los que se fundamentaron la mayoria de nuestras

decisiones curriculares.

En principio, introducir las técnicas de integracion como herramientas para el célculo de
antiderivadas, presentando la integral indefinida como el proceso inverso de la derivacion. Para ello,
nos remitimos fuertemente al Teorema Fundamental del Célculo Infinitesimal, notando que el
mismo proporciona una forma vélida de calcular integrales definidas conociendo alguna
antiderivada del integrando. Esto nos permiti6 relacionar las técnicas de integracion con las reglas
de derivacion, por lo que tanto la evaluacion diagnostica como una parte de las actividades previstas
fueron conducidas a hacer una revision de estas ultimas. Por otro lado, esta forma de exposicion nos
permitié introducir la problematica del calculo de integrales indefinidas de manera que estuviese
directamente relacionada con la problematica que motivé el estudio de la integral definida como
objeto matematico en tanto que area por debajo de una curva a través del Teorema Fundamental del

Calculo.

Por otra parte, el segundo objetivo que formulamos fue el de generar ambientes de aprendizaje
mediante la formulacion de tareas inscriptas dentro del paradigma de los problemas con referencia a
la semirrealidad y a la matematica pura (Skovsmose, 1999) donde los estudiantes tuvieran que
recuperar los sentidos variacionales y geométricos estudiados en el contexto del primer eje del
programa. Esto nos llevo a incluir en la secuencia varias actividades, por lo general después de la
introduccion de cada nueva técnica de integracidon, en las que se planteasen situaciones con
referencia a la semirrealidad (como la descripcion de un movimiento rectilineo con aceleracion no
constante) e intramatematicos (calculo de areas de figuras), a fin de recuperar nociones tales como
la acumulacion del cambio instantaneo y las sumas de Rieman. Esto nos permitié también fomentar
la coordinacion entre los registros de representacion (Duval, 2006). En efecto, para ser abordadas,
las técnicas de integracion requieren del registro algebraico de las funciones. Pensamos entonces en
tareas en las que, a partir de la expresion algebraica de una funcidén que representara el movimiento
de un cuerpo puntual sobre una recta de accidn, se tuviese que elaborar la descripcion del
movimiento de dicho cuerpo (registro variacional), mediante el estudio del crecimiento y el signo

de las derivadas de la funcion dada (registro analitico).

24



M. Ferreyra y N. Balmaceda

Es necesario destacar ademds que tuvimos en consideracion la formacion previa de los
estudiantes en las asignaturas en las que estudiaron los conceptos centrales del calculo infinitesimal.
Puesto que, segun el disefio curricular, la exposicion de los contenidos tematicos del analisis no se
realiza de manera clésica, es decir, que no se presentan los objetos de estudio mediante definiciones
formales y secuenciando los resultados a través de un sistema logico-deductivo, abordamos las
técnicas de integracion como herramientas de calculo, sin buscar ahondar en las demostraciones
rigurosas de las mismas. Aun a pesar de esto ultimo, ligamos las reglas de derivacion y las técnicas
de integracion cuando fue posible, exponiendo asi algunos argumentos en los que se justificaban las
técnicas de integracion asumiendo la validez de las reglas de derivacion en tanto objeto de estudio

previo.
2.3 Objeto de estudio

Iniciamos el estudio de las técnicas de integracion, que constituyeron el principal objeto de
ensefanza de las practicas, con el calculo de antiderivadas de ciertas funciones elementales
fundamentales, como las funciones polindomicas, la exponencial y ciertas trigonométricas, que
pudieron ser deducidas a partir de las reglas de derivacion para dichas funciones. Se abordaron
también las técnicas de sustitucion y el método de integracion por partes como inversos de la regla
de la cadena y del producto de derivadas. Finalmente, presentamos algunos casos particulares del
calculo de integrales de funciones racionales a través de la descomposicion en fracciones simples
(en particular, aquellos en los que se pudiera inferir con cierta naturalidad el principio que
justificaba la descomposicion), asi como una variante de la técnica de sustitucion aplicada al calculo
del area de un circulo con radio arbitrario. Segln las planificaciones que habiamos formulado,
teniamos previsto trabajar con el célculo de areas y el de volumenes de s6lidos de revolucion para
finalizar con el periodo de practicas. No obstante, y debido a las necesidades que percibimos en los
estudiantes de reforzar la técnica de descomposicion en fracciones simples ante la tercera instancia
evaluativa, s6lo pudimos abordar el calculo de areas y no se pudieron gestionar todas las actividades
previstas para el tema relativo a los volumenes de sélidos de revolucion, pudiendo solamente

plantear una actividad introductoria al método de integracion por discos para solidos de revolucion.
2.4 Material curricular empleado

Ahora bien, para orientar nuestro trabajo confeccionamos cinco guias de actividades, una
evaluacion de diagnéstico y una instancia evaluativa. Puesto que el canal habitual por el que el
docente del curso se comunicaba con los estudiantes era el aula virtual, decidimos usar también este
medio para remitir las guias que trabajariamos en cada una de las semanas, si bien en la primera

clase que dictamos decidimos llevar el material en fotocopias para que los estudiantes pudieran
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escribir sobre las mismas sus producciones a fin de dejar un registro escrito en el que pudiera

sustentarse su trabajo posterior (particularmente, que los estudiantes tuvieran a mano las reglas de

derivacion basicas y algunos ejemplos significativos de derivadas que serian usados en las clases

siguientes).

En tanto que en las paginas siguientes sera frecuente referenciar las mismas, presentamos aqui

una breve descripcion de las guias elaboradas (véase Tabla 1), sefialando los temas vistos en cada

una de ellas.

Guia 1 Guia 2 Guia 3 Guia 4 Guia 5
Tema Integrales de Método de Integracion por Aplicaciones de la | Aplicaciones de la
funciones sustitucion. partes y fracciones | integral: calculo de | integral: calculo de
elementales. simples. area. volumenes de

solidos de

revolucion.
Objetivos | - Repaso de reglas | - Repaso de la regla | - Repaso de la regla - Reconocer - Reconocer curvas
de derivacion. de la cadena. de Leibniz para la regiones generatrices y ejes

- Célculo de
integrales
indefinidas de
funciones lineales.
- Integrales de
polinomios.

- Integrales de
sumas de
funciones.

- Integrales de
exponenciales y

trigonomeétricas.

- Introducir la regla
de sustitucion.

- Resolver
integrales
indefinidas
aplicando el
método de

sustitucion.

derivada de un
producto de
funciones.

- Calcular
integrales mediante
la técnica de partes.

- Introducir la
descomposicion en
fracciones simples.

- Resolver

integrales de
funciones

racionales.

determinadas por
las graficas de
funciones.

- Calcular el area
de dichas regiones.
- Calcular el area
del circulo
aplicando

sustitucion inversa.

de rotacion.

- Aplicacion del
método de discos
para calcular el
volumen de un
solido generado a
partir de la rotacion
en torno al eje de
abscisas de la
grafica de una

funcion.

Tabla 1: Temas de las guias

Varias de las actividades practicas que planteamos en las guias fueron extraidas del libro de

texto que el docente habia usado durante la primera parte del afio y que aparecia dentro de la

bibliografia recomendada, la séptima edicion de Calculo de una variable de James Stewart, a la que
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los estudiantes tenian acceso mediante una version digital. Algunas actividades fueron extraidas de
documentos sobre experiencias en torno a la ensefanza del célculo diferencial e integral en
contextos educativos y adaptadas segun los objetivos que habiamos planteado, mientras que otras
fueron disefiadas por nosotros y ampliamente discutidas con el docente a cargo del curso y nuestro
mentor. Finalmente, y debido a que desedbamos que las guias sirviesen como material de lectura
autocontenido, desarrollamos algunas secciones tedricas en las que introdujimos las definiciones de
antiderivada, revisamos los teoremas fundamentales del calculo e hicimos un desarrollo expositivo

de las técnicas de integracion sirviéndonos de ejemplos y de algunas argumentaciones tedricas.

2.5 Cronograma

2.5.1 Proyeccion inicial

Como sefialamos en la introduccion, la materia alternaba el dictado de clases de manera
presencial con la modalidad virtual. Puesto que este aspecto incidio fuertemente en la planificacion
de las clases, y con el fin de situar convenientemente al lector, presentamos en la siguiente tabla

(Tabla 2) las actividades previstas inicialmente para cada semana, distinguiendo la modalidad de las

clases.
Fecha Modalidad | Horas Temas a trabajar Actividades
de la clase | catedras
Guia 1, Guia 2, Guia 3, Guia 4, Glias

Viernes 19 | Presencial 3 Introduccion al calculo de | Lectura correspondiente a la Guia 1.
de Agosto integrales indefinidas. ‘ .

Resolucion de Actividades 0, 1, 2 y 3 de la

Propiedades de la integral. Guia 1.

Martes 23 Virtual 2 Célculo de  integrales | Visualizacion del video “devoluciéon de
de Agosto | asincronica indefinidas de funciones | autoevaluacion”

elementales.

Relacion entre los registros
analiticos, geométricos y
variacionales de una funcion
a partir del analisis de sus

derivadas.

Se habilitard un espacio en el aula virtual (del
martes 23 al miércoles 24) para la entrega de

las Actividades 4 y 6 de la Guia 1.

Durante la clase presencial del viernes 19
diremos que se abrira un foro el martes 23
hasta el miércoles 24 para trabajar la Actividad

5 de la Guia 1, tanto oralmente como en la

27




M. Ferreyra y N. Balmaceda

consigna se indicara que cada estudiante debera
subir su producciéon como comentario, y que se
espera que emplee el foro para hacer preguntas

e intercambios.

Con esto queda cerrada la Guia 1.

Viernes 26
de Agosto

Virtual

asincronica

Introduccion y calculo de
integrales mediante la regla

de sustitucion.

Lectura de la regla de sustitucion y
visualizacion del material que subiremos al

aula.

Se habilitarda un espacio (del viernes 25 al
sabado 27) para la entrega de las Actividades 2
¥ 3 de la Guia 2.

Se abrirda un foro (del viernes 26 hasta el
sabado 29) para trabajar la Actividad 4 de la
Guia 2. Tanto oralmente como en la consigna
se indicard que cada estudiante debera subir su
produccion como comentario, y que se espera
que emplee el foro para hacer preguntas e

intercambios.

Martes 30
de Agosto

Virtual

sincronica

Introduccion al método de

sustitucion inversa

Introduccién y calculo de
integrales  mediante el
método de integracion por

partes.

Lectura referida al método de sustitucion

inversa y resolucion de Actividades S, 6 y 7.
Hasta aqui estaria concluida la Guia 2.

Lectura del material tedrico de la Guia 3 acerca

del método de integracion por partes.
Resolucion de la Actividad 1y 2 de la Guia 3.

Quedaria concluido el método de integracion

por partes.

Viernes 2 de

Septiembre

Presencial

Introduccion y calculo de
integrales mediante la regla

de fracciones simples.

Lectura de la Guia 3, correspondiente al

método de fracciones simples.
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Aplicacion de la integral al

calculo de areas.

Resolucion de Actividades 3 y 4 de la Guia 3.

Hasta aqui concluido el tema de integracion por

fracciones simples.
Cerrada la Guia 3.
Lectura de la Guia 4 sobre el calculo de areas.

Resolucion de las Actividades 1, 2 y 3 de la
Guia 4.

Martes 6 de | Presencial Cierre del calculo de areas. | Resolucion de las Actividades 4 y S de la Guia
Septiembre L 4.
Introduccion a las
aplicaciones de la integral | Cerrada la Guia 4.
en el calculo de volimenes ) )
‘ . Lectura de la Guia 5 correspondiente al calculo
de solidos de revolucion. ) . L
de volumenes de solidos de revolucion.
Resolucién de las _ de la Guia
5
Viernes 9 de | Presencial Instancia Evaluativa Grupos de a dos, no tendrdn més de 10 minutos
Septiembre para explicar una actividad de una guia
entregada previamente. Dicha actividad se dara
mediante bolilla/sorteo.
Ademads cada estudiantes debera entregar la
guia completa.
Durante la explicacion el docente podrd hacer
algunas preguntas.
Martes 13 Presencial Devolucion de la instancia | Devolucion de las guias escritas con
de evaluativa. comentarios.
septiembre

Cierre del calculo de

volimenes.

Cierre de las practicas.

Resolucion de las _ de la

Guia 5.

Cerrada la Guia 5.
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Fin de las practicas.

Tabla 2: Cronograma inicial de las practicas
2.5.2 Supuestos iniciales y modificaciones posteriores

Es conveniente destacar que, al elaborar las planificaciones, contdbamos con que las cuatro
primeras clases de las practicas serian presenciales y darian comienzo el martes 9 de agosto. Sin
embargo, tras el receso invernal, el docente encargado del curso destiné las primeras dos clases del
cuatrimestre a repasar los temas que entrarian en la segunda instancia evaluativa del 16 de agosto.
Puesto que, de esta forma, comenzamos las practicas el viernes 19 de agosto, tuvimos que modificar
el cronograma para introducir la técnica de sustituciéon de manera asincronica, al tiempo que
algunas de las actividades que habiamos proyectado trabajar en la presencialidad se terminaron
proponiendo como tareas que los estudiantes debian enviar a través del aula virtual. Esto nos llevo
también a generar materiales audiovisuales para complementar el material de lectura referido a la
regla de sustitucion y discutir algunos aspectos relevantes que encontramos al corregir las

evaluaciones diagnosticas.

Amén de lo anterior, durante el desarrollo de las practicas existieron otros factores que

afectaron de manera directa a la reorganizacion de las actividades previstas.

En las entregas que realizaron los estudiantes durante la semana de trabajo asincrénico
apreciamos distintas dificultades” en la resolucion de los ejercicios, por lo que destinamos la clase
del martes 30 de agosto para hacer una revision de los puntos conflictivos que consideramos mas

pertinentes.

Por otro lado, en la primera formulacion de la planificacion, la segunda guia trataria sobre la
regla de sustitucion y constaria de dos partes. En la primera se plantearian las actividades
introductorias y fundamentales, mientras que en la segunda se estudiaria la técnica de sustitucion
trigonométrica, que permitiria calcular el area de un circulo. Sin embargo, el docente de la catedra
nos indico que suele abordar este tema después del trabajo con fracciones simples, por lo que
decidimos aceptar su sugerencia y modificar la guia correspondiente a la regla de sustitucion,
eliminando la segunda parte, y ubicando la actividad referida al célculo del area del circulo en la

guia de aplicacion de la integral al calculo de areas.

Finalmente, debido al feriado decretado por el Gobierno nacional tras el intento de magnicidio

en contra de la vicepresidenta de la Nacion, el viernes 2 de septiembre no se dictaron clases en la

? Estas dificultades seran desarrolladas en la tercera Seccion del presente trabajo.
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institucion; esto propicié que las actividades previstas para ese dia pasaran al siguiente martes, de

manera que contamos con un médulo menos para desarrollar el tema en cuestion.

A causa de estos corrimientos en el calendario, hubimos de tomar la tercera instancia
evaluativa el viernes 16 de septiembre (difiriendo de la fecha prevista en el cronograma original), lo
que nos impidié hacer una devolucion personal a los estudiantes acerca de su desempefio en dicha

instancia.

2.5.3 Cronograma efectivo

Asi pues, antes de entrar en detalle sobre los contenidos matematicos desarrollados, las
actividades propuestas para su abordaje y algunas de las ideas y preguntas que emergieron durante
las clases, ademds de algunas reflexiones en torno a ciertas decisiones curriculares, presentamos el

cronograma real de este periodo (véase Tabla 3).

Fecha Modalidad | Horas Temas Contenidos vistos Actividades
de la clase | catedra Guia 1, Guia 2, Guia 3,
Guia 4 y Gllias
Viernes 19 | Presencial 3 Introduccién al | Teorema Fundamental del | Comentamos lo que se
de Agosto calculo de | Calculo. trabajaria durante nuestras
integrales o S practicas.
. ‘ Definicién de antiderivada.
indefinidas. )
. o Lectura correspondiente a la
Familia de antiderivadas.
Guia 1.
Definicion de integral ' .
) ) Resolucion de Actividades 0,
indefinida.
1,2y 3 delaGuia l.
Integrales  de  funciones
polindmicas.
Martes 23 Virtual 2 Calculo de | Integrales de funciones | Visualizacion  del  video
de Agosto | asincronica integrales trigonomeétricas. “devolucion de
indefinidas. ) autoevaluacion”
Integrales de funcion
Relacion entre | exponencial e hiperbolica. Se habilitd un espacio en el
los  registros [ = ‘ aula virtual del martes 23 al
_ Linealidad de la integral con |
analiticos, viernes 26 para la entrega de
respecto a la suma de
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geométricos y
variacionales

de una funcion.

funciones y a la multiplicacion

por un escalar.

Analisis de la variacion de la
posicion de un movil: pasaje
de la representacion algebraica
al registro analitico y a la
descripcion del  fendmeno

modelado.

las Actividades 4 y 6 y se
abri6é un foro para trabajar la
Actividad 5, correspondientes

ala Guia 1.

Nota:  Avisamos a los
estudiantes durante la clase
presencial que dichas
actividades  servirian para

conmutar la asistencia.

Con esto quedd cerrada la

Guia 1.

Viernes 26 Virtual Regla de | Composicion de funciones. Lectura de la regla de
de Agosto | asincronica sustitucion. sustitucion y visualizacion del
Regla de la cadena para la _ _
‘ _ .| material que subimos al aula.
derivada de una composicion
de funciones. Se habilit6 un espacio del
) o martes 24 al viernes 26 para la
Técnica de sustitucion. .
entrega de las Actividades 2 y
Manipulacion algebraica de la |3 y se abrid un foro para
expresion del integrando para | trabajar la  Actividad 4,
completar derivadas. correspondientes a la Guia 2.
Manipulacion con [ Nota:  Avisamos a los
diferenciales. estudiantes durante la clase
presencial que dichas
actividades  servirian para
conmutar la asistencia.
Martes 30 Virtual Regla de | Calculo del area por debajo de | Puesta en comun y resolucion
de Agosto | sincronica sustitucion. la grafica de una funcion | de la Actividad 4 de la Guia 2.

Introduccién al
método por

partes.

definida a trozos.

Linealidad de la integral con

respecto al dominio de

Hasta aqui quedo concluida la

Guia 2.

Lectura del material tedrico de
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integracion. la Guia 3 acerca del método de
L integracion por partes.
Aplicacion  del  segundo

Teorema Fundamental del

Céalculo para calcular la

integral definida.

Regla de Leibniz para la

derivada de un producto.

Demostracion del método de

integracion por partes.

Integral del producto entre una
funcion cuadratica y

exponencial.

Desarrollamos un ejemplo de

este método:

a "
j roedr

Martes 6
de

Septiembre

Presencial

Método de
integraciéon por

partes.

Integracion de

funciones
racionales
mediante la
descomposicid

n en fracciones

simples.

Aplicacion del método de

integracion por partes.

La integral del logaritmo

natural.

Linealidad con respecto al

dominio de integracion.

Integral como 4area por debajo

de una curva.

Descomposicion  de  una
funcién racional en suma de
fracciones irreducibles: caso
de descomposicion en factores
lineales no repetidos y en
factores lineales por un factor

cuadratico irreducible.

Resolucion del sistema lineal.

Planteo y resolucion de las

Actividades 1 y 2 de la Guia 3.

Lectura del tedrico sobre
descomposicion en fracciones

simples.
Ejemplo.

Planteo y resoluciéon de la

Actividad 4 de la Guia 3.

Ejemplo de integral de funcion
racional con denominador en
cuya factorizacion un
polinomio irreducible de grado

dos.
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Viernes 9 | Presencial Integracion de | Ejemplo de integral de una | Exposicion de un ejemplo de
de funciones funcién racional: Caso del | integral de funciones
Septiembre racionales. polinomio cuadratico | racionales en el que se debe de
L irreducible en la factorizacion | calcular
Aplicacion  de ‘ .
) del denominador. ] 1 dr = arctan(x)
la integral al 12 :
calculo de dreas | La derivada de la tangente
de regiones | inversa. Planteo del problema del
determinadas calculo del area del circulo
Sustituciéon  trigonométrica: . 1 . 1
por curvas. o ’ mediante a integra
aplicacion para el calculo del -
I T
area de un circulo. ] ! Tida
—r para usar la
Interseccidn entre curvas. sustitucion T = reos(t) =
dr = —rsen(t)dt
Célculo de areas entre curvas
mediante la integral definida | Planteo y resolucion de las
de la diferencia entre las | Actividades 3,4y 5 de la Guia
curvas. 4.
Cerrada la Guia 4.
Martes 13 | Presencial Aplicacion de | Aplicacion de los contenidos | Revision de ejercicios de
de la integral al | relativos al calculo de areas. fracciones simples.
Septiembre calculo de B ) B
. Introduccion de las nociones | Planteo 'y resolucion del
regiones ) ) o
. de curva generatriz y eje de | problema del crecimiento neto
determinadas ) )
rotacion. de una poblacion dadas las
por curvas. )
. ) tasas de  natalidad y
. Definicion de solido de .
Introduccion al B mortalidad.
revolucion.
calculo de B
‘ Planteo y resolucion del
volimenes de | Método de los discos para el
) calculo del volumen de un
solidos de | célculo de su volumen.
. cono truncado.
revolucion.
Viernes 16 | Presencial Tercera Las técnicas de integracion. | Exposicion individual de los
de instancia Célculo de éareas. La integral | estudiantes de los ejercicios
septiembre evaluativa. como cambio acumulado de la | del trabajo practico (tercera
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variacion de una magnitud. instancia evaluativa).

Cierre de las practicas. Fin de las practicas.

Tabla 3: Cronograma de clases
2.6 Diagnéstico

Como hemos sefialado con anterioridad, los objetivos que planteamos sirvieron para tomar
ciertas decisiones curriculares, antes y durante el periodo de practicas, tales como la seleccion de las
actividades y el enfoque que se les darian. No pudimos dejar de reconocer, sin embargo, que el tema
que constituiria el objeto de ensefianza (las técnicas de integracion) requeria de los estudiantes
cierto manejo del registro algebraico de las funciones, y en particular con los procesos de

diferenciacion.

Durante el periodo de observaciones, como hemos resefiado en la introduccion de este informe,
constatamos que se hacia un fuerte trabajo en la coordinacion entre el registro grafico y analitico de
las funciones. Asi pues, con el fin de obtener cierta informacion de base que nos permitiese calibrar
el repaso que deberiamos hacer de ciertos temas, antes del comienzo de nuestras practicas
propusimos de manera asincronica una evaluacion de diagndstico, cuya resolucion fue enviada por

cada estudiante a través del aula virtual.

2.6.1 Objetivos del diagnostico

Presentamos a continuacion los objetivos que tuvimos en cuenta para la elaboracion de la

evaluacion de diagnostico.

® Revisar las reglas de derivacion.

e Conocer qué posibles dificultades se presentan en el calculo de las
derivadas de funciones elementales.

e Repasar los contenidos vistos durante el primer cuatrimestre en relacién
con la descripcién de graficos de funciones a partir de sus derivadas, que
permiten su esbozo aproximado.

e Comprobar cual es el dominio que tienen sobre la informacién que aportan
las derivadas primera y segunda de una funciéon en relacién con las

propiedades de monotonia y concavidad.
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Cabe destacar que el documento que el docente a cargo del curso envi6 a los estudiantes a
través del aula virtual contenia la formulacion de estos objetivos. Esto no fue algo que hubiésemos
previsto, pues so6lo habiamos pensado dar a los estudiantes las tareas que constituian la evaluacion

diagnostica.
2.6.2 Actividades del diagnostico

Actividad 1: Calcule la derivada de las siguientes funciones. Indique cémo

obtener las mismas.

a) flx) =1In(cos (1)) + /T
b) 9(x) =e*(z" +4)°

- 3, .2 :
Actividad 2: Considere la funcién h dada por h(r) =27 +2° — 21

A. Obtengah'yh'.

B. A partir de las derivadas obtenidas en (a), sin realizar ningun grafico,
indique periodos de crecimiento o decrecimiento de h, intervalos de
concavidad, sus cortes con los ejes coordenados, puntos criticos y otros
elementos que usted considere pertinentes para graficar la funcién.

C. Sin utilizar Geogebra, y con la informacién obtenida en el punto (b),

elabore una gréfica de la funcién h.
2.6.3 Observaciones

El primer ejercicio requeria (para ser resuelto) del conocimiento de las propiedades de la
derivada y de las reglas de derivacion: la linealidad de la derivada con respecto a la suma de
funciones, la derivada de un exponente, la regla de la cadena para la composicion de funciones y la

regla de Leibniz para la derivada de un producto de funciones.

La segunda tarea estaba pensada de manera intencional para que los estudiantes empleasen el
registro analitico (las derivadas de una funcidn a partir de su expresion algebraica) para obtener
datos asociados a algunas caracteristicas del grafico de la misma (como intervalos de crecimiento y
tipos de concavidad, entre otros). La restriccion impuesta en el inciso C de esta actividad (i.e. no
emplear ningin software de geometria dindmica para elaborar la grafica de la funcién a través de su
expresion algebraica), forzaria a los estudiantes a recurrir al trabajo realizado en los incisos previos
de esta actividad. Cabe destacar que las funcion elegida en esta ultima actividad, por tratarse de una

funcién polindmica de tercer orden sin términos independiente, tenia como virtud el que se pudiera
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factorizar con cierta facilidad para calcular los puntos de corte con el eje de las abscisas y poder
analizar también las derivadas primera y segunda (una funcidon cuadratica y una funcion afin,
respectivamente), para obtener informacion sobre el signo de estas funciones o sus periodos de

crecimiento y decrecimiento.
2.6.4 Resultados del diagnostico

Las actividades del diagnostico fueron enviadas a través del aula virtual por el docente del
curso el dia 29 de julio y el espacio destinado a la entrega permaneci6 abierto hasta el 7 de agosto.
La realizacion de esta actividad no se presentd como obligatoria, debido a que los estudiantes se
encontraban en periodo de receso y examenes finales. De los veintiséis estudiantes inscriptos

obtuvimos un total de siete respuestas.
A partir de las producciones de los estudiantes apreciamos lo siguiente:

1. La totalidad de los estudiantes que hicieron la entrega dominaban la propiedad de linealidad

de la diferenciacion.
2. Todos los estudiantes derivaron correctamente los polinomios.

3. Fueron pocos los estudiantes que presentaron alguna dificultad con la regla de la cadena.
Observamos que en la primera actividad al menos dos estudiantes tuvieron alguna confusion

al plantear la derivada del logaritmo natural.

4. Al derivar el producto de funciones del inciso b de la primera actividad, la regla de Leibniz

es la que presentd mas dificultades a los estudiantes.

5. Privados de la posibilidad de graficar las derivadas primera y segunda de la funcion h del
inciso ¢ de la Actividad 2, los estudiantes presentaron distintas estrategias para obtener
informacion sobre la primera derivada, basandose en su mayoria en el conocimiento previo
de la funcion cuadratica. Obtuvieron las raices de la funcion (que asociaron con los puntos
criticos de la funcidn h), y analizaron la concavidad de h’ a través del signo del coeficiente
cuadratico para determinar la concavidad de la pardbola e inferir a partir de esto el punto de

maximo de h.

En general las resoluciones de los estudiantes fueron correctas. Como hicimos notar,
desedbamos obtener informacidon de base sobre el dominio de algunas reglas de derivacion y la
informacion aportada por las derivadas primera y segunda de una funcion en relacion con la grafica
de la misma. Sobre esto Ultimo, notamos una mayor apropiacion del vinculo entre el crecimiento y

la concavidad de h con el signo de sus derivadas primera y segunda (respectivamente) en
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comparacion con el dominio que tenian de este tema durante las clases observadas en el mes de

mayo.
2.6.5 Tratamiento de tres problemdticas en las producciones de los estudiantes

Al corregir las resoluciones de los estudiantes percibimos la aparicion en reiteradas ocasiones
de algunas problematicas en sus producciones que destacamos en una devolucién general hecha a
través de un formato audiovisual que estuvo a disposicion del curso durante la semana de trabajo
asincronico. En el video expusimos algunas de estas producciones para analizar los aspectos que

fueron de nuestro interés. En las siguientes subsecciones detallamos los mismos.

1. Relativos a la notacion.
2. Relativos a la presentacion de las actividades.

3. Relativos al analisis de las funciones.
2.6.5.1 Relativos a la notacion

Observamos en las producciones de los estudiantes que aplicaban en general dos formas para
indicar la derivada de una funcion: la funcion primada, que consiste en emplear el simbolo  para
representar que se deriva la expresion que precede al mismo, y la notacion mediante el operador

diferencial respecto de la variable independiente de la cual depende la funcion. Es decir, si

df

. I —(x .
[ — I e una funcion derivable entonces f () y dx - :Irepresentan ambos a la derivada de la

funcién f en x elementos del conjunto de los nimeros reales.

En algunos casos los estudiantes aplicaron de manera erronea estas notaciones con el objetivo

de explicitar cuales eran las reglas de derivacion que utilizaban al resolver la primera actividad

, .
(véase Figuras 6y 7).
\
&) 1= |n (s L\l/\ v Vx Lo devivada o ma.
¢ 9 5 | fe. (A3
fev) In (‘Lv'“)) 4+ V¥ ievivadas ()
N \ - - -
T (¢ ) plos ) ) + feyVx aplico lo pop e lo cesly b =
N rqlos de o ene
2l ! ke - .
L .Ct"”‘) oA x T 4 por L la . :
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- . Seax -l' AL
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Figura 6: Resolucion de la Actividad 1a del diagndstico de Paloma.
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En la resolucion de Paloma (Figura 6) expresa que f(x)=f’(x). Luego distribuye f’(x) en ambos
términos como si estuviera usando la notacion mediante diferenciales, lo cual no es correcto para la

manipulacion con el signo prima.

Figura 7: Resolucion de la Actividad 1a del diagnostico de Milagros.

En la produccion de Milagros (Figura 7) se muestra el uso de dos notaciones para derivadas, la

primada y mediante diferenciales. Identificar que esta ultima no es utilizada correctamente pues la
d (In(cos(z))

funcioén a derivar debe estar en el numerador, por ejemplo: dx

Por ello nos parecid apropiado establecer cuales son las “normas” de uso de estas notaciones, la

ventaja que tiene una sobre otra en distintos contextos y la relacion que las vincula, a saber, que si
dy
- * .« ’ . .

y = flx)=dz = flr) pues esta relacion seria empleada luego al introducir la regla de

sustitucion.

2.6.5.2 Relativos a la presentaciéon de los resultados

En no pocas de las producciones escritas que analizamos percibimos que tanto en la primera
como en la segunda actividad los estudiantes presentaban sus resultados apelando a esquemas o

diagramas como los que se muestran en las Figuras 8 y 9.

BB (20 208 ) [0 =)
G f \ b L I C.'
5 3 = -
Greciile DeciRieSle Crecaenle

Figura 8: Resolucion de la Actividad 2a del diagndstico de Antonio, monotonia de la

funcién h en relacion con el signo de h’.

En la Figura 8 se puede ver como el estudiante analiza la funcion observando lo que sucede en
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tres intervalos que €l distingue ubicandolos en la primera fila. A cada uno de ellos los asocia con un
signo (+, -, +) en la segunda fila del arreglo, y en la tercera indica la propiedad de monotonia
correspondiente. Sin embargo nunca especifica qué funcidon es la que decrece o crece ni que

significan los signos +,-,+.

[] T
.h‘:,?f( ol
S ) .
— i .
L AL ( 4357 A
\—';(/" = , : =
3 : e o ""R’"‘C'
Iy | K¢ -~ LA
o or]l‘m loway
MY de crcaminte (oo, ~(2)V (959 ©)
LNt e ¥ ol = .
{ 4 WOy Lrn ("‘3! &5 (f)

Figura 9: Resolucion de la Actividad 2a del diagnostico de Paloma, indica con flechas los

intervalos de crecimiento y decrecimiento.

En la Figura 9 se aprecia una representacion del crecimiento y decrecimiento de la funcion a
través de flechas debajo de una recta donde se marcaron los puntos criticos (maximo y minimo).
Luego analiza qué sucede en la funcion antes y después de estos puntos, y segin sus valores

establece con flechas hacia arriba o hacia abajo si crece o decrece.

Si bien valoramos estos esquemas en tanto sintesis de los resultados expresados en un registro
figural que ayuda a tener una mejor comprension del fenémeno, no podemos dejar de advertir que
en la mayoria de estos trabajos se notaba la ausencia de un texto que abundase en indicaciones de
los procedimientos, calculos y resultados seguidos para exponer la resoluciéon. Como mencionamos
antes, varios estudiantes pudieron enunciar de manera parcial algunos teoremas que relacionan
monotonia de una funcidn con su derivada, tales como que h es creciente si y solo si h'(x) > 0 (mas
adelante volveremos sobre este resultado, con relacion a la formulacion expuesta de esta manera).
Sin embargo, notamos que no muchos estudiantes podian indicar en donde empleaban este teorema
y en varias oportunidades debimos asumir a qué hacian referencia ciertas indicaciones en los

manuscritos.

En otras producciones observamos ciertos usos de notaciones que estdn de alguna manera
estandarizados en la notacion habitual y que (por esto mismo) no se hacian explicitos en el contexto

del problema. En la siguiente produccion (Figura 10) se puede ver lo dicho.

40



M. Ferreyra y N. Balmaceda

Figura 10: Resolucion de la Actividad 2a del diagndstico de Tomas.

A continuacioén transcribimos el texto que aparece en la Figura 10 para facilitar su

comprension:
"En h’, “a” es positiva, por ende la funcidon decrece y luego crece ".

Interpretamos en lo anterior que el estudiante apela a la escritura polinomica de la funcién

cuadratica, una de cuyas representaciones algebraicas es por convencién la dada por @~ + b + ¢,

y que al indicar que a > 0 hacia referencia al signo del coeficiente cuadratico.

Nos parecié oportuno hacer algunas recomendaciones en lo relativo a la presentacion de las
producciones. Si bien esto no se inscribe dentro de un contenido matematico explicito, no es menos
cierto que la comunicacion de los resultados forma parte tanto de la actividad docente como de la
actividad cientifica. En tanto que los estudiantes del curso estan realizando su formacion inicial
docente nos pareci6 apropiado indicarles en su momento que en los espacios curriculares del campo
disciplinar no debe de estar presente solo el contenido matematico. En torno a las nociones
matematicas aparece de manera tangencial la necesidad de comunicar resultados de manera clara y
precisa. Para resaltar esto, realizamos una reformulacion de algunos de los trabajos que enviaron los
estudiantes, con el fin de mostrar de qué forma podria mejorarse la exposicion de algunas ideas. En
la figura (Figura 11), una de las diapositivas usadas en la presentacion del video, se muestran las
modificaciones que hicimos sobre el trabajo presentado en la Figura 8. La tabla (Tabla 4) es una
transcripcion de la figura (Figura 11) que incluimos en el cuerpo de este trabajo debido a un
posicionamiento explicito en favor del mejoramiento del acceso a textos digitales mediante el uso

de lectores de pantalla.
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Presentacion

jCémo se podria reelaborar esta exposicién?

En principio se podria escribir el teorema al que vamos a hacer referencia
para fundamentar nuestra respuesta. Luego podriamos hacer el siguiente

esquema:
. i i —3—\.-"‘2_3 —2—',."2_3 —2+1."2_3 —3—\.-"‘2_3 .
Si x esta en (—oo, ==2) (===, —==) (==, x)
Entonces h'(x) es positiva es negativa es positiva
Por lo tanto, h es: creciente decreciente creciente

Figura 11: Diapositiva de la presentacion exhibida en el material audiovisual

Si x esta en ) —2— 2&] —2— V28 —24 /28 S —2+ V28 ]
(—o0, ——— . . (——., @
) G ) G i ) i
Entonces h’(x) es positiva es negativa es positiva
Por lo tanto, h es: creciente decreciente creciente

Tabla 4: positiva-negativa-positiva/creciente-decreciente-creciente expuesta en el material audiovisual.

Mais adelante veremos como esta intervencion sustentd el trabajo de algunos estudiantes en

producciones posteriores.

2.6.5.3 Relativos al analisis de funciones: L.a nocion de crecimiento de una funcién asociada al

signo de su derivada.

Observamos en las producciones de varios estudiantes una asociacion entre el signo de la
derivada de una funcion y la monotonia de la misma. En efecto, este conocimiento se hizo presente
en varias de las clases que observamos durante el primer cuatrimestre, de lo cual hemos dejado
constancia en la introduccion de este trabajo mediante algunos dialogos obtenidos del registro de
dicho periodo ( Seccion 1.4.6). Como se ha mencionado, uno de los objetivos de la evaluacion
diagnostica fue conocer qué dominio poseian los estudiantes de coordinacidén entre el registro
algebraico y analitico de las funciones. Puesto que habiamos comprobado que la mayoria de las
actividades que observamos consistian en extraer informacion del grafico de una funcion y
contrastarla con las propiedades de su derivada, propusimos un ejercicio en el que se debiese
establecer una relacion directa entre la expresion algebraica de una funcion, sus propiedades
analiticas y la representacion grafica de la misma, sin pasar por esta ultima. Mas aun, debiendo

coordinar la expresion algebraica con las propiedades analiticas de la funcion para arribar a su
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registro grafico.

En general comprobamos que los estudiantes podian hacer uso de resultados del andlisis que
establecen condiciones suficientes y necesarias para el crecimiento o decrecimiento de una funcion
en la medida en que la imagen de su derivada toma valores positivos o negativos respectivamente.
No obstante aplicar correctamente este resultado, la forma en que los estudiantes probaban que una
derivada fuese negativa o positiva devino en una nocién llamativa del crecimiento de una funcién.

(Véase Figura 12).

Figura 12: Resolucion de la Actividad 2b del diagndstico de Milagros.

Como se aprecia en la imagen anterior (Figura 12), para emplear el teorema la estudiante ha
evaluado la derivada de h en x=0, x=2 y x=-2, obteniendo que h’(0) <0, h’(2) > 0y h’(-2) > 0; en
consecuencia, plantea que “h es decreciente en 07, “h es creciente en 2” y “h es creciente en -2,

que no es correcto en términos matematicos.

Nos pareci6 apropiado recuperar este detalle de no menor relevancia, tanto en la devolucion
individual que hicimos a cada estudiante como a través del material audiovisual. Recuperamos en

estas instancias la definicion de crecimiento de una funcion.

Definicidn: Sea f : I — I una funcién a valores reales, con I — I un intervalo.

Se dice que f es creciente en el intervalo |, si, y sélo si, se cumple que para

cualesquieraayben|,si a < b, entonces fla) < f(b],

Pusimos énfasis en recuperar que el crecimiento o decrecimiento de una funcidén no es una
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propiedad puntual. Por el contrario, es una propiedad que describe el comportamiento de los valores

de la imagen de una funcién en un intervalo.

En parrafos anteriores hemos dado un enunciado parcial del teorema que garantiza la relacion
entre el signo de la derivada y el crecimiento de la funcion. Presentamos a continuacion el

enunciado completo del teorema.

Teorema: Sea I — R un intervalo. Considérese f : I — i una funcidn derivable

en el intervalo I.

Son equivalentes:

1. Lafuncidn f es creciente en .

2. Paratodo « € I, se cumple que ['(x) =0,

Observamos aqui que el enunciado que manejan los estudiantes no toma en consideracion que

la derivada de f ha de tomar valores positivos para todos los puntos del intervalo.

Puesto que, segun la planificacion anual, debiamos introducir las técnicas de integracion y las
aplicaciones del calculo integral, no introdujimos nuevas actividades para trabajar esta nocion de
crecimiento durante las clases. En la devolucidén audiovisual enunciamos la definicidn, el teorema
anterior y mostramos como podria probarse que la derivada de h era positiva o negativa en ciertos
intervalos sin apelar a la representacion grafica de la misma. El ejercicio de probar esto, tanto con
argumentos que emplean la derivada segunda como con aquellos que invocan el teorema de los
valores extremos, sin embargo, fue expuesto a titulo informativo, pues la dificultad de tales pruebas
excede los objetivos y alcances del curso y por lo tanto no esperabamos que adoptasen y

reprodujesen este conocimiento en particular.

Finalmente, y como cierre de esta discusion, planteamos aqui algunas posibles interpretaciones

que hicimos en torno al trabajo con esta nocidon de crecimiento.

En primer lugar, una posible justificacion matematica de la afirmacién “la funcién h es
creciente en 2” — de donde después se concluye que h es creciente en un intervalo no acotado de R
— se fundamenta en que h es una funcion polindémica y, por lo tanto, es derivable con derivada
continua. Por ser h’ continua, se tiene que si h’(2) > 0, entonces existe un entorno de 2 en donde h’

es positiva.

44



M. Ferreyra y N. Balmaceda

Por si sola esta afirmacidon no basta para asegurar que h’ serd positiva en el intervalo que
consignaron los estudiantes. Hemos pensado también que aqui interviene cierta intuicion acerca de
la grafica de h’, ya que su expresion algebraica responde a un polinomio de grado 2, y los
estudiantes han tenido experiencias previas con las graficas de funciones cuadraticas. Esto nos
conduce a pensar que los estudiantes perciben como evidente cudl es el signo de h’ en los distintos
intervalos de la recta real y por ello no consideran necesario proporcionar una justificacion sobre
este hecho. Ademas, este tipo de tarea no forma parte del trabajo que realizan habitualmente en las

clases.
2.7 Actividades propedéuticas

En lo que refiere a la secuenciacion didéactica nos parecié apropiado establecer un puente entre
los contenidos tratados durante el primer cuatrimestre y el tema que constituiria el eje central de
nuestras practicas. Es de vital importancia, por lo tanto, referir aqui las tareas planteadas en la

primera guia, que sustentarian el trabajo dentro del aula, su disefio e implementacion.
2.7.1 Repaso del Teorema Fundamental del Calculo

Como establecimos antes en este trabajo, confeccionamos las guias intercalando un material de

lectura tedrico y tareas practicas.

La primera actividad propuesta en la clase presencial del viernes 19 de agosto fue la lectura de

los teoremas fundamentales del calculo infinitesimal.

Texto extraido de la Guia 1

Repaso
Definicion:

.7 . . . 'r el J— -
Sea f una funcién continua. Si se considera g tal que 9 () = f(], entonces se

dice que g es una “antiderivada” de f.
Repaso del Teorema Fundamental del Cdlculo
Parte 1
Enunciado:

Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b], y se define para todo x
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S Flx =/ (t)dt
en [a,b] la funcion fla bl =+ R dada por Ja 1) . Entonces F es

derivable en (a,b) y se cumple que F'(z) = f(z)
Observaciones:

- Lafuncion F es una antiderivada de f, pues satisface la definicion dada.

- La variable t que aparece en el argumento de f es un nimero real tal que

a < t<x ¥rla, bl .
Parte 2
Enunciado:

. _I'_ I 1 .7 . .
Si 4 :la,bl— R es una funcién continua en el intervalo [a,b], entonces

/ g'(t)dt = g(b) — gla)

La docente practicante a cargo de esta etapa gestiond dicha lectura en comun, alternando la
lectura del tedrico por parte de los estudiantes con algunos comentarios sobre lo leido: en particular,
preguntando al curso qué se habia comprendido del material, haciendo aclaraciones y pidiendo o
proponiendo ejemplos para focalizar la formulacion abstracta de estos resultados en aplicaciones

concretas.

A continuacidon presentamos un fragmento del registro de clase en el que se ejemplifica lo

anterior. Micaela ha pedido a uno de los estudiantes que lea la definicion de antiderivada.

Micaela: Bueno, vamos con la primera definicién del repaso, no sé si
alguien la quiere leer.

Paloma: Bueno, definicion. Sea f una funcion continua. Si se considera g tal
que la derivada de g de x es igual a f de x, entonces se dice que g es una
antiderivada de f.

Micaela: Perfecto. ;Coémo ven esta definicion? ;Esta clara? ;Complicada?
Paloma: No, esta clara.

Micaela: ;Esta clara? (le responde a Paloma. En este momento ingresa una
estudiante al aula y saluda a la docente practicante, quien responde): Hola,
,qué tal? Bueno, ;me podrian dar un ejemplo? Armar un ejemplo de la

definicion, para que quede maés claro todavia.
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Antonio: f puede ser ... (se produce una pausa larga). Luego toma la palabra
otra estudiante).

Isabel: x cuadrado (haciendo referencia a la funcion que a cada valor de x le
asigna %) por ejemplo f ...

Micaela: Como f x cuadrado (elevando un poco el tono de la voz para
indicar que se ha aceptado la sugerencia de la estudiante y que hay que
seguir con el ejemplo).

Isabel: A ver ... ;Y la antiderivada seria de f? Si es x cuadrado, la
antiderivada seria tres x al cubo ... (Aqui otro estudiante habla casi al
mismo tiempo).

Antonio: No, vos ahi tenés que ...

Isabel: ... ;Sobre tres?

Micaela: Claro, aca lo que conviene pensar, pensemos en la g, ;como nos
dice la definicion? Se considera una g, entonces busquemos una g, la que
ustedes quieran elegir.

Antonio: Por ejemplo x al cuadrado. La derivada seria dos x.

Micaela: x al cuadrado, bien. ;La derivada cudl es? (mientras la docente
practicante formulaba la pregunta el estudiante habia indicado ya cuél seria
la derivada, hablan casi al mismo tiempo. Luego el mismo estudiante
responde):

Antonio: Dos x.

Isabel: Dos x.

Micaela: Dos x (confirmando la respuesta). Y entonces esa dos x seria
nuestra ... (eleva el tono de la voz para indicar pregunta).

Antonio: Nuestra f.

Micaela: F, exactamente. Entonces g, que era x al cuadrado, es una
antiderivada de ...

Antonio: De f.

Micaela: Dos x, si, que es nuestra f.
2.7.2 Reorganizacion del contenido

Deseamos que el lector advierta que la presentacion de este resultado (el Teorema Fundamental
del Calculo) difiere de la forma en que el docente del curso lo enuncié en su momento. En el
siguiente fragmento se puede leer dicha formulacion, proporcionada en una de las guias que se

trabajaron durante el periodo de observaciones previo al disefio de la planificacion, y que apela a
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una comprension de la nocidon de variacion de una magnitud para llegar a la expresion que relaciona

la integral definida de la variacion con el cambio total de la magnitud en cuestion.

Material de la clase 26 de mayo
Teorema Fundamental del Calculo en su sentido variacional

Si v(t) es una funcién que representa la razéon de cambio puntual o instantaneo
de una magnitud dada por m(t), entonces el cambio acumulado de la magnitud
en un intervalo [a,b] (o sea la diferencia m(b) — m(a)), estd dado por el area bajo

la curva v(t), matematicamente representada por la integral definida:

/ v(f) dt = m(b)— mia)

o
Este resultado se conoce como Teorema Fundamental del Calculo. EI TFC brinda
una herramienta fundamental para la obtencién de poder predictivo sobre los
fendmenos de variacién. El hecho fundamental expresado por el TFC es que

integrando la funcién razén de cambio obtenemos el cambio acumulado, es decir

la variacion total de la magnitud m.

En nuestro disefio, el teorema se enuncid en término de funciones en lugar de magnitudes,
mientras que la variacion de una magnitud se encuentra representada por la derivada de la funcion.
Ademas, y siguiendo la presentacion del libro de texto recomendado en la bibliografia del curso,

hemos dividido el Teorema Fundamental del Célculo Infinitesimal en dos partes bien diferenciadas.

Nos parece adecuado sefialar que la segunda parte del Teorema Fundamental del Calculo
Infinitesimal corresponde a la regla de Barrow. La diferencia estriba en la hipotesis sobre la
derivada de g en el teorema. Tras la definicion de integral mediante las sumas superiores e
inferiores de Darboux y la consecuente definiciéon de lo que es una funciéon Darboux integrable
dentro de la teoria, la condicion suficiente para la g’ es que sea Darboux-integrable. El resultado es
valido para funciones continuas. Por un lado, se puede probar que una funcidén continua es una
funcion Darboux-integrable. Si esto no se tiene en cuenta, se puede probar de manera independiente
(mediante el primer teorema fundamental) que si g’ es continua, entonces se satisface que la integral

definida entre a y b de esta funcion esta dada por g(b) - g(a).

También es de destacar que se hace la misma consideracion en la formulacion de la primera

parte del Teorema Fundamental del Calculo. Aplicando la definicion de Darbox-integrable, el
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enunciado del teorema toma esta forma:

Primer Teorema Fundamental del Calculo Infinitesimal: Sea [ :la.bl— R

acotada.

Y £ :r:.IrJ:

. . - F@)= [ pwar
Si f es Darboux-integrable, entonces la funcién Ja ,

definida como [ @ [#.b] = I &g continua en [a,b]. Ademas se cumple que sif es
continua en un punto c del intervalo (a,b), entonces F es derivable en c y se

obtiene que £'(c) = fle],

Ambas modificaciones en los enunciados responden a los objetivos formulados en la
planificacion anual del curso y en el Disefio Curricular para el Profesorado de Educacion
Secundaria en Matemadtica de la Provincia de Coérdoba. Si bien los estudiantes estudiaron una
definicion formal de la integral mediante las sumas superiores e inferiores de Darboux, la diferencia
entre funciones continuas e integrables responde a una sutileza técnica que excede por mucho la
comprension intuitiva de los resultados del analisis matematico y no aporta a la misma, resultando
mas bien propia del modelo tradicional de la ensefianza del célculo (Molfino, 2010). Puesto que esta
digresion podria ser formulada en otros contextos y a través de tareas que no tendrian una relacion
directa con el objeto de estudio de las practicas optamos por una formulacién que respondiera a la
gran mayoria de los fendmenos que pueden ser modelizados a través de los elementos del andlisis
matematico (por ejemplo, magnitudes en cuyas variaciones no se presentan discontinuidades, tales
como la temperatura en funcion del tiempo o del lugar, la posicion de un objeto en movimiento, la

cantidad de liquido en un recipiente).

Por tultimo, hemos de resaltar que una de las observaciones al primer teorema fundamental
estaba destinada a esclarecer alguna posible confusion generada por el uso de la variable t en el
argumento del integrando, ya que a priori tanto t como X son numeros reales que pertenecen al
intervalo [a,b]. Contrario a lo que habiamos anticipado en las planificaciones, los estudiantes no

manifestaron dificultades con relacion a este particular.
2.7.3 Calculo de antiderivadas

Finalizado el repaso del Teorema Fundamental del Calculo proseguimos con la lectura conjunta

del siguiente apartado del material de lectura.
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Extraido de la Guia 1

Aplicacidn prdctica del Teorema Fundamental del Cdlculo

Supongamos que se desea caIcuIar.[I flzydz  por |a primera parte del

Flx 2/ ity di . e
teorema, existe ) Ja ) tal que f'lx) = flx), ¥ e {a,b] por lo

/' ) de = / F'(z) dz

tanto se tiene que Por la segunda parte del

' / Fi(z) de = F(b)— F(a)
teorema se tiene que Ja . Con esto hemos llevado el

problema de calcular una integral definida de una funcién f a hallar la

antiderivada de f y evaluarla en los extremos de integracién.

Para dar cierre a esta introduccion, enfatizamos las siguientes ideas:

Para calcular la integral definida entre a y b de una funcion f, se busca alguna antiderivada

de f'y se la evalua en los extremos del intervalo de integracion.

Gracias al TFC podemos llevar un problema de calculo de una integral definida a la

busqueda de una antiderivada, proceso que llamaremos “integracion”.

lectura, llamamos “integrar”, y que se refiere a encontrar antiderivadas de una funcion.

integrales para realizar las Ultimas tareas de la primera guia.

Estos comentarios, manifiestos en el disefio de la planificacion, nos permitieron abordar las
siguientes actividades teniendo como referencia el problema de calcular la integral definida de

funciones continuas, dandonos pie a hablar sobre el proceso que mas adelante, en el material de

En el siguiente fragmento del material de lectura abordamos estas definiciones. Cabe destacar
que no se hizo una lectura conjunta del mismo, como estaba previsto (por falta de tiempo), por lo
que indicamos al curso que parte de las tareas que tendrian durante la siguiente semana de clases, en

modalidad asincronica, seria volver sobre las ideas aqui presentadas y leer las propiedades de las

Extraido de la Guia 1

Familia de antiderivadas

Ill

Por lo visto hasta aqui se tiene que la integracidn es el “proceso inverso” de la
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derivacion, puesto que al integrar una funcidn f se obtiene una funcion F que, al

ser derivada, da por resultado la f.

No obstante, debemos aclarar que si bien al derivar se obtiene una funcion,
cuando integramos obtenemos una familia de antiderivadas. Supongamos que se

tiene una funcién continua f y se define la funcién F como en la primera parte

Flz) = ] f(t) dt

del TFC dada por , esta funcion satisface que F'(x) = f(x)

(es decir, F es antiderivada de f).

Ahora bien, si consideramos g(z) = F(r)+ ©, es facil ver que g también es una

antiderivada de f, ya que g'(z) = F(z) = fl(z}, pues la derivada de la constante

c es cero.

Asi, obtenemos el siguiente resultado: Si g es una antiderivada de f, entonces

glx) — Fxr) = ¢ Este resultado depende del teorema del valor medio y se basa
en que si la derivada de una funcién es cero, entonces dicha funcién es

constante.
Conclusion

Lo anterior indica que existen infinitas antiderivadas de f. En efecto, si a la
funcién F se le suma cualquier numero real c se obtiene una funcién g que

resulta ser también antiderivada de g.
Observacion
La funcién F definida en la primera parte del Teorema Fundamental del Calculo
Flr) = j fit) dt
por a , e€s la Unica de las infinitas antiderivadas de f que
satisface que Fla)=10

Notacion

: : g . : flr) dr
Si se tiene una funcién f continua, entonces el S|gnoj representa a
cualquier funcidn g(x) que sea antiderivada de f y se llama integral indefinida de

f.
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2.7.4 Integrando por primera vez

A continuacion exponemos una de las primeras actividades previstas en la planificacion, en la
que presentamos ademads los objetivos, la solucion anticipada y las dificultades y propuestas que
adelantamos. Inmediatamente después incluimos algunos registros de esta clase para mostrar la
forma en que se gestiond la actividad y reflexionar sobre las soluciones aportadas por los

estudiantes.

Actividad 2 de la Guia 1

Actividad 2: Para un moévil que parte del reposo y se mueve en linea recta, la
funcion v(t)=9t permite determinar su velocidad v medida en m/s, respecto del

tiempo de marcha t, medido en segundos.

a) ¢Cuantos metros recorre el movil después de quince segundos (15s) de

estar en continuo movimiento?

b) Encuentren una funcidén que permita calcular el espacio recorrido por el

movil después de t segundos de marcha.

c) Suponiendo que a tiempo t=0 el movil se hallaba a 30m a la derecha del
observador O, ¢A qué distancia se hallard después de un tiempo t de
marcha? Grafique la funcion que describe la posicidon del movil respecto de

dicho observador O.

ome w:

d) Suponga que el mdvil tiene una velocidad dada por la funcién v(t)=kt y que
en el tiempo t=0 se encuentra en la posicidn c respecto de un observador.

¢Cual es la funcion que describe la posicion del movil respecto del tiempo?
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Reconocer que el inciso (b) es andlogo a los incisos de la actividad anterior,
pues se trata de encontrar la funcién de acumulacion.

Reconocer el problema geométrico. La integral es el area de la figura que
esta determinada por la curva y el eje horizontal del sistema cartesiano.
Notar que dichas figuras son triangulos rectdngulos. Apelar al
conocimiento del calculo de areas de tridngulos para hallar una férmula
general.

Reconocer que lo requerido en el inciso (a) puede ser planteado en
términos de una integral definida;

Hallar que, en general, si la velocidad de un mdvil se describe mediante
una funcion lineal, entonces la funcién de posicién de dicho moévil serd una

funcion cuadratica.

Resolucion prevista

La integral de una funcidn, en este caso v, que representa la razén de
cambio instantdneo de la posicidn de un cuerpo en funcién del tiempo t, da
por resultado la variacién de la posicion en el intervalo de tiempo

considerado. En este sentido, se puede plantear que el espacio recorrido

15
[ vl(t) dt

en 15s de marcha estard dado por o . Ahora, si usamos el

conocimiento geométrico de la integral como area por debajo de la curva,

esperamos que los estudiantes representen la funcién v en un sistema de

ejes coordenados, observando a continuacion que la figura geométrica que

gueda determinada por esta funcion y el eje de abscisas es un triangulo de
15
[ v(t) di
base 15y altura 9. 15 (Figura 13). Asi pues, la /o es igual al area

/*JT'E-
de este tridangulo. De esta manera /o
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150 /

100

135

50

Figura 13: Resolucién 2a de la Guia 1.

b) Esperamos aqui que los estudiantes puedan reconocer que la cantidad de

espacio recorrido por el mévil para cualquier tiempo t > 0 estd relacionado
con el andlisis geométrico y posterior calculo aritmético que hicieron en el
inciso anterior. Aqui se considera, pues, el calculo del area de un tridngulo

ff
0y —
de base ty altura 9t. El drea de esta figura esta dada por la expresién = 2

Puesto que el movil se encuentra a 30m del observador, y sabiendo por el
a

. . . . . , F}L

inciso anterior que el espacio recorrido por el mévil estd dado por 2

después de un tiempo t, entonces la distancia a la que se encuentra el

movil del observador después de un tiempo t de marcha sera la distancia

a
. , | oL |
inicial (30) a la que se hallaba mas el espacio recorrido 2 . Es decir que la

2

t_.
30+ 9—
respuesta serd 2, se puede apreciar en la Figura 14.

70
60
50
40

30

20

Figura 14: Resolucién 2c de la Guia 1.
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d) En este inciso se espera que los estudiantes reconozcan que la constante k
qgue multiplica al tiempo t no afecta la figura geométrica de la grafica en
cuestién, siendo la misma una recta que pasa por el origen, y que por lo
tanto el problema geométrico del espacio recorrido por el movil es analogo
al planteado con anterioridad. Asi, el espacio recorrido después de un
tiempo t de marcha es el area de un tridngulo de base t y altura kt,

fg

guedando asi que el espacio recorrido en funcion del tiempo t sera de I:E.

Si ademas se considera que en tiempo t = 0 el moévil se hallaba a una

distancia ¢ del observador, por analogia con el inciso anterior, los

estudiantes pueden inferir que la funcidon que describe la posicidon del
f}

o ) }[fﬁ=£:;+r:
movil respecto de dicho observador es ’ 2 .

Posibles dificultades pensadas en el disefio

® Que no se perciba cudl es la relacion entre la funcién de velocidad
instantdnea y el espacio recorrido por el moévil.
e Que traten de usar la actividad previa de la siguiente manera para resolver

la integral: Puesto que la integral de 9 es 9t, ahora la integral de 9t serd

2 . Poner a prueba esta idea con el Teorema Fundamental del Calculo.
éQué relacion tiene que cumplir E(t) con V(t)?. El TFC indica que
15
j v(t) di =e(l5) —e(0)

0 , siempre que la velocidad v sea la razon de
cambio instantaneo de la magnitud E, o en términos formales su derivada.
éSe cumple? ¢Qué falla?. Es posible que al derivar la funcidn y obtener que
E’(t)=18t vean que 18 es el doble de 9 y que por lo tanto faltaria dividir por
2 toda la expresion. En cuyo caso se les invitaria a precisar la respuestay a
corroborarla.

e Es posible que, si bien comprendan que para obtener la funcion de
posicidn deben calcular una integral, no vean en este proceso el hecho de

obtener una funcién que varia respecto del tiempo, en cuyo caso
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deberiamos apelar al recurso que usamos en la actividad anterior. Hacer
variar el extremo superior de integracion, preguntar por el area de los
triangulos, encontrar alguna regularidad, llegar a una férmula explicita de

la integral.

Registro de la clase donde se muestra como se gestiond la actividad

Después de dar cierre a la Actividad 1 de la Guia 1, el docente practicante prosigue con la

Actividad 2 de la misma guia, en lo que se produce el siguiente intercambio.

Nicolés: Bien, avancemos. ;Quién puede leer la segunda actividad?
Magdalena: La puedo leer yo.
Nicolés: Adelante.

La estudiante lee el enunciado de la Actividad 2, presentada anteriormente en el informe.

Nicolas: Bien, vamos a trabajar primero con los dos primeros incisos y
después le mandamos con los ultimos dos. Hasta aca, ;dudas sobre las
consignas? (después de un breve silencio una estudiante emite la
interjeccion “Eehm”. Denota algun tipo de inseguridad). A ver ... tenemos
una expresion ... ;Qué expresion tenemos? ;Qué datos tenemos?

Tomas: La funcion de velocidad es igual a nueve por t.

Nicolés: Nueve por t (9t). Estd medida la velocidad en ...(eleva el tono de
su voz para indicar que espera que los estudiantes respondan. De manera
inmediata, una estudiante toma la palabra).

Magdalena: Metros sobre segundos.

Nicolds: Muy bien. Estos son los datos que tenemos. El movil, por otro
lado, esto también es uno de los datos que tenemos, se desplaza en linea
recta.

Magdalena: Y parte del reposo.

Nicolés: Y parte del reposo, perfecto. ;Qué significa que parte del reposo?
Magdalena: Que esté frenado.

Nicolés: O sea que, a tiempo cero, /cual es la velocidad?

Magdalena: Cero.

Nicolas: Bueno, ;qué es lo que les pide el inciso a?

Magdalena: ;Cuantos metros recorre el movil después de quince segundos
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de estar en continuo movimiento?

Nicolas: Es decir, arrancar el movil, pasan quince segundos, quiero saber
cuanto recorrio. Y el inciso b?

Magdalena: Encuentre una funcién que le permita hallar el espacio recorrido
por el movil después de t segundos de marcha.

Nicolés: Perfecto, trabajen un ratito.

En este momento la clase queda en silencio durante uno o dos minutos. Luego comienza a
escucharse un murmullo de conversaciones entre los grupos de estudiantes. No llega a registrarse lo

que se dicen entre ellos.

Pasados estos dos minutos, el murmullo comienza a subir de volumen, y una estudiante dice en

'9’

voz alta “;Una pregunta!”, a lo que el docente practicante se acerca y dialoga con la estudiante.
Nuevamente, este didlogo queda entre el docente practicante y la estudiante y sus compafieros de
banco. En el aula comienzan a hacerse mas notorias las voces de los demés grupos de estudiantes y

se pueden escuchar términos como “derivada” y “posicion”.

En el didlogo que sostiene el docente practicante con la estudiante que formuld la pregunta el
docente practicante hace la siguiente observacion: “;Cudl es la relacion entre la velocidad y la
posicion de un movil?”, a lo que la estudiante replica que es el tiempo. El docente practicante dice:
“Aja. Bueno, tratemos de recordar. El cuatrimestre pasado vimos varias actividades en las que
intervenian estas magnitudes, habia un vinculo entre estas magnitudes. ;Qué hacia que un objeto
variase su posicion?”. La estudiante dice: “jLa velocidad es la derivada de la posicion!”. El docente
practicante repite lo que ha dicho la estudiante en voz alta y anade: “;Qué enunciaba el Teorema
Fundamental del Célculo? Respecto de las derivadas”. Para este momento el rumor de las
conversaciones se ha atenuado. La estudiante dice: “Y ... respecto a la posicion ... la diferencia
entre la posicion final y la posicion inicial ... era la integral de la posicion ... no, de la velocidad”.

El docente practicante asiente y le indica a la estudiante y su compaiera que sigan trabajando.

En los siguientes minutos dialoga con otros dos grupos. En algunas oportunidades se puede
escuchar varias veces “teorema fundamental” y “sentido de cambio de la velocidad”. Tras este

tiempo el docente practicante llama a la clase a la puesta en comtin mostrada a continuacion.

Nicolas: Bueno, gente, ;cdmo vamos?
Paloma: Bien.
Magdalena: Bien.

Nicolés: ;Podemos hacer una pequefia puesta en comun, les parece?
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Paloma: Si.

Nicolés: Bueno, cuéntenme, ;qué han hecho? ;Qué han podido hacer ... en
el inciso a?? (Inmediatamente después, sin dar lugar a la respuesta del
curso). ;Coémo lo pensaron al inciso a?

Magdalena: Ehm ... pensamos que como tenemos la formula de la
velocidad, que seria de la posicién, y nosotros queremos en metros,
entonces pensamos cudl es, digamos, la ecuacion de la posicion. Entonces

9 .
: : (=t
pusimos es nueve medios t cuadrado "2

Tomaés: Porque cuando nosotros derivamos esa funcion posicion nos queda
nueve t (9t), que es la velocidad.

Nicolas: Aja, correcto.

Magdalena: Y ahi evaluamos la t en quince, que era los segundos que decia

el problema, entonces nos quedaria nueve medios por quince cuadrado

¥

9 .2
(=(15)%) . . :
‘27 ° 7, y nos dio 1012,5 metros que seria lo que recorrié el movil

después de quince segundos.

Nicolas: jBien! Por ahi veo ... también por el otro lado ... que lo hicieron
parecido, ;verdad? (refiriéndose al grupo con el que el docente practicante
habia hablado antes de la puesta en comun, a lo que los estudiantes del
grupo sefialado asienten al unisono). ;Alguien lo hizo distinto? (Se produce
un silencio). ;Alguien lo penséd por otro lado? Por ejemplo ... la pregunta
que realmente les estoy haciendo es como sabian que la funcion de posicion

+2

. (9—=)
... va a estar dada por nueve t cuadrada, todo partido por dos * 2 °.

Reflexion sobre las soluciones aportadas por los estudiantes

Las ultimas preguntas que el docente practicante realizase al curso en el didlogo precedente

fueron formuladas debido a lo anticipado en la planificacion.

Introducimos aqui un fragmento del autorregistro que el docente practicante realiz6 al finalizar

la gestion de la clase:

"Observé también que al encarar la Actividad 2 los estudiantes prefirieron
enfrentar el inciso a usando el inciso b. Esto llamdé mi atencién e insisti en dos o

tres oportunidades para que me explicasen cdmo habian obtenido que la funcién
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2

r.
E{t)y =9—
que describe el espacio recorrido a tiempo t estaba dada por 2 Los

estudiantes pudieron justificar esto diciendo que la derivada del espacio
recorrido daba la funciéon de velocidad del mévil que partia del reposo, pero si
bien esto era cierto no consegui encontrar que me diesen algun argumento
geométrico o variacional sobre este hecho. El argumento variacional esperado
era que la velocidad del movil representaba la variacion infinitesimal de la
posicidn, y que el espacio recorrido, por lo tanto, estaba dado por la integral
definida entre dos puntos temporales de la funcién velocidad. Luego, si se
analizaba la gréfica de la funcidn velocidad, se obtenia que la figura que quedaba
determinada al plantear la integral era un tridngulo de altura y bases conocidas,
lo que permitia obtener la expresién que se les pedia. Planteé este argumento
grafico para no perder la oportunidad de retomar el sentido geométrico de la

integral".

Consideramos de cierta relevancia detenernos en algunas reflexiones en torno a la actividad

realizada por el curso, pues seran retomadas mas adelante para realizar algunas discusiones finales.

En principio observamos que ningun estudiante grafico la funcion de velocidad dada, algo que
durante la planificacion habiamos considerado como una opcién. Esto puede deberse a ciertas
nociones en torno al trabajo matematico, en particular, que la representacion algebraica de una
funcion aporta la suficiente informacion como para abstraer el problema y resolverlo de forma
mucho mas sencilla y eficiente. Pareceria existir al respecto cierta creencia segin la cual
abstraccion a lo simbolico (Davis y Hersh, 1989) aporta un grado de rigor y exactitud que no se
alcanza con otros tipos de registros de representacion (Macias Sanchez, 2014) tales como los

figurales, los graficos o los tabulares.

Es posible que si en la tarea propuesta se hubiese indicado de manera explicita que se graficase
la funcion de velocidad la visualizacidon de la misma a través de un software de geometria dindmica
o de la construccion con lapiz y papel podria haber sugerido el calculo de la integral como el area

del tridangulo formado por la gréafica de la funcion, el eje de las abscisas y la ordenada’® a t = 15.

Advertimos ademas que la actividad del curso pudo estar fuertemente atravesada por la primera

definicion proporcionada en el material de lectura, relativa a la antiderivada de una funcién. En

? Se usa aqui “ordenada” en el sentido que le daba Poincaré: una recta paralela al eje de las ordenadas.
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efecto, establecido que la velocidad de un moévil es la derivada de la posicion del mismo respecto
del tiempo, el grupo de estudiantes pudo haber inferido el proceso de antiderivacion para obtener la
expresion analitica de la posicion como sucedid de manera efectiva. Advertimos que al pedir
ejemplos sobre antiderivadas al comienzo de esta clase, el curso respondio en general anticipando a

la integral como el proceso que “deshace” la diferenciacion.

En el fragmento que sigue podemos observar como algunas estudiantes se anticiparon a la
formulacion de una regla general para el calculo de la integral indefinida de un monomio de grado
n. Durante el proceso de planificacion, en efecto, pensamos que una de las posibles conjeturas que
podrian realizar los estudiantes después de estas actividades introductorias estaria referida al
aumento de grado del polinomio en el célculo de la integral indefinida en el decurso de la discusion
siguiente, previa a la Actividad 3 de la guia. El haber tenido en cuenta esta posibilidad permitio al
docente practicante que en ese momento gestionaba la clase tomar una decision que se muestra a

continuacion.

Nicolés: jBien! Por ahi veo ... también por el otro lado ... que lo hicieron
parecido, ;verdad? (refiriéndose al grupo con el que el docente practicante
habia hablado antes de la puesta en comun, a lo que los estudiantes del
grupo sefialado asienten al unisono). ;Alguien lo hizo distinto? (Se produce
un silencio). ;Alguien lo pens6 por otro lado? Por ejemplo ... la pregunta
que realmente les estoy haciendo es como sabian que la funcion de posicion

fﬂ
0y —
... va a estar dada por nueve t cuadrada, todo partido por dos ('} 2 ) Mas alla

de que cuando lo derivo me da la velocidad.
Paloma: Porque era la antiderivada.
Nicolés: ;Y como la calculaste?

fi
. 9—
Paloma: Pusimos nueve por t cuadrado sobre dos (~ 2 ).

Nicolés: (bromeando) Pero ... ;bajo del cielo? ;Se la bajaron de google?
Cual seria la.
Sara: Aplicamos la regla de derivacion.

Nicolas: Aplicaron la regla de derivacion, pero ;por qué no dijeron nueve t a

#a
. . 9—
la quinta sobre cinco (* 5 ) ?

Magdalena: Porque la derivada ... Nosotros sabemos que cuando tenemos
un exponente, si lo vamos a derivar, le vamos a restar uno. Si nosotros

queremos buscar la antiderivada al exponente que tenemos le vamos a
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sumar uno.
Paloma: Y dividir por ese mismo exponente.

Nicolas: jMe encanta eso! jVos!

Magdalena: ;Yo?

Nicolas: Si, vos. (Magda, verdad? Pasa a escribir esto en un recuadro en el

pizarrén.

Presentamos en lo que sigue una observacion hecha en el disefio de la planificacion para la

posterior discusion de este ejercicio:

"En las actividades anteriores obtuvimos algunas antiderivadas de funciones a
través de las propiedades geométricas de las mismas. Es decir, sabemos calcular
el area de rectangulos y tridngulos, conocida sus bases y alturas, y esto nos
permitid decir cudnto daba la integral indefinida de una funcién constante y de
una funcién lineal. Si bien este método se verifica util en estos casos, existen
funciones de las que nos gustaria hallar sus antiderivadas (calcular la integral
indefinida) y que no poseen cualidades geométricas que nos permitan hacer lo
mismo que antes. Podriamos recurrir, para obtener la integral definida, al calculo
de sumas superiores e inferiores, pero también se ha visto que este método es
bastante largo y su dificultad puede variar segln sea la funcién que estamos

integrando".

A partir de esta observacion, formulariamos el siguiente criterio, que seria usado
para justificar los resultados hallados, asi como para construirlos en caso

necesario.

"Criterio: Para saber si una funcidn g es la integral indefinida de f, basta con

derivar g y ver si asi se obtiene f".

En una primera formulacion del disefo de planificaciones planteamos el siguiente escenario

posible para capitalizar el trabajo con las primeras tareas:

.. . . / flo) de = 3x
"En la Actividad 1 obtuvimos que si f(x) = 3, entonces .
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a

. 2
/ v(t) df = F}?

En la Actividad 2 vimos que si v(t) = 9t, entonces .

2

Pregunta: ¢ Cudl sera el resultado de / o ?

Al hacer la pregunta por la integral indefinida de un polinomio de grado 2 no
esperamos que puedan resolverlo de forma geométrica. Mas aun, es de desear
que observen la dificultad que implicaria llevar adelante esta cuenta usando
sumas superiores e inferiores, método al cual tuvieron una aproximacién durante
el eje tematico Il segun el programa del curso. Pretendemos con esta pregunta
ver si emerge una conjetura tentativa basada en un razonamiento analdgico: la
integral del polinomio constante da el polinomio lineal, la del lineal da el

cuadratico, la del cuadratico podria dar el cubico".

Sigue el registro de clase:

Tras la invitacion del docente practicante, la estudiante se acerca a la pizarra y comienza a

escribir mientras indica qué es lo que esta anotando con el fibron.

Magdalena: F de x es igual a x al cuadrado, f prima de x ... Ah, no, tendria

que hacerlo con m. (En este momento borra una parte de lo que habia

escrito antes, f{7) = '»*'2, quedando flz) = 2™ ). F prima de x es m menos
uno...

Antonio: No, m por X.

Isabel: No, m por x a la...

Gran parte del curso (le dicta a Magdalena): M por x a la m menos 1.

Magdalena (a la par que el coro): Ah, m por x a la m menos uno. (Queda

: . L =1
escrito en la pizarra [ () = mz™" )

Sara: Pero ahi tendrias que aclarar que m tiene que ser distinto de uno.
Nicolés: ;Por qué m deberia ser distinto de uno?

Algunos estudiantes se rien nerviosos.

Maria Paula: No, ;eso no es cuando hacés la division? Porque no lo podés

dividir por cero.

Aqui se produce una discusion grupal en la que participan exclusivamente los estudiantes del

curso. Tras esto el docente practicante indica:
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Nicolés: Hay un caso en el que no se puede, pero no es el uno.

Maria Paula: El cero.

Nicolas: jNop!

Magdalena: EI menos uno. (Silencio). Seguian tirando el signo (en broma).
Nicolés: (también en broma) Seguian tirando fruta.

Magdalena: Bueno, sigamos, porque creo que no importa qué condiciones
tiene la m, ;jno?

Nicolés: De momento no.

Magdalena: Perfecto, gracias. Entonces si nosotros tenemos al revés, o sea
si nosotros partimos de una ...

Maria Paula: Derivada.

Magdalena: Claro, de una derivada, por ejemplo g prima de x, que es x a la

n (.-ff{H'] = ™), nosotros vamos a saber que la g, que seria la antiderivada,
va a ser g de x igual a x a la n més uno, porque hacemos el proceso inverso.
Antonio: Sobre n més 1.

Magdalena: Sobre n mas uno, porque en el otro multiplicdbamos el
exponente, y ahora se lo vamos a dividir.

Maria Paula: Y ahi si tiene que ser distinto de 1.

Nicolés: Aca tiene que ser distinto de menos 1.

Maria Paula: (rectificando mientras el docente practicante habla) De menos
1.

Nicolas: Porque si tuvieras eso, aca en el denominador del cociente ;qué te
queda?

Maria Paula: Menos 1 mas 1.

Nicolas: ... y eso no puede pasar.

Magdalena: O sea, ;eso seria la uno sobre x?

Nicolds: De momento lo dejamos hasta ahi. jBien! jPerfecto! Excelente.
(Magdalena se retira a su asiento). Digamos que al inciso a lo hicieron
resolviendo el inciso b. ;Alguien lo hizo distinto? ;Por all4, por atras?
Maria Paula: jNo! Lo mismo.

Nicolas: Una forma de calcular esto es pensar, también, que la velocidad es
la variacion instantanea ... ;jle decimos asi, no? de acuerdo, la variacion
instantanea de la posicion. Luego, la integral en un periodo de tiempo va a
representar el cambio total del espacio. Y bueno, podriamos ver que si

dibujamos de velocidad, sabemos que es una funcion afin con pendiente
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nueve. Qué pasa si yo digo “Bueno, quiero ver el intervalo entre cero y
quince”. O sea, entre acd, y pongale un quince acd. Y ustedes me dicen
“Esta es la integral entre 0 y 15”, pero nuevamente, ;cual es el sentido de la
integral? Que la vimos muy al comienzo cuando empezamos a ver
integracion.

Magdalena: Es el area por debajo de la curva.

Nicolas: El area por debajo de la curva.

Magdalena: Y eso seria un triangulo.

Nicolés: Esto seria un tridngulo, ;de base?

Magdalena: Quince.

Nicolas: ;Y altura?

Magdalena y Maria Paula dudan.

Tomés: Nueve por quince.

Nicolas: jNueve por quince! No me hagan la cuenta de eso que me mareo.
Entonces, cudl es el area de esto, segun la geometria que conocemos.
Antonio: Nueve por quince al cuadrado.

Nicolés: {Nueve por quince al cuadrado...?

Antonio: Sobre dos.

2.7.4.1 Integrales de funciones elementales

El lector encontrara en la Actividad 3 de la Guia 1 (en su correspondiente anexo) el cuadro que
se indico a los estudiantes que debian completar en el que se calculan integrales indefinidas de
polinomios partiendo de casos concretos hasta su generalizacion. Como se describid antes, en la
gestion de la actividad previa emergi6 la conjetura relativa al grado del monomio al ser integrado,

lo que permitid el desarrollo de esta actividad con cierta naturalidad.

Observamos que, a raiz del trabajo previo, el grupo también adoptd con mayor facilidad a la

integracién como el proceso inverso de la derivacion. Si bien la clase pudo construir las propiedades

/ c fle)+ glr) dr=c I/If{u-j dr + / g(x) dx

de linealidad de la integral, a saber, , en el caso

puntual de los polinomios, no es seguro que se apoyasen en la linealidad de la diferenciacion en

dcf+9) _ df _ dg

tanto operador derivada (esto es, dx dr  dr, en donde f y g son funciones

derivables).

2.8 Modificaciones en la formulacion y la gestion de la Actividad 5 de la Guia 1
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En el cronograma efectivo, presentado en esta misma seccion del trabajo, se puede observar
que entre alguna de las tareas previstas a realizarse de manera asincronica se habia pedido la entrega

de la Actividad 5 de la Guia 1, que mostramos a continuacion.

Actividad 5 de la Guia 1

Actividad 5: Una particula se mueve en linea recta. La funcién v, cuya expresion

I S N T ;
analitica esta dada por t () =a*— 3+ E, representa la velocidad en metros
sobre segundos de dicha particula respecto del tiempo medido en segundos

durante el intervalo [0, 3]. Teniendo esto en cuenta, resuelva:

A. Esboce el grifico de la funcién de posicién de la particula, indicando
periodos de crecimiento o decrecimiento, intervalos de concavidad, puntos
criticos y otros elementos que usted considere pertinentes. Justifique de

manera analitica.

B. Elabore una descripcion del movimiento de la particula en el intervalo de
tiempo considerado. Sefiale en esta descripcion los momentos en que la
particula avanza o retrocede, si lo hace frenando o acelerando, si se
detiene o no. Indique ademas cual fue el desplazamiento de la particula en

el intervalo de tiempo propuesto asi como el recorrido total que hizo.

Hemos de recordar aqui que esta tarea fue pensada durante el disefio de la practica para ser
trabajada de manera presencial con el curso. Debido al desfase de calendario que mencionamos en
la Seccion 2.5.2, tuvimos que decidir qué hariamos con esta actividad, ya que en el primer disefio de
la planificacion habiamos presentado una gran variedad de discusiones en torno al problema,
mientras que el tratamiento del mismo de manera remota (posiblemente) no se adecuaria a dichas
proyecciones. No obstante tener esto presente, decidimos que esta actividad formase parte del
trabajo asincronico, pues consideramos que si esperabamos al retorno del trabajo presencial para
plantearla no tendriamos el tiempo suficiente como para abordar el método de integracion por partes

y de fraccione simples.

En las secciones siguientes presentamos algunos extractos del disefio de la planificacion en que
planteamos la solucién a la tarea, asi como las propuestas y dificultades que anticipamos y el

objetivo general de la actividad. Asimismo, el lector hallara en lo sucesivo algunas resoluciones
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propuestas por los estudiantes a través del foro en el aula virtual con sus correspondientes analisis y

devoluciones.

2.8.1 Resolucion

Puesto que la funcién v representa la velocidad de la particula respecto del
P

j( I‘. — |} M . .7 . . .7
tiempo, se tiene que P L) = V1) siendo p la funcién que describe la posicién

de dicha particula para cada instante de tiempo * € [0,3].
Analisis de la concavidad de la funcién de posicion

Puesto que la funcién p es derivable, se tiene que p es cdncava hacia arriba
(respectivamente cdncava hacia abajo) en un intervalo |, si y sélo si, p”’(x) > 0

(respectivamente, p”’(x) < 0) para todo x en I.

Puesto que p’(x)=v(x), se tiene que p es cdncava hacia arriba (respectivamente

céncava hacia abajo) en |, si, y sélo si, v’'(x) > 0 (respectivamente v’(x) < 0) para

todo xen .
foy o o d o — T .
i tlx) =" —3x + 2, antonces V' 1) = 2x — 3.
TR ) 3
vie) =0l 2r—3=00 = —.
Por lo tanto 2

_ _ _ _ vie) <0 e <
Por la misma equivalencia se tiene que

b2 | S

Ya € [0,

De esto se concluye que mientras que

o3 o
Ve € (5 3], v'(x) = 0.

Por lo tanto se sigue que p es cdncava hacia abajo en el intervalo [0, 3/2) y

concava hacia arriba en el intervalo (3/2, 3].

By —

3
Puesto que en 2

hay un cambio de concavidad, dicho punto resulta un
punto de inflexién.

Analisis de la monotonia de p

Por teorema, p es creciente (decreciente) en un intervalo |, si, y sélo si, p’(x) >0
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(p’(x) < 0) para todo x en I.

Como p’(x) = v(x), entonces se reformula de la siguiente manera: p es creciente

(decreciente) en |, siy sdlo si, v(x) > 0 (v(x) < 0) para todo x en I.

Si v(z) =0, entonces:

. . 9 9 . 3. 1

2 —3r+2=0=a2"-3e+-—-+2=0={z—=)P—-=0=
4 4 2 4

¢ 3'-2

L:i-—EJ

_1 B 3 1 e o

—Ii:i——ﬁig:‘*:i-—l\:i-—u.

Puesto que Vv’(x) < 0 para todo x en [0, 3/2), se tiene que v es decreciente en

dicho intervalo.

psisi 0 <@ < 1= wv(z) >v(l) = v(z) =0

= v(x) < v(l) = viz) < 0.

Y puesto que Vv’(x) > 0 para todo x en (3/2, 3], v es creciente en dicho intervalo.
—=r<2=uvr)<v2)=uvz) <0
Por lo tanto, si 2

Mientras que si 2<r<3I=vr) =v2) = vie) =0

Dado que v es una funcién continua, se tiene que v(x) < 0 para todo x en (1,2),

mientras que v(x) > 0 para todo x en [0, 1) y en (2,3].
Luego p es decreciente en (1,2) y creciente en [0,1) y en (2,3].
Puntos criticos
Como v se anula en x=1y en x=2, se tiene que estos son puntos criticos de p.

Como p es creciente antes de x=1 y decreciente después de este punto, entonces

en x=1 p alcanza un maximo local.

Y como p es decreciente antes de x=2 y creciente después de dicho punto,

entonces en x=2 p alcanza un minimo local.
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Esbozo de la grafica

2.5

Punto de Inflexion

15 MaximoLocal .
' MinimoLocal

0.5

Figura 15: Funcion p correspondiente a la posicion.

Descripcion del movimiento

El movil parte del tiempo x=0 con una velocidad de dos metros sobre segundo
desde una cierta posicion inicial (desconocida por falta de datos del problema).
Avanza frenando hasta el tiempo x=1, en que permanece inmdévil por un instante
para luego comenzar a retroceder. En el tiempo x=3/2 el movil acelera, y sigue
retrocediendo hasta x=2, momento en que permanece quieto antes de avanzar
nuevamente hasta el tiempo x=3, donde alcanza una posicién final con la misma
velocidad con la que inicié el movimiento. El desplazamiento del mévil estd dado
por la diferencia entre la posicion final y la posicidn inicial. Para calcular esto se
-3
] vir) dr = p(3) — p(0)
recurre al TFC, viendo que v(x)=p’(x). Por lo tanto /0

Luego se  utiliza el calculo de integrales aprendido para ver que

3 1 3 3 5
] v(x) dv= Sx” — ca” +2r ¢ = p(r)
] 3 & , donde c representa la posicion
inicial de la particula. Asi se obtiene que
1.3 3.9 1 4 3 9 27 27
1(3) —pl0) ==3"—=3"4+234+c—|[-0"—=0"+20+4¢| = —— —+
p(3) —p(0) = 33" — 3 307 = 3 l=3-3

64+c—c=19 Es decir que el mévil se desplazd, desde su posicion original,
un total de 1,5m En cuanto al recorrido total hemos de considerar que cuando el

movil retrocede la integral esta restando esta cantidad de espacio recorrida. Por
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lo tanto podemos considerar el intervalo de tiempo en que v(x)<0 y hacerlo

positivo, multiplicando por -1. Es decir que debemos calcular:

1 2 3
] v(r) r!;r:—i—j v(r) dr + ] via) dr=0.83 40,17+ 0,83 =1, 83
0 1 2

2.8.2 Otro camino

Puesto que v representa la velocidad de la particula se tiene que p’(x)=v(x).

Por otro lado, v es una funcién cuadratica.

Puesto que el coeficiente cuadratico de v es 1, su grafica sera una parabola con

ramas hacia arriba.

Por otro lado, si v(x)=0, entonces x=1 o x=2.

Luego la grafica de v cortard al eje de las abscisas en x=1y en x=2.

—b

= —

o =
Puesto que el x del vértice se expresa como

Asi se tiene que:

[url}

yo = v(@,) = yo = (=

Con estos datos, se elabora el siguiente grafico (Figura 16):

:ll:* Yy =

e | o

Dy ; 1
20 setiene que

r, =

[ ]

= | o
U
<
Il

25

Figura 16: Funcion v correspondiente a la velocidad

Analisis de monotonia
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26

0.5

Figura 17: Funcidn v resaltando sus intervalos de crecimiento/decrecimiento.

En el intervalo (1,2) —que en la figura estd marcado con anaranjado— la funcién
de velocidad es negativa. Por lo tanto la funcion de posicidén p serd decreciente

en este intervalo.

Por otro lado, la funcién de velocidad toma valores positivos en los intervalos que

. . = . . 171 (2 ¢
en la figura estan sefalados con azul, es decir en la unién [[j' 1)U (2, ‘3]' Por lo

tanto la funcién de posicién sera creciente en este conjunto.

Como la grafica corta al eje de las abscisas en los puntos A y B de la figura por
ende x=1 y x=2 son puntos criticos de p. Pero como se ha visto que p es creciente
antes de x=1 y decreciente después, entonces en x=1 p tiene un mdaximo local,

mientras que en x=2 posee un minimo local.

Analisis de concavidad
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2.5

10.5 25 3 3.

Figura 18: Funcion v resaltando sus intervalos de concavidad

En esta figura se puede observar que la funcidn de velocidad es decreciente en el
intervalo [0, 3/2) (marcado con violeta), y creciente en el (3/2, 3] (marcado con
rojo). Por lo tanto la funcién de posicion es cdncava hacia abajo en el intervalo [0,

3/2) y concava hacia arriba en (3/2, 3].

Puesto que en el punto C de la gréfica se alcanza un minimo de la funcién, hay un
cambio de concavidad en este punto, y asi se tiene que x=3/2 es un punto de

inflexion de p.

2.8.3 Producciones de los estudiantes

A continuacidon presentaremos algunas de las producciones realizadas por los estudiantes en
torno a esta tarea. En las mismas pueden apreciarse también las observaciones que hicimos sobre
algunos aspectos del trabajo. Esta presentacion nos dard pie a comentar ciertos aspectos vinculados
al andlisis de las funciones que podrian devenir en modificaciones de la presente actividad. Véase

figuras 19, 20, 21, 22, 23 y 24

A diferencia de lo que habiamos previsto, los estudiantes no plantearon preguntas o dudas
relativas al significado de la expresion “dar una justificacion analitica” que aparece en uno de los
incisos de la consigna. Usaron el foro sdlo para remitir la resolucion de la actividad. No apreciamos

ningun otro intercambio entre ellos por este medio ni una retroalimentacion hacia nosotros.

Resolucion de Antonio (Figuras 19 y 20)
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.4 Mica Ferreyra v,
12:14 p. m. 29 ago

Si, pero para poder usar correctamente

este criterio hay que dijarse en que la

derivada cambie de signo antes y
despues del punto critico en cuestion.

Mica Ferreyra
12:31 p. m. 29 ago v

Entendemos que la posicion es concava
hacia abajo en (0, 3/2) y concava hacia
arriba en (3/2,3), debido a que la
velocidad es decreciente en (0,3/2) y
creciente en (3/2, 3). Todo esto se debe
aclarar.

Figura 19: Resolucion de Actividad 5 por Antonio

Mica Ferreyra P
12:25 p. m. 29 ago

Muy bien!!

Mica Ferreyra o
12:29 p. m. 29 ago
En total la particula se dezplazo 1,5. El
recorrido total es la suma de los

recorridos parciales que calculaste
antes, esto es 1,82m.

Figura 20: Resolucion de Actividad 5 por Antonio.
Analisis de la resolucion de Antonio

El estudiante proporciona otra expresion algebraica para la funcion de velocidad. No deja por
escrito cudl es el tratamiento al interior del registro que realiza, si bien sefiala mediante una flecha
que ha usado la férmula resolvente de Bhaskara. Interpretamos que de esta manera obtiene las

raices de la funcion cuadratica y con ellas escribe la forma factorizada de la expresion.

Luego indica que las raices encontradas son maximos o minimos. Entendemos que al decir que
usa el criterio de la primera derivada, ha visto que en estos puntos la funcidon de velocidad se anula,

lo que nos lleva a inferir que los maximos o minimos a los que se refiere lo son de la funcion de
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posicion. El criterio de la derivada primera al que alude es, posiblemente, el teorema que indica que

la derivada de una funcidn se anula en los extremos relativos de la misma.

3
Sefiala que el punto 2 es un punto critico, pero no aclara de qué funcién (lo es de la
funcién de velocidad, por cuanto que es un minimo absoluto de la funcién, pero no es punto critico
de la funcion de posicion). Advertimos que liga este resultado con el hecho de ser el x del vértice,

pero no deja constancia de la cuenta que lo lleva a esta conclusion.

Sefiala cudles son los conjuntos en que una funcién (que asumimos es la funcion de posicion)
es concava hacia arriba o hacia abajo, creciente o decreciente. Referencia estos resultados con la
Tabla 1, pero si bien en la misma se aprecia una relacion entre el signo de la velocidad con la

monotonia de la posicion, no llega a justificarse en donde ve el signo de la funcion de velocidad.

En la columna derecha del texto el estudiante ubica dos graficos. Cada uno de ellos esta
encabezado por un titulo que indica de qué grafico se trata. En ambos graficos ha marcado un
sistema de ejes cartesianos X e Y. S6lo ha indicado el sentido del eje Y. En el eje X ha destacado los

valores x=1, x=2 y x=3.

El grafico de la funcion de posicion puede describirse como una curva continua que crece en el
intervalo [0,1). En x=1 toma un valor maximo y luego decrece en el intervalo (1,2). Alcanza su
minimo en x=2 y luego crece nuevamente en el intervalo (2,3]. Se aprecia claramente que para
3
"~ 2 la funcion tiene un cambio de concavidad: antes de este punto la curva es concava hacia

abajo y después de ¢l es concava hacia arriba.
La representacion grafica de la funcion de velocidad corresponde con una pardbola. La curva

3,
0, - )
[ 2" , mientras que la
E.

., ) . (=.3 r = —.
funcion es creciente en el intervalo ] 2

es concava hacia arriba. Tiene un periodo de decrecimiento en el intervalo

" La curva llega a su punto minimo para el valor

La descripcion del movimiento que elabora es correcta, pero incompleta en tanto que no sefiala
3
r = —,
qué ocurre en el instante de tiempo 2 en que la particula comienza a acelerar, pareciendo asi

que considerase que la particula acelera a partir del instante de tiempo x=2.

Al referirse al recorrido total de la particula, indica de manera adecuada la cantidad de espacio

recorrido en cada subintervalo de tiempo, pero luego dice que el espacio recorrido totalmente es
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igual al desplazamiento. En ningin momento deja por escrito como obtiene estos resultados.
Comentarios

Notamos que en el grafico de la funcion de velocidad el estudiante ha consignado tres signos.
Ha escrito cada uno de ellos en la region limitada por el eje de las abscisas y la grafica de la

e 9

funcion. En la primera region ha colocado un “+”, en la segunda un y en la Ultima un “+”.
Interpretamos que aqui hace un uso del registro figural para senalar que la funcién de velocidad

toma valores positivos, negativos y positivos en cada region sefnalada.

Resolucion de Tomas (Figuras 21 a 24)

. Mica Ferreyra
i Fa T r e : 11:33 a. m. 29 ago i
......_..‘L,u.‘
' A N - 5= Falta justificar esto relacionando a v
ohagldel. T + LS e i
__*A _}__' p &‘_, T -1- H m-;:ﬂ,‘l T -i__} 7 -‘-w como la derivada de p.
SOVEE A N —1—4—« . e e o A
Ay bt fobi . Mica Ferreyra
’,4 - : 1 : ’ 11:36 a. m. 29 ago : o
I R i I I Jli
FEERCTES "I ¢Como las calculaste?. Como aqui no
Y esta puesta la atencion, no hace falta
escribir todas la cuentas, pero si el
metodo, por ej: Baskara, Calculadora,
Rufini, etc.
Mica Ferreyra
11:39 a. m. 29 ago v
Este teorema no es valido.
Contraejemplo: p(x)=x*3, luego
v(x)=3x"2. Si v(x)=0, entonces x=0.
v(0)=0, pero el cero no es maximo ni
minimo de la funcién p.
Figura 21: Resolucion de Actividad 5 por Tomas.
- Ny -
E. A5pLa 2 : i
_ﬁxa) -_9 e { = Ai ,&L m.@ Mica Ferreyra .
b e 11:39 a. m. 29 ago
J __"‘_ L__J._u
Este teorema no es valido.

sy -

Contraejemplo: p(x)=x*3, luego
v(x)=3x*2. Si v(x)=0, entonces x=0.
v(0)=0, pero el cero no es maximo ni
minimo de la funcién p.

Mica Ferreyra v
11:44 a.m, 29 ago

Muy bien!!. A esto es a lo que nos
referiamos en el comentario anterior.

Figura 22: Resolucion de Actividad 5 por Tomas.
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—ad Mica Ferreyra i
11:47 a. m. 29 ago
Re bien!!!
. Mica Ferreyra s
11:48 a. m. 29 ago

Muy bien, marcaria el punto de inflecion
1,5, ya que lo mencionaste antes.

Z & Mica Ferreyra \/

11:50 a. m. 29 ago

Ojo!. Esto seria cierto solo si
supiésemos que p(0)=0. Sino debemos
sumar la contante ¢, que representaria
la posicion inicial del movil.

" Mica Ferreyra it

11:51 a. m. 29 ago

En x=1 también frena un instante antes
de empezar a retroceder.

—o@ Mica Ferreyra o

11:52 a. m. 29 ago

El movil empieza a acelerar en x=1,5.
pues a partir de este punto la funcion
posicion es céncava hacia arriba.

Figura 23: Resolucion de Actividad 5 por Tomas.

-__1-
. =
r-;—.’. .—'. -1'»-—-9—-‘- .
i s = -
0 [3 r[;ig{,g., ; Lir- -
T -‘f'-‘*-'
GREERE AL

| T S S RSN R L

‘?J Ei) botal 41'

o R Ly . *—**'i
"ﬂaw-‘q
et

—taret $ ety

2ol Mica Ferreyra

‘ 11:57 a. m. 29 ago v
Esta buenisimo que hayas sabido ver
esto, pero podrias haber explicado que

sale por la paridad de la funcion
velocidad.

-~

Mica Ferreyra .
11:56 a. m. 29 ago

Falta aclarar aqui que esto es el
desplazamiento.

Figura 24: Resolucion de Actividad 5 por Tomas

Analisis de la resolucion de Tomas

El estudiante escribe la funcién velocidad igualada a cero y detalla que x=1 y x=2 son sus

raices, sin mencionar el método utilizado para calcular las mismas. Luego evaltia v en dichos puntos

y establece que alli p tendra un maximo o minimo a través de un si y solo si. A continuacion evalia

v en x=0.5, x=1.5 y x=2.5, realiza la cuenta y mediante un implica/entonces expresa signo +, signo -

y signo +, respectivamente. Con ello dice: “v(1)=0 y pasa de - a +si y s6lo si p tiene un maximo en

17, lo mismo para v(2)=0. Avanzando con tu resolucion, bajo su titulo periodos de crecimiento
exhibe que: v es positiva en (0,1) y (2,3) siy s6lo si p creciente en (0,1) y (2, 3). Mismo argumento

para el intervalo (1,2). Para la concavidad busca el vértice de v(x) y obtiene que v es decreciente
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(creciente) en (0,3/2) ((3/2,3)) siy sélo si p concava hacia abajo (arriba) en dichos intervalos. Por
ultimo para finalizar el inciso A grafica la funcién p, sin destacarla, y a su lado escribe la expresion
3 .
T 3

. ople) = I— — “x? 4o

algebraica ' 3 2 .

En el inciso B describe el movimiento comentando que “la particula avanza desacelerando
hasta 1. En (1,2) retrocede. En 2 frena un instante y avanza acelerando hasta 3”. Después calcula
dos integrales definidas de v, los extremos de la primera son 0 y 2 mientras que los de la segunda 1
y 2, estableciendo que es igual a realizar p(1)-p(0) y p(2)-p(1), respectivamente. Por ultimo
establece que en total recorri6 el movil 0,83.2 + 0,16=1, 66 y que la integral de 0 a 3 de v es igual a

1,5 m.
Resolucion de Paloma

La siguiente actividad que presentaremos fue la inica devolucion de la tarea que no fue subida
al foro mediante un documento de imagen. Reproducimos aqui el texto de la misma y la

correspondiente respuesta que dio uno de los docentes practicantes.

A_ Como la funcién velocidad de la particula es v(x)=x*2-3x+2, y sabemos que la
funcién velocidad es la derivada primera de la funcidn posicion pedida, para
poder esbozar un grafico de esta ultima, lo que hago es igualar v(x) a cero, y de
esa manera obtengo los puntos criticos, que en este caso son en x=1y x=2, en

esos puntos la funcién posicion, tiene maximos o minimos.

Para determinar si son maximos o minimos, analizé el signo en alguno de los

puntos perteneciente a los tres intervalos que determinan los puntos criticos.

Dandome por resultado que en el intervalo (0;1) y (2;3) obtuve valores positivos,
por lo tanto esos intervalos corresponden a intervalos de crecimiento en la
funcién posicién. Y en el intervalo (1;2) obtuve valores negativos, por lo tanto

corresponde intervalo de decrecimiento en el grafico de la funcion posicion.

Para analizar concavidad, derivé la funcion velocidad, es decir obtuve la derivada

segunda de la funcién posicion.

A esta derivada segunda la iguale a cero y al despejar x , lo que obtuve es el

punto de inflexion de la funcion posicion pedida, y analice el signo en los
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intervalos que ése punto determina.
El punto de inflexion se ubica en x=3/2.

En el (0 ; 3/2) obtuve valores negativos, lo que quiere decir que en ese intervalo

la funcion posicién es concava hacia abajo.

En (3/2 ; 3) obtuve valores positivos, por lo tanto la funcidn en dicho intervalo es

concava hacia arriba.

(hice toda esta explicacién porque no se como subir una foto al foro de la gréfica

que hice, la mostraré en la clase presencial, perddn)
B_ La particula en en el tiempo cero, viene con una velocidad inicial de 2m/seg.

Desde ese momento la particula avanza frenando, en el segundo 1, se detieney
comienza a retroceder frenando hasta el segundo 2, donde vuelve a detenerse

para luego avanzar acelerando hasta el segundo 3.

El recorrido de la particula fue en (0,1) recorrié 0,83 m.
En (1;2) recorrié 0,83 m.

En (2;3) recorrio 1,5 m.

Recorrid en total 3,16 m.

Entre el segundo cero y el segundo 2, no hubo desplazamiento, volvié al origen,
solo hubo desplazamiento desde el segundo 2 al segundo 3 que se desplazé 1,5

m.

Saludos a todos.

Devolucidén a la respuesta de Paloma

La presente devolucion fue hecha a través de un comentario del foro habilitado a

tal efecto.

iHola Paloma! Antes que nada, imuchisimas gracias por responder! En general el
analisis que hacés de la funcién estda muy bueno. Supiste ver que para encontrar
los puntos criticos bastaba con igualar a cero la funcién de velocidad. Lo que
quizds faltd ahi, después de determinar los intervalos de crecimiento y

decrecimiento de la posicidon, fue precisar si los puntos criticos eran maximos o
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minimos y decir por qué.

Otra cosa importante que querriamos hacer notar en este punto es sobre la
justificacion de los intervalos de crecimiento y decrecimiento. Estd bien que
busques en donde la velocidad es positiva y en donde es negativa para establecer
crecimiento y decrecimiento de la posicidn, imuy bien! Fijate que igual estas
diciendo que evaluaste la funcion de velocidad en tres puntos y de ahi te salid
positiva en el [0,1), negativa en el (1,2) y positiva en el (2,3]. Aca tenés la opcion
de graficar la funcién de velocidad, que quizas te sirva para poder afirmar, por
ejemplo, que la velocidad es negativa en todo el intervalo abierto (1,2). No hay
problema con que no puedas subir fotografias aqui, pero si podrias contarnos
como serd la grafica de la funcién velocidad, haciendo énfasis en los intervalos en
gue la misma toma valores positivos y negativos. Y también podés volver a
echarle un vistazo al video que subimos con la devolucion de los diagndsticos, a
partir del minuto 17, ahi empezamos a hablar un poco sobre este tema de

"probar" que la funcién sea negativa/positiva en todo un intervalo.

Respecto al inciso b, en general estda muy bien la descripcién del movimiento de
esta particula. Pregunta: ¢la particula comienza acelerar en el tiempo x=2? ¢Qué

es lo que nos indicaria los intervalos de aceleracién/desaceleracion?

Sobre el desplazamiento, nos interesaria saber cémo calculaste el mismo, asi
como el recorrido total. Es decir, qué tuviste en cuenta para dar tus respuestas, e
invitarte a revisarlas nuevamente. Esperamos que tus compaieros también
puedan sumarse a la discusidén, ya sea comentando tu respuesta o indicando
como han resuelto ellos este punto. Quizas sea bueno recuperar cudl es la nocién

de desplazamiento y de recorrido total de la particula.

iBuen trabajo!

Analisis de la resolucion de Paloma

Destacamos aqui la capacidad en el registro verbal de la estudiante. En efecto, elabora una
narrativa de su resolucion describiendo el cémo, el por qué y el para qué de su actividad. Este tipo

de registro favorece la comprension de la producciéon y ayuda a interpretar qué es lo que la
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estudiante hace para resolver la tarea.

En general su descripcion es clara y acude a los conocimientos matematicos adecuados para
dar respuesta al problema. No obstante lo anterior, presenta dos errores que fueron destacados a
manera de pregunta en la devolucion. El primero de ellos, y del que hemos hablado con
minuciosidad en la Seccidon 2.6.5.3 del presente trabajo, referido al anélisis de las funciones. Aqui
se pone de manifiesto que el uso de la derivada como criterio para conocer la monotonia de la
funcién lleva a considerar esta ultima como una propiedad puntual en lugar de describir el

comportamiento de la funcidn a lo largo de un intervalo.

Por otro lado, al elaborar la descripcion del movimiento, asocia el retroceso de la particula al
regreso a su punto de partida y considera asi que en el intervalo de tiempo en que retrocedio, perdid

todo el camino recorrido durante la primera parte del movimiento.
2.8.4 Comentarios generales

En términos generales las producciones dan cuenta de un buen dominio del registro
variacional, analitico y algebraico de las funciones asociadas al fendmeno del movimiento

rectilineo.

Podemos destacar que, a diferencia de lo que hacen Paloma y Tomds en sus producciones,
Antonio grafica la funcién de velocidad, algo que habiamos anticipado como posible. Por otro lado,
en las tres producciones seleccionadas los estudiantes hacen uso de las propiedades algebraicas
asociadas a la funcion cuadratica para obtener puntos criticos de la funcién de posicion, y los
terminan asociando a los instantes de tiempo en que el movil se detiene (velocidad cero). Dos

estudiantes incluyen la velocidad inicial de la particula en la descripcion del movimiento.

En las tres producciones se puede apreciar que aparece alguna dificultad en la parte decreciente
del movimiento de la particula. Esto se pone de manifiesto al resolver la pregunta por la distancia
recorrida y por el desplazamiento, pero también notamos que ninguno de los estudiantes interpretd
al punto de inflexioén de la funcidon posicion como el instante en que la particula acelera. De esta
manera, podemos ver como en dos producciones se indica que el movil retrocede en el intervalo de
tiempo (1,2), y s6lo cuando la funcién de velocidad es creciente y positiva se asocia esto a que la
particula avance acelerando. Lo cierto es que el moévil retrocede durante el intervalo (1,2), pero a

partir de x = 1,5 el movil comienza a acelerar.

Esta contradiccion quizas queda de total manifiesto al sefialar Paloma que al considerar el

intervalo [0,2] no hubo desplazamiento. Indica que todo lo que avanzé durante el primer segundo de
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marcha lo pierde al retroceder, y solo en el ultimo tramo es que recorre 1,5 m. Hubiera sido valioso
volver sobre este resultado para sefialar que el area por debajo de la grafica de la funcion velocidad

entre 0 y 1 es igual al area entre 2 y 3, por la simetria de la gréfica.

Ademas observamos que en su produccion, Antonio emplea un recuadro en el que indica la
relacion entre el signo de la derivada y la monotonia de la funcion, recuperando la observacion que

hiciéramos en la devolucion de la evaluacion diagndstica.

Por ultimo, sefialamos que, aun a pesar de haber tenido una buena retroalimentacion por cuanto
que varios estudiantes del curso subieron sus producciones al foro, no contamos luego con mas

respuestas en torno a los comentarios y observaciones que hicimos sobre el material.
2.8.5 Posibles modificaciones

Como hemos mencionado, pensamos que podriamos haber gestionado esta actividad en alguna
clase presencial posterior, contexto en el que hubiesen podido emerger mas discusiones o quizas
una mayor retroalimentacion con el curso. Sin embargo, también reconocemos que la modalidad
asincrénica nos permitié contar con varias producciones escritas en las que pudimos apreciar, sobre
todo, los recursos expositivos de varios estudiantes. Asimismo, esperamos que las devoluciones
realizadas sobre su material escrito hayan servido como insumo formativo dentro de la secuencia

didactica planteada durante el periodo de practicas.

Cabe preguntarnos aqui también si la consigna propuesta en si hubiese fomentado todas las
discusiones que habiamos anticipado aun si se hubiera gestionado esta tarea en modalidad
presencial. Observamos que las consignas de trabajo son de alguna manera cerradas (en la primera
parte de la tarea se pide a los estudiantes que pasen de un registro algebraico a otro grafico a través
de un andlisis de las derivadas), y esto no admite demasiadas discusiones. No obstante, el hecho de
que en el segundo inciso se pida a los estudiantes que elaboren una descripcion del fenomeno
modelizado por la funcion de velocidad deja lugar a cierta interpretacion sobre las caracteristicas

analiticas y geométricas observadas en el inciso anterior.

De todas formas, pensamos que esta actividad podria ser mejorada, proponiendo a los
estudiantes afirmaciones relativas a la descripcion del fenémeno de cuya validez tuvieran que dar
cuenta, con el objeto de llevar adelante una indagacion indirecta. Por ejemplo, en la segunda
produccion la estudiante ha dicho que no hay desplazamiento en el intervalo [0,2] pues el mévil ha
retornado al lugar de donde partid. Esta respuesta es incorrecta, aunque estd fundamentada en la
nocion de monotonia en tanto que la particula avanza o retrocede sobre la recta de accién. Ahora

bien, cabe hacer una indagacion, pero tal cuestionamiento pondria en evidencia que la respuesta no
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ha sido correcta, por lo que se buscaria otra no ya en atencion al conocimiento matematico puesto

en juego, sino porque el docente ha sefialado un posible error.

Asi pues, dejamos aqui el esbozo de una posible reformulacion de la actividad.

Variante de Actividad 5 Guia 1

Una particula se mueve en linea recta. La funcion v, cuya expresién analitica estd

PR 2 P .
dada pore'L;a:J =x° —3x —2'

representa la velocidad en metros sobre
segundos de dicha particula respecto del tiempo medido en segundos durante el
intervalo [0, 3]. Teniendo esto en cuenta, analice las siguientes afirmaciones
relativas al movimiento de la particula, indicando si son verdaderas, falsas o

incompletas. En cada caso, justifique, corrija y complete.

a. Al finalizar el movimiento la particula tiene la misma velocidad que al
iniciar.

b. La particula se detiene en tres instantes de tiempo.

c. La particula recorre 1,5 m entre x=2 y x=3.

d. La particula avanza frenando entre x=0 y x=1 y luego retrocede frenando
hasta x=2.

e. Eneltiempo x=0 la particula esta en la posicion p=5.

}
[ vz d.
f. Elrecorrido total de la particula esta dado por o

2.9 Técnicas de sustitucion: negociacion con respecto a la manipulacion algebraica de los

diferenciales.

Para presentar la técnica de sustitucion hicimos una revision de la regla de la cadena. Esto nos

permitid concretar dos objetivos bien definidos:

1. Reforzar la nocion de la integracion como proceso “inverso” al de derivacion. La técnica de

sustitucion, pues, deshace la derivada que se obtiene a través de la regla de la cadena.

2. Que a través del analisis de la estructura de una composicion de funciones y de su derivada
pudieran reconocer una ‘“estructura”, referido esto a la forma en que se presenta la expresion

algebraica de una funcion, asociandola a la técnica de sustitucion en caso de tener que
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integrar dicha funcion.

Esta técnica fue introducida durante la semana de trabajo asincronica (viernes 26 de agosto).
Realizamos un video que dejamos a disposicion del curso en el aula virtual, accesible a través de la
plataforma YouTube, en el que dimos lectura al material tedrico que habiamos sugerido, haciendo

comentarios y desarrollando ejemplos mediante filminas.

Destinaremos los siguientes apartados a destacar la relevancia del disefio previo de las

practicas.
2.9.1 Diserio de la practica correspondiente al método de sustitucion.

En esta seccion se pone a disposicion del lector la Actividad 1 de la Guia 2.

Actividad 1 de la Guia 2

Actividad 1: En cada caso, escriba la funcion compuesta en la forma f(g(x)).
Identifique la funcién interior u=g(x) y la exterior y=f(u). Luego, encuentre la

derivada dy/dx de cada una de ellas.

h(z) = Va2 + 2,

A.
B. h{r)= sen(x?
c. hix) = sen(x)?
D. hlr)=tan(mx)
£ h(z) = ecosl®)
£ hix) = In(/T)
1
.. hir) = Txz+22

Posibles dificultades

Al tratarse de un ejercicio de repaso estimamos que, en general (para todos los incisos de esta
actividad), no se presentaran dificultades en cuanto a la tarea a realizar. Si bien ésta es la situacion
ideal esperada, contemplamos atn asi que los estudiantes hagan emerger las siguientes

problematicas:

1. Que al identificar la funcion exterior f no sepan calcular la derivada de la misma, pues no ha

sido una funciéon que han repasado previamente con nosotros, si bien se encuentra en la evaluacion
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diagnostica prevista.

2. Que no sepan describir cudles son las funciones fy g que constituyen esta composicion de

funciones.
Intervenciones

Creemos conveniente a los fines del objeto de ensefianza tratar de salvar la primera de las
dificultades identificadas con una respuesta directa. La funcion raiz cuadrada de u se puede expresar
como la variable u elevada al exponente 2. Aqui se procede a usar la regla de la derivacion ya
conocida para estos casos: a saber, el exponente baja como factor y se le resta un grado al
exponente.

S
T2V 2Vu

Cabe aclarar que cuando la variable u estd elevada a un exponente negativo se trata del inverso

De manera que f'(u) =

de la variable elevada al exponente con signo positivo. Si percibimos durante el monitoreo de esta
actividad que las y los estudiantes se topan en su mayoria con esta dificultad consideramos
pertinente atraer la atencion de la clase al frente y explicar esto en el pizarron. Indicaremos ademas
que éste es un tema de repaso y que sera bastante usado en el resto de las clases, por lo que

conviene que vuelvan a leer las reglas de derivacion y reaprenderlas para tenerlas a la mano.

Consideramos que la segunda de las dificultades que preveemos tiene mayor relevancia, en
tanto que es prioritario que sepan identificar correctamente en una composicion de funciones cuales

son las funciones que se estan componiendo, ya que en esto se basara el método de sustitucion.

Podrian ocurrir dos grandes grupos de eventos. En el primer grupo, los estudiantes realizan un

. . . ., . , . Mo — 492
intento de identificacion de funciones equivoco. V.g. deciden que flu) = vus,

Aqui podriamos sefalar que la raiz “cancela” el cuadrado, y por lo tanto la funcién f es la
identidad, cosa que no pareciera tener mucho sentido en apariencia. Se les podriamos indicar que, si
ellos sostienen que ésta es la funcion exterior, deben proponer un candidato a funcidn interior y al

componer ambas deben obtener la funcidon que se dio en el ejercicio.

El segundo grupo de eventos posibles es que las y los estudiantes no reaccionen de ninguna
manera ante el ejercicio. Es decir, ante el enunciado “indique cudles son las funciones fy g”, no

sepan qué hacer y, en consecuencia, no hagan nada.

En este caso optariamos, si percibimos que es una dificultad generalizada, por reconducir la

atencion de la clase a una puesta en comun de las dificultades. Es decir, preguntar y que las y los
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estudiantes puedan expresar qué es lo que no entienden.

Pensamos que revisando con mayor detenimiento el ejemplo que planteamos antes de esta
actividad podriamos orientarlos mejor hacia lo que tienen que hacer. Existe, sin embargo, la
posibilidad de que el problema sea ain mas bésico, cdmo no comprender qué esta representando
una composicion de funciones. En consiguiente es posible que entiendan el enunciado de la regla de
la cadena, pero que no dispongan de las herramientas cognitivas para identificar fy g. En este caso

deberemos detenernos para explicar como funciona una composicion de funciones.

Observaremos que la funcién h depende de una variable x. Una composicion de funciones ha
de entenderse como un encadenamiento de procesos que se realizan sobre la variable x. Cada uno
de estos procesos se corresponde con una funcion. Asi, la expresion (f°g)(x) se define como f(g(x))
se indica la siguiente sucesion de “pasos”: A la variable x se le aplica primero una funcién g (un
primer proceso o proceso interno). En términos computacionales, x es la entrada y g(x) es la salida,
el resultado del proceso. En nuestro ejemplo, el primer proceso que se le aplica a X no es tomarle la

raiz cuadrada. Tampoco es sdlo elevarla al cuadrado. Podemos identificar al primer proceso como

aquel que, dada la variable x devuelve el polinomio 2 + .

Al finalizar este proceso se obtiene dicho resultado (el polinomio anterior), y a este nuevo
objeto g(x) se le aplica un nuevo proceso mas exterior (la funcién f), que en nuestro caso es aqui la

raiz cuadrada.

Lo anterior puede ser expresado en el siguiente esquema, en el que la flecha a la derecha indica

el resultado del proceso al que se somete la variable x en cada paso de la composicion

En general, de esta interpretacion se deduce una forma de encontrar las funciones fy g de una

composicion.

Se busca en principio la variable y se observa en la estructura de la funcidon a qué proceso se ha
sometido primero. Al obtener este resultado obtenemos la funcion interior g. Luego hay que seguir
preguntando a la estructura de la composicion qué operaciéon o proceso actlia sobre g(x) para

obtener la funcion exterior f.

La forma de verificar que se ha identificado correctamente a f y g en una composicion es seguir
el esquema de las flechas, estableciendo claramente qué es lo que hace g sobre x, y qué es lo que
hace f sobre g(x). Si el encadenamiento de estos procesos da por resultado la funcién h entonces

hemos hallado las componentes f'y g de nuestra h.
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2.9.2 Registro de la clase del 19 de agosto.

Durante la primera clase (viernes 19 de agosto), la docente practicante que gestionaba la misma
propuso la realizacidon de ejercicios de repaso en torno al célculo de derivadas de un producto y de
una composicion de funciones. En este episodio, una estudiante del curso mostro tener dificultades
para aplicar la regla de la cadena, por lo que la docente practicante pudo recurrir al guién previsto

para el trabajo con la regla de sustitucion ( Seccion 2.9.1).

Presentamos aqui el intercambio que sostiene la docente practicante con la estudiante que

presento la dificultad.

Después de un cierto tiempo tras haber propuesto la tarea al curso, la docente practicante llama

la atencion de los estudiantes para revisar los resultados de la actividad.

Micaela: Bueno, ;cuanto les dio el seno de x al cubo? (Se refiere con ello a
la derivada de la funcién dada por f(x) = sin(z?)),

Antonio: Coseno de x al cubo por tres x al cuadrado (refiriéndose a que la
derivada est4 dada por ['(*) = cos(z7)3z?),

Micaela: (Ha repetido lentamente lo que respondid Antonio). ;A todos les
dio eso? (Varios estudiantes del curso responden “Si” al unisono). ;Por alla
al fondo? (Se refiere a las dos estudiantes que acaban de llegar, Maria Paula
y Milagros, a quienes se acerco antes para explicarles en qué consistia la
tarea que estaban realizando).

Maria Paula (confusa): No habia que hacer...

Micaela: Solo la regla de Leibniz y de la cadena.

Maria Paula: Ah... yo estaba...

Micaela: Bueno, pero si tienen el seno de x al cubo, ;como harian? (Las
estudiantes ya habian visto que la consigna de la tarea consistia en derivar
algunas funciones). Tienen que aplicar la regla de la cadena.

Se produce un silencio algo largo.

Maria Paula: La derivada del seno es el coseno. (Se escuchan algunos
movimientos de hojas. La docente practicante espera un momento mas).
Micaela: ;Como es, entonces?

Maria Paula: Coseno de x al cubo por seno de x (lo dice con cierta duda en
su voz).

Micaela: Coseno de x al cubo por seno de x. Okey. Ustedes ahi tienen que

elegir fy g, ;jno es cierto? Para hacer la composicion. ;Quién es su f'y quién
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es su g? ;Saben como identificar f'y g?

Maria Paula: Si, pero ges ...

Micaela: Esta es una composicion de funciones, o sea que aqui en esta
funcion habra una f y una g. Entonces tenemos en el seno de x al cubo
tenemos una fy una g. Me habias dicho que para vos ... g es el seno de x al
cubo? (La estudiante responde muy bajito, no se escucha lo que dice).
Bueno, vamos a hacer lo siguiente para que puedan identificar siempre
quién es f y quién es g en una composicion de funciones. Cuando tengamos
una composicion de funciones tenemos que pensar que €s una maquinita.
(Qué es lo que le hacemos a la x? Yo tomo cualquier X, pensemos si quieren
en un x particular, el nimero dos, y consideremos ese ejemplo, el seno de x
al cubo. Tenemos el dos, ;/qué le hacemos a ese dos primero?

Antonio: Lo elevamos al cubo.

Micaela: Lo elevamos al cubo, ;estdn de acuerdo? Si yo pongo x igual a
dos, primero lo elevamos al cubo, ;y a ese resultado qué le hago?

Paloma: Le aplicas el seno.

Micaela: Le aplicamos el seno. Entonces, justamente, la primera funcion es
la funcion interna, y ésa va a ser la g, y la segunda funcion es la funcion
externa, y ésa va a ser la f. Entonces asi se identifica una composicion. Si
tengo el seno de x al cubo, como primero le aplicd el cubo eso es g, y

después le aplico el seno, eso es f.

2.9.3 Andlisis global del aprendizaje de la técnica de sustitucion

Al analizar las producciones que enviaron algunos estudiantes como tarea encontramos que en

general pudieron dominar bien la técnica de sustitucion en los distintos ejercicios propuestos.

Tales ejercicios fueron secuenciados siguiendo un criterio que establecimos de la siguiente

mancra:

1.

En los primeros ejercicios se les pediria a los estudiantes que identificasen siempre en una
funciéon h un producto de funciones: uno de los factores seria una composicion entre dos
funciones, mientras que el otro factor estaria dado por la derivada de la funcion interior del
primero. En simbolos, cada funcion h fue expresada como hiz) = flg(z)) g'(x).

Procuramos que en estos casos siempre estuviera presente la expresion de la derivada de g.

2. Escribimos de manera intencional los cocientes como productos entre funciones. Por
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£y —E= i 1 J-
) Chiz) = ——. o hiz) —ex—.
ejemplo, si z? ' entonces escribimos z?

3. Intercambiamos algunos factores para que los estudiantes viesen como algo natural el

. 1, .
hiz) = =(lnz)®.
£

conmutar los términos en un producto. Por ejemplo, propusimos que debia
. . wal
. hiz) = (Inz)*= .
ser reescrita como x. De esta manera, la integral por calcular queda
a el o 1
[Lln;arj"—d;e:. cou=Inl(z) = du = —dax i ,
expresada como . x Por lo tanto, si x . Asi se podria
! 1
., —dx )
“reemplazar” la expresion = por di en la integral.

4. Asimismo, introdujimos de forma gradual casos en que la derivada de la funcién g no se

hallase completa (es decir que faltase alguna constante multiplicando a la expresion). Por

[ 2 \Va2d + 2de,

. . ot 5
ejemplo, para calcular se puede ver que si Y =T T £ entonces
duw ,
— = AT, . . 9. 2 , d
d Sin embargo, en el integrando no aparece 327, mas sf aparece ‘U » por lo que,

para que “aparezca” g’, como en las primeras integrales, ha de multiplicarse toda la

expresion por una constante.

En el ultimo ejemplo, esperabamos que tomasen alguno de estos dos caminos:

. . 1 . . 1 - .
[:a:z vt + 2de = 3 [3;&:3\.#;&:" + 2dx = 3 [ vVt + 232%dr =
a. . . )

é/ v du.

. . . {
=25 +2 = du = 32%de = 2idr = fjj =
b.
: . 1 '
/u;z:"—z;zrgﬂ;a: :/uﬂ{ - é/ﬁdu.

?:

No obstante, varios estudiantes dieron solucion a las integrales despejando el dx de las
ecuaciones en derivadas, algo que no habiamos previsto. Esto devino en que tuviésemos que

replantearnos si dariamos por correctas las soluciones obtenidas a través de este tratamiento.

2.9.4 jDespejaron el dx!
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En las siguientes producciones apreciamos que varios estudiantes realizaron una manipulacion

que no habiamos tenido en cuenta, a saber:

du
du = g (x2)dr = dr =
A 7@

ff{u} du'

. . . . . g —
Aplicada esta estrategia al ejemplo anterior, los estudiantes declararon que si ¥ = & + 2,

clue 9 du

= [16@)g@ds = [ @@ du -

— = 3x°. a2 = —.
entonces Por lo tanto @t = 327 dZ. de donde se concluye que 327 Asi pues,

reescribieron la integral original reemplazando el dx por la expresion obtenida, quedando que

2
/mzvﬁ+2d«ﬂ::[m2ﬁ$:%f%ﬁdﬂ:é/ﬁdﬂ.

En la siguiente produccion (Figura 25) se puede apreciar en la columna derecha del texto la

fmzxfma + 2 dx.

estrategia ya comentada para resolver

Figura 25: Resolucion de Actividad 4 de la Guia 2 por Sara

A quienes aplicaron este tratamiento al interior del registro algebraico, indicamos que la

estrategia es valida en tanto que permitia llegar a una solucioén, pero insistimos en que evitasen
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dividir la igualdad por una funcidn pues podria ocurrir que existiese algiin valor de x en el que la

funcion se anule.

Cuando en la clase siguiente retomamos estos comentarios, varias estudiantes sefialaron que no

importaria que la funcion se anulase en algln x, puesto que la derivada de g se simplificaria.

Teniamos en claro que considerariamos como valido el procedimiento que habian aplicado,
pero aun asi nos dirigimos al docente del curso por correo electronico para conocer su opinion al
respecto. En su respuesta manifestd que era algo habitual y que €l también solia darlo por valido,
por lo que con los estudiantes establecimos el criterio de que era algo que podian hacer, y que la
sustitucion estaria bien siempre que, terminado este procedimiento, en la expresion de la integral no

apareciese por ningun sitio la variable x.

2.9.5 Consideraciones teoricas

Nos parece relevante detenernos aqui para presentar al lector algunas consideraciones con
relacion al episodio descrito en la seccion anterior, pues volveremos sobre €l en la tltima seccion de

este trabajo.

En la discusion con los estudiantes se pusieron en tension dos puntos de vista. Uno, formal, en
el que no se admitiria facilmente multiplicar por el inverso de una expresion sin antes validar que
dicha expresion fuese distinta de cero. Otro, practico, en el que una estudiante expone con claridad
que no le parece importante que se haga cero porque dicha expresion se simplifica. En
retrospectiva, tal planteo nos parece potente, puesto que la estudiante apela a la manipulacion que
hace de los objetos matematicos para cuestionar una correccion y defiende asi la forma en que
realizo el ejercicio. Este tipo de cuestionamientos favorecen el desarrollo de ciertas discusiones
sobre lo que estd y no esta permitido hacer cuando se resuelve un ejercicio de matematicas,
manifestando asi que debe haber una razén que valide o invalide tal o cual proceder. Baste observar,
por el momento, que este tipo de actividad no se cifie a como resolver el ejercicio, sino que se

acerca al tipo de actividad que realiza un matematico.

Al elaborar el disefio de la planificacion realizamos un profundo andlisis respecto de la

du
manipulacion de las expresiones diferenciales. La expresion dix se refiere a la derivada de u

respecto de x, lo que introduce cierta idea de dependencia entre estas variables (u es una funcion de
x). Si asociamos esta expresion por medio de una igualdad a la notacion que usa el signo ‘ para
representar a la derivada (si u depende de x a través de g, entonces g’ representa a la derivada de g),

entonces es “tentador” considerar que la primera notacion de la derivada es un cociente de
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diferenciales y puede comportarse como una expresion algebraica susceptible de un tratamiento

algebraico estandar. es decir, si
L du P du o dx o
u=oglz) = —=g¢g'(z) = —de = ¢'(z)de = du— = ¢'(z)de = du =
. dx i dx
g lx)de.

Hemos visto que este tratamiento algebraico es generalmente aceptado en distintos contextos.
En varios libros de texto sobre célculo se aplica con cierta frecuencia y es habitual ver este uso en

el

clases de fisica. No obstante, la expresion e no es un cociente de diferenciales, sino un simbolo

que representa a la derivada. Cabe preguntarse entonces qué sentido tiene el simbolo dx cuando
b

fla) dr.
aparece en otros contextos, por ejemplo en la expresion / a
Puesto que la técnica de sustitucion pone en movimiento este particular tratamiento algebraico
de las expresiones en que se ve involucrado el simbolo dx, indagamos sobre la génesis de este

concepto en el contexto del célculo infinitesimal.

La notacion de la derivada como “cociente” de diferenciales fue introducida por Leibniz a

finales del siglo XVII y su uso se extendid debido a la potencialidad simbolica del célculo. Por
dy

ejemplo, si y es una variable que depende de X, entonces dx representa la variacion que

experimenta la variable y si la variable x varia de manera “infinitesimal”. Luego, se tiene que

[ dy de = [ffy = .

J dx . con lo que se reconstruye el Teorema Fundamental del Calculo. Leibniz
no aportd ninguna definicion rigurosa sobre el simbolo dy. Antes bien se basd en una comprension
intuitiva del concepto de variacion infinitesimal para justificar las operaciones algebraicas en las
que intervenian estos simbolos. Si bien esta notacion favorecia el planteo de ecuaciones
diferenciales y su resolucion, la imprecision en el concepto generd varios cuestionamientos al

interior de la comunidad de matematicos de la época.

En los albores del siglo XIX, Cauchy presenté una formulacion de la derivada y la integral
partiendo de la definicion del concepto de limite de una funcion, lo que hizo innecesario lidiar con
las imprecisiones de los diferenciales. Si Ay representa la variacion que de la variable y cuando se

ha producido una variacioén Az, entonces la derivada de y respecto de x se define como

Ay
lim ——.
Ar—0 Az Por otro lado, Cauchy proporciond una definicion formal de diferencial. Si y=f(x),
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— £

entonces dy es una funcion de dos variables que depende de x y de dx dada por dy = f'(z) dz.
Aunque el diferencial ya no era necesario en términos formales, los fisicos seguian usadndolo para
resolver problemas y por ello se propuso una definicioén precisa de este concepto. No obstante, tal
definicion no llega a capturar el sentido pleno que poseia la diferencial en la exposicion de Leibniz

(Martinez Torregrosa et al., 2002).

Frente a estas perspectivas se antepone la formulacion de Fréchet. Si se considera la definicion
de funcion diferenciable, se puede definir de manera formal el diferencial de modo que esté
justificado el tratamiento algebraico de ecuaciones en derivadas. Al mismo tiempo la definicion de
Fréchet del diferencial conserva la nocion intuitiva de variacion infinitesimal de una magnitud. Sin
embargo, debido a la complejidad de esta ultima teoria, optamos por trabajar de manera informal

du du

=1{,rlrﬂ o

con la ecuacion en derivadas dx * 7" Es decir, la expresion dxz ' que a priori es una notacion

para la derivada de u respecto de x, simboliza ahora también un cociente de diferenciales.

Asi pues, y a causa de esta decision, no podiamos proporcionar un argumento por el cual no

dt e
. . : : : L o =glz)._ w -
estuviese permitido despejar el diferencial de x de la expresion En si, ya el “despejar

el diferencial de u de la misma era algo que no se habia definido.

Preferimos, en consecuencia, no imponer una regla que no pudiera ser justificada mediante las
herramientas de las que disponian los estudiantes dentro del vagaje de su formacidon matematica, y

aceptamos finalmente que este tipo de tratamiento algebraico con los diferenciales seria valido.

2.10 Método de integracion por partes

Al igual que con la técnica de sustitucidon, presentamos el método de integracion por partes
asociandolo a la regla de Leibniz para la derivada de un producto de funciones. En el material de
lectura correspondiente hicimos un sucinto repaso de esta ultima mediante el enunciado de la regla
y la resoluciéon de un ejemplo. A partir de la misma expusimos una deduccion del método de
integracion por partes y dimos también un ejemplo resuelto que pudiera servir como modelo para

los siguientes ejercicios.

No apreciamos grandes dificultades en la aplicacion de esta técnica por parte del curso, aunque
podemos senalar que algunos estudiantes buscaron otras fuentes de informacion, como videos de

YouTube, para calcular la integral del logaritmo natural.

Destinamos un moédulo a la revision de los ejercicios que habian quedado pendientes, e
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insistimos en varias oportunidades en que, de la manera en que aborddbamos el método, esta técnica
presentaba una componente que no podia reducirse a un algoritmo de célculo. Es decir, una parte
del método consiste en la eleccion, entre dos funciones, de una que fungira como la derivada de
otra, y esta eleccion no responde a un criterio prefijado, sino solo a la simplificacion, cuando sea

posible, de una segunda expresion que ha de integrarse en la siguiente etapa del método.

2.11 Integrales de funciones racionales a través de la descomposicion en fracciones simples

A diferencia de lo que hicimos para los anteriores métodos de integracion estudiados, no
pudimos abordar la descomposicion en fracciones simples desde una regla de derivacion previa
debido al caracter de la técnica, que se basa en una propiedad algebraica del anillo de polinomios, a
saber que todo polinomio admite una unica descomposicion en polinomios irreducibles. La
dificultad principal de esta técnica estd en comprender el proceso por el cual una funcidn racional se
descompone en suma de funciones racionales simples o irreducibles. Por lo tanto, a la hora de
presentar esta técnica disefiamos una estrategia consistente en plantear a la descomposicion en
fracciones simples como el proceso inverso a la suma de funciones racionales a través de un

ejemplo que la docente practicante expuso durante la gestion de la clase.

Por tal motivo, sélo presentamos dos de los cuatro casos posibles que podrian darse en este tipo

de ejercicios.

Primer caso

Aquel en el que dada una funcién racional () con py q polinomios, el polinomio q

admite una factorizaciéon en polinomios irreducibles de grado uno con raices distintas. Es

decir que glz) = (2 — 21 )(z —22)(z —23) ... (& — 22), en donde i 7 Tj g 1 # J.
Segundo caso

Aquel en el que en la factorizacion prima del polinomio aparecen polinomios irreducibles de
segundo grado junto con polinomios irreducibles de primer grado con raices distintas. Es

r h' s

decir, qlz) = pi(z)pa(z) .. plz)er(z)ea(z) . ei(z). By dondePil®) = (2 — x;).

P
cumpliéndose la misma condicion que en el caso 1 para las raices; y en donde * i) es un
polinomio cuadratico sin raices reales y con término cuadratico 1, tales que

i # j = cilz) #cjlz).

Por otro lado, todas las tareas que propusimos con relacion a este método de integracion
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estuvieron inscriptas dentro del paradigma del ejercicio con referencia a la matematica pura. En los
mismos siempre procuramos que el grado del polinomio p fuese menor que el grado del polinomio
g con la intencidn de no saturar la técnica de integracion con un paso adicional como podria serlo el
ejecutar una division de polinomios. Ademads, todas las funciones racionales para integrar las
elegimos de manera tal que los polinomios de la descomposicion prima fuesen siempre monicos

(i.e. con el coeficiente principal igual a 1), teniendo en mente el mismo objetivo.

En general, el grupo de estudiantes sabia resolver sistemas de ecuaciones lineales, con lo que
optamos, a la hora de planificar las clases, por no insumir tiempo en la resolucién de los sistemas

para centrarnos en el calculo de las integrales obtenidas.

Como hemos sefialado mads arriba, el docente responsable del curso, al analizar los ejercicios
propuestos, observd que no se daba ninguno en el que se tuviese que aplicar el arcotangente para
resolver alguna integral. Como ademas durante el disefio de las practicas introdujimos la derivada
de la arcotangente para ser usada en este tipo de actividades, afiadimos algunos ejercicios en los que
se presentase esta situacion de una clase a la siguiente, y antes de dar por cerrado el tema de

[ dx
fracciones simples uno de los docentes practicantes afiadié un ejemplo (. z? + ') que realizo6 en

frente de la clase para exponer como debia procederse ante un caso analogo.
2.12 El area de un circulo: Aplicacion de la sustitucion trigonométrica

Durante el disefio de la planificacién consideramos la necesidad de abordar el calculo del area
de un circulo como una de las aplicaciones de la técnica de sustitucion debido a su relevancia
histérica y a la frecuencia con que se emplea esta magnitud en el contexto de varios problemas

geométricos.

Planteamos esta intencion al docente encargado de la catedra quien nos dijo que ¢l suele

abordar este tema después de la introduccion del método de integracion por fracciones simples.

Creemos conveniente sefalar que, si bien el método de sustitucion empleado para hallar el area
de un circulo de radio r no difiere en su formulacion tedrica, es necesario realizar alguna
aproximacion practica a este tipo de problemas, pues entrafian una dificultad conceptual que escapa
a una primera presentacion de la técnica de sustitucion. El teorema que sustenta la aplicacion es el

cambio de variable, enunciado a continuacion:

Teorema del cambio de variable: Sea 9 [@:0] — I continua en [a: 0] y
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2

derivable en \: b) con derivada continua, donde I € es un intervalo. Y sea

f T — R yna funcién continua en 1.

Entonces se cumple que:

b qih)
[ fatng@ydr = [ fwdn
o .

gl

En la secuencia que planteamos al curso, ensefiamos a reconocer la estructura de una
composicion para aplicar el teorema del cambio de variable en tanto que la integral de la izquierda
de la igualdad se transforma en la integral de la derecha. Sin embargo, como ocurre con la

propiedad distributiva del producto con respecto a la adicion en el conjunto de los nimeros reales

(Va,beeRalb+e)=ab+ac) g igualdad vale también de derecha a izquierda. En este caso
se habla de una “‘sustitucion inversa”, o de sustitucion trigonométrica, como lo presenta James
Stewart. Siguiendo con la analogia planteada anteriormente, el “inverso” de la propiedad

distributiva es “extraer factor comuan”.

Asi pues, debido a que priorizamos la técnica de integracion por partes y la descomposicion en
fracciones simples, no dimos la teoria ni las tareas previstas para abordar el tema de sustitucion
trigonométrica, sin renunciar, pese a ello, a ofrecer el caso del area del circulo a modo de caso de

aplicacion de esta técnica.

Por lo demaés, presentamos este ejemplo en la guia referida a la aplicacion de la integral para el

calculo de areas de regiones del plano, por lo que lo pensamos de manera introductoria al tema.

En lo que sigue presentamos el disefo de la resolucion de la tarea, que fue presentada por uno

de los docentes practicantes, y algunos comentarios en torno a lo ocurrido en el curso.

Después que el docente practicante expusiera la resolucion de una integral racional a través del
uso de la descomposicion en fracciones simples y del arcotangente, se expuso delante del curso la
siguiente tarea: calcular el area de un circulo de radio r. Las posibles soluciones que se habian

pensado para exponer se presentan a continuacion.

2.12.1 Resolucion

El 4rea de una figura no se ve afectada por los movimientos rigidos aplicados a esta figura. Por
lo tanto podemos calcular el area del circulo de radio r con centro en el origen de coordenadas.

Empleamos aqui lo que sabemos sobre geometria analitica, viendo que el conjunto que describe al
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’ . , { (. 1 l"l P ]Eiz .o -2 2 il 2 .
circulo de centro (0,0) y radio r esta dado por 11%: ¥) L7 4+ Y” = T7}Si observamos el
dibujo de este conjunto podemos apreciar que hay una simetria entre el semicirculo superior y el
inferior. Por lo tanto, bastara que calculemos el area del semicirculo superior y que a este resultado

lo dupliquemos para obtener el area del circulo. Asi pues nos centraremos en calcular el area del

conjunto dado por {(z,y) e R? :2® +y" <r’ Ay =0},

Podemos ver este problema de la siguiente manera: deseamos calcular el area por debajo de la
semicircunferencia superior. Entonces, si conseguimos expresar esta curva en términos de alguna
funcion, hallando asimismo los extremos de integracion adecuados, podremos expresar el problema

en términos de integrales. Observemos que la semicircunferencia superior esta determinada por los

2

2 2 -,
puntos en el plano que satisfacen que * y-=r"Ay =0.

Si se despeja de la primera ecuacion la variable y se obtiene que

2 _ 2 _ 2 — 2 _ .2 " .
y-=r —r = y= +vr? — a2, Pero como y es positiva, se tiene finalmente que
r? —x?.g; - y = flz) = .
T7.§i decimos que Y = JLT)= entonces el 4area de la
r —_—
. . . . , . / Ve — 22de.
semicircunferencia superior estara dada por la integral /- .Hemos de resolver, pues, la

2 . 2 1z,
integral indefinida [ Vit et para usar la segunda parte del Teorema Fundamental del Calculo y

evaluar en los limites de integracion. Tal y como mencionamos en la introduccion, declaramos que:

o dx o R
r=rcoslu) = — = —rsin(z) = dr = —r sinf{u)ddu.
d

Por lo tanto:

[ vVl — 22de = [—Jrz — (reos(u))2rsin(u)du.

Si se opera dentro de la raiz se puede sacar factor comun el cuadrado del radio, quedando que:
/—\;’rz — (rcos{u))?rsin(u)du = /—\/rz — 72 cos{u)?rsin(u)du = / —r/r2(1 — cos(u)?) sin(u)du =
/ —rVr2 V' 1 — cos(u)?sin(u)du = [—rr\,/l — cos{u)3sin(w)du = —r? [ V' 1 — cos(u)? sin(u)du.

Ahora bien, si se recuerda la identidad pitagorica, se puede deducir de ella lo siguiente:

o2 R . TR ’ Y] .7 ﬁ
cos(u)” +sinfu)” =1 = sinfu)” =1 —cos(u)” = sinfu) = /1 — cos(u)?.
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Aqui hemos tomado la raiz cuadrada positiva, pues los puntos de la semicircunferencia

superior estan asociados a los valores positivos de la funcién seno.

Si reemplazamos esta expresion en la Ultima integral planteada, queda que debemos resolver
finalmente __ ;.2 f sin(u)? du.

Por el ejemplo 3 de la pagina 472 de Stewart se conoce el resultado de esta integral y se

. obtiene que
L m . fij "-I
2 IR, 9 ARy 2(” hlIlL._.”_,-. T
—r sin(u)*du = r sin(u)*du=r" (- — —— ) +¢|f =
. 2 4 )
T .o 0 . .=
5 NP 5w sin{2u),
—r sinfu)*dy = —r“(—— —— ) +¢ . .
2 1 , con ¢ una constante de integracion.

Para poder usar el TFC y evaluar esta primitiva en los extremos de integracion que planteamos
al comienzo del ejercicio, debemos observar que antes la variable x se movia entre -r y . Se debe

descubrir ahora entre qué valores se mueve la variable u, recordando que puesto que

. a
r = rcos(u) = u = arccos( —).
r

Luego se tiene que:

. I . PR .
—r<r<r=-—1<—<1=arccos([—1) < u < arccos(l) =7 < u<0.
r

Por lo tanto ha de calcularse:

o, T sin(27)

rig — )

2 1

5, 0 sin{2 % 0) 5, 0, o T
+oc—717= — J—c=1———-)=71r"=.
2 1 2 4 2
T2
Se ve entonces que el area del semicirculo de radio r estda dada por 2, de donde se tiene, por

la simetria observada al comienzo de este problema, que el area del circulo de radio r sera mr~.

2.12.2 Resolucion alternativa

Se puede devolver la integral indefinida a una funcion dependiente de x si se usa la figura del

tridngulo rectangulo.
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Se observa lo siguiente: Por identidad trigonométrica de la pagina 472 de Stewart se ve que

sin{2u) = 2sin(u) cos{u).
, . . oo rE
Ademas se tiene que si = r cos{u) = u = arccos|—).
y
Por lo tanto se concluye que:
5, U sin(2u) 5.1 L&, 1 . rz, L. T
rol—— | = r°{=arccos(—) — =2sin(u) cos(u)) = —(arceos{ —) — sin(u) cos(u))
2 4 2 r 4 2 r

HE

r

r

Por lo tanto:

2 2 .
re €T, , . - re €T, 1 —_
— (arccos(—) — sin(u) cos(u)) = — (arccos(=) — w2 — 22),
2 r 2 r re
Se concluye finalmente que:
2 . .
\fr* — 22dr = —(arccos(=) — Sv'r2 — 22)|" .
) 2
J_y 2 r r
Al evaluar esta funcion en los extremos de integracion se obtiene:
r? — _— 1
Y 7
—Lf‘tlc*c*cnaLlJ——\fr* — r~1——mmc*cnw—lj——fv — (—r)?) = —riTs.

2 }’“ 2

2.12.3 Comentarios generales

Al exponer la resolucidon de esta actividad el docente practicante prefirio emplear la segunda
estrategia planteada por considerarla en aquel momento mas accesible a los estudiantes. El docente
practicante uso la pizarra de velcro descrita en la Seccion 1.4.2 para dibujar la figura del triangulo
rectangulo presentada en la resolucion. El docente practicante considerd en aquel momento que,
puesto que no habian enunciado el teorema del cambio de variable teniendo en cuenta el cambio en
los extremos de integracion, y puesto que al presentar la técnica de sustitucion se habia insistido en
volver a expresar la integral en funcion de la variable original (en este caso, la variable x), era mas
compatible con la secuencia apelar a la transformacion de la ultima expresion mediante las

relaciones trigonométricas expresadas en la figura.

El docente practicante dio comienzo a su exposicion a través de la pizarra de velcro
previamente mencionada, pero luego, para llevar adelante el desarrollo de las transformaciones

algebraicas, observd que varios estudiantes del curso se habian perdido. Decidi6 llamar a uno de los
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estudiantes para que escribiese en la pizarra del aula en caracteres visuales las transformaciones
algebraicas que han sido presentadas en estas paginas. Aqui reconocemos que, ante una situacion
semejante, seria favorable contar con el desarrollo algebraico por escrito para seguirlo y comentarlo

durante la gestion de la clase.

La implicacion de uno de los estudiantes en el proceso de escritura en la pizarra merece cierta

atencion por nuestra parte.

En principio pudimos observar que durante la exposicion del docente practicante los
estudiantes estuvieron atentos a los pasos en “las cuentas”, asi como en la explicacion que
sustentaba la validez de dichas transformaciones algebraicas. Por otro lado, la experiencia resultd
novedosa para el docente practicante, quien pidi6 al estudiante que escribiera y narrase el desarrollo
con una doble finalidad: por un lado de control sobre la produccion y por otro de indole didactica.
Hemos de senalar aqui que esta peticion pudo haber llegado a tener cierto grado de dificultad, en
tanto que el estudiante tenia que escribir y narrar al mismo tiempo, cosa a lo que no estaba
acostumbrado, y que ocasion6 en varias oportunidades que hubiera cierto desfase o superposicion
en la informacion proporcionada por el docente practicante de manera oral y por el estudiante de

manera escrita.

Por ultimo, este tipo de gestion nos permitié detectar cierto error en la notacion y enfatizar la

necesidad de apelar a un texto de tipo expositivo para presentar un resultado.

En un momento el estudiante escribi6 en el pizarron:
r o
. Vil —alde = / Vi —aZdae. ..
o —r .

Esto paso inadvertido por el docente practicante, ya que el estudiante solo indic6 oralmente que
calcularia la integral indefinida. Sin embargo, un tiempo después se generd una cierta discusion
cuando una estudiante sefiald que no entendia lo que habia escrito su compafiero, comentando que

como durante la semana anterior no habia podido asistir a clases tal vez se habia perdido de algo.

Ante este cuestionamiento, el docente practicante interpretod que la dificultad radicaba en el uso
del Teorema Fundamental del Calculo Infinitesimal, y explic6 en breves palabras que primero
debian calcular la integral indefinida de la funcién para luego evaluarla en los extremos de

integracion.

En aquel momento, el docente de la catedra intervino, y observd que quizds Magdalena tenia

alguna dificultad con el signo de igualdad que vinculaba la integral definida con la integral
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indefinida. Advertido por este comentario, el docente practicante consultd a Antonio por lo que

habia puesto, y €l procedio a leer el fragmento.

Cuando el docente practicante corrigio la equivocacion, sefialando que no se puede convertir
una integral definida en una integral indefinida de aquella manera, Magdalena preguntd entonces
coémo habria de escribirse. El docente practicante respondié que se podia dejar expresada la integral
definida, finalizando la oracion con un punto, y luego escribir algo como “Se calculara a
continuacion la integral indefinida para luego usar el TFC”, luego escribir la integral sin los
extremos y comenzar a resolver esa antiderivada. El docente practicante insistio en el uso del texto

en castellano para comunicar con la mayor claridad y precision posibles las ideas.

Durante la instancia evaluativa el docente practicante volvio sobre este detalle cuando Antonio
expuso la resolucion de la tarea que debia realizar. al hacerle una devolucion, el docente practicante
le dijo que se habia quedado pensando en el problema de notacion, y que una posible forma de

pasar de la integral definida a la indefinida seria la siguiente:

b
fla)de = f/flfﬂ dz)|®
1 W

L

La unica advertencia que realizd el docente practicante fue que esto sobrecargaba la notacion,
ya que en cada transformacion algebraica sobre la integral deberia indicarse con la barra vertical

que dicha funcion deberia evaluarse en los extremos de integracion.
2.13 Aplicacion al calculo de areas

Al plantear las tareas para introducir el calculo de areas de regiones determinadas por curvas
mediante la integral retornamos al sentido geométrico con el que se plantea la misma: la integral es

el rea por debajo de una curva.

A través de la siguiente actividad pudimos consolidar esta nocion.

Actividad 4 de la Guia 4

Actividad 4: Dada f(x)=cos(x), g(x)=sen(x), grafique la region determinada por f, g

T

y la curva x=0y la regién determinada por f, g y la curva x=2". Luego, calcule el

area de la unidén de las regiones.

El docente practicante que gestionaba en ese momento la clase emple6 la pizarra de velcro
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descrita en 1.4.2 para hacer la grafica de ambas curvas y marcar el punto de interseccion entre ellas.
Se pudo explicar mediante el recurso visual que el area deseada (el area que quedaba entre las
curvas), podia calcularse obteniendo el area de la curva superior y quitandole el area determinada

por la curva inferior.
2.13.1 Posible reorganizacion en la secuencia diddctica

Hemos de observar en este apartado que las tareas propuestas en la guia correspondiente al
tema de calculo de area fueron pensadas por nosotros como problemas con referencia a la
semirrealidad para recuperar nuevamente algunas discusiones sobre ciertos fenomenos
variacionales. No obstante, el curso en general comprendid rapidamente la forma de enfrentarse a
los problemas (mediante el calculo de integrales de una diferencia de funciones), y nos resulto

dificil propiciar las discusiones en torno al significado de los resultados obtenidos.

Ademas notamos que la mayoria de fendmenos que modelizamos a través de esta aplicacion
de la integral podrian haber sido trabajados sin haber visto antes el método de integracion por partes
ni la descomposicion en fracciones simples. Es por ello que en una posible reformulacion de la
secuencia, nos planteariamos ciertamente como posible abordar el calculo de areas de regiones

después de haber introducido la técnica de sustitucion.
2.13.2 Uso de tecnologias digitales

El objeto de ensefianza (las técnicas de integracion) nos restringid el uso de algunas tecnologias
digitales. En efecto, nuestro interés se centraba en que los estudiantes pudieran calcular integrales
indefinidas a través de las técnicas propuestas y que esto les permitiera resolver integrales definidas
mediante el Teorema Fundamental del Calculo Infinitesimal. Al elaborar el disefio de la
planificacion consideramos que ninguna de las tareas se prestaba para el uso de algin software
especifico que reorganizara el trabajo en el aula. Muchos programas y aplicaciones pueden calcular
integrales definidas e incluso proporcionar las expresiones algebraicas de las integrales indefinidas.
Nuestro objetivo era que pudieran aplicar estas técnicas sin recurrir a ningiin medio informético. Sin
embargo, cuando dimos este tema nos percatamos de que el uso de alguna aplicacion que permitiese
el calculo de integrales podria agilizar las discusiones en torno a las nociones puestas en juego
dentro de los problemas, dejando libre la atencion para plantearse otras cuestiones relativas a los

fendmenos modelizados.
2.14 Presentacion del instrumento de evaluacion

En esta ultima secciéon ponemos a disposicion del lector el instrumento que empleamos para
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realizar la evaluacion de caracter sumativo.

Para realizar dicha evaluacion elaboramos dos guias de tareas en las que planteamos 4
gjercicios semejantes a los propuestos durante el periodo de practicas y que abordaban todos los
topicos estudiados. Entregamos los enunciados a los estudiantes para que desarrollasen por escrito
las actividades y las enviasen por correo electronico. Sin embargo, no obtuvimos respuesta de
ningln estudiante. El ultimo dia de practicas se tomo la instancia evaluativa, que consistid en la
exposicion oral de un ejercicio seleccionado al azar por parte de cada estudiante. De esta manera, no
solo evaluamos los conocimientos matematicos requeridos para la resolucion de los mismos sino
también la claridad en la comunicacion de los resultados como parte fundamental de la formacion

docente inicial.
Para evaluar tuvimos en cuenta los siguientes dos criterios:

1. Conocimiento matematico aplicado en la resolucion de la tarea.

2. Claridad en la exposicion oral y uso apropiado del soporte visual.

En lo que sigue dejamos al lector los enunciados de la instancia evaluativa.

Instancia Evaluativa

Instancia Evaluativa A

Actividad 1: Sea g(x) = fil — sen(%t) dt.

Sin calcular la integral indefinida responda:

a) Evalteg(-1)yg(1).

b) ¢éSobre qué intervalo es creciente g?
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c¢) ¢Donde g tiene un valor maximo?

d) ¢Cuadl es la concavidad de la funcidn g?

e) Calcule g, es decir, dé una expresién analitica para esta funcion.
f) Calcule g(x), parax=-1/2,-%,0, ¥, %.

g) Grafique la funcién g en el intervalo [-1,1].

Actividad 2: Calcule las siguientes integrales indefinidas

/ In(tan(x))(sec(x) ) dx.
a) -

[lf;a: + 7V n(z + 7) de.

c)

eV

4 J Ve

dr.

Actividad 3: Una particula se mueve a lo largo de una linea recta con una

. 3 . .
velocidad v(t) =t et, medida en metros sobre segundos después de t

segundos. ¢ Qué tan lejos llegard después de t segundos?

Actividad 4: Calcule el area de la region sombreada de la siguiente figura,
sabiendo que la regidon exterior estd determinada por las funciones

flz) =20 — 22 y glz) = 2* + 2.

(0,16)

(0.6)

-6 —4 -2 o] 2 4 6
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Instancia Evaluativa B

Actividad 1: Sea g(x) = fil — sen(%t) dt.

Sin calcular la integral indefinida responda:

a) Evalte g(-1) y g(1).

b) ¢Sobre qué intervalo es creciente g?

¢) ¢Donde g tiene un valor maximo?

d) ¢Cual es la concavidad de la funcion g?

e) Calcule g, es decir, dé una expresidn analitica para esta funcion.
f) Calcule g(x), parax=-1/2,-%,0, V5, %.

g) Grafique la funcién g en el intervalo [-1,1].

Actividad 2: Calcule las siguientes integrales indefinidas.

[ —4x + 4
.i—d;a:.
A J ot +dr

[2 sin{x) cos(x) ™" dx.

Actividad 3: Calcule el area de la regidon sombreada en la siguiente figura.
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(2.5,3) (6,3)

Actividad 4: Calcule el area de la region sombreada de la siguiente figura,

sabiendo que la regidon exterior estd determinada por las funciones

flaz) =20 — 2% v glz) = 2* + 2.

(0,16)

5

10
(0,6)

5

6 4 -2 0 2 4 6

Sintesis

A lo largo de esta seccion hemos expuesto la concepcion y el desarrollo de aquellas actividades
que juzgamos de mayor interés en funcion de las nociones matematicas que pusieron en juego y las
dificultades y propuestas que generaron en los estudiantes. El lector podra advertir que el objeto de
estudio tratado durante el periodo de practicas contiene una considerable cantidad de informacion.
El objeto de estudio, por otro lado, no aparece desprovisto de dificultades y problematicas,
entendido tanto como un conocimiento propio de la disciplina, asi como un conocimiento por
ensefar. Analizamos con cierto detalle las tareas que han puesto de manifiesto estas dos
dimensiones. El motivo fundamental del trabajo fue que los estudiantes, en medio del tratamiento al
interior del registro algebraico, no perdiesen de vista las ideas fundamentales que dieron lugar a la
formulacion de la teoria del analisis matematico. En la ultima seccion de este trabajo abordaremos
mas de cerca esta problematica. Mostraremos una seleccion de tareas que, a nuestro juicio, ponen de

relieve la importancia de generar ambientes de aprendizaje que promuevan la coordinacion de los
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distintos registros de representacion de las funciones y, a su vez, permita desarrollar una capacidad
critica para extraer informacién del objeto estudiado de acuerdo a la situacidon problematica

planteada.

3. Eleccion y analisis de una problematica de estudio
3.1 Introduccion

Volveremos nuestra atencion hacia ciertas tareas propuestas que resultaron significativas dentro
del disefio de planificacién debido a la importancia que dimos durante el mismo a las nociones

fundamentales del calculo integral.

En la Seccion 2.1 presentamos la planificacion anual del curso. En la misma encontramos que
se abordo el concepto de integral partiendo de fendmenos geométricos y variacionales. En el tercero

de los ejes tematicos debiamos introducir las técnicas de integracion.

Nos propusimos desarrollar una secuencia didactica que no representase una ruptura con el
trabajo que el curso habia realizado hasta ese momento. Fue éste el motivo de que sostuviésemos,
en la medida de lo posible, una propuesta de trabajo que propiciase una dindmica aulica semejante a
la percibida durante el periodo de observaciones. Asimismo, algunas de las tareas que disefiamos
fueron pensadas para que el curso apelase a la construccién geométrica que se elabord de la integral
definida como area por debajo de una curva, asi como el cambio acumulado de la variacion de una

magnitud, lo que se traduce en el cambio total de esta ltima.

Esta revision de la implementacion del disefio en clases nos ha permitido establecer ciertas
comparaciones entre el trabajo efectivo realizado por el grupo de estudiantes y aquel que habiamos
previsto. Estas discrepancias nos dan lugar a la formulacioén de algunos interrogantes relativos a las

normas que enmarcan la actividad matematica al interior del proceso de ensefianza-aprendizaje.

En las siguientes paginas expondremos con mayor detenimiento las producciones que
suscitaron nuestro interés. Proporcionaremos también algunos posicionamientos tedricos que nos
permitan reformular estas cuestiones para adquirir una mejor comprension de las dinamicas que

rigen en el aula y replantear la tarea docente y prever situaciones derivadas de la misma.
3.2 Génesis de la problematica

En esta seccion presentamos las tareas disefiadas para la practica docente a partir de las cuales
emerge el objeto de andlisis. El lector podrd encontrar los enunciados de las consignas, las

producciones de los estudiantes y el correspondiente analisis.
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Esta tarea se corresponde con la Actividad 4 de la Guia 2 que se encuentra en el anexo

correspondiente del presente trabajo.

3.2.1.1 Enunciado

Encuentre de manera exacta el area sombreada. Plantee y calcule las integrales

para obtener el valor pedido.

f=a*Vad+2

(0.58,0.5)

0.5

3.2.1.2 Pr ion 1 iant n

Produccion de Milagros

ti

nalisi

Figura 26: Resolucion de Actividad 4 de la Guia 2 por Milagros.

Analisis de la resolucion de Milagros
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En la produccion de Milagros (Figura 26), podemos advertir que la consigna de calcular el area
sombreada se relaciona con la de dar respuesta a una integral definida.
La estudiante plantea una integral definida. Dicha integral se corresponde con el area de la

region que se halla por debajo de la curva ¥ = & 2V/a + 2 e el intervalo [0 05 58]

Resuelve la integral usando la técnica de sustitucion. Si bien al plantear el cambio de variable

u=a*+2 llega a un resultado equivoco al establecer que du = 3rdr, 4 seguir calculando la

integral ignora esto y llega a que:

0,58

0,58
223+ 2dr = Vi

a a

Hemos de advertir aqui que en ningin momento cambia los extremos de integracion al

calcular. En un sentido estricto esto tampoco es correcto segun el teorema del cambio de variable.

Finalmente, llega a un resultado numérico que propone como respuesta a la consigna. En

ningin momento advierte que hay una parte de la region que estd omitiendo.

Produccion de Maria Paula

Figura 27: Resolucion de Actividad 4 de la Guia 2 por Maria Paula
Andlisis de la resolucion de Maria Paula

Se puede observar que la estudiante Maria Paula ha realizado su produccion (Figura 27) sobre

una copia del material de lectura en el que se planted la tarea. Esto le permite formular un
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interrogante mediante un esquema.

Plantea y resuelve la integral definida correspondiente al 4rea por debajo de la curva

Y =2V + 2 en el intervalo [0:0,58]. g igual que Milagros, no cambia los extremos de

integracion al hacer la sustitucion, pero si plantea correctamente que du = 32 da

Mas alla del correcto planteo de la integral y del céalculo de la misma mediante la técnica de
sustitucion y el Teorema Fundamental del Célculo, la estudiante ha sido interpelada por una figura
que muestra una region, y tras esa interpelacion usa la figura para interrogar. Su pregunta no esta
formulada explicitamente. No podemos saber qué es lo que pregunta, pero si sabemos que pregunta

por ese algo que estd en el grafico del enunciado.

Produccion de Antonio

Figura 28: Resolucion de Actividad 4 de la Guia 2 por Antonio.
Analisis de la resolucion de Antonio

Al igual que en las anteriores producciones el estudiante ha asociado su respuesta a una
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integral definida. Esta integral, por lo tanto, sera el area de la figura que se le presenta.
La integral ha sido bien resuelta. La técnica de integracion ha sido empleada correctamente.

Al igual que en las producciones anteriores, no se han cambiado los extremos de integracion

para hacer la sustitucion.

Lo que vuelve a llamar la atencion es el planteo de la integral definida que el estudiante realiza.

1
f i +2dr
0

Al indicar que calculara esta diciendo que considera la region definida por

2./ . .,
lacurva ¥ = T°V 2%+ 2 en el intervalo [0;1]. Esta no es la region propuesta en la figura.
Si se compara con la produccion de Milagros, aparecen ciertas similitudes a la vez que ciertas
discrepancias. Milagros indic6 que los extremos de su integral serian el 0 y el 0,58. ;Por qué hasta

0,58 y no hasta 1? Si percibi6é que a partir de x=0,58 ocurria algo extrafio, ;qué fue lo que advirti6?

(Antonio notara que a partir de x=0,58 cambia la definicion de la curva?

Produccion de Sara

Figura 29: Resolucion de Actividad 4 de la Guia 2 por Sara.
Andlisis de la resolucion de Sara
Se observa en la produccion de Sara (Figura 29) que comienza haciendo una recapitulacion del

Teorema Fundamental del Calculo Infinitesimal. Procede luego a indicar que la magnitud A estara
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dada por la suma de dos integrales definidas. No lo indica en ningin momento, pero la letra “A”

remite a la palabra “area”.

Ella ha conseguido descomponer, a través de la integral, la region en dos subregiones del plano.
Por otro lado ha planteado correctamente cada una de las integrales definidas. Para resolver la
primera integral ha usado la técnica de sustitucion, mientras que ha calculado la segunda de manera

inmediata.

Es la primera en esta seleccion que ha optado por calcular primero una integral indefinida para
luego evaluarla en los extremos de integracion. Esto quizas sea en virtud del enunciado del teorema
fundamental con el que inicia su trabajo. Para la segunda calcula la integral de la funcion

constantemente igual a 0,5 y luego la evaltia en los extremos de integracion.

Produccion de Magdalena

Ok T,
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Figura 30: Resolucion de Actividad 4 de la Guia 2 por Magdalena
Analisis de la resolucién de Magdalena

En la produccion de Magdalena (Figura 30) puede observarse un andlogo en la produccion de
Sara, ambas descomponen la region sombreada en dos subregiones diferenciadas. Magdalena
resalta mas esto cuando recurre al algebra para destacar esto. 4 es el area de la primera region,

mientras que B es el 4rea de la segunda.

Si bien la estudiante no deja registro de las cuentas que la conducen a resolver la integral
definida para hallar el valor de 4, ha planteado y resuelto correctamente esta integral, por cuanto

que ha encontrado una antiderivada de la funcion y la ha evaluado en los extremos correctos.
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Es la tnica de las estudiantes del curso que asocid el valor de B al 4rea de un rectangulo. Evita
asi tener que plantear una integral definida mas. En otras palabras: ataca el problema del area del
rectdngulo con el conocimiento que da lugar al desarrollo de la nocion de integral, pues se parte de
que el area de un rectangulo estara definida como el producto entre la base y la altura del mismo

para poder aproximar el 4rea de la curva por sumas superiores e inferiores.
3.2.1.3 Observaciones

El lector podra advertir que las producciones de la seccion anterior fueron dispuestas siguiendo
una secuencia que se manifiesta en el andlisis de la actividad desarrollada por cada estudiante.

El objeto central del andlisis es el como enfrentan los estudiantes el problema del calculo de un
area de una figura compuesta.

Creemos necesario indicar aqui que en el disefio de la practica habiamos pensado que las
soluciones mds frecuentes serian las dadas por Sara y Magdalena en sus respectivas producciones.

Tanto la respuesta de Milagros como la de Antonio nos llevan a plantearnos una variacion para
el enunciado de la tarea. Ambos ofrecen una respuesta numérica con respecto al problema del area.
Ambas son incorrectas. La primera por defecto, la segunda por exceso. ;Como interpelarlos? La
respuesta la da Maria Paula en su produccion: brindar algin tipo de recurso que permita contrastar
la solucién obtenida mediante el calculo integral con el problema original. En este caso, se podria
incluir una cuadricula en los ejes cartesianos de la figura con el fin de que se pueda asociar el area
de la figura a la cantidad de cuadraditos que estén contenidos en la region.
Esta ultima modificacion también sugiere retornar a la nocién primitiva de la integral como area por
debajo de una curva mediante las sumas inferiores de Darboux. Esto remite a la intencion primera
del problema: que observasen que no habia necesidad de plantear una integral para conocer el area

de la segunda region.

3.2.2 Tarea 2
Esta actividad se corresponde con la Actividad 3 de la Guia 2.
3.2.2.1 Enunciado

Calcule las siguientes integrales indefinidas.

" 2x
/ - da /
a) J »=+1

' . _ {
/{ffr]lf”' dar / sen(e) dzx
b) . m-«h +1
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ftan{;r} dx
f;rga’:a da 8
e) f 1 dr
4l hy o/ zyin(z)
f) V2r + a?

3.2.2.2 Producciones

Produccion de Tomas

Figura 31: Resolucion de incisos a y b de la Actividad 3 Guia 2 por Tomas.

Figura 32: Resolucién del inciso ¢ de la Actividad 3 Guia 2 por Tomas.
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Figura 33: Resolucion de incisos d y e de la Actividad 3 Guia 2 por Tomas.

Figura 34: Resolucion del inciso f de la Actividad 3 Guia 2 por Tomas.

Figura 35: Resolucion de incisos g y h de la Actividad 3 Guia 2 por Tomas.
Andlisis de la resolucion de Tomas.

Podemos reconocer, Figuras 31 a 33, que el estudiante Tomas ha visto el material propuesto
para realizar dicha actividad y lo ha puesto en marcha en toda su resolucion, proponiendo en un
principio quiénes son f'y g, es decir la funcidén externa e interna, para luego identificar rapidamente
u y f(u). A partir del inciso e donde se debian completar las derivadas, Figuras 33 a 35, selecciona u

y la deriva correctamente respecto de x. Es el tnico estudiante que deja en evidencia apropiarse del
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material audiovisual.

Produccion de Isabel.

Zo& Mica Ferreyra s
11:23 p. m. 28 ago

¢Para qué es esto?. 1

—ad Mica Ferreyra 3
11:22 p. m. 28 ago

Muy bien 2

Mica Ferreyra 7
11:23 p. m. 28 ago

Esto no es necesario, pues en la integral
ya aparece 2x dx 3

Figura 36: Resolucion de incisos a y b de la Actividad 3 Guia 2 por Isabel.

Figura 37: Resolucion de incisos ¢ y d de la Actividad 3 Guia 2 por [sabel.

—a& Mica Ferreyra .
11:29 p. m. 28 ago

Proba usando otro u

Z o4 Mica Ferreyra \/
11:28 p. m. 28 ago

La funcién x*2 depende de x y debido a

que tenemos du, estamos integrando

con respecto a la variable u, por lo que

aqui x*2 seria constante.

Figura 38: Resolucion del inciso e de la Actividad 3 Guia 2 por Isabel.
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Zd Mica Ferreyra v
11:38 p. m. 28 ago

¢Entonces, quién es u? (antes dijiste
que u era la raiz cuadrada de 2x+x*2.

—al Mica Ferreyra .
11:33 p.m. 28 ago

Esto aparece cuando se calcula la

derivda de u

2

& Mica Ferreyra .
11:36 p. m. 28 ago

recorda que para elegir u nos guiamos
con el siguiente criterio: cuando se
deriva u resulta ser una expresion
presente dentro de la integral o algo
muy cercano a ello.

A Mica Ferreyra 7
11:40 p. m. 28 ago
Si usamos esto, entonces estamos

diciendo que integral de tag(x) dx =
integral de tag(u) du

4

Analisis de Isabel

quien es u?”, “Proba usando otro u”, entre otros.

Produccion de Antonio.

Figura 39: Resolucion de incisos f'y g de la Actividad 3 Guia 2 por Isabel

Figura 40: Resolucion del inciso h de la Actividad 3 Guia 2 por Isabel.

Notamos aqui que la estudiante Isabel no ha visualizado el material propuesto, ha tenido
dificultades en los ultimos incisos de la actividad donde debian completar la derivada, no logro
escoger adecuadamente u y por ello no ha podido resolverlos. Hemos hecho ciertos comentarios en
su devolucion respecto a dichas dificultades tales como: “Esto no es necesario, pues en la integral
aparece 2x dx”, “Recorda que para elegir # nos guiamos con el siguiente criterio: cuando se deriva u

resulta ser una expresion presente dentro de la integral o algo muy cercano a ello”, “;Entonces,
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Figura 41: Resolucion de incisos a, b y ¢ de la Actividad 3 Guia 2 por Antonio.

Figura 42: Resolucion del inciso d de la Actividad 3 Guia 2 por Antonio.

Figura 43: Resolucion del inciso e de la Actividad 3 Guia 2 por Antonio.
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Figura 44: Resolucion del inciso f de la Actividad 3 Guia 2 por Antonio.

Figura 45: Resolucion del inciso g de la Actividad 3 Guia 2 por Antonio.

Figura 46: Resolucion del inciso h de la Actividad 3 Guia 2 por Antonio.
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Analisis de Antonio

Con respecto al estudiante Antonio reconocemos que ha observado el material audiovisual por

el uso de ciertas metodologias sugeridas por nosotros, tales como:

|
e dr

e FEn el video mostramos como resolver el inciso e: /

"5 . | B . L[ 1 2 :
) . / r2e® dr = — /ﬁ'*l 3o dr = — / e du = —(e" + ¢} = £ .k
Micaela: Asi pues . 3. 3. 3 3 3
gt
= —+d ., , .
3 (....) Aca deben prestar atencién, /3 estd multiplicando a todo, esta

multiplicando al resultado de la integral, que el resultado de la integral es " + ¢,
entonces (...) aca este ¢/3 sigue siendo una constante, si, que podemos decir que es d,
como para que quede alin escrito mejor y siempre aclaramos, decimos que d es igual ¢/3

y ¢ es una constante de integracion.
e Busqueda de la derivada de u en la integral sin necesidad de despejar dx.

Por ultimo, consideramos que ha comprendido y logrado dominar correctamente el método de

sustitucion en toda la actividad.

Produccion de Sara.

Mica Ferreyra s
1:14 p. m. 28 ago

:Qué pasaria si x es cero?

Figura 47: Resolucion de incisos a y b de la Actividad 3 Guia 2 por Sara.
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CL A E QXA
AR & |
i

ey

L 2

Figura 49: Resolucion del inciso d de la Actividad 3 Guia 2 por Sara.

Mica Ferreyra

1:14 p. m. 28 ago v
Te invito a mirar el video de la clase
viernes 26 de agosto. (Hicimos este
ejercicio).

Figura 50: Resolucion del inciso e de la Actividad 3 Guia 2 por Sara.
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Figura 51: Resolucion del inciso f de la Actividad 3 Guia 2 por Sara.

Figura 52: Resolucion del inciso g de la Actividad 3 Guia 2 por Sara.
Andlisis de Sara

Con respecto a la estudiante Sara valoramos su correcta resolucion de la actividad, lo ha
resuelto mediante la manipulacion que no tuvimos en cuenta mencionada en la Seccion 2. Logréd
tomar u y calcular su derivada respecto de x adecuadamente. Sin embargo, le hicimos una pregunta
como comentario con respecto al despeje de dx: “;Qué pasaria si x es cero?”, y asi fomentar la
manipulacion presentada por nosotros en el video. Cabe destacar que dicho comentario corresponde
a los incisos a, d, f y g, puesto que en lo restantes la derivada nunca se anula. Este tipo de
produccion nos marcé mucho, y nos dejé pensando. Se convirtid6 en un pilar para nuestra
problematica presentada en esta seccion, la cual como se ha dicho antes fue introducida en la
Seccion 2. Por ultimo, se puede ver que no ha visto el video ya que el inciso e, donde no supo

escoger u, lo habiamos resuelto.
3.2.3 Tarea 3

Esta tarea se refiere a la Actividad 2 de la Guia 3.
3.2.3.1 Enunciado

Calcular el area de la figura determinada por la grafica del logaritmo natural, la
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recta que pasa por los puntos (e,1) y (4,0) y el eje X.

Ayuda: Se puede pensar que In(x)=In(x)1.
3.2.3.2 Resolucion

Presentamos aqui, para situar mejor al lector, la resolucion pensada para esta tarea durante el
disefio de la planificacion.
Ha de considerarse la regién determinada por la grafica del logaritmo, la recta

que pasa por los puntos (1:€) y (4, 0).

De esta manera, la recta vertical & = ¢ divide a la regidén en dos regiones R, y

B3, con la propiedad de que la interseccién de las mismas es un conjunto de

medida cero en el plano (la recta x=e).

La region R esun tridngulo rectangulo de base 4 — ¢ y altura 1. Por lo tanto, si

A es la funcién que a cada figura del plano le asigna su area, se tiene que:

4—e
5

A(Ry) =
Por otro lado, se tiene que el area de la primera region esta dada por:

A(Ry) :/ Inx d.
J1

Para calcular esta integral aplicaremos el TFC, encontrando antes alguna

antiderivada del logaritmo natural.

) [111(;&:] de = [111[;1:] - lde, . o )
Obsérvese que . . y que asi se podra aplicar el método
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de integracion por partes. Si - « mientras que si

glr)y=1=g(x)=x

Por lo tanto se tiene que:

o o J- ' ’ £
[lllL;a:J de = In(x) - 2 — [— crdr = xln(ax) — [ ldr = 2In(z) — x.
; J ;

Aplicando el TFC se obtiene que A(R) = A(Ry) + Alfy): finalmente:

AR) =1+

3.2.3.3 Registro en clase

Durante la clase del martes 6 de septiembre se retomo6 el tema introducido en la clase del
martes 30 de agosto sobre el método de integracion por partes. Como se ha sefialado, los estudiantes
no tuvieron clases el viernes 2 de septiembre a causa del feriado nacional decretado para ese dia,
por lo que nos comunicamos con el curso a través de un mensaje en el foro de novedades del aula

virtual, en el que les sugerimos adelantar el trabajo con las primeras dos actividades de la Guia 3.

Al ver que la mayoria de los estudiantes no habian adelantado mucho con estas tareas para el
martes 6 de septiembre, al comienzo de esta clase la profesora practicante les dio la consigna de
trabajar sobre las mismas para hacer un cierre del método de partes y pasar a la técnica de
fracciones simples. Durante el primer modulo de esta clase la mayor parte del curso trabajo y
pregunto por la primera actividad de la guia y no fueron demasiados quienes abordaron el problema

del calculo del area de la figura.

Debido a que el trabajo en clase se hizo en grupos y a que la mayoria de los grupos no llego6 a
pensar la tarea en cuestion contamos con pocos registros sobre la misma. A continuacion
presentamos al lector la reconstruccion de la propuesta presentada por un estudiante, el didlogo que
tuvo con la docente practicante y las observaciones que pudimos realizar sobre las dificultades

percibidas.
Reconstruccion de la propuesta

Quienes abordaron este problema intentaron hallar la ecuacion de la recta. Por sus comentarios
e intervenciones notamos que desean describir la curva que delimita la regién como una funcion a

trozos para luego aplicar la linealidad de la integral con respecto al dominio de integracion.
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1. Obtencion de la expresion de la recta que pasa por dos puntos.

Planteo de las ecuaciones:

0=4da+0b
l=e.a+b
De donde se tiene que b = —4a.

Reemplazando en la segunda ecuacion se ve que:

1 =¢e.a— 4da

1 =ale—41)
1

e — 4

= a =

Pero como el pardmetro b quedd en funcion de a, se llega a que:
—4
e—4

h =

Por lo tanto la ecuacion de la recta es:

Advertimos aqui que cuando el estudiante comentaba a sus compafieras de grupo esta
estrategia de resolucion, también se hizo mencion de emplear los puntos para calcular la pendiente

mediante la aplicacion de una formula general.

Si la ecuacion explicita de una recta esta dada por ¥ = A& + D. donde a se dice “la pendiente”

de la recta, entonces:

oy

¥ .
a2 — 1 siendo (1. ¥1) y (2. ¥2) puntos que pertenecen a la recta.

Tras hallar la pendiente de esa manera usaron la calculadora para estimarla, y a partir de dicha

estimacion consiguieron estimar también el valor de b.

= —0, 7802,

. a =
Asi obtuvieron que: 1—e

Mientras que P = 3, 1208.
Por lo tanto llegaron a qué ¥ = —0). TRO2x + 3. 1208,

Debido a que el neperiano es un nimero trascendental (y en particular, irracional), no puede ser
expresado como el cociente entre dos nimeros enteros y por lo tanto no admite una expresion

decimal finita o periodica.
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Asi pues, como a y b son constantes que se obtienen a partir de operaciones algebraicas en las
que interviene el neperiano, se tiene que a y b son asi mismos nimeros que no poseen una expresion

decimal finita o periddica.

Al usar la calculadora para obtener estos numeros, obtuvieron una aproximacion decimal de los
mismos y llegaron a la expresion que ya se ha indicado de la ecuacioén de la recta, que luego

intentaban integrar en el intervalo correspondiente.

Pudimos registrar que al interior del grupo la expresion resultaba laboriosa por la presencia de
tantas cifras decimales y que el calculo de una integral indefinida relacionada con esta expresion
resultaba mas arduo, a pesar de tratarse de la integral de una funcion lineal y que el calculo de

integrales de funciones polindmicas hubiera sido abordado desde el primer dia de las practicas.
(Para qué querian obtener la ecuacion de la recta?
2. Definir una funcidn a trozos.

El siguiente paso de la estrategia fue definir la siguiente funcion:

]
——
.|
—
FAR VAN
FARPAY
e ™

Luego, plantear la integral para calcular el drea. De esta manera el area de la region estara

dada por:

4 £ .4
_-llf_zl?J = [ ﬂlf:iffj = [ o I:;i!fjl dx —j (j[!} i
o1 J1 e

La primera integral fue resuelta por los estudiantes como se ha descrito en la seccion
correspondiente a la resolucion, mientras que la segunda es una integral de una funcion

lineal.

Los estudiantes consiguieron calcular la integral indefinida del logaritmo natural y evaluarla
en los extremos de integracion correctos, pero también manifestaron que tenian
complicaciones para calcular la integral de la funcién lineal, ya que la misma tenia una

expresion muy complicada.
Objetivo de la tarea
Al plantear esta actividad nuestro objetivo era recuperar el sentido de la integral como area por

debajo de una curva, y si bien contemplamos que podrian optar por esta via de resolucion, no
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contabamos con la dificultad que se present6 al usar la calculadora para hallar los valores de la

pendiente y la ordenada al origen de la recta.
Fragmento de dialogo de la clase

Rescatamos a continuacion un fragmento de los registros de la clase que estamos analizando en
esta seccion. La profesora practicante se habia acercado al grupo en donde se habia discutido la

tarea que constituye el objeto de atencion de esta seccion.

Al ser interpelada por uno de los estudiantes por la dificultad que tiene con el célculo de la
integral que se ha consignado, la profesora practicante tuvo en cuenta el objetivo de la tarea y
orientd el trabajo del estudiante al reconocimiento de la figura geométrica a través del siguiente

dialogo:

Micaela: Justamente, la integral es un area, ;jno?

Antonio: Si, justamente.

Micaela: Y bueno, este pedazo, ;qué es eso?

Antonio: Es la integral definida entre e y cuatro de la funcion g.

Micaela: jBien! Vos podrias calcular sacar la funcién g. Sabés sacar la
funcién de una recta a través de dos puntos. Y tenés esos dos puntos. Pero
tenés una forma mucho mas sencilla que justamente me estas sefialando.
(Qué figura es ésa?

Antonio: Un tridngulo rectangulo.

Micaela: ;Y vos sabés el area?

Antonio: Si.

Micaela: Perfecto.

Antonio: Era mas facil.
Reflexiones finales

Como hemos mencionado mas arriba, al elaborar el disefio de la practica supusimos que (al
trabajar con esta tarea) elegirian la estrategia de calcular el 4rea del tridngulo rectangulo conociendo

su base y su altura.

Observamos que, al no reconocer en la regioén una figura geométrica, la mayor parte del trabajo

se encamin0 a obtener la expresion analitica de la funcion para calcular la integral indefinida.

El lector puede apreciar que esta situacion se presentd en la Tarea 1 de esta seccion. Las

producciones de los estudiantes dan cuenta de una ausencia del analisis de la figura o dificultad en
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reconocer ciertos elementos al plantear dicho andlisis.

El lector podra advertir que esta situacion se habia anticipado de manera indirecta en la
Seccion 2.8 cuando detallamos el trabajo que realizaron los estudiantes en torno a la Actividad 2 de
la Guia 1. Se recordara que, contrariamente a lo que imaginamos en los guiones conjeturales, los
estudiantes no graficaron la funcién de velocidad para calcular el area pedida, sino que obtuvieron

mediante analisis la antiderivada de la velocidad para evaluarla en los extremos pedidos.

Asi pues, llamamos la atencion del lector sobre este particular con el fin de observar que este

tipo de planteos fue regular durante el periodo de précticas.
3.2.4 Tarea 4
Se refiere a la Actividad 1 de la Guia 3.

3.2.4.1 Enunciado

Calcule las siguientes integrales indefinidas.

/ T .~if=n{;4':| dx

/ e’ cos(xr) dr

3.2.4.2 Registro de la actividad en clase

En esta seccion trataremos con el inciso ¢ de esta actividad debido a un didlogo sostenido entre

el profesor practicante y un grupo de estudiantes en torno al comentado ejercicio.
Meétodo de partes

Para dimensionar la situacion expuesta hemos de referir aqui el como fue planteada la regla de

integracion a través de partes.

En la clase virtual del 30 de agosto hicimos una lectura colectiva del material de lectura
Leibniz para derivar un producto de funciones. Luego de un ejemplo, hicimos una breve

demostracion de la técnica de partes a partir del enunciado de la regla de Leibniz. Finalmente,
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concluimos con un ejemplo de aplicacion.

El método fue formulado de la siguiente manera en la Guia 3 del disefio:
] flx)g'(x)dr = flx)g(x) — j f(x)g(x) da.

Tanto en el material de lectura como en la clase se insistio en que la dificultad de este método

estriba en la eleccion de f'y g’ cuando se trata de calcular la integral de un producto de funciones.
Formulacion alternativa del método de partes

Durante el desarrollo de la planificacion consideramos la posibilidad de presentar el método de

partes mediante una formulacion alternativa. A saber.

El método aparece asi formulado en el libro de texto que aparece en la bibliografia sugerida en
el programa de la asignatura. Se reconoce de manera por la siguiente regla mnemotécnica: “Un Dia

Vi Una vaca Vestida De Uniforme”.

La equivalencia con la formulacion anterior se da a través de una manipulacion diferencial.

, : . y— o (e da

Tanto u como v son funciones que dependen de la variable x. Luego se tiene que dv = ' () d.
’ — ol e
De forma analoga, @t = t'(x) da.

] w(z)' (z) de = u(z)v(z) — ] vz’ (x) da.

Por lo tanto se tiene que Es decir:

]u.rh‘: u.e'—] v dit.

Decidimos finalmente no exponer de esta manera el método de integracion por partes debido a
una cuestion formal. En efecto, puesto que al introducir la técnica de sustitucion hicimos énfasis en
que tanto el integrando como el diferencial debian estar siempre en funcion de la nueva variable
sustituida, nos parecid6 que esta formulacion de la regla podria generar alguna dificultad al
observarse que u aparece integrada respecto de la variable v por la presencia del diferencial de v

después del integrando.
Dialogo con un grupo
A continuacién presentamos un extracto de los registros de la clase del martes 6 de septiembre.

Dos estudiantes estan conversando sobre un ejercicio (referencia Guia 3, Actividad 1 ¢) (...),y

uno de los practicantes advierte el siguiente fragmento de didlogo:
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Paloma: ... entonces vos tenés aca una exponencial y una polindmica.
Entonces transformamos, como la exponencial es ... (aqui no se distingue lo
que dice), ésta es la u, y ésta es dv.

Isabel: jAhi esta!
El practicante se acerca al grupo e interpela:

Nicolas: ;Cémo es esa regla?
Isabel: (se rie)

Paloma: (jocosamente) jAh, no sé¢! jEso es del profe Alex de Youtube!
Las estudiantes y el practicante hacen algunos comentarios en broma.

Es necesario destacar que este didlogo se dio mientras los estudiantes revisaban las primeras
actividades de la Guia 3, cémo se les habia indicado previamente. El didlogo tuvo lugar mientras se
llevaba adelante una actividad de monitoreo por parte de los docentes practicantes. Aqui el
practicante se acerca a consultar al grupo por la resolucion del ejercicio debido, principalmente, a
que ha advertido que las estudiantes estan formulando el método de integracion por partes con la
regla “Un Dia Vi Una Vaca Vestida De Uniforme”. El docente practicante se acerca movido por la
curiosidad, ya que Paloma ha expuesto una especie de “regla” que permite decidir cudl de las
funciones hara las veces de u y cudl de dv, teniendo en cuenta el tipo de funciones que se

multiplican (v.g. si en el producto una funcion es exponencial y la otra racional).

Nicolas: Bueno, pero formula la regla.

Paloma: {No! Yo le copio textual lo que ¢l dice.

Isabel: (se rie de lo que ha dicho Paloma) ...

Nicolas: (después de reir también) Bueno, seria interesante ... A ver, ¢ cual
estan haciendo?

Isabel: Ehm ... el c.

Paloma: No, estdbamos haciendo la c y ella me comentaba que no se daba
cuenta de cual eralauy cudl era la v.

Nicolas: ;Aja?

Paloma: Entonces yo le dije lo que vi en internet.

Antonio: (interviniendo en la conversacion con tono enfatico) Esa me costd
un traste pensarla (refiriéndose a la integral por calcular en el inciso del que
se esta hablando). Yo puse que u ... porque era la integral del cociente entre
x por e a la dos x ... jSobre! uno mas dos x (hace una pausa en el discurso

antes de concluir) al cuadrado. Y ahi lo que yo hice fue utilizar como u el

128



M. Ferreyra y N. Balmaceda

producto entre x por € a la dos x.

Paloma: Claro. O sea que eso es una exponencial, eso seria una exponencial.
Antonio: Lo dejé asi. Después puse por (hace énfasis en el “por”) uno sobre
uno mas dos x al cuadrado.

Paloma: Si, exactamente.

Antonio: Y después empecé a buscar, bueno, la derivada de u respecto de x,
y la dv la tomé¢ de una forma y asi fui...

Nicolas: (con interés) ;La dv? O sea, por lo que vas diciendo, ;la dv no
deberia ser uno sobre (enfatiza el sobre) uno mas dos x todo eso al cuadrado
por el diferencial de x?

Antonio: (revisando su trabajo) La tomé ... como ... dos x mas uno, todo a
la menos dos.

Paloma: (hablando sobre lo tltimo que dice Antonio) Todo al cuadrado.
Nicolés: Todo a la menos dos (se dirige a Antonio). ;Por el diferencial?
Antonio: Por el diferencial.

Nicolas: ;Eso es tu dv?

Antonio: Exactamente.

Nicolés: Perfecto.

Antonio: Y la v me qued6 un medio de m a la menos dos ... y le puse mas
cositas para...

Nicolas: Claro, ahi calculaste.
Analisis

La situacion expuesta en torno a este ejercicio parece no ser relevante en un comienzo. Mas
tarde, sin embargo, durante la instancia evaluativa pudimos apreciar que varios estudiantes recurrian
a esta formulacion del método de integracion por partes. Volvimos sobre los registros de las clases

para encontrar una situacion en donde se hubiese advertido la presencia de “la regla de la vaca”.

Hay aqui implicita una decision curricular. El practicante sabe qué regla estan aplicando y al no
decir nada en contra de la misma habilita a los estudiantes a emplearla si les resulta efectiva. Hay un
reconocimiento tacito de que la regla que estan aplicando es valida, de alguna forma compatible con

la regla que se dio en clase.

Existe otro reconocimiento implicito en ese didlogo. La consulta de fuentes externas esta de
alguna manera permitido. En efecto, una de las primeras cosas que decidimos fue habilitar de

alguna manera la consulta de material aparte del proporcionado por nosotros en clase. Durante la
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primera clase decidimos insistir en el valor del repaso de apuntes y del libro cuando no se recordase
algo. Lo hicimos explicito al enunciar con claridad que ésta era una forma sutil de indicarles que

podian (y en cierta forma debian) volver a estudiar las cosas que no supieran.
Reflexiones finales

En la Tarea2 los estudiantes se vieron habilitados a manipular los diferenciales en las
ecuaciones en derivadas como un objeto algebraico més. Es conveniente destacar que esta practica
es usual en distintos ambitos de ensefianza y de trabajo. También se puede deducir de la

formulacion que hicimos, ya que si es valido “pasar multiplicando el dx” al otro lado de la ecuacion

" (por qué no seria valido “pasar dividiendo™ la derivada de g para “despejar” dx?

Aqui se ha planteado otro tipo de cuestionamiento. Los estudiantes han elegido emplear una
cierta formulacion del método que les permite trabajar con los problemas asociados al célculo. La
regla de la vaca les sirve para reconocer u y dv analizando el “tipo” de funciones que se estan
multiplicando. Asumen también que pueden hacer este tipo de manipulacion ya que lo han
consultado en una fuente externa que cuenta con un reconocimiento previo y exterior al espacio

curricular.
3.3 Formulacion y estudio de la problematica

Las tareas que mostramos en las secciones anteriores evidencian una tension permanente.

Dicha tension se ve entre la expectativa y lo que termina sucediendo.

Es claro que teniamos ciertos objetivos en mente cuando planteamos estas tareas a los
estudiantes. Cada una de ellas tenia una razén de ser dentro de la secuencia didactica, aquello que

propiciaria en el curso una determinada forma de trabajo.

Para resolver las Tareas 1 y 3, por ejemplo, los estudiantes debian recurrir a la nocion de
integral como area por debajo de una curva. Esto les facilitaria la actividad, en tanto que llegarian
de una forma 6ptima a la resolucion del problema. Los estudiantes plantearon integrales definidas
pero no recurrieron al andlisis de los graficos de las funciones. ;Llegaron con esto a respuestas

correctas?

Queremos observar aqui que la problematica de este trabajo no discurre por lo que los
estudiantes hicieron mal, sino que se pregunta por lo que los estudiantes hicieron efectivamente y el

por qué de ese trabajo. Més aun: ;por qué ese trabajo y no otro?
En un principio podriamos vernos tentados a formular una explicacion simplista del hecho,
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afirmando que los estudiantes siempre plantean la integral porque saben que eso es lo que les dara
resultado mas alla de la complicacion que les pueda generar el calculo. Esta interpretacion coloca a
los estudiantes en la posicion de operarios de un saber. Es decir, s6lo ocupan una herramienta de
forma automatica a cierto tipo de situaciones en las que reconocen que su aplicacion es la que mejor

se ajusta a la tarea que deben realizar.

Aceptar este tipo de explicaciones, no obstante, deberia de conducirnos a otra pregunta: ;en
qué posicion queda el docente en tal caso? Podriamos responder que la labor del docente se limita a
reproducir y distribuir herramientas apropiadas para la resolucion de problemas y a sefialar en qué
situaciones han de emplearse y en cudles no. Es decir, el docente se convertiria en alguien que dice

qué es lo que conviene hacer en cada caso.

Esta primera aproximaciéon no carece de fundamentos, pero no describe adecuadamente la
situacion. En efecto, reconocemos que las tareas no fueron planteadas fuera de un cierto marco de
referencia que admite un analisis mucho mas profundo. Por otro lado, si bien se podria hacer la
observacion relativa a la falta de “disposicion” de los estudiantes a analizar la informacion que
aportan los graficos de las funciones en esas tareas, tal lectura genera un profundo contraste con las
actividades que desarrollan algunos estudiantes en las Tareas 2 y 4. En varias de estas producciones
se puede apreciar una relacion distinta con el objeto de estudio. La manipulacion de los
diferenciales como objetos algebraicos que se “despejan” y la busqueda de formulaciones
alternativas que faciliten el trabajo con el método de partes son claros ejemplos de esto. Si
aceptasemos entonces esa interpretacion, ja qué le atribuimos tal discrepancia en las formas de

vinculacion con el conocimiento matematico?

Es necesario, pues, advertir que este vinculo entre el estudiante y el conocimiento matematico
no se da de manera aislada. Por el contrario, el estudiante es un individuo que habita en otros
espacios, y el espacio en donde se genera este vinculo tiene caracteristicas y dimensiones bien
definidas. Nuestros estudiantes se encontraban en un Instituto de Formacion Docente, y poseian un
pasado matematico, es decir, cada estudiante tenia consigo una trayectoria Uinica y personal en su
relacion con el conocimiento matematico. Por sobre todo esto, también hay una trayectoria en la
actividad del ser estudiante. ;Qué es ser estudiante? ;Como se ve el estudiante? ;En donde se ve el
estudiante? Alli donde se manifieste el estudiante también se hace presente la figura del docente.
Cabe formularle a ¢l las mismas preguntas que al primero. El docente, por su parte, no aparece sélo
vinculado ante el estudiante, sino que se vincula con el conocimiento matematico y es ésta la causa
por la que hay una relacion entre €l y el estudiante. Se reconfigura asi el esquema didactico que

pone en relacion tres actores fundamentales del proceso de ensefanza y aprendizaje: el docente, el
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saber y el estudiante.

En consecuencia, es menester proporcionar un marco teérico que nos permita interpretar los
hechos que destacamos en las secciones anteriores a la luz de la investigacion en didactica de la
matematica. Consideramos que el enfoque mas apropiado para formular la problematica, de acuerdo
a las condiciones particulares en que hemos hecho emerger estas cuestiones, es la Teoria de
Situaciones Didacticas (TSD). En la misma, G. Brousseau (1998) plantea que existe un saber sabio,
gestado al interior de una comunidad cientifica, y que es deber del docente reorganizar y
transformar este saber en lo que denomina “trasposicion didactica” con el fin de que el
conocimiento adquiera un nuevo sentido para el estudiante en la devolucion de un problema.
Cuando el estudiante asume el desafio se opera el conocimiento. Este conocimiento debe ser
despersonalizado por el estudiante, es decir, vuelto a formar parte de un texto del saber sabio, para
que pueda ser usado en una situacion no acondicionada con el fin de ensefiar. Este tipo de
situaciones reciben el nombre de “situaciones adidacticas”, mientras que los medios con los que el
docente intenta devolver al estudiante una situacion adidéactica que provoque en ¢l la interaccion
mas independiente y fecunda posible es llamada “situacion didactica”. La situacion didactica no
puede darse sin una regla de juego denominada ‘“contrato didactico”. Esta estrategia es el
instrumento mediante el cual el docente pone en escena el problema al estudiante. Tanto el docente
como el estudiante tienen ciertas responsabilidades en este contrato didéactico, pero dichas
responsabilidades no estan explicitadas, sino que forman parte de un equilibrio delicado en la que el
docente debe tomar la responsabilidad de la devolucion del estudiante, mientras que el estudiante,
reconocer que el problema tiene algo para ensefiarle. La situacion didactica s6lo funciona cuando el
estudiante considera que su hacer es una opcion entre multiples opciones y con distintas
consecuencias. El docente, por su parte, se abstiene de dar respuestas a los problemas, y tanto el
docente como el estudiante entran en el juego. En suma, en la situacion didactica el docente busca
redisponer los medios para que el estudiante reconstruya un saber, y en esto es que de alguna
manera oculta ese saber, impide el aprendizaje del estudiante para lograr antes que nada su
comprension. El estudiante, a su vez, reconoce que el problema puede resolverse pero que, si el
docente le da la respuesta, ¢l no aprendera. Entonces corre un riesgo: si comprende puede no
aprender, pero en el momento en que aprende ha desaparecido la comprension que se dio al interior

de la situacion didactica.
3.3.1 Definicion de la problemdatica

De esta manera, definimos la siguiente problematica: "En nuestra propuesta de ensefianza de

las técnicas de integracion: ;Coémo condiciona el contrato didactico la actividad matematica de los
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estudiantes con la nocion de integral en su sentido geométrico y variacional?".

Como hemos mencionado, el objetivo de las practicas era introducir las técnicas de integracion
y las aplicaciones del célculo integral sin perder de vista cudles habian sido las problematicas
centrales que dieron lugar al constructo tedrico del calculo integral y de los resultados mas fuertes

como el Teorema Fundamental.

Debe de tenerse en cuenta que las técnicas de integracién, como se ha visto, son herramientas
que permiten calcular (a través de ciertos pasos) antiderivadas de funciones y, por ende, la
integracion consiste en un tratamiento dentro del registro de representacion algebraico de las
funciones (Duval, 2006). En palabras de Davis y Hersh (1989), “En un célculo, lo que se hace es
procesar una ristra de simbolos matematicos de acuerdo con un sistema estandarizado de convenios;

el resultado es otra lista de simbolos” (p. 99).

Al menos una de las técnicas estudiadas (la integracion a través de la descomposicion en
fracciones simples) depende de la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales y no interviene en
ello ninglin conocimiento perteneciente a la disciplina del andlisis matematico. El método de
integracion por partes y la técnica de sustitucion, por otro lado, resultan ambos de la manipulacion
algebraica que favorece el simbolo de integral, partiendo de las reglas para derivar un producto o

una composicion de funciones.

Este tratamiento algebraico puede llegar a obturar el sentido de lo que se estd haciendo al
calcular una integral indefinida. Entendemos aqui con Davis y Hersh (1989) que el calculo integral
introduce una nueva simbologia, y que todo proceso en el que se represente una idea matematica en
forma simbdlica implica una alteracion de las ideas en la que puede producirse una ganancia en la
precision y la claridad, pero que también admite una pérdida en fidelidad a los problemas que le
dieron origen. Fue por ello que siempre rescatamos la importancia del Teorema Fundamental para
otorgar una razon de ser al calculo de integrales indefinidas: conocer una integral indefinida permite
resolver el problema del area por debajo de una curva. El sentido variacional refiere aqui a la forma
en que se enuncia el Teorema Fundamental del Calculo considerando a la derivada como la
variacion instantdnea de una magnitud y a la integral como el proceso de acumulacion de dicha

variacion que da por resultado el cambio total de la magnitud.
3.3.2 Analisis de las tareas

En las Tareas 1 y 3 presentadas en las secciones anteriores se puede advertir que los estudiantes

asocian el calculo de una integral definida a la obtencion del area de una figura.
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En la Tarea 1 se pide a los estudiantes en el enunciado de la consigna que calculen el area
planteando la integral. Sin embargo, en dos de las cinco producciones presentadas se omite el
analisis sobre el grafico, limitdndose estos estudiantes a calcular una integral definida mediante el
Teorema Fundamental del Calculo. En su produccion, Maria Paula se ha cuestionado por lo que
ocurre en una parte de la region sombreada (el rectangulo), mientras que para la otra parte de la

region plantea la integral (quizas porque en la consigna se pedia esto).

En la Tarea 3 el estudiante sabe que ha de plantear una integral definida para hallar el area
pedida. Su complicacion esta en hallar la expresion algebraica que describe una de las curvas que
determinan la region. Después de hallarla, podemos observar que su interés se centra en calcular la
integral indefinida a partir de esa expresion algebraica. Aqui la atencion del estudiante ha recaido en
el problema de encontrar la ecuacion de una recta que pasa por dos puntos en lugar de enfocarse en

el grafico para entender mejor la situacion en que se requiere su dominio del calculo integral.

Si bien en ambas tareas se aplica el célculo de una integral definida para resolver la pregunta
por el area a través del Teorema Fundamental del Calculo, lo que nos llevaria a pensar que se esta
reconociendo el problema geométrico de base, el planteo de las integrales no se corresponde con la
situacion descrita en el enunciado (Tarea 1), o el planteo de la integral genera un problema que se

inscribe por completo dentro del registro algebraico (Tarea 3).

No es posible dejar de advertir que estas tareas fueron propuestas en cierto contexto curricular.
El saber en la mira lo constituian las técnicas de integracion y las aplicaciones del calculo integral.
Esto se declaré de manera explicita el primer dia de las practicas, ya que en ese momento la docente
practicante manifesté cudles serian los temas que trabajariamos. Asi pues, todos los problemas
fueron medios planteados en una situacion didactica en la que llevamos a cabo una trasposicion,
esto es, una reorganizacion y transformacion del saber sabio, del conocimiento gestado en el seno
de la comunidad cientifica, para ser propuesto como objeto de ensefianza y, sobre todo, de

aprendizaje.

El objeto de esta seccion es reflexionar, por consiguiente, en la incidencia que tienen algunos
fenémenos que se presentan al interior de esta trasposicion sobre la actividad desarrollada por los
estudiantes en torno a los problemas del calculo integral que involucran volver a las ideas
fundamentales que dan lugar a la formulacion teérica del concepto de integral y del resultado que

vincula la integral con la derivada.

Como docentes, al plantear las distintas tareas, desedbamos propiciar un entorno en el que se

reprodujese una micro-sociedad cientifica en el aula. Esto es, que los estudiantes reencontrasen en
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la historia particular que constituye el transito por los problemas, los conocimientos constituidos
dentro de la comunidad de matematicos (v.g. técnicas de integracion), y que pudiesen ver en estos

conocimientos elementos econdémicos para plantear preguntas y zanjar debates (Brousseau, 1998).

Existié un posicionamiento implicito relativo a la responsabilidad del docente en el proceso de
ensefanza y aprendizaje desde el disefo de la planificacion y durante toda su implementacion. En
efecto, consideramos que la tarea de un docente no es comunicar conocimientos, sino pensar la
mejor estrategia posible para hacer una devolucion de un problema que sea lo suficientemente
significativo como para que el estudiante asuma el desafio y consiga ganarlo (Brousseau, 1998, p.
13). Si bien este reacondicionamiento es s6lo una de las responsabilidades docentes, pues también
comprendimos que habiamos de aceptar la responsabilidad de los resultados, si es una de las etapas
mas delicadas dentro del proceso de transposicion didactica. En otras palabras, podriamos formular
esta cuestion de la siguiente manera: ;saber integrar basta para poder, de manera espontanea,
ensefar a integrar? La transposicion adquiere una mayor relevancia dentro del disefio de la

planificacion.

Ahora bien, creemos conveniente reconocer (también) que hay otros factores que inciden en
estas cuestiones, factores que exceden al contrato didactico y que, no obstante, afectan directamente

la situacion didéactica planteada.

Como se ha sefialado antes en este trabajo, el saber en la mira es un conocimiento instituido
dentro de la comunidad y que ademas posee un caracter algoritmico. Esto ultimo nos conduce a

formular las siguientes observaciones.

1. Por una parte, si bien como docentes en practicas pretendiamos que las tareas se
constituyesen en una oportunidad de llevar adelante un proceso de introspeccion e
investigacion, las técnicas de integracion son una coleccion de objetos culturales, mientras
que las soluciones a los problemas clésicos del célculo integral (area entre curvas, area de un

circulo, volumen de un sélido) son ampliamente conocidas.

2. Tal y como concebimos nuestro disefio, una vez comunicada la técnica, la misma ya se

inscribia en un texto del saber.

Este ultimo punto fue una preocupacién constante durante la etapa de planificacion del
proyecto y aun durante su implementacion, por lo que tratamos de encontrar un punto intermedio
entre la comunicacion de un conocimiento cientifico y una aproximacion al mismo a través de

sucesivos ejemplos y ciertas manipulaciones validas dentro de los distintos contextos.
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Es posible que la presentacion de las técnicas de integracion haya sesgado, al menos de manera
parcial, el posterior trabajo realizado por los estudiantes en cada tarea. En efecto, comprendemos
que “el alumno no distingue de entrada, en la situacion que vive, lo que es de naturaleza adidactica
y lo que es de origen didactico” (Brousseau, 1998, p. 12). A pesar de ello, también hemos de
admitir que esta pauta desaparece conforme los estudiantes avanzan en los niveles educativos, de
suerte que existe un aprender a ser estudiante, que en este contexto se interpreta como “aprender a

leer las claves didacticas presentes en los medios provistos por el docente”.

Hasta aqui, podemos apreciar que en este vinculo atravesado por cldusulas implicitas existe una
constante tension entre la expectativa de los docentes sobre el hacer de los estudiantes, y del hacer
de los estudiantes sobre la expectativa del docente. En nuestro caso, por ejemplo, desedbamos que
los estudiantes, enfrentados a los problemas de calculo de area, empleasen una integral definida
para proporcionar una respuesta. Si bien esto sucedio asi en todos los casos, las producciones
presentadas en las Secciones 3.2.1 y 3.2.3 podrian indicar que tal proceder por parte de los
estudiantes no fue inspirado por lo que hubiera de matematico en el problema, sino por los indicios

didacticos que lo rodeaban.

Las Tareas 1 y 3, que constituyen la génesis de una parte de esta problematica, son también
tareas en donde se puso como condicion no solo saber calcular una integral definida. Antes bien, se
esperaba de parte de los estudiantes un andlisis de esas regiones que les permitiera decidir qué
integrales tendrian que plantear para obtener el area de la region considerada. Este medio fue
pensado no para arribar a un saber nuevo, sino para evitar que el nuevo conocimiento introducido
no sustituyese el valor del conocimiento que habia sido adquirido previamente. Ahora bien, una vez
planteados los problemas y hasta que los estudiantes los resolvieran, nos abstuvimos de ser
oferentes de los conocimientos que esperabamos que emergiesen. Este conflicto nos llevara luego a
plantear una redistribucion de la interaccion con el medio para contar con herramientas para

“examinar la solucion” (Polya, 1944).

Uno de los supuestos fundamentales del contrato didéctico establece que todo problema
planteado de manera legitima por el docente ha de poder ser resuelto. Es decir, existe una solucion,
y para arribar a ella deben usarse todos los datos presentes en el problema. A su vez, deben de
combinarse y movilizarse procedimientos y reglas que resulten familiares para aplicar
correctamente estos datos (Fregona, 1996). El estudiante ademés sabe que hay una intencion de
ensefianza por detras del problema en tanto que el mismo fue elegido para hacer aparecer un nuevo
conocimiento que ha de ser aprendido, pero también debe de reconocer que puede construir este

saber sin atender a razones didacticas (Brousseau, 1998, p. 12). Es légico, teniendo todo esto en
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cuenta, que los estudiantes acudiesen al calculo de las integrales definidas para la obtencion del area
como en las Tareas 1 y 3. En efecto, consideramos muy posible que la labor de los estudiantes haya
sido motivada por la situacion didéactica planteada (es decir, que se viesen de alguna forma
interpelados a tener que usar el conocimiento puesto en juego), y que, a su vez, esta misma
situacion didactica haya constrefiiddo otro tipo de abordaje de los problemas en cuestion, y, en

consecuencia, el andlisis de las regiones resultd secundario para la gran mayoria.

No podemos dejar de considerar la posibilidad de que esta forma de trabajo también se haya
visto motivada por el acercamiento a la situacién fundamental, por cuanto que la integral definida
de la funcién que delimita una region con el eje de las abscisas, sea cual fuere la curva, siempre
dard por resultado el area de dicha region con independencia de la forma geométrica de la misma.
Asi, esto mostraria otro grado de apropiacion del objeto de estudio, pasando a ser ahora una
herramienta que posee cierto grado de infalibilidad ante distintas situaciones y que no requiere en
sentido estricto del andlisis de la figura. Esto podria interpretarse a la larga como una apropiacion
del elemento formal de la integral definida que hace uso del registro algebraico de las funciones sin
preocuparse por el andlisis de la informacion que proveen otros registros de representacion
semiotica. En cierto sentido esto es deseable, ya que se busca, mediante la relacion sostenida en el
contrato didactico, quitar todo lo de didactico que pueda tener una situacidon para volver a la
formulacion de la situacion adidactica (Brousseau, 1998), con el fin de que el saber matematico ya

instituido se convierta en un saber aplicable a distintas situaciones problematicas.

Cabe a este respecto una ultima objecion, referida al reconocimiento de las situaciones
problematicas en que serd mejor aplicar tal o cual saber matemadtico. Esto quizd se pone de
manifiesto en la resolucion de la Tarea 3 por parte de Antonio, quien encontrd en el uso del calculo
integral un instrumento que no lo llevd a economizar el planteo de una solucion, sino que lo
condujo a una nueva dificultad, no tanto sobre el nivel matematico como en lo procedimental. Su
solucion, como se ha dicho, era correcta, y quizas la intervencion mds favorable habria sido el
reorientar su trabajo, sugiriendo que en lugar de usar aproximaciones decimales trabajase con la
expresion algebraica de los valores obtenidos para la pendiente y la ordenada al origen de la recta,
favoreciendo de esta manera la llegada a la misma expresion algebraica a la que habria arribado de
considerar el area del triangulo. Este tipo de accidn, fuertemente basada en la coordinacion de los
registros de representacion, habria sido favorable en la medida en que hubiese podido redescubrir la
expresion para el area de un triangulo (base por altura sobre dos) en la expresion obtenida por

medio de la integral definida.

Creemos conveniente cerrar esta parte de la discusion haciéndonos eco de las palabras de
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Brousseau cuando establece que la tarea del docente consiste en tratar de hacer saber al estudiante
lo que se espera de ¢l al mismo tiempo que lo priva de todas las condiciones para la comprension y
el aprendizaje se logra cuando el estudiante puede superar las barreras ficticias insertas en la

situacion didéctica sin acudir a los signos didacticos que pueda leer en su entorno.
3.3.3 Estudio de los fenomenos de variacion

Lo anterior nos conduce a hacer un breve analisis sobre el abordaje de la integral a través de los

fendmenos de variacion.

Como se ha dicho, esta forma de acceder al Teorema Fundamental, a través de la descripcion
de ciertos fendémenos en los que se estudia la relacion entre la variacion de una magnitud y la
acumulacién de dicha variacion fue, durante la primera parte de la asignatura, un eje central sobre el
que se articul6 la vinculacion entre integral y derivada. El movimiento de un cuerpo sobre una recta
de accion fue uno de los fendmenos modelizados a través de estas nociones centrales del andlisis.
En particular, se relaciond fuertemente la distancia recorrida por un objeto en movimiento con la
integral definida en el intervalo de tiempo correspondiente a la funcion que describe la velocidad

del movil en dicho intervalo.

Uno de los ejercicios propuestos durante las practicas consistid en calcular el desplazamiento
de un moévil cuya funcién de velocidad estaba descrita por la funcidon v(t)=9t. Dicha tarea fue tratada

en este trabajo en la Seccion 2.7.4. De alli extraemos el siguiente fragmento de didlogo:

Nicolas: Bueno, cuéntenme, ;qué han hecho? ;Qué han podido hacer ... en
el inciso a?? (Inmediatamente después, sin dar lugar a la respuesta del
curso). ;Coémo lo pensaron al inciso a?

Magdalena: Ehm ... pensamos que como tenemos la formula de la
velocidad, que seria de la posicién, y nosotros queremos en metros,
entonces pensamos cual es, digamos, la ecuacion de la posicion. Entonces
, , (=t%)

pusimos es nueve medios t cuadrado "2 °

Tomas: Porque cuando nosotros derivamos esa funcion posicién nos queda
nueve t (9t), que es la velocidad.

Nicolés: Aja, correcto.

Magdalena: Y ahi evaluamos la t en quince, que era los segundos que decia

el problema, entonces nos quedaria nueve medios por quince cuadrado

9 -2
(=(15)%)
g , y nos dio 1012,5 metros que seria lo que recorrido el movil
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después de quince segundos.

En este intercambio podemos apreciar que los estudiantes asocian que al derivar la posicion se
obtiene la funcion que describe la velocidad del movil. Esta relacion entre posicion y velocidad
puede ser explicada mediante un proceso de despersonalizacion de la situacion adidactica. Es decir,
los estudiantes han conseguido hacerse con la situacion fundamental (en este caso, que la velocidad
representa la variacion instantanea de la posicion de un cuerpo respecto de su tiempo de marcha), y
pueden emplear ese conocimiento en un problema que requiera del mismo, en otra situacion

didactica como la presentada.

Este fenomeno puede ser interpretado de otra manera segun la Teoria de Situaciones
Didécticas. Lo que nos lleva al siguiente planteo es una situacion que tuvo lugar fuera de un
ambiente de ensefianza y por lo tanto ha de ser dimensionado en su justa medida. Durante la
instancia evaluativa con la que dimos cierre al periodo de practicas una de las estudiantes hubo de

resolver el siguiente problema.

Actividad 3 de Instancia Evaluativa A

Actividad 3: Una particula se mueve a lo largo de una linea recta con una

Y ot ) ,
velocidad v(t) =17 , medida en metros sobre segundos después de t

segundos. ¢Qué tan lejos llegard después de t segundos?.

La estudiante expuso la solucion que dio a este ejercicio: para resolverlo calculd la integral
indefinida de la funcién de velocidad aplicando el método de partes, y al finalizar obtuvo una
integral indefinida. Cuando dio por cerrada su actividad uno de los practicantes sostuvo el siguiente

dialogo con ella.

Nicolas: jBien! Eso que resolviste ahi es una integral indefinida. ;Ese seria
el final de tu ejercicio?

Isabel: Si, de lo que yo hice si.

Nicolas: Bien, ahi yo hago una pregunta.

Isabel: Si.

Nicolés: ;{Qué te pedia la consigna?

Isabel: “;Qué tan lejos llegara después de t segundos?”.

Nicolas: Y... ;vos como lo responderias a eso?

Isabel: Es lo que no sabia. O sea, tendria que evaluar entre cero y t
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segundos.

En esta situacion la estudiante ha resuelto una integral indefinida para dar respuesta a la
pregunta por el desplazamiento del mévil después de una cantidad cualquiera de tiempo medida en
segundos. Sin embargo, ella da el ejercicio por resuelto en el momento en que finaliza la integral y
obtiene una funcién de posicion. Ha integrado, pero al ser preguntada sobre en qué medida
responde su actividad a la consigna, manifiesta que eso no lo tenia claro e indica un posible camino

de accion (evaluar la funcion que ha encontrado entre cero y ?).

Aqui la estudiante reconocié adecuadamente el método que debia emplear para integrar la
funcion y ejecuto su plan de resolucion hasta obtener una antiderivada de la velocidad dada. A pesar
de haber hecho esto correctamente, queremos enfatizar que el proceso de integracion no estuvo
relacionado con una inmersion en el problema de encontrar el cambio en la posicion del movil
conociendo su velocidad, ya que entonces la integral calculada deberia de haber tenido de entrada
una determinada funcionalidad dentro de su resolucion. Dicha integral le permitiria evaluar en los
extremos de integracion apropiados para obtener el desplazamiento del objeto. Al no estar segura de

si debe hacer o no esto ultimo se pone de manifiesto un nuevo fenomeno del contrato didactico.

Segun Brousseau (1998), la analogia refiere al fendmeno en el que, después de una serie de
problemas mas o menos similares, los estudiantes comienzan a ser capaces de resolverlos, pero tales
resoluciones no son indicativas de haber comprendido la situacion fundamental que subyace al
problema, sino a haber leido los signos didacticos que hacen parte del medio. Esto ocurre cuando, al
ser presentada la solucion de problemas andlogos, los estudiantes comienzan a asimilar que en
cierto tipo de situaciones el docente espera que se lleve a cabo determinado tipo de actividad. Més
aun, que el tipo de actividad que debe llevarse a cabo es el que permite encontrar la solucion a la
situacioén problematica. Esto significa que los estudiantes pueden reconocer la situacion didactica en
la que deben aplicar un determinado conocimiento matematico, lo que difiere mucho del caso en
que los estudiantes han descontextualizado la situacion didactica para poder hacer uso del

conocimiento matematico en una situacion adidactica.

En el caso presente, la estudiante calcula una integral porque el ejercicio remite a muchos otros
problemas en que intervenia la velocidad y en los que habia que integrar. Asume que lo que se
espera de ella en este ejercicio que hace parte de una instancia evaluativa es que sepa calcular la
integral y es por ello que lo hace. En otras palabras, lo que la motiva a calcular la integral en lugar
de derivar proviene de que esta enfrentada a una situacion andloga a otras en que también se calculo
una integral y no a que ha vuelto a ver en este problema el sentido variacional de la integral que

permitiria resolverlo.
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3.3.4 El tratamiento al interior del registro algebraico de las ecuaciones diferenciales

Volveremos ahora sobre la problematica anticipada en la Seccion 2.9.4. Para ello, tomaremos

como marco de referencia las Tareas 1 y 2 de la Seccion 3.2.

Como se deja ver en el andlisis de las producciones de Sara, observamos que esta estudiante
resolvia las ecuaciones en derivadas despejando el diferencial de x para sustituirlo en la expresion
de la integral por calcular. El lector podra advertir que usa esta misma manipulacion para resolver la

Tarea 1.

Debido a las devoluciones que tuvimos por parte del curso de la Tarea 1, decidimos destinar un
moédulo de la clase del martes 30 de agosto a hacer una revision de la misma. En esta clase, la
docente practicante explica como debia procederse para resolver el problema. En particular, en
cierto momento de la clase indica el motivo de que no siempre lo mas apropiado es despejar el
diferencial de x de la ecuacion, ya que la derivada de la variable u# podria anularse y se estaria

dividiendo por cero. En este punto, Sara interviene y se mantiene el siguiente intercambio:

Sara: Antes de que sigamos, tengo una duda.
Micaela: Si, claro.
Sara: Si puede ser, a mi también me corregiste eso cuando yo despejo duy a

mi me quedaba la x abajo.

La estudiante esta haciendo referencia a la solucidén que dio sobre la Tarea 1. Ella declar6 que

du 1.2 dut
3 — = 3. (ar = g .
="+ 2, de donde obtuvo que dx y por lo tanto 322 Cuando dice que “le

queda x abajo” se refiere a que la expresion 3~ esta en el denominador.

Sara: Yo no tenia problema porque en realidad esa x a mi se me cancelaba

con la otra antes de resolver la integral y evaluar el valor de x en 0.

Aqui la estudiante se refiere a que al “reemplazar” dx en la integral por la expresion a la que

qued¢ igualado ocurre lo siguiente:

o] .
2 ; 9 {Jr.!: i — 1 —
[:a:‘u’;a:"" + 2dx = /;a:‘ Vil— = /ﬁ\/u du = / —/ .
. . Jz= ) 3x° J 3
Micaela: jSi! Estd perfecto. Es que por eso les comentamos, no esta mal el
método, pero vos ahi estds dividiendo por tres x al cuadrado y es como que
matematicamente no queda muy bien. Es como que al calcular la integral,

estas utilizando el diferencial de x. O sea, estas diciendo que todo lo que
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estds integrando depende de x y, en cierto modo, ya sabes que X se mueve,
en este caso, entre cero y cero coma cincuenta y ocho, por mas que todavia
no lo hayas evaluado. Te va a tomar ese valor. Por mas que no evalues, ya

estas dividiendo por cero.

En el didlogo anterior se puede observar que la estudiante proporciona una argumentacion
(valida en sus propios términos) para su procedimiento. Su razonamiento se basa en que no importa
que la expresion del denominador se anule ya que la misma se simplifica con la expresion del
numerador. Esta respuesta no fue prevista durante el disefio de la planificacion. Percibimos en esta
intervencion un acercamiento a la actividad matematica. Si bien no estuvo motivado por un medio
planteado con esa intencionalidad, la situacion de correccion llevo a la estudiante a hacer una
reflexion sobre su propia actividad y hallar una razén que la validase. Queremos rescatar esto
porque el trabajo propuesto y las correcciones del mismo condujeron a esta estudiante a realizar una
tarea genuinamente matematica: proporcionar una respuesta, sin ser un problema por resolver
planteado por el docente, que le permitiera emplear una técnica de resolucion que le resulto
apropiada en las situaciones planteadas. En esto encontramos que la estudiante se introdujo en la
situacién fundamental. No proporcioné una respuesta a un medio, teniendo en cuenta las razones
didacticas. La reflexion, por lo tanto, se dio al interior del problema matematico, despojandose la
situacion del caracter didactico que tuviera en un principio; esto es, la estudiante no estaba
pensando en ese momento cudl era la respuesta esperada por el docente, sino por formular una
pregunta al docente, una pregunta de matematica, y exponer un argumento que pudiera sostener su
practica matematica. Para ello no recurre a datos y condiciones suministrados por el docente en un
problema; por el contrario, acude a su bagaje cultural, a los saberes propios de la disciplina que ha

adquirido y que le son utiles en esta necesidad de defender su trabajo.

En la Seccion 3.2.4 nos encontramos con una situacion que muestra otra forma de apropiacion de
los saberes. En este grupo, el saber fue justificado por una fuente exdgena, tanto al aula de clases
como al conocimiento matematico en si. Los estudiantes entendieron una clave didactica (“Aqui
hay que resolver estas integrales usando el método de integracion por partes porque estamos viendo
ese método™), y se mostraron proactivos en la busqueda de una formulacion alternativa del método.
Esta vision retrospectiva de las practicas en las que podemos establecer un vinculo entre la tarea de
Sara y la del grupo de Antonio y Paloma nos permite preguntarnos sobre otras posibles decisiones
curriculares: por ejemplo, en lugar de aceptar implicitamente la regla “Un Dia Vi Una Vaca Vestida
De Uniforme”, cuestionar a los estudiantes por su compatibilidad (ya que no por su validez) con la
formulacion que nosotros proporcionamos. Una de las posibles intervenciones se habria formulado

en una cuestion: “;Y por qué esto es lo mismo que usar la regla que vimos en el material de
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lectura?”. Consideramos, sin embargo, que en el contexto del curso fue atinado aceptar de forma

tacita una equivalencia entre ambas formulaciones sin introducirlos a la labor de justificarla.

Como anticipamos en la Seccion 2.10, el tratamiento de las ecuaciones en derivada y de la
manipulacion del diferencial como un objeto algebraico fue una de las primeras cuestiones
analizadas durante el disefio de la planificacion. Siguiendo a Martinez Torregrosa et al. (2002),
observamos que el problema del calculo diferencial se remonta a los comienzos de esta disciplina,
por cuanto que una de las mayores criticas formuladas a los fundadores del calculo fue siempre el
tratamiento de las magnitudes “evanescentes” o “incipientes”. Este problema fue “resuelto” por
Cauchy, proporcionando una formulacion del célculo a través del limite, lo que resolvia la cuestion
sobre el significado y la validez de las expresiones diferenciales. Nos parece apropiado sefialar que
el programa de formalizacion del calculo llevado a cabo por Cauchy tuvo un fuerte impacto en la
forma de hacer matematicas y de presentar resultados “bien demostrados”. Esto respondia a una
necesidad dentro de la comunidad de matematicos, pero también era necesaria una formulacion que
fuese susceptible de ser ensefiada (i.e. el andlisis se tornaba en objeto de estudio), y la emergencia
de la Teoria de Conjuntos y de las estructuras algebraicas propiciaron la adopcion de la formulacion
de Cauchy (Artigue, 1995). Esta presentacion de los elementos del andlisis requiere de una
apropiacion de la nocidon de limite para llegar a una definicion formal del concepto de diferencial
que estd vaciado de todo contenido. Basta decir aqui que las propuestas que posibilitan el tipo de
manipulaciones con ecuaciones en derivadas sin la pérdida de rigor matematico ni del sentido que
ocupan en la modelizacion de fendmenos de variacion requiere del dominio de los fundamentos del

analisis en varias variables.

A la luz del contrato didactico, es posible que (en esta instancia) un mayor tratamiento de las
ecuaciones en derivadas hubiese producido un efecto de deslizamiento cognitivo, entendiendo esto
junto con Brousseau (1998) como el proceso en el que se comienza a crear objetos auxiliares para la
ensefianza de un objeto en la mira y, finalmente, los objetos auxiliares pasan a constituirse en objeto

de estudio en si mismo, al punto de desarrollarse en torno a estos una estructura semantica.

Esto nos condujo a adoptar cierto posicionamiento en relacion con este particular.
Consideramos necesario explicitar este punto ya que fue el origen de la problematica que aqui

hemos tratado.

Cuando preguntamos al docente supervisor y al docente del curso por el mejor plan de accion a
seguir en este caso, obtuvimos del ultimo la siguiente respuesta a través del correo electronico:
“Respecto del tipo de manipulacion que hagan para implementar la técnica, yo en general considero

como valida todas estas manipulaciones. La razon es que claramente estamos en un terreno de
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manipulacion informal, cuya correccién estd garantizada porque se dan ciertas condiciones (por
ejemplo g'(x) distinta de 0), que uno rara vez testea independientemente de que manipulacion haga.
Por otro lado, ellos desde su formacion en el nivel obligatorio estan llenos de "dogmas" sobre que
ciertas técnicas se aplican asi y no asa, sin poder explicar por qué no es valido aplicarlas asa ... Seria
como un posicionamiento de no seguir nutriendo con nuevas restricciones esa coleccion de
creencias. Me parece mdas productivo que cuando se la aplicé de manera ilegitima y aparece un

error, se analice a donde estuvo la falla”.

Nos parecid sensato, en consecuencia, adoptar este posicionamiento en lo referido al
tratamiento de los diferenciales como objetos algebraicos, susceptibles de ser manipulados como
tales, en tanto que dicho tratamiento les resultaba util para aplicar la técnica de sustitucion. Por lo
tanto, nos limitamos a sefalar que resultaba valido despejar el diferencial de x para sustituirlo en la
integral por calcular, mientras que se cumplieran ciertas condiciones. Ya que insistir sobre la
necesidad de garantizar que la derivada de la nueva variable fuese no nula nos parecié una
complicacién afiadida que no reportaba verdaderos problemas en lo que al calculo se referia, solo lo
seflalamos para que tuviesen en cuenta que no siempre es posible dividir por una expresion
algebraica, aunque no mostramos ningin ejemplo en el que hacer esto llevase a alguna
contradiccion por considerar que no respondia a los objetivos planteados ni en el disefio anual del
curso ni en la propuesta que desarrollamos para esta unidad. En efecto, el “simplificar una
expresion” es de uso frecuente, y solo en los casos patoldgicos conduce a alguna contradiccion

matematica fuerte.

Queremos resaltar que el aporte del docente no sélo orientd una decision curricular. Su
comentario nos hizo percibir de una manera distinta la dimension en la que los estudiantes se

relacionan con el saber matematico.

Es posible que algunos fenémenos del contrato didactico, como la analogia, obturen en cierta
medida el acercamiento a la situacion fundamental que da lugar al vinculo y que, al mismo tiempo,
favorezcan otros emergentes que no estdn ligados especificamente al objeto en la mira. Asi, los
estudiantes traen consigo ciertos condicionamientos sobre lo que es estudiar y hacer matematica, en
donde quizé lo primordial sea entender antes que nada qué se espera de ellos en tanto estudiantes.
Esto puede movilizarlos a proporcionar cierta respuesta, no por estar convencidos de la misma, sino
porque asumen que es la respuesta a la que se debia arribar. De igual manera, si la restriccion no
puede explicarse, se convierte en una norma de trabajo que carece de un sentido para el hacer del
estudiante al enfrentarse a una nueva tarea. Se hara asi porque es lo que el docente le ha indicado
que debe hacerse, y no se hard de otra manera, también, porque el docente lo ha prohibido o

censurado. Pensamos que este terreno es propicio para abonar otras capacidades que hacen parte del
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trabajo del matematico: no sélo formular buenas preguntas y proporcionar respuestas, sino
establecer criterios con significacion para calibrar la respuesta en una suerte de desarrollo

metacognitivo (Schoenfeld, 1992).

3.3.5 Posibles modificaciones del diserio de planificacion

Para finalizar esta seccion de andlisis, presentamos algunas modificaciones al disefio que
podrian reorientar la tarea como docentes y modificar algunos de los aspectos que se han visto

transversalizados por esta problematica.
Analisis del material de lectura

Como describimos en la Seccidon 2.7, la tarea propuesta a los estudiantes fue realizar una
lectura colectiva del material tedrico que versaba sobre el Teorema Fundamental del Célculo. A
pesar de haber hecho ciertas intervenciones para dinamizar esa lectura colectiva, pensamos ahora
que, si uno de los objetivos fue no desvincular la nocion variacional que da lugar al TFC, podriamos
haber propuesto una clave mas puntual de lectura. En particular, indicar a los estudiantes que
intentasen reconstruir, a partir de la formulacion del teorema dada en nuestra copia, la formulacion
del mismo en el sentido del analisis de variaciones, de manera que se estableciera una equivalencia

que quedase explicita.
Grafique la funcion

En el anélisis que hicimos de la Actividad 2 de la Guia 1 (Seccion 2.8) destacamos que los
estudiantes no graficaron la funciéon de velocidad dada. Vimos luego que pocas veces acudieron
durante el periodo de practicas a esta estrategia. Sera bueno por lo tanto tener esto en cuenta e
introducir la consigna (quizas de manera oral) de graficar la funcion. En este aspecto, pensamos que
es un indicio positivo el orientar de cierta manera el trabajo de los estudiantes hacia el objeto que

queremos mediante alguna indicacion puntual.
Interpelar al curso de forma distinta

Al finalizar la Seccion 2.9 mostramos una variacion de la actividad alli analizada. La misma se
ha pensado para propiciar un tipo distinto de discusion en los estudiantes. Es la formulacion de un
interrogante y de un desafio: ;Eso es cierto o no? ;O le falta algo? ;Y como me doy cuenta? ;Qué

tengo que ver?

Por otro lado, esta actividad deberia haberse trabajado en la presencialidad. Se podria haber

tomado esta decision durante la primera clase (viernes 19 de agosto) al ver que algunos estudiantes
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parecian dominar el célculo de antiderivadas de funciones polindmicas. De no ser éste el caso, se
deberia haber trasladado el problema a la siguiente clase presencial. Es probable que el aula virtual
no haya favorecido el intercambio de ideas que habria tenido lugar de ser trabajada esta tarea en el

aula.
Modificaciones en la Tarea 1

Como sefialamos, los estudiantes no contaron con un medio que les permitiera validar su
respuesta, lo que habria sido favorable en los casos presentados de Milagros y Antonio. Uno de
estos medios puede constituirlo la introduccion de una cuadricula en la figura que permita hallar un
area aproximada de la region considerada. Asimismo, se podria plantear una nueva secuencia a
partir de esta introduccion. Primero estimar el area de la figura. Luego hallar el area exacta vy,

finalmente, encontrar cual fue el error de la estimacion realizada.
Cambio en la secuencia

Como se ha mencionado, al revisar las tareas correspondientes al calculo de areas determinadas
por curvas observamos que las mismas no empleaban ninguna técnica de integracion posterior a la
técnica de sustitucion. Por tal motivo, y con el fin de volver al sentido geométrico de la integral, se
podria haber reubicado este bloque de problemas después de la Guia 2 (integracion por partes) para
cerrar el periodo de practicas con el método de fracciones simples (quizas disminuyendo la cantidad

de ejercicios que se abordaron para este ultimo método).
Modificacion de la Tarea 3

Por ser analoga a la tarea presentada en la Seccion 3.2.1, la Tarea 3 es susceptible de recibir las

mismas modificaciones.
Intervenciones de los docentes

Recuperamos aqui, por ultimo, algunas de las decisiones que hemos comentado a lo largo de

este capitulo.

En relacion con la Tarea 3, nos pareceria apropiado, de hallarnos ante la misma situacion, el
orientar la tarea del estudiante con una sugerencia: la de no usar las aproximaciones decimales para
hacer las cuentas en lugar de hacerle ver que lo que tiene es un tridngulo con bases y alturas

conocidas.

Por otro lado, la Tarea 4 admitia una discusion mas profunda sobre el enunciado equivalente

del método de integracion. Esto puede ligarse con la primera modificacion que hemos propuesto en
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esta seccion y se convertiria en un contenido procedimental que hace parte de la labor matematica:
comprobar que dos enunciados son equivalentes o dicen lo mismo. En este caso, consideramos que
habria sido prudente llamar la atencidén de la clase sobre la discrepancia aparente entre las distintas
formulaciones del método de partes e invitar al curso a que proporcionase un argumento en el que
se viera que ambas formulaciones representan la misma regla de integracion y por ello se puede

emplear cualquiera de las dos.
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Conclusiones

Deseamos destinar las ultimas lineas de este trabajo para hacer algunos comentarios finales en
relacion con la particular experiencia de haber trabajado en un Instituto Superior de Formacion

Docente.

Existen en verdad cosas que no se pueden transmitir en virtud de un proceso expositivo. El
aporte a nuestra formacién inicial docente que ha dejado este trabajo de campo no podria haberse
sustituido con ningln otro tipo de practica en el aula. Esta etapa nos permiti6 revalorar la formacion
en los campos disciplinares y generales, por cuanto que pudimos llevar adelante una experiencia
reflexiva acudiendo a los saberes adquiridos durante el trayecto académico sefialado. Quizés la
relevancia de tales conocimientos se puso de manifiesto en el periodo de observacion y durante el
disefio de la planificacion. La formacién en andlisis matematico y en didactica de la matematica

favoreci6 la trasposicion didactica de los saberes puestos en juego.

El disefio tuvo una incidencia no menor en el proceso de residencia. Como hemos sefialado en
este informe, no fueron pocas las situaciones en que pudimos recurrir a la anticipacion que hicimos
para propiciar en el curso una dindmica que favoreciera la construccion de significados en torno al
objeto de estudio. Ciertamente esto mejord la gestion de las clases al reflexionar sobre las
intervenciones que seria pertinente (o no) realizar ante las propuestas de los estudiantes y sus

actividades.

Ahora bien, no existe anticipacion para cualquier eventualidad. Trabajar con estudiantes de
carne y hueso hizo que toméasemos conciencia de las dimensiones en que estd inserto el trayecto
formativo. El curso estuvo constituido por estudiantes con una amplia dispersion de rango etario,
con distintas trayectorias en su formacion, con otras actividades curriculares y laborales. Sumado a
lo reducido del curso, tratamos de adaptar nuestra propuesta para orientar a la clase en un proceso
de construccion colectiva, y en esto nos encontramos con un primer gran desafio: ;cémo ensefiamos
de manera significativa a todos? Por otro lado vivenciamos también corrimientos en el cronograma
cuyas causas quedaron por fuera de nuestra injerencia. Tuvimos que hacer frente sobre la marcha a

estas demoras particulares.

El proceso de autorregistro y reflexion durante el periodo de practicas nos condujo a
replantearnos algunos ejercicios y formulaciones de las tareas que podrian reorientar la experiencia
en otro contexto. En particular, creemos conveniente resaltar la importancia de haber tenido
presente que la unidad curricular no persigue ensefar un texto del saber, sino introducir a los

estudiantes a las problematicas del analisis matematico para favorecer en ellos el desarrollo de una
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intuicioén de ciertos fendmenos que son susceptibles de modelizacion a través de las herramientas
que el andlisis provee. Resultaron valiosas las actividades en que propusimos coordinar diferentes
registros de representacion con el fin de no despojar de sentido el objeto matematico estudiado. De
hecho, la problematica que analizamos en la tercera Seccion de este informe emerge a raiz de tales

medios.

Sélo la experiencia en el aula pudo mostrarnos algunas posibles aplicaciones de las tecnologias
digitales en secuencias posteriores. Como hemos sefialado, la ausencia de tales actividades fue
ocasionada por el sesgo del objeto en la mira y la busqueda de la adquisicion de la manipulacion
simbodlica del calculo integral. No obstante no poder generar una reorganizaciéon de los roles
tradicionales en el aula, las tecnologias digitales si habrian sido de gran utilidad para reconducir la
atencion de los estudiantes hacia otros aspectos del objeto de estudio. En otras situaciones, el
empleo de tecnologias digitales para hallar integrales de funciones definidas por partes resultaria en
el desarrollo de capacidades en torno al tratamiento algebraico de las funciones y la conversion del

registro grafico al registro algebraico.

El analisis de la problematica nos introdujo nuevamente a la didactica de la matematica en
tanto que pudimos establecer una interpretacion para ciertos hechos. Estas explicaciones no son (en
modo alguno) conclusivas, pero se insertan en una dialéctica en la que los hechos se leen como
fenomenos. Tal acercamiento a lo sucedido en el aula es un aporte no menor en nuestra formacion
como docentes. Este tipo de practica es crucial en el desempefo profesional, hace parte de uno de
los pilares de la formacion continua, y propicia una disposicion critica para el andlisis y la
autorregulacion con miras a mejorar la calidad de las intervenciones. El ltimo punto constituyd un
eje central en las instancias preparatorias previas a la residencia. Cerramos, pues, esta breve
discusion tal y como fue iniciada: el texto del saber sobre la relevancia que tiene la presencia de una
actitud critica de la propia actividad docente fue (a priori) un texto del saber; lo valioso ha sido
poder transitar estas tres grandes instancias (de preparacion, de ejecucion y de reflexion) con el

objeto de llevar con nosotros un saber inalmado.

En efecto, el proceso ha concluido, tal y como concluye este informe, con el reconocimiento de
que el camino son las huellas, queriendo significar el poeta que no existen mas senderos que
aquellos que uno mismo se construye. Y si bien existen otras vias, ninguna de ellas tendra el mismo
valor afectivo que las abiertas por uno mismo a través de las escarpaduras. Estas ultimas se
recordaran siempre como la primera inmersion en un mar de aguas tumultuosas, en que no contaba
tanto la pericia como la osadia y el arrojo, necesarias para enfrentar la prueba del abismo y la dura

prueba del ascenso.
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Anexo I: Guia 1

Integrales de Funciones Elementales
Repaso
Definicidon:

Sea f una funcion continua. Si se considera g tal que g’(x) = f(x), entonces se dice que g es

una “antiderivada” de f.
Repaso del Teorema Fundamental del Calculo
Parte 1
Enunciado:

Si f es una funcion continua en un intervalo cerrado [a,b], y se define para todo x en [a,b] la
funcion F: [a, b] » R dada por F(x) = [ z f(t) dt. Entonces F es derivable en (a,b) y se cumple

que F'(x) = f(x).

Observaciones:

- La funcion F es una antiderivada de f, pues satisface la definicion dada.
- La wvariable t que aparece en el argumento de fes un nUmero real tal que

a<t<x Vxelab].
Parte 2
Enunciado:
Si g:[la,bp]>R es wuna funciobn continua en el intervalo [a,b], entonces
[1g'@®dt = g(b) — g(a).

Aplicacion practica del teorema fundamental del cdlculo

Supongamos que se desea calcular [ Z f(x) dx. Por el primera parte del teorema, existe
F(x) = fz f()ydt tal que F'(x)=f(x)Vxe(ab). Por lo tanto se tiene que

[P f@) dx = ) F'(x) dx.
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Por la segunda parte del teorema se tiene que [ Z F'(x) dx = F(b) — F(a).

Con esto hemos llevado el problema de calcular una integral definida de una funcion f a hallar

la antiderivada de f y evaluarla en los extremos de integracion.
Repaso de algunas propiedades de las derivadas

Puesto que el teorema fundamental del célculo liga los procesos de derivacion e integracion,
para abordar la tematica de célculo de integrales indefinidas nos parece conveniente recordar aqui

algunas de las propiedades mas importantes de las reglas de derivacion.

Funciones Derivada
Regla: Derivada de la constante | f(x) = c Fx) =0
Ejemplo £ = L e F) =
Regla: Derivada de constante | f(x) = cg(x) F1(x) = cg'(x)
por funcién.
Ejemplo P f1(x) =
Regla: Derivada de la suma. | f(x) = g(x) + h(x) f(0) = g' () + h(x)
Ejemplos fo) =l + % fix) =
Regla: Derivada de la h(x) = f(x) — g(x) R = f(x) — g’
diferencia.
Ejemplo fx) = 7x — 3x° fe) =
Regla de la cadena. h(x) = fog (x) R = fge)g ().
Ejemplo h(x) = sen(x) h(x) =
Regla de Leibniz para el h(x) = f(x)g(x) h'(x) = fi(x)g(x) + f(x)g'(x)
producto de funciones.
Ejemplo h(x) = In(x)(3%" + 2%) h'(x) =
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Regla: Derivada del cociente.

R(x) = f '(X)g(?(;fz(X)g'(X)

Ejempl - _ sen® | p'(x) =
jemplo h(x) = tan(x) = 555 (x)
Regla: Derivada de la inversa. | p, _ o1 h(x) = ———
@ =f'® () =~
Ejemplo h(x) = arctan(x) h'(x) =

Actividad 1

Dada f(t) = 3 para todo t en los reales. Calcular Z(x) = [ z f(t) dt. Grafique la funcién Z en

toda la recta real.

Propiedades de la integral

L[ gtde =— [7 g(t)dt

2. ) g0yt = [ g(vyat + [ g(vyat

Actividad 2

Para un movil que parte del reposo y se mueve en linea recta, la funcion v(t) = 9t permite

determinar su velocidad v medida en m/s, respecto del tiempo de marcha t, medido en segundos.

a) ¢Cuantos metros recorre el movil después de quince segundos (15s) de estar en continuo

movimiento?

b) Encuentren una funciéon que permita calcular el espacio recorrido por el movil después de t

segundos de marcha.

c) Suponiendo que a tiempot = 0 el movil se hallaba a 30 m a la derecha del observador O

(quien estd sobre la misma recta por la que se desplaza el movil), ;a qué distancia se hallara

después de un tiempo t de marcha? Grafique la funcion que describe la posicion del movil

respecto de dicho observador O.
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ot B8

{:}u

d) Suponga que el mévil tiene una velocidad dada por la funcién v(t) = kt y que en el tiempo
t = 0 se encuentra en la posicion ¢ respecto de un observador. ;Cual es la funciéon que

describe la posicion del movil respecto del tiempo?
Familia de antiderivadas

Por lo visto hasta aqui se tiene que la integracion es el “proceso inverso” de la derivacion,

puesto que al integrar una funcion f se obtiene una funcion F que, al ser derivada, da por resultado

la f.

No obstante, debemos aclarar que si bien al derivar se obtiene una funcidn, cuando integramos
obtenemos una familia de antiderivadas. Supongamos que se tiene una funcidon continua f y se
define la funciéon F como en la primera parte del TEC dada por F(x) = [ z f(t) dt, esta funcion
satisface que F'(x) = f(x) (es decir, F es antiderivada de ).

Ahora bien, si consideramos g(x) = F(x) + c, es facil ver que g también es una antiderivada

de f,yaque g'(x) = f(x), pues la derivada de la constante c es cero.
Asi, obtenemos el siguiente resultado:

Si g es una antiderivada de f, entonces g(x) — F(x) = c. Este resultado depende del
teorema del valor medio y se basa en que si la derivada de una funcion es cero, entonces dicha

funcidn es constante.

Conclusion

Lo anterior indica que existen infinitas antiderivadas de f. En efecto, si a la funcion F se le

suma cualquier nimero real ¢ se obtiene una funcion g que resulta ser también antiderivada de f.
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Observacion
La funcion F definida en la primera parte del teorema fundamental del calculo por
F(x) = [ z f(t) dt es la tinica de las infinitas antiderivadas de f que satisface que F(a) = 0.
Notacion

Si se tiene una funcién f continua, entonces el signo [ f(x) dx representa a cualquier funcion

g(x) que sea antiderivada de f y se llama integral indefinida de f.
Actividad 3

Completar la tabla de integrales indefinidas que se presenta a continuacidon, probando

alternativas y corroborando.

Resultado Justificacion

[cdx =

[xdx =

fxzdx =

[x"dx =

kan=

[5%° + mx’ — 2x ++[3dx =

n n—1
Jcx +c x  +atc dx=
n n—1 0

Propiedades de la integral indefinida
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1. Si ¢ es un valor constante respecto de x, entonces [ cf(x)dx = c [ f(x)dx.
2. Sify g son funciones continuas, entonces [ f(x) + g(x)dx = [ f(x)dx +[ g(x)dx
Demostraciones

1) Supongamos que F(x) = [ f(x) dx por lo que F'(x) = f(x). Si h(x) = ¢ F(x) entonces
h'(x) = cF'(x) = cf(x), y por lo tanto h es una antiderivada de cf. Es decir que
h(x) = [ ¢ f(x) dx. Porlo tanto c F(x) = [ ¢ f(x) dx = c | f(x)dx = c f(x)dx.

2) Sean F y G antiderivadas de f y g respectivamente. Definimos h(x) = F(x) + G(x)
Entonces h'(x) = F'(x) + G'(x) = f(x) + gx)= h(x) = [ f(x) + g(x) dx =
F(x) + G = [ f(x) + g dx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx = [ f(x) + g(x)dx.

Actividad 4

a) Complete la tabla de derivadas

fx) =x" fix) =
f(x) = sen(x) fieo =
fx) = cos(x) fieo =
f0) = In(x) fieo =
fex) =¢" fieo =
fo) =qx feo =

b) Complete la tabla de integrales indefinidas justificando su respuesta.

Resultado Justificacion

[ cos(x) dx =

[ sen(x) dx =
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fexdx

Actividad 5

Una particula se mueve en linea recta. La funcién v, cuya expresion analitica esta dada por

2 . . .
v(x) = x — 3x + 2, representa la velocidad en metros sobre segundos de dicha particula
respecto del tiempo medido en segundos durante el intervalo [0, 3]. Teniendo esto en cuenta,

resuelva:

a. Esboce el grafico de la funcion de posicion de la particula, indicando periodos de
crecimiento o decrecimiento, intervalos de concavidad, puntos criticos y otros elementos

que usted considere pertinentes. Justifique de manera analitica.

b. Elabore una descripcion del movimiento de la particula en el intervalo de tiempo
considerado. Sefale en esta descripcion los momentos en que la particula avanza o
retrocede, si lo hace frenando o acelerando, si se detiene o no. Indique ademas cual fue el
desplazamiento de la particula en el intervalo de tiempo propuesto asi como el recorrido

total que hizo.
Actividad 6

Resuelva las siguientes integrales indefinidas.

a) f7x2 + 3dx
b)f4sen(x) — 5¢" dx
o) [x? dx

d) [+ dx

€) f% + 6x° — cos(x) dx

f) [ 10x° — 2sec’(x) dx

3
x2+1

o) [2x° — 6x + dx
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Anexo II: Guia 2

Método de Sustitucion
Introduccion
Contexto

Durante la guia anterior aprendimos a calcular integrales indefinidas de funciones elementales.
Es necesario recordar que buscamos antiderivadas de funciones para aplicar el teorema fundamental

del célculo y facilitar la tarea de calcular integrales definidas.

En esta guia proseguiremos con el estudio del calculo de antiderivadas para funciones que
presentan un mayor grado de complejidad. Aprenderemos a calcular la integral indefinida de una
funcion usando la regla o método de sustitucion y a identificar los casos en que podemos aplicar

esta regla.
Repaso de la regla de la cadena

Antes de introducirnos en el método de sustitucion serd conveniente tener presente el resultado

conocido como “regla de la cadena”, que se emplea para derivar composiciones de funciones.
Enunciado

Si f y g son funciones derivables, entonces f°g es derivable y la forma de la derivada es
(f°9)' (x) = f(g(x))g’(x). Otra manera de escribir este hecho es que siy = f(u), y u = g(x),
dy _ dy du _ dy

d d .
= . d—z, donde —duL representa la derivada de y con respecto a u, es

entonces U i Tu T

. d d . . du
decir d—Z =f'(u)y d—z representa la derivada de u con respecto a x , es decir — = g'(x).

Ejemplo

La funcion a derivar estara dada por h(x) = sen(3x + 7x). En la funcion h identificaremos
que la funcion exterior f del teorema es el seno, mientras que la funcidn interior g es el polinomio
de grado 4 con variable en x. Derivaremos la funcion seno, evaluandola en el polinomio de grado 4

sin derivar, y multiplicando a continuacion por la derivada del polinomio.

Quedara entonces que h'(x) = cos(3x4 + 7x)(12x3 + 7).

Actividad 1
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En cada caso, escriba la funcion compuesta en la forma f(g(x)). Identifique la funcién interior

u = g(x)ylaexteriory = f(u).Luego, encuentre la derivada dy/dx de cada una de ellas.

2) h(x) =\ + x
b) h(x) = sen(x’)
¢) h(x) = sen(x)’
d) h(x) = tan(mx)
cos(x)

e) hix) = e

f) h(x) = In(x)

g) h(x) = ——

1+x+x
Regla de sustitucion
Enunciado

«Si u = g(x) es una funcion derivable cuyo rango es un intervalo I y f es continua sobre I,

entonces [ f(g(x))g'(x) dx = [f(w) du.

Note que la regla de sustitucion para la integracion se probo aplicando la regla de la cadena
para la derivacion. Asimismo, observe que, si u = g(x), entonces du = g'(x) dx, de modo que
una manera de recordar la regla de sustitucion es pensar en dx y du del enunciado como

diferenciales.

Asi pues, la regla de sustitucion establece: es permitido operar con dx y du después de los
signos de integral como si fueran diferenciales». (James Stewart, Calculo de una variable, p.

407).
Observacion

De esta lectura queremos destacar el hecho de que esta regla “funciona bien” ante aquellas
funciones que sean de la forma f(g(x))g’(x). Es decir, un producto de funciones en el que uno de

los factores es una composicion y el otro es la derivada de la funcién interior de dicha composicion.
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Asi pues, se puede deducir del trabajo realizado en la actividad introductoria, que la funcién a

integrar procede de una composicion de F°g, donde F es una antiderivada de f (en simbolos,

F'(x) = f(x)). Es decir que (F ° g)'(x) = F'(g(x))g'(x) = f(g(x))g (%)
El método de sustitucion se divide entonces en dos pasos:
1. Reconocer la estructura f(g(x))g’(x) para ver si es posible usar la regla de sustitucion.

2. Declarar que g(x) es una nueva variable y que el diferencial de u es igual a la derivada de g

por el diferencial de x. En tal caso, solo ha de resolverse [ f(u)du.

Tiene que quedar en claro que tras haber obtenido alguna F tal que F’(u) = f(u) (i.e. tras
haber resuelto la integral indefinida), debemos volver a sustituir u por g(x) para obtener F(g(x))

como antiderivada respecto de la variable x.
Ejemplo

Calcular [ 2 cos(2x) dx.

Obsérvese que aqui hay un producto entre una funciéon constante (2) y una composicion (el

coseno de 2x).

Por otro lado, se puede ver que la derivada de 2x es 2. Asipues,siu = 2x > du = 2dx. Y
como [ 2cos(2x) dx = [ cos(2x)2 dx puesto que el producto es conmutativo, se tiene que
[ cos(2x)2 dx = [ cos(u) du = sen(u) + ¢ = sen(2x) + c. Donde c es una constante de

integracion.
Actividad 2

Para cada una de las siguientes funciones, encuentre las funciones f'y g de manera tal que cada

h(x) pueda ser escrita de la forma f(g(x))g’(x). Luego calcule la integral indefinida de h(x).

a) h(x) = sen(x)zcos(x) c) h(x) = %ln(x)3
b) h(x) =— eixl—z d) h(x) = 4cos(x + 1)x°
Actividad 3

Calcule las siguientes integrales indefinidas.

a) J

2x
— dx
x +1
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b) ()% dx

c) fei—ﬂdx

e +x

—sen(x)
d) f 2+/cos(x)+1

2x3
e) [x"e dx

x+1
f) f \/2x+x2

g) [tan(x) dx

1
h) f x\/In(x) d

Actividad 4
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Encuentre de manera exacta el area sombreada. Plantee y calcule las integrales para obtener el

valor pedido.

Anexo III: Guia 3

(0.58,0.5)

Integracion por Partes y Fracciones Simples

Introduccion

Regla de Leibniz para la derivada de un producto de funciones

Si fy g son dos funciones derivables entonces el producto de ambas funciones es derivable y se

cumple que (fg)'(x) = f'(0)g(x) + f()g'(x)
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Ejempl aplicacion

Si se tiene la funcion h dada por h(x) = ln(x)3x5, entonces se pueden distinguir aqui dos

funciones f'y g que se multiplican, dadas por f(x) = In(x) y g(x) = 3x°. Ambas funciones son

derivables, por lo que h lo es. Y wusando la regla de Leibniz se tiene que

h'(x) = %3x5 + ln(x)15x4

Integracion por partes

La regla de Leibniz para la derivada de un producto nos aporta una forma de resolver integrales

indefinidas de productos de funciones de la forma | f(x)g'(x)dx.

Es decir, productos en donde podamos identificar que uno de los factores es la derivada de
alguna funcion g. Esto implica que reconocemos cudl es la primitiva de alguna de las funciones que

se estdn multiplicando. Siguiendo la regla de Leibnizs tenemos que:

(fg)'(x) = f()g() + f)g'(x)= fx)g'(x) = (fg)'(x) — f[()g().

Si integramos ambos miembros de la igualdad en el lado izquierdo de la expresion aparece la

integral que deseamos calcular, de la  siguiente manera: [f(x)g'(x)dx = [

(fg)'(x) = f()g(x)dx

Ademas se tiene que:

[(fg) () — f(x)gx)dx = [(fg)' (x)dx — [f'(x)g(x)dx por la linealidad de la integral.

Por el teorema fundamental del célculo, se tiene que la integral de (fg)’ es fg. En simbolos

queda que [ (fg)'()dx = (fg)(x) = f()g(x).

Por lo tanto, siguiendo esta cadena de identidades, se obtiene que
[ f0)g' (x)dx = f(x)g(x) — [ f'(x)g(x)dx y esto se conoce como la regla de integracién por
partes.

Noétese que se aplica a un producto de funciones en donde se reconoce que una de ellas es
derivada de alguna g, por lo que ya tenemos en mente cudl es su primitiva. Ademas, la integral de
f(x)g’(x) queda en términos de otra integral por calcular (la integral de f’(x)g(x)). Esto puede
resultar confuso, pero la esencia del método de integracion por partes se basa en que esta segunda

integral resulta mas facil de calcular que la primera.
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Ejemplo de aplicacién

Calcular [ xetdx.

Supondremos que f(x) = X y que g'(x) = e". Por lo tanto glx) = e’, mientras que

f'(x) = 2x. Aplicando el método de integracion por partes se obtiene que:
2 x 2 x x 2 x x
[x"e"dx =x"e — [2xe" dx =x"¢ — 2 [ xe dx.

Observemos que ahora debemos de calcular [ xe dx y para ello volveremos a emplear el

método de integracion por partes.

Consideraremos ahora que f(x) = x,y que g'(x) = e". De esto se sigue queg(x) = e y que

f'(x) = 1.

Aplicando entonces nuevamente la regla de integracion por partes queda que:

[:Eff”'ff:z: = xe’ — [f""'nf;a: = qpe’ —e",

Si reemplazamos en la primera igualdad en la que usamos la regla de integracion por partes

obtenemos que:

Por lo tanto [ xedx = (x2 - 2x + 2)ex.
Actividad 1

Calcule las siguientes integrales indefinidas
a. [ x sen(x) dx

b.fﬂz&dx

2x

xe
) d
. J (1+2x)° x

d. [ excos(x) dx

Actividad 2
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Calcular el area de la figura determinada por la grafica del logaritmo natural, la recta que pasa

por los puntos (e, 1) y (4,0) y el eje X.

Ayuda: Se puede pensar que In(x) = In(x) - 1
Introduccion al método de fracciones simples

Repaso de conceptos elementales

p(x)

Si p y q son funciones polindmicas entonces la funcion f dada por el cocientef (x) = prs

SC

llama “funcidn racional”.

El método de integracion de fracciones simples se aplicara a funciones racionales. Antes hemos

calculado integrales de este tipo de funciones, por ejemplo [ % dx, empleando la sustitucion:
—X

. 2 d

. ] i
nw=1— "= du = —2uwidr = [—1 sde = — [ —.
. — J

Ahora bien, es posible hacer esta sustitucion porque en el numerador de esta funcion racional
se puede hacer “aparecer” la derivada del polinomio del denominador. Sin embargo, si tuviésemos
1

2

1—x

que calcular ahora [ dx no podriamos aplicar este método, ya que no podriamos hacer

“aparecer” la derivada.

Es necesario, pues, introducir un nuevo método, que denominaremos fracciones simples, y que

se basa en descomponer una funcion racional en suma de funciones racionales.

Repaso de suma de funciones racionales

-1
x+2

o . . 1
Resolver la siguiente suma de funciones racionales: — +

Observacion
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. ., . 3
Notese que el resultado de la suma es la funcion racional dada por ———

Si se quisiera calcular [ dx se veria que no es posible aplicar aqui ninguno de los

x2+x+2
métodos vistos hasta el momento. No se puede hacer aparecer una derivada para aplicar la regla de

sustitucion y tampoco resulta practico intentar el método por partes, pues en algin momento

1

1.1 dX, que no podriamos resolver.

deberiamos calcular [

. . 3
No obstante, puesto que sabemos que la funcion racional ————- procede de una suma de

funciones racionales, se puede plantear que:

3 1 —1 1 1
[ ——dr = [ — + dr = [ — dar — [ dx.
J ot =2 J o —1 r+ 2 J oo —1 J o+ 2

Notese que hemos reducido el problema a dos integrales que podemos calcular mediante el

método de sustitucion. De esta forma se obtiene que:

3 s " P N
/?—0 de =In(z — 1) —In(z + 2).
J T +r— 2

Planteo del problema

3

~71.77 dx usando las integrales de las fracciones simples, ya

Aqui hemos podido calcular [
que conociamos los sumandos y llegamos a la funcidn racional realizando la suma.

Si de entrada se nos propusiera calcular la integral anterior sin conocer los sumandos de los
cuales proviene, entonces no habriamos podido aplicar esta estrategia. Asi pues, el método de

fracciones simples consiste en tomar una funcién racional y transformarla en suma de fracciones

irreducibles de las que se pueda calcular la integral indefinida por separado.

Primer ejemplo de aplicacion por el método de fracciones simples

1
2

1—x

Supongamos que se quiere calcular | dx.

La primera parte del método de fracciones simples se basa en factorizar el denominador de la

1 1
[ﬁﬂrii: = [ — — —dx.
J 1 —a J (Ll =zl +x)

Cuando se ha factorizado de esta manera, entonces se plantea que esta funcion racional puede

expresion, quedando asi que:

ser expresada como suma de dos funciones racionales en las que los denominadores son los factores
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1-2y(@1 + x).
Se formula esto de la siguiente manera:

1 v b

I:l —;Efj(l—;ifj - r—1 ].—;Efl

donde a y b son constantes que debemos determinar realizando la suma de fracciones.

Realizar la suma de fracciones implica hallar un denominador comun, que en este caso sera el

producto (x — 1)(1 + x).

Es decir que:

1 _a + b _ a(l+x)+b(1—x) _ a+ax+b—bx __ (a+b)+(a—b)x
1-x)(1+x) ~ 1-x 1+x 1—x? - 1—x2 - 1—x?
1 _ (atb)+(a—b)x

Siguiendo esta cadena de igualdades se ha obtenido que:

1—x? 1—x?

Con los polinomios de los numeradores se tiene entonces que a + b = 1, mientras que

a — b = 0, ya que el polinomio constantemente 1 no tiene coeficientes lineales.

De estas relaciones se desprende quea = b, y por lo tanto a + b = 2a = 1, de donde se

concluye que a = %.

1 1

Sabiendo esto, se puede escribir que: [ 1+x2 dx = [ T + TS dx.

Aplicando la propiedad de suma de integrales, sacando la constante 2 fuera del signo integral y

haciendo las sustitucion u = 1 — x y v = 1 + x en cada una de las integrales, se llega a que

[ Z=de=5n(1 +x) — 5l +x) +c

Observacion

Por el momento, y para las actividades que siguen, bastara que podamos descomponer el
polinomio del denominador en factores de polinomios lineales. Si se consigue esto, entonces se

podra aplicar el método tal y como fue pensado en el ejemplo anterior.
Actividad 3

Calcular el area de la figura delimitada por las rectas rojas, la grafica de la funcion dada por

1 )
f(x) = e Y el eje X.
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1.5 2 215 3.5 Eje X 4

Actividad 4

Calcule las siguientes integrales indefinidas:

1
a. [ ey dx

1+6x
b. f D) dx

4x

x3—2x2—x+2

dx

x2+2x—1
———d
2x +3x —2x

Segundo ejemplo de aplicacién

7x%4+2x+20

Calcular la siguiente integral: [ D))

dx. Abordaremos este problema aplicando el

método de fracciones simples.

Obsérvese que el denominador de esta funcidn racional ya esta factorizado y que el grado de

dicho polinomio es 3, mientras que el grado del polinomio del numerador es 2.

Toda vez que aplicamos este método hasta ahora habiamos conseguido factorizar el
denominador de la funcién racional en polinomios lineales. En este caso, por el contrario, uno de
los factores es el polinomio cuadratico (x* + 4), que no puede factorizarse en ningtn polinomio

lineal debido a que no posee raices reales.

Asi pues, al aplicar ahora el método de fracciones simples introduciremos una variante para

resolver el problema.
Razonamiento analdgico:

- Si al tener factorizado el denominador en polinomios lineales las fracciones simples tenian
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numerador constante, al tener un factor cuadratico el numerador correspondiente serd una

funcion lineal.

Es decir que en lugar de escribir que: 420420 _ _a + b debemos plantear
q g que: (x+D)(x*+4) ~ x+1 x2+4° p
7x°+2x+20 _  a n bx+c
x+1D)(2+4) — x+1 x2+4 "

Si resolvemos la suma, quedard entonces que:

a_ 4 bx+c _ a(x*+4)+(bx+c)(x+1) _  ax’+4a+bx’+bx+cx+c _ ax®+bx*+bx+cx+4a+c
x+1 x*+4 T (x+1)(x*+4) - (x+1)(x*+4) - (x+1)(x*+4)
_ _(a+b)x*+(b+c)x+4atc
- (x+1)(x*+4)
. 7x%4+2x+20  _ (at+b)x*+(b+c)x+4a+c
Nos queda que: Gt (4 et D (2 +4)

Puesto que los numeradores de ambas expresiones han de coincidir, se plantea entonces que:

7 =a+ b,
2=>b+ c
20 = 4a + c

Resolviendo este sistema de ecuaciones se llegaaquea = 5, b = 2yc = 0.

Luego se tiene que:

7x2+2x+20 5 2x 7x2+2x+20 5 2x
= dx = [ dx + [ dx

+D(x*+4) ~ x+1 + x*+4 (x+1)(x%+4) x+1 x2+4

Se resuelve cada integral por separado:

5 dx
fx+1 dx = 5fx+1'

Seau = x + 1 = du = dx, entonces Sfd—lf = 5in(u) = 5In(x + 1).

dx, tomo v =2x*+4+4=dv=2xdx, entonces

Mientras que  para f ponal o

[Frdx = [ = In(v) = In(x* + 4)

7x%4+2x+20
—d

Dt X = 5in(x + 1) + In(x* + 4) + ¢, con c una constante

Asi se llega a que [

de integracion.
Actividad 5

Calcular las siguientes integrales definidas empleando el método de integracion por fracciones

simples.
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A.fz ’§+—3dx

X —2x

9 X+ 2
B.f7—2 dx
x +2x—15

C. fﬁ —2x+l o

2 —x3— 4x2+ 5x

5x2
D.[ —=——dx

(x—4)(x*+9)

2
2x +17x +26

E. #dx
x +6x +13x

Anexo IV: Guia 4

Calculo de area
Actividad 1

Calcular la siguiente integral indefinida:

Resolucion
3t + 8x + 64 ¢ be + ¢
- ——— = 4 = _t1:>n:3ﬂ€;:(]ﬂr:8.
(o + 2) [z + 16) r+2 a2+ 16
322 + 8z + 64 ) 1 @
[ - ————dx = 3In{x + 2) - arctan(—) + c.
(@ + 2)(x= + 16) 2 4
Actividad 2

Calcular el area de un circulo de radio r mediante una variante de la regla de sustitucion.
Actividad 3

Dos vehiculos salen de la linea de partida de una pista de carreras cuando suena el pistoletazo
reglamentario. La pista es una linea recta y la funcion de velocidad que describe al primer vehiculo

esta dada por:
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() — 6;3:2 s 0 < &
Jl._ o 36:3: — -:]__I: '-\1 3 <

FARFAY
1

Por otro lado, la funcién de velocidad del segundo vehiculo esta descrita por:

(2) z SH
gl = — - -
= Fhr — 250 81 5 <

Pasados siete segundos la carrera finaliza. La velocidad se mide en metros sobre segundos y el

|/

'k

FANrS

D
P
[

A

xr

tiempo x en segundos. Resuelva:

a) Observe el grafico que representa las funciones de velocidad de los moviles durante la

carrera. Describa como sera la carrera sin calcular las integrales indefinidas.

250

200

150

100

50

b) Indique quién gand la carrera.
c) ¢(Cual es la distancia maxima de los moéviles?
d) (Qué representa el area de las regiones determinadas por las graficas?

Actividad 4

Dada f(x) = cos(x), g(x) = sen(x), grafique la region determinada por f, g y la curva
x = 0 y la region determinada por f, g y la curva x = % . Luego, calcule el area de la union de las

regiones.

Actividad 5

.. ., 0,024 N
La tasa de nacimientos de una poblacion es n(t) = 2200e ‘ personas por cada afio y la de

0,018t N ,
decesos es d(t) = 1460e personas por cada afno. Halle el area entre estas curvas para
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0 < t < 10. ;Que representa esta area?.
Actividad 6

Calcule el area de la region entre las curvas.

a)y=5x—x2,y=x

4 (44)

(0.97,083)

(0.75,0.5)
0 02 04 06 08 1 12 TF————tls |

Anexo V: Guia 5

Calculo de volumen
Actividad 1

Calcule el volumen de los siguientes solidos de revolucion.

a. Laregionestidadaporx =1, x =2, y=0ey =2 — %x. El eje de rotacion es el eje

X.
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-1.5 1 -0.5 0 0.5 1.5

Actividad 2

Calcular el volumen de una esfera de radio r.

Actividad 3

Dar una expresion para el volumen de liquido alojado en una esfera de radio 5 en funcién de la

altura del mismo.
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Los abajo firmantes, miembros del Tribunal de Evaluacion del Trabajo Final de Practicas de
Metodologia y Prdctica de la Ensefianza, damos Fe que el presente ejemplar impreso se

corresponde con el aprobado por el Tribunal.
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