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Abstract 

The limaçon positive displacement machine is characterised by its internal geometry 

and unique mechanical motion; both based on a mathematical curve known as the lima‐

çon of Pascal. The limaçon technology offers many advantages, such as compact size and 

double‐acting  functionality, and  its great potential  for  fluid processing applications has 

been proven by a number of patents and innovative designs in engines, expanders, and 

pumps. However, no commercial application of the limaçon technology in the field of pos‐

itive displacement  compressors has been  reported  in  the  literature.  This  could be  at‐

tributed to the fact that the potential of the limaçon technology for gas compression has 

not been established as yet. The process of establishing potential  is necessary before 

funds and resources are dedicated to  investing  in prototyping and testing. This process 

entails a considerable amount of modelling, coding and analysis as one must ensure the 

embodiment is geometrically capable of delivering suction and compression strokes, ports 

can be arranged to support the workings of these strokes, a number of measurable pa‐

rameters can be identified as impacting compressor performance and it is possible to cal‐

culate a set of parameters which optimise this performance. To achieve this objective, a 

comprehensive mathematical model of a limaçon machine, implemented as a compressor, 

was first developed. The model, which is multi‐physical in nature, spans such domains as 

kinematics, fluid dynamics, characteristics of the port flow, internal leakage due to seal 

vibration, dynamics of the discharge valve, and thermodynamics. Subsequently, the sim‐

ulation of the model has been performed to numerically study the operational character‐

istics of the limaçon compressor and to  investigate the effect of various parameters on 

the compressor performance. It was found that the increase in the operating speed and 
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pressure ratio would lead to negative effects on machine performance, especially on vol‐

umetric efficiency. Additionally, the results of simulations indicated that the level of fluid 

over‐compression is influenced by the characteristics of the discharge valve. 

To ensure the suitability of limaçon technology for use in positive displacement com‐

pressors, a study was undertaken to determine whether such an embodiment lent itself 

to optimisation efforts. For this purpose, the thorough mathematical model which has 

been developed to simulate compressor workings was then used  for optimisation pur‐

poses whereby a Bayesian optimisation procedure was applied. The optimisation proce‐

dure was conducted in a two‐stage fashion where the first stage optimises the machine 

dimensions to meet volumetric requirements specified by the designer; and the second 

stage focuses on revealing the optimum combination of port geometries that  improves 

machine performance. A numerical illustration was presented to prove the validity of the 

presented approach, and the results show that considerable  improvements  in the  isen‐

tropic and volumetric efficiencies can be attained. Moreover, the optimised design was 

tested under different operating speeds and pressure ratios to investigate its robustness. 

It was found that the optimised design can exhibit relatively stable performance when the 

working conditions vary within a small bandwidth around that used  in the optimisation 

procedure. 

The limaçon technology has three embodiments, namely the limaçon‐to‐limaçon (L2L), 

the limaçon‐to‐circular, and the circolimaçon. The circolimaçon embodiment features us‐

ing circular arcs, rather than limaçon curves, to develop profiles for the rotor and housing. 

This embodiment simplifies the manufacturing process and reduces the production cost 

associated with producing a  limaçon technology. A feasibility study of the circolimaçon 
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embodiment was conducted by comparing its performance with that of the L2L type de‐

vice. The machine dimensions and port geometries obtained from the optimisation pro‐

cedure were used in the comparative study. A nonlinear three‐degree of freedom model 

was presented to describe the dynamic behaviour of the apex seal during the machine 

operation. Additionally, the leakage through the seal‐housing gap was formulated by con‐

sidering the inertia and viscous effects of the flow. The results from the case study suggest 

that the circolimaçon embodiment exhibits comparable performance to the L2L‐type ma‐

chine, despite having more significant seal vibrations. Moreover,  it was also discovered 

that the circolimaçon compressor with a small capacity undergoes a  lower  level of seal 

dynamics, indicating better machine reliability. 
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Chapter 1. Introduction0F0F0F

*
1F1F1F

† 

1.1. Background 

Often energy available in natural sources needs to be transformed (via the use of fluid 

machines) into forms that can be used for domestic or industrial purposes. The compres‐

sor is one fluid machine that converts the mechanical energy into the internal or kinetic 

energy of the gaseous working fluid. Generally, compressors are divided into two catego‐

ries, namely rotodynamic compressors and positive displacement compressors. Rotody‐

namic compressors require the interaction between a continuously flowing fluid and a set 

of blades  (aka  impeller) to execute the exchange of energy by means of  fluid dynamic 

action. The centrifugal compressor is a typical embodiment of the rotodynamic compres‐

sor. For positive displacement compressors, the characteristic mode of operation is that 

the volume of the working chamber periodically changes due to the mechanical motion 

of the displacer (i.e., piston or rotor). With the volume reducing, the fluid entrapped in 

the working chamber is compressed until the designated pressure is reached.  

Positive displacement compressors can be further classified into two groups based on 

the motion of the displacer. The first group is the reciprocating compressor, in which the 

piston executes linear motion inside the working chamber. This type of compressor has a 

superior sealing performance and presents low susceptibility to variations in the working 

condition (Stouffs et al., 2001). Especially the ability to attain high delivery pressure at low 

 
* Section 1.1 and 1.3 of this chapter have been combined as a review paper and submitted to Interna‐

tional Journal of Refrigeration for publication. 
† A review of applications of the limaçon technology in positive displacement machine has been pre‐

sented at 3rd ICEP conference (Nov 18‐20, Ching Mai, Thailand): Belfiore, C., Lu, K., Phung, T. H. and Sultan, 
I. A. (2021) " Designs and Applications of the Rotary Limaçon Compressors and Expanders – A review", The 
3rd Int. Conf. on Energy and Power (ICEP2021)., Nov 18‐20, Chiang Mai, Thailand. 
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flow rates makes the reciprocating compressor popular in such industries as petrochemi‐

cal plants and gas transmission (Sultan and Phung, 2019). Another subset of the positive 

displacement compressor is the rotary compressor, whose rotor implements circular or 

nearly circular motion in the working chamber. Rotary compressors embody such success‐

ful technologies as screw, rolling piston, and vane devices. One noticeable aspect of the 

rotary group over reciprocating devices is that fewer components are involved in the de‐

sign, especially the removal of the connecting rod. This generally facilitates the simplicity 

of the machine structure and leads to a lower weight to displacement ratio (Spark and Lu, 

2019). Fig. 1‐1 depicts some examples of the positive displacement compressor. Table 1‐1 

presents a summary of various types of positive displacement compressors. 

 

Fig. 1‐1 Common mechanisms of positive displacement compressors. (a) Reciprocating piston; (b) Vane‐type; (c) 
Screw‐type; (d) Rolling piston type. 
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Table 1‐1. Summary of various mechanisms of positive displacement compressors 

Type  Operating features  Mechanism  Pros and cons 

Reciprocat‐
ing 

Displacing element 
moves reciprocally 

and linearly 

Piston 

Pros: 

 High pressure‐ratio func‐
tionality 

 Flexibility to working condi‐
tions 

 Low maintenance cost 
Cons: 

 Vibration issues 

 Pressure pulsation 

Diaphragm 

Pros: 

 Low level of component 
wear 

 Prevent contamination of 
fluid flow 

 Safe to work with toxic and 
explosive fluids 

Cons: 

 Low life cycle of displacing 
element and low flow rate 
of discharge (Li et al., 2014) 

Linear 

Pros: 

 Removal of crank mecha‐
nism improves efficiency 

 Oil‐free compression 

 Quiet operation 
Cons: 

 Require accurate sensing 
and control methods for 
piston motion (Liang, 2017) 

Rotary 

Displacing element 
features circular or 
near‐circular mo‐

tion 

Rolling piston 

Pros: 

 Simple operation and easy 
installation 

 Low maintenance cost 
Cons: 

 Relatively low efficiency 

 Friction issues between ro‐
tor and vane (Yanagisawa 
et al., 1982) 
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Table 1‐1. Summary of various mechanisms of positive displacement compressors (Continued) 

Type  Operating features  Mechanism  Pros and cons 

Rotary 

Displacing element 
features circular or 
near‐circular mo‐

tion 

Vane 

Pros: 

 Simple operation and easy 
installation 

 Low maintenance cost 
Cons: 

 A proper sealing scheme is 
needed to address internal 
leakage issues  

Screw 

Pros: 

 Ability to maintain desira‐
ble performance at high 
speed and long service life 
(Stosic et al., 2011) 

 Less vibration 

 Ability to handle two‐phase 
flows 

Cons: 

 High initial investment as 
well as maintenance cost.  

Scroll 

Pros: 

 Compact size and light 
weight  

 Quiet operation 
Cons: 

 Low capacity 

 High discharge temperature 

 

Over the years, positive displacement compressors have possessed particular popu‐

larity  in many  industries.  In the automobile  industry, by way of example, reciprocating 

compressors are employed for tyre inflation or to actuate pneumatic brake systems. Also, 

in refrigeration systems, various types of positive displacement compressors are utilised 

to compress  the  refrigerant  for  the workings of  the  thermodynamic cycles  featured  in 

these systems. In recent market research, the global compressor market was reported at 

39.9 billion USD  in 2019, and  it  is expected to reach 48.5 billion USD by 2030, with the 
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majority of the market share contributed by positive displacement compressors (Presci‐

ent and Strategic Intelligence, 2020). However,  it  is worth mentioning that compressed 

gas is regarded as one of the most expensive energy forms (Silva et al., 2017). It was re‐

ported that nearly 20% of energy consumption in industries is attributed to the production 

of compressed gas  (Vittorini and Cipollone, 2016), whereas  less  than 30% of  the com‐

pressed gas can be efficiently used (Saidur et al., 2010). In this context, the performance 

improvement of positive displacement compressors has become a popular topic of re‐

search  in both academia and  industry.  It  is therefore unsurprising that many emerging 

compressor technologies with significant energy‐efficient potential have appeared in re‐

cent years. Table 1‐2 lists recently proposed designs. 

Table 1‐2. Recently proposed design of positive displacement compressors 

Authors  Type  Main features of the design 

Heidari et al. 
(2017) 

Reciprocating 

 Two sets of concentric fins are used as pis‐
ton 

 Heat transfer  increased by 32 times com‐
pared to the conventional design 

 Exergetic efficiency increased by 23.3% 

Hu et al. (2019)  Rotary 
 Rotating cylinder design 

 Noticeable improvement in volumetric ef‐
ficiency at the low operating frequency 

Shin et al. (2019)  Rotary 

 Dual  cylinder  design  in  which  the  addi‐
tional  cylinder utilises  the  inner  space of 
the rotor 

 Cooling capacity improved by up to 37.99% 

 Mechanical losses reduced by 36.43% 

Shakya and Ooi 
(2020) 

Rotary 

 A pair of vanes coupled  together and cut 
through the rotor diametrically 

 No geometrical constraints  for  rotor  size, 
allowing  the  structure  to  be  extremely 
compact 

Gao and Liu 
(2021) 

Reciprocating 
 Continuously self‐air‐cooling. 

 Performance increased significantly at high 
output pressure and long working time 
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The limaçon technology is featured by the utilisation of the limaçon of Pascal which is 

a member of the epitrochoidal curves family. Due to its special mathematical characteris‐

tics,  the  limaçon curve possesses great potential  for use  in rotary  fluid processing ma‐

chines. Fig. 1‐2 illustrates a compressor that employs limaçon technology. The rotor chord 

produces the limaçon motion by rotating about its midpoint, whose path falls on the base 

circle, and sliding at the limaçon pole, and the limaçon profile of the machine housing is 

the trajectory of the apices of the rotor chord. Subsequently, the lenticular profile of the 

rotor is developed from the lower portion of the housing and mirrored about the rotor 

chord. 

 

Fig. 1‐2. The limaçon rotary compressor. 

Compared to other compressor designs, the limaçon technology is more compact in 

size and possesses low‐speed functionality, enabling the machine to be used in applica‐

tions requiring low mass flow rates. Additionally, the arrangement between the rotor and 

housing implies the double‐acting nature of the machine, which can implement two com‐
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pression strokes in one complete working cycle. More importantly, the most distinguish‐

ing feature of the limaçon technology is the ability to achieve larger capacity within a small 

machine size (explained in Section 2.3.1). Despite all the advantages offered by this tech‐

nology, engineers and researchers are keen on investigating such well‐established tech‐

nologies as reciprocating, screw, and vane type devices. The limaçon technology, on the 

other hand, has not yet  received enough attention  from either academia or  industrial 

communities. This can be attributed to the lack of adequate explanation for the mathe‐

matical characteristics of the limaçon technology. Moreover, the inappropriate use of cir‐

cular profiles for the machine housing leads to the hoped‐for performance that did not 

occur in the early prototypes. 

1.2. Problem statement and research questions 

In order to spark commercial‐scale interest in such a promising technology, it is nec‐

essary to undertake a comprehensive study (which spans a number of fields of enquiry) 

to establish the potential of the  limaçon construct for use as a rotary positive displace‐

ment compressor. For the limaçon technology to be suitable for compressor implementa‐

tion, it must fulfil the characteristics which are listed below along with their corresponding 

fields of enquiry shown in italics, 

i. Geometric capability of delivering suction and compression strokes (Machine de‐

sign) 

ii. Possibility of placing the  inlet and discharge ports  in a manner which supports 

the suction and compression processes (Machine design and mathematical mod‐

elling) 
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iii. Existence of measurable parameters that impact performance in manners which 

are possible to comprehend via simulations (Machine design, thermodynamics, 

and fluid dynamics) 

iv. Ability  to  set  these parameters with  the objective of optimising performance 

(Mathematical modelling and optimisation) 

In order to accomplish the objectives of this research project, the work scope is pre‐

sented in sequential order as follows:  

(1). Developing a comprehensive mathematical model to describe the geometric and 

thermodynamic workings of a proposed limaçon compressor embodiment (De‐

tailed in Chapter 2) 

(2). Analysing how variations in different design variables impact the volumetric and 

thermodynamic performance of the proposed compressor (Detailed in Chapter 

2) 

(3). Exploring suitable machine learning methods to develop an optimisation proce‐

dure  which  can  optimise  such  a  complex  and  comprehensive mathematical 

model built to describe the performance of the compressor (Detailed in Chapter 

3) 

(4). Optimising the compressor performance via proper settings of a design vector 

which encompasses such parameters as machine dimensions, profiles of housing 

and rotor, and locations of ports, to obtain satisfactory performance (Detailed in 

Chapter 3) 

(5). Investigating the apex seal vibration in different embodiments (namely L2L and 

circolimaçon) of the limaçon compressor (Detailed in Chapter 4) 
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Based on the discussion presented above, the project research questions can be listed 

as follows: 

 Does the limaçon technology have the potential to be utilised in positive dis‐

placement compressors? 

 How will the design variables, i.e., operating and geometrical parameters, af‐

fect the compressor performance? and is it possible to set these variables in a 

fashion that optimises the performance? 

 Can machine learning methods be utilised to develop the optimisation proce‐

dure for the limaçon compressor? 

 How will the dynamics of the apex seal affect the machine performance for 

different embodiments?  

1.3. Literature review 

This section is intended to provide a review of earlier and recent literature on various 

topics of positive displacement compressors. The structure of the literature review is out‐

lined as follows. Section 1.3.1 reviews the previous research on influencing factors of com‐

pressor performance, including leakage, heat transfer, friction and lubrication, valve and 

port characteristics, and capacity control methods. In Section 1.3.2, the current status of 

the application of machine  learning algorithms  in positive displacement compressors  is 

discussed. Existing challenges and opportunities for future research are proposed in Sec‐

tion 1.3.3.  

1.3.1. Influencing factors of compressor performance 

1.3.1.1. Basic equations for positive displacement compressors 

Fig. 1‐3  is employed here as a good example of positive displacement compressors 

where the working fluid is admitted into a compression chamber of volume, 𝑉, through a 
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suction valve with the help of the vacuum created by a moving machine member which 

controls the volume, 𝑉. This moving machine member is the reciprocating piston shown 

in Fig. 1‐3, but it can also be a rotating component in other designs as depicted in Fig. 1‐1.  

 

Fig. 1‐3. An illustration of the workings of positive displacement compressors. 

 

 

Fig. 1‐4. Theoretical P‐V diagram. 
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Irrespective of the geometry of the specific positive displacement compressor under 

study, they all share the same constituents which impact their volumetric and work per‐

formance. Fig. 1‐4 shows a theoretical pressure‐volume (P‐V) diagram that characterises 

the thermodynamic states of the working fluid in a compression cycle. As shown in Fig. 

1‐4, the compression stroke occurs from state 1 to state 2, during which the working fluid 

is  compressed  from  suction  pressure, 𝑃 ,  to  the  discharge  pressure, 𝑃 .  As  the  com‐

pressed fluid is discharged, the volume of the compression chamber decreases to 𝑉  (aka 

the clearance volume). Subsequently, the volume is slightly increased to 𝑉  due to the ex‐

pansion of the fluid trapped in the clearance. The suction stroke takes place from state 4 

to state 1, and the theoretical volume, 𝑉 , of the fresh charge, or the free air delivery (FAD), 

and the swept volume, 𝑉 , are theoretically expressed as follows, 

𝑉 𝑉 𝑉   (1‐1)  

and 

The ratio between the volumes given by equations (1‐1) and (1‐2) is the volumetric effi‐

ciency, which is expressed by the equation below, 

𝜂
𝑉
𝑉

𝑉 𝑉
𝑉 𝑉

    (1‐3)  

The volumetric efficiency is an important parameter to quantify the volumetric per‐

formance of positive displacement  compressors. Often,  the measured  volumetric effi‐

ciency figures are lower than the ideal theoretical values due to the effects of leakage and 

valve dynamics. Another performance  index  is the compression efficiency, which  is de‐

fined as the ratio of the theoretical and actual work needed per cycle. Depending on the 

theoretical process of choice, the compression efficiency is expressed as follows, 

𝑉 𝑉 𝑉   (1‐2)  
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𝜂
𝑊
𝑊

, Isentropic efficiency

𝜂
𝑊

𝑊
, Polytropic efficiency

𝜂
𝑊

𝑊
, Isothermal efficiency

  (1‐4)  

where the theoretical work for each case can be calculated as follows (Ueno et al., 2003), 

𝑊
𝛾𝑃 𝑉
𝛾 1

𝑃
𝑃

 

1 , Isentropic work

𝑊
𝑛𝑃 𝑉
𝑛 1

𝑃
𝑃

 

1 , Polytropic work

𝑊 𝑃 𝑉 ln
𝑃
𝑃

, Isothermal work

  (1‐5)  

where 𝛾 is the ratio of specific heats, 𝑛 is the polytropic index.  

It is worth mentioning that the compression work, owing to the losses (e.g., friction), 

is always less than the mechanical work, 𝑊 , measured at the crankshaft. Therefore, the 

mechanical efficiency, 𝜂 , is used to quantify how efficiently mechanical work can be con‐

verted into compression work, 

In addition to the efficiency terms described above, the Coefficient of Performance 

(COP)  is often used to  indicate the performance of a vapour compression refrigeration 

system (VCR). The COP is defined as the ratio of the cooling or heating capacity, 𝑄, to the 

energy required, 𝑊 , which is expressed as, 

𝜂
𝑊
𝑊

  (1‐6)  

𝐶𝑂𝑃 /
𝑄 /

𝑊
  (1‐7)  
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The compressor  is  the most energy‐consuming unit  in  the VCR  system, and  therefore, 

equation (1‐7) can also be used to indicate the compressor performance of the VCR sys‐

tem to a certain extent. 

The performance indices mentioned above are affected by various factors. For exam‐

ple,  internal  leakages and gas superheating can result  in a decrease  in volumetric effi‐

ciency. The following sections will review the studies that investigate the effect of influ‐

encing factors on the performance of positive displacement compressors. 

1.3.1.2. Leakage 

Leakage is one of the main factors affecting the performance of positive displacement 

compressors. Compressed gas escapes through clearances due to the pressure difference 

that exists between  the various  fluid compartments  in a machine. Published  literature 

suggests that various methods have been proposed to analyse the  leakage occurring  in 

positive displacement compressors. The main difference amongst these methods  is the 

assumptions made to characterise the leakage flow. The most used method is the isen‐

tropic  flow model, which assumes  the  leakage  flow  to be  isentropic and compressible 

flowing through an orifice or a convergent nozzle. For example, Cho et al. (2000) suggest 

these equations to calculate the mass flow rate, 𝑚, of the leakage, 

where 𝐶 is discharge coefficient, 𝐴  is the flow area of the leakage, 𝑅 is the ideal gas con‐

stant of the fluid, 𝑇 and 𝑃 are temperature and pressure, respectively, and the subscripts 

𝑢 and 𝑑 denote the upstream and downstream of the leakage path, respectively. 

𝑚

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
𝐶𝐴𝑃

2𝛾
𝛾 1 𝑅𝑇

𝑃
𝑃

 𝑃
𝑃

,
𝑃
𝑃

2
𝛾 1

𝐶𝐴𝑃
𝛾
𝑅𝑇

2
𝛾 1

,
𝑃
𝑃

2
𝛾 1

  (1‐8)  
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The results presented by Yuan et al. (1992) suggest that the orifice assumption pro‐

duces conservative estimates of leakage values in comparison to more accurate differen‐

tial models which take gas viscosity and inertia into account. The graphs featured in the 

work by Yuan et al. (1992) suggest that a carefully selected discharge coefficient can bring 

the results of the orifice assumption to be almost identical to the results of the more so‐

phisticated and computationally costly model. Kim et al.  (2017) utilised Computational 

Fluid Dynamics (CFD) to determine the flow coefficient with respect to the change in up‐

stream pressure and the width of radial clearance. It was found that the flow coefficient 

ranges from 0.17 to 0.85 for the radial clearance width of 10 to 60 𝜇𝑚 under an upstream 

pressure of 30 𝑏𝑎𝑟. In a recent study, Pereira and Deschamps (2020) used various dimen‐

sionless parameters to illustrate the effect of working gas types, operating conditions, and 

geometric characteristics on the overall leakage. The results show that the model could 

accurately predict  the  radial and  tangential  leakages, with average errors of 2.4% and 

7.9%, respectively. 

Another method  is the Fanno flow model, which treats the  leakage as an adiabatic 

flow by considering the viscous effect of the fluid over the path that has a constant cross‐

sectional area. Yanagisawa and Shimizu (1985) adopted such a model to investigate the 

leakage in a rolling piston compressor. The authors found that the eccentric assembly of 

the main bearing can minimise the effect of dynamic behaviours of bearings on the radial 

clearance, reducing the leakage flow considerably. Rodgers and Nieter (1996) and Kang et 

al. (2002) compared the Fanno flow model with the isentropic flow model and found that 

the  Fanno  flow model  provided more  realistic  predictions  than  the  isentropic  nozzle 

model, especially with a larger clearance. Teh and Ooi (2009a) discovered that the shorter 
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rotor‐cylinder configuration could reduce the  leakage flow, achieving a volumetric effi‐

ciency of more than 95%. However, the longer configuration is usually preferable for min‐

imising the frictional loss. The authors suggested using the eccentric cylinder to balance 

the impacts on the performance caused by leakage loss and frictional loss. Silva and Des‐

champs (2015) analysed the leakage through the valve by using the Fanno flow leakage 

model. It was found that the leakage flow through the discharge valve was more signifi‐

cant than the suction valve leakage. Additionally, the authors reported reductions of vol‐

umetric and isentropic efficiencies of 2.7% and 4.4%, respectively, per 1 𝜇𝑚 increment of 

the valve clearance. Recently, Aw and Ooi (2020) combined the Fanno flow model with 

CFD to determine the empirical correlations for the equivalent channel width for various 

factors, including pressure ratios and rotation angles. According to the result, this model 

can predict the leakage flow within the discrepancy of ±15%. 

It is worth mentioning that both the isentropic and Fanno flow models consider the 

leakage compressible. The work of Ferreira and Lilie (1984) chose a different method in 

which the leakage flow is assumed to be turbulent and incompressible. Predictions pro‐

vided by this method agree well with experimental measurements in the small clearance 

region, but the discrepancy gradually becomes more evident as the clearance increases. 

This might attribute to the inertial force that this model neglects. The work of Ishii et al. 

(1996)  is another example that employs the  incompressible  leakage model. It has been 

found that the results obtained from the incompressible flow model are more accurate 

than that of the model based on more complicated compressible formulations. Hence, 

the authors suggested that the incompressible model is adequate to analyse the leakage 

flow, while  the compressible  flow model  is not necessarily useful. This contradicts  the 

opinion proposed by Lohn and Pereira (2014), who pointed out that the incompressible 
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model cannot sufficiently describe the complexity of the leakage flow and generates more 

uncertainties. Table 1‐3 below summarises different leakage models.  

Table 1‐3. Leakage flow models 

Leakage model  Features 

Isentropic flow model 

 Simplest approach 

 Isentropic and compressible  flow  through a  leakage 
path that can be regarded as an orifice or a convergent 
nozzle. 

 The viscous effect is described by the empirical flow 
coefficient, which requires extra computational and 
experimental work. 

Fanno flow model 

 Adiabatic and compressible flow 

 Constant cross‐sectional area of the flow path 

 Long but narrow flow path 

 Viscous effect is included by using the friction factor 

Incompressible flow 
model 

 Leakage flow is assumed to be turbulent and incom‐
pressible 

 The viscous effect is considered 

 The influence of inertial force needs to be included 
when the clearance and pressure exceed a certain 
level 

1.3.1.3. Heat transfer 

Heat transfer describes a process that the heat transfers from one object to another 

via three mechanisms, i.e., convection, conduction, and radiation. For positive displace‐

ment compressors, heat is generated during the compression process and directly affects 

the temperature of the working fluid and machine components. This can lead to undesir‐

able consequences, affecting the machine performance as well as reliability. Thus, com‐

pressors are generally designed such that some of this heat is transferred to the gas sur‐

roundings via convection and conduction. These are the major mechanisms of heat trans‐

fer realised in positive displacement compressors, while the effect of radiation is relatively 

insignificant. Hence, this section will focus on previous studies that investigate convection 

and conduction occurring in positive displacement compressors. 
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1.3.1.3.1.  Convection 

Convection is one of the modes of heat transfer that involves the movement of fluid 

and temperature gradients. Theoretically, the rate, 𝑄 , of convective heat transfer can 

be calculated by the equation below, 

𝑄 ℎ𝐴Δ𝑇  (1‐9)  

where 𝐴 is the heat transfer area, Δ𝑇 is the temperature difference. The term ℎ in equa‐

tion (1‐9) is the convective heat transfer coefficient, and it is determined from the empir‐

ical Nusselt number correlation, 𝑁𝑢, by using the following equations, 

ℎ 𝑁𝑢
𝑘
𝐷

  (1‐10)  

and 

𝑁𝑢 𝑐𝑅𝑒 𝑃𝑟    (1‐11)  

where 𝑘 is  the  thermal conductivity of  the  fluid, 𝐷  is  the hydraulic diameter,𝑅𝑒 is  the 

Reynolds number, 𝑃𝑟 is the Prandtl number, and 𝑎, 𝑏, and 𝑐 are the empirical constants. 

Before the 1970s, the 𝑁𝑢 correlations were mainly developed for investigating heat 

transfer in internal combustion (IC) engines, e.g., Annand (1963). The work of Adair et al. 

(1972) was among the first that proposed a Nusselt correlation for the reciprocating com‐

pressor. Later, Liu and Zhou (1984) further developed the correlation by modifying the 

expression of swirl velocity, which considers the effect of lubricating oil. These two corre‐

lations (Adair’s and Liu’s) were compared by Tan and Ooi (2011), who  investigated the 

heat transfer in the revolving‐vane compressor. The authors modified the characteristic 

velocity to cater for the geometric characteristics of the machine, and the result showed 

that Liu’s correlation could produce relatively accurate predictions, with a maximum error 

of less than 2%. 
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In another study of heat transfer in the reciprocating compressor, Hsieh and Wu (1996) 

pointed out that the fluid velocity changed rapidly at the beginning of the discharge pro‐

cess, and consequently, the average piston velocity was inadequate to represent the fluid 

velocity inside the cylinder. As such, they suggested the normalised viscosity term to re‐

place the Prandtl number and introduced an additional Reynolds number. Based on the 

experiment, a set of correlations was determined for different processes of the working 

cycle, and the comparison between the numerical result obtained by proposed correla‐

tions agreed well with the experimental data. However, as reported by the authors, this 

correlation  is not suitable  for dealing with phase‐changing cases. Disconzi et al.  (2012) 

pointed out that the recirculating flow, caused by valve dynamics during the suction and 

discharge process, strongly affected the effective area of heat transfer. The authors sug‐

gested relating the characteristic velocity of the Reynolds number to the mass flow rate 

through valves, proposing different correlations specifically for each process during the 

cycle. 

Ooi and Zhu (2004) revealed that existing correlations were inadequate for the scroll 

compressor due  to  the geometry  complexity. The authors presented a 2D model  that 

brought the effect of geometry on flow characteristics into consideration, and a compar‐

ison was made between the proposed model and earlier models. The result showed that 

predictions of the amount of heat transfer calculated by the proposed model were signif‐

icantly higher, and this is mainly due to the effect of recirculating flow and the geometry 

deformation on the fluid velocity  in the  late compression period. Another study on the 

scroll compressor was conducted by  Jang and  Jeong  (2006) who take  into account the 

effect of orbiting scroll oscillation on heat transfer occurring in the scroll wrap. Based on 

the experimental result, the authors proposed a modified Nusselt correlation, which could 



 

1‐19 
 

provide more accurate predictions of the discharge temperature. Recently, Rak and Pie‐

trowicz (2020) proposed a correlation for scroll compressors by curve‐fitting the data of 

the CFD simulation. It was found that this correlation could bring the error to less than 15% 

compared to results from 2D numerical models. Table 1‐4 shows correlations proposed in 

different literature for positive displacement compressors.  

Table 1‐4. Empirical correlations proposed in different literature 

Authors  Nusselt number correlation  Application 

Adair et 
al. 

(1972) 
𝑁𝑢 0.053𝑅𝑒 . 𝑃𝑟 .  

Reciprocating 
compressor 

Liu and 
Zhou 
(1984) 

𝑁𝑢 0.75𝑅𝑒 . 𝑃𝑟 .  
Reciprocating 
compressor 

Hsieh 
and Wu 
(1996) 

Pure com‐
pression 

𝑁𝑢 0.163𝑅𝑒 . 𝜇
𝜇

.

 

Reciprocating 
compressor 

Compres‐
sion with 
discharge 

𝑁𝑢 1.64𝑅𝑒 0.382𝑅𝑒 . 𝜇
𝜇

.

 

where 𝑅𝑒  is the Reynolds number based on 
the velocity at the beginning of the discharge 
process 

Pure ex‐
pansion 

𝑁𝑢 0.0488𝑅𝑒 . 𝜇
𝜇

.

 

Expansion 
with suc‐

tion 
𝑁𝑢 0.296𝑅𝑒 . 𝜇

𝜇

.

 

Jang and 
Jeong 
(2006) 

𝑁𝑢 1 3.5
𝐷
𝐷

1 8.48 1 e . 𝑁𝑢  

where 𝐷  is  the diameter of  the curvature,  respectively, 
𝑆𝑡 is  the Strouhal number, and 𝑁𝑢  is  the Dittus‐Bolter 
equation. 

Scroll com‐
pressor 

Disconzi 
et al. 
(2012) 

Suction   𝑁𝑢 0.08𝑅𝑒 . 𝑃𝑟 .  

Reciprocating 
compressor 

Compres‐
sion 

 𝑁𝑢 0.08𝑅𝑒 . 𝑃𝑟 .  

Discharge   𝑁𝑢 0.08𝑅𝑒 . 𝑃𝑟 .  

Expansion   𝑁𝑢 0.12𝑅𝑒 . 𝑃𝑟 .  
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1.3.1.3.2. Conduction 

Conduction, which takes place between the adjacent components, is another major 

mechanism of heat  transfer  for positive displacement compressors. Proper analysis of 

conduction can improve the machine reliability as it provides insight into the temperature 

distribution and thermal loading of compressor components.  

Padhy and Dwivedi (1994) proposed a lumped model in which the rolling piston com‐

pressor was separated into 22 elements. The results show good agreement between the 

estimates and the measured data; it has been found that the largest discrepancy was 3.37 

°𝐶  for  the  temperature  of  the  fluid  inside  the  cylinder.  This  lumped model was  later 

adopted for the reciprocating compressor by Ooi (2003), who reported the discrepancy 

between  predictions  and  measures  below  10%.  Another  application  of  the  lumped 

method was detailed by Sanvezzo and Deschamps (2012); the authors investigated con‐

ductive heat transfer  in the reciprocating compressor. The numerical results are  in rea‐

sonable agreement with the experimental data, with the maximum discrepancy of 14.4°𝐶 

(located on the cylinder surface). Dutra and Deschamps (2013) conducted an experiment 

to investigate the conductive heat transfer in a reciprocating compressor. Temperatures 

of 11 locations were acquired under 3 operating conditions and the thermal conductance 

at each tested location was determined accordingly. Patil et al. (2019) discovered that the 

rate of heat transfer increased as the result of fast compression, whereas the overall heat 

transfer coefficient decreased at the beginning of the compression and eventually stabi‐

lised between 8 to 12 𝑊/𝑚 𝐾. Additionally, an isothermal efficiency of 84‐86% was re‐

ported at the compression ratio of 2.05‐2.35. In another study, Stosic (2015) utilised the 

quasi‐one‐dimensional model  to  obtain  the  fluid  temperature  and  calculate  the  heat 

transfer by convection and conduction. The author reported that the result agreed with 
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records of the visualisation experiment; and it was found that the temperature was line‐

arly distributed along the rotor axis and the maximum temperature of the rotor could be 

reduced from 700𝐾 to 350𝐾, thus improving the machine reliability at high pressure ra‐

tios.  

1.3.1.4. Friction and lubrication 

In mechanical systems, undesirable friction is primarily responsible for the decrease 

in mechanical efficiency. More importantly, severe wear and component failure generally 

occur at contact regions between moving components, as such deteriorating machine du‐

rability.  

Available literature shows that the reduction of friction loss in positive displacement 

compressors is mainly achieved by two approaches. The first method is through the geo‐

metric optimisation of the machine. Yanagisawa and Shimizu (1985c) investigated friction 

losses of the rolling piston compressor. They concluded that the vane‐tip friction is mainly 

affected by  the absolute  sliding velocity of  the vane‐tip, whereas  the  tangential  force 

strongly  influences the vane side friction. Additionally, the total frictional  loss has been 

found  to be more  sensitive  to  the change  in  the  rotor  radius  rather  than  the cylinder 

length. Later, Ooi (2005) found that a narrower but taller cylinder could reduce the friction 

loss occurring  in the rolling piston compressor. This  leads to an  increase  in mechanical 

efficiency of up to 14%. Teh and Ooi (2009b) then introduced a revolving vane mechanism, 

in which the rotor and the cylinder rotate concentrically. Compared to the traditional roll‐

ing piston compressor, the proposed design minimises relative motions between the con‐

tacting surfaces in the cylinder, and consequently, the total friction loss was reduced by 

19.7%, bringing about the mechanical efficiency to 94.1%.  
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Liu et al. (2010) developed an optimisation procedure to reduce friction losses among 

bearing  components of  the  scroll  compressor,  including  the  thrust bearing,  the  crank 

bearing, and the upper and lower bearings. The authors found that friction loss could be 

reduced from 11.4% to 38.1% by introducing smaller diameters to the four bearings. Yang 

et al. (2013) reported that friction losses at the bearings of the reciprocating compressor 

decreased with the stroke‐to‐bore ratio, whereas the friction between the piston and cyl‐

inder wall exhibited an opposite trend due to the increase in piston mean velocity. In slid‐

ing vane compressors, Bianchi and Cipollone (2015) discovered that  lighter vane blades 

and a slower operating speed could achieve a significant reduction in friction losses. Re‐

cently, Gu et al.  (2021) proposed a new variant of  the sliding vane compressor, which 

features a rotating cylinder. Under the same working condition, it was found that the pro‐

posed design could reduce friction losses by up to 10% compared with the conventional 

design. 

Another method to reduce friction losses is to apply lubricants. Kim and Lancey (2003) 

modelled the lubrication system of a rolling piston compressor to predict the lubricating 

oil flow rate. Compared with the measured data, predicted values obtained by the model 

presented acceptable accuracy, with a difference of 5.8%. Afshari et al.  (2017)  investi‐

gated the effect of the oil viscosity on the energy consumption of a reciprocating com‐

pressor used for air‐water heat pumps. Wu et al. (2017) proposed a comprehensive net‐

work model to describe the circulation of lubricating oil throughout the screw compressor. 

Based on  their experiment,  it was  found  that  the overall performance of  the machine 

could be  improved by  injecting  low‐temperature  lubricating oil from the discharge end 

bearing to the working chamber. In recent research conducted by Ozsipahi et al. (2019), 

the  lubrication system of a compact  inverter reciprocating compressor was numerically 
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modelled by using two CFD methods, namely the Sliding Mesh and the Moving Reference 

Frame. 

Apart from the common role in reducing friction loss, lubricants can be used to address 

losses caused by other factors, such as leakage and gas superheating. Valenti et al. (2013) 

conducted research on the effect of lubricating oil on the performance of a mid‐size vane 

compressor. The results revealed that the lubricating oil (with the size of 100𝜇𝑚) could 

effectively  reduce  the  fluid  temperature  to as  low as 60 °𝐶, allowing  the compression 

work to decrease by 23‐28%. Later, Pizarro‐Recabarren and Barbosa (2016) investigated 

the cooling effect of the  lubricating oil  in the reciprocating refrigeration compressor.  It 

was reported that the lubricating oil could slightly increase the cooling capacity and indi‐

cated COP by 2.3% and 9%, respectively.  

1.3.1.5. Valve dynamic and port characteristics 

Valve is an essential component of a positive displacement compressor in controlling 

the fluid flow during the suction and discharge stages. A suction valve  is used to adjust 

the amount of fresh charge, while a discharge valve is used to prevent the backflowing of 

compressed fluid.  

Reciprocating compressors are generally equipped with both suction and discharge 

valves; studies on the valve dynamic of reciprocating compressors can be sought in a large 

body of literature. Some typical examples are as follows. Nagata et al. (2010) analysed the 

effect of the compressor operating speed on the suction valve. The authors found that 

low operational speed could result in severe vibration of the valve over the suction port, 

causing  the volumetric efficiency  to  fluctuate periodically. As  the speed  increased,  the 

viscous effect of the lubricant on the valve could be reduced, which increases the maxi‐
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mum displacement. On conducting an experimental study on the trans‐critical CO2 com‐

pressor, Ma et al. (2012) suggested that a reasonable low discharge pressure and a smaller 

size of valve lift are preferable for valve life due to lower stress from the rebound process. 

The results of the investigation of the effect of various factors on the impact load acting 

on the ring valve done by Wang et al. (2013) have suggested that the valve  inclination 

became more severe during the closing of the discharge valve, and the inclining angle of 

the discharge valve became unpredictable when the pressure ratio exceeded 2.55. Addi‐

tionally, the impact velocity of the valve was mainly affected by the variation of the piston 

velocity and the volume of the compression chamber. An important topic is valve failure; 

on this topic, Mu et al. (2019) have proposed a dynamic model to analyse the factor that 

causes such failures. The proposed model considered the relationship between the valve 

displacement and  various  factors,  including  the effective  length,  the elastic  force,  the 

mass of the valve reed, and the viscous stiction. In a recent study, Egger et al. (2020) in‐

troduced a mechanical support mechanism to the conventional valve. They reported that 

the proposed design could increase the cooling capacity by 22% and considerably reduce 

the  impact stress during the suction process, while the  improvement of COP was quite 

limited due to the additional friction losses caused by the support mechanism. 

In rotary compressors, the suction valve is not necessarily required as the suction and 

discharge ports are physically separated by the rotor. In contrast, the discharge valve plays 

an important role in ensuring the fluid is delivered at the designated pressure and avoid‐

ing  the high‐pressure backflow. Generally,  the reed‐type valve, as shown  in Fig. 1‐5,  is 

commonly used in various rotary compressors. Huang and Xie (2008) presented a dynamic 

analysis to investigate the influence of the retainer on the reliability of the valve. The sim‐

ulation results show that the pressure pulsation became more severe during the discharge 
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process when the size of the retainer was reduced. Teh et al. (2009) modelled a rotating 

valve that is employed in the revolving vane compressor. Compared to the conventional 

design, the rotating valve was found to possess better reliability due to the softening ef‐

fect of the centrifugal force. However, the author suggested that the dimensions of the 

valve should be chosen following the operating speed to avoid valve loss due to centrifu‐

gal overloading and resonance. 

 

Fig. 1‐5. Structure of the reed‐type valve. 

Yu et al. (2018) applied the fluid‐structure interaction (FSI) to analyse the effect of the 

torsional movement. They  reported  that  the maximum  impact stress was  found  to  in‐

crease with the torsional movement, and the level of the torsional movement was signif‐

icantly affected by the geometry of the discharge port and the mounting method of the 

valve reed. Later, Min et al.  (2018) proposed an empirical correlation of  the discharge 

coefficient to calculate the effective area. This correlation was derived based on the CFD 

simulation that considers the influence of geometric parameters, including the valve lift, 

the valve size, and the port dimensions. Compared to the experimental result, the pro‐

posed correlation was found to predict cooling capacity and  input power with an error 

band of 10%.  
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During the suction and discharge processes, the mass flow rate of the fluid is not only 

affected by the dynamic behaviour of the valve, but also by the port characteristics, in‐

cluding, position, geometry, and size. Kim et al. (2004) studied the performance of the 

twin rotary compressor, and their result showed that the adiabatic efficiency could be 

increased when either  the port diameter or porting angle were  increased. Mujic et al. 

(2008) found that the shape and size of the discharge port were the dominant parameters 

that affect the gas pulsation occurring in the screw compressor. In a study of the limaçon 

positive displacement machine, Sultan and Schaller (2011) utilised the stochastic optimi‐

sation technique to find the port geometry that can produce the best performance for 

given machine dimensions. Lim et al. (2017) reported that the increase in the size of the 

port led to a higher suction loss but a lower discharge loss. In another study, Zhao et al. 

(2020) proposed a new design of the discharge port to alleviate the severe pressure dif‐

ference between the up‐ and down‐side chambers of the scroll compressor. The results 

showed that a 2.4% of improvement in the isentropic efficiency and a 50% of reduction in 

pressure difference could be achieved by applying the proposed discharge port. Recently, 

Gu et al. (2021) analysed the influence of the port configuration employed in their pro‐

posed sliding vane compressor with a rotating cylinder. The authors concluded that the 

machine performance was more sensitive to the variation of the coverage angle. 

1.3.1.6. Capacity control 

Capacity control is referred to as the method that assists the compressor to adjust the 

machine capacity as per the working load on demand. In the compressor system, capacity 

control methods can ensure the machine operates efficiently and protect the system from 

damage. In the open literature, stepless control and variable speed control are the two 

commonly used methods in positive displacement compressors.  
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The principle of stepless control is to delay the closing time of the suction vale via the 

supply of the external force (usually hydraulic force), allowing excess fluid to escape from 

the working chamber  (Hong et al., 2009). As a result, the amount of  fluid that  is com‐

pressed matches the working load. Stepless control was proposed by the work of Tuymer 

(1974), and it has been mainly used in reciprocating compressors. In the past decade, the 

research  interest  in  stepless  control has  focused on  theoretical modelling and perfor‐

mance analysis (Hong et al., 2009; Bin et al., 2013; Wang et al., 2018), dynamics of the 

suction valve (Jin and Hong, 2012; Tang et al., 2014; Liu et al., 2016), and the optimisation 

of the actuator (Jiang et al., 2020; Zhang et al., 2020; Sun et al., 2021). 

Another frequently used capacity control method is speed control, in which the oper‐

ating speed is regulated by a variable speed drive to respond to the variation of the work‐

ing load. In practice, speed control is widely employed for domestic refrigeration and air‐

conditioning systems (Li, 2013). Tassou and Qureshi (1996) assessed the performance of 

three compressors with speed control. The result showed that the volumetric efficiency 

of all tested compressors increased with the speed, while the isentropic efficiency exhib‐

ited an opposite trend. Additionally, the authors also reported that speed control pro‐

vided an energy‐saving up to 9.6%, 23.7%, and 9.8% for the rotary compressor, and the 

open‐type and semi‐hermetic reciprocating compressors, respectively. In another study, 

Aprea et al. (2006) found that an average energy saving of 20% could be achieved if speed 

capacity control is introduced to the scroll compressor. Wang et al. (2017) compared the 

variable speed method with sliding valve control, and  it was noticed that the variable‐

speed  control  could provide an adiabatic efficiency of 72.8% at a 25%  load  condition, 

which is better than the 42.5% obtained from the sliding valve mechanism.  
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Capacity control of fluid compression systems can also be realised in some other ways. 

Bypass/recycling is the simplest way to adjust the compressor capacity, which directs the 

redundant fluid in the discharge side back into the suction side via a bypass pipe (Yaqub 

and Zubair, 2000). However, the compression work of the bypassed fluid is wasted, mak‐

ing this method an  inefficient form of capacity control. The work by Jeong et al. (2014) 

reported that the compressor performance with speed control was 5 times better than 

that with gas bypass at part load. However, the work by Wang et al. (2012) pointed out 

that the COP and energy efficiency of the scroll compressor could be improved up to 34% 

and 42%, respectively, if the gas was bypassed at the suction instead of after compression 

stroke. 

Other capacity control methods include clearance pocket and suction throttling (Hold‐

ack‐Janssen and Kruse, 1984; Yaqub and Zubair, 1996; Wang et al., 2015; Hollingsworth 

et al., 2019), but the literature available on these topics is limited. Table 1‐5 presents a 

comparison of different capacity control methods. 

Table 1‐5. Comparison of different capacity control methods 

Methods  Principle  Pros and cons 

Stepless 
control 

The closing of the suc‐
tion valve is delayed by 
an external force, allow‐
ing excess fluid to flow 
out of the working 
chamber 

Pros: 

 Theoretically, capacity adjustment 
ranges from 0 to 100% 

 Cons: 

 Fatigue and wear consequences on the 
suction valve due to the reverse flow 

Speed 
control 

Operating speed is regu‐
lated to match the 
working load 

Pros: 

 Most energy‐efficient 
 Cons: 

 High cost of variable speed drives for 
large‐scale applications 

 Difficult to ensure reliable valve opera‐
tion 

 Mechanical resonance, pulsation, and 
torsional‐related issues might occur  
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Table 1 5. Comparison of different capacity control methods (Continued) 

Methods  Principle  Pros and cons 

Bypass 

Compressed fluid is by‐
passed to the suction 
line before delivering, 
thus reducing the ca‐
pacity 

Pros: 

 The simplest way to apply 
 Cons: 

 Compression work on the bypassed 
fluid is wasted 

 Usually requires a heat exchanger to 
cool the bypassed fluid 

Clearance 
pocket 

The additional clearance 
volume is introduced to 
the working chamber 

Pros: 

 Compression work on the fluid in the 
clearance area can be recovered 

 Cons: 

 Less efficient with low compression ra‐
tios 

Suction 
throttling 

Reduce the suction 
pressure by throttling 
the fresh charge via the 
control valve at the suc‐
tion 

Pros: 

 Least costly and easy to apply 
 Cons: 

 High discharge temperature 

 Worst performance 

 

1.3.2. Recent innovative modelling in compressor research 

In  the design phase, mathematical modelling  is  the most practical and economical 

method to simulate the thermodynamic processes implemented by the machine and pre‐

dict the performance of the system. The published literature shows that most of the math‐

ematical model is derived by using physical and thermodynamic laws together with the 

description of machine dimensions and geometries. For example, Ooi and Wong (1997) 

proposed a mathematical model of the rolling piston compressor, which considers geo‐

metric, thermodynamic, dynamics and frictional effects.  

However,  the process  executed by  the  compressor  is  rather  intricate,  causing  the 

mathematical  relationship underlying  such a process  is not  readily obtainable  (Sultan, 

2007). As such, the conventional modelling method is usually insufficient to describe the 

workings of the compressor under the actual condition. Recently, there has been a trend 
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of using machine learning methods for mathematically impractical applications. One re‐

markable benefit is that such a method is trained by a small number of actual measure‐

ments to explore the hidden function that relates inputs and outputs, meaning the math‐

ematical  relationship between parameters  is unnecessary. This  section will provide an 

overview of several machine learning methods that have been applied to the modelling 

and optimisation process of positive displacement compressors. 

1.3.2.1. Artificial Neural Network 

Artificial neural network (ANN) is a method inspired by biological neural networks to 

solve complex problems in a variety of disciplines (Jain et al., 1996). A typical structure of 

ANN has three layers, namely input, hidden (can be multiple), and output layers. In prac‐

tice, each input data, 𝑥, is multiplied by a weighting factor, 𝑤, and then connected to the 

output via the hidden layer, which contains an added bias, 𝑏, the summation function, ∑, 

and activation function, 𝑓. Fig. 1‐6 depicts the schematic diagram of the ANN workflow. 

 

Fig. 1‐6. Schematic diagram of ANN applied in positive displacement compressors. 
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In positive displacement  compressors, ANN  is a popular method  for mathematical 

modelling and performance prediction. Namdeo et al. (2008) applied ANN to analyse the 

leakage through the valve so that the valve failure can be detected at an early stage. Sa‐

naye et al. (2011) modelled the rotary vane compressor by using the ANN method. The 

predictions  from the ANN model agreed well with the experimental data, showing the 

largest mean relative error (MREs) of 7.36%. In a later study, Belman‐Flores et al. (2015) 

further demonstrated the accuracy of the ANN model and compared it with the physical 

model  in terms of modelling a reciprocating compressor. Tian et al.  (2015) proposed a 

hybrid model, which combines Partial Least Squares (PLS) regression with ANN, to predict 

the thermodynamic performance of the scroll compressor. Compared to the model using 

only ANN or PLS, the hybrid model produced relatively accurate results, in which the larg‐

est MREs was 1.96% and the correlation coefficients ranged  from 0.9703 to 0.9999.  In 

another study, Zendehboudi et al. (2017) compared the reliability of two modelling meth‐

ods, i.e., ANN and Adaptive Neuro‐Fuzzy Inference System (ANFIS), in modelling a scroll 

compressor that has a vapour injection mechanism. The authors found that both model‐

ling techniques showed comparable performance in terms of predictions of the discharge 

flow rate and power consumption, with the largest difference of less than 0.7%. 

1.3.2.2. Genetic Algorithm Optimisation 

Genetic algorithm (GA) is another machine learning method used in the optimisation 

of many engineering problems. It is inspired by the principle of natural selection and evo‐

lution to find design solutions from a large search space based on fitness/objective values 

(Whitley, 1994). A classic GA is comprised of five phases, including encoding, fitness/ob‐

jective evaluation, reproduction, crossover, and mutation. Fig. 1‐7 presents a detailed pro‐

cess of GA. 
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The work of Huang and Tsay (2009) is an example that used the GA method to optimise 

the mechanical efficiency of the sliding vane compressor. Chen and Ooi (2021) developed 

an optimisation procedure for the coupled vane compressor based on the Non‐dominated 

Sorting Genetic Algorithm  II (NSGA‐II). From the optimisation result, the authors found 

that a larger working chamber while a smaller rotor could improve the compressor per‐

formance with respect to the same cylinder size. The NSGA‐II was also adopted by studies 

of reciprocating compressors aimed at optimising the actuator  for the stepless control 

system (Jiang et a., 2020; Zhang et al., 2020).  In a recent study, Silva and Dutra (2021) 

applied GA to optimise the piston trajectory of the reciprocating compressor. The authors 

reported that the optimum piston trajectory could increase the thermodynamic efficiency 

from 88.3% to 92.1% and the volumetric efficiency from 70.9% to 72%. In addition, the 

proposed optimum design was found to be more efficient and less affected by the pres‐

sure ratio under the working condition other than the baseline. 

1.3.2.1. Other methods 

There are some other machine learning methods applied in the modelling and optimisa‐

tion of positive displacement compressors, albeit to a limited level. Lu et al. (2021) used 

the Bayesian optimisation method to optimise the port geometries of the limaçon rotary 

compressor. According to the results, the authors discovered that most of the obtained 

outcomes fell into the desired region, and the average isentropic and volumetric efficien‐

cies obtained from the optimisation were 93.81% and 83.62%, respectively. In addition, 

the authors also reported that the obtained optimum design exhibited a certain level of 

robustness when  the operating condition  fluctuated within a small percentage around 

that used  in  the optimisation. Fig. 1‐8 shows  the process of  the Bayesian optimisation 

method applied in positive displacement compressors. 
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Fig. 1‐7. A schematic diagram of GA. 

  

Sultan and Kalim  (2011) presented a  two‐level hybrid optimisation, which  incorpo‐

rates the simultaneous perturbation stochastic approximation (SPSA), to find the best pis‐

ton trajectory of the reciprocating compressor driven by the geared five‐bar mechanism. 

Later, Phung and Sultan (2021) also employed the SPSA method to optimise dimensions 

of  the  limaçon positive displacement machine  for given operating conditions. Qi et al. 

(2018) employed Principal Component Analysis (PCA) to denoise the large‐scale data, and 
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the denoised data was then used by the Support Vector Machine (SVM) classifier to obtain 

the sparse coefficient for the fault‐diagnosis model. The authors reported that the pro‐

posed model was robust to the change in working conditions, with an accuracy rate of 80% 

for detecting potential faults. Recently, Lu et al. (2021) adopted PCA to optimise the heat 

transfer and torque patterns to improve the reliability of the reciprocating compressor. 

Table 1‐6 summarises the application of various machine learning methods in positive dis‐

placement compressors. 

 

Fig. 1‐8. Process of Bayesian optimisation applied in positive displacement compressor. 
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Table 1‐6. Summary of machine learning methods applied in positive displacement compressors 

Meth‐
ods 

Type of compres‐
sor 

Applications  Main reference 

ANN 

Sliding vane 
Detection of valve fail‐

ure 
Sanaye et al. (2011) 

Reciprocating 
Mathematical model‐

ling 
Namdeo et al. (2008) 

ANN  Scroll  Performance prediction  Tian et al. (2015) 

GA 

Sliding vane 
Improvement of me‐
chanical efficiency 

Huang and Tsay (2009) 

Coupled vane 
Optimisation of rotor‐
chamber configuration 

Chen and Ooi (2021) 

Reciprocating 
Optimisation of valve 
actuator and piston tra‐

jectory 
Silva and Dutra (2021) 

Bayes‐
ian op‐
timisa‐
tion 

Limaçon (rotary) 
Optimisation of port 

geometry 
Lu et al. (2021) 

SPSA 

Reciprocating 
Optimisation of piston 

trajectory 
Sultan and Kalim (2011) 

Limaçon (rotary) 
Machine geometric de‐

sign 
Phung and Sultan (2021) 

PCA  Reciprocating 
Fault diagnosis  Qi et al. (2018) 

Reliability improvement  Lu et al. (2021) 

 

1.3.3. Challenges and opportunities for future studies 

Although numerous research works have been dedicated to various aspects of positive 

displacement compressors, further investigations are needed to address some key issues 

that are listed as follows: 

(1). In practice, the compressor performance and working characteristics reported in 

the literature may be insufficient to guide the selection process, as most studies 

were conducted under specific working conditions. More experimental studies 



 

1‐36 
 

are needed to provide more detailed information on positive displacement com‐

pressors, especially the new technologies.  

(2). It is worth mentioning here that compressor performance maps are useful tools 

to guide  the machine selection process as per the demand of  the application. 

However,  performance  mapping  of  positive  displacement  compressors  was 

rarely  discussed  in  the  available  literature  (Ma  et  al.,  2020),  and more  im‐

portantly,  the current standard  (AHRI Standard 540‐2020) of  the mapping ap‐

proach applies only to a limited range of applications (AHRI, 2020). Therefore, it 

is also  recommended  that more  research efforts should be conducted on  this 

topic. 

(3). The application of  lubricating oil has many positive effects on machine perfor‐

mance (Afshari et al., 2016). However, the extreme condition (i.e., high temper‐

ature and pressure) at the compressor discharge and the presence of the fluid‐

oil mixture significantly affects the viscosity of the oil and deteriorates the lubri‐

cating performance. Hence, further study on lubrication systems is required. In 

fact, one solution to such an issue is by applying materials, such as nanoparticle 

additives,  that have extreme condition  functionality  (Karnaz et al., 2017),  this 

may need interdisciplinary collaborations between mechanical and material en‐

gineering. 

(4). Although research interest in the two‐phase flow has increased significantly, the 

discontinuity of properties of the two‐phase flow is still a challenging issue and 

further development of two‐phase flow modelling is necessary. 
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(5). With the aid of advanced simulation resources, compressor models based on CFD 

have become more accessible, offering more insights into complicated phenom‐

ena such as heat transfer. However, the difficulties in solving problems that re‐

quire multiphysics modelling still exist, and the balance between model accuracy 

and computational cost also remains a challenge. 

(6). Machine  learning methods have become  increasingly popular  in the modelling 

and optimisation of positive displacement compressors. The major benefit of us‐

ing machine learning methods is that the mathematical relationship between pa‐

rameters is not necessarily required. Therefore, it could be expected that future 

work on modelling and optimisation will be more effective  if machine  learning 

methods are widely adopted. 

(7). The exergy and thermoeconomic analysis are effective methods to identify the 

irreversibility and their associated costs in the system. The research effort, espe‐

cially from the industry, should pay more attention to such a method, as it can 

provide useful information about potential improvements and capital savings for 

the compressor and its system. 

(8). Waste heat recovery is a promising method to recycle the thermal energy pro‐

duced in the fluid‐compression. One noticeable advantage of this method is the 

improvement in energy utilisation due to the recovery of waste heat. However, 

the current challenge with this method is the cost and technology to be utilised 

to  recover  low‐grade waste heat, which makes  this method  less attractive  to 

small‐scale  applications,  such  as  domestic  refrigeration.  Therefore,  future  re‐

search to address this  issue would be beneficial for  improving the energy effi‐

ciency and sustainability of compressor systems. 
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Due to their essential role in many engineering systems, positive displacement com‐

pressors have received particular attention from the research sector. Many studies have 

been dedicated  to better understanding  the  intricate workings of  the compressor and 

bringing about improvements in machine performance. This paper presents a review of 

the published  literature available on different topics of positive displacement compres‐

sors, including modelling of internal leakage and heat transfer, methods and design im‐

provements to reduce friction, the effect of valve dynamics and port geometry, and ca‐

pacity control strategies. 

Machine learning methods have been demonstrated to be accurate and computation‐

ally  cost‐effective  in  solving  complex problems.  In positive displacement  compressors, 

ANN is one of the most used machine learning methods to model the operation and pre‐

dict the machine performance.  In the past decade, other machine  learning techniques, 

such as Bayesian optimisation, have been adopted in the design and optimisation phase, 

albeit to a limited level.  

As  research and development progressed,  the performance of existing compressor 

technologies has been improved, and many innovative designs with significant potential 

for further performance improvements have been conceptualised and even commercial‐

ised. However, more studies are still needed for the current challenging issues; these are 

also the directions of research on positive displacement compressors in the future. 

1.4. Structure of the thesis 

The thesis presented here endeavours to demonstrate a new positive displacement 

compressor technology via creating a multi‐physical model which encompasses the vari‐

ous aspects encountered in the positive displacement domain; namely, kinematics, ther‐
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modynamics, fluid dynamics and vibration analysis. The resulting model will then be uti‐

lised to assess the suitability of the technology and identify the set of parameters which 

govern the performance of the investigated compressor. Consequently, an optimisation 

technique will be employed to estimate the best values of these parameters which ensure 

optimum performance for given operating conditions.  

The thesis consists of five chapters and its structure is outlined as follows. Chapter 1 

starts with the introduction of the background information and motivations of the project, 

which also establishes the research objectives and presents a review of the relevant liter‐

ature. In Chapter 2, the mathematical model of the proposed limaçon rotary compressor 

is formulated, and the effect of various operating parameters on the compressor perfor‐

mance is investigated. Chapter 3 presents an optimisation process based on the Bayesian 

optimisation method to optimise the geometrical parameters and port locations for the 

best volumetric and thermodynamic performance. Chapter 4 investigates the effect of the 

apex seal vibration on the performance of two embodiments, i.e., circolimaçon and lima‐

çon‐to‐limaçon. This chapter also details a comparative study discussing the viability of 

the circolimaçon embodiment. Finally, the findings produced by this research project and 

recommendations for future works on the  limaçon rotary compressor are presented  in 

Chapter 5. 
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Chapter 2. Mathematical modelling and parametric study of the li‐

maçon rotary compressor2F2F2F

‡ 

2.1. Abstract 

In this chapter, a class of rotary positive displacement compressors which is known as 

the limaçon compressor is introduced. The main feature of such a compressor is that pro‐

files of its housing and rotor and the motion of its rotor are developed from a mathemat‐

ical curve called the limaçon of Pascal. A mathematical model of the limaçon compressor, 

which incorporates the mass flow of the working fluid, the leakage loss, the dynamic re‐

sponse of the discharge valve, as well as the thermodynamic behaviours, is formulated, 

and the simulation of such a model has been performed to study the operational charac‐

teristics of the limaçon compressor. A parametric analysis is also conducted to investigate 

the effects of various parameters on compressor performance. Based on the results, it is 

found that the machine performance deteriorates as the operating speed increases de‐

spite an initial rise in the volumetric efficiency. Additionally, the isentropic efficiency ap‐

pears  insensitive to the change  in the pressure ratio, whereas a negative effect on the 

volumetric efficiency  is noticed when the pressure ratio  is  increased. The effect of the 

valve diameter on the over‐compression loss has also been studied, and the result indi‐

cates that a smaller valve diameter leads to a higher level of fluid over‐compression. 

Keywords:  Rotary  compressor;  Limaçon  of  Pascal;  Positive  displacement  compressor; 

Compressor simulation; Isentropic efficiency; Volumetric efficiency. 

 
‡ This chapter has been published: Lu, K, Sultan, I. A., and Phung, T. H. (2022) "Mathematical modeling 

and parametric study of the limaçon rotary compressor," International Journal of Refrigeration, 134, 219‐
231.https://doi.org/10.1016/j.ijrefrig.2021.11.014 
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2.2. Introduction 

Rotary positive displacement compressors have become increasingly popular in many 

engineering applications such as in heating, ventilation, and air‐conditioning. Compared 

to the reciprocating compressor, one noticeable advantage of rotary machines is the sim‐

ple machine structure, making them more compact in size, lighter in weight, and allowing 

for a lower weight to displacement ratio (Spark and Lu, 2019).  

Literature shows that research effort has been dedicated to investigating various types 

of rotary compressors. Some examples in the field of the rotary compressor are the works 

of Chen et al. (2002a; 2002b) and Cuevas et al. (2010), which presented detailed investi‐

gations on the performance of the scroll compressor with respect to various factors. Stosic 

et al. (2003) endeavoured to explore the suitable optimization procedure for a given ap‐

plication of the screw compressor. They discovered that the geometric and operating fac‐

tors exhibit different  levels of  impact on the machine performance when changing the 

working condition. Teh and Ooi (2009) proposed a new design of the vane compressor by 

introducing a mechanism called the revolving vane, which can reduce the frictional loss 

by 20%. The understanding of  the mechanical and  thermodynamical  characteristics of 

such a design is further elaborated by the work of Subiantoro and Ooi (2009; 2011; 2012a; 

2012b). Zhang et al. (2014) carried out a study on the crankshaft dynamic behaviours of 

rolling piston compressors. They found that the transverse force exerted on the crank‐

shaft and the wear‐out of journal bearings can be reduced when the dynamic balance of 

the crankshaft maintains at 80%. It is worth noting that the current interest in research is 

given  to such mature  technologies as  the vane compressor and  the scroll compressor. 

Some of the promising concepts, for example, the limaçon technology, have yet received 

enough attention from either academia or the industrial communities.  
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The  limaçon compressor utilizes a mathematical curve called the  limaçon of Pascal. 

During the operation, the chord, 𝑝 𝑝 , of length 2𝐿 , rotates about its midpoint, 𝑐, and 

sliding at the limaçon pole, 𝑜. Both points 𝑐 and 𝑜 fall on a stationary circle (i.e., the base 

circle) of radius 𝑟, as shown  in Fig. 2‐1(a).  If  introducing a stationary frame 𝑋 𝑌  at the 

pole 𝑜, and a moving  frame 𝑋 𝑌  at 𝑐,  the  sliding distance 𝐿  of  the chord, measured 

from 𝑜 to 𝑐 along the 𝑋 ‐axis, can be expressed as a function of the rotor angular displace‐

ment 𝜃, measured from 𝑋 ‐axis to 𝑋 ‐axis, as: 

𝐿 2𝑟 sin𝜃  (2‐1)  

The radial distance from the pole 𝑜 to the apex of the chord can be given by adding 𝐿  to 

half of the chord length, 𝐿 , 

𝐿 2𝑟 sin𝜃 𝐿   (2‐2)  

The parametric form of the endpoint  𝑝  can be expressed with respect to the stationary 

frame 𝑋 𝑌  as: 

𝑥 𝑟 sin 2𝜃 𝐿 cos 𝜃        
𝑦 𝑟 𝑟 cos 2𝜃 𝐿 sin𝜃  

(2‐3)  

Subsequently, the machine housing can be generated  in accordance with the curve 

produced by equation (2‐3). It should be pointed out that the limaçon curve, in order to 

be applicable for fluid machinery, has to comply with the restraint of the limaçon aspect 

ratio, 𝛽,  

0 𝛽
𝑟
𝐿

0.25  (2‐4)  

This relationship ensures that points 𝑝  and 𝑝  will not fall  inside the base circle, so  it  is 

possible to acquire a single‐looped and dimple‐free profile of the limaçon housing. 
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(a) 

 

(b) 

Fig. 2‐1. (a) The limaçon compressor; (b) Illustration of the working process (suction is blue and discharge is red). 
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It is worth noting here that the housing and rotor share the same chord, resulting in 

the radial distance of half portion of the rotor, 𝐿 , has an identical form as equation (2‐2). 

However, interference between the housing and rotor occurs due to the same radial dis‐

tance. This generally leads to a reduction in performance since severe frictional loss may 

take place during the operation. As such, an apex clearance, 𝑙 , is introduced to equation 

(2‐2) to produce the rotor radial distance with the form: 

𝐿 2𝑟 sin𝜃 𝐿 𝑙   (2‐5)  

where 𝑟  is the radius of the rotor base circle. 

The parametric  form of the rotor with respect to the moving  frame, 𝑋 𝑌 , can then be 

expressed as: 

𝑥 𝑟 sin 2𝜃 𝐿 𝑙 cos 𝜃        
𝑦 𝑟 𝑟 cos 2𝜃 𝐿 𝑙 sin𝜃 

(2‐6)  

The limaçon concept has appeared in fluid machinery since Wheildon (1896) filed the 

patented design of a rotary engine. Unfortunately, none of those early designs was possi‐

ble to be machined owing to the lack of adequate mathematical understanding of such 

technology as well as the limitation of manufacturing methods. In the past two decades, 

the work of Sultan (2005; 2006; 2007; 2008a; 2008b) has brought the limaçon technology 

back to the public attention and provided an understanding of the mathematical charac‐

teristic of the  limaçon machine. The  limaçon compressor possesses advantages such as 

being compact in size and light in weight. Additionally, the two‐lobe design of the rotor 

implies the double‐acting nature of the machine, and more importantly, the gap between 

the housing and rotor apices is constant, which enables a better sealing performance as 

shown by the work of Phung et al. (2018).  
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Literature shows that some attempts have been made to explore the gas expander 

based on the limaçon curve (Sultan and Schaller, 2011; Sultan, 2012; Phung et al., 2016; 

Phung and Sultan, 2018; Phung and Sultan, 2021). However, it also has been noticed that 

the application of the limaçon motion in positive displacement compressors has yet been 

investigated in the available papers, which is also the motivation of this study. In this chap‐

ter, a mathematical model is presented to describe the working of the limaçon positive 

displacement compressor. The computational  software, MATLAB, and  the database of 

fluid thermodynamic properties, REFPROP, are utilized to simulate the thermodynamic 

behaviour of the working  fluid. The effects of operating  factors on compressor perfor‐

mance are parametrically analysed based on the proposed thermodynamic model. 

2.3. Mathematical models of the limaçon compressor 

2.3.1. The kinematic model 

Analogous  to other positive displacement compressors,  the volume of  the working 

chamber of the  limaçon compressor periodically changes with the angle rotated by the 

crankshaft. As can be seen  in Fig. 2‐1, the working chamber  is geometrically separated 

into two portions by the rotor, namely the upper and lower chambers. When the rotor 

starts to rotate from the dead centre (i.e., 𝜃 0), the upper chamber begins to contract 

to perform the compression process, and the lower chamber simultaneously expands to 

draw fluid from the intake port. The volume of the fluid that the machine processes, 𝑉 , 

at any crank angle, 𝜃, can be expressed in terms of the machine geometrical parameters 

as: 

𝑉 𝐻𝐿 𝜋 𝛽
𝑟
𝐿

𝑙
𝐿

1
𝑙

2𝐿
4𝛽 cos𝜃 4

𝑟
𝐿

1
𝑙
𝐿

 

  (2‐7)  
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where 𝐻 is the axial length of the rotor measured perpendicular to the page. The rate of 

change of 𝑉  with respect to the angular displacement is given by: 

From equations (2‐7) and (2‐8), it is noticed that the size of the working chamber depends 

on the  limaçon aspect ratio, 𝛽, when the machine size (as determined by 𝐻 and 𝐿 )  is 

determined. This  is a distinguishing  feature of the  limaçon compressor as  it allows the 

machine to achieve a larger capacity within a small machine size.  

2.3.2. Mass flow rate through the port 

2.3.2.1. Instantaneous area of the port 

The mass flow rate through the port can be expressed as: 

𝑚 𝜌 𝐴 𝑢   (2‐9)  

where 𝜌 , 𝑢 , and 𝐴  are the density and velocity of the fluid, and the instantaneous area 

of the port at the downstream side, respectively.  

In equation (2‐9), the port area can be determined based on the insightful work of Sultan 

and Schaller (2011). During the machine operation, the rotor leading apex, 𝑝 , successively 

contacts the two edges of the port, which are called the leading edge and the trailing edge, 

respectively. The angular positions of the two edges are defined by two angles, 𝜃  and 𝜃 , 

that have a relationship shown in equation (2‐10): 

𝜃 𝜃 Δ𝜃  (2‐10)  

where Δ𝜃 is the angular width of the port. The radial position of these edges is described 

by using two position vectors, 𝑅  and 𝑅 : 

𝑑𝑉
𝑑𝜃

4𝛽𝐿 𝐻 sin𝜃  (2‐8)  

𝑅 𝐿 2𝛽 sin𝜃 1 𝑅

𝑅 𝐿 2𝛽 sin𝜃 1 𝑅
  (2‐11)  
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where 𝑅
cos 𝜃
sin𝜃

0
 and 𝑅

cos𝜃
sin𝜃

0
 are the unit vectors. The port width, 𝑊 , can then 

be calculated from the edge vectors of the port as follows: 

To calculate the full port area, 𝐴 , both the inlet and outlet ports are assumed to be a 

semi‐circular shape as illustrated in Fig. 2‐1, thus obtaining the expression as follows:  

𝐴 𝐿 𝑊 𝑊 1
𝜋
4

  (2‐13)  

where 𝐿  is the length of the port, and it satisfies the constraint, in which 𝐿 𝐻.  

It should be pointed out that the port areas, that are exposed to the working chambers, 

vary during the suction and discharge processes due to the relative position between the 

rotor and the port edges. To calculate the instantaneous area opening for the control vol‐

ume, the position of the rotor leading and trailing apices with respect to the port edges 

are defined by employing the vector 𝑈  and 𝑈 , respectively: 

𝑈 𝐿 2𝛽 sin𝜃 1 𝑋

𝑈 𝐿 2𝛽 sin𝜃 1 𝑋
  (2‐14)  

where 𝑋
cos𝜃
sin𝜃

0
 is the unit vector of the 𝑋 ‐axis. The relative positions of the rotor 

leading apices with respect to the port edges are given by two scalar quantities, 𝑆  and 𝑆 , 

shown in equation (2‐15) as follows: 

𝑆 𝑅 𝑋  ∙ 𝑋 𝑌
𝑆 𝑅 𝑋  ∙ 𝑋 𝑌

  (2‐15)  

where 𝑌
sin𝜃

cos 𝜃
0

 is  the  unit  vector  of  the 𝑌 ‐axis.  Subsequently, 𝐴  can  be  deter‐

mined in accordance with one of the four following cases of 𝑆  and 𝑆 :  

𝑊 |𝑅 𝑅 |  (2‐12)  
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a) 𝑆 0 and 𝑆 0, which indicates that the port is fully open to allow fluid to flow 

into the working chamber. In this case, 𝐴  can be conveniently set equal to 𝐴 . 

b) 𝑆 0 and 𝑆 0, which indicates that the leading apex of the rotor is passing the 

port. In this case, the area of the port is obtained by the following equation: 

𝐴
𝑊𝑖𝑛𝑠

𝑊𝑝
𝐴𝑓  (2‐16)  

where 𝑊  is the instantaneous port width and it is given by: 

𝑊 |𝑈 𝑅 |  (2‐17)  

c) 𝑆 0 and 𝑆 0, which indicates that the trailing apex of the rotor is passing the 

port. In this case, the area of the port is obtained by the following equation: 

𝐴
𝑊𝑖𝑛𝑠

𝑊𝑝
𝐴𝑓  (2‐18)  

where 𝑊  in this case is given by: 

𝑊 |𝑈 𝑅 |  (2‐19)  

d) 𝑆 0 and 𝑆 0, which indicates that the port is fully shut off from the working 

chamber. Hence, 𝐴  is set equal to 0. 

2.3.2.2. Velocity of the fluid flowing through the port 

For the limaçon compressor, fluid flow through the ports possesses similar character‐

istics  to  the  flow  through a globe valve,  in which  the change of  flow direction occurs. 

Therefore, Sultan  (2012) suggests considering the ports of a  limaçon machine as globe 

valves instead of orifice plates. In this regard, the limaçon compressor investigated in this 

paper will adopt the same concept to simulate the fluid flow through the ports.  

Generally, the flow velocity will be  increased as a result of energy conversion when 

the fluid passes through the port. For compressible flow, the theoretical flow velocity at 

the downstream side of the port is obtained as follows: 
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𝑢 √2𝛥ℎ  (2‐20)  

where Δℎ is the  isentropic enthalpy drop from the upstream to the downstream of the 

port.  In actual workings, the effect of frictional  loss and port area variations cannot be 

ignored during such an energy conversion. Hence, a loss coefficient, 𝐾 𝜆𝑓, proposed by 

Massoud (2005) is introduced into equation (2‐21): 

𝑢
2𝛥ℎ
𝜆𝑓

  (2‐21)  

where 𝜆 is a specific number assigned to each type of flow and 𝑓 is the friction factor for 

turbulent  flow. Massoud  (2005) suggests that the  friction factor can be expressed as a 

function of Reynolds number, 𝑅𝑒 , by using the McAdams formula: 

𝑓
0.184
𝑅𝑒 .

0.184

𝜌𝐷𝑢
𝜇

.   (2‐22)  

Combining equations (2‐21) and (2‐22), the flow velocity, 𝑢 , at the downstream side of 

the port can then be expressed as follows: 

𝑢

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

𝜌 𝐷
𝜇

2Δℎ
0.184𝜆

 , 𝑖𝑓 √2Δℎ 𝑢

𝜌 𝐷
𝜇

𝑢 .

√0.184𝜆
, 𝑖𝑓 √2Δℎ 𝑢

  (2‐23)  

where 𝐷  and 𝜇  are the downstream hydraulic diameter and viscosity, respectively, and 

𝑢  is the speed of sound at the downstream side of the port.  

Equation (2‐23) can handle the fluid flow for both single‐phase and two‐phase situations. 

For the two‐phase case, the viscosity term, 𝜇 , is gained by using the McAdams formula: 

1
𝜇

𝑥
𝜇

1 𝑥
𝜇

  (2‐24)  
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where 𝜇  and 𝜇  are the viscosities of the fluid in vapour and liquid phases, respectively, 

and 𝑥 is the dryness fraction. 

2.3.3. Mass flow rate through the discharge valve 

For a compressor without a valve, the discharged fluid with high pressure may flow 

back to the chamber if the pressure at the discharge manifold is greater, thereby raising 

chamber pressure and more shaft work is required. To manipulate the fluid discharging 

out of the chamber, the limaçon compressor investigated in the present study equips a 

spring‐loaded discharge valve whose structure is shown in Fig. 2‐2. It is worth mentioning 

that a valve chamber with a volume of 𝑉  lies between the discharge valve and the work‐

ing chamber. The fluid, after being discharged from the outlet port, will need to fill this 

valve chamber before reaching the discharge valve. The thermodynamic behaviour of the 

fluid  in  the valve chamber  shares  the  same principle as  that of  the working chamber, 

which is presented in the thermodynamic model section of this paper. The mass flow rate 

of the fluid being discharged through the valve, 𝑚 , is calculated by: 

𝑚 𝜌 𝐴 𝑢   (2‐25)  

where 𝜌  is the density at the downstream side of the valve, 𝑢  is the velocity of the fluid 

through the valve, which can be obtained by using the equation (2‐20) to (2‐24), and 𝐴  

is the effective area which available for fluid flowing through the valve and it is calculated 

from the expression suggested by Tuymer and Machu (2001): 

where 𝐷  and 𝐴  are the effective diameter and effective area of the valve plate, re‐

spectively,  and 𝑧  and 𝑧  are  respectively  the  instantaneous  and  the  initial  displace‐

ments of the spring connected to the valve plate, which  is obtained  from the dynamic 

𝐴
1

1
0.85𝜋𝐷 𝑧 𝑧

1
𝐴

 
(2‐26)  
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model of the discharge valve. An illustration of the discharge vale section view is shown 

in Fig. 2‐2 below. 

 

Fig. 2‐2. Sectional view of the discharge valve. 

2.3.3.1. Dynamic model of the discharge valve 

The discharge valve is modelled as a simple spring‐mass‐damper system, as shown in 

Fig. 2‐3. The equation of motion of  the valve plate can be derived based on Newton’s 

second law: 

𝑚
𝑑 𝑧
𝑑𝑡

𝐹 𝐹   (2‐27)  

where 𝑚  is  the mass of  the valve plate, 𝑡 is  time. Knowing  that 𝑡 , where 𝜔 is  the 

angular speed of the rotor, so equation (2‐27) can be rewritten as: 

𝑚
𝑑 𝑧
𝑑𝜃

𝐹 𝐹
𝜔

  (2‐28)  

In the above equation, 𝐹 is the force due to the pressure difference between the two sides 

of the valve, which is expressed as: 
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𝐹 𝐶 𝐴 𝑃 𝑃   (2‐29)  

where 𝐶  is the drag coefficient, 𝑃  and 𝑃  are the pressures  in the outlet port and dis‐

charge manifold, respectively.  

The resistance force, 𝐹 , provided by the spring‐damper system (including springs and 

dampers of the valve, the valve seat, and the stopper) is calculated in accordance with the 

valve instantaneous displacement as follows: 

𝐹

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜔 𝐶 𝐶

𝑑𝑧
𝑑𝜃

𝑘 𝑘 𝑧 𝑘 𝑧 ,  𝑧 𝑧

𝜔𝐶
𝑑𝑧
𝑑𝜃

𝑘 𝑧, 𝑧 𝑧 𝑧

𝜔 𝐶 𝐶
𝑑𝑧
𝑑𝜃

𝑘 𝑘 𝑧 𝑘 𝑧 , 𝑧 𝑧

  (2‐30)  

where 𝐶 and 𝑘 denote the damping coefficient and spring stiffness, respectively; the sub‐

scripts 𝑣, 𝑠𝑒 and 𝑠𝑡 represent the valve plate, the seat, and the stopper, respectively; and 

𝑧  is the maximum allowable displacement.  

 

 

Fig. 2‐3. Schematic view of the motion of the discharge valve. 
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2.3.4. The leakage model 

For smooth operation of  the compressor,  it  is necessary  to  introduce a reasonable 

clearance between the rotor and housing. However, leakage of the working fluid usually 

occurs because of the existence of this rotor‐housing clearance and the side clearance. 

For the limaçon compressor, the majority of leakage occurs at the side and apex clearance 

due to the pressure difference. Hence, the total leakage mass flow rate, 𝑚 , considered 

in the current study is the sum of the side leakage, 𝑚 , and the apex leakage, 𝑚 : 

2.3.4.1. Leakage at the side clearance 

The side clearance is referred to as the gap between the rotor side face and the side 

housing, as shown in Fig. 2‐4(a). During the operation, the high pressure inside the work‐

ing chambers pushes the fluid through the side clearance to the assembly cavity between 

the crankshaft and the rotor. In this study, the leakage flowing through the side clearance 

is treated as the flow through a port. Therefore, the velocity of leakage flow, 𝑢 , can be 

obtained by using the equations (2‐20) to (2‐24), and the leakage mass flow rate, 𝑚 , is 

calculated as follows: 

𝑚 𝜌 𝐴 𝑢   (2‐32)  

where 𝜌  is the downstream density, 𝐴  is the side  leakage  flow area that  is calculated 

from the half‐length of the chord, 𝐿 , and the side clearance, 𝑙 , as: 

𝑚 𝑚 𝑚   (2‐31)  

𝐴 4𝑙 𝐿   (2‐33)  
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Fig. 2‐4. Path of the leakage: (a) Side leakage. (b) Apex leakage. 

2.3.4.2. Leakage at the apex clearance 

At the apex clearance, the working fluid can flow from the high‐pressure chamber to 

the low‐pressure chamber through the gap between the rotor apex and the housing, as 

demonstrated in Fig. 2‐4(b).  
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Geometrically, the gap is extremely small, which can be considered as a throat section 

that lies in the middle of the path; the leakage path at the apex clearance can be conven‐

iently considered as a convergent‐divergent nozzle. By assuming the fluid is an isentropic 

single‐phase flow at this place, the  leakage mass flow rate through the throat, 𝑚 , can 

then be calculated from the upstream pressure, 𝑃 , and the downstream pressure, 𝑃 , 

as: 

𝑚

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
𝐶 𝐴 𝑃

2𝛾𝜌
𝛾 1 𝑃

𝑃
𝑃

𝑃
𝑃

,
𝑃
𝑃

2
𝛾 1

𝐶 𝐴 𝑃
𝜌
𝑃

2
𝛾 1

 ,
𝑃
𝑃

2
𝛾 1

 

  (2‐34) 

where 𝐶  is the flow coefficient, 𝜌  is the upstream density at the throat, 𝛾 is the specific 

heat ratio, 𝐴  is the leakage flow area at the apex clearance, which is calculated as: 

𝐴 2𝑙 𝐻  (2‐35)  

2.3.5. The thermodynamic model 

2.3.5.1. The continuity equation 

The mass processed by the limaçon compressor, 𝑚 , complies with the conservation 

law can be expressed in the derivative form as follows: 

𝑑𝑚
𝑑𝜃

1
𝜔

𝑚 𝑚 𝑚   (2‐36)  

where 𝑚  and 𝑚  are the mass flow rate through the compressor inlet and outlet ports 

obtained by referring to the procedure mentioned in the previous section. 

Knowing that the continuity equation for the mass processed at the upper chamber, 𝑚 , 

can be expressed as: 
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𝑑𝑚 𝑑 𝜌 𝑉 𝜌 𝑑𝑉 𝑉 𝑑𝜌   (2‐37)  

where the superscript 𝐴 denotes the limaçon upper chamber. After manipulating equa‐

tions (2‐36) and (2‐37), the following expression may be obtained: 

𝑑𝜌
𝑑𝜃

1
𝑉 𝜔

𝑚 𝑚 𝑚 𝜌 𝜔
𝑑𝑉
𝑑𝜃

  (2‐38)  

Substituting equation (2‐8) to equation (2‐38) gives: 

𝑑𝜌
𝑑𝜃

1
𝑉 𝜔

𝑚 𝑚 𝑚 4𝜌 𝜔𝛽𝐿 𝐻 sin𝜃   (2‐39)  

Similarly, the continuity equation for the lower chamber can be expressed as follows: 

𝑑𝜌
𝑑𝜃

1
𝑉 𝜔

𝑚 𝑚 𝑚 4𝜌 𝜔𝛽𝐿 𝐻 sin𝜃   (2‐40)  

where the superscript 𝐵 denotes the limaçon lower chamber. 

2.3.5.2. The first law of thermodynamics 

In this paper, the energy transfer from and to the working chamber is considered as 

an adiabatic process. Thus, the following equation can be yielded by applying the first law 

of thermodynamics: 

ℎ
𝑑𝑚
𝑑𝜃

𝑑𝑤
𝑑𝜃

𝑑 𝑚𝑒
𝑑𝜃

ℎ
𝑑𝑚
𝑑𝜃

ℎ
𝑑𝑚
𝑑𝜃

  (2‐41)  

where ℎ  and ℎ  represent the enthalpy moving  in and out of the working chamber re‐

spectively, ℎ  is the enthalpy at the upstream of the  leakage flow, and 𝑒 is the specific 

internal energy available in the working chamber. From the relationship of the enthalpy, 

the specific internal energy can be expressed as: 

𝑒 ℎ 𝑝𝑣  (2‐42)  

where ℎ  is enthalpy inside the working chamber and  

𝑑ℎ 𝑇𝑑𝑠 𝑣𝑑𝑝  (2‐43)  

Taking the work term, 𝑤, as the mechanical work which has the form: 
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𝑑𝑤 𝑃 𝑑𝑉   (2‐44)  

where 𝑃  is pressure inside the working chamber. 

Consequently, the change of entropy  in the upper and  lower working chambers can be 

respectively obtained by combining equations (2‐41) to (2‐44) as follows:  

𝑑𝑠
𝑑𝜃

1
𝜌 𝑉 𝑇 𝜔

𝑚 ℎ ℎ 𝑚 ℎ ℎ 𝑚 ℎ ℎ

4𝜌 𝜔𝛽𝐿 𝐻 sin𝜃  

    (2‐45) 

and 

𝑑𝑠
𝑑𝜃

1
𝜌 𝑉 𝑇 𝜔

𝑚 ℎ ℎ 𝑚 ℎ ℎ 𝑚 ℎ ℎ

4𝜌 𝜔𝛽𝐿 𝐻 sin𝜃  

  (2‐46) 

where 𝑇   is the chamber temperature. The torque, 𝜏, required by the compressor at any 

rotor angular displacement is calculated as follows: 

𝜏 𝑃 𝑃
𝑑𝑉
𝑑𝜃

4𝛽𝐿 𝐻 𝑃 𝑃 sin𝜃  (2‐47)  

2.3.5.3. Performance indices 

The performance of positive displacement compressors is usually described by a series 

of indices. One of the most used indices is the isentropic efficiency which is defined in this 

paper as the ratio of the ideal work to the actual work; the isentropic efficiency can be 

written in terms of enthalpies, as shown in equation (2‐48): 

𝜂
ℎ ℎ

ℎ , ℎ
  (2‐48)  

where ℎ ,  is the actual enthalpy at the discharge manifold.  
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For each compression process, the total torque may be obtained by adding up the 

instantaneous torque at each angle 𝜃 ranging from 𝜃  to 𝜃 𝜋, where 𝜃  is the angular 

position of the inlet port leading edge. In that regard, the thermodynamic model needs to 

be calculated iteratively in order to compare the value of pressure and density at the start 

and end of each iteration, and this can be expressed by an error function as follows: 

𝜎 𝜎 𝜎 𝜎 𝜎   (2‐49)  

where 𝜎 , 𝜎 , 𝜎  and 𝜎  are obtained as follows: 

𝜎
2 𝑃 𝜃 𝜋 𝑃 𝜃
𝑃 𝜃 𝜋 𝑃 𝜃

  (2‐50)  

𝜎
2 𝑃 𝜃 𝜋 𝑃 𝜃
𝑃 𝜃 𝜋 𝑃 𝜃

  (2‐51)  

𝜎
2 𝜌 𝜃 𝜋 𝜌 𝜃
𝜌 𝜃 𝜋 𝜌 𝜃

  (2‐52)  

𝜎
2 𝜌 𝜃 𝜋 𝜌 𝜃
𝜌 𝜃 𝜋 𝜌 𝜃

  (2‐53)  

This error function, 𝜎, will continue processing until its value falls within the acceptable 

range, which reflects the cyclical nature of the thermodynamic process. When such an 

objective  is satisfied,  the actual mass of  fluid delivered per  revolution, 𝑚 , can be ex‐

pressed as: 

𝑚
2𝛿𝜃
𝜔

𝑚 𝑚
𝑚 𝑚

2
𝑚 𝑚

2
  (2‐54)  

where 𝛿𝜃 is the size of the angular interval, 𝑛 is the successive point on the torque curve, 

and 𝑁 is the total number of intervals.  

The ideal mass drawn into the working chamber, 𝑚 , is calculated as follows: 

𝑚 2𝜌 𝑉   (2‐55)  
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where 𝜌  is the density of the fluid at the inlet port, and 𝑉  is the swept volume ob‐

tained by: 

𝑉 𝑉 𝜋 𝑉 0   (2‐56)  

It is worth noting that the multiplication of a factor of 2 appears in equations (2‐54) and 

(2‐55) due to the double‐acting nature of the limaçon compressor. Consequently, the vol‐

umetric efficiency, 𝜂 , can be expressed as the ratio between 𝑚  and 𝑚  as shown 

in equation (2‐57): 

𝜂
𝑚

𝑚
  (2‐57)  

2.4. Numerical illustration 

In this section, a numerical simulation is carried out to illustrate the workings of the 

limaçon compressor. This simulation is based on the programming language of MATLAB 

and some of the machine dimensions are set as shown in Table 2‐1. Air is selected as the 

working fluid and the needed state variables, such as entropies, are obtained by using the 

NIST REFPROP 10 database (Lemmon et al., 2010). The ambient temperature is assumed 

at 20°𝐶 and the inlet and discharge pressure are set as 𝑃 100 𝑘𝑃𝑎 and 𝑃 300 𝑘𝑃𝑎, 

respectively. The operating speed is assumed to be constant at 1000 𝑟𝑝𝑚, and the vol‐

ume of the valve chamber is set as   of the maximum volume of the working chamber.  

Table 2‐1. Dimensions of the limaçon compressor 

Geometric parameters  Values 

Half‐length of the rotor‐chord, 𝐿   50 𝑚𝑚 

Axial length of the rotor, 𝐻  65 𝑚𝑚 

Apex clearance, 𝑙   0.1 𝑚𝑚 

Side clearance, 𝑙   0.01 𝑚𝑚 

Aspect ratio, 𝛽  0.1 
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Table 2 1. Dimensions of the limaçon compressor (Continued) 

Geometric parameters  Values 

Leading edge of inlet port, 𝜃   0° 

Leading edge of outlet port, 𝜃   180° 

Inlet angular width, Δ𝜃   11° 

Outlet angular width, Δ𝜃   10° 

Inlet port length, 𝐿   35 𝑚𝑚 

Outlet port length, 𝐿   25 𝑚𝑚 

Effective diameter of the valve plate, 𝐷   20 𝑚𝑚 

Effective mass of the valve plate, 𝑚   0.04 𝑘𝑔 

Volume of the valve chamber, 𝑉   43.63 𝑐𝑚  

Maximum volume per compression stroke, 𝑉 ,   130.89 𝑐𝑚  

 
The  friction between machine components  is not discussed  in the current study as 

rotor‐housing clearance is applied in the simulation. The minimum chamber volume oc‐

curs at 𝜃 0°, which is the rotor dead centre. According to Fig. 2‐5, the maximum cham‐

ber  volume  is  achieved when 𝜃 180°,  at which  the working  chamber pressure  also 

starts to increase as shown in Fig. 2‐6, signifying the beginning of the compression stroke. 

The working chamber is exposed to the outlet port when the rotor passes 𝜃 180°, but 

it is noticed that the working chamber pressure is not higher than that of the valve cham‐

ber until the rotor reaches 𝜃 200°. This leads to the compressed fluid left in the valve 

chamber from the previous stroke flowing back to the working chamber, and as a result, 

a sudden increase in fluid mass in the working chamber and a corresponding reduction in 

the valve chamber are observed in Fig. 2‐8. As the rotor rotates to 𝜃 300°, the discharge 

valve starts to open as illustrated in Fig. 2‐7, indicating that the discharge stroke is initiated. 

When the rotor reaches 𝜃 360°, a new suction stroke is started. However, the working 

chamber is exposed to both the inlet and outlet ports at this point, and this results in a 
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minor backflow of compressed fluid to the inlet port through the rotor‐housing clearance. 

Fig. 2‐9 and Fig. 2‐10 show the required torque and the P‐V diagram during one working 

cycle, respectively.  

 

Fig. 2‐5. Variation of the working chamber volume. 

 

Fig. 2‐6. Variation of chamber pressure. 
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Fig. 2‐7. Variation of valve chamber pressure and valve displacement. 

 

Fig. 2‐8. Variation of the fluid mass in the working chamber, 𝑚 , and valve chamber, 𝑚 . 
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Fig. 2‐9. Variation of the torque, 𝜏. 

 

Fig. 2‐10. The P‐V diagram. 
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compressor performance may vary significantly with the change in operating conditions 

(i.e., change in pressures at inlet and outlet, and the operating speed). Hence, the behav‐

iour of the limaçon compressor under different conditions is to be investigated. For this 

purpose, the effect of different parameters, including the operating speed, the pressure 

ratio (i.e., the ratio of the discharge pressure to the  inlet pressure), and the size of the 

discharge valve, will be discussed  in  this section. All results presented  in  the  following 

sections are obtained by using the same dimensions as listed in Table 2‐1, and the ambient 

temperature is assumed constant at 20°𝐶.  

2.5.1. Effects of operating speed 

Fig. 2‐11 shows the variation of isentropic and volumetric efficiencies against different 

operating speeds. This simulation is carried out with air as the working fluid under a con‐

stant pressure ratio of 3. As shown in Fig. 2‐11, the volumetric efficiency increases at the 

speed range  from 600 𝑟𝑝𝑚 to 1800 𝑟𝑝𝑚. This might be attributed to the considerable 

reduction of the leakage mass, and the opening of the discharge valve, as indicated by Fig. 

2‐12, increases with the operating speed, allowing more fluid to be discharged through 

the valve. However, as the speed keeps increasing, there will be less time available for the 

fresh charge to fill the working chamber. Additionally, the closing of the discharge valve is 

delayed, as shown in Fig. 2‐12, which raises the possibility of the high‐pressure fluid back‐

flow into the other chamber. Moreover, the backflow can make its way through the inlet 

port out of the working chamber, causing the amount of fluid admitted into the chamber 

to be  reduced. Therefore,  the machine performance may deteriorate  if  the operating 

speed increases beyond the design limit.  
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Fig. 2‐11. Performance at different operating speeds. 

 

Fig. 2‐12. Valve displacement at three specific operating speeds. 
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inlet pressure and operating speed, which are respectively 100 𝑘𝑃𝑎 and 1000 𝑟𝑝𝑚. Ac‐

cording to Fig. 2‐13, the volumetric efficiency exhibits a downward trend with the pres‐

sure ratio rising from 3 to 13. This is due to the fact that the opening of the discharge valve 

is affected by the increased discharge pressure. As the discharge pressure increases, the 

opening of the valve will decrease, thereby reducing the time available for the discharge 

stroke. As a result of this, the discharged mass will be reduced, and more importantly, the 

amount of fluid drawn into the working chamber will also be reduced since the backflow 

formed by the undischarged fluid flows out of the working chamber through the inlet port. 

Compared to the volumetric efficiency, the isentropic efficiency is found to be relatively 

insensitive to the change  in the pressure ratio, especially since the  isentropic efficiency 

curve tends to be flat as the pressure ratio keeps increasing, showing an overall difference 

of less than 7% (Fig. 2‐13). 

 

Fig. 2‐13. Performance at different pressure ratios. 
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2.5.3. Effects of the diameter of the valve 

During the compression stroke, the working fluid usually needs to be compressed to a 

higher level than it is desired. This is to overcome the stiffness of the spring attached to 

the valve, which realizes the opening of the discharge valve and  initiates the discharge 

stroke. However, the fluid over‐compression causes that extra input power in the form of 

shaft torque to be required, thus increasing the power consumption. Fig. 2‐14 shows the 

variation of the chamber pressure with respect to the different sizes of the valve. Based 

on the figure, it is found that the level of fluid over‐compression increases with the reduc‐

tion of the diameter of the valve. The direct influence of the valve diameter is in the area 

of the valve, which affects the force acting on the valve plate. As the valve diameter de‐

creases, the pressure has to be increased in order to reach the force that can open the 

valve.  

 

Fig. 2‐14. Effect of the diameter of the valve on the variation of chamber pressure. 
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2.6. Conclusion 

In this paper, a mathematical model, which incorporates the mass flow of the working 

fluid, the leakage loss, the dynamic response of the discharge valve, as well as the ther‐

modynamic behaviours, is established to theoretically study the workings of the proposed 

limaçon compressor. Furthermore, a parametric analysis is carried out, which reveals the 

effect of different parameters on the performance. Based on the results, the following has 

been revealed: 

(1). At the speed range of 600 to 1800 𝑟𝑝𝑚, the volumetric efficiency increases with 

speed as a result of the reduction of the leakage. As the speed keeps increasing, 

however, the amount of working fluid flowing through the port is reduced due 

to the shorter time that is available for the inlet port to expose to the working 

chamber, thus the volumetric efficiency starts decreasing.  

(2). Furthermore, the discharge valve stays open for a longer period at a higher speed, 

which increases the chance of backflow of the discharged high‐pressure fluid. As 

a result, the chamber pressure will be increased in the subsequent cycle, which 

degrades the machine performance. 

(3). Isentropic  efficiency  is  relatively  insensitive  to  the  changes  in  pressure  ratio, 

while the volumetric efficiency decreases as the pressure ratio increases. This is 

due to the effect of the discharge pressure on the opening of the discharge valve, 

which affects the amount of fluid flowing out and drawn into the working cham‐

ber. 

(4). The change occurring in the valve diameter affects the discharge loss due to the 

fluid over‐compression. It is found that a smaller valve diameter leads to a higher 

level of over‐compression. 
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This paper demonstrates the potential of the limaçon technology to be used as a pos‐

itive displacement compressor, and the information provided through the mathematical 

modelling will benefit future work on the limaçon compressor, especially the optimization 

procedure for the prototype.  
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Chapter 3. On  the  design  of  a  class  of  rotary  compressors  using 

Bayesian optimisation 3F3F3F

§
4F4F4F

** 

3.1. Abstract 

The optimization process of compressors is usually regarded as a ‘black‐box’ problem, 

in which the mathematical form underlying the relationship between design parameters 

and the design objective is impractical and costly to be obtained. To solve the ‘black‐box’ 

problem, Bayesian optimization has been proven as an accurate and efficient method. 

However,  the application of such a method  in  the design of compressors  is  rarely dis‐

cussed, particularly no work has been reported in terms of the positive displacement type 

compressor. Therefore, this chapter aims to introduce Bayesian optimisation to the design 

of positive displacement compressors through the optimisation process of the novel lima‐

çon compressor. In this chapter, a two‐stage optimisation process is presented, in which 

the first stage optimizes the geometric parameters as per design requirements and the 

second stage focuses on revealing an optimum setting of port geometries that improves 

machine performance. A numerical illustration is offered to prove the validity of the pre‐

sented approach. 

Keywords: positive displacement;  limaçon of Pascal;  rotary  compressor; optimization; 

Bayesian optimization 

 
§ This chapter has been published: Lu, K., Phung, T. H., and Sultan, I. A. (2021). On the Design of a Class 

of Rotary Compressors Using Bayesian Optimization. Machines, 9(10), 219. https://doi.org/10.3390/ma‐
chines9100219 

** A detailed version of the geometric design of the limaçon compressor has been presented at 3rd ICEP 
conference (Nov 18‐20, Ching Mai, Thailand): Lu, K., Sultan, I. A. and Phung, T. H. (2021) "Geometric Design 
of The Limaçon Rotary Compressor Using Bayesian Optimization", The 3rd Int. Conf. on Energy and Power 
(ICEP2021)., Nov 18‐20, Chiang Mai, Thailand. 
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3.2. Introduction 

In compressor design, information solely obtained from the simulation of the mathe‐

matical model is usually insufficient to reflect the thorough relationship between the de‐

sign parameters and design objective in terms of performance. As such, designers often 

need  to  rely on optimization  strategies  to  reveal  the optimum design  scenario before 

reaching the final decision on the prototype. 

The published  literature shows that various optimization techniques have been ap‐

plied to the design optimization of the positive displacement machine and compressor in 

particular. Ooi (2005) applied the direct‐search method to seek a set of six machine di‐

mensions and seven design constraints, which can minimize the mechanical losses of the 

rolling piston compressor. The author reported that a predicted 50% reduction in mechan‐

ical loss, which increases 14% of the coefficient of performance, can be achieved with a 

proper combination of design dimensions. Liu et al. (2010) employed the gradient search 

method to determine optimum dimensions of bearing components that can reduce the 

frictional  loss occurring  in the scroll compressor. Based on the optimization result, the 

author found that the frictional loss can be reduced in the range of 14.1% to 18.1%. Sultan 

and Kalim (2011) adopted the simultaneous perturbation stochastic approximation (SPSA) 

method to find the best piston trajectory of the reciprocating compressor, and the authors 

also employed gradient‐based optimization to determine the machine dimensions which 

can realize such a trajectory. Recently, the SPSA approach has also been utilized  in the 

work of Phung and Sultan (2021) to design a new embodiment of the limaçon machine 

referred to as the limaçon‐to‐circular machine. Like other limaçon machine embodiments, 

this new design can be used as expanders, compressors, and potentially pumps. Cavazzini 

et al. (2020) adopted topology optimization, which combines the particle swarm method 
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with computational fluid dynamics, to determine the geometric parameters that can max‐

imize the machine efficiency of the scroll compressor. The authors discovered that the 

compressor performance  is more sensitive to the variation of three parameters, which 

are the size of the discharge port, the number of coils, and the radius of orbiting scroll. 

Silva and Dutra (2021) used the genetic optimization algorithm to find an optimum piston 

trajectory that maximizes the performance of the reciprocating compressor. The authors 

reported that the optimum piston trajectory reduces the  losses from heat transfer and 

leakage, increasing the thermodynamic efficiency from 88.3% to 92.1% and the volumet‐

ric efficiency from 70.9% to 72%. In their latest work, Aw and Ooi (2021) presented a com‐

prehensive review of the previous investigation conducted on sliding‐vane and rolling pis‐

ton compressors. The authors discussed various aspects of these two types of compres‐

sors and pointed out the importance of the optimization process with respect to the de‐

velopment and design evolution of rotary type compressors. 

It is worth mentioning that the process executed by the compressor is rather intricate, 

and the mathematical expression underlying such a process is impractical to be obtained, 

leading to the optimization of the compressor becoming a ‘black‐box’ problem. For this 

kind of optimization problem, iterative methods such as direct‐search or gradient‐search 

are  generally  time‐consuming  and  costly. One preferable  alternative  is  the  surrogate‐

based technique such as Bayesian optimization.  In fact, many studies have proven that 

Bayesian optimization is an efficient and accurate tool for problems in which the evalua‐

tion of objective function is computationally expensive (Pelikan et al., 1999; Snoek et al., 

2012; Frazier and Wang, 2016). In the past decade, this method has become popular in 

many areas of science and engineering, including integrated system design (Torun et al., 

2018), chemical engineering (Griffiths and Hernández‐Lobato, 2017), policy optimization 
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(Letham et al., 2019), and rail network (Hickish et al., 2020). Despite the successful appli‐

cation in various disciplines, the utilization of Bayesian optimization in the design of com‐

pressors is rarely discussed, particularly no work has been reported in terms of the posi‐

tive displacement  type  compressor. Therefore,  this  chapter attempts  to  introduce  the 

concept of Bayesian optimization  to  the  field of positive displacement compressors by 

way of presenting the optimization process of the novel  limaçon compressor. The pro‐

posed optimization process will be implemented through a two‐stage process, in which 

the first stage optimizes the geometric parameters that determine the overall size of the 

machine as per design requirements. Based on the result of the first stage, the second 

stage is intended to reveal the parameters of the port geometry, which contains the an‐

gular location, angular width, and the length of the port, that can maximize the machine 

performance, such as the isentropic efficiency and the volumetric efficiency. 

3.3. Geometric Characteristics of the Limaçon Compressor 

One feature distinguishing the limaçon compressor from other types of rotary com‐

pressors is that the profiles of the housing and rotor are developed from a mathematical 

curve named the limaçon of Pascal. In fact, the use of limaçon technology in fluid machin‐

ery can be traced back to the 1800s, but none of those early designs received enough 

attention from either industrial or academic communities owing to the limitation of man‐

ufacturing methods and the lack of mathematical understanding. Over the last two dec‐

ades, the work of Sultan (2005; 2006; 2007; 2008) offered good insights into the limaçon 

technology, and some studies on the application of the limaçon technology in the gas ex‐

pander have been reported recently (Sultan and Schaller, 2011; Sultan, 2012; Phung and 

Sultan, 2018). However,  the  investigation of  this  technology  in  the  compressor  is  still 
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rarely reported in the available literature. This section is intended to present the geomet‐

ric characteristics of the limaçon compressor. 

Analogous  to  other  types  of  rotary  compressors,  the  limaçon  compressor  has  ad‐

vantages such as being compact in size and light in weight. Additionally, the limaçon com‐

pressor possesses better sealing performance as the rotor apices are in constant contact 

with the housing during the operation, and the two‐lobe design of the rotor also implies 

the double‐acting nature of the machine. Most distinctively, a larger capacity can be real‐

ized by adjusting  the  limaçon aspect ratio without changing  the machine size,  thereby 

allowing for a higher power‐to‐weight ratio. 

Fig. 3‐1 below shows a typical limaçon compressor and its working process. As shown 

in Fig. 3‐1(a), the rotor chord, 𝑝 𝑝 , performs sliding and rotational motion about the li‐

maçon pole, 𝑜, during its operation. As the rotor moves, the midpoint of the chord, 𝑚, is 

kinematically connected to the circumference of the housing base circle whose radius is 

𝑟; the profile of the limaçon housing can be obtained by tracing the path of the chord apex, 

𝑝  or 𝑝 . To readily describe the parametric coordinates of the chord apices, two Carte‐

sian frames, 𝑋 𝑌  and 𝑋 𝑌 , are respectively introduced at 𝑜 and 𝑚. The housing profile 

in the 𝑋 𝑌  coordinate can be expressed as:  

𝑥 𝑟 sin 2𝜃 𝐿 cos𝜃        
𝑦 𝑟 𝑟 cos 2𝜃 𝐿 sin𝜃 

(3‐1)  

where 𝐿 is half rotor chord length and 𝜃 is the angular displacement swept by the chord 

from the 𝑋 ‐ to the 𝑋 ‐axis. It is worthy of mentioning here that the shape of the housing 

profile is dependent on a geometric factor which is referred to as the limaçon aspect ratio, 

𝛽 . For a limaçon curve that is applicable to fluid machinery, the limaçon aspect ratio 
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needs to be less than 0.25 so that the housing profile can be produced as single‐looped 

and dimple‐free. 

 

(a) 

 

(b) 

Fig. 3‐1. (a) The limaçon compressor; (b) illustration of the working process (suction is blue and delivery is red). 
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The lenticular profile of the rotor can be developed by mirroring the lower portion of 

the limaçon housing (i.e., 𝜃 ∈ 𝜋, 2𝜋 ) about the chord. However, this could lead to unde‐

sirable housing‐rotor  interference  at  the  lower portion of  the housing  as  the  limaçon 

curves that are respectively used for the housing and rotor profiles share the same base 

circle. To avoid this interference, it is necessary to shorten the half rotor chord length,𝐿, 

by a distance 𝐿 ; the parametric expression of the rotor with respect to the moving frame, 

𝑋 𝑌 , can then be obtained as follows: 

𝑥 𝑟 sin𝜃 𝐿 𝐿 cos𝜃            
𝑦 𝑟 𝑟 cos 2𝜃 𝐿 𝐿 sin𝜃   (3‐2)  

where 𝑟  is the radius of the rotor base circle which  is  identical to 𝑟 in this design, and 

𝜃 ∈ 𝜋, 2𝜋  is the angle measured from the 𝑋 ‐axis to any point on the rotor profile.  

Of important note is that the value of 𝐿  needs to be carefully regulated in order to 

ensure the clearance, Δ, between the housing and the rotor would not fall below a mini‐

mum allowable value, Δ , assigned  to the design. The expression of Δ has been pro‐

posed by Sultan (2006) as follows: 

Δ
2𝛽𝐿 sin 𝜃 𝜑

𝐿
𝐿

𝐿
𝐿 4𝛽 sin𝜃 𝛽 sin𝜃

𝐿
𝐿 cos𝜑

𝐿  (3‐3)  

where 𝜑 is the angle measured from the 𝑋 ‐axis to the radial line 𝐿  connecting 𝑚 to a 

point 𝑝  on the rotor profile as shown in Fig. 3‐2. 𝐿  has the expression as follows: 

𝐿 2𝑟 sin 𝜑 𝜋 𝐿 𝐿   (3‐4)  

To obtain an appropriate value for 𝐿  which can produce Δ that meets the design re‐

quirements, the following conditions must be simultaneously satisfied: 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜕Δ
𝜕𝜃

0

𝜕Δ
𝜕𝜑

0

Δ Δ 0

  (3‐5)   

The two angles, 𝜃 and 𝜑, obtained from Equation (3‐5) are to locate the angular position 

of the minimum clearance, making sure that Equation (3‐3) using these angles will always 

yield the lowest value of 𝐿  in terms of the proposed Δ . 

 

Fig. 3‐2. The rotor‐housing clearance. 

As shown in Fig. 3‐1, the working chamber of the limaçon compressor is separated by 

the rotor into the upper and the lower portions. Such a configuration implies the fact that 

the  limaçon compressor  is a double‐acting machine by nature,  i.e., the suction process 

correspondingly occurs  in the  lower chamber when the discharge process  is being con‐

ducted in the upper chamber. As such, the limaçon compressor is capable of compressing 
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the working fluid twice per revolution of the crankshaft, and the net volume available for 

each compression charge can be expressed as a function of 𝜃 as follows: 

𝑉 𝐻𝐿 𝜋 𝛽
𝑟
𝐿

𝐿
𝐿

1
𝐿
2𝐿

4𝛽 cos 𝜃 4
𝑟
𝐿

1
𝐿
𝐿

  (3‐6)   

where 𝐻 is the axial length of the rotor measured perpendicular to the page.  

Equation (3‐6) shows that the variation of chamber volume follows a sinusoidal man‐

ner where the maximum and the minimum values are at 𝜃 𝜋 and 𝜃 0, respectively. 

Generally, the minimum volume, provided that the rotor‐housing clearance condition is 

satisfied, should be kept as small as practical so that the volumetric performance and ma‐

chine  capacity would not  significantly deteriorate. To determine whether  the  limaçon 

compressor can present a satisfactory performance, a volumetric ratio, 𝑅,  is employed. 

This volumetric ratio, 𝑅, is defined as the minimum volume to the maximum volume of 

the working chamber as follows: 

𝑅
𝜋 𝛽

𝑟
𝐿

𝐿
𝐿

𝐿
2𝐿 4

𝑟 𝐿
𝐿 𝛽

𝑟
𝐿

𝜋 𝛽 𝑟
𝐿

𝐿
𝐿

𝐿
2𝐿 4

𝑟 𝐿
𝐿 𝛽 𝑟

𝐿

  (3‐7)   

In addition,  the volume of  the working  fluid, 𝑉 ,  induced  into  the chamber by each 

suction stroke can be used to indicate the machine capacity and which is calculated as: 

𝑉 𝑉 | 𝜇𝑉 |   (3‐8)   

where 𝜃 ∈ 0,𝜋  indicates the end of the suction process. The clearance volume factor, 

𝜇, is assigned by the designer to include the effect of residual fluid in the minimum cham‐

ber on the suction process. The expression for this factor is shown below: 

 

𝜇
𝜌
𝜌
  (3‐9)   
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where 𝜌  and 𝜌  are the densities of the fluid flowing  in and out of the compressor, re‐

spectively. By combining Equations (3‐6) and (3‐8), 𝑉  can be expressed in a detailed fash‐

ion as follows: 

𝑉 𝐻𝐿 1 𝜇 𝜋 𝛽
𝑟
𝐿

𝐿
𝐿

1
𝐿
2𝐿

4
𝑟
𝐿

1
𝐿
𝐿

4𝛽𝐻𝐿 cos 𝜃 𝜇  

  (3‐10) 

3.4. Optimization Process 

3.4.1. Bayesian Optimization Method 

Bayesian optimization  is a class of surrogate‐based global optimization targeting to 

find the minima (or maxima) of an output 𝑦 over an input 𝑥 in a domain 𝕕, and it can be 

concisely expressed as follows: 

𝑥 argmin
 ∈ 𝕕

𝑦  (3‐11)   

where the mathematical expression underlying the relationship between 𝑥 and 𝑦 cannot 

readily be explicitly defined. In practice, Bayesian optimization starts with building a prior 

distribution based on observations to express assumptions about the black box objective 

function. It is necessary to point out that the actual value of the function generally differs 

from the observed one as errors occurring in aspects, such as recording or measuring, are 

not avoidable. Therefore, the optimization procedure will be more realistic if the obser‐

vation used to develop the prior distribution is added up with a noise factor, 𝜀, such that 

those errors can be considered into the process, and the actual function value 𝑦 is then 

calculated as: 

𝑦 𝑓 𝜀  (3‐12)   

where 𝑓 is the observed function value. 
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Suppose that there are 𝑛 sets of observations have been made, Bayesian optimization 

employs statistical methods, particularly Gaussian Process (GP), to sample the observa‐

tions, which is associated with the input 𝑥 as follows (Rasmussen and Williams, 2006): 

𝑓 𝐾 𝜎 𝐼 𝑤  (3‐13)   

where 𝜎 is the standard deviation, 𝐼 is the  identity matrix, 𝑤 is a vector of weights, and 

𝐾  is the covariance matrix that has the form: 

𝐾

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑘 𝑥 , 𝑥 𝑘 𝑥 , 𝑥 … … 𝑘 𝑥 , 𝑥
𝑘 𝑥 , 𝑥 … … … …

… … … … …
… … … … …

𝑘 𝑥 , 𝑥 … … … 𝑘 𝑥 , 𝑥 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

  (3‐14)   

In Equation (3‐14), each element in the matrix is a covariance function that describes 

the relationship between points 𝑥  and 𝑥  (𝑖, 𝑗 1,2, … ,𝑛). For the optimization of the li‐

maçon compressor, the 𝑀𝑎𝑡é𝑟𝑛 5/2 covariance function is used, which has the form: 

𝑘 𝑥 , 𝑥 𝑐 1 5𝑙 𝑥 , 𝑥
5
3
𝑙 𝑥 , 𝑥 exp 5𝑙 𝑥 , 𝑥   (3‐15)   

where 𝑙 𝑥 , 𝑥 ∑  is the radial basis function, and 𝑐  and 𝑐  are the hyperpa‐

rameters. 

Given that one seeks to predict the function value at a new point 𝑥∗, one can set up the 

relationship between 𝑥∗ and observed points as follows: 

𝐾∗ 𝑘 𝑥∗, 𝑥 𝑘 𝑥∗, 𝑥 … 𝑘 𝑥∗, 𝑥   (3‐16)   

The predicted function value at the point 𝑥∗ can then be computed as: 

𝑓∗ 𝐾∗ 𝐾 𝜎 𝐼 𝑓  (3‐17)   

In Bayesian optimization, Equation (3‐17) is referred to as the surrogate model of the 

objective function, and the variance 𝜎∗  that describes the uncertainty in the prediction 

can be calculated as: 
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𝜎∗ 𝑘 𝑥∗, 𝑥∗ 𝐾∗ 𝐾 𝜎 𝐼 𝐾∗  (3‐18)   

Based on the above equations, the objective function can be evaluated at any input 

point, and the obtained function value can be verified by using the selected input in the 

real process. From the optimization point of view, however, it would be time‐consuming 

and wasteful if the evaluation is conducted on any point that is arbitrarily selected in the 

searching domain. As  such, Bayesian optimization employs  the acquisition  function  to 

guide the search for the next query point. The mechanism of the acquisition function for 

selecting the next query point is based on the prediction (𝑓∗) and the uncertainty (𝜎∗ ) of 

the candidate point. In fact, the acquisition function can be regarded as the examiner of 

a scoring process. With low prediction (for minimization problems) and high uncertainty, 

the candidate point obtains a high score from the acquisition function, and the candidate 

point with the highest score will be selected as the next query point. 

Currently, there are many available acquisition functions, e.g., Probability of Improve‐

ment (PI) and Expected Improvement (EI). For the optimization of the limaçon compressor, 

the  scaled  expected‐improvement  acquisition  function  (ScaledEI)  is  used  (Noè  and 

Husmeier, 2018), which has the following form: 

𝑆𝑐𝑎𝑙𝑒𝑑𝐸𝐼 𝑥∗
𝐸𝐼 𝑥∗

𝑉𝐼 𝑥∗
  (3‐19)   

In Equation (3‐19), 𝐸𝐼 is the normal expected‐improvement acquisition function that 

takes the form: 

𝐸𝐼 𝑥∗
𝑓 𝑓∗ Φ 𝑍 𝜙 𝑍 𝜎∗, 𝑖𝑓 𝜎∗ 0

0,                                                          𝑖𝑓 𝜎∗ 0
  (3‐20)   

where 𝑓  is the minimum function value that is observed, Φ and 𝜙 denote the proba‐

bility density function and cumulative density function, respectively, and 𝑍 is expressed 

as: 
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𝑍
𝑓 𝑓∗

𝜎∗
  (3‐21)   

The term 𝑉𝐼 in Equation (3‐19) is the variance of the improvement quantifier, which 

has the form: 

𝑉𝐼 𝑥∗ 𝜎∗ 𝑍 1 Φ 𝑍 𝑍 𝜙 𝑍 𝐸𝐼 𝑥∗   (3‐22)   

A  comprehensive  explanation  of  ScaledEI  can  be  sought  in  the work  by Noè  and 

Husmeier (2018). 

Subsequently, the selected query point and  its corresponding  function value of the 

real process will be used to update the GP and the process will be repeated till the termi‐

nating criteria are satisfied. This also reveals another feature of the Bayesian optimization 

technique, that is the knowledge of the surrogate function is kept updating along the op‐

timization process, thereby refining the surrogate model. 

3.4.2. Two‐Stage Optimization 

The optimization of the limaçon compressor in this paper employs the Bayesian opti‐

mization presented in the above section. Due to the fact that the thermodynamic model 

is complex and computationally intensive, the optimization procedure is implemented by 

a two‐stage process to reduce the computational cost of the overall optimization process. 

The first stage is to optimize the geometric parameters, including the half chord length, 𝐿, 

the limaçon aspect ratio, 𝛽, and the rotor clearance, 𝐿 , to meet the specified design re‐

quirements. The obtained outcome is evaluated in terms of an evaluation function shown 

below:  

𝐸 𝑤 𝐹 𝑤 𝐹 𝑤 𝐹    (3‐23)   
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where 𝑤 , 𝑤 , and 𝑤  are weighting factors assigned by the designer to highlight the sig‐

nificance of the corresponding term in the evaluation; 𝐹 , 𝐹 , and 𝐹  are evaluation func‐

tions  of  design  requirements  associated with Δ , 𝑅  and 𝑉 , which  are  respectively  ex‐

pressed as follows: 

⎩
⎨

⎧𝐹 𝑅 𝑅

𝐹 𝑉 𝑉

𝐹 Δ Δ

  (3‐24)   

where the subscript 𝑟𝑒𝑞 denotes the design requirement. One should note that Δ used in 

𝐹  is the lowest value of the rotor‐housing clearance in terms of the proposed outcome. 

Therefore, conditions in Equation (3‐5) must be satisfied on top of Equation (3‐24), and 

the input vector of design variables for the first stage, 𝑥 , is then given as:  

In the first stage, 10 sets of 𝑥  will be randomly generated and the corresponding 𝐸  

will be calculated by using the geometric model proposed in Section 2. These pre‐collected 

data will be  regarded as observations  that are employed by GP  to build  the surrogate 

model. Subsequently, 1500 sets of new input points, 𝑥∗ , will be sampled from the search 

domain and feed to the acquisition function to determine the next query point. The de‐

termined query point will be then used to calculate the corresponding 𝐸∗ , which will be 

saved and used to update the GP till the terminating criteria are reached. When the ter‐

minating criteria are satisfied, the machine size will be determined based on the 𝑥∗  that 

achieves the lowest value of the recorded 𝐸∗ , and the second stage optimization will be 

implemented on top of these geometric parameters to improve the machine performance 

by modifying  the  setting of  the  inlet  and outlet ports by utilizing  the  thermodynamic 

model presented in Section 3.4. The design variables of this stage, 𝑥 , is given as follows: 

𝑥  𝐿 𝛽 𝐿    (3‐25)   
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where 𝜃 , Δ𝜃, and 𝐿𝑝 are the angular  location of the port  leading edge measured  from 

the 𝑋 ‐axis, the port angular width, and the port length, respectively; the subscript 𝑖 and 

𝑜 represent the inlet port and the outlet port, respectively. The evaluation function of this 

stage is given by incorporating the performance indices (i.e., isentropic efficiency, 𝜂 , and 

volumetric efficiency, 𝜂 ) obtained from the mathematical model: 

𝐸 𝑤 1 𝜂 𝑤 1 𝜂    (3‐27)   

where 𝑤  and 𝑤  are weighting factors assigned by the designer. The steps of the second 

stage are similar to that of the first stage, except that 20 sets of 𝑥∗  and the corresponding 

𝐸∗  will be collected before  initiating the optimization process.  It should be mentioned 

here that it is relatively impractical to extract the exact combination of design variables 

that can produce the global optimum of 𝐸∗  and 𝐸∗  due to the high complexity of the 

relationship between design variables and design objectives. Instead, a more feasible way 

is that the optimum outcome is reflected by a set of results obtained from the optimiza‐

tion procedure. Fig. 3‐3 illustrates the process of the two‐stage optimization employed in 

the current study. 

3.1. Numerical Illustration 

In this section, a numerical illustration is presented, and assumptions of the optimiza‐

tion process, such as operating conditions and weighting factors, are listed in Table 3‐1. 

Mathematically, the searching domain of design variables can be simply set according to 

the corresponding geometric constraints, e.g., 𝐿 ∈ 0, ∞ . For a real compressor, how‐

ever, it is unrealistic for 𝐿 to be zero or a very large value. Hence, by considering the actual 

design situation, the searching domain of each design variable  is selected, as shown  in 

𝑥  𝜃 𝜃 Δ𝜃     Δ𝜃 𝐿𝑝 𝐿𝑝   (3‐26)   
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Table 3‐2. The mathematical model presented in Chapter 2 is used to obtain the perfor‐

mance indices, i.e., the volumetric and isentropic efficiencies. 

 

Fig. 3‐3. Illustration of the two‐stage optimization process. 

Table 3‐1. Assumptions of optimisation process 

Parameters  Value 

Speed of the crankshaft  1400 𝑟𝑝𝑚 

Temperature at inlet port, 𝑇   20°𝐶 

Pressure at inlet port, 𝑃   100 𝑘𝑃𝑎 

Pressure at outlet port, 𝑃   300 𝑘𝑃𝑎 

Clearance volume factor, 𝜇  5 

Cut‐off angle of the suction process, 𝜃   𝜋 

Weighting factors 

𝑤   1 

𝑤   1000 

𝑤   100 
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Table 3 1. Assumptions of optimisation process (Continued) 

Parameters  Value 

Weighting factors 
𝑤   1 

𝑤   1 

 

Table 3‐2. Searching domain of each design variable 

Design variable  Lower limit  Upper limit 

Half chord length, 𝐿  0.04 𝑚  0.15 𝑚 

Aspect ratio, 𝛽  0.04  0.22 

Rotor clearance, 𝐿   0.5 𝑚𝑚  1.5 𝑚𝑚 

Leading edge of inlet port, 𝜃   7.5 °  3 ° 

Leading edge of outlet port, 𝜃   175 °  200 ° 

Angular width of inlet port, Δ𝜃   4 °  16 ° 

Angular width of outlet port, Δ𝜃   4 °  16 ° 

Length of inlet port, 𝐿𝑝   0.02 𝑚  0.09 𝑚 

Length of outlet port, 𝐿𝑝   0.02 𝑚  0.09 𝑚 

 

Fig. 3‐4(a) depicts a histogram that shows the distribution of 𝐸  based on results ob‐

tained from the first stage. It is clear that the majority of the result is concentrated in the 

low‐value region (i.e., the first cluster in the figure), indicating that the proposed optimi‐

zation tends to produce promising outcomes. Fig. 3‐4(b–d) presents the distribution of 

each design variable that yields the result of the first cluster of Fig. 3‐4(a), which provides 

useful information to guide the setting of design variables in order to obtain an optimum 

outcome. The combination of design variables that achieve the minimum 𝐸  is used to 

calculate objective parameters, which  are  compared with  the design  requirements  as 

shown  in Table 3‐3. With  the selected design variables,  the  limaçon compressor  is de‐

signed with a volumetric displacement of 720 cm  per revolution of the crankshaft.  
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Table 3‐3. Comparison of obtained result and required result 

Objective parameters  Required value  Obtained value 

Volume ratio, 𝑅  0.02  0.0193 

Induced volume per suction process, 𝑉   3 10  𝑚   3.316 10  𝑚  

Rotor‐housing clearance, Δ  5 10  𝑚  5.9 10  𝑚 

 

 

Fig. 3‐4. Result of the first stage: (a) distribution of 𝐸 ; and distribution of first stage design variables: (b) half chord 
length; (c) aspect ratio; (d) rotor clearance. 

Fig. 3‐5 depicts the distribution of 𝐸 , which exhibits a similar pattern to that of 𝐸 . 

The distribution of design variables of the second stage is presented in Fig. 3‐6. Based on 

the  first  cluster of  Fig. 3‐5,  the optimization  yields an average  isentropic efficiency of 
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93.81%, peaking at 97.05% and an average volumetric efficiency of 83.62% with  the 

highest of 86.99%. 

Based on the results, the designer will obtain a range for every design parameter from 

which an acceptable design can be manufactured. However, it should be pointed out that 

the optimization is conducted by assuming the compressor is working under a constant 

operating speed and pressure ratio, making the optimum design only valid for the given 

working condition. In actual applications, the machine is generally required to handle var‐

ious tasks while maintaining acceptable performance; therefore, it is necessary to evalu‐

ate the design under different working conditions. In the current work, the result whose 

design variables achieve the minimum 𝐸  and 𝐸   is considered as the optimum design. 

 

 

Fig. 3‐5. Distribution of 𝐸 . 
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Fig. 3‐6. Distribution of second stage design variables: (a) leading edge of inlet port; (b) leading edge of outlet port; (c) 
inlet port angular width; (d) outlet port angular width; (e) inlet port length; (f) outlet port length. 
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Fig. 3‐7 shows the performance of the proposed optimum design with respect to dif‐

ferent speeds of the crankshaft. It is found that the optimum design can exhibit relatively 

stable performance when the speed varies within a small percentage around that used in 

the optimization. Fig. 3‐8 depicts the machine performance under different outlet pres‐

sure. It is obvious that the isentropic efficiency is not sensitive to the changes occurring in 

the outlet pressure, as reflected by the nearly flat curve  in Fig. 3‐8. For the volumetric 

efficiency, it decreases as the outlet pressure increases, but the reduction is not significant 

when the outlet pressure fluctuates around the value used in the optimization, thus sug‐

gesting a reasonable level of robustness. Based on Fig. 3‐7 and Fig. 3‐8, the best perfor‐

mance  is  found  to be 99.09% for  isentropic efficiency and 86.25% for volumetric effi‐

ciency, and they are compared with the reported performance of other types of rotary 

compressors to highlight the significant potential of the limaçon compressor, as shown in 

Table 3‐4. 

 

Fig. 3‐7. Performance of the optimized compressor under different speeds (at 𝑃  = 300 kPa). 
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Fig. 3‐8. Performance of the optimized compressor under different outlet pressure (at 1400 rpm). 

 

Table 3‐4. Performance comparison of other types of rotary compressors 

Type 

Volumetric Dis‐

placement per 

Revolution 

Working 

Fluid 

Reported Maximum 

Performance 

Limaçon  720 cm   Air 
86.25% 𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐 , 

99.09% 𝐼𝑠𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑖𝑐  

Hermetic scroll (Cuevas 

et al., 2010) 
‐  R134A  72% 𝐼𝑠𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑖𝑐  

Swing‐vane (Pan et al., 

2019) 
10.49 cm   R410A 

91% 𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐 , 

79% 𝐼𝑠𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑖𝑐  

Coupled‐vane (Shakya 

and Ooi, 2020) 
44 cm   Air  79% 𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐  

Asymmetrical sliding 

vane (Wang et al., 

2021) 

1.79 cm   Air  73.27% 𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐  
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3.2. Conclusions 

In this chapter, the Bayesian optimisation technique is applied in a two‐stage optimi‐

sation process of the limaçon compressor, where the first stage determines the size of the 

compressor as per design requirements and the second stage aims to optimise the setting 

of  the port  to  improve machine performance. The  results of  the numerical  illustration 

prove the validity of the proposed method for the given design tasks with obtaining satis‐

factory machine performance. Additionally, a discussion is presented on the effects of op‐

erating parameters (pressure ratio and speed) on the performance of the optimized de‐

sign. It  is found that the optimized design exhibits relatively stable  isentropic efficiency 

over the tested range of the speed and the outlet pressure, whereas volumetric efficiency 

can be maintained within an acceptable range when the operating condition  is around 

that used in the optimization. This provides the designer useful information on the suita‐

ble  operating  conditions  for  the  optimized  design  in  real  applications,  and more  im‐

portantly, it highlights the importance of the optimization process before the prototype 

is produced for a specific application. 
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Chapter 4. A comparative study of two embodiments of the limaçon 

rotary compressor based on  theoretical modelling of apex seal 

dynamics and leakage5F5F5F

†† 

4.1. Abstract 

As an emerging technology, the limaçon rotary compressor possesses great potential 

for fluid‐processing applications. However, the technology and associated cost required 

to fabricate the limaçon machine could sometimes be beyond the capability of some man‐

ufacturers. To  reduce  the production cost, circolimaçon embodiment whose  rotor and 

housing are constructed of circular arcs has been proposed. This paper is intended to in‐

vestigate the viability of the circolimaçon embodiment of  limaçon technology based on 

sealing performance. A nonlinear three‐degree of freedom model is presented to describe 

the dynamic behaviour of the apex seal during the machine operation. Additionally, the 

leakage through the seal‐housing gap is formulated by considering the inertia and viscous 

effects on the flow. A numerical illustration is offered to compare the performance of the 

circolimaçon embodiment with that of the limaçon‐to‐limaçon (L2L) type machine at dif‐

ferent pressure ratios and operating speeds. The effect of the limaçon aspect ratio on the 

apex seal dynamics is also investigated. Based on the results, it is found that the circoli‐

maçon embodiment exhibits comparable performance to the L2L‐type machine, despite 

having more significant seal vibrations. The differences in the volumetric and isentropic 

 
†† This chapter has been published: Lu, K, Sultan, I. A., and Phung, T. H., (2022) " A comparative study 

of two embodiments of the limaçon rotary compressor based on theoretical modelling of apex seal dynam‐
ics and leakage”. International Journal of Refrigeration. https://doi.org/10.1016/j.ijrefrig.2022.10.004 
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efficiencies between the two machines are found within 8% and 3%, respectively. Addi‐

tionally, it is also discovered that the circolimaçon compressor with a small capacity un‐

dergoes a lower level of seal dynamics, suggesting better machine reliability. 

Keywords: Positive displacement compressor; Compressor performance; Circolimaçon; 

Apex seal; Seal dynamics; Leakage. 

4.2. Introduction 

By virtue of their compact size and less susceptibility to vibration, rotary compressors 

have received particular popularity  in many  fluid‐processing applications, ranging  from 

domestic refrigeration to industrial gas transmission. In a recent market analysis, rotary 

compressors accounted  for  the  largest share of  the global compressor market and are 

anticipated to remain the leader through 2028 (Grand View Research, 2021). In this con‐

text, substantial research efforts have been devoted to improving the performance of ro‐

tary compressors. The work by Ooi (2005) presents an example of such effort as the au‐

thor optimised the geometric parameters that can reduce the mechanical loss of the roll‐

ing piston compressor up to 50%, thereby  increasing the coefficient of performance by 

14%. Blunier et al. (2009) proposed a reference frame to describe the scroll symmetry of 

scroll compressors, which could describe the chamber volume without considering any 

special cases for initial involute angles. Liu et al. (2010) optimised the bearing components 

of the scroll compressor based on the gradient‐search method. Based on the result, the 

author reported that the frictional losses at bearing components could be reduced by at 

least 14.1% after optimisation. Stosic  (2015) utilised  the quasi‐one‐dimensional model 

and the three‐dimensional (3D) computational fluid dynamics (CFD) to analyse the heat 

transfer that occurred in screw compressors. Through the analysis, the author suggested 
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that implementing a proper cooling method could bring down the maximum rotor tem‐

perature from 700𝐾 to 350𝐾, thus enhancing the reliability of machine components. Noh 

et al. (2016) investigated the effect of the cylinder slenderness ratio on the performance 

of the rolling piston compressor. The authors found that a smaller cylinder slenderness 

ratio could increase the volumetric efficiency by 6.3%, resulting in a 3.7% rise in the overall 

efficiency. In a recent study, Cavazzini et al. (2020) analysed the effect of geometric pa‐

rameters on the performance of the scroll compressor. The authors discovered that the 

machine performance was mainly affected by three geometric parameters: the size of the 

discharge port, the number of coils, and the radius of orbiting scroll. 

Although the industrial and research effort still concentrates on such well‐established 

technologies as the vane‐ and screw‐type devices, the ever‐changing needs for applica‐

tions have pushed for the emergence of many novel designs of rotary compressors. For 

example, Shin et al. (2019) proposed the dual cylinder design that utilises the inner space 

of the rotor as an additional working chamber. Compared to the conventional rolling pis‐

ton compressor, the proposed design  is able to reduce mechanical  losses and  increase 

compressor efficiency by up to 16.64%. Gu et al. (2021) introduced the rotating cylinder 

mechanism by which the friction losses at the vane tips between the rotor and cylinder 

can be reduced to 0.25% and 10.23%, respectively. In addition, the maximum volumetric 

and  isentropic efficiencies of the proposed design could reach 97.14% and 90.33%, re‐

spectively. In their recent works, Lu et al. (2021; 2022) mathematically modelled a class 

of rotary compressors that features the profiles of the rotor and housing generated based 

on the limaçon of Pascal. The authors parametrically analysed the effects of various fac‐
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tors, such as operating speed and pressure ratio, on machine performance, and they de‐

veloped a two‐stage optimisation procedure based on the Bayesian method to optimise 

the geometry of the inlet and outlet ports. 

In fact, the potential of the limaçon technology applied in fluid machinery was previ‐

ously discussed by Sultan (2005). Compared to other types of rotary machines, the lima‐

çon machine has clear geometric parameters that control the machine performance, and 

this benefits the optimisation procedure. The work of Sultan and Schaller (2011) is such 

an example in which geometric parameters of the ports were used as design variables to 

optimise  the performance of  limaçon gas expanders.  In  the past, when manufacturing 

technology was not so advanced, manufacturing a limaçon machine could have been quite 

a task. Nowadays, however, manufacturing technology has progressed to the point where 

producing these machines does not present any technical challenges. The  limaçon ma‐

chine whose rotor and housing are developed from the limaçon curve is referred to as the 

limaçon‐to‐limaçon (L2L) machine, and one noticeable advantage of the L2L machine  is 

that the gap between the rotor apex and the housing remains constant, enabling excellent 

sealing performance as shown by the work of Phung et al. (2018). Despite being achieva‐

ble, the cost and technology required to machine the accurate limaçon profile may still be 

beyond the capability of some manufacturers. Therefore, Sultan (2008) suggested substi‐

tuting the  limaçon curves of the housing and the rotor with circular profiles, which can 

simplify manufacturing and reduce production costs. This idea has been elaborated by the 

work of Phung and Sultan (2018; 2021) as they proposed a design variant known as the 

limaçon‐to‐circular machine, in which the rotor profile is based on the circular curve.  

Another alternative  is the circolimaçon embodiment,  in which  its housing and rotor 

are constructed of circular curves. Sultan (2008) discussed the geometric and volumetric 
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aspects of this type of machine. However, the feasibility of the circolimaçon embodiment 

in fluid‐processing applications has yet been discussed. Hence, the work presented in this 

paper  is  intended to  investigate the potential of the circolimaçon machine for use as a 

compressor based on the sealing performance. A dynamic model is presented to describe 

the vibration of the apex seal, and the leakage past through the seal gap is modelled with 

considering the viscous and  inertia effects on the flow. The sealing performance of the 

circolimaçon embodiment  is  compared with  that of  the  L2L‐type machine at different 

pressure ratios and operating speeds, and the effect of the limaçon aspect ratio on the 

machine reliability is also investigated. 

The next section  features geometric characteristics of circolimaçon embodiment of 

the limaçon technology. 

4.3. Background on the limaçon technology 

4.3.1. Geometric characteristics 

The limaçon technology is characterised by its profile and operation based on a math‐

ematical curve known as the limaçon of Pascal. Fig. 4‐1 shows an illustration of the lima‐

çon machine (L2L‐type). During the operation, the chord, 𝑝 𝑝 , is made to slide and rotate 

about the limaçon pole, 𝑜, and the path of the midpoint, 𝑚, of the chord is referred to as 

the housing base circle whose radius is 𝑟. To readily describe the kinematics of the limaçon 

motion, a stationary frame, 𝑋 𝑌 , and a moving frame, 𝑋 𝑌 , are introduced at points 𝑜 

and 𝑚, respectively. The sliding distance, 𝑠, measured  from 𝑜 to 𝑚 along the 𝑋 ‐axis  is 

then expressed as a function of the angular displacement of the chord, 𝜃 ∈ 0, 2𝜋 , meas‐

ured from 𝑋 ‐ to the 𝑋 ‐ axis, 

𝑠 2𝑟 sin𝜃  (4‐1)  



 

4‐6 
 

The radial distance of the  limaçon housing, 𝑅, measured from 𝑜 to the chord apices 

can be obtained as follows, 

𝑅 2𝑟 sin𝜃 𝐿  (4‐2)  

where 𝐿 is the half‐length of the chord. 

The limaçon profile of the machine housing is the trajectory of the chord leading apex, 

𝑝  (or trailing apex, 𝑝 ,), which can be described with respect to 𝑋 𝑌  frame as, 

𝑥 𝑅 cos𝜃 𝑟 sin 2𝜃 𝐿 cos𝜃        
𝑦 𝑅 sin𝜃 𝑟 𝑟 cos 2𝜃 𝐿 sin𝜃  

(4‐3)  

 

Fig. 4‐1. A limaçon‐to‐limaçon machine. 

It is worth mentioning that the shape of the limaçon profile is determined by the limaçon 

aspect ratio, 𝛽, which is defined as the ratio of the radius of the base circle to the chord 

half‐length, 

𝛽
𝑟
𝐿
  (4‐4)  
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With the increase in the limaçon aspect ratio, the limaçon curve will exhibit a flatter bot‐

tom portion as illustrated in Fig. 4‐2. However, the limaçon aspect ratio must be kept be‐

low 0.25 in order to produce a limaçon curve that is free of dimples and kinks, which is 

suitable for fluid‐processing applications. 

 

Fig. 4‐2. Limaçon curves based on different limaçon aspect ratios. 

The rotor profile is developed from the lower portion of the housing profile (i.e., 𝜃 ∈

𝜋, 2𝜋 ) and mirrored about the chord. However, this results in rotor‐housing interference, 

which severely affects the machine performance. Therefore, it is necessary to introduce 

the apex clearance, 𝐿 , to prevent such an interference issue, the parametric form of the 

rotor can then be obtained as follows, 

where 𝑟  is  the radius of the rotor base circle, 𝜃 ∈ 𝜋, 2𝜋  is  the angle measured  from 

𝑋 ‐axis to any points on the rotor profile. Sultan (2006) suggests that the value of 𝑟  can 

be determined by using the equation below, 

𝑥 𝑟 sin 2𝜃 𝐿 𝐿 cos 𝜃         
𝑦 𝑟 𝑟 cos 2𝜃 𝐿 𝐿 sin𝜃   (4‐5)  
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𝑟
𝐿

𝑎𝛽 1 𝐶

1 4𝛽
, 𝑎 1

𝛽, 𝑎 1
  (4‐6)  

where 𝐶  is the clearance ratio, and the term 𝑎 in equation (4‐6) is referred to as the 

rotor design factor, which assists to select a proper apex clearance to prevent rotor‐hous‐

ing interference. When the value of 𝑎 is set equal to or greater than 1, a small apex clear‐

ance will be enough to prevent the interference issue. However, based on equations (4‐4) 

and (4‐6), the base circle of the rotor shares the same radius as that of the housing when 

𝑎 is set less than 1. In this case, a relatively larger apex clearance needs to be applied. It is 

worth noting here that the lenticular profile of the rotor geometrically divides the working 

chamber into two parts, namely the upper and lower chamber, as shown in Fig. 4‐1. This 

indicates the double‐acting nature of the limaçon technology, which can execute two dis‐

charge strokes in one revolution of the crankshaft. 

4.3.2. The circolimaçon machine 

The circolimaçon design shares the same operating characteristics as the L2L‐type ma‐

chine, but the profiles of  its housing and rotor are developed  from circular arcs rather 

than the limaçon curve. As shown in Fig. 4‐3, the centre of circular profiles for the housing 

and  the  rotor  locates  at 𝐶  and 𝐶 ,  respectively.  It  should  be mentioned  that 𝐶  falls 

above the limaçon pole and it is fixed at the point where the 𝑌 ‐axis intersects with the 

base circle, while the actual position of 𝐶  varies with the rotation of the rotor. The radius 

of housing, 𝑅 , and rotor, 𝑅 , can be calculated as shown in equation (4‐7), 

𝑅 𝐿 1 4𝛽                      

𝑅 𝐿 1 𝐶 1 4𝛽 𝑎
  (4‐7)  

where 𝑎 is the rotor design factor assigned as 1 in this investigation.  
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Fig. 4‐3. An illustration of the circolimaçon machine. 

For fluid‐processing applications, the volume of the working fluid, 𝑉 , that the circoli‐

maçon machine processes in one compression stroke can be expressed in the following 

form, 

𝑉 𝐻 𝐴 𝐴   (4‐8)  

where 𝐻 is the axial length of the housing, and 𝐴  and 𝐴  are respectively the area of the 

housing and rotor section  falls below the 𝑋 ‐axis, which are obtained as shown  in the 

equation below, 

𝐴 𝑅
𝜋
2

𝜆 2𝑟 𝐿 𝐿 𝑑 cos 𝜃

𝐴 𝑅
𝜋
2

tan 2𝛽𝑎 2𝑎𝛽𝐿 1 𝐶
  (4‐9)   

where 𝑑 denotes the distance between the rotor apex and the point 𝑃 , at which the rotor 

chord intersects with the housing, and the expression of 𝑑 is givens as, 

 

𝑑 𝐿 𝐶 1 1 4𝛽 sin 𝜃   (4‐10)  
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The term, 𝜆, in equation (4‐9) is the angle between 𝑝 𝑝  and 𝑃 𝐶 , which can be expressed 

as follows, 

𝜆 tan
2𝛽 cos𝜃

1 4𝛽 sin 𝜃
  (4‐11)  

Combining equations (4‐9) to (4‐11), expressions of 𝐴  and 𝐴  can be rewritten as, 

𝐴 𝐿 1 4𝛽
𝜋
2

𝜆 2𝛽 cos 𝜃 1 4𝛽 sin 𝜃

𝐴 𝐿 1 𝐶 1 4𝛽 𝑎
𝜋
2

tan 2𝛽𝑎 2𝛽𝑎
  (4‐12)   

The swept volume of the circolimaçon machine, 𝑉 , can then be calculated by subtracting 

the minimum volume, 𝑉 | , from the maximum volume, 𝑉 | , as follows, 

𝑉 𝑉 | 𝑉 | 2𝐻𝐿 1 4𝛽 tan 2𝛽 2𝛽   (4‐13)  

Equation (4‐13) shows that the ideal capacity of the machine will depend on the limaçon 

aspect ratio, 𝛽, when the machine size (as determined by 𝐻 and 𝐿) is fixed. This highlights 

a distinguishing feature of the limaçon technology, which is the ability to achieve larger 

capacity within a small machine size. In addition, clear geometric parameters, as reflected 

in equation (4‐13), control the volumetric performance of the limaçon technology, which 

lends the optimisation procedure to be easily developed. 

4.4. Dynamic model of apex seal 

It is noted that the apex gap, 𝑑, varies with the angular displacement of the chord as 

indicated by equation (4‐10), and this differs from the situation in the L2L‐type device in 

which the apex gap maintains constant. Therefore,  it can be expected that the seal dy‐

namic behaviour of the circolimaçon embodiment will be different from that of the L2L 

machine.  
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Fig. 4‐4 depicts the kinematics of the apex seal applied to the circolimaçon machine. 

The apex seal  is modelled as the spring‐mass‐damper system  in which the spring  is at‐

tached to the inner end of the groove and the seal. As shown in Fig. 4‐4, 𝑤  and 𝑤  are 

widths of the groove and the seal, respectively. 𝐿  signifies the length of the seal and the 

term, 𝑧, is the truncation distance, which is expressed as, 

𝑧 𝐿 1 𝐶 𝑅 2𝑎𝛽𝐿 1 𝐶
𝑤
2

  (4‐14)  

To  readily describe  the kinematics of  the seal,  two  frames, 𝑋𝑌 and 𝑋 𝑌 , are  intro‐

duced at the geometric centre, 𝑂 , of the groove and the centre of gravity, 𝐶, of the seal, 

respectively. It should be pointed out that 𝑂  is also the initial position of 𝐶, and the po‐

sition of 𝐶 can then be described by a position vector, 𝑟 , with respect to the 𝑋𝑌‐frame, 

𝑟
𝑥
𝑦   (4‐15)  

The 𝑋𝑌 and 𝑋 𝑌  frames can be related by using  the  frame  transformation equation as 

follows, 

 𝑋
𝑌

cos𝜙 sin𝜙
sin𝜙 cos𝜙

 𝑋
𝑌

  (4‐16)  

where 
 𝑋
𝑌

 and   𝑋
𝑌

 are unit vectors along the seal and the groove frames, respectively, 

and 𝜙 signifies the angular displacement measured from 𝑋‐ to 𝑋 ‐axis in a right‐handed 

sense. 
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Fig. 4‐4. Kinematics of the apex seal. 
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Fig. 4‐5. Dynamics of the apex seal. 

As shown in Fig. 4‐5, the contact points on the groove are denoted as 𝑔  (𝑖 1, 2, 3 ,4), 

and the corresponding points on the seal are denoted as 𝑐 . Points 𝑐  and 𝑐  represent 

points where  the  seal  touches  the machine housing  and  the  spring,  respectively.  The 

points that subject forces due the pressure are labelled from 𝑠  to 𝑠 . In the circolimaçon 

machine,  the kinematics of  these points will exhibit similar patterns  to  that of  the L2L 

machine, which was  investigated by Phung et al.  (2018). However,  the  interaction be‐

tween the seal tip and the housing at the point 𝑐  is expected to be different as the apex 

gap that exists in the circolimaçon machine varies with the rotation of the rotor. The po‐

sition of 𝑐  in 𝑋𝑌 frame can be expressed as, 

𝑟 ⃗ 𝑟 𝐿 𝑎 𝑋 𝑏 𝑌   (4‐17)  

which can be rewritten as, 

𝑟 ⃗ 𝑥 𝐿 𝑎 cos𝜙 𝑏 sin𝜙 𝑋 𝑦 𝐿 𝑎 sin𝜙 𝑏 cos𝜙 𝑌 

  (4‐18) 
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where 𝐿  is the half‐length of 𝐿  measured from 𝐶 to the outer edge of the seal; 𝑎  and 

𝑏  are shown in Fig. 4‐4 and can, respectively, be obtained from the equation below,  

𝑎 𝑟 1 cos𝜑
𝑏 𝑟 sin𝜑   (4‐19)  

In equation (4‐19), 𝑟  is the radius of the curved face of the seal outer edge, and 𝜑 is the 

angle measured from the seal centre line to the radial line connecting 𝑟  and 𝑐 . Noting 

that point 𝑐  always sits on the 𝑋‐axis, making the 𝑌‐axis component to be zero. There‐

fore, the 𝑌‐axis component in equation (4‐18) can be written as, 

𝑦 𝐿 𝑎 sin𝜙 𝑏 cos𝜙 0  (4‐20)  

Combining equations (4‐19) and (4‐20), 𝜑 can be expressed as, 

   𝜑 sin 1
𝐿
𝑟

sin𝜙
𝑦
𝑟

 𝜙  (4‐21)  

Thus, the position of 𝑐  can then be simplified as 

𝑟 ⃗ 𝑥 𝐿 𝑎 cos𝜙 𝑏 sin𝜙 𝑋  (4‐22)  

To determine whether the seal and the machine housing come into contact, the posi‐

tion of 𝑐  needs to be compared to its initial position, and the difference, Δ𝑥 , is calcu‐

lated as, 

Δ𝑥 𝑥 𝐿 𝑎 cos𝜙 𝑏 sin𝜙 𝐿 Δ𝑑 𝛿   (4‐23)  

where 𝛿  is the initial deflection of the machine housing and Δ𝑑 is the change in the apex 

gap, 𝑑, compared to its value, 𝑑 , obtained at the angle where the suction stroke is initi‐

ated, which can be expressed as, 

Δ𝑑 𝑑 𝑑   (4‐24)  

If a positive value (Δ𝑥 0) is obtained from the equation (4‐23), it indicates that the 

seal has contacted the machine housing, thereby resulting in contact force, 𝐹 , from the 

machine housing. Of note that  is the contact force 𝐹  acting on 𝑐  consists of an elastic 
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force, 𝐹 , and a damping force, 𝐹 . The elastic force 𝐹  can be obtained from the equation 

below, 

𝐹 𝑘 Δ𝑥   (4‐25)  

where 𝑘  is the stiffness of the machine housing. 

The damping force 𝐹  depends on the velocity at the point 𝑐 , which takes the form as, 

𝑣 ⃗ 𝑣⃗ �⃗� Δ�⃗� �⃗� 𝜙 𝐿 𝑎 𝑋 𝑏 𝑌   (4‐26)  

where 𝑣⃗ is the velocity of point 𝐶 with respect to the base frame, 𝑋 𝑌 , whose origin is 

the same as the 𝑋 𝑌  frame but rotates with the rotor at a constant angular velocity, 𝜔, 

as shown in Fig. 4‐4. The expression of 𝑣⃗ is given as, 

𝑣⃗ 2𝑟𝜔 cos𝜃 𝑥 𝜔𝑦 𝑋 2𝑟𝜔 sin𝜃 𝑦 𝜔 𝑥 𝐿 𝑌   (4‐27)  

where 𝑋  and 𝑌  are unit vectors along 𝑋  and 𝑌  direction, respectively, and the symbol 

𝑞  denotes differentiation with respect to time. 𝐿  is the distance between the midpoint, 

𝑚, of the rotor chord to the point 𝐶 at the initial position, which can be calculated as, 

𝐿 𝐿 𝑑 𝐿 𝛿   (4‐28)  

Equation (4‐26) can be rewritten with respect to the 𝑋𝑌 frame as, 

𝑣 ⃗ 𝑣 𝑋 𝑣 𝑌   (4‐29)  

where the velocity components, 𝑣  and 𝑣 , are given as follows, 

𝑣 𝑥 𝜔 2𝑟 cos 𝜃 𝑦 Δ𝑑 𝜔 𝜙 𝐿 𝑎 sin𝜙 𝑏 cos𝜙

𝑣 𝑦 𝜔 2𝑟 sin𝜃 𝐿 𝑥 𝜔 𝜙 𝐿 𝑎 cos𝜙 𝑏 sin𝜙
  (4‐30)  

It should be pointed out that the sign convention and magnitude of the damping force, 

𝐹 , is determined by 𝑣  shown in equation (4‐30). Such a condition can be expressed as 

follows, 
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𝐹
𝐶 𝑣 , 𝑣 0

0, 𝑣 0 
(4‐31)  

where 𝐶  is the damping coefficient of the machine housing. 

Consequently, if Δ𝑥 0, the contact force, 𝐹 , from the machine housing can then be 

expressed by combining equations (4‐25) and (4‐31) as follows, 

𝐹
𝑘 Δ𝑥 𝐶 𝑣 , 𝑣 0

𝑘 Δ𝑥 , 𝑣 0 
(4‐32)  

The force, 𝐹 ⃗, acting on the seal at 𝑐  and the moment, 𝑀 ⃗, about the centre of gravity 

can then be found as, 

𝐹 ⃗ 𝐹 ⃗ 𝐹 ⃗

𝑀 ⃗ 𝑟 ⃗ 𝐹 ⃗
  (4‐33)  

where the force components, 𝐹 ⃗ and 𝐹 ⃗, are calculated from the equation below, 

𝐹 ⃗ 𝐹 𝑋

𝐹 ⃗ 𝐹
tan 𝜆 𝜇

1 𝜇 tan 𝜆
𝑌
  (4‐34)  

where 𝜇 signifies the coefficient of friction between the seal and the machine housing. 

The forces acting on points, other than 𝑐 , of the seal and the corresponding moments 

about the seal centre gravity can be calculated by using the seal model proposed by Phung 

et al. (2018). To obtain the seal displacement (𝑥, 𝑦, and 𝜙) at each rotor angular displace‐

ment, 𝜃, a general equation of motion is expressed as shown in equation (4‐35), 

𝑚 0 0
0 𝑚 0
0 0 𝐼

𝑋
𝑌
𝜙

∑𝐹
∑𝐹
∑𝑀

  (4‐35)  

where 𝑚  is the mass of the seal, 𝐼  is the mass moment of  inertial about the centre of 

gravity, ∑𝐹  and ∑𝐹  denote the sum of forces acting on the seal in the 𝑥‐ and 𝑦‐direction, 

respectively, and ∑𝑀  is the sum of moments about the seal centre of gravity, 𝜙 is the 
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angular acceleration of the seal,  𝑋  and  𝑌  are the acceleration of the seal with respect 

to the 𝑋 𝑌  frame, which can be, respectively, found as follows, 

𝑋 𝑥 2𝜔𝑦 𝜔 4𝑟 sin𝜃 𝐿 𝑥
𝑌 𝑦 2𝜔𝑥 𝜔 4𝑟 cos𝜃 𝑦

  (4‐36)  

4.5. Leakage through the seal‐housing gap 

With the application of the apex seal, the leakage through the apex clearance can be 

reduced considerably. However, if the seal moves momentarily away from the machine 

housing (i.e., Δ𝑥 0 obtained from equation (4‐23)), a gap will exist between the seal 

tip and the machine housing, resulting in leakage due to the pressure difference between 

the two chambers, as shown in Fig. 4‐6. 

The leakage path can be approximated as the flow channel shown in Fig. 4‐6, in which 

a frame, 𝑋 𝑌 , attached to the housing is introduced. As shown in Fig. 4‐6, 𝑤  signifies the 

projection of the seal width along 𝑋  direction, and ℎ  denotes the height of the leakage 

path at any 𝑥 . This section is intended to present the procedure introduced in this paper 

to calculate the leakage past the apex seal. To model the leakage flow in the current study, 

some assumptions have been employed, which are: 

 Leakage flow is adiabatic and two‐dimensional  

 Steady state 

 State properties are uniform in the y‐direction and only vary in the x‐direction. 
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Fig. 4‐6. Schematic diagram of leakage path: (a) actual flow path, (b) approximated flow path. 

4.5.1. Conservation of momentum 

The  x‐direction momentum of  the  leakage  flow  can be obtained  from  the Navier‐

Stokes equation, which takes the form as,  

𝜌𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝜌𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦

𝜕𝑃
𝜕𝑥

𝜇
𝜕 𝑢
𝜕𝑦

  (4‐37)  

where 𝑃 and 𝜇 are the pressure and viscosity of the leakage flow, respectively. 

In equation (4‐37), terms on the left‐hand side represent the inertia effects on the flow, 

while the right‐hand side terms are the normal and viscous shear stresses. As proposed 

by Yuan et al. (1992), the inertia terms in equation (4‐37) can be averaged along the 𝑌  

direction as shown in the equation below, 

𝐹
1
ℎ

𝜌𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝜌𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦

𝑑𝑦   (4‐38)  

where 𝐹  denotes  the  averaged  inertia effects. Utilising  this  approximation, equation 

(4‐37) can be rewritten as, 



 

4‐19 
 

𝜕 𝑢
𝜕𝑦

1
𝜇
𝐹

𝜕𝑃
𝜕𝑥

  (4‐39)  

Substituting an 𝑥 ‐function, 𝐵, for  𝐹 , equation (4‐39) can then be simplified 

as, 

𝜕 𝑢
𝜕𝑦

2𝐵  (4‐40)  

Knowing the boundary conditions are, 

 
𝑢 0          𝑎𝑡  𝑦 0
𝑢 𝑉        𝑎𝑡  𝑦 ℎ    

where 𝑉  is the velocity of the seal along the 𝑋  direction (i.e., 𝑦 obtained from the dy‐

namic model of the seal). 

Taking the boundary conditions into equation (4‐40) and integrating twice to obtain ex‐

pressions for   and 𝑢, consecutively, 

𝜕𝑢
𝜕𝑦

𝐵 2𝑦 ℎ
𝑉
ℎ

   (4‐41)  

and 

𝑢 𝐵 𝑦 𝑦 ℎ 𝑦
𝑉
ℎ

  (4‐42)  

The mean flow velocity, 𝑈, along 𝑌  direction is calculated as, 

4.5.2. Continuity equation 

The steady state continuity equation for the leakage flow can be expressed in the fol‐

lowing integral form 

𝑈
1
ℎ

𝑢 𝑑𝑦
𝐵
6
ℎ

𝑉
2
  (4‐43)  

𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝑢
𝜌
𝜕𝜌
𝜕𝑥

𝑑𝑦 𝐶   (4‐44)  
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where the constant, 𝐶 , can be found from the boundary condition that 𝑣 ℎ 𝑉 . It is 

worthy of noting here that 𝑉  is the velocity of the seal along the 𝑦  direction (i.e., 𝑥 ob‐

tained from the dynamic model of the seal). 

4.5.3. Conservation of energy 

As the leakage flow is assumed adiabatic, the conservation of energy can be expressed 

as, 

𝜌𝑢
𝜕ℎ
𝜕𝑥

𝑢
𝜕𝑃
𝜕𝑥

𝜇
𝜕 𝑢
𝜕𝑦

  (4‐45)  

where ℎ is the enthalpy of the leakage flow. 

Utilising Maxwell thermodynamics relations, the following expression can be written, 

𝑑ℎ
𝑑𝑥

𝑇
𝑑𝑆
𝑑𝑥

1
𝜌
𝑑𝑃
𝑑𝑥

  (4‐46)  

where 𝑆 and 𝑇 are the entropy and temperature of the leakage flow, respectively. 

Combining equations (4‐41), (4‐45), and (4‐46), the change in entropy can be obtained as 

follows, 

𝜕𝑆
𝜕𝑥

𝜇

𝜌𝑇𝑈
 𝐵 2𝑦 ℎ

𝑉
ℎ

  (4‐47)  

Averaging equation (4‐47) along 𝑌  direction, 

The solution procedure starts by setting 𝑣 0 0 to obtain the following functional rela‐

tionship, 

𝑑𝐵
𝑑𝑥

𝑓 𝐵,
𝑑ℎ
𝑑𝑥

,
𝑑𝜌
𝑑𝑥

,𝜌, ℎ   (4‐49)  

 

𝜕𝑆
𝜕𝑥

𝜇 𝐵 ℎ 3𝑉

3𝜌𝑇 𝐵
6 ℎ

𝑉
2

   (4‐48)  
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Utilising the reference fluid properties program, REFPROP 10, to provide equation of state 

information, and the fact that ℎ  and its derivative are known at any value of 𝑥 , the dif‐

ferential equation in (4‐49) is solved numerically with the help of equation (4‐48) to find 

the values of the variable 𝐵 and the state properties at 𝑛 sequential points along the 𝑥 ‐

axis.  The pressure distribution is calculated during the procedure via the following equa‐

tion,  

𝑑𝑃
𝑑𝑥

2𝜇𝐵 𝐹   (4‐50)  

At any position, 𝑥 , the values of the entropy, 𝑆, obtained from (4‐48) and the pressure, 

𝑃, obtained from (4‐50), can be employed to obtain the density, 𝜌, and the viscosity, 𝜇, 

by using the appropriate functions available on REFPROP 10 (Lemmon et al., 2010). The 

leakage mass flowrate, 𝑚 , can then be calculated from the following averaging expres‐

sion, 

𝑚
1
𝑛

𝜌 ℎ 𝑈 𝐻  (4‐51)  

where the subscript 𝑖 signifies point number 𝑖 on the 𝑥 ‐axis. As expected, the values of 

mass flowrate obtained at various 𝑥  points are close to each other  in value. However, 

the averaging formula helps reduce the impact of computational errors on the calculated 

outcome. By way of demonstrating air  leakage through a 4.2 𝜇𝑚 gap between the seal 

and the housing with the seal tilted 0.22 °, Fig. 4‐7 shows sample results obtained from 

the leakage model presented above for an inlet state of 110 𝑘𝑃𝑎 and 4.23 𝑘𝑔 ∙ 𝑚  and 

outlet pressure of 100 𝑘𝑃𝑎. The figure suggests that the leakage mass flowrate remains 

almost constant, which confirms the continuity equation. 
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Fig. 4‐7. Sample results of the leakage model. 

4.6. Comparative analysis 

In this section, a numerical simulation is carried out to illustrate the seal dynamics of 

the circolimaçon compressor, which is also compared to that of the L2L compressor under 

the same conditions. The simulation is assumed to operate at 600 𝑟𝑝𝑚 and uses air as the 

working fluid, and the inlet pressure is set as 𝑃 100𝑘𝑃𝑎 and the pressure ratio, 𝑃

3 (where 𝑃  is the outlet pressure). As the circolimaçon and L2L compressors are only 

different from each other with respect to geometry, key geometric parameters listed in 

Table 4‐1 and the thermodynamic model are adopted from the work of Lu et al. (2022). A 

flowchart to illustrate the simulation process is shown in Fig. 4‐8. 

 

Table 4‐1. Dimensions of the circolimaçon compressor 

Machine dimensions  Values 

Half‐length of the rotor chord, 𝐿  0.05 𝑚 

 



 

4‐23 
 

Table 4 1. Dimensions of the circolimaçon compressor (Continued) 

Machine dimensions  Values 

Axial length of the housing, 𝐻  0.065 𝑚 

Limaçon aspect ratio, 𝛽  0.18 

Apex clearance, 𝐿   0.001 𝑚 

Rotor design factor, 𝑎  0.9 

Width of the seal, 𝑤   0.002 𝑚 

Width of the seal groove, 𝑤   0.0022 𝑚 

Length of the seal, 𝐿   0.01 𝑚 

Mass of the seal, 𝑚   0.01 𝑘𝑔 

 

4.6.1. Comparison of seal dynamics 

As mentioned in section 4.3, the lenticular design of the rotor geometrically separates 

the working chamber into the upper and lower chambers. During the operation, the pres‐

sure profiles of the two chambers are similar to each other but 𝜋 different  in phase, as 

shown in Fig. 4‐9. and such pressure differences directly cause the two sides of the seal 

subject  to different  forces, which  is  the main  reason  for  the vibration of  the seal.  It  is 

noticed that the working fluid is compressed to a higher pressure than it is expected. The 

reason for the over‐compression is to overcome the stiffness of the spring attached to the 

discharge valve, as pointed out by Lu et al. (2022). The valve design can be optimised to 

minimise over‐compression. 
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Fig. 4‐8. Flowchart of the simulation process. 

Fig. 4‐10 depicts the seal displacements in 𝑋 and 𝑌 directions and the seal angular dis‐

placement, 𝜙, respectively. It is apparent that the seal vibration of the circolimaçon com‐

pressor is more significant than that of the L2L machine, especially along the 𝑋‐axis. This 

is mainly attributed to the fact that the apex gap, as illustrated in Fig. 4‐11, in the circoli‐

maçon machine varies with the rotor angle. Fig. 4‐11 also depicts the seal position along 

the 𝑋‐axis. It can be observed that the two curves closely overlap each other, which indi‐

cates that the seal exhibits satisfactory sealing performance.  In the current case study, 

the maximum apex gap is 4.2 𝑚𝑚, which is observed at around 90° and 270°. It is noticed 

that small fluctuations occurred at which the rotor angle swept from 60° to 80° and from 
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240° to 260°. This is because the change in the apex gap takes place rapidly as reflected 

by the slope of the curve, and consequently, the vibration of the seal is relatively intensi‐

fied. 

 

Fig. 4‐9. Pressure of the upper and lower chambers of the circolimaçon compressor. 

As shown in Fig. 4‐10, the circolimaçon compressor experiences more noticeable seal 

vibrations compared with the L2L‐type machine. This would result in negative effects on 

machine reliability and increase the risk of seal component failure. In Fig. 4‐12, the contact 

forces between  the seal and seal groove acting on points 𝑐 , 𝑐 , 𝑐 , 𝑐 , and  the spring 

force acting on 𝑐  are obtained by using the seal dynamic model proposed by Phung et al. 

(2018), while the profile of the contact force between the seal and housing acting on point 

𝑐  is calculated from the modified model presented in Section 4.4. Based on Fig. 4‐12, the 

locations on the seal, seal groove, and housing that undergo severe contact forces can be 

revealed. This information benefits designers to introduce reinforcements to the contact 

surface at these locations, thereby preventing component failures and improving the re‐

liability of the machine. 
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Fig. 4‐10. Comparison of seal dynamics between the circolimaçon and L2L compressors. 

 

Fig. 4‐11. Seal movement to cover the apex‐housing gap in the circolimaçon machine. 
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Fig. 4‐12. Forces acting on different points of the apex seal. 

4.6.2. Comparison of machine performance 

Fig. 4‐13 and Fig. 4‐14 show the comparison of the volumetric and isentropic efficien‐

cies of the two machines under different pressure ratios and operating speeds. To obtain 

the volumetric and isentropic efficiencies of the L2L‐type compressor, the seal dynamic 

model presented  in the work of Phung et al. (2018)  is utilised. The dimensions used to 

produce Fig. 4‐13 and Fig. 4‐14 are listed in Table 4‐1. Based on Fig. 4‐13, the circolimaçon 

compressor exhibits better volumetric efficiency than that of the L2L‐type compressor, 

but the largest difference is found less than 8%. The highest volumetric efficiency for the 

circolimaçon and L2L‐type compressors are 88.58% and 86.89%, respectively. Additionally, 

the  volumetric  efficiency  for  both  embodiments  increases with  the  operating  speed, 
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which is due to the significant reduction of leakage past the apex seal. However, the vol‐

umetric efficiency shows an opposite trend when the pressure ratio rises. This is mainly 

attributed to the increase in the amount of high‐pressure fluid flowing back to the cham‐

ber as a result of the high pressure ratio, which can be explained by the sudden increase 

(occurred at around 180° to 220°) in fluid mass in the working chamber, as shown in Fig. 

4‐15.  It  is also observed that the L2L compressor has more fluid mass remaining  in the 

chamber as indicated in Fig. 4‐15, and this also deteriorates the volumetric efficiency as 

the amount of fresh charge will be reduced. The isentropic efficiency of the L2L‐type de‐

vice, as depicted in Fig. 4‐14, is higher than the circolimaçon compressor, but the largest 

difference is less than 3%. These results suggest that the circolimaçon embodiment has 

comparable performance to the L2L‐type machines when used for fluid‐compression tasks. 

 

 

Fig. 4‐13. Volumetric efficiency under different pressure ratios and operating speeds. 
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Fig. 4‐14. Isentropic efficiency under different pressure ratios and operating speeds. 

 

Fig. 4‐15. Fluid mass inside the working chamber. 

4.6.3. Effects of limaçon aspect ratio on seal dynamics 

With  the same machine size  (as determined by 𝐻 and 𝐿),  the seal dynamics of  the 

circolimaçon compressor under different limaçon aspect ratios, as depicted in Fig. 4‐16. It 

is noticed that the level of seal vibrations becomes relatively lower when the aspect ratio, 
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𝛽, decreases from 0.18 to 0.1. The reason for the reduced seal vibrations  is due to the 

fact that the apex gap becomes smaller when 𝛽 is reduced. Additionally, the maximum 

forces acting on the seal, as shown in Table 4‐2, are also found to be smaller when 𝛽 is 

reduced. In fact, the machine capacity is also reduced with the value of 𝛽, as indicated by 

equation (4‐13). Therefore, these results suggest that the circolimaçon compressor with 

a relatively small capacity is subjected to less seal dynamics, and as a result, machine com‐

ponents would undergo less rubbing and impact at the contact surfaces between the seal, 

seal groove, and machine housing, which is beneficial for the machine reliability.  

 

Fig. 4‐16. Comparison of seal vibrations under different limaçon aspect ratios. 
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Table 4‐2. Maximum magnitudes of each force under different limaçon aspect ratios 

  Maximum magnitude of force (𝑵) 

Location on seal  𝜷 𝟎.𝟏𝟖  𝜷 𝟎.𝟏 

𝑐   1779.32  1110.38 

𝑐   1475.63  897.67 

𝑐   896.26  760.97 

𝑐   825.38  304.51 

𝑐   400.23  229.84 

𝑐   36  36 

4.7. Conclusion 

The circolimaçon embodiment of the limaçon compressor features using circular arcs 

to construct profiles of the housing and the rotor. This paper investigates the feasibility of 

the circolimaçon embodiment from the thermodynamic aspect. A numerical example is 

presented to compare the circolimaçon compressor and the L2L‐type machine in terms of 

apex seal performance. Based on the results, the following observations are made: 

(1). Compared  to  the  L2L‐type  compressor,  the  seal  vibration of  the  circolimaçon 

compressor is exacerbated, especially in 𝑋 direction. This is because the apex gap 

of the circolimaçon compressor changes with the rotor angle. 

(2). Based on the numerical illustration, the circolimaçon compressor presents better 

volumetric efficiency than that of the L2L‐type compressor, while the difference 

in the isentropic efficiency between the two machines is not significant, thus con‐

firming the feasibility of the circolimaçon embodiment when used for fluid‐com‐

pression tasks.  
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(3). Additionally,  it  is  found  that  the decrease  in  the volumetric efficiency at high 

pressure ratios  is due to the high‐pressure backflows and residual fluid, which 

affects the amount of fresh charge drawn  into the chamber during the suction 

stroke. In the current case study, the highest volumetric efficiency for the circo‐

limaçon and L2L‐type compressors are found to be 88.58% and 86.89%, respec‐

tively. 

(4). When the limaçon aspect ratio is reduced from 0.18 to 0.1, the circolimaçon com‐

pressor is found to have a lower level of seal vibrations and smaller contact forces. 

This indicates that the machine with a small capacity can present relatively better 

reliability.  

This paper demonstrates the potential of the circolimaçon embodiment of the limaçon 

compressor, and the information presented in the comparative analysis will benefit the 

design process of these machines. 
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Chapter 5. Conclusion and recommendations for future work 

In  this  thesis, a  thorough study has been conducted  to assert  the suitability of  the 

limaçon  technology  for use  as  a positive displacement  compressor.  Such  an  assertion 

could be achieved by ensuring the design  is geometrically capable of delivering suction 

and compression strokes, ports can be arranged to support the working of these strokes, 

several parameters can be identified as impacting compressor performance and it is pos‐

sible to calculate a set of parameters which optimise this performance.  

Chapter 1 in the thesis offered a broad account of the published literature in the field 

of positive displacement compressors with a  focus on the models proposed by various 

researchers to describe the workings of these compressors. Chapter 2 presented a com‐

prehensive mathematical model, which includes kinematics, fluid dynamics, characteris‐

tics of the port flow,  internal  leakage, dynamics of the discharge valve, and thermody‐

namics, to theoretically study the workings of the  limaçon rotary compressor. Further‐

more, the effect of various parameters, including the operating speed, pressure ratio, and 

valve diameter, on the volumetric and isentropic efficiencies has also been investigated. 

The findings in Chapter 2 demonstrated the suitability of the limaçon technology in posi‐

tive displacement compressors. However, the study in Chapter 2 is based on reasonable 

assumptions made for working conditions,  i.e., the operating speed, working fluid, and 

certain machine dimensions. As such, the results obtained from the analysis correspond 

to the conditions assumed. 

Subsequently, the mathematical model was used for optimisation purposes in Chapter 

3, and an optimisation procedure has been developed by using a Bayesian optimisation 
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algorithm. The optimisation procedure  is a two‐stage one,  in which the first stage opti‐

mises  the machine dimensions based on certain design  requirements, and  the  second 

stage aims to find the optimum port  locations to  improve machine performance. A nu‐

merical illustration, presented in this chapter, showed that the isentropic and volumetric 

efficiencies of the optimised design could significantly increase. This highlights the consid‐

erable potential of the  limaçon rotary compressor as compared with other compressor 

technologies  in terms of machine performance. Additionally, the robustness considera‐

tion suggests that the optimised design can maintain relatively stable performance when 

working conditions vary by a small percentage, which confirms  the validity of  the pro‐

posed optimisation approach. However, due to the complexity of the compressor model 

used for the analysis, the size of training data used for the optimisation procedure had to 

be limited in order to manage the computational cost involved. For a compressor which 

will actually be manufactured for performance testing, a larger size training data would 

be recommended.   

In Chapter 4, the viability of the circolimaçon embodiment has been evaluated by com‐

paring its performance with that of the limaçon‐to‐limaçon (L2L) machine based on apex 

seal performance. A nonlinear three‐degree of freedom model has been proposed to de‐

scribe the vibration of apex seals, and the leakage through the seal‐housing gap is formu‐

lated by considering the inertia and viscous effects on the flow. The mathematical model 

developed in Chapter 2 was used to calculate the machine performance of the two ma‐

chines. The comparison of the seal dynamics suggests that the vibration of apex seals of 

the circolimaçon embodiment is more noticeable than that of the L2L machine, especially 

along the rotor chord. This is mainly attributed to the fact that the clearance between the 

rotor apices and machine housing in the circolimaçon machine varies with the rotation of 
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the rotor, which exacerbates the vibration of the seal. In terms of machine performance, 

the differences in the volumetric and isentropic efficiencies between the two machines 

are found within 8% and 3%, respectively, which suggests that the circolimaçon embod‐

iment  is comparable  to  the L2L  type machine. Additionally,  it was also  found  that  the 

circolimaçon embodiment with a smaller capacity would have a lower level of seal vibra‐

tions and smaller contact forces, indicating that the machine could present relatively bet‐

ter reliability. Nevertheless, the comparative analysis in Chapter 4 was conducted under 

a specific range of operating speed (600 to 1200 𝑟𝑝𝑚) and pressure ratio (3 to 9) based 

on suitable assumptions about component properties and flow conditions. Therefore, the 

performance of the two embodiments outside the tested conditions might need further 

investigation and the results obtained in this study might serve as a reference. Moreover, 

the  seal‐housing  and  the  seal‐rotor  interactions were modelled  using  a mass‐spring‐

damper model where the damping and spring coefficients were assumed from material 

properties.  Whilst these assumptions are widely accepted in modelling, more reliable fig‐

ures can be obtained by experimental or finite element methods. In modelling the leakage 

flow, assumptions and simplifications were made to the Navier‐Stokes equations in order 

to obtain a closed form solution for the  leakage model. This may  influence the  leakage 

value obtained only in a minor fashion.  

Through the work presented in this thesis, the research questions related to the de‐

velopment of the limaçon rotary compressor have been successfully answered. However, 

some aspects are still waiting to be studied, which provides directions for future work. To 

name a few, the complex multi‐physical mathematical modelling proposed in this thesis 

to describe the working of limaçon compressors will be verified by experimental investi‐

gations on a prototype machine. Another research topic will be the sealing scheme at the 
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side clearance to prevent leakage to the rotor cavity, and it can be expected that the per‐

formance of the limaçon compressor will be further improved with a proper side sealing 

scheme. In addition to that, the heat transfer that occurs between the working fluid and 

solid components needs to be studied. Future work on this aspect could start by develop‐

ing the Nusselt number correlation, which has not been proposed specifically for any ro‐

tary positive displacement compressors. Also, there are opportunities for interdisciplinary 

collaboration where lubrication and cooling schemes can be proposed and investigated. 

These are some examples of future research on the limaçon compressor, and it is hoped 

that this thesis could provide a useful reference for future work. 
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