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RESUMO — Este artigo foi escrito especialmente para aqueles iniciados
em Matematica que se interessam por Légica, Filosofia e Histéria da
Matematica. A metodologia escolhida foi a do didlogo entre Socrates
(século IV a.C.) e Gddel (1906-1978), em local previamente marcado - no
céu - onde a contemporaneidade é absoluta, pois passado e futuro se
fundem. Sabendo, durante uma diversificada conversa com Hilbert (1862-
1943), que o método axioméatico foi exaustivamente explorado nos sécu-
los XIX e XX e que, através dele, os matematicos conseguiram (ou quase
conseguiram) a sintese do pensamento matematico, Sécrates propde-lhe
que o deixe atualizado sobre tais coisas, pois, como filésofo, tem neces-
sidade de conhecer a evolugdo das teorias cientificas. Hilbert recomen-
da a Socrates procurar Godel que, em 1931, com apenas 25 anos,
publicou um trabalho revolucionario sobre o assunto, abalando os fun-
damentos ndo s6 da Matematica, mas, também, da Ldogica, mexendo,
conseqientemente com a Filosofia.
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ABSTRACT — This article was written especially for those who, possessing

basic skills in Mathematics, are now interested in Logic, Philosophy and

the History of Mathematics. The chosen methodology is based on dialo-
gues between Socrates (IV century B.C..) and Goedel (1906-1978). They
meet in Heaven in a contemporary scenario where the future and the past
come together. When Socrates is told by Hilbert (1862-1943) that the

axiomatic method was widely used in the XIX and XX centuries and that,
through this method, mathematicians achieved (or almost achieved) a
general synthesis of mathematical thought, he asks Hilbert to elucidate
such marvels further, since as a philosopher he cannot afford to neglect
the evolution of scientific theories. Hilbert suggests that Socrates should
look for Goedel's advice on the matter, this young German having been
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responsible, at the age of 25, for a revolutionary work on the subject
which had shaken the pillars supporting not only the world of Mathematics,
but also the world of Logic and, subsequently, of Philosophy.

KEY WORDS: Axiomatization; Consistency; Completeness.

E assim comeca o dialogo.

G — Meu caro Sdcrates, que bom rever-te! Confesso estar
ansioso por este encontro!

(Socrates e Godel se abragcam).

S — Por Zeus, Goédel, é minha a alegria em estar contigo!
Hilbert me falou com tanto entusiasmo sobre os teus trabalhos,
e de uma tal maneira, que me fez lembrar dos questionamentos
filos6ficos do meu amigo Platdo: que a Matematica ndo cria ou
inventa seus objetos, mas, descobre-os.

G —Concordastutambém, Socrates, que os objetos matematicos
existem antes de serem descobertos?

(Godel da uma longa risada.)

S — Juro que muito gostaria de discutir contigo o realismo
platénico, todavia estou tdo ansioso para conhecer a revolucgéo
gue plantaste no séc. XX que pediria para irmos direto ao
assunto.

G - N&o fiques impaciente, meu caro amigo, mas confesso
a minha dificuldade em como comecar ... € nem mesmo sei 0
gue Hilbert te falou sobre os meus trabalhos!

S — Hilbert me falou sobre tantas coisas, e tdo rapidamen-
te, que nado fui capaz de fazer as associa¢cfes mais simples
entre elas. Lembro-me da admiracdo dele por um artigo que
publicaste em uma revista alema, cujo titulo, se ndo me falha
a memdaria, é: Sobre as Proposi¢cbes Indecidiveis dos Principia
Mathematica e Sistemas Correlatos. Ja muito ouvi falar dos
Principia, acélebre obrade BERTRAND RUSSELL e WHITEHEAD
(1910) que pretendeu apresentar a Matemética Pura como um
capitulo da Ldgica, mas ndo seio que séo proposi¢cdes indecidiveis...
Hilbert fez mencéo a formalizacdo de uma teoria matemaética e
aos problemas de consisténcia e completude advindos dessa
formalizacdo...Falou-me sobre modelos de teorias matemati-
cas, ... de metamatematica, de ...
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(Sécrates faz uma pausa, tentando relembrar a conversa
com Hilbert)

G — Hilbert te falou sobre a introducdo do simbolismo
algébrico ndo s6 na Matematica, mas também na Logica ... de
Aristoteles?

S — Com certeza! Recordo-me ter ele afirmado que isso se
deveu essencialmente a Leibniz, no séc.XVIl, quando buscava
uma linguagem universal ...

G - Ele chegou a explicar como, nessa linguagem simb6-
lica, a sintaxe das proposi¢cdes é respeitada, ndo importando,
entretanto, o seu conteldo semantico? Por exemplo, se con-
siderarmos a logica aristotélica ...

S - Interrompo-te, Gddel, para dizer que, da minha con-
versa com Hilbert, essa foi a que mais entendi. Talvez pelo fato
de eu conhecer bem a Légica do meu amigo Aristételes lembro-
-me que, utilizando simbolos, Hilbert me apresentou a famosa
Algebra de Boole, as Leis de De Morgan e outras proprieda-
des...

(GODEL DEIXA QUE SOCRATES RECORDE DE TODA A INICIAGAO QUE
LHE FOI PROPORCIONADA POR HILBERT)

G - Acho que ja sei como comecar, So6crates! Reforcando
algumas partes tratadas por Hilbert, diria que a formalizacao
de uma teoria ou de um sistema dedutivo consiste ndo s6 na
sua axiomatizacdo, mas, também, na expressdo desse sistema
em linguagem simbdlica, drenando as suas expressdes de
gualquer significado. Os axiomas e teoremas de um sistema
formalizado nada mais sdo que cadeias ou seqiéncias finitas
de signos arranjados, segundo um conjunto de leis pré-estabelecidas,
usando regras de inferéncia da Ldgica!

S — Para melhor fundamentar essa nossa conversa, pode-
rias dar um exemplo, Godel, de preferéncia no préprio campo
da Logica, ndo sé para otimizar o meu dialogo com Hilbert, mas,
principalmente, pelo fato de estar eu entusiasmadissimo com
0 crescimento que a mesma teve com a introdug¢do do simbo-
lismo algébrico.
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G — Atenderei ao teu pedido, meu caro Socrates! O Calculo
Sentencial, também chamado de /6gica elementar das propo-
sicbes, esta alicercado em 4 axiomas, segundo os Principia
Mathematica:

Axioma l. (pvp)d p

Axioma 2. p O (pvaq)

Axioma 3. (pvq)DO (Qvp)

Axioma 4. (pOd gy O (rvp)O (rvaQ)

S — Ao me falar sobre a Algebra de Boole, Hilbert informou-
-me que as letras “p”, “q”, “r", etc., podem ser substituidas por
sentencas e, portanto, sdo chamadas varidaveis sentenciais.
Referiu-se também aos conectivos sentenciais “~", “N', “v",
“0” que representam a abreviatura das palavras ndo, e, ou,
implica, respectivamente. Que os parénteses, “(” e “)” séo
signos de pontuacdo. Enfim, deixou-me a par desse vocabu-
lario que compde o Calculo Sentencial.

G - Diria, Socrates, que possuis uma excelente meméoéria.
Continua, por favor, o teu didlogo com Hilbert!

S — Hilbert falou-me ainda sobre as Regras de Formacéo,
através das quais podemos saber que combinac¢des dos signos
do vocabulario sdo aceitaveis como férmulas, isto é, como
sentencas.

G - Bem, a tua explanacao é clara, mas, serias capaz de
ilustra-la, Socrates?

S — Por exemplo, se p, q, r sdo sentencas, ~p, pvdg, p
Oq,((p0Og)”(q0O O (pOr)) sdo também sentencgas.
Entretanto, pv O b~ ndo o é.

G - Continua, Sdcrates!

S — Também ha as Regras de Transformacdo: elas des-
crevem a estrutura das formulas a partir das quais sao derivaveis
outras formulas. Estas sdo, de fato, as Regras de Inferéncia.
Os teoremas do sistema sao, na verdade, qualquer férmula
derivavel dos axiomas pela aplicagdo sucessiva das Regras de
Transformacédo. E ainda, a demonstracdo de um teorema nada
mais é que uma seqliéncia finita de férmulas na qual cada
elemento dessa seqliéncia ou é um axioma ou uma férmula
derivada de seqiliéncias anteriores, mediante as Regras de
Transformacéo.
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G - E se eu disser que tua explanag¢do nao esta completa?

S — J& te disse, e repito, que, da minha conversa com
Hilbert essa foi a parte que de fato entendi. Presumo que estas
a me solicitar detalhes. Pois bem. Destacarei, dentre as Regras
de Transformacao: a) a Regra de Substituicdo que diz: quando
sdo feitas substituicdes da variavel em uma férmula, cumpre
efetuar a mesma substituicdo toda vez que ocorrer a variavel;
b) a Regra de Separacdo (ou modus ponens) afirma que, de
duas férmulas S1 e S10 S2, é sempre possivel derivar S2.
Enfim, resumindo tudo o que Hilbert me informou, a principal
preocupacdo de Boole e de seus seguidores foi a de desen-
volver uma algebra da Légica que fornecesse uma notacéo
precisa para o tratamento de tipos mais gerais e mais variados
de deducao do que os abrangidos pelos principios l6gicos de
Aristoteles.

G - Satisfaz-me, meu caro Sécrates, que tenhas compre-
endido tudo tdo bem! E tens ai um exemplo de um sistema ou
teoria formalizada. Informo-te que o processo de formalizacao
teve seu apogeu no fim do séc.XIX, com G. Boole, na Légica
e com o grupo Bourbaki, com as estruturas algébricas, topolégicas
e de ordem, no séc. XX.

S — Tendo em vista o0 que ja discutimos sobre os sistemas
formalizados, sou levado a intuir que axiomas e regras de
inferéncia sdo suficientes para dar conta de todas as propo-
sicbes que podem ser formalmente expressas na darea sob
investigagcé&o!

G — Por Zeus! Acabaste de tocar no ponto nevralgico deste
nosso didlogo: ndo so tu, SOcrates, mas os grandes matema-
ticos assim pensavam. E foram justamente as minhas investi-
gacdes publicadas em 1931, no trabalho ja citado por Hilbert,
gue mostraram ndo ser verdadeira a tua intuicdo. O problema,
Sécrates, esta no quantificador universal que usaste: todas (as
proposicdes). Na Matematica, existem sistemas formalizados
simples para os quais vale a tua intuicdo. Nesses casos, 0s
sistemas dizem-se completos.

S — Ah! Entédo é esse o problema da completude do qual
Hilbert me falou! E ele frequentemente associava as palavras
completude e consisténcia ao se referir aos sistemas forma-
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lizados! Acho que agora é a hora e a vez de detalhares, para
mim, o problema da consisténcia!

G — Para ti que estds dominando tdo bem a logica de
Aristételes e a algebra de Boole, ndo sera dificil entender todos
0s seus meandros. A consisténcia ocorre quando o conjunto de
axiomas ndo é contraditdrio, isto €, é impossivel, usando as
Regras de Transformacdo, derivar dos axiomas a formula S
Jjuntamente com sua negacg¢do formal ~S.

S — E o que demonstraste no teu trabalho de 19317 Se
possivel, Godel, expressa-te com palavras simples, pois, como
sabes, tenho muitas lacunas sobre a Matematica.

G — Em realidade, eu demonstrei, S6crates, que é impos-
sivel, dada uma teoria matematica formalizada, mostrar que ela
ndo possui contradicbes, permanecendo-se dentro dos seus
limites; em outras palavras, ha sempre questdes para as quais
nado temos respostas: jamais poderdo ser demonstradas como
verdadeiras ou como falsas...dentro dos referidos limites.

S — Tais questbes sdo as proposi¢cdes que adjetivaste de
indecidiveis?

G — Por certo, Sécrates! Complementando a resposta a tua
pergunta, eu demonstrei algo mais: que os sistemas formaliza-
dos sdo essencialmente incompletos; em outras palavras, dado
qualquer conjunto consistente de axiomas, ha enunciados verdadeiros
que ndo podem ser derivados desse conjunto!

S — Deixas-me perplexo, Gédel, mas, por todos os deuses,
juro gue precisaria, neste momento, de uma explicacao e de um
exemplo. A explicacao é a tua restricdo de permanecer dentro
dos limites da teoria considerada. E o exemplo é o de alguma
questdo que, pelo menos até agora, ndo péde ser demonstrada
como verdadeira ... ou como falsa ...

G — Permanecer dentro dos limites significa que a demons-
tracdo de toda proposicdo da teoria considerada s6 pode
utilizar um conjunto de axiomas, bem como proposicdes dele
derivadas e regras de transformacéo da Logica, previamente
determinados. Quanto ao exemplo, poderia citar varios: todas
as conjecturas que, através dos tempos, 0s matematicos nunca
conseguiram resolver...
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S — A conjectura de Cantor, por exemplo, sobre a qual
tanto ja discutimos!

G — Exatamente, So6crates! Como sabes, eu mesmo muito
trabalhei sobre ela, quando buscava uma axiomatizacdo para
a teoria dos numeros transfinitos! Mas essa é uma conjectura
ainda muito recente. Um bom exemplo é a conhecida conjectura
de Goldbach, formulada em 1742. Ela afirma que todo nimero

z

par , maior que 4, é a soma de dois numeros primos.

(DURANTE UM PEQUENO INTERVALO, SOCRATES PROCURA UM
CONTRA-EXEMPLO PARA A CONJECTURA DE GOLDBACH E NAO
ENCONTRA!)

S — Por Zeus! Como é possivel que uma proposi¢cao tao
pertinente ao nosso cotidiano, envolvendo apenas os concei-
tos de adicao, de nimero par e de numero primo, ndo possa
ser demonstrada como verdadeira ... ou ... como falsa!

G - Aproveito para reforgcar que: um problema esta no
guantificador todo; ainda, que o enunciado de Goldbach pode
ser até verdadeiro, mas, ndo derivavel dos axiomas da Aritmé-
tica.

S — As tuas considera¢cdes me fazem lembrar de Euclides
(séc.lll a.C.) que, pelo que sei, foi 0 primeiro mateméatico a
axiomatizar a geometria elementar. Posso inferir que ele mor-
reu com a certeza de que era possivel derivar dos axiomas que
escolhera, ndo s6 todas as verdades geométricas conhecidas,
mas, quaisquer outras que pudessem vir a ser descobertas no
futuro?

G — Estas a me perguntar, meu caro Sécrates, se Euclides
morreu ciente de ter criado um sistema axiomatizado completo?
E provavel, embora o famoso axioma das paralelas tenha sido
sempre um ponto de desconfianca para o préprio Euclides e
uma pedra no sapato de todos 0os matematicos que o sucede-
ram. SO no séc.XIX foi provado nao ser possivel derivar esse
axioma de outros da Geometria. E isso se deveu principalmente
aos trabalhos de Gauss, Bolyai, Lobachewsky e Riemann.

S — Por acaso, Gdodel, tal fato te ajudou a intuir que se pode
dar uma demonstracdo da impossibilidade de provar certas
proposi¢cbes, dentro de um dado sistema?
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G — Certamente, Sdcrates, e eu escolhi o campo da Arit-
mética para tal. Nao posso negar que isso motivou outros
matematicos e logicos afazerem umarevisao das bases axiomaticas
de muitos outros sistemas. Tanto que, em 1900, no Segundo
Congresso Internacional, em Paris, Hilbert apresentou um conjunto
de 10 problemas néo resolvidos em Matematica; o primeiro foi
sobre a conjectura de Cantor - a hipétese do continuum - do
qual ja falamos em outros encontros e o segundo, sobre a
consisténcia dos axiomas da Ldgica.

S — Sei que Hilbert muito se preocupou com o problema da
consisténcia nos sistemas axiomatizados, mas, ao procura-lo,
ele me pediu para discutir tal assunto contigo. Porque ele me
recusou o prazer de dialogar sobre os seus préprios resulta-
dos?

G — Pelos deuses, Soécrates, também ndo entendi essa
atitude de Hilbert. Apesar de eu ter chegado a conclusdes muito
mais gerais, as suas contribuicbes foram fundamentais para
todos esses questionamentos que conduziram os matematicos
a uma revisdo do método axiomatico!

S — Se nao te incomodares, Godel, poderias, invertendo
temporariamente a situacdo, me falar dos trabalhos de Hilbert,
pois confesso admira-lo profundamente.

G — Farei 0 que me solicitas, Socrates, ndo sé por também
muito admirar Hilbert, mas, porque as suas elucubracdes e
descobertas servirdo para entenderes melhor os fundamentos
do meu trabalho. Tentarei fazer um resumo das suas principais
tentativas e conclus@es. Hilbert provou inicialmente que se a
Aritmética € consistente, entdo, a Algebra é consistente e,
conseqgiientemente, também o é a Geometria.

S - Certamente pelo fato de a Aritmética ser a base da
Algebra e esta, através das coordenadas de Descartes, espelhar
a Geometria.

G — E verdadeiro o teu raciocinio, mas, se bem observares,
tudo estd a depender de uma prova de consisténcia da Aritmé-
tica. Por esse motivo, tais resultados foram chamados de
provas relativas de consisténcia. Ao perceber que tais provas
ndo resolviam o problema, Hilbert buscou, com certa ansieda-
de, uma prova absoluta de consisténcia da Aritmética! E foi ai
que ele constatou uma série de dificuldades.
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S — Por exemplo, Gddel.

G — A primeira constatacdo foi a de que os axiomas da
Aritmética sdo interpretados por modelos compostos de uma
guantidade infinita de elementos.

S — Podes ilustrar, Godel?

G — Se considerares, por exemplo, o axioma todo numero
tem um sucessor ...

S — Infiro que seria necessario um numero infinito de
passos para exaurir o conteudo de tal axiomal

G — Exatamente, Sdcrates! E a conclusdo de Hilbert foi:
para modelos finitos, é possivel provar a consisténcia através
de uma verificagdo direta e exaustiva de um namero limitado
de elementos ou de propriedades do sistema formalizado em
estudo, ou seja, através do que ele chamou de processos
finitarios. Entretanto, para modelos infinitos - 0s importantes
em Matematica - ndo hé condi¢cBes de afirmar que eles néo
contém contradi¢cdes!

S — Posso inferir que, apesar de o modelo ser um bom
instrumento, ndo nos leva a conclusao desejadal!

G - Por esse motivo, Hilbert desiste da prova absoluta
através dos modelos e faz uma nova tentativa, utilizando a
metamatematica.

S —Ah!lLembro-me que, nhaquela minha diversificada conversa
com Hilbert, ele fez alus6es enfaticas a metamatematica ... mas,
confesso néo ter assimilado bem o seu significado ...

G — A palavra “metamatematica” foi criada pelo préprio
Hilbert e, para resumir o seu sentido, diria, grosso modo, que
os sistemas formais pertencem a Matematica, enquanto a descricéo
e discussao, enfim, a teorizacdo dos mesmos pertence a
metamatemaética.

S — Poderias ilustrar com um exemplo simples, Gddel?

G - No universo dos conjuntos numéricos, quando eu
afirmo que a+ b =Db + a estou dizendo Matemética. Por outro
lado, é metamatematica afirmar que o enunciado “a + b =b +
a" é uma propriedade dos conjuntos numéricos. Essa Ultima
proposicdo, Socrates, ndo expressa um fato aritmético ou al-
gébrico e, por isso ndo pertence a Matemética. Pertence, sim,
a metamatematica por descrever uma determinada cadeia de
signos, como uma propriedade matematica.
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S — Vé se entendi, Gddel: os enunciados metamateméticos
contém os nomes de certas expressdes matematicas, mas, nao,
as proprias, da mesma maneira que, quando falamos de uma
cidade, ndo colocamos a prépria cidade na sentenca, mas,
apenas, o nome da mesma.

G - Exatamente isso, Sdécrates! Acrescento apenas que,
para fazer as devidas distingdes, convencionou-se o uso de
aspas. Por exemplo, ndo seria correto escrever: Atenas € uma
palavra de seis letras, mas, seria correto: “Atenas” é uma
palavra de seis letras ... ou ... Atenas é a capital da Grécia.

S — Resumindo, sdo usadas aspas para distinguir a desig-
nacdo do designado! Convido-te a voltar ao ponto em que
interrompemos nossa conversa, quando te referias a nova
tentativa de Hilbert: a busca de uma prova absoluta de consis-
téncia através da metamatematica! E acho que um exemplo
muito me ajudaria!

G - Farei o que me pedes, Socrates. Voltemos, entéo, a
considerar os 4 axiomas ja mencionados neste nosso dialogo,
0s quais serviram de alicerce para o Calculo Proposicional dos
Principia, juntamente com as Regras de Formacéao e de Tranformacao.

S — Recordo-me, inclusive, de tuas consideracdes: foi a
partir desse sistema de Ldégica, com acréscimo de algo mais -
gue decidimos ndo pormenorizar — que Russell e Whitehead
tentaram demonstrar que a Aritmética se reduz a Légica. O teu
objetivo, agora, € mostrar como Hilbert conseguiu uma prova
absoluta, usando a metamatematica, de que tal sistema de
axiomas é consistente, ou seja, que é impossivel derivar dele
uma féormula S juntamente com a sua negagédo ~ S.

G — Isso mostra, claramente, a poténcia da tua memédéria!
Pois bem, Sécrates, apesar de tais axiomas parecerem
Obvios, podemos derivar deles teoremas ndo tao triviais.
Este, por exemplo, p O (~p O g ), € uma proposicao
verdadeira, quaisquer que sejam os valores logicos de p e q,
ou seja, p e g tanto podem ser proposi¢cdes verdadeiras como
falsas. Para exercitares a tua iniciacdo no manejo do formalismo
I6gico, sugeriria que provasses que a expressdo considerada
é, de fato, uma tautologia!

S — Além de uma sugestao, é um desafio que aceitarei,
Godel. Ao dissecar, para mim, a Algebra de Boole, Hilbert usou
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a seguinte definicdo de implicagdo: a O b =~ a v b. Assim,
usando algumas propriedades desse sistema formalizado, concluo
que:

pO(~p0qg)=~pv(pvg)=(~pvp) vg=1lvg=1

ou seja, tal expressdo € uma tautologia!l

G — N&o posso deixar de elogiar a tua inteligéncia, sem
esquecer a didatica de Hilbert! Suponhas, agora, Sécrates, que
algumaférmula S, bem como sua negacéao ~S, fossem dedutiveis
dos 4 axiomas e, usando a Regra de Substituicdo, peco-te para
substituir p por S na férmula que demonstraste ser um teorema.

S — Obtenho imediatamente:

SO (~S 0O g), qualquer que seja a proposi¢cdo (.

G - Usando agora a Regra de Transformacdo modus
ponens, como podes dispor a dupla implicagdo que obtiveste?

SO (~S 0O q) (premissa)

S (premissa)

~S0Ogq (concluséo)

G - Estas a rememorar o teu amigo Aristételes hem! Con-
sidera, agora, a conclusdo obtida e a ela apliques, mais uma
vez, o modus ponens.

S — Ja posso antever o resultado:
~S0Ogq (premissa)
~S (premissa)

q (concluséo)

G — Podes traduzir, em palavras, a conclusdo geral?

S — Se S e ~S sado férmulas dedutiveis dos axiomas, entéo
g é dedutivel. Mas, como g tanto pode ser verdadeira como
falsa, toda e qualquer férmula sera dedutivel dos axiomas.

G — Podes sintetizar ainda mais o que acabaste de falar?

S — Concluo que se pode derivar qualquer formula de um
conjunto contraditério de axiomas! Ou, em simbolos:

S ~~S 0O q, qualquer que seja q.
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G - Pecgo-te, agora, que uses a contraposta da implicagéo
gue acabaste de concluir.

S — Nao sei 0 que pretendes, uma vez que a contraposta
de uma implicacdo |lhe é equivalente: existe g, tal que ~ q O
~(S ~~S), ou, nalinguagem usual: se existe, pelo menos,
uma formula que ndo é um teorema, digo, derivavel dos axio-
mas, entdo, o sistema é consistente!

G — Bravo, meu caro Sécrates! Es capaz de exibir uma tal
formula?

( SOCRATES PENSA UM POUCO )

S—Por Zeus, juro que ndo! Sinto que me falta um referencial...

G - E chegada a hora e a vez da metamatematica, Socrates!

S - Entdo, deveras usar alguma propriedade que carac-
terize os 4 axiomas considerados.

G — Estas chegando perto, Sécrates! Teremos que esco-
Iher uma propriedade que, além de ser comum a todos o0s
axiomas, deverd ser hereditaria sob as Regras de Transforma-
cao.

S — O que afirmas me parece coerente com 0s objetivos
pretendidos. Permitas-me resumir, Gddel, s6 para eu fixar o
gue diz respeito a metamatemaética: a propriedade escolhida
devera ser comum a todos os axiomas e a qualquer férmula
deles derivada pelas Regras de Transformacdo, ou seja, todo
teorema também deve possui-la; além disso, para que 0 sis-
tema seja consistente, basta exibir, pelo menos, uma férmula
gue nao goze da referida propriedade! Se conseguirmos isso,
teremos uma prova de consisténcia absoluta!

G - Pelos deuses, como é impecavel a tua capacidade de
sintese! Es capaz, agora, de exibir uma propriedade que sa-
tisfaca a todas essas condi¢cdes?

(SOCRATES ELUCUBRA EM VOZ ALTA A PROPRIEDADE: CADA
FORMULA DEVERA TER UM NUMERO FINITO DE SIGNOS ... CONS-
TATA QUE ELA E COMUM AOS 4 AXIOMAS, ALEM DE SER HERE-
DITARIA. ENTRETANTO, NAO ENCONTRANDO UMA FORMULA COM
UM NUMERO INFINITO DE SIGNOS ... DESISTE! MAS, DEPOIS DE
UMA PAUSA SILENCIOSA ...)
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S — Acho que encontrei uma, Godel! Cada axioma goza da
propriedade de ser uma tautologia; toda férmula deles derivada
através das Regras de Transformacdo também o é. Por outro
lado, existe, pelo menos, uma férmula, p O g, que ndo é uma
tautologia. Logo, os 4 axiomas que alicercam o Célculo Proposicional
dos Principia formam um sistema consistente!!! Em outras
palavras, ndo podemos derivar do Calculo Sentencial uma
formula S e sua negacédo ~S. Mas, nao era exatamente esse 0
principio da n&o-contradicdo do meu amigo Aristoteles?

G — Juro até pelos deuses desconhecidos que irias chegar
a essa conclusao! S6 que, no tempo de Aristételes, a Logica
nao era simbdlica, nem axiomatizada, nem se falava em con-
sisténcia e em completude.

S — Disso muito bem sei eu, Godel! O fato é que chegamos
a uma prova de consisténcia absoluta e convido-o a brindar,
com vinho, a exceléncia da criatividade de Hilbert!

( SOCRATES E GODEL, EFUSIVOS, DEGUSTAM O MESMO TIPO DE
VINHO UTILIZADO NO BANQUETE DE PLATAO)

S — Acho que, quanto a Hilbert, dentro das suas limitagdes
finitarias, nossos objetivos foram cumpridos. E foi tdo grande
0 nosso deleite nesse didlogo que nado falamos sobre as tuas
revolucionarias conclusdes - que ndo tém carater finitario!

G — Nao mais hoje, Sécrates, porém, num segundo encon-
tro, poderei tracar, para ti, 0s esquemas que me permitiram
provar que existe ao menos uma formula da Aritmética para a
gual nenhuma sequéncia de férmulas constitui uma prova.

S — E o problema da indecibilidade?

G — Certamente. Mas, complementando, eu demonstrei
gue, se a Aritmética é consistente, ela € incompleta! E dizer que
a Aritmética é incompleta significa afirmar que existe um enun-
ciado aritmético verdadeiro que ndo é formalmente demonstravel
dentro dela.

S — Queres dizer que: se a Aritmética é consistente, sua
consisténcia ndo pode ser estabelecida por qualquer raciocinio
metamatematico que possa ser representado dentro do formalismo
da propria Aritmética!
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G — Teu raciocinio é perfeito, Socrates! Entretanto, nao
me interpretes mal: o que acabo de afirmar ndo exclui a prova
metamatematica da consisténcia da Aritmética; exclui, sim,
provas de consisténcia que ndo sdo representaveis dentro do
calculo aritmético. E, como ndo sao de carater finito, ultrapas-
sam 0s objetivos iniciais de Hilbert.

S — Por Zeus, Goédel, juro que foi exatamente isso que
percebi, pois a tua didatica é fantastica!

G — O mérito pertence a ti. O que utilizei, embora de modo
parcial, foi o método que te imortalizou — a maiéutica — ou a
arte do diadlogo. E agora, a todos os deuses invoco eu, Sécrates,
para que me ajudem a esclarecer o porqué dessa tua neces-
sidade de conhecer com tanta profundidade a Matematica!

S — A resposta é tdo simples, meu amigo, que estas a
invocar os teus deuses em vao! Sem ela ansas philosophiae
non habes.

(ABRAGANDO SOCRATES, NUM GESTO DE DESPEDIDA E SUSSURANDO,

GODEL REPETE: DE FATO, SEM A MATEMATICA A FILOSOFIA NAO
TEM ASAS. AS MAOS DE SOCRATES E DE GODEL SE ENCONTRAM
E ELES SE ABRACAM ... E ELES MARCAM O SEGUNDO ENCONTRO
PROMETIDO...)
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