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Como sabemos, hay relacién intima entre la monotonia de la sucesidén de
nameros reales y la desigualdad. El objeto del presente trabajo es conseguir
unos cuantos teoremas sobre la sucesién monétona. En el libro (2] de K.
Knopp, se propone €l siguiente problema :

Si la sucesién de nimeros reales {%ﬁ} (6 >0), n=1, 2, 3, - , €s

, . P .. a
mondtona, la sucesién formada con los términos de la sucesidén {7)»’1}
nlt,

ay Faz Ao +an
{bz Ty o] [ —bn} , =1, 2, 8, creereen
es también monotona. En particular, para by =bg=+----+++ =bn=1, la sucesién
{ az taz ; """" m”} L =1, 2, 3, e , es mondtona.

Resolver este problema es muy facil.
Y ahora demostremos los tecremas siguientes sobre la sucesién monétona.
En primer lugar, del problema precedente, inmediamente, se tiene el siguiente

teorema.

Teorema 1. Si la sucesién de ndmeros reales {an }, n=1,2,3, - , es
mondétona, v los términos de la sucesion { pn ), n=1I1, 2, --reer , son positivos,
la sucesién formada con los términos de ellas

p1 aj +pzaz+t-+Pnan . 0 .
Pl _I_pz_{__ ...... _{_pn ’ _1123 '3, s
es monétona.

Demostracién. Poniendo

A, = p1 az +pz az +------ Fpnan
B p] ‘P‘PZ BRI )“pn ’
Ay = p1 a1 +p2 az k- +Pnaun-+FPpn+i@nri
mre b1+ Pzt pathniz

, puede demostrarse directamente del modo siguiente. La diferencia de Ax y
An+z, es decir, ’
4 4 _prar +pzaz b pnan-tprrradnig _
Al TmaAn= p1+pzt et putPuil
p1a; +pz az -+ +pnan
Pz +pz s +pn

_(p1 Pzt +pn)pn+18nrs —Pprrz(praz +pzaz - +Pnan)
- (p1 +p2 -+ +pnt+puvz) (P1 +pz-+-e +pa)




_brripilanss —az)+purzpzlanis —az)t - +Pnrrpnlanii —an)
(p1+p2+-Fputpns1) (b1 +Pz+ " +Da)

Por tanto, se escribe

bn+i E pilan+1—a;)

71\1

(EP (Zl i)

Supongamos, por ejemplo, que la sucesién {ax } sea creciente. Luego,

An +1 ~-14.12 =

evidentemente, la diferencia An+; —A» es no negativa. De aqui resulfa que la

sucesién { An } es mondtona creciente. Andlogamente se demuestra que la

sucesion { A» } es mondétona decreciente, si Ia sucesién { ¢x} es decreciente.
Ahora bien demos el segundo teorema.

in} (b72>0); n=1, 2, 3, ceeene
n

es monétona creciente (o decreciente), y la sucesién de nimeros reales

Teorema 2. Si la sucesién de nGmeros reales {

{—;Ji} (dn >0), n=1,2,3, - , es mondétona decreciente (o creciente), la su-
”n

cesién formada con los términos de ellas

a1, @z, ... ax
77_{ Cc2 2 - Cn
s n:l’ 2’ 3’ ......
b 42 bz o - b
dl d2 dn
es mondétona creciente (o decreciente).
Demostraciéon. Poniendo
@, ez, an @ @ . a4, @nes
4 e et e 4 a1 e Fen
n__él_ bz -+ bn "L by 4= bz e 4 bn __L”‘”
d; ' dz dn d1 " dz dn  dn+z
, la diferencia de A»n y An+1 €8
ar, @z, Lar, @y @1, @2, ar
A —A C1 Cc2 Cn Cn+1 _ Cc1 Cz Cn
il " bl b2 ......... + b"+—bn+1 b1 2 bz bn
dl d2 dn dn 7 dl d2 ..... + dn
an+1{ b1 b2 _b_n_) ba ’_{_( ap , az an
_ Cn+i ( di "dz T Tdn) duiger Do VT + Cn)
_bl‘ “éé bn bn-{-] ﬁi Q bn
(dz ks g dn+1> (dz ks + dn)
(anu b1 bniz ar (am-z bz bniz az\, (an+1 b1 buaig an)
. Cn+1 dl dn—{l (,‘1) Cn-1 dz dn—,L] 6'2/ Cn-1 d] dil+1 Cn
- b1 bz bn  buniz by , bz bn
(d1 e dn+dn+1) <d1+ ...... +d”)

Por tanto, se escribe

z (an}-_l b bn-{»] CZZ')
=1\ Cn+1 d; dﬂ!—l C;

ReCIEE

Antg—An=
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En otra parte, como la sucesién {Z—:} es creciente, v la sucesidon {é”} es
decreciente, se tienen
a; bnyr < an+1 by (i=1,2,3, - , 1)
Cnv1d; = C; dunra (i=1,2 3, - , )
Luego la diferencia Ani7 —An €S no negativa. De aqui resulta que la
sucesibn {Ax} es monoétona creciente. Andlogamente se demuestra que la

(

., L. . . .. a .
sucesién {A»} es monétona decreciente, si la sucesién 1—53} es decreciente.
7

Finalmente, vamos a demostrar el siguiente teorema.
Teorema. 3. Dados un namero entero positivo m v la sucesién de términos

positivos {an}, n=12 - . la sucesién formada con los términos de {an3
m, es decir, ,
IR o SR g
m m P , om=1, 2, 8, s
ay +ay A L

es monb6tona creciente.
Demostracién. Poniendo

a;"*\-l +GZH'1 eeeneeen ] MU
- af  +dy A Fa’
, la diferencia de Fiu v Fmz €8
Fe1—FPu=(ay "2 40572 4 e a7 2) (@ @G+ oo )~
(@7 Pt s g2

Luego, por la férmula de Leibniz sobre potencia de un polinomio (1),
cada término del desarrollo de Fmiz —Fm €s:

a";.’ a;}z—{-Z _an_H—Z a7;z-r1 :667;? az}u‘l ((lj —ai)

(Z, 7=1,2,3, - )
w2 m+1 m+1 _ m mt1 s ’ T ’
aya; " —a; a; T =aja; (@;i~ay)

Considerando ahora le suma de ambos igualdades precedentes, obtenemos

la siguiente :

71 ¥ +1
a? a’?(aj az-)-m’]?a’? (@i—aj)
e
~a7;-la’}’ (ai—a])

Por consiguiente, se tiene
Fm-{~1 — Fin g O, 0 sea Fmsrz ~_>_: Fn
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