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   Como  sabemos, hay  relaciOn  intima entre la  monotortia de la  sucesiOn de 

 Mimeros reales y  la desigualdad. El objeto del presente trabajo es conseguir 

unos cuantos  teoremas sobre la  sucesiOn  monOtona. En el libro  C  2  ) de K. 

Knopp, se propone el siguiente  problema  :

Si1・ ・uce・i6・d・ ・a皿 ・・…ea1・ ・ 修 舞}(6・ 〉 ・ い ・一 ・,・ … 一 ・・e・

… ・漁1…ce・ ・・…rm・d・ …1・ ・t・ ・m・…d・1・ …e・ ・6・{舞}
,

陽 霧 辛 淵 ・・一・・…,

estambi6nmon6tona.Enparticular,para∂1=う2=;∂ フFヱ,1asucesi6n

{α ヱ+α2≒z「 απ},祠 ・・,・,,・ ・m・ ・…n・

   Resolver este  problema es muy  facil. 

   Y ahora demostremos los teoremas siguientes sobre la  sucesiOn  monOtona. 

En primer lugar, del problema precedente,  inmediarnente, se tiene  el siguiente 

teorema. 

   Teorema  1. Si la  sucesiOn de  mameros reales  {  an  }  , n=1, 2, 3,  , es 

 monOtona, y los  tOrminos de la  sucesiOn  {  pi,  , n=1, 2,  , son positivos, 

la  sucesiOn formada con los  terminos de ellas
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esmon6tona.

Demostraci6n.POniendo
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Pn＋エカエ（aタ・一】．エーα1）＋Pn＋2カ2（伽＋エーa2）÷一・＋Pn＋エρ・・（伽＋エーan）

　　　　　　　　　　　　｝　　　ゆエ＋カ2＋……＋Pn＋Pn＋1）ゆエ＋P2一ト……＋Pn）

　　　Por　tanto，　se　escribe

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　チユ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　加．トエΣ角（伽＋エーαの

　　　　　　An＋エー・tS　」2＝　　　71葺チ　　　7z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ΣPi）（Σ角）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ匹エ　　　　ゴ薗エ

　　　Supongamos，　por　ejemplo，　que　la　sucesi6n｛伽｝sea　creciente．　Luego，

evidentemente，　la　diferencia　An＋エーAn　es　no　negativa．　De　aqui　resu互ta　que　la、

sucesi6n｛An｝es　mon6tona　creciente．　An，Slogamente　se　demuestra　que　la

sucesi6n　｛An｝　es　mon6tona　decreciente，　si　la　sucesi6n｛αn｝es　decreciente．

　　　Ahora　bien　demos　el　segundo　teorema．

　　　T…em・2…1・・uce・・・・…伽・…rea1・・修舞｝（bn＞・）…一・，・，・，・・…・，

es　rnon6tona　creciente（o　decreciente），　y　la　sucesi6n　de　nUmeros　rea亙es

｛藷｝（の伽一…，・・………m・・・・…decrec・・…（…ec・・n・・），1・・u－

cesi6n　formada　con　los　t6rminos　de磁as

　　　　　　　　　　　　｛1翁1三三：：lliレー……

es　mon6tona　crecient；e（O　decreciente）．

　　　Demostraci6n．　Ponie1ユdo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　an　　　　　　　　　　　a1　　　α2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　απ　　　　　　　　　　　　　a2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　απ十エ　　　　　　　　　αエ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十　　ヨー………一ト　十　　　　　　　　　　　　　　　十………十　　　　　　　　　　　十
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6エ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cn　　　　　　　　　　　　　62　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cn　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cn十1　　　　　　　　　cエ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　んz＋エ＝　　　　An；
　　　　　　　　　　　　　b2　　　　　　bn’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bエ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bn＋エ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ろ％　　　　　　　　　∂エ

　　　　　　　　　d、＋d。＋…’…＋d，、　　　d、＋d2＋……＋d，，＋d。＋、

，　la　diferencia　de　An　y　An＋エ　es：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αn　　an十エ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αエ　　　　　　　　　　　　　　　　　α2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α2　　　　　　　　　　an　　　　　　　　　　　　αエ
　　　　　　　　　　　　　　十　　　　→一・一一・…　十　　　　十　　　　　　｝　　　　　一一十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十………十
　一a一一エー／1r一一差彗＋蓉葺＋．．．．．．．．．＋窪勇＋寿…圭｛　一　　差iI＋i婁≡＋．．．．．．．＿＋≡ee1

　　　　曇駕（∂エ　　ろ2　　　　　bnOi｝＋”””＋一ai）一多li号（弩＋霧＋……＋薯；｛）

　　　　　　　　　b2．　．　bn一（鈴、。＋一＋u；，T　＋

　　　an十1　bl　bn－el　al’（ ，エ）・（

2i謡）傷＋多；＋……＋壽藷）

驚i…il劣一多駕矧＋……＋（1鐙差1 bn＋1
Clt一トエ磁 dn＋エ 4癖エ

・　傷÷……・多1・
Por　tanto，　se　escribe

蘭磁。轟（薯鎧1一

li矧（∂エ　　b2　　　　　ろn石＋d。＋’…＋脇）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SOBRE　LAS　SUCESIONES　MONOTONAS　3

　　　En　otra　parte，’como　la　sucesi6n　（f／］’　es　creciente，　y　la　sucesf6n　［1；f’i，］　es

decreciente，　se　tienen

　　　　　　　　　　　　αiろfZ＋エ≦an一トーzうi　　　　（i＝1，2，3，……，7・z）

　　　　　　　　　　　　c11＋エdi≦oi　（ゐz＋1　　　　（げ＝エ，2，3，…・・㍉　7．z）

　　　Luego　la　diferencia　An＋i－An　es　no　p－egativa．　De　aqui　resulta　que　la

sucesi6n｛んz｝es　mon6tona　creciente．　A磁logamente　se　demuestra　que　la
sucesi6n　｛An｝　es　mop－6tona　decreciente，　si　la　suces1・6n　（一gi：］　es　decreciente．

　　　Fimalmen．　te，　vamos　a　demostrar　el　siguiente　teorema．

　　　TeoremLa．　3．　Dados　un　nQmero　entero　positivo　m　y　la　sucesi6n　de　termines

positivos　｛an｝，　n＝＝1，　2，　・・・…　，　la　sucesi6n　formada　con　los　t6rininos　de　｛an｝　y

m．　es　decir
　　f　vLF　vL－v一一一1

　　　　　　　　　　　　｛αll隷薯÷エ李≡三二：車霧＋エレ・・一エ・凋…・…一

es　mon6tona　creciente．

　　　Demostraci6n．　Poniendo

　　　　　　　　　　　　a穿＋エ十aZt＋エ十・…・・…十α男＋エ

　　　　　　　　F＝
　　　　　　　　　　　　a｝n　　十α蟹　　十………一トα饗

，　ka　dlferencia　de　Fm　y　F”z一］一i　es　：

　　　F。，＋エーFm一〔α㌘ト2＋α窒＋2＋……＋α㍗一2）（aln＋謬＋……＋娚）一

　　　　　　　　　　　　　　（al’Z＋1　一aL8＋一’L　＋　・・・…　＋a”．t　一］一1　）2

　　　Luego，　por　la　f6rirtula　de　Leibniz　sobre　potencia　de　uR　polinomio　O），

cada　t6rmino　de三desarr◎110　de瓦7z．トエー呂フz　es：

　　　　　　　　　　　　α㍗a／／i＋2一α77＋エa／／z’トエ罵α㌘α写z＋エ（σブーαの　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（z，ノ．＝一Z，2，3，……，7・z）

　　　　　　　　　　　　・7・㍗÷2一・’7＋エαりz＋ユ＝・a／／z・磐（αi－aブ）

　　　Considerando　ahora　le　suma　de　ambos　igualdades　precedentes，　obtenemos

la　siguiente：

　　　　　　　　　　　　α響＋xaV；1（αノーai）十αワα㍗＋エ（αi一αゴ）

　　　　　　　　　　叩窪zα7〔・r・ブ）2

　　　Por　consiguiente，　se　tiene

　　　　　　　　　　　　F厨口トエー　Fηn≧0，　0sea　Fm＋エ　≧　F7π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　露亘露夏4亘⑪姦魏A麗夏A
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［2）　K．　Knopp　；　Theorle　und　Anwendung　der　unendlichen　Reihen，　Zweite　Auflage，　Verla．a

　　　von　Julius　Springer，　Berlin一，　1924，　p．　107．


