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   Let X be a topological space with  Ac  X a subspace, and let  z-  : (X,  A)--(X, A) 
be a S1 action, such that  vAc  A. 

   We consider the  semi-free equivalent bordism group  R,, (X, A,  z-) of  s'-action 
(X, A,  7) by the analogue of R. E. Stong. 

   A semi-free (free) equivariant bordism class of (X, A,  7) is an equivariant class 
of triples (M, p, f) with M a compact differentiable manifold with boundary. p: 

 M---111 a differentiable semi-free (fixed point free) s'-action on M and f:(M,  am)-- 
(X, A) a continuous equivariant map  (rf  =fp) sending  am into A. Two triples (M, 
p, f) and (M', p', f') are equivalent, or bordant, if there is a 4 tuple (W, V, v, 
g) such that W and V are compact differentiable manifolds with boundary,  av= 

 am  uamf and  a  w=m  u  U  vom  u  am,  ,av, v:(W,  V)-,(W, V) is a differentiable 
semi-free (fixed point free)  s'-action restricting to p on M and p' on M', and g: 
(W,  V)--(X, A) is a continuous equivariant map  (rg—gv) restricting to f on M 
and f' on M'. 

   The disjoint union of triples induces an operation on the set of  semi-free 
(free) equivariant bordism class of (X, A, z-) making this set into an abelian group. 
This is a graded group, where the grading is given by the dimension of the 
manifold M, and lets  9t, (X, A,  z-) be the group of the semi-free equivariant 
bordism classes of (X, A, z-). and we let  a* (X, A,  1-) be the group of free  equi-
variant bordism classes of (X, A, v). If A is empty, we write  al* (X,  1-) and  R. 
(X,  7) for these groups. 

   In this paper we obtain the following result. 
   Proposition 1. There is an exact sequence 

 a*  (X, A,z-)k*--D1,(X, A,  r) 
 S\ 

 ec;_/20)  2k  (F x BU(k),  (An  F,)x BU(k)) 
where  k, forgets freeness, F is obtained from analysis of the fixed-poit set, and 

S is obtained from a sphere bundle construction. 

We consider the bordism classification of 4-tuples (M,  a,  a*) where M is a 

closed differentiable manifold,  a:M-111 is a differentiable semi-free  s'-action, e 

is a complex n-plane bundle over M, and  cr* is a s'-action of  e by a complex 

bundle map covering  a-. Since complex n-bundle of this type are classified by 

equiavriant map into BU(n) with appropriate  s'-action z-, the problem is to 

analyze the semi-free equivariant bordism group  a* (BU(n),  v). We obtain the



2

following　proposition．

　　　Proposition　2．　The　correspondence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（M，　σ，　ξ，　σ＊）一一一＋（M／σ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　BU（1）×BU（n）），

where〆classifies　the　complex　line　bundle　associated　to　the　principle　s1・bundle　M

→M／σand　the　complex　n－plane　bundleξ／σ＊→M／σ，　de伽es　an　iso皿orhpism　q：

　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

疵＊（BU（n），τ）一＝÷za＊（BU（1）×BU（7z））．

　　　Proposition　3。　The　fixed　point　set　of　the　s1－actionτ：BU（n）→BU（n）is　the　dis－

jointμnion　of　th年spaces　BU㈲×BU（i2）×…BU㈲，　ii＋i2＋＋ら＝n　and　the　sequence

of　proposition　becoエnes　a　split　exact　sequence

・一ee。（BU（・），。）丑噺㊦、il，i，，．，，紳、．＋、、＿）ee。．，、（BU㈹。BU（i、）。BU（i、）・…

　　　　　．　8
×BU（z，）一→既＊（BU（1）×BU（n）一〇．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　Nature　of　tke　fixedi－point　set．

　　　　If　T：X．X　is　the　sL　action，　the　fixed－point　set　of　T，　is　the　set　of　points　x　E－X

with’@T（x）＝x．

　　　Being　given　a　classα∈…IRn（X，　A，τ）represented　by（Mn，μ，ノ），　we　have　the

equivariant　map　f：（M，　OM）．（X，　A）．　lf　im　E　Fge，　Tf（m）＝f（ptm）＝＝f（m），　so　f（m）EF．，

defining　a　map　fl　F，：（F，，　F，　U　OM）一（F．，F．　n　A）．　As　in　Conner　and　Floyd　（1，　g　22），

4　is　a　manifold　with　boundary，　OF，　being　F，　n　OM，　and　we　let　F，”一2fe　be　the

union　of　the　（n－2k）一dimensional　components　of　4．　The　nornial　bundle　of　F，”一2k，　vk，

is　an　k－dimensi6nal　complex　plan’e　bundle　classified　by　aエnap　vk：Fμu－2k→BU（ん）．

We　then　have　a皿ap

　　　　　　　　　　　　9・U瀦〕げIF，n－2fe　X・Vk）・U晃望1）F，n－2k・∪霧〕F。×BU㈹

and　sending　U誕1〕∂（4n－2k）i撹。　U窪鋸）（F，∩A）×BU㈹．

Assingning　to　（M”，　＃，　f）　the　class　ot　this　map　defines　an　element　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o£n＝／g）　ee．ff　2k　（F．　×　BU（le），　F．　n　A　×　BU（k））．

which　may　be　seen　depend　only　cr　by　rnaking　the　same　construction　on　a　bordism．

This　defines　the　homomophism

　　　　　F：　・ee．（X，　A，　r）一〇Z”！2，）　ee．一・2k（F．　xBU（h），　（F．nA）xBU（fe））．

　　　Specifically，　there　is　a　map　9：（M，∂ハの→（X，　A）equivariantly　ho血otoかic

（through　such　maps）　of　f，　with　g　l　FP　＝f［F，　arid　such　that　on　a　tubular　neiborhood

yk　of　F，”一2k　gl　vk＝’f］F，”一2k　o　n：　vk｛：iiiiD（vk）LF，n”2kttF　一．．9，k　F．，　z　b61hg　the　pro」ec．．

tion　of　the　disc　bundle　of　vk，　D（りk）on　Ln－2k，　Vk　beihg　identyfied　with　P（りk）in

the　standard　fasion　so・that’pt　l　Vk　coincides　with’the　scaler　multiplication on　the

員bers　of　D（りk）．
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　　　To　see　that　this　is　possible，　we　identifles　some　tuber　neiborhood　V’k　of　Fn－2k

withエγ（ンk）eqllivariantly　and　applies　a　fiberwise　’　deformation　in、0’（りk）fixed　on　a

neiborhood　of　the　sph6re　bundle　S’（りk）and　shrinking　a　sm我11er　neiborhood　1）（ンk）

to　its　zore　section，　Ln－2々．

　　　Being．givenβ∈…貌。一2k（F，×BU（k），（F．∩A）×BU㈹）represented　by　a　map　9：

H””2k→F．×BU㈹，　letρbe　the　complex　k－plane　bundle　over　Hn－2k　induced　byπ2。g

from　the　canonical　bundle　over　BU㈹．　We　then　have∫：D（ρ）→F．　de伽ed　byπ1

。8。π，withπthe　projection　of　I）（ρ）．　Using．　the　semi－free　s1－action　ofエ）（ρ）given

by出e　scaler　multiplication　in　the丘bers，ノgives　an　equivariant　map　of　O（ρ）into

X．The　restriction　of　the　semi－free　s1－actio．n　to　5（ρ），　the　sphere．bundle　ofρ，　is

fixed　point　free，　and　sends　the　boundary　of　5（ρ）（the　invers　image　of∂∫f”一2k　under

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
π，or　5（ρ1∂Hn一一2fe））into　A，　so　flS（ρ）：5（ρ）→．4　defines　a　class　5（β）∈翫一1（X，　A，τ）．

　　　　　　　　　　　　　　ム
　　　Lettingκ＊：9モ＊（X，ノ1，τ）→貌＊（XF，．4，τ）be　the　homomorphism　induced　by　for－

getting　the　free　condition，　we　then　have

　　　　ProPositiol｝1．　The　sequence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s｝。（X，　A，　一，〉κ＊ee。（x，　A，。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5＼　　　　　　　／F

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㊦鰹蓉貌＊一2fe（F．　x　BU㈹，　F．∩・4）×BU㈹

1s　exact．

　　　　Proof．．　The　proof　is　an　obvious　repetition　of　the　proof　given　by　R．　E。　Stong

〔2〕．

　　　（1）Fκ＊＝0．互fγ＝〔M，μ，f〕∈i9モ（X，ノ1，τ），　Fp　is　empty　so　Fκ＊（γ）＝0．

　　　（2）SF＝0．亙fα＝〔M，μ，∫〕∈iDモ＊（X，　A，τ），　with　f｝xed　set　Fμand　tubular

neiborhoods　yゐ＝P（vk）on　whichアi　Yk　・flFμn－2k。π，　then　SF（α）is　represented　by

U．鰐ノIS（・k）・∪妄駕〕S（・、）一X，・・d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（M－uVkO，∂M－U（Vk∩∂M）0，　Pt，∫）

is　a　bordism　of　this　to．zero（where。denotes　i簸terior）．

　　　（3）　　κ＊　5＝0．　　If

　　　　　　　　　　　　β＝〔H，9〕∈≡91n－2k（F．×BU㈹，（F，∩A）×BU㈹），

κ＊5（β）is　represented　by（5（ρ），　m，∫ls（ρ）），　where　m　is　the　scaler　multiplication，

and（D（ρ），　D（ρ［∂∬），　m，　．ブ）is　a　bordism　of　this　to　zero　in貌π＿1（X，　ノ4，　τ）．

　　　（4）leer　F⊂枷κ＊．　Ifα＝〔M，μ，∫〕∈貌．（X，　A，τ）withアbeing　fl　F，n－2k。πon

y許Z）（vfe）and　F（α）＝0，　there　are　manifolds　Wk　with　boundary　Fμn－2k　U　M7’k　and

maps　gk＝（W／k，　Wtk）→（F。，　F．　U、4）extending　fl　Fμn”2k　and　complex　k　plane　bundlesρ為

・ver　W・　restri・ting・t・vk・n　F，”開2k．　Let罪be　f・rmed　f・・m　M×IU　U誕1）D（ρk）by

identifying　Vk×1　with　l）（ρk）1　F，，”一2目窪D（りfe）．　W　has　an　semi－free　s1－actionωgiven

by　f．t　x　l　o．nハ4×Iand　m．　in　the飴ers　of　Z）（ρfl），　and　there　is　an　equivariant　map

h：W→X　given　by〆・・、・n躍×／・and・by・9k・π・n　D（ρk）．　Then（W，∂Mx／U　U穿望1〕

D（ρ々1殖），ω，h）is　a　bordism　of（M，。，∫）and　the　free　s1－actien　induced　on｛M一
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u2n一一／g）VkO｝u｛S（pk）｝／OYkES（pk　l　F，”一2k），　and　so　aEim　rc．．

　　　（5）　ker　ScimE　lf　P＝＝（u　Z”一一／g）　（ff”’2k，’gk））　with　S（P）＝O，　there　is　a　free　manifold

W”　with　OW＝｛USgpk）｝uW’／aW’E1i　u　S（pk［oH）　and　an　equivariant　map　h：（W，　W’）．

（X，　A）　extending　U　fk［S（pk）．　Let　M”　be　formed　from　VV　U　U　D（pk）　by　identifying　the

two　copies　of　U　S　（pk），　with　f：　M．X　given　by　h　on　W　and　U　fk　on　U　D（pk），　and

with　semi－free　s’一actioR　to　given　by　that　of　W　and　m　on　the　fibers　of　D（pk）．　The

fixed　point　set　of　M　is　precisely　the　union　of　the　zero　sections　in　the　D（pE）；

i．　e．，　uff”一2k，　with　normai　bundles　pfe　classified　by　T20gk　and　rnaps　to　FT　given

by　fklHn－2々＝π109k．　t蝕usβとF〔M，　μ，ノ〕．

　　　（6）　kerm．　c　imS．　lf　r＝（M，　pt，　f）Ei　ee”（X，　A，　r）　and　rc．（r＞＝O，　there　is　a　rrxanifold

W　with　O　W＝MUW’　with　semi－free　s’一action　ca　extending　Ft　and　an　equivariant

map　h：　（W，　W’）一（X，　A）　extending　f．　The　fixed－point　set　of　w　is　a　submanifoid

with　boundary，　with　boundary　contained　in　the　interior　of　W’，　and　not　meeting

M．　ene　may　then　deform　h，　supporting　it　kept　the　same　on　M　so　that　h　l　Vk＝

h］F。n－2k。πon　tubular　neiborhoods　Vk　of　Fωn－2k，　identifying　Vk　with　D（りk）．　Then

（W－uVkO，　W’一u（W’nVj）O，　to，　h）　is　a　free　bordism　of　（M，　pt，　f）　with　（UkS（vk），

m，　uk（h　l　F．”m2koz））　and　hence　r　is　in　the　image　of　S．

3．　　董1〔｝r《当量S醗　⑪蛋　畳⊃眠亙亙糊置es　Wgt嵐　se職i－free　s1一＆C寛io戴．

　　　As　an　application　of　the　equivaliant　bordism　technique，　one　may　consider　the

elassificatioit　of　bundles　with　semi－free　s’一action　over　manifolds　with　semi－free　s’一

action．　Specifically　one　considers　4－tuples　（M，　c，　e，　a“）　with　M　a　closed　differen－

tiable　manifold，　a：　M．M　a　differentiable　semi－free　s’一action，　e　a　complex　n－

plane　bundle　over　M，　and　6”：　E（e）．E（g）　a　semi－free　si－action　given　by　a　complex

vector　bundle　rnap　covering　a．　Two　such　4　tuples　are　bordant　if　there　is　a　simi－

lar　4　tuple　（V，　p，　rp，　p＊L＞　with　base　V　being　a　manifold　with　bondary　and　with

（OY，　p　l　6V，　rp　10V，　p”）　being　the　disjont　union　of　the　two　given　4　tuples．

　　　Taking　the　operation　induced　by　disjoint　union，　the　equivalence　classes　of

such　4　tuples　form　an　abelian　group　given　by　E｝1．（BU（n），　T）　where　（B（J（n），　T）　is

described　as　follows．

　　　Let　BU（n）　be　the　grassmannian　of　n－dirnensional　complex　subspace　of　infinite

dimensional　spaces　Cco×Cco×・一・…．　The　linear　transformation　te：　Coo×Coo×一・・…．

Cco　x　Cco・・・…：　（Z，　Zi，　Z2，・一・）．（Z，　eZb　02Z2，・一・）　O　EE　Si　induceS　an　semi－free　si－action

T：　BU（n）一BU（n）　by　sending　an　n－dimensional　subspace　into　its　image　under　t．　’

　　　Over　BU（n）　one　has　the　universal　n－plane　bundle　rn　consisting　of　pairs　（a，　a）

with　a　an　n－plane　in　Coo　x　Cco×・・・…　and　a　vector　in　a，　with　t　inducing　an　semi－

free　si－action　r”　on　the　total　space　of　r”　by　T＊　（a，　a）＝＝（Ta，　ta）．　By　taking　the

induced　bundle　and　semi－free　si－action　we　estabish　a　one　to　one　correspondence

between　the　equivariant　homotopy　classes　of　maps　of　（X，　p）　into　（BU（n），　z），　with
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Xacompact　hausdorff　space　andρa且semi－free　s1－actio且of　X，　a簸d．the　isomor－

phism　classes．of　n－plane　b岨dles　over　X　with　bundle　semi－free　s1－actio聡covering

ρ・

　　　　In　order　to　analyze　the　group疵＊（BU（n），’τ）we　consider　first　the　free　equ三一

　　　　　　　　　　　　　　　ム
variant　bordism　貌＊（BU（n），　τ）．　This　is　clearly　equivalent　to　the　study　of　mani－

fold－bundle　4　tuples（M，σ，ξ，σ＊）in　whichσis　fixed　point　free，　and　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
　　　Proposition　2．　The　ho］morphis皿g：疵＊（BU（n），τ）→貌＊（BU（1）×BU（n））induced　by

sending（M，σ，ξ，σ＊）to　the　class　of　the　mapプ×g＝M／σ→BU（1）×．BU（11），　with∫

inducing　the　principle　Sl　bundle　Aグ→M／σand　g　classifying　the　complex　随一Plane

bundle　E（ξ）／σ＊→M／σis　an　isolnorphism．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　Proof．　Being　given　h：N→BU（1）×BU（コ2）we　has　the　principle　SI　bundle　N→

Ninduced　fromπ1・h，　with　semi－free　SI　action　given　by　scaler　multiplication　and

letti豆9　ξ　be　the　complex　n－plane　bundle　over　N　induced　by　π2。h，π＊ξ　has　a且

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
semi－free　s1－actionり＊induced　by　restriction　ofン×10n　N×E（ξ）to　E（π＊ξ）．　The
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム

homorphism　4．：駄，（BV（1）×BU（n））→疵＊（BU（lz），τ）de伽ed　by　q「（〔N，　h〕）＝〔（N，　v，π＊ξ，

り＊j〕　is　clearly　inverse　to（1．

　　　The　fixed　point　set　of　the　sem玉一free　s1．一action　τ＝　・BU（％）→BU（n）　is　the　union

of　components　BU㈲×BU（i2）×…×BU㈲，　z1十i2十…らコη．　Applying　proposition　2

we　haVe　an　eXaCt　seqUenCe

｛i｝。（BU（n），　T）勾。（BU（n），。）丑㊦留㊦。、，i、，．，i、，1、、＋i、．舶）・1。．、、（BU㈹．BU㈲文

　　　　　　↑

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…×BU㈲）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s

　　　Fixing　the　attention　on　the　summand　9／m－2（B｛J（1）×BU（n））we　consider　a　map

h：Nm－2→BU（1）×BU（n）which　maps　under　S　to　the　class　of（（s（η），〃z．，　i・（π2。h）。π）

whereηis　induc．ed　byπ。h，　m　is出e　scaler　multiplicatien　on施e　sphere　b岨dle

S（η），　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s（，）」㌃N塑飾）■。BU（。）

whiとh　i　being　the　inclusuin．　of　BU（72）＝BU（o）×…BU（o）×BU（n）×BU（o）×…BU（o）in

BU（n）as　part　of　the　fixed　point　set　ofτ．　Since　BU（o）×…BU（o）×BU（n）×BU（o）×

…BU（o）is　covered　by　the　universal　b岨dle　with　trivial　s1－action，　this　is　presicely

（5（η），m，π＊ξ，　m＊）whereξis．induced　by　iQ（π2。劾and　m＊by　m×10n　5（η）×E（ξ）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
Then　q’coinsides　with　S：［Rm－2（BU（1）×BU（％））→DIIm．2（BU（％），τ）and　q　defines　a

spliting　of　the　above　sequence，　which　proves

　　　Prposition　4．　The　homomorphism　q　defines　a　splitti且g　of　the　sequence　of

proposition　l　for　the　semi－free　s1－action（BU（n），τ）and　hence曾モm（BU（n），τ）E

㊦匙『〕（hキ1，i≒n）貌鵬一2k（・BU（ん）×BU（i1）×…BU（ら））．　The　groups　involved　are　of　course

well　known　since流＊（BU（k）is　k簸own　and施e　kunneth　theorem　holds　for　ordinary

bordism．
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　　　Asp11iting　homomorphism

　　　　　ρ：①get’㊦（il，＿，塘、＋．カ＝％）疵＊．2k（BU㈹×BUω×…BU（iノ）→9是＊（Bu（n），τ）

may　be　constructed　by　sending　a　map　h：Nm－2k→BU㈹×BU（Zl）×…BU㈲，　il十…一トら

＝n，to　the　class　of（CP（ξ1十1‘），σ，π＊ξ毎⑭え⑭…⑭λ㊦…π＊ξii⑭λ⑭…⑭λ）whereξ，　is
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　ゾ　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ジレ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　がロ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z1　　　　　　　　　　　　　　τゴ

the　bundle　induced　byπピ。h，　CP（ξ1＋・1つ　is　the　complex　projective　space　bundle　of

the　complex　lines　on　the　fibers　of　the　whitney　sumξ1　with　a　trivial　bundle，σis

the　se皿i－free　s1－action　induced　on　the　space　of　lines　by　s＝scaler　multiplication

×10n　E（ξ1）×C＝・E（ξ1⑭1り，λis　the　canonical　line　bundle　over　CP（ξ1÷1りwith　total

space　consisting　of　pairs（α，のwi徳αacolnplex　line　in　a　fiber　andαavector

in　that　line，π：CP（ξ1十1つ→i＞is　the　projection，　ni　is　related　to　semi－free　s1－action

induced　by　scaler　multiplicationθ”i，θ∈Sl⊂C，　an（iσ＊is　the　semi．free　s1．action

described　as　follows．　Onえ⑭…λ⑭π＊ξik，σ＊is　the　nik－th　tensor　product　of　the　semi－

free　s1－action　S＊on　2　given　by　S＊（α，　α）＝（σα，　sa）andσxθnik　onπ＊ξik．

　　　To　verify　that　this　is　a　splitting　we　simply王ook　at　the丘xed　po．int　set，

fGrmed　as　the　disjo賦union　of　CP（ξ三）and　CP（1c）contained　in　CP（ξ1十1り．

For　the　CP（1りcomponent，　we　idetifiesα）（1りwith　N　byπ，　and　the　normal

bundle　is　identified　withξ1，　whileえis　the　trivial　bundle　with　S＊＝1，　so　the　com－

plex　n－plane　bundle　isξil㊦…㊦ξij　with　semi－free　s1－actionθ”il（∋…①θ駕and　this

丘xed　component　recovers（N，　h）．　The　componentα）（ξ1）is　of　codimension　2，　with

normal　bundle■＝川CP（ξ1）with　S＊acting　as　conjugate　scaler　multiplication　in

the　fiber　of■，　so　that　σ＊　is　the　trivial　s1－action　given　by　the　identity　on　the

bundieπ＊ξi1⑭■⑭…⑭1’㊥…㊦π＊ξ弓⑭λ’⑭…（9■and　thus　we　obtain　a　component　in
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　7ti1　　　　　　　　　　　　　％弓

the　summand鑑．2（BU（1）×、BU（i1）××BU㈲which　is　the　i．mage　of　the　splitting　q

as　defined　above．　In　particular，　FρF（M，　σ，　ξ，　σ＊）and　F（1レf，　σ，　ξ，　σ＊）differ　only

in（牡2，露％）term，　soρF＝1．
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