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In memory of Professor Akira HATTORI

§ 1. Introduction

   For a Hopf algebra over a field, Sweedler's theorem [5, Theorem  4.1.1] on the 

structure of Hopf modules implies that the category of Hopf modules is equivalent 

to that of vector spaces. This theorem was generalized successively in [1, Theorem 

3], [2, Theorem  3.  3], [3, Theorem  2.8] and [4, Theorem 9] by Y. Doi and M. 

Takeuchi. In the process of generalizations, the structure theory of module  coalg-

ebras for a bialgebra over a commutative ring has been developed. Furthemore, in 

[4, Theorem 9], it was proved  deftness of a comodule algebra is a sufficient con-

dition of the equivalence of the category of Hopf modules with that of right 

modules over the invariant subcomodule algebra. 

   In this paper we define the dual concepts of "(generalized) integral", "cleft" and 
 "anti -cleft" , and prove the following dual theorem of [4, Theorem 9] in the case 

that the A-module coalgebra C is flat as an  R  -  module  : 

   Main Theorem. Let A be a bialgebra over a commutative ring R, C a right 

A-module coalgebra. When C is flat as an R-module, the following are equivalent: 

   (i) C is cocleft. 

 (ii)  There  exists  a  left  e-comodule  and  right  A-module  isomorphism  CO 

 C,  and  ¶N:  N—,N^cC  is  bijective  for  every  N  in  the  category  of  [C,  A]-Hopf 

modules. 

   (iii) There exists a left C-comodule and right A-module isomorphism  CO A 

C, and  Wc0A:  COA--,C^CC is bijective. 

   In this case, the category of  [C,  A]-Hopf modules is equivalent to that of right 

C- comodules. 

   I would like to thank Professor A. Hattori and Professor M. Takeuchi for 

useful suggestions and encouragements. 

                        § 2. Auxiliary results 

   Let R be a commutative ring with identity. All our algebras, coalgebras and
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modules　are　over　R，　and　Cg），　ffom　are　also　over　R．　Throughout　this　paper　A　is　a

bialgebra．

　　　For　a　right　A－module　coalgebra　C，　i．e．，　coalgebra　which　is　a　right　A－module

with　the　module　structure　map　（vc：　C（g）A一，C　being　a　coalgebra　morphism．　We

call　an　R－moduie　map　C－A　a　“cointegral”　lf　it　is　an　A－module　morphism．　We

say　a　coalgebra　C　to　be　“cocleft”　（resp．　“anti－cocleft”）　when　there　exists　a　＊一inver－

tible　（resp．　×一invertible）　cointegral，　where　＊　and　×　are　convolution　product　and

twist　convolution　product（see〔4コ，　for　example）．

　　　As塩e　dual　of［4，　Le皿1na　4コ，　we　have：

　　　孟e職勲亙．勧Cbe　a　right！1－module　COαlgebra．7「heノ∂〃伽勿9　are・equivalent

for　an　R－module　morPhism　ip：　C－A．

　　　（i）　di　is　a　cointegral．

　　　　（ii）　　　ψωσ　 ＝　（砂ユ）＊P2

　　　　（iil）　gba｝c　＝：　（gLiP　i）　×　P2，

Where　Pi：　CXA－C，　c（29　a　［一ce（a），　P2：　C（g）A－A，　c（g）a－s（c）a．

　　　　PrOOf・　（¢Pi）＊P2＝＝mA（¢op　fA）　（Pi　opP2）rfcxA　＝　mA（¢（g）IA），　so　（i）　and（ii）　are　equiv－

alent．

　　　　（¢Pi）　×P2　＝mA（¢（g）fA）　（Pi（g）P2）TticopA　＝＝　mA（¢（g）IA），　so　（i）　and　（iii）　are　equivalent．

　　　As　the　dual　of　［4，　Proposition　5］，　we　have：

　　　PropositgoKE　．9．　Let　C　be　a　right　A－module　coalgebra．　Assacme　that　there　exists

a　cointegral　ip：　C－A　which　is　＊一invertible　（resP．　×一invertible）　in　ffom　（C，　A）．　Then：

　　　（1）　The　maP　P2：　C（EgA－A　is　＊一invertible　（resP．　×一コ口vertible）．

　　　（2）　ip－ioc　＝P2＊（¢一iPi）　（resP．　¢一tec　＝P2M　×　（¢一Pi）・

　　　If，　in　addition，　there　exists　a　coalgebra　morPhism　R－C，　then；

　　　（3）　The　identity　maP　IA　is　＊一invertible　（resP．　×一invertible），　i．e．，　A　is　a　ffoPf

algeろra（郷ρ．　an　anti－E∂LP／algebra）．

　　　（4）　p，一i　：IA－iP2　（resP．　P2＝IArP2）・

　　　（s）　¢一itoc　＝　mAT（¢’i　（g）　IA’i）　（reP　．　ip－toc　＝　mAT（¢’　（g）　IA一））．

　　　　Proof．　Since　toc　and　Pi　are　coalgebra　morphisms，　ipcac　and　Pi　are　＊一invertible

（resp．　×一invertible）．　As　¢　is　＊一invertible　（resp．　×一invertible），　（1）　and　’（2）　follow

from　the　preceding　lemrna．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eQf

　　　　（3）　Suppose　P：　R－C　is　a　coalgebra　morphism．　Then，　A＝P（g）A－C　Q　A　is

also　a　coa工gebra　morphism，　an（iヵ2（β⑭1）（a）＝＝p2（1⑭α）＝］（a）（α∈ノ1），　i．e．，　p2（β⑭1）＝

4A，　so　by［4，　Lemma　1コ，ヵ2『1（β⑭D＝（P2（β⑭1））一1＝IA－1（resP．　P2一（β⑭∫）＝（P2（β⑭1））一＝

転一）．

　　　（4）　As　P2　is　a　coalgebra　rnorphism，　so　by　［4，　Lemma　1］，　IA”iP2　＝（IAP2）一i＝

P2－1（resp．為ψ2＝（1－AP2）一＝・P2つ．

　　　　（5）By（2），（4）and［4，　Lemma　2コ，
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　　　¢一ia＞c　＝p2－i＊（¢一ipi）　＝　mAT（ip－i（g）fA－i）

（resp・　ip－toc　＝　P2一　×（¢一Pi）　＝　mAT（ip一　（g＞　IA一））．

　　　As　the　dual　of　［4，　Corollary　6］，　we　have：

　　　C山山旦雛y3．・4剛biaggebrα、4　is　cocleft

coalgebra　if　and　o吻i／there　exists為一1（reミρ．

αnα禰一ffop／algebra）．

〈resP．　anticocleft）　as　an　A－modttle

Iガ）i．e．，・4　isα、ifop／algebra（resp．

　　　As　the　dual　of　Proposition　8　of　［4］，　we　have：

　　　Prepasgtiom　4．　Let　A　be　a　bialgebra，　C　a　riglzt　A－modale　coalgebra．　Then：

　　　（1）1アAis　an　anti－ffoPf　algebraαnd　c　is　cocleft，　then　C　is　anti・cocleft．

　　　（2）1アAisα　ffoPf　algebra　and　C　is　anti－cocleft，　then　C　is　co61の．

　　　（3）　When　A　is　a　ffoPf　algebra　with．　the　bil’ective　antipode，　then　C　is　cocleft　if

and　o漕げ溺sα戯一coclefr．

　　　Proof．　（1）　Let　¢：　C－A　be　a　＊一lnvertlble　cointegral．

　　　By　Proposition　2　（1），　P2：C（EbAsA　is　＊一invertible．　We　write　S　as　the　pode　IA－

of　A，　then　S　is　an　algebra　anti－rnorphism　and　P2　is　an　algebra　morphism，　so

　　　　　　　　　　　　SP，一i　＝　（SP2）一　＝＝　（S）’P2　＝　：P2．

　　　With　this　formula，　［4，　Lemma　1　（3）］　and　Proposition　2　（2），

　　　　　　　　　　　　（Sψ）一ωσ＝Sψ一1ω・＝（Sψ一エカ・）×（Sp，一工）・・（Sψ）一×P、．

　　　Then　by　Lemma　1，　（S¢）”　is　a　cointe．crral，　and　is　×一invertible　because　〈Sip）一一　＝

S¢．　Hence　C　is　anti－cocleft．

　　　（2）　Let　ip’：　CsA　be　a　×一invertible　cointegral．　By　Proposition　2　（1），　P2：　C（t’s×v）

A－A　is　×一invertible．　lf　we　write　S　as　the　antipode　fA－i，　then　we　have　SP2一　＝

（SP2）’i　＝＝S－iP2＝：P2．　With　thls　fermula，　［4，　Lemma　1　（3）］　and　PropositioR　2　（2），

　　　　　　　　　　　　（s¢’）Litwc　＝　sip’mwc　ur　s（p2’　×　（ipr－p，））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x　（sgb’　pp，）＊（sp2一）　＝　（（sgb’）一ipi）＊p2．

　　　Then，　by　Lernma　1，　S¢’一　is　a　cointegral　and　＊一invertible　because　（（S¢’）一i）一i＝

S¢’．　Hence　C　is　cocleft．

　　　（3）　is　clear　by　（1）　and　（2）．

　　　Now　we　go　on　to　the　dualization　of　［4，　Theorem　9］　which　is　a　generalization

of　［3，　Theorem　2．8］．

　　　Let　N　be　a　right　A－module　and　a　rtght　C－comodule　with　the　structure　mappings

caN：　N　Q　A－N，　and　pN：　Ai一一一N＆C．

　　　N　is　a　right　［C，　A］一Hopf　module　when　the　diagram
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N⑭君 caN　PN－N．NQC
　　　　　　　　　　　　・・⑭・・↓　・・⑭・・↓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1⑭T⑭1

　　　　　　　　　　　！▽（DC⑭A⑭A　　　　　　　　＞　1＞⑭ノ1⑭c⑭／1

1s　commutatlve．

　　　If　we　put　A÷漏KerεA，　C　＝＝　CICA＋and　N＝NINA＋，　then　C　is　a　coalgebra　and

Nis　a　right　C－comodule．　We　wr1te　the　natural　mappings　C　・C　and　N　・N　as

P＝Pc　andπ＝＝πN．

　　　Let　W　be　a　rlght　C－comodule．　W飯en　C　is　fiat　as　an　R－module，　an　R－submodule

罪□iC　of砺z⑭C　is　a［C，　A］一Hopf　submodule（［5；1．3　Propositionコ）．　Hence　we

assunユe　that　C　is　a　flat　Rrmodule．

　　　亘f　麗鼠　is　the　category　of　right　［C，　AコーHopf　modules　and　酸。　is　that　of　right

C－comodules，　then　N　I－N三s　a　covariant　functor

　　　φ：tWli一→］鹸。，　which　is　the工eft　adjoint　of　the　functor

　　　望：還。一一→踊2de丘ned　by　W　1一一一＋騨7□∂C．

　　　Correspondences　of　morphisms　are　following：

　　　（1）畷（N，w□uc）一twc（N，　w），∫1・［π（刎　・（1⑭εc）〆（n）］．

　　　The　well・definedness　of　this　mapp三ng　ls　verified　with　the　commutative　diagram

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωc

　　　　　　　　　　　　　　　　c⑭A　　　・　c

　　　　　　　　　　　　　　ε・⑭A↓　　　εσY

　　　　　　　　　　　　　　　R⑭R　～　・R．

　　　（2）rwc（N，　w）　・］tW｛li（N，　w□6c），　g　l・（9⑭f）（π⑭z）ρN．

　　　This　is　wel亘一defined　since

　　　　　　　　　　　　　　　PN　　・⑭1＿　9⑭1　ρ璽∫・　＿
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＞！＞（零）c一　膨⑭c　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w⑭c⑭c　　　　　　　　　　　N一→N⑭c
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ン
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fw⑭ρc

is　a　null　sequence．

　　　The　adjunct量ons　are　as　following：

　　　　　　　　　　　軌：N一→1▽□∂c，刎一Σ・（％（。））⑭n（1），

　　　　　　　　　　　の冊・開万ひ一翫・隙（Σω・⑭・訓一一Σ酬・i）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　　　　　　　　　　　　z

　　　Consider　C⑭／1　as　a　right［：C，　A］一Hopf　module　via（c（8＞a）at＝c（零）αα’and

ρ。⑭。（cXa）一Σ・（1）⑭a（、）⑭・（，）・（，）．
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Then　C＆A一（C　（×）　A）　／　（C　X　A）A“　＝＝　（C　（g）　A）　／　（C　Q　，4“）　＝＝　C　（g）　R　｛li　C，　so

YcxA：　C（E9　A－ovt［］iC　＝C［　］bC，　c（Ei）a　1．£　c（i）Xc（2）a．

　　　PregeosgtSon　5．　Let　A　be　a　bialgebra，　C　a　right　A－mod”le　coalgebra．　lf　C　is

coclefr，　then　f∂r　anア［C，！1コーHopf　module　N魏676　exists　an　isomorPhism　N．＿→N⑭A

of　right　A－modules．

　　　Proof．　Let　¢：　C－A　be　a　＊一invertible　right　cointegral．　We　define　a　map－

ping　Q＝＝　QN　as：

　　　　　　　　　　　　　pN　．　J　L　一　lop¢’i　．．．　．　u］N

　　　　　　　　　　N－NXC　4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＞⑭践　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　N，

that　is，　Q（na）　＝　（it）N（f（g）gb’i）pN（vN（n　Q　a）

　　　　　　　　　　＝＝　（vN（（oN　（Eb（P2－i＊（　ip’iPi）））　（Zn（o）（2Da（i）Qn（i）（Ega（2））

　　　　　　　　　　＝＝Xn（o）s（n（i））a（i）P2”i（n（2）Xa（2））ip－iPi（n（3）（Ega（3））

　　　　　　　　　　＝＝Xn（e）¢一i（n（i））8A（a）　＝　Q（n8A（a）），

hence　Q（1＞践つ＝：0．

　　　So　there　exists　the　induced　map　Q　：　N－N　such　that　the　diagram

　　　　　　　　　　　　　　g
　　　　　　　　　　　N　一一一一　N

　　　　　　　　　　rX　／’Q

　　　　　　　　　　　　　　N

ls　commutative．

　　　Now　we　define　two　mappings：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　QP　Cii）1　toN
　　　　　　　　　　f＝＝　fN－xA　：AiXA　一F　AiQA　一　N，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　PN　．　Zop¢．

　　　　　　　　　　g＝gN：　Ai　一，　NQC　4　N　opA

　　　Then，　for　n　E　N　and　a　Effi　A，

　　　gf（z（n）　opa）　＝：T（n（e）　gb－i（n（2））（i）a（i））　op　gb　（n（i）　gb－i　（n（2））（2）a（2））

　　　　　　　　　　＝Xr，（n（o））　X　gb　（n（i））　gb－i（n（2））a　＝E］z（n（o））　X　eA（n（i））a

　　　　　　　　　　＝＝z（n）opa，

and　fg（n）　＝＝］2］n（o）¢一i（n（i））¢（n（2））＝］Z］n（Q）8（na））　＝n・

　　　So　we　have　9プ；Ilif⑧A　and　f9＝恥，　that　is，　N主N⑭A。．

　　　Furthermore，　g　is　an　isomorphism　of　A－modules，　since　¢　is　a　cointegral．
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§3．　Proof　o奮tke贈agn意盤e｛》亙e黙

　　　Proof　of．　IJV〈fain　Theorem．　（i）＝〉　（ii）．　Let　N　be　a　right　［C，　／1］一ffopf　module．　By

Proposition　5，　gN：　N－M，　N〈g＞A　as　right　A－modules，　especially，　gc：　C－Z一＋C（t’h×v）A

as　right　A－modules，　and　in　this　case　gc　is　also　an　isomorphism　of　left　C－comodules，

S圭nce

　　　p60pAgc（c）＝（rfuXl）（＞i］P（c（i））X¢（c（2））　＝　（1〈g）gc）（ZP（c（i））e　c（2））＝＝（I　X　g．）（p．（c）），　cEc．

　　　Now，　as　easily　verified，

　　　　　　　　　　　亙m（piiopf：Ng）ノ隻一一一→N⑭c（零）1生）⊂エ〉□す（c（9）！窪）。

　　　On　the　other　hand，　（fjv（g＞siff（29　fA）　（p］gioplA）　＝＝　liifQ．　is　clear，　and　for　any　Zrc（ni）（g）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i

Pc（ci）（g）ai　in　Nl］i（C（29A），using　the　equality

　　　ΣΣ蜘・））⑬（ni（・））⑭カ（Ci）・FΣΣ咽OPP（Ci（・））QP（・i（・））欧，　W・h・v・（ρπ⑧／）

　　　　：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z

（IXsuopI）（Σ・（・・⑳（・∂⑭砺Σ・（・・⑳（・i）⑭ai，・・ρ節鴎）（㌃⑭・δ鴎）一知．・∂⑧A），

　　　　　　　　　i　i　”　一　　ahence　NopA！！　N［　］u（CopA）．

　　　With　this　isomorphism　and　Proposition　5，　we　see

　　　　　　　　　　　2V≡≧N⑭A≦≧N〔ユ6（c⑭A）E！gN徳万C・

This　composite　isomorphism　maps　n　in　N　to　：

　　　　　　　　　　　　nトーΣ・（n（。））⑭ψ（n（、））i一Σ・（n（。））⑭P（％（1））⑭ψ（n（，））

　　　　　　　　　　　　　　1一　X　T（n（o））　（A×sv）　n（i）　sb　一i（n（2））　gb（n（3））　＝　i2］　T（n（o））　（g）　no），

so　it　coincides　with　the　adjunction　epN．

　　　（ii）　〉（iii）　is　clear　since

　　　　　　　　　　　夢。⑭A：C⑭A　　　＋COP／1〔〕δC窪C［＝コじC・

　　　（iii），　〉（1）．　Let　at：　Hom　（C，　A）一Com6一（C，　C）　be　f　l一一一＋　（I　op　e）　eqcQA（I　Q　f）Ac，

that　is，　a（f）　（c）　＝　IZ］　c（i）f（c（2））・

　　　ct（f）　is　a　left　C－comodule　endomorphlsm　since

　　　pca（f）　（c）　＝＝　XP（c（i））　op　c（2）f（c（3））　＝　（／6Qct（f））pi（c），　c　E　C．

　　　By　the　construction，　the　following　diagram　is　commutative：

　　　　　　　　　　　c。鵬一。（c，c⑭躍）H墜蟹ρ⑭温）c幡一。（c，c□む。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　～目　　　　　　　　　　　　～19

　　　　　　　　　　　　　　　Hom（c，　A）一一→見鼠且万一（c）
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　　　So　a　is　an　isomorphism．

　　　Let　F：　C一一．一　C（6×v）A　be　a　left　C－comodule　and　right　A－module　isomorphism．

Define　2：　C　s　A　by　2＝P2F．　Then，　easily，　mA（A（g）1）＝＝2cac；　i．e．，　Z　is　a　cointegral．

　　　Furthermore，　since　F　is　a　morphism　of　left　C－comodules，

　　　　　　　　　　　　（1（一×v）R）p，　＝（PcX2）ifc＝＝（Pc（21）（P2F））rfc＝（fQP2）　（lopF）pc＝　F・

　　　Let　G：　C（29A　t．　C　be　the　composlte　inverse　of　F．　Define　h：　C一一一“C　by　h＝：

Gii，　where　ii　：　C－CopA　ls　Pc（c）　［一，　Pc（c）X！．

　　　Since　G　is　a工eft　C－comodule　morph量s］m，　so⑳∈Endδ《C）．

　　　On　the　other　hand，　since　G　is　a　right　A－module　lsomorphism，　we　have，　for

any　Pc（c）　in　C　and　a　in　A，

　　　　　　　　　　　　toc（h　（Ei）　1）　（Pc（c）　X　a）　＝　h（Pc（c））a　＝　G（PcCc）opa），

heitce　twc（h　Q　l）＝＝　G．

　　　Now　since　a　is　bijective，　there　exists　ip　Ei　Nom（C，　A）　with　a（ip）＝hP．　Then　2＊ip＝

鞠（R（g）f）（f⑭φ）4c漏λωc（姻φ）rfc＝吻σ＝P，ゴψc漏％滋εc．

　　　Moreover，　ct（¢＊2）　＝　toc（1　（E9　（mA（¢　（g）　2）rfc））ifc

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　cac（（（Dc（1　（E9　ip）tfc）（E92）rfc

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：　oc（G（Egl）　（i，　（21）　ec一　（g）　1）　（1　（g）　F）　（pc　（29　1）3c

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　G（f　（E9　mA）　（ii　op　l）　F　＝fc

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　cDc（f　X　uA）　（1　（E9　8c）rfc　＝　a（uA8c），

which　shows　ip＊2＝　zaAsc，　since　a　is　bljective，　and　so，　（iiD＝〉（i）　ls　proved．

　　　To　prove癒e　last　assertion，　it三s　su価cient　to　show　that出e　adjunctionゆ躍：

W［］6C－W　is　bijective　for　any　right　C－comodule　W．　By　using　［6；　1．3　Proposition］，

　　　　　　　　　　　　罪□σc＝（W□eC）／（W［コ。（C・4つ）窪W□aC！；W，

Σ吻⑭叶一Σ助εσψδ回）一．ΣWiε・㈲・
　Z　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

　　　So　this　composite　bijection　coincides　with　ptw．

　　　This　completes　the　proof．

§4．　　Examp亘es　of　coc丑e董奮礁匿⑭dieege　coaggehr＆s

　　　Let　C　be　a　bialgebra，　A　its　．subbialgebra．　Then　C　is　naturally　an　A－module

coalgebra．　We　assume　that　there　exists　an　R－module　morphism　¢：C　一F　A　which

is　a　cointegral．

　　　Furthermore，　we　set　the　following　two　cases：

　　　（i）．　C　is　a　Hopf　algebra，　and　¢　is　an　algebra　morphism．

　　　　（ii）　A　is　a　Hopf　algebra，　and　4」　is　a　coalgebra　morphism．
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　　　　In　the　case　（i），　using　mA（ip（g）ip）＝¢mc　and　ipuc＝：zaA，　we　can　see　that　¢Sc　is

the＊一inverse　ofψ．亙n　the　case（ii），　using　（ψ⑭ψ）」c＝ぬψandε五ψ＝εc，　we　can

see　that　SA¢　is　the　＊一inverse　ef　¢．　Thus　we　have：

　　　　Proposgtgome　6．　Let　C　be　a　bialgebra，　Aαsuろbialgebra．　iアthere　existsαc伽一

tegralψ二C一→Awith　the　i）rof》erty　oア（i）07．（童i），　then　C　is　α　cocle〆渉ノ玉一〃zodule

coalgebra．

　　　　ExagifRpte　g．　Let　G　be　a　semigroup，　Zl　its　subgroup．　We　set　a　coset　decom－

position　G　＝　U　giff．

　　　　　　　　　　　　i

　　　　If　we　put　C＝RG　and　A＝＝Rff，　a　semigroup　bialgebra　and　its　Hopf　subalgebra，

then　C　is　a　cocleft　A－module　coalgebra．

　　　　Indeed，　defining　ip：C－A　by　¢（gih）　＝h，　h　Eiiff，　and　R－linearly，　we　can　see

that　¢　is　a　＊一invertible　integral　with　the　property　of　Proposition　6　（ii）．

　　　　Eiaffifapge　2．　Suppose　R　is　a　ring　of　prime　charasteristic　P　and　q＝：P”　for　some

positive　integer　n．　Let　C　be　the　Hopf　algebra　R［X］／（Xq）＝R［x］i　where　x　is　the

residue　class　of　X　and　li（x）＝x（g）1十1（g）x，　E（x）　＝＝　O　and　S（x）．＝＝　一x．　lf　we　put

　　　　A　＝　R　［XP］／（Xq）　＝＝　R［xP］，　then　A　is　a　Hopf　subalgebra　of　C．

　　　　Let　¢：　C－Abe　an　R－linear　map　with　x”　1．　x”　if　P　ln　and　x”　1－O　if

Ptn．　Then　ip　is　a　cointegral，　as　easily　verified．　’Furthermore，　we　see，　with　direct

computation，　that　ip　is　a　coalgebra　morphism“　Thus　C．is　a　cocleft　A－module

coalgebra，　because　of　Proposition　6．（ii）．
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