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=3

Notre propos dans cette note est de donner quelques évaluations pour des
certaines sommes de nombres entiers premiers a4 un nombre entier n.

Soit # un nombre entier = 3, et soient

1= a; <ay<l-+- Ly =n—1

les nombres entiers positifs inférieurs et relativement premiers & n.
Draprés un travail récent [5] de M. C. Hoowey on a pour #n/¢ (n) —oo
b(n)/2 1
Z (@2j—asj—1)= (E +0(1) )n

j=1

Il en résulte immédiatement que, pour tel n que n/¢(n) tend vers o avec #,

(1) jmzir“j:'?i”qz(i)JrZ%-o(;i)
et
(2) ) ifﬂzpair 4= n(f;(n) - zZ’ + 0(”):

puisqu’on a

ng(n)

d (1)
21 4= .
i=1 2

Mais, la condition n/¢(n) —co n’est pas nécessaire pour que la relation (1) ou (2)
soit valable. En effet, si # = 2" est une puissance de 2, on a alors n/¢(n) =2 et

D1 g = M

Jj pair 7 4 4’
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SV g el n

jimpair 4 4 "

Si par contre n est un nombre de la forme 37, on a n/¢(n) = 3/2 et

Z ne(n 7
;= 1 e
6

j pair 7 4

ST, L el n

4 impair 7 4 6 )

1l est possible de prouver en général que l'on a

14 = % o

j pair 7 4
et

31 4= "M om

7 impair J 4

pour tout nombre entier # dont le nombre (%) des diviseurs premiers distincts est
borné. Ce résultat est un cas particulier d’'une proposition plus générale, comme
on va voir dans ce qui suit.

Soient maintenant %k et / deux nombres entiers tels que 0! <k < ¢ (). Nous
posons:

A, R, 1) = 2 Apjve s
7

ol le signe Z indique la sommation étendue aux valeurs entiéres de j satisfaisant
)

les inégalités 1 <<kj 4 < ¢(n). Il v a alors une relation asymptotique:

(3) Ak D ="2 5 0w o ((MEZNT

les constantes impliquées dans les O étant absolues, c’est-a-dire, indépendantes
de k et de . En particulier, si & divise ¢(n), on aura pour =0

. _ ngln) | (k—L)n ng(n) 2000 \1/2
Al k1) = ==+ o +O<(7—A /% ) )
et pour /540

A k1) = ng;n) . (k—ZIZ;er 1n L0 (( n¢(n£zfgi)1/z) ’

Nous notons que la fonction 2¢¢) est d’'ordre de la grandeur O(n¢) pour tout
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¢ >0 (voir: [2; Théoreme 315])). Donc, si £ est supérieur a4 n¢ pour un e >0
quelconque, on a

(s yie

= o(n) .

Or, en posant ¢; = pj + q (1< 7 ¢(n), ol p et g sont des constantes indéfinies,
nous considérerons la somme:

¢ (1)

Z:a—c

Choisissons les valeurs de p et de ¢ pour lesquelles cette somme soit possiblement
petite. On vérifie sans peine que telles valeurs de p et de ¢ sont comme il suit:

ng(n) + (—1p0 gim) — 22~1

b= @0n) — 1) (pn) + 1)
(4) )
_ n (=10 g(m)— 2000 -1
- 2 (gn) —1)

ot m désigne le plus grand diviseur de #, n’ayant aucun facteur carré autre que
I'unité. Il s’en suit alors que

_oon 1

b= $(n) +O( ¢(n)> ’

n
1= iy T OW
et
b (1)
) Z (a; — ¢;)? =0 n2000)

j=1

Pour obtenir (4) et (5) nous avons utilisé les formules suivantes:

@ (n)
(6) ) =20 =2,
J=1

(7) SVa, =2 e g (—1peom) (n=2)

et
b (1) )

(8) Z‘,Ja

(Bng(n) + 61 4 2A—1pP¢(m)—2000) (n = 2);

(6) et (7) sont bien connues (voyez par exemple : [6; pp. 42 et 457]), et (8) est
due & M. E. Seence [7].
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Or, il est facile de voir par un calcul direct que l'on a

Z Cri+i = ng” VL) +O(n)

On a de plus

k—1 k—1 2
Z (n; R, [)— Z Chjri) Z (Z(%ﬁl*%ﬂ))
/=0 =0 '
k—1 ¢
= Z - '**Z(flkﬁz — Crjet)f
-0

(1)
Z_‘,amc2
=1

~0 (.ﬁsé@;e??"i,) ,

Le résultat (3) est ainsi démontré.
On notera que, si & est un diviseur de ¢(n), alors

ngln) (k- i) .
M o () wieo,

Z Crjti =
7

negn)  (k— 2[+1)71 o(n)
U o (4

-] L
o o ) pour [ =< 0.

Nous pouvons encore démontrer de la méme maniére que 'on a pour # — co

L
]Z) Bt (s+1)k '

s étant un nombre positif quelconque; cette relation est valable uniformément
pour [, 0 <I<k, pourvu que la valeur de I’entier positif %2 ne soit pas trop grand
en comparaison de celle de ¢(n).

Remarque. —— M. P. Ernos [1; p. 2247 a énoncé une conjecture concernant
la somme
¢(n)—1
Z (@je1 — a3 .
J=1

En effet, il espere qu’elle soit O {n2/¢(n)).
Par rapport a cette conjecture M. Hoorey [3, 4] a montré qu'on a pour
0<a<?
¢(n)—1

ne
fg (@jer — ajr = O< (@(71)7)7 1 )
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et pour a =2
¢(n)—1
> (@01 — aj)* = O (n (loglog n)?) .
=1
Or, nous remarquons que le raisonnement de M. Hoorey [37], légerement
précisé, nous donne le résultat

b (n)—1 72
. — AT a— -
(9) E (@11 — ay) O( S0 loglog 2m> ,

ot m est le plus grand diviseur de n, libre des facteurs carrés > 1. Par la présente
méthode de cette note on peut démontrer aisément que

d(n)—1
Z (@je1 — ;) = O n20tm) |

=1
et cependent ce résultat est en général plus faible que (9).
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