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   Notre propos dans cette note est de donner quelques 6valuations pour

certaines sommes de nombres entiers premiers a un nombre entier n.

        Soit n un nombre entier k3, et soient

                     1 = ai <a2<･･････<a¢(.) =n-1

les nombres' :lentiers positifs inf6rieurs et relativement premiers a n.

   D'apres un travail r6cent [5] de M. C. HooLEy on a pour n/¢ (n)-oo

                     g6(n)12                      ;. ill=, (a2j' ur a2i-i) = (-Ii- + o (i) )n.

Il en r6sulte imm6diatement que, pour tel n que n/ip(n) tend vers oo avec n,

  (i) i.llii,il. aj=-Z-(-4('2) -t- Z+o(n)

des

et

 (2) j,tdn.,. aj -- "ipi'Z) - -"4-- + o(n),

  -7pulsquon a
                           i.Iliirr-(,) aj= nip2(n) .

Mais, la condition n/ip(n) -,Fce n'est pas n6cessaire pour

soit valable. En effet, si n == 2r est une puissance de 2,

                         i=,.,. aj= -ZZ-ti4-g2V)- + ･-n4- ,

que

 on

la relation (1)

a alors n/ip<n) =

ou
2

(2)

et
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                                    71e(11) 7Z                         jitdnair aj = --"4""- - ''4'' '

Si par contre n est un nombre de la forme 3r, on a n/of(n) == 3/2 et

                         jZ,.,. aj- -IZe-4-('-¢-l + 16'1. ,

                                     72ip(77.) 11                         i' itimair aj = -"4'""' - "6- '

   Il est possible de prouver en g6n6ral que 1'on a

                          j:Ii.I].,. aj = 2Zt-4-L") + o(n)

et

                         d itim.i. aj = "ZZ-e--4-Cn) + o(n)

pour tout nombre entier n dont le nombre v(n) des diviseurs premiers distincts est

born6. Ce r6sultat est un cas particulier d'une proposition plus g6n6rale, comme

on va voir dans ce qui suit.

   Soient maintenant k et l deux nombres entiers tels que OSl< le SO(n). Nous

                          tttposons: ,･
                         A(n; le, l) = X akj+i ,

                                     j

oU le signe = indique la sommation 6tendue aux valeurs entihres de 7- satisfaisant

           j
les in6galit6s 1 ;s{l fed + llsl; O(n). II y a alors une relation asymptotique:

  (3) A(n; k, l) - 'Z.:. 2'1. ).. + o (.) + o ((2i-ip..Cge.X.?-"(") )i12) ,

les constantes impliqu6es dans les O 6tant absolues, c'est-at-dire, ind6pendantes

de k et de l. En particulier, si k divise ip(n), on aura pour l=O

           A(n; k, l)= 2i.di2.£7'Z) + -(k2-le1)7i + o ((-ie.oj-(n)le-2v(n) )if2)

                             th

et pour l7LO

           A (n; k, l) = nZ2n).. - Lk "212+tt..I).n-. + o ((-T-¢.(.n..i..2-{.EfflL)i12) .

    Nous notons que la fonction 2"(n) est d'ordre de la grandeur O(ne) pour tout
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E>O(voir: [2; Th6oreme 315]). Donc, si k est sup6rieur b ne pour une>O
quelconque, on a

                        (..z.f.s.?..(.t./>..?.e.Stt)...)ii2 ,.. ,(.) .

   Or, en posant cj = Pl' + q (1;Slj.s{ ip(n)), oU P et q sont des constantes ind6finies,

nous consid6rerons la somme:

                             th(n)
                             = (aj - cJ･)2 .

                             j' =1

Choisissons Ies valeurs de P et de q pour lesquelles cette somme soit possiblement

petite. On v6rifie sans peine que telles valeurs de P et de q sont comme il suit:

                         ngb(n) + (-1)v(n) g5(7n) - 2v(,z)-1

                    P= (¢(n)- 1) (ip(n) + 1) '''

                          n+ (-1)VCn) ip(m)r2v(n)-i
                    q=-                                 2 (ip(n)' - ii

oin m d6signe le plus grand diviseur de n, n'ayant aucun facteur carr6 autre que

1'unit6. Il s'en suit alors que

                      P= ¢f¢n) "O( ipln))'

                              n
                      q = - '2¢(m- + o(1)

et

                        abOi)
  (5) 2 (aj-cj)2 =O (n2v(n)).
                        j=1
   Pour obtenir (4) et (5) nous avons utilise Ies formules suivantes:

  (6) ii.lii'i) aj --' -Z-g2('i-) (n i 2),

  (7) 11*n,) a;: == 9-/-6'i)- (2n2+(-1)v(n) m) (nl2)

et

 (s) th=('i) 1'a,. = ¢Sn4) (snip(n) + 6n + 2(-i)v(n)¢(m)-2v(n) ) (n >un- 2);

          j=1

(6)et(7) sont bien connues (voyez par exemple: [6; pp. 42 et 45]), et (8) est

duea M. E. SpENcE [7].
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       Or, il est facile de voir par un calcul direct que 1'on a

                    4.) ckj., = -u.g£ri +o(n) .

On a de plus

          k-1 k-1          Z (A(n; k, l) - X ckj+i)2 = X (Z (akj+i - ckj L, t) )2

                        J l==O j          l-=O

                                 k-1                               s;. R., --e･ 1--X-//Z-l)-- ];.il] (a,j.i - c,j.,)2

                               .. -i.l.Z ) th=('`) (aj rm c,.)2

                                       i--1

                               = o (.rZleL-.i.2.e..(･i･) ) .

Le r6sultat (3) est ainsi d6moRtr6.

   On notera que, si k est un diviseur de ip(n), alors

                     'i02.-IU') + (le E-ki..),ZZI +o( ofX-') ) pouri-o,

         = Ckj+l ==

          V n:iz!) rm tt-..-2.i.li..±,..Li).Zkuo (LgX.UL) ) pouri; o.

   Nous pouvons encore d6montrer de la meme maniere que 1'on a pour n- co

                              s nSof(n)                         :Ii.lll akj+l N (s+1/s'/fe- ,

s 6tant un nombre positif quelconque; cette relation est valable uniform6ment

pour l, Oh-<l<le, pourvu que la valeur de 1'entier positif k ne soit pas trop grand

en comparaison de celle de ip(n).

   I?emarque. M. P. ERD6s [1; p. 224]a6nonc6 une conjecture concernant

la somme

                           ¢(n.)-1                            = (aj+i - aD2 .
                            j'=1

En effet, il espere qu'elle soit O (n2/ip(n)).

   Par rapport acette conjecture M. HooLEy [3, 4] amontr6 qu'on a pour

OSa<2
                     ¢(n)-1                      i.., (aj+i - aj)ev =- o(-(-ip-(}Ig-i-.-L-i-)
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et pour a=2
                  4(n)-1
                   M (aJ'+i - a,･)cr =O(n (loglog n)2) .

                   j'--1

    Or, nous remarquons que le raisonnement de M. HooLEy [3], 16gerement

pr6cis6, nous donne le r6sultat

  (9) cbi#)liiHi(aJ･+i-a,･)2 == O(-el:i2z) loglog 2m),

oin m est le plus grand diviseur de n, libre des facteurs carr6s > 1. Par la pr6sente

m6thode de cette note on peut d6montrer ais6ment que

                  th(n)-1
                   Z (aj+1 - aJ･)2 =:= O(n2v(n)) ,

                   j'--1

et cependent ce r6sultat est en g6n6ral plus faible que (9).
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