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Capitolo 1

Misura di Lebesgue

1.1 Motivazioni

La teoria della misura e dell’integrazione secondo Riemann, concettualmente
semplice e soddisfacente per molti aspetti, non e tuttavia cosi flessibile da
consentire certe operazioni che pure appaiono naturali: ad esempio, si ha

lim [ f,(z)de = / lim f,(z)dx
solo quando A ¢ limitato e vi ¢ convergenza uniforme delle f,; se {4, } ¢ una
successione di insiemi misurabili disgiunti, la loro unione non ¢ necessaria-
mente misurabile, né, tanto meno, vale in generale la relazione

m <U An> = m(A,);

neN neN

infine, le quantita

[isenas | ] |f(x)|2dxr

non sono norme sullo spazio delle funzioni Riemann integrabili R(A), perché
manca loro la proprieta di annullarsi se e solo se f ¢ identicamente nulla (la f
potrebbe essere non nulla in un insieme finito o anche numerabile di punti).
Vi sono poi altre, e pit importanti, motivazioni “a posteriori”: la teoria del-
I'integrazione secondo Lebesgue ha dato ’avvio ad enormi sviluppi nell’analisi



funzionale, nella teoria della probabilita, ed in svariatissime applicazioni (ri-
soluzione di equazioni differenziali, calcolo delle variazioni, ricerca operativa,
fisica matematica, matematica finanziaria, biomatematica, ed altre ancora).
Esporremo la teoria della misura di Lebesgue seguendo la presentazione in-
trodotta da Carathéodory, che ¢ quella che piu facilmente si estende, come
vedremo, al caso di misure astratte definite su insiemi arbitrari.

Esercizi 1.1

1. Esibire una successione di funzioni {f,} definite su [a,b], Riemann
integrabili in [a, b], puntualmente convergenti in [a, b, e tali che

b

b
lim [ f.(7) d:r;«é/ T}Lrgofn(x) dx.

n—o0

2. Esibire una successione di sottoinsiemi {A,} di R, misurabili secondo
Riemann e disgiunti, tali che la loro unione non sia misurabile secondo
Riemann.

1.2 Lunghezza degli intervalli

Il punto di partenza, come ¢ naturale, ¢ 'attribuzione di una lunghezza agli
intervalli della retta reale.

Definizione 1.2.1 Sia I un intervallo di R. La sua lunghezza ((I) é data

da
o) = { b—a sela,b[C I Ca,b],

‘oo  se I ¢ illimitato.

La funzione ¢(I) associa ad ogni intervallo di R un numero in [0, +oc] (si
noti che, in particolare, £(0) e ¢({a}) valgono 0). Vogliamo estendere tale
funzione a sottoinsiemi di R piu generali, in modo da poterli “misurare”.
Sarebbe auspicabile poter definire una funzione di insieme m che verifichi le
seguenti proprieta:

1. m(FE) & definita per ogni £ C R;

2. m(I) = £(I) per ogni intervallo I;



3. (numerabile additivita) se { Ey, }nen € una famiglia numerabile di insiemi

disgiunti, allora
m (U En) => m(E,);

neN neN

4. (invarianza per traslazioni) per ogni € R e per ogni £ C R si ha
m(x+ E)=m(E),oves+E={yeR:y—xz¢c L}

Sfortunatamente si puo dimostrare (si veda l'esercizio 2.1.8) che non ¢ pos-
sibile soddisfare simultaneamente queste richieste: se si vogliono mantenere
le proprieta 2, 3 e 4 non si potranno misurare tutti i sottoinsiemi di R; se,
al contrario, si vuole mantenere la proprieta 1, occorrera indebolire qualcuna
delle altre, ad esempio sostituire la 3 con la seguente:

3. (numerabile subadditivita) se {E,}neny € una famiglia numerabile di
sottoinsiemi di R, allora

m (U En> <> m(Ey).

neN neN

Considerazioni geometriche ci inducono a considerare irrinunciabili le pro-
prieta 2, 3 e 4: di conseguenza, come si vedra, la classe degli insiemi “misu-
rabili” sara un sottoinsieme proprio di P(R).

Esercizi 1.2

1. Si provi che la famiglia delle unioni finite di intervalli di R aperti a
destra e un’algebra, ossia € una classe contenente l'insieme vuoto e
chiusa rispetto all’'unione ed al passaggio al complementare.

2. Si verifichi che la famiglia delle unioni finite di intervalli aperti di R
non ¢ un’algebra.

1.3 Misura esterna di Lebesgue

Cominciamo ad attribuire ad ogni sottoinsieme di R una “misura esterna”
che goda delle proprieta 1, 2, 3’ e 4 del paragrafo 1.2.



Definizione 1.3.1 Se F C R, [a misura esterna m*(E) ¢ data da

m*(F) = inf {ZE([n) B C U I, ., I, intervalli aperti} .
neN neN

Dalla definizione seguono subito le seguenti proprieta:

Proposizione 1.3.2 Si ha:

(i) m*(E)>0 VE C R;

(i) m*(0)=m*({z}) =0  VxeR;

(iii) (monotonia) se £ C F' allora m*(E) < m*(F).

Dimostrazione (i) Evidente.
(ii) Per ogni e > 0 si ha § C {z} Clz — e,z + ¢[; questo intervallo ha
lunghezza 2¢ e ricopre {z} e (). Quindi, per definizione,

0<m*(0) <m*({z}) <2  Ve>0,

da cui la tesi.
(iii) Se E C F, ogni ricoprimento {I,} di F costituito da intervalli aperti ¢
anche un ricoprimento di £, da cui

m(E) < ) UI);
neN
per l'arbitrarieta del ricoprimento di F', si ottiene m*(E) < m*(F). O
Verifichiamo ora la proprieta 2:

Proposizione 1.3.3 Se I C R ¢ un intervallo, allora m*(1) = £(I).

Dimostrazione Supponiamo dapprima I = [a,b]. Per ogni e > 0 'intervallo
la —e,b+ €] ricopre I, e quindi per definizione si ha

m*(I) </l(la—e,b+e[)=b—a+2 Ve>0,

da cui m*(I) < b—a.

Per provare la disuguaglianza opposta, sia {I, }nen un ricoprimento di I co-
stituito da intervalli aperti; poiché I ¢ compatto, esistera un sottoricopri-
mento finito {/,,,..., 1, }. Eliminando eventualmente qualcuno degli I,,,
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possiamo supporre che gli [,,, siano tutti distinti fra loro, ed inoltre che il
ricoprimento sia minimale, nel senso che togliendo un 7, gli intervalli residui
non ricoprano piu [a, b].

Ordiniamo gli intervalli [,,, = ]ay, bx[ in modo che

a < ag <ag < ::- < Uy;

si noti che non puo aversi a, = a1, poiché in tal caso si avrebbe I,,, C I,
se by < bgy1 e 'inclusione contraria se by > byy1: quindi potremmo eliminare
uno dei due intervalli. Avremo poi a; < a < by, perché se fosse b; < a
potremmo eliminare [,,, e possiamo supporre b; < b, perché da b < b; segue
[a,b] C I,,, eintal caso si ha direttamente £(1) = b—a < bi—a; < ) . A(1n),
che ¢ cio a cui vogliamo arrivare). Risulta anche

o <a<ay<b <by:
infatti se fosse by < by potremmo eliminare I,,,, se fosse b; < ay risulterebbe
by € [a,b] \ Us—, In, = 0, e se fosse as < a potremmo eliminare I,, .
Ragionando in modo analogo troviamo che
ak_1<ak<bk_1<bk, k:3,4,...,m—1,

ed infine per I'indice m avremo

U1 < Ay < b1 < b < by,

Pertanto
UL = > ML) = bk — ax) >
neN k=1 k=1
m—1

> (b—bmfl)—F (bk—bkfl)—i—(bl —CL) =b—a.

2

e
[|

Dall’arbitrarieta del ricoprimento segue m*(I) > b —a = {(I).
Sia ora [ tale che I = [a,b]. Poiché per ogni e €]0,%%[si ha [a+¢e,b—¢] C
I C [a,b], dalla monotonia di m* e da quanto gia dimostrato segue

b_
b—a—2<m'I)<b—a vse]o, 2%,

9



e quindi m*(I) =b—a = {(]).
Infine, se I ¢ illimitato, per ogni n € N esiste un intervallo J,, di lunghezza
n contenuto in I: quindi, per monotonia,

m* (1) >m*(J,) =4(J,) =n Vn e N,
cioe m*(I) =400 =4((I). O
Verifichiamo ora che m* gode della proprieta 3’ del paragrafo 1.2.
Proposizione 1.3.4 La misura esterna m* é numerabilmente subadditiva.

Dimostrazione Sia {E,} una successione di sottoinsiemi di R: dobbiamo

provare che
m* (U En> <> m(E,).

neN neN

Cio e ovvio se la serie a secondo membro e divergente; supponiamo quindi che
essa sia convergente, cosicché in particolare m*(FE,) < oo per ognin € N. Per
definizione di misura esterna, fissato ¢ > 0 esiste un ricoprimento {7y, }ren
di F, costituito da intervalli aperti, tale che
. €
> U(Iin) < m*(Ey) + g
keN

La famiglia {lj,}rnen © allora un ricoprimento di |J,, .y £n costituito da
intervalli aperti, e si ha

m* (U En> < Z U(I,) < Z [m*(En) + 2n€+1} = Zm*(En) +¢€;

neN k,neN neN neN

dall’arbitrarieta di € segue la tesi. 0O

Infine osserviamo che m* verifica anche la proprieta 4 del paragrafo 1.2:
infatti la lunghezza degli intervalli e ovviamente invariante per traslazioni;
ne segue facilmente, usando la definizione, che anche m* ¢ invariante per
traslazioni.

Come vedremo in seguito, la misura esterna non verifica invece la proprieta
3 del paragrafo 1.2, ed anzi non ¢ nemmeno finitamente additiva su P(R)
(esercizio 1.8.4). Sara pero numerabilmente additiva su una sottoclasse molto

vasta di P(R).
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Esercizi 1.3

1. Siat € R\ {0}. Posto tEl = {x € R: § € E}, si provi che

m*(tE) = |tjm*(E).

2. Dimostrare che la funzione di insieme m* non cambia se nella defini-
zione 1.3.1 si fa uso, anziché di intervalli I,, aperti, di intervalli 7,, di
uno dei seguenti tipi:

a) intervalli I, chiusi;
) intervalli [, aperti a destra;

(
(b
(c) intervalli I, qualunque;

(d) intervalli I,, ad estremi razionali.

3. Si dimostri che ogni aperto di R ¢ unione al pit numerabile di intervalli
aperti disgiunti.

4. Si provi che ogni aperto non vuoto di R ha misura esterna strettamente
positiva.

5. Si provi che ogni sottoinsieme numerabile di R ha misura esterna nulla.

6. Per ogni £ > 0 si costruisca un aperto A C R, denso in R, tale che
m*(A) < e.

7. Sia E C R un insieme di misura esterna strettamente positiva. Si provi
che per ogni € > 0 esiste un intervallo I tale che m*(ENI) > (1—¢)l(1).
[Traccia: fissato € > 0, si prenda un aperto A contenente E, tale che
m*(A) < m*(E) + ¢; si utilizzi V'esercizio 1.3.3 e si verifichi che, per
¢ sufficientemente piccolo, uno almeno degli intervalli che compongono
A verifica necessariamente la tesi.]

1.4 Insiemi misurabili secondo Lebesgue

Introduciamo adesso una classe di sottoinsiemi di R sulla quale la funzione
m* & numerabilmente additiva (proprieta 3 del paragrafo 1.2).
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Definizione 1.4.1 Un insieme E C R ¢ detto misurabile (secondo Lebesgue)
se per ogni insieme A C R si ha

m*(A) = m* (AN E) + m* (AN E°).

Indicheremo con M la classe dei sottoinsiemi misurabili di R.

Un sottoinsieme F di R ¢ dunque misurabile se, fissato un arbitrario “insieme
test” A C R, esso viene “decomposto bene” da FE, nel senso che la misura
esterna di A e additiva sulle due parti AN E e AN E°. Si noti che per la
subadditivita di m* si ha sempre

m*(A) <m* (AN E)+m" (AN E°),
quindi la disuguaglianza significativa e quella opposta.

Osservazione 1.4.2 Dalla definizione segue subito che E ¢ misurabile se e
solo se lo ¢ E¢ quindi M e chiusa rispetto al passaggio al complementare.
Inoltre ¢ facile vedere che R, () sono insiemi misurabili.

Pit in generale:
Proposizione 1.4.3 Se E CR e m*(E) =0, allora E é misurabile.
Dimostrazione Per ogni insieme test A C R si ha
m*(A) > m" (AN E) +m"(AN E°)
in quanto m*(AN E) < m*(E) = 0. Ne segue la tesi. O
La classe M e chiusa anche rispetto all'unione; si ha infatti:
Proposizione 1.4.4 Se E, F' C R sono misurabili, allora EUF € misurabile.
Dimostrazione Sia A un insieme test. Poiché E ¢ misurabile,
m*(A) =m*(ANE)+m" (AN E°);
poiché F e misurabile, scelto come insieme test AN E° si ha

m (ANE®) = m"(ANENF)+m"(ANE°NF°) =
= m"(ANENF)+m" (AN (EUF)),

12



e dunque
m*(A)=m*"(ANE)+ m" (ANE‘NFE)+m* (AN (E U F)°);
d’altra parte, essendo
(ANE)UANE‘NF)=AN(EUF),
la subadditivita di m* implica che
m(ANE)+m" (ANE°NF)>m*(AN(EUF)),
da cui finalmente
m*(A) >m* (AN (EUF))+m" (AN (EUF)°).
Cio prova la misurabilita di FU F. 0O

Corollario 1.4.5 Se E, F C R sono misurabili, allora ENF ed E\ F sono
maisurabili.

Dimostrazione Se E,F € M, allora £, F¢ € M; per la proposizione
precedente, E°U F° € M e quindi ENF = (E°U F°)° € M. Di qui segue
E\NF=ENF‘eM. O

La classe M contiene l'insieme vuoto ed e chiusa rispetto alle operazioni di
unione, intersezione e differenza; in particolare, M & un’algebra (v. esercizio
1.2.1).

Osservazione 1.4.6 Se E, F' sono insiemi misurabili e disgiunti, si ha
m*(EUF)=m"(E)+m*(F),

come si verifica applicando la definizione 1.4.1 ad E e scegliendo come insieme
test E'U F'. Di conseguenza, se I/, F' € M ed E C F, vale I'uguaglianza

m*(F\ E) +m*(E) = m*(F),

e, se m*(E) < oo,
m*(F\ E)=m*(F)—m"(E).

Nel caso di N insiemi misurabili disgiunti si ha, piu generalmente:

13



Lemma 1.4.7 Siano Ei, ..., Exy misurabili e disgiunti. Allora per ogni in-
sieme A C R si ha

N N
m* (Aﬂ U En) = Zm*(AﬂEn)
n=1 n=1

Dimostrazione Ragioniamo per induzione. Se N = 1 non c¢’¢ niente da di-
mostrare. Supponiamo che la tesi sia vera per N insiemi misurabili disgiunti,
e consideriamo N + 1 insiemi Fy,..., Ex.1 € M fra loro disgiunti. Poiché
E'x.1 ¢ misurabile, scegliendo come insieme test AN UNJrl E

n, S1 ha
N+1
m* (A N U En> =
n=1

N+1 N+1

= m* (Am (U En> NEyny1 | +m* (Am (U E ) ﬂENH) _
n=1 n=1

N

=m (AN Eys1) + (Am UEn)

ma, per ipotesi induttiva,

N N

m* (Aﬂ U En> =Y m(ANE,),
n=1

da cui

N+1

N+1
(AmUE) “(AN Eny1) +Zm (ANE,) Zm*(AmEn). 0
n=1

Grazie al lemma precedente, siamo in grado di provare che la classe M
¢ chiusa rispetto all’'unione numerabile (e quindi rispetto all’intersezione
numerabile).

Proposizione 1.4.8 Se {E,}nen € M, allora |, En € M.

neN

Dimostrazione Anzitutto, scriviamo |J, . £, come unione numerabile di

insiemi misurabili e disgiunti: basta porre

Fy=FEy, Fon=Eu\|JF YneN
k=0

14



per avere che gli F,, sono disgiunti, appartengono a M e verificano

Sia A C R un insieme test: per ogni N € N possiamo scrivere, grazie al
lemma precedente,

N N ¢
m*(A) = m’ (AﬂUFn>—|—m* (Aﬂ(UFn> ):
N n=0 N n=0
= ) m'(ANF,)+m’ AmﬂF;) >
”;0 T;O
> mANF,)+m" AmﬂF;):
n=0 n=0

= im*(Aan)er* Am(GFn> )

n=0

v

Se N — oo, in virtu della numerabile subadditivita di m* otteniamo

m*(A) > im*(AﬁFn)—i—m* <Aﬂ (G Fn> ) >

o) (o))

Cio prova che J, oy Fro = U, ey En © misurabile. O

Dunque la classe M contiene I'insieme vuoto ed e chiusa rispetto all’'unione
numerabile ed al passaggio al complementare. Una famiglia di insiemi dotata
di queste proprieta si chiama o-algebra, o tribu; M e pertanto una o-algebra
di sottoinsiemi di R.

Proviamo finalmente che m* ¢ numerabilmente additiva su M.

Proposizione 1.4.9 Se {E,},en € M e gli E, sono fra loro disgiunti,

allora si ha
m’ (U En> => m*(E,).

neN neN
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Dimostrazione Poiché m* ¢ numerabilmente subadditiva, la disuguaglianza
(<) e evidente; proviamo l'altra. Per ogni N € N si ha, utilizzando la
monotonia di m* ed il lemma 1.4.7 con A =R,

N N

m* <U En) >m* (U En> = Zm*(En),
neN n=0 n=0

da cui per N — oo

m* (U En> > f:m*wn). 0

neN

Esercizi 1.4

1. Per ogni a € [0, 00| si determini una successione di aperti {A,} di R
tali che

Ay D Apyr, mi(Ay) =00 VneN, m*(ﬂAn>:a.

neN

2. Sia £ C R con m*(E) = 0 e sia f : R — R una funzione derivabile
con derivata limitata. Si provi che f(E) ha misura esterna nulla. Si
provi poi lo stesso risultato supponendo f € C*(R).

3. Sia E un sottoinsieme di R. La densita di E nel punto x € R e il limite

N
;}L%L YA (EN]x — h,x+ h[).

(i) Tale limite esiste sempre?

(ii) Si provi che l'insieme

{mGR\{O}:cosé>%}

ha densita % nel punto z = 0.

[Traccia: per (i) si consideri E = (77 ,[272"71,272"]; per (ii), detto
E Tlinsieme in questione, si verifichi che %m*(E N [0,h[) ¢ uguale a

16



3

1 oo 1 3 N
T D ey quando T < h < —=—, mentre ¢ uguale a

T(6kt1)’
1 oo 1 3 3 3
hr Dnekt1 =3 T 1~ e Quando —mes < b < iy Se
h — 0% (e quindi & — o0), si provi che il termine con la serie tende a
3]
3

4. Sia F una o-algebra di sottoinsiemi di R. Si provi che F é finita, op-
pure F contiene una infinita piu che numerabile di elementi.
[Traccia: se, per assurdo, fosse F = {E, },en con gli E,, tutti distinti,
si costruisca una successione {F,},eny € F di insiemi disgiunti; dopo-
diché, posto F' = {F}, }nen, si metta P(F’) in corrispondenza biunivoca
con P(N).]

1.5 Misurabilita degli intervalli

La classe degli insiemi misurabili non avrebbe I'importanza che ha, se non
contenesse gli intervalli di R: questo e cio che andiamo a dimostrare.

Proposizione 1.5.1 Gli intervalli di R sono misurabili secondo Lebesgue.

Dimostrazione Sappiamo gia che R = ()¢ ¢ misurabile. Osserviamo poi che
ogni intervallo non aperto e I'unione di un intervallo aperto e di uno o due
punti, e dunque ¢ misurabile se lo sono tutti gli intervalli aperti; inoltre, dato
che ogni intervallo aperto limitato ]a, b[ & I'intersezione delle due semirette
aperte | — 00, b[ e ]a, +00[, bastera provare che sono misurabili le semirette
aperte. Infine, essendo |a, +00[ ¢ =] — 00, a| U{a}, sara in definitiva sufficiente
mostrare che | — 0o, b€ M per ogni b € R.

Sia dunque A C R un insieme test. Se m*(A) = oo, la disuguaglianza da
provare, ossia

m*(A) > m*(AN] —o0,b]) + m*"(A N [b, +o0[)

¢ evidente. Se invece m*(A) < oo, per definizione fissato £ > 0 esiste un
ricoprimento {7} di A, fatto di intervalli aperti, tale che

> U(I) <m(A) +e.
neN
Poniamo

I =1,N]—o00,b[, I'=1,NI[b+ool;
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chiaramente
o)+ eI = (I,) Vn € N,
quindi
S UL) +> I < m(A) +e.
neN neN
Dato che {I/} e {I/} ricoprono rispettivamente AN] — oo, b[ e AN [b, 00|,
per la numerabile subadditivita di m* si ottiene a maggior ragione

m*(AN] —o0,b[) + m*"(AN[b,+oo[) <m"(A) +e¢,
e la tesi segue per l'arbitrarieta die. D

Corollario 1.5.2 Gli aperti ed @ chiusi di R sono misurabili secondo Lebe-
sque.

Dimostrazione Basta ricordare l'esercizio 1.3.3. O

Naturalmente la o-algebra M contiene molti altri insiemi: indicando con A
la famiglia degli aperti di R, dovra stare in M tutto cio che si ottiene da A
con unioni ed intersezioni numerabili. La piu piccola o-algebra che contiene
A (ossia l'intersezione di tutte le o-algebre contenenti A: si vede subito che
essa stessa € una o-algebra) si indica con B ed i suoi elementi si chiamano
boreliani. Si dice che B ¢ la g-algebra generata da A. Vedremo in seguito
(esercizio 3.1.8) che M contiene propriamente 5.

Esercizi 1.5

1. Si verifichi che l'insieme

1 1
{xE]O,—} : sin — >0}
T x

¢ misurabile e se ne calcoli la misura esterna.

2. Sia E'l'insieme dei numeri di [0, 1] che possiedono uno sviluppo decimale
ove non compare mai la cifra 9. Si dimostri che E e misurabile e se ne
calcoli la misura esterna.

3. Per ogni = € [0,1] sia {a,}nen+ la successione delle cifre decimali di
x (scegliendo lo sviluppo infinito nei casi di ambiguita). Si calcoli la
misura di Lebesgue dei seguenti insiemi:
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(a) E={z€][0,1]: a, ¢ dispari per ogni n € N*},
(b) FF={z€]0,1]: o, ¢ definitivamente dispari},
(c) G={z€]0,1] : a, ¢ dispari per infiniti indici n € N*}.

1.6 Insieme di Cantor

Per rendersi conto di quanto la nozione di misurabilita secondo Lebesgue
sia generale, e di quanto la misura esterna si discosti dall’idea intuitiva di
“estensione” di un insieme, e utile considerare I’esempio che segue.

Sia ¢ €]0, 5]. Dall'intervallo [0, 1] togliamo i punti dell’intervallo aperto I3 di
centro % e ampiezza &; dai due intervalli chiusi rimasti togliamo i due interval-
li aperti IZ, I3 che hanno come centri i punti medi e ampiezza £2; dai quattro
intervalli chiusi residui togliamo i quattro intervalli aperti I3, I3, I3, I} con
centri nei punti medi ed ampiezza £3; al passo k-simo toglieremo dai 2¢~! in-
tervalli chiusi residui le 2*~! parti centrali aperte di ampiezza £*. Procedendo
in questa maniera per ogni k € NT, cid che resta “alla fine” ¢ I'insieme

00 ok—1

Ce=0.10\J U L

k=1 j=1
il quale e chiuso, quindi misurabile; la sua misura e (proposizione 1.4.9)

OOQk]‘

mC) =133 =1 300t = g

k=1 j=1

Si noti che C¢ € privo di punti interni: infatti per ogni £ € N* esso non puo
contenere intervalli di ampiezza superiore a 27* (perché con il solo passo k-
simo si lasciano 2% intervalli disgiunti di uguale ampiezza che non ricoprono
[0,1]: tale ampiezza quindi ¢ minore di 27%). In particolare, C¢ ¢ totalmente
sconnesso, cioe la componente connessa di ogni punto = € C¢ € {z}. Inoltre
C¢ ¢ perfetto, ossia tutti i suoi punti sono punti d’accumulazione per Cg:
infatti se x € C; allora per ogni k € N* il punto x sta in uno dei 2* intervalli
residui del passo k-simo, per cui gli estremi di tale intervallo sono punti di
C¢ che distano da = meno di 27"

Per ¢ = 1/3, I'insieme C /3 (che e quello effettivamente introdotto da Cantor)
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ha misura nulla. Esso si puo costruire anche nel modo seguente: per ogni
x € [0, 1] consideriamo lo sviluppo ternario

(6773
mzzﬁ, o € {0,1,2}.

Tale sviluppo non e sempre unico: ad esempio, % si scrive come 0.02 oppure

come 0.1. B facile verificare che Cy /3 € costituito dai numeri = € [0,1] che
ammettono uno sviluppo ternario in cui non compare mai la cifra 1. Cosi,
3 € Cy3 mentre 3 = 0.1 ¢ Cy3 (perché lo sviluppo di § ¢ unico).

L’insieme ('3, pur avendo misura esterna nulla, ¢ pitt che numerabile: se
infatti si avesse C/3 = {2}, cn, con

o (n)
N o
2 = E ;—k, a,&n) € {0,2},
k=1
allora scegliendo
0 (n)
Qg 0 seay =2
= D an = n
4 ;3’“ {2 se ol =0,

avremmo y € Cy/3 ma y # 2™ per ogni n, dato che la n-sima cifra ternaria
di y ¢ diversa da quella di 2 (per una stima della distanza |y — 2| si veda
I'esercizio 1.6.1). Cio e assurdo.

Esercizi 1.6

1. Con riferimento all’argomentazione che mostra la non numerabilita di
C1/3, si provi che |y — ™| > 37",

2. Si costruisca un insieme misurabile £ C R, tale che
0<m*(F) < oo, m (ENI) <)
per ogni intervallo aperto non vuoto I.
3. Si mostri che M ha la stessa cardinalita di P(R).
4. La funzione caratteristica xc, degli insiemi di Cantor C, definita da

(z) = 1 sexeCe
XC = 0 se x ¢ Ce,

¢ Riemann integrabile su [0, 1]?
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1.7 Proprieta della misura di Lebesgue

Anzitutto, definiamo la misura di Lebesgue in R:

Definizione 1.7.1 La funzione di insieme
m=m"|y : M — [0, +00]
st chiama misura di Lebesgue.

Dalle proposizioni 1.3.2 e 1.4.9 segue che m & monotona, numerabilmente
additiva ed invariante per traslazioni, con m()) = 0. Queste proprieta (tran-
ne l'invarianza per traslazioni, legata alla geometria di R) saranno i requisiti
richiesti per definire le misure in spazi astratti.

Vediamo adesso come si comporta la misura di Lebesgue rispetto alle succes-
sioni monotone di insiemi misurabili.

Proposizione 1.7.2 Sia {E,}nen una successione di insiemi misurabili.

(i) Se E, C E,41, allora
m (U En) = 711;1{)10 m(E,).
neN
(ii) Se E, D E, 41 e se esiste ng € N tale che m(E,,) < oo, allora

neN

Dimostrazione (i) Poniamo
Fo = E(), Fn+1 = En—i—l \ En Vn € N.

Allora si ha
N

Ex=JF, UB=UF.

n=0 neN neN
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e gli F}, sono misurabili e disgiunti. Quindi, usando la numerabile additivita
di m,

"(ys)

(ii) Poniamo F,, = E,,, \ E, per ogni n > ng. Allora gli F;, sono misurabili

e F, C F,41; inoltre
U Fi=Ei,\ ) En.

n=ng n=no

m (U Fn> => m(F,) = lim Y m(F,) =

neN neN n=0

N
= i m (U F) = i m(Ex)

n=0

Per (i) e per l'osservazione 1.4.6 abbiamo

ity (1) (0 5) -

= lim m(F;) = Jgrgo[m(Eno)_— m(E,)] = m(E,,) — im m(E,).

n—oo n—oo

Ne segue la tesi poiché, ovviamente,

ﬁEn:ﬂEn. 0

n=no neN

Osserviamo che l'ipotesi che esista ny € N tale che m(E,,) < oo ¢ essenziale
nell’enunciato (ii): se ad esempio E,, = [n, 00|, si ha E, D E, 1, m(E,) = o0
per ogni n, ma l'intersezione degli F,,, essendo vuota, ha misura nulla.

Diamo ora un’importante caratterizzazione degli insiemi misurabili: sono
quegli insiemi E che differiscono poco, in termini di m*, sia dagli aperti
(contenenti F), sia dai chiusi (contenuti in F).

Proposizione 1.7.3 Sia E un sottoinsieme di R. Sono fatti equivalenti:
(i) FeM;
(ii) per ogni e > 0 esiste un aperto A O E tale che m*(A\ E) < &;

(iii) esiste un boreliano B O E tale che m*(B \ E) = 0;
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(iv) per ogni e > 0 esiste un chiuso C' C E tale che m*(E \ C) < &;

(v) esiste un boreliano D C E tale che m*(E \ D) = 0.

Dimostrazione Proveremo le due catene di implicazioni
(i) = (i) = (iii)) = (i), (i) = (iv) = (v) = (i).
(i) = (ii) Supponiamo dapprima m(E) < oo. Per definizione di m*,

fissato € > 0 esiste un ricoprimento {I,} di F fatto di intervalli aperti, tale

che
> Ul,) <m(E) +e,
neN

cosicché, posto A = J,,cy In, 'aperto A verifica, per subadditivita numera-
bile,
m(A) < m(E) +¢;

dal fatto che m(E) < oo segue allora (osservazione 1.4.6)
m(A\ E) =m(A) —m(E) <e.

Sia ora m(F) = oo. Prendiamo un ricoprimento di R fatto di intervalli
limitati e disgiunti: ad esempio

Iy, = [2n,2n—|—2[, Iy = [_2n_2,_2n[, n=20,1,2,....

Posto E,, = EN1,, si ha m(E,) < oo; quindi, per quanto gia dimostrato,
esistono degli aperti A, O FE,, tali che

m(A, \ E,) < Vn € N.

2n+1

N . N
L’insieme A = J,,cy An ¢ un aperto contenente E, e poiché

A\ E = UAn\UEkg U(An\En)a

neN keN neN

si conclude che
m(A\ E) <Y m(A,\ E,) <¢ .

neN
(ii) = (iii) Per ogni n € N sia A, un aperto contenente E, tale che

1
n+1

I

m*(A, \ F) <
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I'insieme B = ﬂneN A,, ¢ un boreliano contenente E e si ha, per monotonia,

1
“(B\ E) < m*(A,\ E) < —— VneN,
m(B\B) Sm'(A\E) < —— Wne
cioe m*(B\ FE) = 0.

(iii) = (i) Scrivendo F = B\ (B\FE), la tesi segue dal fatto che I'insieme B
e misurabile perché boreliano, mentre I'insieme B\ E & misurabile avendo, per
ipotesi, misura esterna nulla (proposizione 1.4.3). Dunque E ¢ misurabile.

(i) = (iv) = (v) = (i) Queste implicazioni si dimostrano facilmente
applicando ad E° gli enunciati gia dimostrati. 0O

Le proprieta (ii) — (v) della proposizione precedente si sintetizzano dicendo
che la misura di Lebesgue ¢ una misura regolare.

Esercizi 1.7

1. Dimostrare che se E, F' sono sottoinsiemi misurabili di R, si ha

m(AU B)+m(AN B) =m(A) +m(B).

2. Si provi che per ogni successione {E, },en C P(R) tale che E,, C E, 4

risulta
m (U En) = Jgrgom (E,).
neN

[Traccia: una disuguaglianza e banale. Per 'altra, si pud suppor-
re lim, ., m*(E,) < oo; scelto un aperto A4, 2 FE, in modo che
m(A,) < m*(E,) + 27" e, sia F, = |J,_, Ax; sl mostri per induzione
che m(F,) < m*(E,) +¢& Y p_o27*7. Poiché m(F,) — m (Uyey Ax)
se ne deduca che m* (UneN En) < lim,, oo m*(E,) + £.]

3. Sia {E,} una successione di insiemi misurabili di R. L’insieme E’ degli
x € R tali che x € E,, per infiniti valori di n si chiama massimo limite
della successione {E,,} e si scrive E' = limsup,,_, ., E,, mentre I'insieme
E" degli x € R tali che x € E,, definitivamente si chiama minimo limite
di {E,} e siscrive E” = liminf, . F,.
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(i) Si verifichi che

limsup E,, = E,, liminf E,, = E, .
S I
(ii) Si provi che
m (lim inf En> < liminf m(FE,),

n—o0 n—oo

e che se m (U,—, En) < oo allora

m (lim sup En) > limsup m(FE,).

n—0o0 n—oo

(iii) Si mostri che la seconda disuguaglianza ¢ in generale falsa se
m (UpZo Bn) = 0.

(iv) Si verifichi che liminf, .. F, C limsup,_,. E, e si provi che
se la successione {F,} & monotona rispetto all’inclusione, allora
liminf, . E, = limsup,,_, . F,.

. Provare che se F € M & un insieme di misura positiva, allora per ogni
t € [0,m(FE)] esiste un insieme boreliano B; C F tale che m(B;) = t.

. Sia E un sottoinsieme di R. Si provi che esiste un boreliano B, in-
tersezione numerabile di aperti, che contiene E ed ¢ tale che m(B) =
m*(E).

. Sia E un sottoinsieme di R con m*(E) < oo. Si provi che E € misurabile
secondo Lebesgue se e solo se

m*(E) =sup{m(B): B€ B,BC E}.
Si mostri anche che se m*(F) = oo 'enunciato precedente ¢ falso.

. Sia E' C R un insieme tale che m*(E) < co. Si provi che E ¢ misurabile
secondo Lebesgue se e solo se per ogni € > 0 esiste una famiglia finita
di intervalli disgiunti Iy, ..., Iy tali che

N
i=1
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ove AAB = (A\ B)U(B\ A) ¢ la differenza simmetrica fra gli insiemi
A, B CR.

[Traccia: per la necessita, approssimare E con aperti dall’esterno e
ricordare che ogni aperto ¢ unione al piu numerabile di intervalli di-
sgiunti. Per la sufficienza: dapprima selezionare un aperto A O E tale

che m(A) < m*(E) + ¢; poi, posto FF = AN (Ufil ]i), verificare che
m*(FAE) < g; infine, utilizzando le inclusioni A\ E C (A\F)U(F\E)
e ECFU(E\F), provare che m*(A\ F) < 3¢.]

1.8 Un insieme non misurabile

La o-algebra M degli insiemi Lebesgue misurabili ¢ molto vasta, ma non
esaurisce la classe di tuttii sottoinsiemi di R. Tuttavia, per esibire un insieme
non misurabile non si puo fare a meno del seguente

Assioma della scelta Per ogni insieme non vuoto X esiste una funzione
di scelta f: P(X)\ {0} — X tale che f(E) € E per ogni E € P(X)\ {0}.

In altre parole, I'assioma della scelta dice che e possibile selezionare, per
mezzo della funzione f, esattamente un elemento da ciascun sottoinsieme di
X. La cosa sarebbe banale se X avesse cardinalita finita, e facile se X fosse
numerabile (esercizio 1.8.5), ma per insiemi di cardinalita pin alta questa
proprieta non ¢ altrimenti dimostrabile.

L’insieme che andiamo a costruire fu introdotto da Vitali. Consideriamo in
[0, 1] la relazione di equivalenza

r~y <— z—yecQ.

Vi ¢ un’infinita piu che numerabile di classi di equivalenza, ognuna delle
quali contiene un’infinita numerabile di elementi. Costruiamo un insieme
V' prendendo, grazie all’assioma della scelta, esattamente un elemento da
ciascuna classe di equivalenza: V ¢ un sottoinsieme piu che numerabile di
[0, 1].

Sia ora {¢y, }neny una numerazione di Q N [—1, 1], e sia V;, = V + ¢,,. Notiamo
che V, NV, =0 se n # m: infatti se z € V,, NV, allorax =a+q, =b+ qpn
con a,b € V; di qui segue a — b = ¢, — g, € Q, da cui (per come & stato
costruito V') a = b. Ne deduciamo ¢, = ¢y, ed infine n = m. Notiamo anche
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che valgono le inclusioni
.1 cJv.cl-12]
n=0

e quindi, per la monotonia di m*,

1<m* (GV”) < 3.
n=0

Se V' fosse misurabile secondo Lebesgue, anche i suoi traslati V,, sarebbero
misurabili ed avrebbero la stessa misura; per ’additivita numerabile di m si
ricaverebbe

> = = se m(V) =
m (!()v) :Z%m(vn) =§m(v) ={ ioo “o mEv§ >8’

e cio contraddice il fatto che la misura di |J -, V;, ¢ compresa fra 1 e 3.
Pertanto V' non puo essere misurabile.

Esercizi 1.8

1. Dimostrare che per ogni A €]0, +00] esiste un sottoinsieme U C [0, 00|,
non misurabile secondo Lebesgue, tale che m*(U) = A.

2. Dato un insieme misurabile £ C R di misura positiva, si provi che
esiste un sottoinsieme W C E che non e Lebesgue misurabile.

3. Sia V,, =V + q,, come nella costruzione dell’insieme non misurabile di
Vitali. Posto E, = J-_ V,,, si provi che

m=n

n—oo

m*(E,) <oo, E,DFE,1 VneN, limm*(E,) >m" (ﬂ En> )
n=0

4. Siano V, W sottoinsiemi di R non misurabili, disgiunti e tali che VUW
sia misurabile. Si provi che se m(V U W) < oo allora

m(VUWw) <m* (V) +m*(W).

5. Dato un insieme numerabile X, si costruisca una funzione di scelta per

X.
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Capitolo 2

Misure

2.1 Spazi misurati

La misura di Lebesgue ¢ il modello concreto a cui si ispira la nozione astratta
di misura che stiamo per introdurre. Lo studio delle misure astratte ha svaria-
te applicazioni in analisi funzionale, in probabilita, in calcolo delle variazioni
ed in altri campi ancora.

Definizione 2.1.1 Uno spazio misurabile é una coppia (X, F), ove X é un
insieme e F e una o-algebra di sottoinsiems di X. I sottoinsiems di X che
appartengono a F si dicono misurabili.

Uno spazio misurato ¢ una terna (X, F,u), ove X é un insieme, F & una
o-algebra di sottoinsiemi di X, e pu : F — [0,00] é una misura, ossia una
funzione di insieme tale che

(1) n(@) =0,

(i) se {E,}nen C F € una successione di insiemi disgiunti, allora

I (U En) = u(En).

neN neN

Lo spazio misurato si dice completo, e la misura p si dice completa, se ogni
sottoinsieme di un insieme di F di misura nulla é a sua volta in F (ed ha
misura nulla, come sequira dalla proposizione 2.1.4).

Lo spazio misurato si dice finito, e la misura p si dice finita, se si ha pu(X) <
+00; si dice o-finito, e u si dice o-finita, se X é unione numerabile di insiemi
masurabili di misura finita.
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Osservazione 2.1.2 Se nella definizione 2.1.1 si sceglie in (ii) E,, = () per
ognin € N, si deduce che p()) = 0 oppure p(f)) = +o0o. Dunque la condizione
(i) non ¢ in generale conseguenza di (ii).

Vediamo qualche esempio.

Esempi 2.1.3 (1) (R, M,m) ¢ uno spazio misurato completo e o-finito.
Pure (R,B,m|g) ¢ uno spazio misurato; esso ¢ ancora o-finito ma non ¢
completo, perché non tutti i sottoinsiemi di un boreliano di misura nulla
sono boreliani, come vedremo piu in la. La misura m|s & detta misura di
Borel.

(2) Se A C R & un insieme misurabile secondo Lebesgue, la funzione A(E) =
m(ANE) & una misura su M; (R, M, \) & uno spazio misurato o-finito, ed &
finito se e solo se m(A) < oo. Tutti gli insiemi disgiunti da A hanno misura
nulla, quindi in generale questo spazio misurato non ¢ completo. Si dice che
la misura A e concentrata sull’insieme A.

(3) (Misura di Lebesgue-Stieltjes) Sia g : R — R una funzione crescente e
continua a sinistra, cioe tale che lim,_, - g(x) = g(z0) per ogni 29 € R. Ripe-
tiamo la procedura seguita per costruire la misura di Lebesgue su R, con I'uni-
ca differenza di attribuire agli intervalli una diversa lunghezza: precisamente,
definiamo la lunghezza [, sugli intervalli aperti a destra, ponendo

ly([a,b]) = g(b) — g(a),

e convenendo di porre g(+o0) = lim, 1, g(z).
Poi introduciamo la misura esterna p; su P(R) in analogia con il caso di m*,
cioe definendo

py(E) = inf {Zlg([") B C U I,,, I, intervalli aperti a destra} .
neN neN

Dopo aver provato, in perfetta analogia con il caso di m*, che p; ¢ monotona
e numerabilmente subadditiva, si introduce la classe M, degli insiemi j4-
misurabili:

My ={ECR:p;(A) = py(ANE) + py (AN E°) VA C R}

Si verifica, come per il caso della misura di Lebesgue, che M, ¢ una o-algebra
contenente i boreliani, ed infine si definisce la misura di Lebesgue-Stieltjes 11,
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come la restrizione di py alla classe M,. Si dimostra allora, senza modifiche
rispetto al caso di m, che (R, M, p,) € uno spazio misurato completo e o-
finito (e finito se e solo se la funzione g ¢ limitata su R).

Questa stessa costruzione si puo fare in un fissato intervallo [a,b] C R per
ogni funzione g : [a,b[ — R crescente e continua a sinistra (e non & restrittivo
supporre che g(a) = 0): la corrispondente misura di Lebesgue-Stieltjes sara
finita quando limy ;- g(t) < +o00, mentre sara o-finita allorché tale limite
vale +00. Nel primo caso, ponendo p,({b}) = 0, la misura s, viene estesa a
tutto [a, b], o pilt precisamente alla o-algebra M, C P([a,b]) definita da

My, =M,U{EU{b}: E e M,}.

Ritroveremo questa famiglia di misure piu avanti nel corso.

(4) Sia X un insieme infinito, e poniamo per ogni E € P(X)

n(E) = #(E) se E & un insieme finito
| 400 se E & un insieme infinito,
ove #(F) denota la cardinalita di E. Si ottiene cosi lo spazio misurato
(X,P(X),n), che & completo; esso inoltre & o-finito se e solo se X & nume-
rabile.

(5) (Misura di Dirac) Sia X un insieme non vuoto, sia x € X. Per ogni
E € P(X) poniamo

_J O sex¢E
5I(E>_{1 sex € F.

Lo spazio misurato (X, P(X),d,) & completo e finito.

(6) Uno spazio misurato (X, F, u) tale che u(X) = 1 si chiama spazio proba-
bilizzato, la misura p si chiama probabilita e gli elementi di F sono gli eventi.
Il numero p(E) € [0, 1] ¢ la probabilita che I'evento E si realizzi; se in parti-
colare u(E) = 1 si dice che I'evento E ¢ verificato quasi certamente.

(7) Sia {a,}nen una successione di numeri non negativi. Per ogni E' € P(N)

v(E) = Zan.

nek

Lo spazio misurato (N, P(N), v) ¢ completo e o-finito; ¢ finito se e solo se la
serie ), .y an ¢ convergente. In tal caso, se si normalizza la successione {a,}
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ponendo
Qn,

Pn ="
D ke Ok
la misura pu(E) = Y . ppn © una probabilita discreta.

(8) Sia X un insieme piu che numerabile, e sia
F={E C X :E, oppure E°, & numerabile};
si verifica subito che F e una o-algebra. Per F € F poniamo

(E) = 0 se F ¢ numerabile
H ] 400 se E€ & numerabile.

E facile verificare che p € una misura; lo spazio misurato (X, F, i) & completo
ma non o-finito.

Si estendono al caso astratto le tipiche proprieta dimostrate nel caso della
misura di Lebesgue. In particolare:

Proposizione 2.1.4 Sia (X, F, 1) uno spazio misurato. Allora p é mono-
tona su F, cioe p(E) < u(F) per E,F € F ed ECF.

Dimostrazione Essendo F' = E U (F \ E), la tesi segue dall’additivita e
positivita di . O

Proposizione 2.1.5 Sia (X, F, 1) uno spazio misurato e sia {Ey tneny C F.

(i) Se E,, C E, 11 per ogni n, allora

(ii) Se E, D E,1 per ognin, ed esiste ng € N tale che u(E,,) < oo, allora
1 (Elﬂ) = lim p(E,).

Dimostrazione Come nel caso della misura di Lebesgue (proposizione
1.72). O
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Esercizi 2.1

1.

Sia (X, F,p) uno spazio misurato non completo. Si consideri la fami-
glia Fy dei sottoinsiemi di X della forma AU B, ove A € F e B ¢
sottoinsieme di un opportuno insieme By € F (variabile al variare di
B) avente misura nulla. Si provi che Fy ¢ una o-algebra; si definisca
poi

po(AU B) = p(A) VE=AUBEe€ Fy:

si verifichi che p € ben definita, che pg|z = i, che pg € una misura su
Fo e che (X, Fo, f10) € uno spazio misurato completo. Si mostri inoltre
che se (X, F, ) € o-finito, anche (X, Fo, po) € o-finito.

. Sia X un insieme piu che numerabile, sia F la o-algebra dell’esempio

2.1.3 (8), e definiamo per E € F

0 se E e numerabile
ue) = {

1 se E€ & numerabile.

Si provi che (X, F, u) € uno spazio misurato completo e finito.

Sia {u,} una successione di misure definite su una o-algebra F, tale
che i, (E) < pin+1(E) per ogni n € N e per ogni £ € F. Si provi che
la funzione

p(E) = lim p,(E)  VEEF

¢ una misura su F.

Sia X un insieme e sia {X,,} una famiglia di sottoinsiemi disgiunti di X
la cui unione ¢ X. Per ogni n € N sia F,, una o-algebra di sottoinsiemi

di X,,. Posto
fz{UEﬂ&EH},

neN

si provi che F e una o-algebra di sottoinsiemi di X.

Sia (X, F,p) uno spazio misurato. Se A, B, C sono elementi di F con
ACCeBCC, eseu(A) = u(C) < oo, si mostri che

(AN B) = u(B).
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6. Sia (X, F,p) uno spazio misurato finito. Definiamo su F la relazione
E~F < uEAF)=0,

ove EAF = (E\ F)U(F\ F) ¢ la differenza simmetrica fra F ed F
definita nell’esercizio 1.7.7.

(i) Si verifichi che ~ ¢ una relazione di equivalenza.
(ii) Posto A = F/ ~ si provi che
A(E, F) = y(E A F)
¢ una distanza su A.
(iii) Si dimostri che (A, d) € uno spazio metrico completo.

[Traccia: per (iii), data una successione di Cauchy {E,} C A, si provi
che per un’opportuna sottosuccessione { £, } si ha u(E,, A E,,) < 27F
per ogni m > ng, e se ne deduca che u(E,, A E) — 0 per k — o0,
ove E = limsup,_, ., E,, (v. esercizio 1.7.3); a questo scopo, puo essere
utile notare che ;2 (En, \ En,) € (En, \ En, ) UUpens1 (Bny \ Eny 1) ]

7. Per ogni n € N sia

E, = {z =re?cC: 0<r<1,0¢ U](Sn+2k})ﬁ,(8n+1 —|—2k)7r[} :
keZ

_ _ n 1 . o . . . .
ove 59 = 0, s, = > ;. Determinare gli insiemi limsup,, . £, e

liminf,, . E,,.

8. Si provi che non si puo costruire alcuna misura su R in modo che
valgano le proprieta 1, 2, 3 e 4 del paragrafo 1.2.

9. Sia g : M — [0, 00| una misura tale che:
(i) u([0,1]) = X € [0, +o0], (ii) p € invariante per traslazioni.

Si provi che 4 = Am, ove m e la misura di Lebesgue.
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2.2 Misura di Lebesgue in RY

Per definire la misura di Lebesgue in RY occorre ripetere la procedura svolta
nel Capitolo 1 e riassunta nell’esempio 2.1.3 (3). Si definisce anzitutto il vo-
lume N-dimensionale dei parallelepipedi R = Hf\il I;, ove gli I; sono intervalli
di R:

con la convenzione che 0 - oo = 0, necessaria ad attribuire volume nullo, ad
esempio, ai sottospazi k-dimensionali di RY.

Poi si introduce la misura esterna N-dimensionale m}; di un arbitrario insie-
me £ C RY:

my(F) = inf {Z uy(Ry) 1 EC U R,, R, parallelepipedi aperti} .

neN neN

Si osserva che la definizione di m}, non cambia se i ricoprimenti sono fatti
con parallelepipedi qualsiasi anziché aperti, e si verifica che m}, estende vy,
ed ¢ monotona, nulla sull’insieme vuoto, numerabilmente subadditiva ed in-
variante per traslazioni.

A questo punto si introduce la classe My degli insiemi misurabili:

My ={E CRY :mi(A) = miy(ANE) + miy(ANE°) VACRY},

la quale ¢ una o-algebra contenente i parallelepipedi, e quindi anche gli aperti
ed i chiusi. Dunque My contiene la o-algebra By dei boreliani di RY.
Si definisce infine la misura di Lebesgue in RY come la restrizione di m} a
M N-

my(E) =my(E) VE € My,

e si dimostra che my & numerabilmente additiva. Quindi (RN, My, my)
€ uno spazio misurato che risulta completo e o-finito. Tutte queste cose si
provano esattamente come nel caso della misura di Lebesgue unidimensionale.
Ritroveremo poi la misura my come “misura prodotto” di N copie della
misura di Lebesgue m, e cio ci permettera di dare una formula per il calcolo
degli integrali multipli come integrali semplici iterati.
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Esercizi 2.2

1. Si definisca
R={ExF: EFeM}.

(i) Si verifichi che R non ¢ un’algebra, ma che la famiglia A costituita
dalle unioni finite di elementi di R lo e.

(ii) Detta M x M la o-algebra generata da A (ossia la minima o-
algebra che contiene A), si provi che se A € M x M allora

{r eR: (z,y) € A} e M Yy € R,

{yeR: (z,y) e AeM VzeR
(iii) Si provi che la o-algebra M x M ¢ contenuta propriamente in M.

2. Dimostrare che

miy(tE) =t"miy(E) VECRY, Vvt>0.

2.3 Misure esterne di Hausdorff

La misura di Lebesgue in R non fa distinzioni fra i suoi sottoinsiemi mi-
surabili di misura nulla: un iperpiano (/N — 1)-dimensionale, il sostegno di
una curva, una k-varieta sono tutti insiemi “trascurabili” rispetto a my. Le
misure di Hausdorff H, (ove p > 0) permettono invece di “catalogare” gli
insiemi di misura nulla attribuendo loro una “dimensione” che puo essere
intera (1 per il sostegno di una curva, k per le k-varieta) od anche non intera
nel caso di certi insiemi frattali (esempio 2.5.3).

Come la misura di Lebesgue, le misure di Hausdorff si costruiscono tramite
i ricoprimenti: tuttavia la nozione base non e quella di volume, ma quella di
diametro di un insieme.

Definizione 2.3.1 Se E C RY, il diametro di E ¢ il numero (eventualmente
+00)

0 se E=10

dlamE:{ sup{|lx —y|v: z,y € E} se E#0.
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Per definire le misure di Hausdorff bisogna ancora una volta cominciare dalle
misure esterne. Siano p,d > 0 e consideriamo per ogni £ C R¥ le quantita

H4(E) = inf {Z(diam Un)’: EC | U, U, aperti, diam U, < 5} .

neN neN

Per misurare bene gli insiemi “frastagliati” quelli che contano sono i ricopri-
menti con diametri piccoli: infatti piti § & piccolo, piti la quantita H 5(E) &
grande, essendo l'estremo inferiore di un insieme piu piccolo. La valutazione
“ottimale” della misura di E si otterra al limite per 6 — 0% (vedere anche
lesercizio 2.3.5).

Definizione 2.3.2 Sia p > 0. La misura esterna di Hausdorff H*(E) ¢ la
quantita

HY(E) = Jim, H's(E) = sup H's(E) VECRWY.
Si noti che, in effetti, la definizione di H, dipende anche da N, cio¢ dalla
dimensione dello spazio ambiente, perché coinvolge 1'uso di aperti di RY;
d’altronde questo fatto ¢ irrilevante, nel senso che le misure esterne di Hau-
sdorff di indice p costruite su RY e su RM coincidono per p < min{N, M}
(esercizio 2.3.2). Nel seguito, comunque, prenderemo in considerazione solo
i sottoinsiemi di RY, con N fissato.
Come conseguenza immediata della definizione si ha:

Proposizione 2.3.3 Sia p > 0. Allora:
(i) Hi(E)>0 VECRY;

(il) H;(0) = Hi({z}) =0 VzecRY;
(iii) H, ¢ monotona.

Dimostrazione (i) Evidente.

(ii) Un ricoprimento di @ e di {z} ¢ la famiglia costituita dalla sola palla
Bz, %) il cui diametro ¢ minore di ¢; dunque

lim H;(0) = 512& H s({z}) = 0.

50+ P

(iii) Se £/ C F, ogni ricoprimento che concorre a definire H 5(F") concorre
anche a definire H; ;(F); quindi H; ;(E) < Hj ;(F) per ogni § > 0, da cui
HY(E)< Hy(F). 0O
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Proposizione 2.3.4 Sia p > 0. Allora:

(i) Hi(E+x)=H}(E) VYreRY, VECRY;
(ii) H;(tE) =t’H(E) Vvt >0, VE CR".
Dimostrazione Si verifica facilmente che

da cui la tesi per 6 — 0. O

Si verifica inoltre (esercizio 2.3.4) che la definizione di H;(E) non cambia se
i ricoprimenti di E si prendono qualsiasi, anziché costituiti da aperti. Infine:

Proposizione 2.3.5 Sia p > 0. Allora H; ¢ numerabilmente subadditiva.

Dimostrazione Si prova, esattamente come per la misura esterna di Lebe-
sgue, che

;,5 (U En) < ZH;,é(En) V{En}nGN C P(RN>;

neN neN

osservando poi che
H's(E)< H:{(E) ¥§>0, VECRY,

al limite per 6 — 0" si ha la tesi. O

Esercizi 2.3

1. Siano A, B sottoinsiemi di RY. Si provi che se AN B # (), allora

diam AU B < diam A 4+ diam B.

2. Siano N, M € Nt con N < M, e sia p < N. Si provi che per ogni
sottoinsieme F C R le misure esterne di Hausdorff di indice p costruite
su RY e su RM coincidono.

3. Si provi che per ogni p > 0 i sottoinsiemi numerabili di R hanno
misura esterna H, nulla.

37



. Si provi che la quantita H;(E) non cambia se si considerano ricopri-
menti di E costituiti da insiemi arbitrari anziché aperti.

[Traccia: indicando con F;’(;(E) la quantita ottenuta con 1'uso di ri-
coprimenti fatti di insiemi arbitrari, si osservi che H s(F) > ﬁ;(;(E);
d’altra parte, se {V,,} & un arbitrario ricoprimento di E con 0 <
diam V,, < 0 e tale che ) _(diam V)P < ﬁ;,cs(E) + 4, si conside-
ri Vaperto U, = {z € RN : dist(z,V},) < %} e si provi che per k =k,
opportuno si ha diam U, , < ((diam V;,)P4+-27""1§)/P. Pertanto il rico-
primento aperto {U,, } € tale che ) _(diam Uy, )P < ﬁ;,é(E) +20);
se ne deduca la tesi.]

. Si consideri la definizione di H, ; nel caso p = 0, con l'avvertenza di
porre H s(0) = 0 e di prendere ricoprimenti finiti o numerabili, ma con
aperti non vuoti. Si descriva la misura esterna Hj.

. Sia

H(E) = inf {Z(diam ) :Ec Un} ;
neN neN
si provi che H}(E) > H3(E) per ogni E C RY, ma che in generale non
vale 'uguaglianza.

. Dimostrare che Hy(F) = m*(E) per ogni E C R.

[Traccia: si verifichi che m*(E) < H;(E). Per provare I'altra disugua-
glianza si consideri dapprima il caso in cui E ¢ un intervallo limitato, e
poi si passi al caso generale usando la numerabile subadditivita di H7.]

. Siano E, F C R" tali che
dist(E,F)=inf{|lzr —y|y: € E, ye F} >0.

Si provi che

H(EUF)=H;(E)+ H;(F).
[Traccia: si provi che vale I'uguaglianza per la funzione
appena 9§ ¢ sufficientemente piccolo.]

*

s DON

. Sia S il segmento di estremi x,y, con x,y € RY fissati. Si provi che

0 sep>1
Hy(S)=q lz—yly sep=1
+00 se 0 <p<1.
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10. Sia B = {z € R?: |z], = 1}. Si dia una stima dall’alto e dal basso per
H;(B).

11. Si provi che se E C R allora Hy,.(E) = 0 per ogni £ > 0.
12. Sia f: R™ — R una funzione lipschitziana. Si provi che se p € [0, oo
si ha
H:(f(E) < K"HI(E)  VE CR™,
ove K e la costante di Lipschitz di f.

13. Sia (X, d) uno spazio metrico. Se £ C X ¢ un insieme non vuoto, il
diametro di £ & definito, analogamente al caso di RV, da

diam(F) = sup d(z,y).

z,yeE

(i) Se {A,}nen € una successione di sottoinsiemi di X tale che A, C
A,y per ogni n € N si provi che

diam (U An> = lim diam(A4,).

neN

(ii) Se {A,}nen € una successione di sottoinsiemi di X tale che A, D
A1 per ogni n € N si provi che

diam (ﬂ An> < lim diam(A,).

n—oo
neN

(iii) Si trovi un esempio in cui 4, D A, 41 per ognin € N e

diam (ﬂ An> < lim diam(A4,).
n—00

neN

2.4 Misure di Hausdorft

Introduciamo adesso gli insiemi misurabili rispetto alla misura di Hausdorff
di indice p > 0.
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Definizione 2.4.1 La classe degli insiemi Hy,-misurabili e
H,={ECRY:H(A)=H,(ANE)+ H}(ANE°) VACRM}.

Naturalmente, in questa definizione quella che conta ¢ la disuguaglianza >.
Come si ¢ fatto per la classe M, si verifica che H, ¢ una o-algebra e che la
misura di Hausdorff di indice p, definita da H, = H|3,, ¢ numerabilmente
additiva sugli elementi di H,. Inoltre, H, contiene i boreliani di RY: cio &
conseguenza della seguente

Proposizione 2.4.2 [ parallelepipedi di RY sono elementi di H, per ogni
p > 0.

Dimostrazione Ogni parallelepipedo P C RY puo scriversi come unio-
ne numerabile di parallelepipedi chiusi e limitati; quindi basta provare che
ogni parallelepipedo chiuso e limitato, dunque del tipo P = Hévzl[ai,bi],
appartiene a H,. Poniamo

N
1 1

P, = i — —— b+ ——|, €N,

g[a n+1 +n—l—l "

e sia A un insieme test. Occorre provare la disuguaglianza
HJ(A) > H (AN P)+ H (AN P°),

che & ovvia se H;(A) = oo; supporremo quindi H;(A) < oco.
Notiamo che, detto A,, = AN Py, si ha

A, C Apyy, dist(4,,P) >0 VneN, JA.=4anr
neN

Dunque, per la monotonia di H, e per I'esercizio 2.3.8,
Hy(A) > Hy (ANP)UA,) =H(ANP)+ H;(A,) Vné€N,
da cui, essendo A,, C A, 1 per ogni n,

Hi(A) > H(ANP) + lim H:(A,).

n—oo
Mostriamo che
lim H;(An) > H;(A N P°);

n—o0
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cio provera la relazione
Hy(A) > H; (AN P)+ H (AN P°),

e quindi la tesi.
Poniamo D,, = A,11 \ A,: allora per ogni n € N si ha 'uguaglianza

AmPC—AnUDDk,

k=n

e dunque, per la numerabile subadditivita di Hj,
Hy(ANP°) < Hy(Ay)+ > Hy(Dy)  VneN.

Verificheremo fra poco che la serie ) H¥(Dy) € convergente; quindi pas-
sando al limite per n — oo si ricava

H (AN PY) < lim H(A,),

n—oo

come si voleva.
Proviamo la convergenza della serie )~  H>(Dy): scriviamo

%] (5]
ZH* Dy) = H;(ng) + Z H(Dogy1), m €N,

w[3

bl
o

ed osserviamo che diSt(Dk,Dk+2> > 0 per ogni k € N. Quindi utilizzando
nuovamente 'esercizio 2.3.8 otteniamo

5] (5] (2]
H?(Dyy,) = UD% , Z “(Daxs1) = Hy | | Dawnn
k=0 k=0

Essendo inoltre

2

2 m
U Dy, | U U Dop1 | = U Dy C Ay CA,
k=0 k=0 k=0

si deduce finalmente che Y " | Hx(Dy) < Hy(A) < oo.
La misurabilita del parallelepipedo P ¢ completamente dimostrata. 0O

41



Esercizi 2.4

1. Sia ¢ : [a,b] — RY una curva semplice di classe C'' con sostegno T.
Si provi che I' € H; e che H{(I') = ¢(T").
[Traccia: si osservi anzitutto che T' & chiuso, quindi I" € H;. Per
provare >, fissato § > 0 si mostri che se 0 : a =ty < t; < ... <
tm = b ¢ una suddivisione di [a,b] sufficientemente fine, allora si ha
lp(t:) — @(ti1)|y < & e, per ogni 4, la palla B; di centro £itetizy)
e diametro |p(t;) — ¢(ti—1)|n contiene I'; = ¢([t;—1,%;]). Se ne deduca
che se 9 ¢ piccolo si ha Hy 5(I') < ¢(T"). Per provare <, fissato ¢ > 0 si
determini ¢ > 0 ed un ricoprimento {U,} di I" con diam U,, < 4, tale che
>, diam U, < H;(I') +¢. Si estragga un opportuno sottoricoprimento
finito {U,,,..., Uy, } e si costruisca una suddivisione ¢ : a = t, <
t1 < ... <ty =btale che Y " |o(t:) — o(ti1)|nv < D, diam U,;
si concluda, utilizzando la continuita di ¢’, che se § e sufficientemente
piccolo si ha ¢(I') < Hy(T') + 2¢.]

2.5 Dimensione di Hausdorff

Analizziamo adesso il comportamento di H al variare di p > 0. Notiamo
anzitutto che, per l'esercizio 2.3.11, Hy, .(E) = 0 per ogni E C RY e per
ogni € > 0; quindi ci interessano i valori di p compresi fra 0 e .

Proposizione 2.5.1 Sia E C RY ¢ sia p €]0, N|. Risulta:
(i) se H}(E) < oo, allora H;(E) = 0 per ogni q € |p, N|;
(ii) se Hy(E) >0, allora H}(E) = oo per ogni q €10, p|.

Dimostrazione Sia {U,} un ricoprimento aperto di E. Se s > r > 0 e se
diam U,, < ¢ si ha

Z(diam U,)® <6 Z(diam Un)"

neN neN

cosicché
s*(;(E) < 5S_TH:’5(E) Vs >r>0.

I due enunciati seguono allora facilmente, scegliendo » = p e s = ¢ nel primo
caso, r = q € s = p nel secondo. O
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Dunque, per ogni £ C R¥ la funzione p Hj (E) “decresce” con p, nel
senso che, se non ¢ identicamente H(E) = 0, esiste py €0, N] tale che

=00 se 0 < p<po
Hy(E){ €[0,00] sep=po
=0 se p > po.

Questo comportamento di A ci induce alla seguente

Definizione 2.5.2 Si chiama dimensione di Hausdorff di un sottoinsieme E
di RY, e si indica con dimy(E), il numero

dimy (E) = inf{p > 0: H;(E) = 0}.

Ovviamente, la dimensione di Hausdorff di un sottoinsieme di RY & compresa
fra 0 e N (estremi inclusi).

Esempio 2.5.3 Calcoliamo la dimensione di Hausdorff dell’insieme di Can-
tor C' = Cy/3 C R introdotto nel paragrafo 1.6. Anzitutto osserviamo che
si ha C = C'UC? con C! e C? “copie” di C rimpicciolite di un fattore %:
precisamente si ha Cy = $C' e C* = C' + 2. Per la proposizione 2.3.4(ii) si
deduce H,(C) = H,(C") + H,(C?) = £H,(C), e quindi se H,(C) €]0, 00|

log 2

2 1 s
deve essere 5 = 1, cioe p = 725

. log 2 . . . .
Poniamo allora d = %. Proveremo che d ¢ davvero la dimensione di Hau-

sdorff di C' facendo vedere che Hy(C) = 1.
Sia § > 0: poiché dist(C', C?) > 0, risulta per omotetia e traslazione

;,5/3<C) = ;,6/3<C1) + H§,5/3(02) =
= d,5/3<50) + Hd,é/B(Cl + 5) =
1 1, ,
= @Hd,a(c) + @Hd,a(c) = H;5(C).

Cio implica che la quantita Hjs(C) non dipende da §, e pertanto Hy(C) =
lims_,o+ Hj5(C) = Hj,(C). Scegliendo il ricoprimento costituito dal singolo
aperto | —¢,1 + ¢[ si vede immediatamente che Hj,(C) < 1+ 2¢ per ogni
e > 0: si conclude che Hy(C) < 1.

Dimostriamo che Hy(C') > 1. A questo scopo, sia 6 > 0. Fissato £ > 0, esiste
un ricoprimento aperto {Up, }nen di C tale che

diam(U,) <& VneN, Y (diam(U,))" < H;5(C) +e.

n=0
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Andiamo a costruire un ricoprimento aperto finito {Wy,..., Wy} di C' (con
diam(W;) non necessariamente minore di ¢), tale che

1<) (diam(1W;))* < N (diam(U,))?.

n=0

Fatto cio, la tesi si otterra osservando che
1—e <Y (diam(U,))? — e < Hj5(C) < Hy(C) Ve > 0.

Per costruire i W;, anzitutto estraiamo da {U, },en, per compattezza, un
sottoricoprimento finito {U],...,U;}; si puo anche supporre che esso sia
minimale, nel senso che, togliendo uno degli UJ'., gli altri non ricoprono piu
C'. Consideriamo 'aperto U; NUJ: se esso € non vuoto, sostituiamo la coppia
{U7,Us} con il singolo aperto Vi = Uj U Uj. Si ha allora, essendo 0 < d < 1,

(diam(V7))? < (diam(U;) + diam(U3))?* < (diam(U}))?* + (diam(U3))%;

iterando questo argomento con la coppia {V;,U}}, e cosi via, si genera un

nuovo ricoprimento finito {V4,...,Vy} di C, fatto di aperti disgiunti, tale
che

N o0

Z(dlam (V&) Z (diam(U,

k=1 n=0

Adesso osserviamo che l'aperto Uk:1 Vi contiene C, e che C' = (2, Ck,
ove C) € cio che resta dopo il k-simo passo nella costruzione dell’insieme
di Cantor: ricordiamo che Cj = Ujil J]’-€ ove gli J¥ sono intervalli chiusi
disgiunti, di ampiezza 37, tali che dist(J’“, J]+1) > 37%: in particolare si ha
Cy D Ciyq per ogni k € N.

Un facile ragionamento mostra che deve esistere v € N tale che Uszl Vi 2C,.
Poiché C', ha 2” componenti connesse, e gli aperti V), sono disgiunti, ciascuna
componente connessa di C,, deve essere coperta da un singolo V}. , cosicché si
ha necessariamente N < 2.

D’altra parte, se un fissato Vj, ricopre J; U J,,, si avra in particolare

diam(V},) > diam(J}) + diam(J7,,) + dist(J7, J7, ;) > 3.
Sostituiamo allora Vj con una coppia di aperti disgiunti W e Wa, tali che

Wi D JJV, Wy D JY 410 dlam(Wl) <3+ o, dlam(Wg) <3V 4+ o,
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ove o > 0 ¢ scelto in modo che si abbia
(diam(W7))% 4 (diam(W5))? < (diam(V;))*

cid & possibile poiché, scelto n €]0,diam(V;) — 3177[, si verifica facilmente
che vale la relazione

(diam(17))? 4 (diam(W,))? < 2(37 + 0)? < (317" + n)? < (diam(V}))*
pur di prendere o €]0,27 .
In questo modo si rimpiazzano tutti gli aperti Vi che contengono piu di un
intervallo JY. Si ottiene cosi una famiglia {W1,..., Wy} di aperti disgiunti,
tali che

M N 00
Z (diam(W},)) d < Z (diam(V})) Z (diam(U,
h=1 k=1 n=0

Inoltre, dato che ognuno dei W}, contiene esattamente uno dei J;, deve essere
M = 2%; pertanto

v

(diam(W,))* >y (diam(J 37w =9v3T = 1.
2 Z Z

h=1

Cio prova che

o0 2v
Z (diam(U, Z (diam(W74,))
n=0 h=1

e quindi, come si & osservato, si ha Hy(C') >

Esercizi 2.5
1. Si provi che per ogni £ C RY si ha

. 0 se H¥(E) =0 Vp>0,
B p
dimpy (E) = { sup{p > 0: H}(FE) = +oo} altrimenti.

2. Si dimostri che se {E, }nen € P(RY), allora

dimpg (U En> = sup dimpy(E,).

neN neN
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3. Sia f : RV — R™ una funzione a-holderiana, ossia tale che
(2) = f@)m < Klo— @'l Va,2' €RY

con K >0 e « €]0,1] costanti fissate. Si provi che se E C RY allora
: L.
dimg(f(F)) < —dimgy(E).
«

Se ne deduca che se f : RV — R¥ ¢ bi-lipschitziana, ossia
K|z —a'|y < |f(z) = f(2)|x < Koo — 2|y Va,2’ € RY,
allora per ogni F C RY si ha dimy(f(F)) = dimg(E).

4. Si provi che se E C RY ¢ tale che dimg(FE) < 1, allora E ¢ totalmente
SCONNESSO.
[Traccia: fissati z,2’ € E, si consideri la funzione f(z) = |z — z|y e si
osservi che, per l'esercizio precedente, dimy(f(E)) < 1; si utilizzi infine
il fatto che f(E)¢ e denso in R per costruire due diverse componenti
connesse che contengano rispettivamente x e x'.]

5. Fissato s €]0, 1], si consideri 'insieme Iy costruito, analogamente al
caso dell’insieme di Cantor descritto nel paragrafo 1.6, nel modo seguen-
te: al primo passo si toglie da [0, 1] un intervallo centrale di ampiezza s;
nei passi successivi si toglie da ciascun intervallino residuo di lunghezza
¢ la parte centrale di ampiezza pari a sf. Si provi che m(I's) = 0 e che

log 2
dimg (T,) = —2

:log%'

[Traccia: adattare ’argomentazione relativa all’esempio 2.5.3.]

2.6 La misura Hy in RY

Dato un insieme misurabile £ C R¥, che relazione c’¢ fra la sua misura di
Hausdorff Hy e la sua misura di Lebesgue my? Vedremo ora che le due
quantita coincidono a meno di una costante moltiplicativa.
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Teorema 2.6.1 Esiste una costante ay tale che per ogni insieme E C RN
st ha
HN(E) = aymy(E).

()G

ove I' e la funzione di Fulero:

Tale costante vale

[(p) = / P e " du, p>0.
0

Dimostrazione Proveremo solo l'esistenza della costante ay, senza cal-
colarla esattamente, perché cio richiede strumenti troppo sofisticati per noi

(salvo che quando N = 1, nel qual caso si rimanda all’esercizio 2.3.7).

Sia Cy = [0,1[V. Fissato § > 0 e scelto n > ‘/TN, possiamo ricoprire Cy con

nV cubi della forma

ﬂ [Ti_lvﬁ[ (ri,...,rn € {1,2,...n}).

; n n
=1

Dato che tali cubi hanno diametro ‘/TN < ¢, ricordando lesercizio 2.3.4
otteniamo Hy 5(Cp) < (v N)N per ogni 6 > 0, e dunque

Hn(Cy) < (VN)N.

Sia ora {U, },en un arbitrario ricoprimento di Cy con diam U,, < d: ciascun
U, puo essere ricoperto da una palla di diametro pari a 2 diam U, e quindi
da un cubo C,, di lato 2 diam U, e con gli spigoli paralleli agli assi coordinati.

Dato che
GclJu.clJan,
neN neN
avremo
1 =mn(Cp) < ZmN(Cn) = Z2N(diam U)",
neN neN
ossia

Z(diam UV >27V.

neN
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Per Darbitrarieta del ricoprimento, concludiamo che Hys(Co) > 27V, e
quindi
Hy(Cp) > 27N,

Hy(Co) = any = aymy(Cy) € [Q’N, (\/N)N] C]0, oc.

Grazie al fatto che Hy e my sono invarianti per traslazioni ed omogenee di
grado N rispetto alle omotetie, otteniamo anche

HN(C) = aNmN(C)

per ogni cubo C' con gli spigoli paralleli agli assi coordinati di RY.
Adesso sia A un aperto di RY: esiste un ricoprimento di A fatto di cubi
disgiunti C}, ognuno dei quali ¢ del tipo

Y1
H[z Z[ (ri,...,ry € Z, m € N).

| om 7 9m
=1

Un modo di costruire tale ricoprimento e descritto nell’esercizio 2.6.1. Si ha
allora, grazie alla numerabile additivita di Hy e my,

Hy(A) =) Hy(C)) = an Y my(C)) = aymy(A)

jeN jeN

per ogni aperto A di RY.
Sia ora B un boreliano di RY della forma

B = ﬂ A, A, aperti,

neN

ove non ¢ restrittivo supporre che A, O A,.1. Se my(B) < 400, utilizzan-
do la definizione di misura esterna, e chiaro che possiamo scrivere B come
intersezione numerabile di aperti A/ di misura my finita; di conseguenza,
per monotonia si ha Hy(B) < Hy(A!) = aymy(A]) < co. La proposizione
2.1.5 ci autorizza allora a concludere che

HN(B> = lim HN(A;L) = QN lim mN(A;) = aNmN(B).

n—oo n—oo
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Se invece my(B) = oo, posto B,, = BN] — m,m[", i B, verificano la

relazione precedente e quindi, al limite per m — oo, si ottiene 'uguaglianza
HN(B) = aNmN(B)

per ogni boreliano B che sia intersezione numerabile di aperti.
Infine, sia £ C RV: per l'esercizio 2.6.2, si possono trovare due boreliani B;
e B, contenenti E, entrambi intersezione numerabile di aperti, tali che

Hy(By) = Hy(E),  mn(Bs) = my(E),

da cui, posto B = By N By, si ha che B ¢ un boreliano contenente E che ¢
ancora intersezione numerabile di aperti, e per il quale risulta

HX/(E) = HN(B> = aNmN(B) = osz"j\,(E)
Cio prova la tesi. O

Osservazione 2.6.2 Si puo dimostrare (esercizio 2.6.4) che

()G

ove By ¢ la palla di RY di diametro unitario. Dunque il teorema precedente
afferma che la differenza fra le misure N-dimensionali di Hausdorff e di Lebe-
sgue e che la prima assegna misura 1 alla palla di diametro unitario, mentre
la seconda assegna misura 1 al cubo di lato unitario.

Esercizi 2.6

1. Sia A C RY un aperto. Si provi che A =
diadici”, ossia della forma

neny On , ove i €y, sono “cubi

Al P
H[Z Z[, r,...,rn € Z, m € N,

| om 7 9m
=1

[Traccia: detta C la famiglia di tali cubi, si provi che ogni z € A ¢
contenuto in un cubo C € C, il quale ¢ massimale, nel senso che non
¢’e nessun altro cubo C” € C tale che C C ' C A; se ne deduca che
tutti i cubi massimali sono disgiunti e che A ne ¢ I'unione.]
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2. Sia £ C RY. Si provi che:

(i) esiste un boreliano B, intersezione numerabile di aperti, che contie-
ne F ed ¢ tale che my (E) = my(B);

(ii) esiste un boreliano B, intersezione numerabile di aperti, che con-
tiene F ed ¢ tale che Hx(E) = Hy(B).

3. Si provi che per ogni A € [0, N] esiste un insieme E C RY la cui
dimensione di Hausdorff e \.
[Traccia: si consideri il prodotto cartesiano I'Y, ove 0 < s < 1 e
[’y e I'insieme definito nell’esercizio 2.5.5; adattando ’argomentazione
dell’esempio 2.5.3 e suggerita per l'esercizio 2.5.5, si provi che I'Y ha

dimensione di Hausdorff uguale a N lolgogi ]
1

4. Detta w, la misura della palla unitaria di R", si verifichi che
27
Wi =2, Wy=Tm W,=—W,_o Vn>3,
n

e se ne ricavi la formula dell’osservazione 2.6.2.
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Capitolo 3

Funzioni misurabili

3.1 Definizione e proprieta

Sia (X, F,u) uno spazio misurato. Prima di introdurre la nozione astratta
di integrale su X rispetto alla misura u, occorre descrivere l'insieme del-
le funzioni per le quali 'integrale stesso ha senso.Considereremo funzioni
f:D — R =[-00,+00], ove D & un insieme misurabile, ossia un elemento
di F. Dato che si ammette che le funzioni prendano i valori o0, sara utile
la convenzione 0 - (00) = 0, gia adoperata nel paragrafo 2.2, con la quale
potremo definire I'integrale senza ambiguita.

Cominciamo con la seguente proposizione, che introduce la proprieta carat-
teristica delle funzioni che ci interessano.

Proposizione 3.1.1 Sia D € F, sia f: D — R. Sono fatti equivalenti:
(i) {zreD:f(x)>a}eF VYaekR;
(i) {reD:f(x)>a}leF VaekR;
(iii) {xeD: f(zx)<a}eF VacekR;
(iv) {zreD:f(z)<a}eF VaeR
Dimostrazione (i) = (ii) Si ha
1
{reD: f(x)>a}= ﬂ {xGD:f(x)>oz—ﬁ}.

neN+
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(ii) = (iii) La tesi si ha per passaggio al complementare.
(iii) = (iv) Siha
1
{reD:flx)<a}= () {xeD:f(x)<a+—}.
neN+t K
(iv) = (i) La tesi si ha per passaggio al complementare. O

Definizione 3.1.2 Sia D € F, sia f : D — R. La funzione f ¢ detta
misurabile su D se vale una delle condizioni della proposizione precedente (e
quindi valgono tutte).

Osservazione 3.1.3 Se (X, F, i) € uno spazio probabilizzato (esempio 2.1.3
(6)), le funzioni misurabili su X sono chiamate variabili aleatorie.

Vediamo qualche esempio.

Esempi 3.1.4 (1) Se F C X, la funzione caratteristica, od indicatrice, di
E. o

1 sex el
xe(T) = { 0 sexe E°

Essa ¢ misurabile se e solo se £ € F: infatti

0 sea>1
{reX:xp(x)>a} =< E seacl01l]
X sea<0.

(2) Una funzione semplice ¢ una funzione del tipo

k
()O(I) = ZahXEh(x>a YIS X:
h=1

ove k € Nt «y,...,a; sono numeri reali, Fy, ..., E}; sono elementi di F e
XEi,- - -5 XE, sono le relative funzioni caratteristiche. Queste funzioni non si
rappresentano in modo unico: ad esempio, se X = R,

X[0,1] — 2X]1,2] = X[0,2] — 3X]1.,2];

tuttavia se ne puo dare una rappresentazione canonica: dato che esse assu-
mono un numero finito di valori distinti 31, ..., 5., ponendo

AZ:{ZL’GXQO(IL'):Bl}, T::l,...,’l“,
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si puo scrivere
pla) =Y Bi xa,(@);
i=1

in questo modo si rappresenta la ¢ come combinazione lineare di funzioni
caratteristiche di insiemi disgiunti e “massimali”, nel senso che ciascun A; e
il pitt grande insieme dove la ¢ assume il corrispondente valore g;.

Gli A; sono misurabili perché ottenuti dagli £} con un numero finito di unioni,
intersezioni e differenze. Dalla rappresentazione canonica di ¢ segue subito
che ¢ € misurabile: se i §; sono ordinati in modo crescente, si ha infatti

{z € X :px) >a}:UAj sea € [Bim1,Bil, i=2,...,m,
j=i

mentre se « > [3, tale insieme & vuoto e se o < 3 tale insieme coincide con
tutto X.

(3) In (R, M, m) le funzioni continue sono misurabili. Infatti per ogni o € R
I'insieme {z € R : f(z) > a} = f'(Ja,o0[) & un aperto di R, quindi &
misurabile.

(4) In (R, M, m) le funzioni monotone sono misurabili, perché per ogni « € R
I'insieme {z € R: f(x) > a} ¢ una semiretta.

Indicheremo con M p l'insieme delle funzioni misurabili su D, con S I'insieme
delle funzioni semplici su X e con Sy l'insieme delle funzioni semplici su X
che si annullano al di fuori di un insieme di misura finita.

Osservazione 3.1.5 Se f,g € Mp, allora f 4+ g € misurabile sull'insieme
D' dove la somma stessa ¢ ben definita, ossia

D'=D\{z € D: f(x) = —g(x) = +oo}.

Infatti D’ & misurabile ed inoltre

{reD": f(x)+g(x) > a} =
={reD :g(x)=+c}U{zr e D :g(x) < +oo, f(x)>a—g(x)} =
={zxeD :g(xr) =400} U
UKz eD : flx)>r}n{zeD : +o0>g(x) >a—r}].
reQ
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Similmente, se f,g € Mp, allora il loro prodotto fg sta in Mp (esercizio
3.1.3).

La classe M p ¢ chiusa anche rispetto al passaggio all’estremo superiore ed
all’estremo inferiore, relativi ad insiemi numerabili di indici (non per insiemi
di indici qualunque: si veda 'esercizio 3.1.5).

Proposizione 3.1.6 Sia D € F, sia {fy}nen € Mp. Allora le funzioni
sup,, fn, inf, f,, limsup,,_, f. e liminf, . f, appartengono a Mp.

Dimostrazione La misurabilita di sup,, f,, e inf,, f,, segue dalle uguaglianze

{reD: Supfn>a}—U{$€D fu(z) > a},

neN

{xGD:i%ffn<oz}:U{xED:fn(I)<Oé};

neN

la misurabilita di limsup,,_,., f, e liminf,,_,» f, segue da quanto gia provato
e dalle identita

limsup f, = mf sup fon, llm 1nf fn =sup 1nf fm. O

n—00 m>n n M2n
Un’importante caratterizzazione di Mp e la seguente:

Proposizione 3.1.7 Sia D € F, sia f : D = R. Si ha f € Mp se e solo
se esiste {@ntneny C S tale che @, — [ puntualmente in D per n — oco.

Dimostrazione (<) Poiché le funzioni semplici sono misurabili, la mi-
surabilita di f segue dalla proposizione precedente.
(=) Sia f € Mp. Per ogni n € N e per ogni x € D poniamo:

n  se f(z) >

Bl se Bl < flo)< &, k=1,2,...,n2"
pal®) =1 4 <k g=0,-1 9 41
= oseSl < fla) <45, k=0,-— —n2" +

—n se f(x) < —
E facile verificare che {¢,} C S e che ¢, (z) — f(z) per n — co. O

Osservazioni 3.1.8 (1) Se f > 0 in D, le funzioni ¢, sopra definite for-
mano una successione crescente: @, (x) < ¢n11(x) < f(x) per ognin € N e
x € D. Se invece f < 0, la successione {¢, } ¢ decrescente.
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(2) Se f ¢ limitata in D, la convergenza delle ¢, ¢ uniforme in D: infatti
se |f(x)] < L, allora |, (z) — f(x)| <27 per ogni € D e per ogni n > L.

(3) La convergenza delle ¢, verso f ¢ “dominata”, ossia |p,(z)| < |f(2)]
per ogni x € D e per ogni n € N.

(4) Se linsieme {z € D : f(x) # 0} ¢ o-finito, cioe¢ ¢ unione numerabile di
insiemi A, C A, ; misurabili di misura finita, allora rimpiazzando ¢, con
©nX4, Sl puo supporre che ciascuna ,, appartenga a Sy. In tal caso valgono
ancora (1) e (3), ma in generale non vale piu (2).

Esercizi 3.1

1.

Se f & misurabile su D, si provi che per ogni o € R l'insieme {z € D :
f(z) = a} & misurabile, ma che il viceversa & falso.

Sia { fn}nen € Mp. Si provi che l'insieme {z € D : Flim,,_, fn(z)} €
misurabile.

Si provi che se f,g € Mp allora fg € Mp.

Sia f : [a,b] — R una funzione derivabile. Si provi che la funzione f’ &
misurabile nello spazio misurato (R, M, m).

. Sia T un insieme, e sia {f;}+er una famiglia di funzioni misurabili. La

funzione sup,cr f; € in generale misurabile?

Si provi che in un generico spazio misurato (X, F, ) una funzione
f: X — R & misurabile se e solo se f~'(B) € F per ogni boreliano
B C R. Si verifichi poi che la funzione A : B — [0, 00] definita da
AME) = p(f~1(F)) ¢ una misura su (R, B). (Se u(X) = 1, in linguaggio
probabilistico A e la misura immagine, o legge, della variabile aleatoria
f)

[Traccia: si provi che C = {B € B: f~}(B) € F} & una o-algebra
contenente gli aperti.]

Sia b € N, b > 1; per ogni x € R si consideri lo sviluppo di x in base b:

x:[x]+2#, en(z) € {0,1,...,b—1}.
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10.

11.

12.

13.

Provare che le funzioni
fn(I) :En(x) ) n€N+a
sono tutte misurabili in (R, M, m).

Si provi che la o-algebra M contiene propriamente la o-algebra dei
boreliani.

[Traccia: per ogni « € [0, 1] si consideri il suo sviluppo binario x =
oo 2 (e, €{0,1}), convenendo di scegliere lo sviluppo infinito nei
casi di ambiguita: ad esempio, per % si prendera 0.101 anziché 0.11.
Posto f(x) = Yo", %=, si mostri che f([0,1]) € Cs e che f & iniettiva.
Si usi l'esercizio 3.1.7 per verificare che f ¢ misurabile; quindi, f~1(B) €
M per ogni B € B (esercizio 3.1.6). Sia V' C [0, 1] non misurabile:
posto E = f(V), si provi che E € M ma f~'(E) ¢ M. Se ne deduca

che £ ¢ B.].

Sia f misurabile ed inferiormente limitata. Si costruisca una succes-
sione di funzioni semplici che converga puntualmente a f in modo
crescente.

Sia f : R — R misurabile in (R, M, m) e sia g : R — R continua. Si
provi che g o f & misurabile.

Si provi che se f : R — R ¢ continua allora f~!(B) € B per ogni B € B.
E vero il viceversa?

Si provi che f : D — R ¢ misurabile se e solo se f? ¢ misurabile e
I'insieme {z € D : f(x) > 0} appartiene a F.

Sia {f,} una successione di funzioni da X in R. Per ogni n € N sia F,
la piu piccola o-algebra di sottoinsiemi di X rispetto a cui le funzioni
{ fx }x>n sono tutte misurabili. Si provi che:

(i) Fn D Fny1 per ogni n, e F = F, ¢ una o-algebra;

(ii) la funzione f(x) = > .y fn(2), definita per gli z ove ha senso, non
¢ in generale F-misurabile;

(iii) l'insieme A = {z € X : ) _|fa(x)| < oo} appartiene a F;

(iv) se si considerano funzioni da X in R la (iii) ¢ in generale falsa.
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14. Si provi che esistono funzioni f : R — R continue, tali che 'immagine
inversa f~!(FE) di un insieme F € M non & un elemento di M.
[Traccia: si costruisca un omeomorfismo f : [0, 1] — [0, 1] che trasfor-
mi C} in Cj3, associando ciascun intervallo rimosso nella costruzione di
Cy al corrispondente intervallo rimosso nella costruzione di Cj. Si fissi
poi un sottoinsieme non misurabile W C Cy (esercizio 1.8.2) e si mostri

che per E = f(W) si ha f~Y(E) ¢ M]

15. Si provi che esistono f : R — R misurabile secondo Lebesguee g : R —
R continua tali che f o g non ¢ misurabile.

16. Si provi che se f : R — R & una funzione boreliana, ossia B-misurabile,
e g : R — R & una funzione continua, allora f o g & boreliana e quindi
misurabile.

17. Sia f : RN — RY una funzione lipschitziana. Si provi che per ogni
A C RY misurabile I'insieme f(A) & misurabile e

mN(f(A)) < KNmN(A),

ove K e la costante di Lipschitz di f.
Traccia: Si faccia uso del teorema 2.6.1 e dell’esercizio 2.3.12.]

3.2 Funzioni essenzialmente limitate

Introduciamo anzitutto una locuzione che sara utilissima nel seguito. Essa
riflette il fatto che le funzioni che coincidono al di fuori di un insieme di
misura nulla sono di fatto indistinguibili dal punto di vista della teoria della
misura e dell’integrale.

Definizione 3.2.1 Sia (X, F, u) uno spazio misurato, sia D € F e sia p(x)
un predicato definito per x € X. Diciamo che la proprieta espressa da p(x)
¢ vera quasi ovunque (e scriveremo “q.0.” ) in D se l'insieme {x € D : p(x)}
appartiene a F ed il suo complementare in D, cioé¢ {x € D : —p(x)}, ha
misura nulla.

Ad esempio, in (R, M, m) la funzione f = xq verifica f(x) =0 q.o. in R.

Osservazione 3.2.2 Siano D € F, f € Mp. Se g: D — R & un’altra fun-
zione tale che f(z) = g(z) q.0. in D, possiamo dire che g € Mp? In generale
no (esercizio 3.2.1), ma la risposta ¢ si se lo spazio misurato & completo.
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Infatti in tal caso, posto A = {x € D : f(x) = g(z)}, per ipotesi A € F e
u(D\ A) = 0; d’altra parte

{reD:gx)>al={zxeA: f(x) >alU{ze D\ A:g(z) > a},

ed a secondo membro il primo insieme e misurabile dato che A € F e f €
M p, mentre il secondo e misurabile grazie alla completezza, essendo incluso
in D \ A che ha misura nulla.

Introduciamo ora lo spazio delle funzioni “essenzialmente limitate”.

Definizione 3.2.3 Siano D € F, f € Mp. Se A C D, A € F, i numeri
(finiti o no)
supess, f = inf{a € R: f(z) <« q.0. in A},

infesss f = sup{a € R: f(z) > a q.0. in A}

si chiamano estremo superiore essenziale ed estremo inferiore essenziale di f
in A (si conviene che inf ) = +00 e sup) = —00).

Definizione 3.2.4 Siano D € F, f € Mp. Se risulta infesspf > —oo e
supessp f < 400, diremo che f ¢ essenzialmente limitata in D e scriveremo
f € L>®(D) (anche se, piu correttamente, dovremmo scrivere L>(D,F, u)).

E facile verificare che f € £2(D) se e solo se f € Mp e supessp|f| < +o0.

Esempi 3.2.5 (1) In (R, M,m) la funzione f(z) = 5xg(x) + sinx verifica
supessg f = 1, infessg f = —1.

(2) In (R,M,m), se f: R — R ¢ continua allora supess,f = sup, f e
infess4 f = inf 4 f per ogni aperto A C R. La stessa cosa non vale se A non
¢ aperto (esercizio 3.2.6).

Osservazione 3.2.6 Per ogni f € Mp si ha f(z) > infesspf e f(z) <
supessp f q.o. in D (esercizio 3.2.4).

Si verifica facilmente che £°(D) e uno spazio vettoriale e un’algebra (osser-
vazione 3.1.5 ed esercizio 3.2.5).
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Esercizi 3.2

1.

Sia (X, F, p) uno spazio misurato non completo. Se f € My, si provi
che esiste g : X — R non misurabile, tale che f(z) = g(x) q.0. in X.

. Si provi che se f € L>*(D) allora esiste A € F tale che pu(A°) =0 e

supessp | f| = sup, | f]-

Sia f € Mp; provare che per ogni A C D si ha

f(z) > infessaf e f(z) < supessyf q.o. in A.

Si provi che se f,g € L>*(D) allora f + g, fg € L*(D) e
supessp| f + g| < supessp|f| + supessp|g],

supess | fg] < supessp|f] - supess plgl.

Sia {f,} C £°(D) una successione convergente puntualmente in D ad
una funzione f. E vero che f € £L>*(D)?

Sia {f,} C Mp una successione tale che
lim f,(z) = f(x) q.o. in D.
n—roo

E vero che f € Mp?

Sia (X, F,u) o-finito, e sia {f,} € Mp. Se le f, sono q.o. finite, si
costruisca una successione {«,, } di numeri positivi tale che o, f,,(x) — 0
g.o. in D per n — oo.

[Traccia: supposto dapprima che pu(D) < oo, si osservi che non &
restrittivo assumere che 0 < f, < fn,i1. Per ogni n € N si scelga
k, € N in modo che A, = {x € D : f,(x) > k,} abbia misura minore
di 27™; si verifichi che p(limsup,,_,., A,) = 0. Si deduca la tesi con
ay = ﬁ Si generalizzi poi al caso u(D) = oo.]

Si descriva lo spazio £2(D) quando D € F e u(D) = 0.

Si fornisca un esempio di funzione continua f tale che
supess,f < sup f
A

ove A & un opportuno sottoinsieme chiuso di R.
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3.3 Lo spazio L™

Sia (X, F, i) uno spazio misurato. Fissato D € F, introduciamo nello spazio
L>*(D) la seguente relazione di equivalenza:

f~g = f(z) =g(x) q.o.in D;

le verifiche sono pressocché ovvie. A noi interessera lo spazio quoziente
rispetto a ~.

Definizione 3.3.1 L’insieme quoziente L*(D)/ =~ si indica con L®(D)
(nuovamente, la notazione pit appropriata sarebbe L= (D, F, p)).

Osserviamo che gli elementi di L*°(D) non sono funzioni, ma classi di equi-
valenza di funzioni q.o. coincidenti; tuttavia, come e d’uso, continueremo
a chiamarle funzioni, confondendo in effetti la classe [f] con il suo rappre-
sentante f. Si tenga presente pero che tali “funzioni” sono definite soltanto
quasi ovunque € non punto per punto.

Lo spazio L*>°(D) eredita da £>(D) la struttura di spazio vettoriale e di alge-
bra: la somma ¢ definita da [f] + [g] = [f + ¢] e il prodotto da [f] - [g] = [fgl;
¢ immediato verificare che queste definizioni sono ben poste.

Le motivazioni per il passaggio da £* a L*> sono fornite dal seguente fonda-
mentale risultato:

Teorema 3.3.2 Sia D € F. La quantita

[flloe.0 = supessplf], — f e LX(D),

¢ invariante rispetto alla relazione ~ e definisce una norma su L*°(D); inoltre
(L>®(D), || - [|oo,p) € uno spazio di Banach.

Dimostrazione Sia f € L>(D); se g ~ f ¢ facile verificare che

supessp| f| = supessp|g],

quindi la quantita || f||e,p dipende solo dalla classe [f] e non da f. Verifi-
chiamo che || - [|s,p € una norma.

(a) Ovviamente ||f|lco,p > 0; se si ha || f]|co,p = 0 allora per 'osservazione
3.2.6 si ha f(z) =0 q.o. in D, cioe f ~ 0, ossia [f] & I'elemento neutro della
somma in L*(D).
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(b) Siha ||[Afl|leo,p0 = ||l flleo,p (facile verifica usando la definizione di estre-
mo superiore essenziale).

(c¢) La subadditivita di || - ||«,p segue dall’esercizio 3.2.4.

Proviamo ora la completezza dello spazio normato (L*(D), || - ||c.p). Per
maggior chiarezza, utilizziamo la notazione [f]| per indicare gli elementi di
L*(D).

Sia dunque {[f,]}nen una successione di Cauchy in L>°(D): cio significa che
per ogni € > 0 esiste v € N tale che

Ifn] = fmllloe,p <& VR,m=wv.
Per ogni n € N sia g, € [f,,]; allora
supessp|gn| = [|[fallloo,ps  supessplgn — gl = |[fa] = [fn]lloc.o  ¥n,m € N.
Posto per n,m € N
An =A{z € D :|ga(x)| > supessplga|},

Apm ={z € D : |go() — gm(x)| > supessp|gn — gml},

dall’osservazione 3.2.6 segue che p(A,) = pu(Ann) = 0 per ogni n,m € N;
dunque anche l'insieme

B =

Ja

neN

u[UAnm

n,meN

ha misura nulla e si ha, per ogni € > 0,
|gn(x) — gm(z)| < supessplgn —gm| <&  Vn,m>v, Vxe D\ B.

Pertanto {g,} ¢ una successione di £>(D \ B) che ¢ di Cauchy rispetto alla
convergenza uniforme in D \ B. Dunque esiste una funzione g : D\ B — R
tale che g, — ¢ uniformemente in D\ B per n — oco. Tale g ¢ misurabile su
D\ B perché tali sono le g,; se prolunghiamo ¢ a tutto D ponendola uguale
a 0 in B, otteniamo che g € Mp. Inoltre

supessp|g| < sup |g| = sup |g| < oo,
D\B D

cosicché la classe [¢g] individuata da ¢g € un elemento di L*(D). Proviamo
che [f,] = [g] in L>=(D):

I[fn] = [9]llco.p = supessp|gn — g| = %liggn —g|—=0 pern—oco. O

61



Esercizi 3.3
1. Si provi che se [f],[g] € L>(D) allora [fg] € L>(D) e
1 9lllce.0 < N lloo.0 - I[[9]lloc.0-
2. Sia i : L2(R) — L*(R) I'applicazione definita da i(f) = [f]. Si provi
che la restrizione di 4 allo spazio C°(R) N £L>*(R) ¢ iniettiva.

3. Determinare la chiusura in L>(R) degli spazi C°(R) N L>=(R) e CJ(R),

ove
CYR) = {f € C°(R) : f & nulla fuori da un compatto}

(si noti che confondiamo volutamente le f € C°(R)NL>(R) con le loro
classi di equivalenza in L>(R)).

4. Si provi che lo spazio delle funzioni semplici su X & denso in L>(X).

5. Si descriva lo spazio L>°(D) quando D € F e u(D) = 0.

3.4 Misurabilita e continuita

Quanta distanza c’e tra la nozione di misurabilita di una funzione e quella,
piu forte, di continuita? E similmente, quanta distanza intercorre fra la
convergenza puntuale q.o. e la ben piu restrittiva convergenza uniforme? I
due risultati che seguono sembrano mostrare che le due distanze non sono
poi cosi grandi.

Teorema 3.4.1 (di Lusin) Sia f : R — R una funzione misurabile secondo
Lebesgue, q.o. finita, nulla fuori di un insieme A € M di misura finita.
Allora per ogni € > 0 esiste una funzione g € CJ(R) tale che

m({z € R: f(z) # g(x)}) <e,

ed inoltre si ha |90 < || f]]co-

Ricordiamo che lo spazio CJ(R) ¢ stato introdotto nell’esercizio 3.3.3. Per
una lieve generalizzazione del teorema di Lusin si veda l’esercizio 3.4.1.

Dimostrazione Faremo quattro passi successivi.
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(a) A compatto, 0 < f < 1. Sia {¢,} la successione crescente di funzioni
semplici, convergente uniformemente a f, costruita nella dimostrazione della
proposizione 3.1.7, vale a dire

k k k41
on(x) = — se 2—n§f(:r;)< ;;,

Poniamo
Yo = ¥o, Yn = On — Pn_1 ‘v’nEN+;

allora si ha f = Y > 4, in R. Osserviamo anche che 1), assume soltanto
i valori 0 e 27", cosicché 2", ¢ la funzione caratteristica x7, di un certo
insieme misurabile T,, C A.

Sia ora V un aperto contenente A, tale che V sia compatto. Per ogni n
scegliamo poi un compatto K, ed un aperto V,, tali che

KaCTCVaCVe  mi\K,)< o

(proposizione 1.7.3). Adesso costruiamo una funzione h,, € C3(R) tale che
0<h,<1, hy=1 in K,, hy,=0 in V°:
ad esempio si puo prendere

_ d(z, Viy)
)= d(x, Vo) + d(x, K,) '

hn(z z € R,

ove d(z, K) = inf{|z — y| : y € K} per ogni K C R; h,, ¢ continua su R in
virtu della maggiorazione

|d(z, K) — d(2/, K)| < |z — 2| Ve, ' e R, VK CR.
Definendo .
g(z) =Y 27"h,(z), z€R,
n=0

si ottiene una funzione che & continua, in quanto la serie converge unifor-
memente su R, e che ¢ nulla fuori di V; dunque g € C§(R). Si noti ora
che

27"y, (z) = () Vee K, UV?S=(V,\ K,,)5
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quindi avremo
glw) = fz)  Voe [)(Va\ K

Se ne deduce
m({r € R : glx) # f(2)} < 3om(V\ K,) < 2¢,

ciot la tesi del caso (a).

(b) A compatto, f limitata. Posto M = supy |f], le funzioni %, %
sono comprese fra 0 e 1, quindi per il passo (a) esistono due funzioni g,,g_ €

CJ(R) tali che

m({xER:g+(a:)7é%}><g, m<{x€R:g(w)7€f7(x)})<g.

Allora la funzione g = M (g, — g_) verifica la tesi del caso (b): infatti se
in un punto x si ha g(z) # f(x), necessariamente deve essere g, (r) # %

oppure g_(z) ! ;\Y), e dunque

m({r €R:g(a) # f2)}) < 5 +5 =<

(c) m(A) < oo, f limitata. Sia K un compatto contenuto in A tale che
m(A\ K) < €/2: Desistenza di tale compatto ¢ facile conseguenza del fatto
che m(A) = lim, . m(A N [—n,n]) e della proposizione 1.7.3. La funzione
fxx verifica le ipotesi del passo (b), quindi esiste g € CJ(R) tale che

m({r € R: g(a) # f@)xx(@)}) < 5:

ne segue

m{a € R: g(x) # f(@)}) < 5 +m(A\ K) <e,

il che prova (c).

(d) Caso generale. Per ognin € Nsia B, = {z € R:|f(z)| > n}. Gli in-
siemi B,, sono ovviamente contenuti in A, inoltre B,, 2 Byi1 e m((),en Bn) =
0; in particolare, lim,,_,,, m(B,) = 0 (proposizione 1.7.2). Scelto n in modo
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che m(B,) < €/2, la funzione fxpg. verifica le ipotesi del passo (c), quindi
esiste g € C§(R) tale che

m({x € R:g(z) # f(x)xp(2)}) <

Y

DO ™

ed allora si ha anche

m({z € R: g(z) # f(2)}) < g +m(B,) < e.

Cio prova il passo (d).
Infine resta da osservare che la condizione ||g||oc < || f|loo € evidentemente au-
tomatica se f e illimitata; se invece f e limitata, per ottenerla basta sostituire

g con
{ g(x)  selg(z)| < [|fllo
[flloe se [g()] > [ fllco-

La G verifica ancora la tesi di (d) perché G differisce da ¢ soltanto in punti
dove sicuramente g(x) # f(x), cosicché

{reR:g(r) = fz)} S{reR:G(x) = f(2)},

da cui a maggior ragione

p{z e R:G(z) # f(x)}) <e. O

Non bisogna enfatizzare troppo la portata del teorema di Lusin: esso non
afferma che ogni funzione misurabile e continua salvo che su un insieme di
punti di misura arbitrariamente piccola. Ad esempio, la funzione xqgnjo,1] €
discontinua in ogni punto di [0, 1], pur coincidendo addirittura q.o. con la
funzione continua g(x) = 0.

G(z) =

Teorema 3.4.2 (di Severini-Egorov) Sia (X, F,u) uno spazio misurato
con (X)) < 00, e sia{f,} una successione di funzioni misurabili che converge
g.o. in X ad una funzione f. Allora per ogni e > 0 esiste un insieme E € F
con u(F) < e, tale che f, — f uniformemente in E° per n — oo.

Dimostrazione Per m € N e k € N* poniamo

B = () {r X 1000) - 0 < 1}
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allora si ha

{oe X lim fu(x) = f(2)} C U Bem VEENT,

m=0

(5] ) (fs) -0 e
m=0 m=0

Poiché p(X) < oo, per la proposizione 2.1.5 si ottiene
lim u(Ef,)=0 VkeNT.
m—00 ’

e quindi

Di conseguenza, per ogni € > 0 e per ogni k € Nt possiamo scegliere m;, € N
tale che

c 9

Dunque, posto E = |-, Ef ., si ha

My

(e 9]

u(E) < 3 p(Bf,,) <<
k=1

D’altra parte per ogni = € E° si ha © € Ej,,, per ogni k € Nt ossia
1
[falz) = f@)l < o Vnzmy, VkeNT.
Cid prova che per ogni k € N* risulta

sup |fu(z) — f(2)] <

zeE°

Yn > my,

T =

cioe la tesi. O

Osservazione 3.4.3 Nel teorema di Severini-Egorov l'ipotesi u(X) < oo ¢
indispensabile: in (R, M,m), posto f, = X[-n-1,-njunn+1], Si ha fr, = 0
puntualmente, ma non uniformemente al di fuori di alcun sottointervallo di
R; ed infatti m(R) = +o0.

Anche il teorema di Severini-Egorov non va enfatizzato: la convergenza pun-
tuale q.o. si trasforma in convergenza uniforme al di fuori di un insieme di
misura arbitrariamente piccola, ma l'insieme su cui si realizza la convergenza
uniforme puo essere estremamente irregolare e “frastagliato”: di conseguen-
za, anche se le f, erano continue, le proprieta di continuita ereditate da f
sono ben poco significative.
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Esercizi 3.4

1. Si provi che se f : R — R & una funzione misurabile q.o. finita,
allora per ogni £ > 0 esiste una funzione continua g : R — R tale che

9llo0 < [I.flloo €
m({r e R:g(x) # f(x)}) <e.

[Traccia: Supponendo dapprima f > 0, per ogni n € N si conside-
i fXj—nn[ € si determini una g, € C{([—n,n] non negativa tale che
lgnlloo < Ifllc € m({z € [-n,n] : gn(z) # f(x)}) < €. Poi si definisca

91 () se |z| <1,
g(z) =
max{gl(l‘)w"agn(m)} sen—1< |I| Sn, n > 17

e si mostri che g verifica la tesi. Infine si generalizzi al caso di f di
segno qualunque.|

2. Sia f = xc,, ove C¢ & l'insieme di Cantor (paragrafo 1.6). Fissato
€ > 0, si determini esplicitamente una funzione continua ¢, nulla fuori

di [0, 1], tale che m({z e R: f(x) # g(x)}) < e.

3. Sia f(r) = max{l —n d(z,C),0}, ove C' = C}3 ¢ I'insieme ternario di
Cantor. Si verifichi che f,, — 0 q.o. in [0, 1] e, fissato € > 0, si determini
esplicitamente un insieme misurabile £ C [0,1] tale che m(E) < ¢ ¢
fn — 0 uniformemente in [0,1] \ E.

3.5 Convergenza in misura
Sia (X, F, 1) uno spazio misurato. Introduciamo ora un tipo di convergenza
per funzioni che e di grande importanza in teoria della probabilita.

Definizione 3.5.1 Siano f,, [ funzioni misurabili q.o0. finite su X. Diciamo
che f, — f in misura per n — oo se per ogni 6 > 0 si ha

lim ({e € X ¢ |f,(@) ~ f@)] > ) =0,

Diciamo che {f,} ¢ fondamentale in misura se é una successione di Cauchy
rispetto alla convergenza in misura, ossia se per ogni 0 > 0 e per ogni € > 0
esiste v € N tale che

p{z e X @ |fulz) = f(x)] > 0}) <€ Vn,m > v.
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Quando p(X) = 1, la convergenza in misura viene chiamata, come ¢ giusto,
convergenza in probabilita.

Le proprieta della convergenza in misura ed i suoi legami con la convergenza
puntuale sono illustrati nella seguente

Proposizione 3.5.2 Sia (X, F, 1) uno spazio misurato, siano fn, f,g fun-
zioni misurabili q.o. finite su X.

(i) Se f, — f in misura e f, — g in misura, allora f =g q.0. in X.
(i) Se fn — f q.o. in X ed inoltre u(X) < oo, allora f, — f in misura.
(iii) Se f, — f in misura, allora {f,} é fondamentale in misura.

(iv) Se {fn} ¢é fondamentale in misura, allora esiste una sottosuccessione
{fu.} C {fn} che converge q.o. in X ad una funzione f misurabile e
q.o. finita su X.

(v) Se{f.} ¢ fondamentale in misura, allora esiste f misurabile e g.o. finita
su X tale che f, — f in misura.

Dimostrazione (i) Basta osservare che, per ogni k € N* e per ogni n € N,
1
v e X |f(@) - glw) > b C

C {xEX: 1f(z) = folz)| > %}U{xeX H fa(z) — g(2)| > %}

e che quindi dall’ipotesi segue che

p({xeX:|f(x)—g(x)|>%}) =0 VkeNt

da cui p({xr € X : f(z) # g(x)}) = 0.

ii) Per il teorema di Severini-Egorov, per ogni ¢ > 0 esiste £ € F con
g g

u(E) < e tale che f,, — f uniformemente in E°; ne segue che per ogni § > 0

si ha

{re X |fulr)— f(z)| >0} CFE definitivamente,

da cui

p{x € X i |fulz) — f(x)] > 0}) <« definitivamente:
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cio prova la tesi.

(iii) Basta notare che
o€ X |fule) = fule)] > 6}
c { € X < |fule) — ()] > g} 0 { € X1 /(&) — fule)| > g}

(iv) Poiché {f,} & fondamentale in misura, & possibile scegliere induttiva-
mente una sequenza {n;} C N tale che n; < njp1 e

p{r € X5 [ful@) = fu@)] > 274} < 2% Vnm>n,, VEEN*.
Poniamo Xy = X \ N, ove

N =|J{z € X : |fu(x)] = +o0}.
Allora, posto per k,j € N*
Ay ={z € Xo: |fu (@) = fu (@) >27%}, Bj=|JA4 B=[)B,
k=j

otteniamo

[e.o]

p(B;) < D (A <327

k=j

ed essendo u(By) < 1 si conclude che
u(B) = lim p(B;) = 0.
j—00

Notiamo ora che la successione { f,,, } converge uniformemente su X, \ B; per
ogni j € N*: infatti dall'uguaglianza Xo \ B; = (,Z;(Xo \ Ax) segue che se
q>p>7siha
1 -1

| frper (@) = frp(@)] < 27k Vo e Xy \ B;.
» P

=)

E

|y (2) = o, ()] <

>
Il
>
Il

Ponendo allora f(x) = limy_, fn, (), la funzione f & ben definita per ogni
z € ;2 (Xo\ Bj) = Xo \ B, ossia q.o. in X, ed ¢ ovviamente misurabile.
Inoltre, essendo

[f@) < [fo, (@) +1 VeeXo\B;, VjeNT,
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la f risulta finita in X, \ B, e quindi ¢ finita q.o. in X. Cio prova (iv).
(v) Siae > 0; poiché la successione { f,,} ¢ fondamentale in misura, per ogni
0 > 0 esiste v € N tale che

pfz € X o [fo(a) = fm(2)| > 0}) <& Vn,m=w.

Da (iv) segue che esiste una sottosuccessione {f, } C {f.} che converge
puntualmente q.o. in X ad una funzione f q.o. finita. Inoltre in corri-
spondenza di ¢ esiste un insieme B € F con pu(B) < ¢, tale che f,, — f
uniformemente in B¢ basta prendere come B uno dei B; della dimostra-
zione di (iv), con j sufficientemente grande. Allora per ogni 6 > 0 l'insieme
{r € X :|fn,(x)—f(x)| > &} & contenuto in B per ogni k abbastanza grande,
cosicché esiste kg € N tale che

p({z € X [fy (z) — f(z)| > 0}) Spu(B) <e  Vk =k
Ma allora per ogni n > v si ha, scelto k tale che k > kg e ny > v,
{v e X :|fulx) — f(z)] > 26} C
Clre X :|fulz) = fo ()] >} U{z € X1 |fn,(2) = f2)] > 6},

da cui
pw{x € X o |fu(z) — f(x)] > 20} < 2e.

Ne segue la tesi per I'arbitrarieta di 6. 0O

Esercizi 3.5

1. Supponiamo che f, — f in misura e che g, — ¢ in misura. Si provi
che:

i) fn+ g, — [+ g in misura;
ii) Af, = Af in misura per ogni A € R;

iv) se u(X) < oo, allora f,g, — fg in misura,

v) se u(X) < 0o e fu, f sono q.o. diverse da 0, allora + —

(
(
(iii) |fn| — |f] in misura;
(
( 7.

1 -
< In
f
misura.

2. Sia p(X) = oo. Esibire esempi di successioni {f,},{gn} tali che:
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(i) fn — f in misura, g, — ¢ in misura, ma f,g, /4 fg in misura;
ii) f, — f in misura, f,, f sono q.o. diverse da 0, ma -+ 1n
4 Fa 77 F
misura.

. Esibire esempi di successioni { f,,} tali che:

(i) fu— f q.0. in X ma f, /4 f in misura;
(i) f, — f in misura ma f, 4 f q.o0. in X.

. Sia u(X) < oo, sia {f,} una successione di funzioni misurabili q.o.
finite e sia f un’altra funzione misurabile e q.o. finita. Si provi che
fn — [ in misura se e solo se per ogni sottosuccessione {f,, tren di
{fn} esiste un’ulteriore sottosuccessione {f,, }nen che converge a f
q.o. in X.

. Sia g : R = R una funzione uniformemente continua. Si provi che se
fn — f in misura, allora g o f,, — g o f in misura. E vero questo
risultato se g e soltanto continua?
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Capitolo 4

L’integrale

4.1 Integrale di funzioni semplici

Sia (X, F,u) uno spazio misurato. Introdurremo la nozione di integrale ri-
spetto alla misura g per una sottoclasse di funzioni misurabili: quelle, ap-
punto, integrabili. Se, in particolare, lo spazio misurato ¢ (R, M,m) op-
pure (RY, My, my), otterremo 1'integrale di Lebesgue 1-dimensionale o N-
dimensionale.

Cominciamo allora col definire 'integrale per le funzioni semplici. Ricordia-
mo che, in base all’esempio 3.1.4 (2), ogni funzione semplice ¢ si puo scrivere
in modo canonico come

p=> aixa, Ai={reX:p()=a},
=0

dove gli «a; sono i valori assunti da ¢; in particolare gli A; sono elementi
disgiunti di F e la loro unione e tutto X.

Per introdurre l'integrale, bisognera distinguere tra funzioni di segno co-
stante (sicuramente integrabili) e di segno variabile (non necessariamente
integrabili).

Definizione 4.1.1 Sia ¢ € S, e sia Y . ,a;xa, la sua rappresentazione
canonica (con A; ={x € X : p(x) = a;}).

Se ¢ > 0, I’ integrale di ¢ su X rispetto e alla misura p é il numero non
negativo (eventualmente +00)

/ pdp =Y ai(A;)
X i=0
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(si ricordi la convenzione 0 - 0o = 0).
Se ¢ assume anche valori negativi, posto

p" =max{p,0}, ¢~ =-min{y,0},
diciamo che ¢ ¢é integrabile su X (rispetto a p) se almeno uno fra i due
integrali | X otdu, [ ¥ du ¢ finito; in tal caso lintegrale di ¢ rispetto alla

misura | €
/@duz/w+du—/w‘du~
X X X

In particolare, dunque, le funzioni semplici non negative sono sempre inte-
grabili.

Se entrambi gli integrali [ ¢Tdp, [, @~ dp sono finiti, diciamo che ¢ ¢
sommabile su X (rispetto a ).

Osservazioni 4.1.2 (1) Una funzione semplice ¢ ¢ sommabile su X se e
solo se si ha ¢ € 8y, ossia ¢ e nulla al di fuori di un insieme di misura
finita. Infatti, sia ). ,a;xa, la rappresentazione canonica di ¢: se ¢ &
sommabile, allora tutti gli A; relativi a valori o; # 0 devono avere misura
finita, altrimenti ci sarebbe un addendo infinito nella somma Y\ a;u(A;).
Viceversa, e chiaro che se tutti gli A; relativi ad a; # 0 hanno misura finita
allora ¢ ¢ sommabile.

(2) Se ¢ € &, e se Z;”ZO BixB; ¢ una qualunque rappresentazione della
funzione ¢ tale che 5; € R e B; € F, con p(B;) < oo allorché ; # 0, allora

si ha .
Zﬂju(Bj)z/ pdu
=0 X

(esercizio 4.1.1); dunque 'integrale di funzioni di Sy non dipende dal modo
in cui si rappresenta la funzione come combinazione lineare di funzioni carat-
teristiche di insiemi di misura finita. Si noti che questo non e vero se si toglie
la condizione che gli insiemi abbiano misura finita: ad esempio in (R, M, m)
possiamo scrivere
X[0,1] = X[0,00] — X]1,00]

e benché risulti [, xp1ydm = 1, la somma m([0,00[) — m(]1,c0[) non ha
Senso.

Lemma 4.1.3 Siano ¢, € S non negative. Allora
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(i) per ogni a € R si ha [, (ap)dp = a [y ¢ dy;
(ii) risulta [ (@ +¥)du= [y pdu+ [ ¥du.

Dimostrazione (i) Se o > 0 & un’ovvia conseguenza della definizione 4.1.1;
se a < 0, basta osservare che (ap)™ = |ajp™ e (ap)™ = |ale™.

(i) Siano D77, aixa, e Y5, Bjxp, le rappresentazioni canoniche di ¢ e
Y; sia inoltre > ) _, Anxr, la rappresentazione canonica di ¢ + ¢ (in par-
ticolare, si ha X = U, Ai = Uj_; Bj = Up—o En). A ciascun valore Ay,
h=0,1,...,p, corrisponde una coppia, non necessariamente unica, di indici
(4,7) (coni € {0,1,...,n} e j € {0,1,...,m}) tale che A\ = a; + f3;. Detto
Fy, I'insieme di tali coppie di indici, si ha (i, j) € F}, se e solo se A\, = a; + f3;;
quindi si puo scrivere

Ey={re X o) +¢@) =M= |J AnB,

(17])€Fh

da cui

wB) = Y wANB).

(17J)€Fh

Si deduce allora, per I'additivita della misura g,

/X(@‘i‘?ﬂ)dﬂ = Z)\hM(Eh Z Z (i + Bj)u(A; N By) =

h=0 (4,5 EFh
— Z Z aip(A; N By) + Z Z Biu(A; N By) =
i=0 j=0 j=0 =0

= ;am(fli)Jr;ﬁju(Bj):/Xsodqu/deu- D

Esercizi 4.1

1. Si verifichi che se p € S, e se risulta

ZOQXA ZBJXB v € X,

74



con u(A;) < 0o e p(Bj) < oo allorché a; # 0 e B; # 0, allora

aip(A;) = ZBjM(B;)

cosicché l'integrale di una funzione semplice € indipendente dalla rap-
presentazione usata per descriverla.

[Traccia: si osservi che se i B; sono disgiunti la verifica ¢ facile.
Altrimenti, risulta

UB _U U Cil ,,,,, ip Cil ..... ih:ﬂBiq\ U Bj;

h=10<i1<...<ip<s q=1 JF15e0h

r

=0

si provi che i Cj, _;, sono disgiunti e che Cj,
i1,...,%, € se ne deduca che

Zﬁju(Bj) = Z Z Zﬁjﬂ(@l ,,,,, i N Bj) =

Da qui si ricavi 'uguaglianza cercata.]

. Siano €,(x), x € R, le funzioni introdotte nell’esercizio 3.1.7. Si calcoli
per ogni n € Nt Dintegrale
/ €n X[0,1] dm,
R

ove m e la misura di Lebesgue.

. Sia W C [0,1] un insieme non misurabile secondo Lebesgue. Posto

1
A=sup{/ pdm, ¢ €8, OSSOSXW},
0
si provi che:

(i) X=sup{m(E): EeM, ECW}
(i) m*(W)=inf{m(F): FeM, FOW} >\
(iii) m*(W) +m*([0,1]\ W) > 1.
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4.2 Integrale di funzioni misurabili

Estenderemo ora I'integrale ad una vasta sottoclasse delle funzioni misurabili.
In tutto il discorso che segue (X, F, u) € un fissato spazio misurato.

Definizione 4.2.1 Sia f € Mx. Se f > 0, l’integrale di f su X rispetto
alla misura p & il numero (eventualmente +oco)

/fdu—sup{/ pdp: p €S, Oésoéf}.
X X

Se f assume anche valori negativi, posto

f+ :max{f,O}, f_ - _min{f70}7

diciamo che f ¢ integrabile su X (rispetto a p) se almeno uno fra i due
integrali fX frdu, fX f~du e finito; in tal caso lintegrale di f rispetto alla

misura [t €
/fduz/ﬁdu—/ fdp.
X X X

In particolare, le funzioni misurabili non negative sono sempre integrabili.
Se entrambi gli integrali [ f*du, [y f~dp sono finiti, diciamo che f é
sommabile su X (rispetto a ).

Definizione 4.2.2 Sia D € F, sia f € Mp. Diciamo che f ¢é integrabile
su D rispetto alla misura p se, estesa f in modo arbitrario su tutto X, la
funzione fxp € integrabile su X ; in tal caso si pone

/Dfduz/XfXDdu-

Se tale integrale ¢ finito, si dice che f é sommabile su D (rispetto a p).
Denoteremo con LY(D,F,u), o semplicemente con L'(D), l'insieme delle
funzioni sommabili su D.

Osservazioni 4.2.3 (1) Per le funzioni ¢y € S, la definizione 4.2.1 & in
accordo con la definizione 4.1.1.

(2) Se f & non negativa e sommabile su X, allora

/fd,u:sup{/ pdp: p € So, OSSOSf}
X X
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(esercizio 4.2.9).

(3) Se f ¢ una funzione misurabile su X, e se B € F con pu(B) = 0, allora f
¢ integrabile su B e [ 5 S du = 0. Infatti, per definizione, gli integrali su B di
fT e f~ sono entrambi nulli in quanto ogni funzione semplice non negativa
su B ha integrale nullo su B.

(4) Se f non ¢ misurabile, la quantita introdotta nella definizione 4.2.1 ha
ancora senso, ma non gode di buone proprieta (si veda l'esercizio 4.2.16).

Analizziamo le proprieta dell’integrale appena definito.

Proposizione 4.2.4 Sia D € F, siano f,g integrabili su D. Valgono 1
sequenti fatti:

(i) (monotonia) se f < g, allora [, fdu < [, gdu;
(i) [ [y fdul < fp1fldu;
(iii) (omogeneitd) [, afdu=a [, fdu per ogni a € R.

Dimostrazione (i) Sesi ha 0 < f < g, la tesi ¢ facile conseguenza delle
definizioni 4.2.1 e 4.2.2. Nel caso generale, si osservi che da f < ¢ segue
f~>g e ft <g"; dunque, per il caso precedente,

/f*dué/fdu? —/fdué—/gdu.
D D D D

Sommando le due disuguaglianze, per ipotesi non si ottiene mai 4(oco — 00),
cosicché si deduce la tesi.

(ii) Ovvia conseguenza di (i).

(iii) Sea >0e f > 0, la tesi segue facilmente dalle definizioni 4.2.1 ¢ 4.2.2 ¢
dal lemma 4.1.3; se & > 0 e f & arbitraria, scrivendo f = f*— f~ e osservando
che (af)* = af*, la tesi segue utilizzando la parte gia dimostrata. Se o < 0,
basta applicare nuovamente la definizione di integrale, tenendo conto del fatto

che (af )" = lalf™ e (af)” =lalfT. D

Prima di dimostrare ’additivita, e quindi la linearita, dell’integrale, proviamo
che I'integrale ¢ numerabilmente additivo rispetto all’insieme di integrazione:
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Proposizione 4.2.5 Sia f una funzione integrabile su X. Se { A, }nen € una
famiglia di insiemi misurabili fra loro disgiunti, allora posto A =,y An st

ha
fdp = fdu.
Jra=%,

Osservazione 4.2.6 Si noti che, essendo ovviamente f@ fdp =0 per ogni f
integrabile, nel caso in cui f > 0 questa proposizione ci dice che la funzione
di insieme
NE) = [ fan  EeF
E

¢ una misura definita sulla o-algebra F.

Dimostrazione della proposizione 4.2.5 Se f = xg, con FE € F, la tesi
segue dalla definizione 4.1.1 e dalla numerabile additivita di . Se f € S e
f >0, il risultato segue allo stesso modo.

Sia ora f misurabile e non negativa e supponiamo dapprima che f sia som-
mabile su A. Fissato ¢ > 0, dalla definizione 4.2.2 segue che esiste p € S
tale che 0 < p < fxa e

/wdu=/¢du>/fodu—6-
A X X

Poiché, per quanto gia dimostrato,

/Asodu—Z/Anwdu,

neN

si deduce, essendo 0 < x4, < fxa, , che

Fdp= | fxadu<) | pdpte<) | fdu+te,
A X An An

neN neN

e dall’arbitrarieta di € segue

/Afdus ZN [ ran

Proviamo ora la disuguaglianza opposta. Per ogni ¢ > 0 e n € N, esiste
Y, € S tale che 0 <, < fxa, €

g
d Ay — ——
/x% M>/Anf ST
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posto, per ogni N € N, pn = Zﬁ;o ¥y, , grazie al lemma 4.1.3 si ha py € S
e 0 <y < fxa; ne segue

nXN::O/Xw”d“:/XS"NdNS/XfXAd/LZ/Afdu,

/Afdu>n§;</f1nfd#_2:“) >§;/Anfdu_a

Per N — oo si ha allora

/fduEZ/ fdu—e Ve > 0,
A n=0 "+ 4n

/Anfdu.

Cio conclude la dimostrazione nel caso in cui f ¢ non negativa e sommabile
suA. lcasoincui f >0e fA fdu = 400 & analogo (fissato M > 0, basta
selezionare ¢ € S tale che 0 < ¢ < fya e fxgpd,u > M, e poi procedere
come prima).

Infine se f e un’arbitraria funzione integrabile, basta applicare la parte gia
dimostrata a f* e f~ e poi sottrarre le uguaglianze ottenute (una delle quali
¢ sicuramente tra quantita finite). 0O

da cui

cioe

[rin=¥

neN

Osservazione 4.2.7 Dalla precedente proposizione segue questa utile pro-
prieta: se g e integrabile su D e f e una funzione misurabile su D tale
che f(x) = g(x) qo. in D, ove D € F, allora f ¢ integrabile su D e
[p fdu= [, gdu. Infatti, posto B ={z € D: f(z) # g(x)},siha Be Fe
wu(B) = 0; quindi, scrivendo D = (D \ B) U B e utilizzando la proposizione
4.2.5 si ottiene

/f+dM: f*dwr/f*du:/ g+du+/f+dm
D D\B B D\B B

poiché, per I'osservazione 4.2.3, [, ftdu = [, g"dp =0, si deduce

/f*duz/ g+du=/g+du'
D D\B D
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Analogamente,

/f‘duz/ g‘duz/g‘du,
D D\B D

da cui, essendo g integrabile su D, la tesi.

Proposizione 4.2.8 Sia D € F, siano f, g integrabili su D. Vale la sequen-
te proprieta:

(additivita) se non si ha [, fdu=— [, gdp = oo, allora

/D(erg)dﬂ_/DfdﬂJr/ngﬂ-

Notiamo che in effetti f + g non e definita sull’insieme
N={xeD: f(z)=—g(z) = oo}

il quale, per ipotesi, ha misura nulla (si veda anche 'esercizio 4.2.7). Quindi,
ponendo ad esempio f + g = 0 su N, nell'integrale a primo membro si puo
sostituire D con D\ N senza alterarne il valore, in virtu dell’osservazione pre-
cedente. Si osservi anche che, combinando questo risultato con la proprieta
di omogeneita (proposizione 4.2.4), si ottiene che l'integrale ¢ un’applicazione

hlleare:
()é’ + /39 d/l/ = 7 d + /B d

purché naturalmente siano ben definiti i due membri.
Dimostrazione Proveremo la tesi distinguendo vari casi.

I-f,9g>0. Siano ¢,y € § tali che 0 < ¢ < fxp, 0 < ¥ < gxp: allora
0< ¢+ <(f+g)xp e dunque, per il lemma 4.1.3,

/Xsodwr/xwdu:/)((wrwduS/D(erg)d/x;

per l'arbitrarieta di ¢ e v si ottiene

/Dfdu+/l)gdu§/jj(f+g)dﬂ-

Per provare l'altra disuguaglianza, introduciamo gli insiemi misurabili

D"={xeD:m< f(x)+g(x) <m+1}, meNT,
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={reD: f(z)+g(r) = +oo},

1 1
D,, = D:— < — +
. {xe m+1_f(m>+g(fv)<m}, m e N,

Dy ={zx € D: f(z)+ g(x) =0}.
Fissiamo (3 €]0, 1] e scegliamo ¢ € S tale che 0 < ¢ < 8(f+g)xp. Siano poi
{¢n} e {1} due successioni di funzioni semplici, costruite con la procedu-
ra descritta nella proposizione 3.1.7, convergenti puntualmente alle funzioni
fxp e gxp rispettivamente. Per 'osservazione 3.1.8, la convergenza delle ¢,
e delle v, & uniforme in ciascuno degli insiemi D™ e D,,, (m # oo). Dunque,
poiché

(f+9)—¢e=2Q=8)(f+g)2(1Q—=p)m  inD"
1-p
—p>(1-— >
(ft9)—e20=-Bf+9) 2 —7
p<f+g=+x in D>,
¥ = f +9g=0 in Dy, )

per ogni m € Nt U{oo} esiste v,, € N tale che per qualunque n > v, risulta

in D,,,

p<(f+g)—A=Fm<p,+¥, < f+g inD",

p<(f+g) — +ﬁ1§¢n+wn<f+g in D,,,
o<+, <4o0o=f+g in D>,
o=@, +Y,=0=f+4+¢g in Dy

Per I'additivita dell’integrale sulle funzioni semplici non negative e per la
monotonia, si ricava per ogni m € N* U {oco}

/mwdu < / (n + ) du =

= / on dp + wndu< fdu+/ gdu,
Dm m

/s@du S/ (On + V) dp =
D D
=/ ndpn + ¢ndu§ fdu+/ gdyu,
Dm Dm m
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cioe

/sodué/ fdu+/ gdp ¥Ym e NTU{oo},

/ odp < fdu+/ gdp ¥Ym € NT U {co}.
m Dm m
Sommiamo rispetto a m € NT U {oo}: dato che
D= ( U Dm> U D> U ( U Dm> U Do,
meNT meN+

per la proposizione 4.2.8 si deduce

/SDdMZ/SOdMS/fdMJF/ng,
X D D D

e per 'arbitrarieta di ¢,

6/[)(f+g)du§/Dfdu+/ngu.

Per g — 17 si ottiene la disuguaglianza cercata.

II - f,g < 0. In questo caso basta applicare il risultato del caso I alle
funzioni — f, —g e poi usare I'omogeneita.

Prima di passare agli altri casi, osserviamo che f+ g e sicuramente integrabile
suD: infattisiha (f+¢)" < fT+gte(f+9)” < f~+g, e daltra parte,
per ipotesi e per la parte I gia dimostrata, una almeno fra le funzioni f*+¢g*
e f~ 4+ ¢~ e sommabile su D.

IIT - f > 0, g < 0. In questo caso una almeno tra f e g ¢ sommabile.
Definiamo

St={xeD: f(x)+g(x) >0}, S ={reD: f(x)+g(x)<0}:

dato che fxs+ = (f + g)xs+ + (—g)xs=+, per le parti I e IT gia dimostrate si
ha
fdﬂz/ (f+g)du—/ gdp,
S+ S+ S+
/ gduz/ (f+g)du— [ fdu
_ _ P
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Supponiamo ora che, ad esempio, sia sommabile la f. Aggiungiamo ai due
membri delle uguaglianze precedenti rispettivamente le quantita — |, gt Jdue
[ [ du, e sottraiamo poi nella prima la quantita [, (f + g) du (che & finita
essendo 0 < f+ ¢ < f su ST), Si ottiene

S+fdu+/s+gdu=/s+(f+g)du=/D(f+g)+du,

S_fdu+/_gdu:/_(f+g)du:—/17(f+g)du.

A queste stesse uguaglianze si arriva supponendo sommabile ¢ in luogo di f.
Sommando le due equazioni (il che & lecito perché f + g & integrabile) si ha,
grazie alla proposizione 4.2.8, la tesi.

Notiamo che se ¢ f < 0 e g > 0, anziché f > 0 e g < 0, si ottiene la tesi
scambiando i ruoli di f e di g.

IV - f, ¢ di segno qualunque. Poniamo
Ft={xeD: f(z) >0}, F-={xz€D: f(zx) <0},
Gt ={x e D:g(x) >0}, G- ={reD:g(x) <0},
e decomponiamo X nell’unione disgiunta
X=(F'NGHUF"NGHU(F NGHU((F NG™).

Su ciascuno di tali quattro insiemi vale la relazione di additivita richiesta, in
virtu dei passi precedenti; quindi, tenuto conto dell’integrabilita di f + g, la
tesi segue grazie alla proposizione 4.2.8. O

Osservazione 4.2.9 Se f ¢ una funzione misurabile su X, allora | f| ¢ inte-
grabile su ogni D € F e si ha

/D!f|du=/Df+du+/Dfdu-

Infatti |f| = fT 4 f~, quindi la tesi segue dall’additivita dell’integrale (pro-
posizione 4.2.8).
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Esercizi 4.2

1. Sia f : R — R cosi definita:

0 sexe@Q

fl@)=9 n sex ¢ Q e la sua prima cifra decimale
non nulla ¢ la n-sima.

Si provi che f e misurabile rispetto alla misura di Lebesgue e si calcoli

I'integrale
/ Ix [0,1] dm.
R

2. Si verifichi che se f e sommabile su X, allora f ¢ sommabile su D per
ogni D € F.

3. Si verifichi che se D € F e f € Mp, allora f ¢ sommabile su D se e
solo se lo ¢ |f].

4. Si provi che se f ¢ una funzione definita in [a, b], misurabile secondo
Lebesgue e Riemann-integrabile in [a, b], allora f ¢ sommabile in [a, b].

5. Siano A, B € F con u(B) = 0. Si provi che se f ¢ integrabile su X,

allora
[ rau= | san
A AUB

6. Sia D € F esia f misurabile su D. Se esiste una funzione g, sommabile
su D, tale che |f| < g q.o. in D, si provi che anche f & sommabile su

D e che
/Ifldué/gdu'
D D

7. Sia D € F e sia f sommabile su D. Si dimostri che
u({z € D |f(@)] = +o0}) = 0.

8. Sia D € F e sia f misurabile su D. Si provi che [, |f|du = 0 se e solo
se f=0gq.0.in D.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Se f e sommabile su X e f > 0, si verifichi che

/fduzsup{/ pdp: ¢ € So, Oéwﬁf};
X X

utilizzando la funzione xjo o[ nello spazio misurato (R, F,m), ove m &
la misura di Lebesgue e F ¢ la o-algebra definita da

F=Mj_woqU{EeM:E=AU0,00[, Ac M_»0},
si provi che I’enunciato precedente non vale se f e soltanto integrabile.

Se (X, F, ) € uno spazio misurato o-finito, si provi che per ogni fun-
zione f non negativa ed integrabile su X si ha

/fduzsup{/ pdu: ¢ € So, OSsoéf}-
X X

Se f & sommabile su X (oppure (X,F,u) € uno spazio misurato o-
finito) e f <0, si verifichi che

/fduzinf{/ cdu: €S, 029@2}”}-
X X

Sia f sommabile su X; si provi che l'insieme {z € X : f(z) # 0} ¢
o-finito, cioe € unione numerabile di insiemi misurabili A, C A, di
misura finita.

Sia f misurabile e q.o. finita su X, con p(X) < oo. Posto, per ogni
neNE, ={xe X :n—1<|f(x)] < n}, si provi che f &
sommabile se e solo se laserie Y >~ n u(E,) ¢ convergente. Che succede
se u(X) = 4007

Sia f sommabile su X. Posto, per ognin € N, F,, = {x € X : |f(x)| >
n}, si provi che risulta lim,, . nu(F,) = 0. E vero il viceversa?

Sia (X, F, i) uno spazio misurato con u(X) < oo. Si definisca I'insieme

M ={f:X — R: f & misurabile e q.o. finita}
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e si consideri I'insieme quoziente My = M/ ~, ove
f~g = f=g¢ q.o.inX.
Posto

_ [/ — gl
d(f’g)_/xl‘i“f_gl d:uv f,gEMo,

si provi che:

(i) d & una distanza su My e (M, d) € uno spazio metrico completo;

(i) si ha d(f,, f) — 0 se e solo se f, — f in misura.

16. Si mostri che la definizione 4.2.1 ¢ applicabile anche a funzioni non
misurabili, ma che in tal caso I'integrale non e necessariamente additivo.
[Traccia: si considerino f = xw e g = Xjo\w, con W C [0, 1] non
misurabile secondo Lebesgue, e si applichi 1'esercizio 4.1.3.]

4.3 Passaggio al limite sotto il segno di inte-
grale

Una delle pit importanti caratteristiche della teoria dell’integrazione che stia-
mo esponendo ¢ il fatto di poter scambiare fra loro le operazioni di limite e
di integrazione sotto ipotesi molto blande. Il primo risultato di questo tipo
riguarda successioni crescenti di funzioni non negative, ed e di grande impor-
tanza perché si applica in modo naturale alle serie di funzioni assolutamente
convergenti.

Teorema 4.3.1 (di B. Levi, o della convergenza monotona) Sia (X,
F, i) uno spazio misurato, e sia {f,tnen una successione di funzioni mi-
surabili definite su X, tali che 0 < f, < fnoi1 per ogni n € N. Posto

f(z) =lim, o fo(x), si ha

lim fndu:/ fdu.
b's b's

n—0o0

Osserviamo che il risultato e falso se si sopprime qualcuna delle ipotesi. Ad
esempio, in (R, M,m) le funzioni f, = —Xn,cc] formano una successione
crescente ma non positiva, e risulta

/fnd,u:—oo Vn € N, /lim fndp = 0;
X Xn~>oo
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invece le funzioni f, = Xjnn+1) SONO non negative ma non formano una
successione crescente, e risulta

/fnd,uzl Vn € N, /lim fadp=0.
b X

n—oo

Dimostrazione (<) Evidente conseguenza della monotonia dell’integrale
(proposizione 4.2.4).

(>) Fissiamo ¢ € S tale che 0 < ¢ < f, e sia f €]0,1[. Gli insiemi
A, = {x € X : fu.(x) > By(z)} appartengono a F, si ha 4, C A, e
U,hen An = X. Per monotonia ed omogeneita (proposizione 4.2.4) si ha per
ogni n € N

B An?ﬂdM:/A"B?ﬁduS/AnfnduS/andu.

Poiché, per l'osservazione 4.2.6, A\(F) = fE WYdp € una misura, utilizzando la
proposizione 2.1.5 si ricava per n — 00

6 [ vdu=plim [ vap<tim [ foan voeoal
Passando al limite per 5 — 17, si ottiene

/l/JdpL:/ wduglim/fndu VeSS con 0<1<f
X Xo n—oo [y

da cui la tesi per definizione di integrale. O

Se la successione di funzioni non negative non e crescente, il teorema di B.
Levi non ¢ applicabile, ma vi ¢ comunque un criterio di passaggio al limite.

Proposizione 4.3.2 (lemma di Fatou) Sia (X, F, 1) uno spazio misurato
e sia {fntnen una successione di funzioni misurabili e non negative. Allora
posto f(x) = liminf, . fn(x), si ha

/ fdu < liminf/ fndu.
X n—oo X

Dimostrazione Si ha f = sup, inf,,>, f,,; quindi, posto g, = inf,,>, fm,
la successione {g, }nen verifica le ipotesi del teorema di B. Levi. Ne segue,
essendo ovviamente g, < f,,

/fd,u: lim/gndugliminf/fndu. O
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Il pitt importante teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale ¢
pero il seguente:

Teorema 4.3.3 (di Lebesgue o della convergenza dominata) Sia (X,
F,p) uno spazio misurato, e sia {fn}nen una successione di funzioni misu-
rabili tali che:

(1) Flim, o fu(z) = f(x) per ogni x € X;
(i) |fu(2)| < g(x) per ognix € X, ove g é una funzione sommabile su X.

Allora

n—oo

3 lim fndp:/ fdpu.
X X

Si osservi che la tesi del teorema si puo rafforzare: in effetti si puo concludere
che lim,, o [ « |fn = fldp = 0 (basta considerare le funzioni | f,, — f| in luogo
delle f,,, ed osservare che esse tendono puntualmente a 0 e sono “dominate”
dalla funzione sommabile 2g).

Dimostrazione Applichiamo il lemma di Fatou alle successioni {g + f,}
e {g — fa}, entrambe puntualmente convergenti e costituite da funzioni non
negative. Si ottiene

/(g—l—f)dugliminf/(g+fn)du:/ gdu+liminf/ fndp,

/ (9—f)dp < liminf/ (9 — fo)dp = / gdp — limsup/ o 11
X n—eo Jx X n—oo JX
Sottraendo la quantita finita [ « 9dp, si ottiene

limsup/ fndu < / fdugliminf/ frndu,
n—oo JX X n—oo  Jx

cioe la tesi. O

Il teorema di Lebesgue ha anche una versione “continua”, di grande impor-
tanza nelle applicazioni.

Teorema 4.3.4 Sia (X, F,u) uno spazio misurato, sia ty € R e sia f :
X xR\ {to} = R una funzione tale che:

(1) f(,t) & misurabile su X per ognit € R\ {to};
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(i) |f(z,t)] < g(x) per ognix € X et € R\ {to}, con g sommabile su X;
(iii) 3 lim f(x,t) = F(z) per ogni x € X.
t—to

Allora
aggg/xf(-,wdu:/xmu.

Dimostrazione Sia {¢,},en C R\{to} un’arbitraria successione che tende a
to per n — oo; posto f, = f(+,t,), la successione { f,,} converge puntualmente
a I'in X ed e dominata dalla funzione sommabile g. Dunque per il teorema
di Lebesgue

I lim [ f(-,t,)du :/ Fdu.
X X

n—o0

Dall’arbitrarieta della successione {t,} segue la tesi. O
Esempio 4.3.5 Sia f:R? — R tale che:

(i) f(-,t) ¢ sommabile su R per ogni t € R;

(i) f & derivabile rispetto a ¢ in ogni punto (z,t) € R?;

(iii) ‘g—{(x,tﬂ < o(x) per ogni (z,t) € R?, ove ¢ ¢ una funzione sommabile
su R.

In queste ipotesi si ha, indicando con m, la misura di Lebesgue rispetto alla
variabile z,

d of
J— tydm, = | —(x,t)dm, .
dt/Rf(x’)m /Rat(x ) dm
Infatti, fissato ¢t € R, i rapporti incrementali

e L

verificano le ipotesi del teorema 4.3.4 perché, grazie al teorema del valor
medio,

0
)] = | )

ove &, € un opportuno punto compreso fra t e t + h; ne segue che

Ellim/th(x) dmx:/R%(x,t) dm,, ,

h—0

<¢(z) Vh#0, VreR,

che € quanto si voleva.

89



Esercizi 4.3

1.

Dimostrare che il teorema di B. Levi e ancora valido se si suppone che

per ogni n € N le relazioni 0 < f,, < f,41 siano verificate soltanto q.o.
in X.

Si provi questa generalizzazione del teorema 4.3.1: se le funzioni f,, sono
misurabili e verificano f,,1 > f, > g, ove g € una funzione sommabile
su X, allora posto f(x) = lim, ., f.(z), si ha

n—oo

lim fn du = / fdpu.
X

. Sia {f,}nen una successione di funzioni misurabili e non negative su

X. Si provi che
fodpt = / furd

Dimostrare che il lemma di Fatou ed il teorema di Lebesgue sono ancora
validi supponendo che per ogni n € N la relazione puntuale richiesta
per f, sia verificata soltanto q.o. in X, anziché per ogni x € X.

Esibire una successione { f,,} di funzioni misurabili tale che

/hm inf f, du < hm mf/ fndp < lim sup/ fndp </ limsup f,, du.
b's b's b's

n—s00 n—300 n—soo
[Traccia: per ogni n € N si ponga fon1 = X315 font2 = X[0,1/3]-)
Sia {f,} una successione di funzioni integrabili su X, tale che:

i) fu(x) = f(x) qo. in X per n — oc;

i) |fu(z)| < gun(z) q.0. in X per ogni n € N;

(
(
(iii) gn(x) — g(x) q.0. in X per n — oo;

(iv) g, e g sono sommabili su X e fXgndu — fngu per n. — o0.
Si provi che

3 lim fn dp = / fdpu.

n—oo
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7.

8.

9.

10.

11.

12.

Sia {f,} una successione di funzioni misurabili su X. Se

S [ 1ddu <o
n=0 X

si provi che >~ f, & sommabile su X e che

/X;fnduzg/)(fndu-

Sia (X, F, 1) uno spazio misurato. Se f & sommabile su X, si provi che
3 Jim [ 1 = e € X2 £ () £ 0)),
n o0 X

Si provi che se {f,} e una successione di funzioni sommabili tale che
p
Jx [fa — fldp — 0, allora f,, — f in misura. E vero il viceversa?

(Teorema di Severini-Egorov con convergenza dominata) Sia {f,} una
successione di funzioni misurabili su X, tali che f,,(x) — f(x) q.0. in X,
e supponiamo che esista g sommabile su X per cui risulti | f,,(z)| < g(x)
q.o. in X per ogni n € N. Si provi che per ogni € > 0 esiste un insieme
misurabile E con u(E) < ¢, tale che f,, — f uniformemente in E° per
n — oo.

[Traccia: si ripeta, con le modifiche necessarie, la dimostrazione del
teorema 3.4.2.]

(Lemma di Fatou per la convergenza in misura) Sia {f,} una succes-
sione di funzioni misurabili e q.o. finite su X, con f,, > 0 q.o.; si provi
che se f,, — f in misura, allora

Og/fdugliminf/ [ 1.
X n— o0 X

[Traccia: per assurdo, usando la definizione di minimo limite, si tro-
vera una sottosuccessione di {f,}, dalla quale si estrarra un’ulteriore
sottosuccessione a cui applicare il lemma di Fatou ... ]

Si provi che se f,, — f in misura, e se esiste una funzione sommabile g
tale che |f,| < g q.0., allora [, |f, — f]dp — 0.
[Traccia: si applichi l'esercizio precedente a 2g £ | f,, — f|.]
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13. Sia {F;}ecpo,) una famiglia di o-algebre di sottoinsiemi di un fissato
insieme X. Per ogni t € [0,1], sia y; una misura su (X, F;); posto
F = ﬂte[o,l] F: , supponiamo che per ogni E € F la funzione t — u;(E)
sia misurabile secondo Lebesgue.

(i) Si provi che la funzione

W(E) = / w(E) di

¢ una misura su (X, F);
(ii) si descriva esplicitamente la misura p nei casi seguenti:

(a) X =[0,1], 7+ = M, p; = misura di Dirac concentrata nel
punto ¢,
(b) X =1[0,1], i, =M, w(E) =m(EN]0,1]).

4.4 Confronto fra integrale di Riemann ed
integrale di Lebesgue

Consideriamo lo spazio misurato (R, M, m). Come suggerisce 'esercizio
4.2.4, sembra esserci una relazione fra 'integrabilita secondo Riemann e la
sommabilita secondo Lebesgue: come vedremo subito, la prima implica la se-
conda e l'integrale di Riemann di una funzione, se esiste, coincide con quello
di Lebesgue. Cio, fra 'altro, ci permettera di dire che il calcolo esplicito di
un integrale di Lebesgue, quando ¢ possibile, si fa esattamente come siamo
da sempre abituati a fare. Questo paragrafo ¢ dedicato al confronto tra le
due nozioni di integrale, compreso il caso degli integrali di Riemann impro-
pri; daremo anche una caratterizzazione delle funzioni Riemann integrabili
in termini della misura di Lebesgue.

Indicheremo con R(a,b) 'insieme delle funzioni Riemann integrabili sull’in-
tervallo [a,b] C R, e con £(a,b) quello delle funzioni Lebesgue sommabili su
la, b]; denoteremo rispettivamente con

bf(a:) dx, bfdm
/ /

gli integrali di f su [a,b] secondo Riemann e secondo Lebesgue.
Per quanto riguarda l'integrale di Riemann su un intervallo, vale il seguente
risultato:
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Proposizione 4.4.1 Se f € R(a,b), allora f € L(a,b) e

/abfdmz/:f(x)d:c;

viceversa, esistono funzioni sommabili su [a,b] che non sono Riemann inte-
grabili su |a, b].

Dimostrazione La funzione yg ¢ sommabile in ogni [a,b] C R, con inte-
grale nullo, ma non ¢ Riemann integrabile su alcun intervallo di ampiezza
positiva.

Dimostriamo l'enunciato principale. Sia f € R(a,b): proviamo per pri-
ma cosa che f & misurabile (rispetto alla misura di Lebesgue). Anzitutto
osserviamo che per ogni funzione ¢ costante a tratti e nulla fuori di [a, 0],

k
© = Z QX , I; Cla,b] intervalli disgiunti,
i=1

I'integrale di Riemann e quello di Lebesgue su [a, b] coincidono:

/abw(x) de = /abgodm _ Zz::aim(li).

Per definizione, poi, f ¢ limitata in [a, ] e si ha
b b
/ f(z)dz = sup {/ @dm : ¢ costante a tratti, ¢ < fin [a, b]} =

b
= inf {/ 1 dm : 1 costante a tratti, ¢ > f in [a, b]} .

Quindi esistono due successioni {¢,}, {1, } di funzioni costanti a tratti tali
che ¢, < f <1, in [a,b] e ff(wn — p)dm < % per ogni n € N*. Inoltre si
puo supporre che ¢, < @ni1 € ¥, > ¥,41 per ogni n (rimpiazzando ¢, con

MaXy<p Pk € Yy CON Milg<y, V).
Definiamo ora

Y =supp, = lim o, Y =inf, = lim 1, .
n n—oo n n—oo

Le funzioni ¢ e 1 sono misurabili (proposizione 3.1.6), e si ha ¢ < f < 9
dimostriamo che ¢ = ¢ q.o. in [a, b].
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Poiché 0 < ¢ —p < 9, — p, per ogni n € N*, per la monotonia dell’integrale
deduciamo

b
1
os/kw—mmnsﬁ Vn € N*,

quindi ¥ — ¢, essendo non negativa ed avendo integrale nullo, ¢ q.o. nulla in
la, b] per 'esercizio 4.2.7.

Pertanto abbiamo ¢ = f = 9 q.0. in [a,b]: dunque f coincide q.0. con
una funzione misurabile e quindi, in virtu della completezza della misura di
Lebesgue, ¢ essa stessa misurabile (osservazione 3.2.2).

Poiche f & limitata in [a, b], f & sommabile su [a, b]. Inoltre, per la monotonia

dell’integrale, per ogni coppia di funzioni costanti a tratti ¢, ), tali che p <
f < in [a,b], risulta

b b b
/wms/fM§/wm;

ne segue, per definizione di integrale di Riemann,

/abf(x)dxé/abfdméfabf(w)dﬂf,

il che prova che gli integrali di Riemann e di Lebesgue di f coincidono. O

Per quanto riguarda gli integrali di Riemann impropri, la situazione ¢ meno
facile. Ci limiteremo per semplicita a trattare il caso di integrali impropri su
0, 0o[; indicheremo con R*(0,00) la classe delle funzioni che sono Riemann
integrabili in senso improprio su tale semiretta: per definizione, si ha f &€
R*(0,00) se e solo se f € R(a,b) per ogni [a,b] C [0,00[ ed esiste finito il

limite b
il quale definisce appunto l'integrale improprio fooo f(z)dx.
Proposizione 4.4.2 (i) Se f € £'(0,00), allora in generale f ¢ R*(0,00).

(ii) Se f € £1(0,00), e se f € R(a,b) per ogni [a,b] C [0,00], allora f €
R*(0,00) e
dr = dm .
| t@de= [ rim
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(iii) Se f € R*(0,00) allora in generale f & L£'(0,00).
(iv) Se f,|f] € R*(0,00) allora f € L(0,00) e

/Ooofdm:/ooof(x)d:r.

Dimostrazione (i) La funzione xg ¢ sommabile su [0, co[ con integrale
nullo, e non appartiene a R*(0, o).

(ii) La funzione f & sommabile su [0, o[, e poiché per ipotesi essa ¢ anche
Riemann integrabile su ogni [a, b] C [0, co], dalla proposizione 4.4.1 segue che

/Obf(x)dx:/obfdm Vb > 0.

Passiamo al limite per b — +o0: per ogni z > 0 si ha

lim f($)X[0,b] () = f($)X[0,+00[($)’

b——+o0

ed inoltre
|f(@)xpp(x) < |f(x)]  Vo>0;

quindi dalla sommabilita di f e dal teorema 4.3.4 segue che

EI/OOOf(x)dx:/Ooofdm,

da cui la tesi.
(iii) La funzione
SNz ge >0

flo) = { 1 sex =0
e continua su [0, col; inoltre, come si sa, f € R*(0,00) mentre |f| ¢ R*(0, 00).
Ne segue che f non & sommabile su [0,00[: infatti se fosse f € £!(0,00),
avremmo anche |f| € £1(0,00), e allora da (ii) seguirebbe |f| € R*(0, 00),
cosa che non e vera.
(iv) Se f,|f] € R*(0,00), allora in particolare f,|f| € R(a,b) per ogni
[a,b] C [0,00[; dalla proposizione 4.4.1 segue allora che fx[,; ¢ misurabile
per ogni [a,b] C [0,00[, e quindi f, essendo il limite puntuale di fxjo. per
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n — oo, € misurabile. Inoltre, applicando il teorema di B. Levi (teorema
4.3.1) alla successione {|f|xpn}, si ottiene

“Vtdm = tim [ flam=1im [ p@lde= [ 1f@)dr
|, vtdm =t [ = i |

In particolare, tale integrale ¢ finito e pertanto |f| ¢ sommabile su [0, co[. Di
conseguenza f ¢ sommabile su [0, co[ ed applicando (ii) si ottiene la tesi. O

E possibile caratterizzare, tramite la misura di Lebesgue, le funzioni di
L'(a,b) che appartengono alla sottoclasse R(a,b). Si ha infatti:

Proposizione 4.4.3 Sia f : [a,b] — R wuna funzione limitata. Si ha f €
R(a,b) se e solo se linsieme dei punti di discontinuita di f é misurabile
secondo Lebesque ed ha misura nulla.

Dimostrazione (=) Sia f € R(a,b). Come abbiamo visto nella dimo-
strazione della proposizione 4.4.1, per ogni n € N esistono ,,, 1, costanti
a tratti in [a, b] tali che

b
. 1
On < Ony1 < f <Upg1 <Yy i [a, b, /(¢n—wn)dm<ﬁ,

ed inoltre, posto ¢ = sup,, ¢, € ¥ = inf, ¥, si ha ¢ < f < ¢ in [a,b] e

¢ =f =1 qo. in [a,b].
Definiamo ora

B ={x € [a,b] : In € NT : z & punto di discontinuita per ¢, o per ¥,},
P={zx€la,b]:p(r) <t(z)};

come si e visto P ha misura nulla, ed anche B ha misura nulla essendo al piu
numerabile. Quindi

A=BUPeM e m(A)=0.

Dimostriamo che f & discontinua al pit nei punti di A: cio provera la tesi.
Se z & un punto di discontinuita per f, devono esistere € > 0 e {xy }rey tali
che

lim z), = z, |f(zy) — f(x)| > e VkeN.

k—o00

Per provare che z € A, notiamo che se x € B allora evidentemente x € A;
se invece x ¢ B, allora x ¢ punto di continuita per tutte le funzioni ,,, 1.
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Dato che tali funzioni sono costanti a tratti, cio implica che per ogni n € N*
esiste k,, € N tale che

@n(xk) = Qpn(x>7 wn(xk) = %(ﬂf) Vk > k,.

Ne segue, fissando arbitrariamente n e scegliendo k > k,,,

Un(®) = nlar) > f(x) — flzx) se flag) < f(z) —¢
Un(r) — pnlx) > flan) — f(z) se flzx) > flz) +e.

In entrambi i casi si deduce

Un(x) = pn(z) = {

Un(7) = en(@) 2 |f(x1) — f(¥)| 26 VneNT,

e passando al limite per n — oo otteniamo

(x) = () +e > p(z).
Pertanto € P ed infine, come si voleva, © € A.

(<) Sia f limitata in [a,b] e continua salvo che in un insieme di punti di
misura di Lebesgue nulla. Per ogni n € N consideriamo la partizione m, di
[a, b i cui nodi sono

?

b—a), =012,

T, =a-+

e poniamo [I;;, = [z;_1,z;[, i = 1,...,2"; definiamo poi le seguenti funzioni
costanti a tratti:

on

277/
Spnzzlilffxfzn? ¢n:ZS}_lpf'le‘
2:1 m

=1

Dato che, per ogni n, 7,41 € piu fine di 7, , € chiaro che

[inbf[fzsooésonSwn+1§f§¢n+1§@/}n§¢o=?uz?f-
a, a,b

Quindi, posto ¢ = sup,, ¢, e ¥ = inf, 1,, si ha per il teorema di Lebesgue
b b b b
lim Ondm = / pdm, lim Yy dm = / Y dm,
a n—oo a a

n—o0 a
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da cui ,

b

n—oo a

Osserviamo ora che se € un punto di continuita di f, allora deve essere
o(x) = 1(x). Infatti, se f & continua in z, fissato € > 0 esiste § > 0 tale che
€
-l <d = IfE) - @) < S
allora, per n abbastanza grande, I'unico intervallo I;, a cui appartiene x &
contenuto in |z — 4, x + 6[. Di conseguenza si ha, per n abbastanza grande,

deln = @) f@)l <3,
e dunque
Un(x) — @p(x) =sup f — iInf f< % definitivamente.
Lin in

Quindi, a maggior ragione,
0 <o(z) —plr) <e.

Poiché e & arbitrario, deve essere p(x) = 1(z).
Per ipotesi, i punti di discontinuita di f formano un insieme di misura nulla:
ne segue, essendo ¢ < f < in [a,b],

o=f=1 q.o0. in [a,b],

cosicché f e misurabile grazie alla completezza della misura di Lebesgue.

Inoltre
b b b
/(pdm:/fdm:/wdm,

b
lim [ (¢Yn —¢n)dm =0.

n—oo a

ed in particolare

Per definizione di integrale di Riemann si conclude che f € R(a,b) e

/abf(:n)d:v:/abfdm. 0
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Esercizi 4.4

1. Determinare una successione di funzioni { f,,} definite in [0, 1], tali che:

1

(i) im f,(x) =0 Vz €[0,1], (i) lim [ f,dm=1.

n—oo n—o0 0

2. Determinare una funzione f, sommabile su R, ed illimitata sul comple-
mentare di ogni compatto.

3. Si consideri la funzione I' di Eulero, gia incontrata nel teorema 2.6.1.
Si provi che I' & una funzione di classe C*°, ed anzi analitica, su |0, ool,
e che

I (p) = / 2P~ (logz)" e dx Vp > 0.
0

4. Si consideri la funzione

/2 dt
F(a)z/o m, 0<a<l.
(i) Si verifichi che F ¢ di classe C* su |0, 1].
(ii) Si calcolino, se esistono, i limiti
lim F(a), lim F(a).

a—0t a—1—

n—+x
n + 2x

R = (Z5E) L sebed

Dimostrare che f,, > f,41 e calcolare lim, . f,(x); dire inoltre se si
puo passare al limite sotto il segno di integrale nei due casi seguenti:

(i) fooo fon(x)e*? dm, (i) fooo fu(x)e™®/2 dm.

6. Dimostrare le seguenti uguaglianze:

() [ |loga|de =, —— Vp>—1,

0 1-x n=1 (n+p)?

(i) 37 22 de =300 eVt € [-L 1],
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oo (=D)"
n=1 2n(2n)! ’

(iii) fol sinzlogrdr =)
(iv) lim, oo fon(l — Lyngp~lde =T(p) Vp >0,

fo et f dx—Zlengl/Q 5

Vl foo COST Jnn — ZOO_ (_1)n—1 n

et+1 n=1 n2+1
OO n? sin nx _ 2a(1+a?)
Vll fO n=1"_a7 dr = W Va > 1,

(viil) [ e cos v/ dr = 770 (<1)" gy
(i) limy, oo [°(1+ 2) 2 Y dp = 1,

1 2 2
x) Jo (£55) do = .

. 1, » 00 n’4n
(xi) [y (e =1)(logx+ 1)de => ", W ,

(x log x)2 . 1)nt1
Xll fO 1422 Zzn 0 2n+1)3 ’
sinh az o] 2a
(Xlll) fO sinh bz dr = ETL:O (2n+1)2b%—a? Vb >a> 0,

. 00 _ g2 . 00 —1)"n!
(xiv) [, e sinzdr =737, —2((2n)+1)! :

(xv) lflwdxzzoo_ (;1,3—&_1 Vk € N.

k' JO 14z n=1

. Calcolare, se esistono, i limiti

SNIRT ! 1 T * nx + 2?
(i) lim —dx, (i) lim —
n—oo [o T4 X n—o0 J 1+nx /
iy 1 *® sinny/x - cosnx - e *
(iii) lim > dr.
n—oo Jg nr +x

. Si verifichi che se @ > 0 si ha

n—oo [, 1+ 22

e che cio ¢ falso per a = 0.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Si provi che per p, ¢ > 0 risulta

dedurne che

— (=" S A G D | ™
— log2 T — log2+ .
D T TE2 D o= Dol T3/

n=0 n=0 n=0

Si provi che per |a| < 1 risulta

Ll-2 = a
du = -
/0 1—az® " ;(3714—1)(371—1—2)’

dedurne che

> 1 T i 1 T L
= s = — 10 .
~Bnt)Bn1+2) 33 = Gn+)6n+2) 6/3 3 °

n

Sia f :]0,00[— R una funzione misurabile, tale che le funzioni 2 f(x),
2” f(x) siano sommabili su 0, oo[, ove @, 8 sono numeri reali con o < f3.
Provare che z7 f(z) ¢ sommabile su ]0, co[ per ogni v €|a, f], e che la
funzione F(v) = [7° 27 f(x)dm ¢ continua in o, §].

Poniamo

_n (@)
Fn(t)—;/ﬂ{mdm, tER,

ove f € L*(R). Provare che se f ¢ continua in un punto ¢ € R, allora
Tim (1) = f(1).

Sia C¢ Dinsieme di Cantor di parametro & €0, [ (paragrafo 1.6). Le

funzioni x¢, sono Riemann integrabili su [0, 1]7

Sia f : [a,b] — R una funzione tale che per ogni z( € [a, b] esista finito
il limite
=1l .
(o) = lim f(x)
Dimostrare che f & limitata, che f e misurabile, e che f e Riemann
integrabile.

Si costruisca un elemento f € L'(0,1) tale che nessuna funzione equi-
valente a f sia Riemann integrabile.
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4.5 Assoluta continuita

Vogliamo analizzare alcune relazioni che possono intercorrere fra diverse mi-
sure definite su una stessa o-algebra. Consideriamo dunque un insieme X ed
una o-algebra F di sottoinsiemi di X; siano poi A e p due misure definite su

F.

Definizione 4.5.1 Diciamo che A é assolutamente continua rispetto a u, e
scriviamo A < i, se

EeF, wE)=0 =  M\E)=0.

Una misura A ¢ quindi assolutamente continua rispetto ad un’altra misura p
se ha (almeno) gli stessi insiemi di misura nulla che ha p.

Definizione 4.5.2 Sia A € F; diciamo che la misura {1 é concentrata su A
se si ha
w(E) = p(ENA) VE € F.

Questa definizione ¢ stata gia incontrata nell’esempio 2.1.3 (2). Si puo dire,
equivalentemente, che p ¢ concentrata su A se e solo se risulta u(E) = 0
per ogni E € F disgiunto da A. Si noti che I'insieme A non ¢ univocamente
determinato: se u e concentrata su A, allora p e concentrata anche su tutti
gli insiemi di F che contengono A, ed anche su quelli che differiscono da A
per un insieme di misura nulla (esercizio 4.5.1).

Definizione 4.5.3 Diciamo che )\ e singolare rispetto a p, e scriviamo \ L
1, se esistono due insiemi disqiunti A, B € F tali che X sia concentrata su
A e p sia concentrata su B.

Notiamo che la relazione di assoluta continuita e riflessiva e transitiva, mentre
quella di singolarita € simmetrica. Inoltre le due nozioni sono fra loro “duali”,
nel senso precisato dalla seguente

Proposizione 4.5.4 Siano A\, Ag, i misure sulla o-algebra F. Allora:
(1) se M L ey Lo, allora \y + Xo L pi;
(i) se A\ < p e X < p, allora Ay + Ay < p1;

(i) se My < e Xy L, allora Ny L As;
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(iv) se Ay < e Ny L, allora \y = 0.

Dimostrazione Vedere lesercizio 4.5.3. O

Il termine “assoluta continuita”, che sembra avere poca affinita con il con-
cetto espresso nella definizione 4.5.1, e giustificato dalla proposizione che
segue:

Proposizione 4.5.5 Siano \, u misure definite sulla o-algebra F, e suppo-
niamo che A\(X) < 4+00. Si ha A < 1 se e solo se per ogni e > 0 esiste § > 0
tale che

EeF, wlk)<é = INFE)<e.

Dimostrazione (=) Sia A < p. Ragioniamo per assurdo: negando la
tesi, otteniamo che esiste € > 0 tale che, per ogni n € N, si puo trovare
E, € F per il quale risulta u(E,) < 27" e A\(E,) > €. Posto allora

Fn:DEk, F=()F,=limsuwpE,
k=n

neN n—0o0

si ha . -
W) <3 nE) <> 2,
k=n k=n

da cui pu(F,) — 0 per n — oo; dato che F' C F,, per ogni n € N, si deduce
n(F) < p(F,) per ogni n € N e pertanto p(F) = 0.

D’altra parte, essendo F,, O E,, risulta A\(F,) > A\(E,) > € per ogni n € N;
e poiché F,, D F, 4, dal fatto che A(X) < oo e dalla proposizione 2.1.5 segue
che

A(F) = lim A(F,) > e.

n—oo

Quindi A non verifica la definizione di assoluta continuita rispetto a pu.

(<=) Ragionando nuovamente per assurdo, sia £ € F tale che u(E) =0 e
A(E) > 0: allora, scelto € €]0, \(E)], si ha

pw(E)=0<0 Y6>0, ma AFE)>e¢

contraddicendo cosi l'ipotesi. 0O

Osserviamo che la caratterizzazione fornita dalla proposizione precedente non
vale in generale per misure A non finite (esercizio 4.5.4).
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L’esempio tipico di una misura finita ed assolutamente continua rispetto ad
una misura assegnata p ¢ dato dall’integrale di una funzione p-sommabile.
Vale infatti la proprieta seguente (assoluta continuita dell’integrale):

Proposizione 4.5.6 Sia (X, F, 1) uno spazio misurato. Se f € una funzione
misurabile su X, allora la misura

NE) = [ Ifldn. B,
E
¢ assolutamente continua rispetto a . Se in particolare f € LY(X), allora

e una misura finita su X .

Dimostrazione Sia f € £}(X). Ovviamente allora risulta

A = [ 171 < .
X
Inoltre, se f & misurabile su X, allora |f| & integrabile e per ogni E € F con

u(E) =0 si ha A(E) = 0 grazie all’'osservazione 4.2.3. O

Uno dei piu importanti risultati di teoria della misura ¢ costituito dal vice-
versa di questa proposizione, noto come teorema di Radon-Nikodym; da esso
segue che se (X, F, p) € uno spazio misurato o-finito, allora ogni misura finita
A definita su F, assolutamente continua rispetto a pu, € del tipo

NE) = [ 1f1dy

per qualche f p-sommabile su X. Dimostreremo questo teorema pit avanti
nel corso.

Esercizi 4.5

1. Si provi che se p € una misura concentrata su un insieme A € F, allora
p & concentrata in ogni insieme B € F tale che u(A\ B) = 0, mentre
non ¢ concentrata su alcun insieme D tale che u(A\ D) > 0.

2. Sia (X, F, 1) uno spazio misurato e sia f € M.
(i) Si verifichi che S = {B C R : f~(B) € F} ¢ una o-algebra di

sottoinsiemi di R che contiene i boreliani ma non ¢ necessariamente
contenuta in M.
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(ii) Posto
A(B) = pu(f1(B)) VBE€S,

si provi che A\; & una misura su S, che Ay & concentrata su f(X),
e che se p ¢ completa, oppure finita, allora Ay ¢ completa, oppure
finita. Se p & o-finita, & vero che Af & o-finita? (Ricordiamo che,
allorché¢ X ¢ uno spazio probabilizzato, la misura Ay ¢ chiama-
ta misura immagine, o legge, della variabile aleatoria f; si veda
'esercizio 3.1.6.)

(iii) Si verifichi che
[ @iy = [ xwls@yan vBes
R X

e si deduca che se p(X) < oo allora
[awan = [ or@)dn g @SN,
R b
(iv) Si provi che se f,g € My, e se risulta u(f~*(g(X))) = 0, oppure
w(g T (f(X))) =0, allora Ay L A,.
(v) Sia X = [—1,1] e sia p la misura di Lebesgue su X. Se f(x) =
max {z,0} e g(x) = min {z, 0}, & vero che Ay L \,;?
. Si dimostrino gli enunciati della proposizione 4.5.4.

. Sia p la misura di Lebesgue su |0, 1], e poniamo
dt
ME)= | —, EeM, ECJ0,1].
gt
Si provi che A e assolutamente continua rispetto a u, ma non vale la
condizione espressa nella proposizione 4.5.6.

. Sia (X, F, 1) uno spazio misurato con u(X) < co. Se f,, f sono fun-
zioni misurabili tali che f,, — f in misura, si provi che, dette A\, e A le
leggi di f, e f rispettivamente, risulta

n—oo

lim [ gd\, = / gd\ Vg € C°(R) N L™(R).
R R
(Se u(X) = 1, in linguaggio probabilistico si dice che le variabili alea-

torie f,, convergono in legge alla variabile aleatoria f.)
[Traccia: Si utilizzi la formula illustrata nell’esercizio 4.5.2(iii).]
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4.6 Lo spazio L!

Poiché due funzioni sommabili che coincidono q.o. hanno lo stesso integrale,
conviene identificare fra loro le funzioni q.o. coincidenti, come si e fatto per
lo spazio L.

Sia dunque (X, F, ) uno spazio misurato e introduciamo nello spazio vet-
toriale £'(X) delle funzioni sommabili su X la seguente relazione di equiva-
lenza, gia introdotta nel paragrafo 3.2:

f~g = f(x) =g(z) qo. in X.
Definizione 4.6.1 Lo spazio quoziente L'(X)/ ~ si indica con L*(X).

Gli elementi di L'(X) sono dunque classi di equivalenza di funzioni sommabili
su X; la struttura vettoriale di L' ¢ la stessa di L™ ed ¢ ovvia.

Teorema 4.6.2 Lo spazio L*(X) ¢ uno spazio di Banach con la norma

1l = /X fldu

Dimostrazione La quantita || f||; dipende solo dalla classe [f] e non dal
rappresentante f, in virtu dell’osservazione 4.2.7; le proprieta che fanno di
essa una norma sono pressocché ovvie. Proviamo che L' ¢ completo rispetto
a questa norma.

Sia {[fu]}nen una successione di Cauchy in L': cio significa che per ogni
€ > 0 esiste v, € N tale che

[fnl = [mllls = Wlfn = Sl <& Yn,m = ve.

Dunque, scelto ¢ = 27%, k € N, si costruisce una successione strettamente
crescente {vy }ren tale che

H[kaH _fuk]Hl <2ik Vk € N.

Scegliamo, per ogni n € N, un elemento g, € [f,]: allora si ha

/ |gl’k+1 - gllk‘ d,LL < 27’{ Vk € N.
X

Notiamo ora che
k-1

9v = Gup + Z(g,,h+1 - Gu) Vk € NT,

h=0
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e che la serie >~ ((Gu,,, — 9v,) converge assolutamente q.o. in X; infatti,
per l'esercizio 4.3.3,

/ Z ’thJrl - gl/h’ d,u = Z/ ‘guh+1 - guh‘ dﬂ < ZQ_h = 27
X p=0 h=0 v X h=0

e quindi la funzione >~,° |9y, — v, |, essendo sommabile, & q.o. finita su
X (esercizio 4.2.7). Pertanto

df(x) = kh_g}o Gv.(z) qo.in X.

Completiamo la definizione di f ponendo f(z) = 0 nei punti z in cui la serie
sopra scritta non converge: la funzione f cosi definita risulta allora misurabile
su X. Essa ¢ inoltre sommabile, essendo limite puntuale q.o. delle g,,, le
quali sono dominate dalla funzione sommabile [gy, [+~ o |Gy, — 9o, |; quindi
la funzione f definisce un elemento [f] € L'(X). Proviamo che [f,] — [f] in
L': in virta del lemma di Fatou per ogni n > v, si ha

Il = Al = Aﬁh—fWMS

< timint [ g, — gl d = laninf | [£,] — [ lls <2,
k—o0 X k—oo

il che prova la tesi. 0O

Osserviamo che dalla dimostrazione precedente discende, in particolare, la
seguente proprieta:

Proposizione 4.6.3 Se f,, — f in L*(X), allora esiste una sottosuccessione
{fn. }ken € {fn}nen che converge g.o. a f in modo dominato, cioé esiste una
funzione non negativa g € L*(X) tale che |f,, ()| < g(z) g.o0. in X.

Dimostrazione Le g,, della dimostrazione precedente convergono q.o. a f
e sono dominate dalla funzione sommabile |gyo| + > 7" o |9vsy — Gunl- O

Osservazione 4.6.4 Nella proposizione precedente si ¢ volutamente confuso
il generico elemento di L!, cio¢ la classe di equivalenza, con uno dei rappre-
sentanti di tale classe, che e una funzione sommabile. Questo modo di fare
semplifica i discorsi e non provoca guai, quindi verra sistematicamente adot-
tato nel seguito. L’'unica differenza che ne risulta ¢ che le relazioni puntuali
tra funzioni di L! valgono solamente quasi ovunque, perché tali “funzioni”
sono definite a meno di insiemi di misura nulla.
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Esercizi 4.6

1.

Si consideri lo spazio misurato (N, P(N),v) ove v(E) ¢ la cardinalita
di E. Si caratterizzi lo spazio L'(N), e si discutano le connessioni fra
convergenza puntuale, convergenza uniforme, convergenza in misura e
convergenza in L!.

Sia (X, F,u) uno spazio misurato e sia f € L'(X, u). Posto A\(E) =
S| fl dp, si provi che risulta g € L'(X,\) se e solo se fg € L'(X, ) e

che in tal caso
[ tslax= [ irslan
X X

[Traccia: provare il risultato per ¢ € S e poi usare la proposizione
3.1.7 ed il teorema di Lebesgue.]

. Sia (X, F, 1) uno spazio misurato e sia f integrabile su X. Provare la

seguente formula di “integrazione per fette”:
Jfldn= [t € X 1f@)] > tdm.
X 0

[Traccia: si tratti dapprima il caso f € S, scrivendo f nella forma
[ =", aixg,, con i numeri |o;| ordinati in modo crescente e con
E; = f~*(); poi si usi il teorema di B.Levi.]

. Siano f,, f funzioni di L'(X) tali che f,(z) — f(z) q.o. in X. Si provi

che se, inoltre, [\ |fuldp — [y |f|du, allora f, — fin L'(X), e che la
tesi e in generale falsa senza questa ipotesi.

Sia (X, F, i) uno spazio misurato o-finito e sia f € L'(X). Si provi
che per ogni € > 0 esiste un insieme A € F tale che u(A) < oo e
Jae lf1dp <.
Provare che le funzioni f, definite da

sinx

(e — 1)

appartengono a L'(0, 00) (rispetto alla misura di Lebesgue). Si dica se
esiste finito il limite

x>0,

fa(z) = n

o0

lim fndm.

n—o0 0
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7. Poniamo per ogni n € NT

nx
ove [y] indica la parte intera di y.

(i) Si verifichi che {f,} converge puntualmente a 0 in |0, co.

(i) Si dica se {f,} converge a 0 in L'(]0, 0c[) (rispetto alla misura di
Lebesgue).

(iii) Si dica se {f,} converge a 0 in misura.

8. Sia L!(R) l'insieme delle funzioni misurabili f : R — R per le quali
esiste ¢ > 0 tale che

m{z eR:|f(x)] >t}) <

<% w>o0
¢
)

la lettera w sta per “weak”, cioe “debole”).

(

(i) Si verifichi che L. (R) & uno spazio vettoriale.
(i) Si dimostri che L'(R) C L} (R) con inclusione stretta.
(

iii) Si provi che se {f,} C LL(R), se f, — f in misura, e se esiste
K > 0 tale che

sup{t - m({x € R:|f.(z)| >t})} < K Vn € N,

t>0

allora f € L} (R).

4.7 Teoremi di densita in L!

Sia (X, F, ) uno spazio misurato. E utile sapere se e quando sia possibile
approssimare gli elementi di L'(X), oppure di L>(X), rispetto alla corrispon-
dente norma, mediante funzioni “migliori” in qualche senso. Come vedremo,
vi sono svariati risultati di questo tipo.

Il primo di questi riguarda un arbitrario spazio misurato.

Proposizione 4.7.1 Sia (X, F,p) uno spazio misurato. Allora Sy € denso
in L'(X).
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Dimostrazione Sia f € L'. Poiché l'insieme dove f ¢ diversa da 0 & o-
finito (esercizio 4.2.12), applicando l'osservazione 3.1.8 possiamo trovare una
successione {@, }nen C Sp tale che

lim p,(z) = fz) qo. X,  |pu(@)| < If@)] ao. in X
(si ricordi l'osservazione 4.6.4). Dato che

lpn(z) — f(2)] <2|f(2)] qo.in X,
il teorema di Lebesgue, nella variante dell’esercizio 4.3.4, fornisce la tesi. O

Osservazione 4.7.2 Come gia sappiamo (proposizione 3.1.7 ed osservazione
3.1.8), lo spazio S ¢ denso in L*°(X), ma lo spazio Sy non lo €, a meno che
non sia u(X) < oo.

Consideriamo adesso lo spazio misurato (R, M, m). In questo ambito pres-
socché tutti gli spazi di funzioni regolari risultano densi in L'(R).

Proposizione 4.7.3 C°(R) N L'(R) ¢ denso in L'(R).

Dimostrazione Poiché Sy ¢ denso in L', bastera dimostrare che ogni f € Sy
¢ arbitrariamente vicina ad una funzione continua e sommabile g, ed a questo
scopo e chiaro che e sufficiente considerare il caso f = yg, con F € M e
m(E) < oo.

Sia dunque € > 0; per la proposizione 1.7.3 esistono un aperto A ed un chiuso
Ctaliche C C E C Aem(A\C) < &; in particolare, m(A) < m(E)+¢e < oc.
Poniamo, come nella dimostrazione del teorema 3.4.1,

d(z, A°)

9(x) = d(z, A + d(z,0)

r € R,

siha0<g<1 g=1suC, g=0suA°ed inoltre g ¢ continua. D’altra
parte g € L'(R) perché

/gdm:/gdmgm(A)<oo.
R A

La tesi segue allora dal fatto che

/]XE—g|dm:/ Ixg —gldm <m(A\C)<e O
R A\C
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Osservazione 4.7.4 Lo stesso risultato vale in ogni spazio misurato (X, F,
w) dotato delle seguenti proprieta:

(1) X &uno spazio topologico T}, cioe tale che chiusi disgiunti abbiano intorni
disgiunti;
(ii) F & una o-algebra contenente gli aperti;

(iii) p ¢ una misura regolare, cioe per ogni £ € F e per ogni € > 0 esiste un
aperto A D FE tale che u(A\ E) < e.

Ad esempio, cid & vero per (RY, My, my), qualunque sia N € Nt ed in
(RN, H,, H,), per ogni N € NT e p €]0, N].

Consideriamo ora lo spazio CJ(R) delle funzioni continue il cui supporto, cioe
la chiusura dell’insieme {z € R : g(z) # 0}, ¢ compatto.

Proposizione 4.7.5 CJ(R) ¢ denso in L'(R).

Dimostrazione Basta provare che le funzioni di C§(R) approssimano nel-
la norma di L'(R) quelle di C°(R) N LY(R). Sia f € C°(R) N LY(R), e

consideriamo le funzioni

1 se |z| <n
oufw) =4 1= ol se fo| € [n,n+1]
0 se |z| > n+1;

allora si ha fp, € CJ(R), fp, — f puntualmente in R, |f¢,| < |f| in R; ne
segue, per il teorema di Lebesgue, fp, — fin L}(R). O

Proposizione 4.7.6 C5°(R) ¢ denso in L'(R).

Dimostrazione Basta provare che Ci°(R) ¢ denso in CJ(R) rispetto alla
norma di L!'(R). Sia f € CJ(R), e sia M > 0 tale che il supporto di f sia
contenuto in | — M, M|, cosicché f = 0 per |z| > M. Utilizziamo il fatto che
Cs°(] — M, M|) ¢ denso in CJ(] — M, M[) rispetto alla norma uniforme (una
dimostrazione di questo fatto ¢ tratteggiata negli esercizi 4.7.10 e 4.7.11);
dunque, fissato ¢ > 0, esiste ¢ € C§°(] — M, M|) tale che

€

s (@) = fl@)] < 577

Ne segue

M
lo=flh= [ o fldm <20 swp fo(e) — f(@)] <=. 0

111



Esercizi 4.7

1.

Si provi che 'insieme delle funzioni che sono costanti a tratti e nulle
fuori di un insieme di misura finita & denso in L'(R).

[Traccia: si osservi che ogni g € CJ(R) ¢ Riemann integrabile in un
opportuno intervallo [a, b].]

Esibire un esempio di successione {f,} che converga in L'(X) ma tale
che per ogni x € X la successione {f,,(z)} non abbia limite.

(Continuita in L' delle traslazioni) Sia f € L'(R). Posto, per h € R,
fu(x) = f(z + h), si provi che:

(1) fr € L'(R) e || fally = [[fllr per ogni h € R;

(i) limp—o ||fn — fll1 = 0.

[Traccia: utilizzare la densita di Sy e di CJ(R) in L'(R).]

Sia f € LY(R). Posto, per A € R\ {0}, Fi(x) = f(A\z), si provi che:
(i) Fre LY(R) e [[Falls = /I Il per ogni A € R\ {0};

(i) limy_ ||[Fx — f|l1 = 0.

Determinare per quali valori di o € R esiste finito il limite

2

: T
lim xn? (1 — Cos —> dr,
n—oo 0 n

e calcolarlo.

. Sia g € C°(R) con lim|; g(z) = 0. Provare che per ogni f € L'(R)

si ha .
lim — [ g(z)f <%> dm = 0.

n—o0o N Jp

(Lemma di Riemann-Lebesque) Se f € L'(R), si provi che

lim/f(x) costrdm = lim/f(x) sintz dm = 0.
t—oo Jp t—oo Jp

112



8. Sia ' € M con m(E) < oo. Provare che

10.

1
/__dm:@,
g 2 —sinnz V3

[Traccia: se E ¢ un intervallo, 'integrale si calcola esplicitamente
e, usando la periodicita, si ottiene il risultato passando al limite; si
approssimi poi xg con funzioni costanti a tratti(esercizio 4.7.1).]

Sia X un insieme, sia F una o-algebra di sottoinsiemi di X, e sia
{ltn }nen una successione crescente di misure definite su F. Definita la
misura u(E) = lim, o p,(F) per E € F, si provi che:

(i) se f € LY(X,p) allora f € L*(X, u,,) per ogni n, e

[ fn =t [ g
X n—oo X
(ii) in generale L' (X, p) # o~y L' (X, pn).

Fissata f € CY[0,1], per ogni n € NT I'n-simo polinomio di Bernstein
di f e definito da

n

Pty =" (Z) th(1 — )k g (%) . teR

k=0
(i) Si verifichi che P,(0) = f(0) e P,(1) = f(1) per ogni n € N*.

(ii) Si mostri che

pi)- 10 =3 (3)ra-o+ [ (£) - 0] e

k=0

(iii) Si provino le seguenti identita (z € R):

gk(g‘)xku )t =
kzi% k(k — 1) (Z) (1 — o) * = n(n - 1)a?
kZ; K (Z)xk(l — )" * =n(n—1)2% +nz .
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(iv) Fissato 0 > 0 e posto, per ogni t € [0, 1],

At:{k‘EN:OSkSn, %—t‘ZcS},
k

Bt:{kGN:OSkSn, ——t <5},
n

si dimostri che

> ()ira-or[r (%) - o]

keAy

e W L i T

<

k€A
20/ Il Flls
< S -] <

<e se 0 < 0.,

£ (0o (3) -

e si concluda che P, — f uniformemente in [0, 1] per n — oo.
(v) Si deduca che, per ogni [a,b] C R, C°°[a, b] & denso in C°[a, b] nella
norma uniforme.

11. Sia f € C{(Ja, b]) e sia § €]0, (b—a)/4] tale che f(x) =0 per z < a+2)

e per x > b — 20. Sia poi {Qy}nen una successione di polinomi che
converge uniformemente a f in [a, b]. Utilizzando le funzioni

1 "od
M@—{e“% ) wO<r<l g Ledn oy

0 se v € R\]0,1], folwdm
ed infine
0 sex<a-+d
P (H2=E) sea+d<a<a+28
nx) =< 1 sea+20<xz<b-—20
w(%) seb—20<x<b—9
0 sex >b—0,

si provi che {nQ,}nen C C§°(Ja,b[) e che tale successione converge
uniformemente a f in R; si concluda che C§°(]a, b[) ¢ denso in CJ(]a, b[)
nella norma uniforme.
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Capitolo 5

Misure prodotto

5.1 Rettangoli misurabili

Abbiamo gia introdotto (paragrafo 2.2) la misura di Lebesgue in RY, ma
non siamo ancora in grado, come vorremmo, di ricondurre il calcolo degli
integrali multipli a N integrazioni semplici successive, né di stabilire quando
sia lecito scambiare l'ordine di integrazione. Tutto cio e reso possibile, come
si vedra, dalla costruzione delle misure negli spazi prodotto.

Siano dunque (X, F, u) e (Y, G, v) due spazi misurati. Nel prodotto cartesia-
no X x Y introduciamo la classe R dei rettangoli misurabili:

R={FCXxY:E=AxB,Ae F,Beg}.

La classe R non e né una o-algebra né un’algebra, perché non ¢ chiusa rispetto
all'unione e nemmeno rispetto al passaggio al complementare; essa e soltanto
chiusa rispetto all’intersezione, dato che

(AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND,).

Inoltre R & una classe troppo ristretta di sottoinsiemi di X xY: nel caso X =
Y =R, ad esempio, vorremmo poter annoverare tra gli insiemi misurabili di
R? i triangoli, i cerchi, e tanti altri insiemi che non sono elementi di R.
D’altra parte, su ‘R possiamo definire una misura prodotto in modo naturale:
se E = A x B € R, poniamo (con la solita convenzione 0 - co = 0)

ME) = MA x B) = u(A)w(B).

115



Indichiamo con A l'algebra generata da R, cioe la piu piccola algebra con-
tenente i rettangoli misurabili: e facile, anche se noioso, verificare che A ¢
costituita da tutte le unioni finite di elementi di R; altrettanto noioso, ma
sempre facile, e provare che A e costituita da tutte le unioni finite di elementi
disgiunti di R (esercizi 5.1.1, 5.1.2 e 5.1.3).

Ci sara utile la seguente nozione:

Definizione 5.1.1 Una famiglia M di sottoinsiemi di un insieme qualunque
Z ¢ detta classe monotona se:

(i) per ogni {P,}nen € M tale che P, C P,yy si ha |, . Pn € M;

(ii) per ogni {Pp}nen © M tale che P, 2 P,y si ha (), P € M.

neN

Osserviamo che ogni o-algebra e una classe monotona ma che il viceversa e
falso (esercizi 5.1.6 e 5.1.7). Inoltre I'intersezione di una famiglia arbitraria
di classi monotone ¢ ancora una classe monotona.

Introduciamo adesso la o-algebra di sottoinsiemi di X X Y su cui costruiremo
la misura prodotto, ponendo

F X G = la minima o-algebra contenente R.

Ovviamente, F x G ¢ anche la minima o-algebra contenente A.

Vedremo in seguito che la funzione A si puo estendere alla g-algebra F x G,
e che tale estensione e una misura, che verra denominata misura prodotto di
1 e v ed indicata col simbolo pu X v.

Esercizi 5.1

1. Si provi che se E = A x B € R, allora E° € unione finita di elementi
disgiunti di ‘R.

2. Si provi che se Ry,...,R, € R, allora |J;", R; & unione finita di
elementi disgiunti di R.

3. Sia A la piu piccola algebra contenente la classe R. Si provi che

A = {URi:Rl,...,RmeR, meN}:
=1

= {URZ :Ry,..., R, € R disgiunti, mEN}.
i=1
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. Sia A(A x B) = u(A)v(B) per ogni A x B € R; si provi che se R € R
e 'unione finita o numerabile di elementi disgiunti R; € R, allora

A(R) = ZA(P%).

. Si estenda all’algebra A la funzione A definita nell’esercizio precedente,
ponendo

AA) = Z AR;) se A= U R;, R, disgiunti.

i=1 i=1

Si verifichi che questa € una buona definizione, ossia non dipende dal
modo in cui si decompone A in rettangoli disgiunti; si provi poi che
se A € A e I'unione finita o numerabile di elementi disgiunti 4; € A,

allora
AMA) = Z A(4;).

. Provare che la famiglia di tutti gli intervalli di R (compreso l'insieme
vuoto ed i singoli punti {z}) & una classe monotona che non ¢ una
o-algebra.

. Trovare una classe monotona di sottoinsiemi di R che sia chiusa rispetto
al passaggio al complementare ma non sia una o-algebra.

. Dimostrare che la o-algebra dei boreliani di R? & strettamente conte-
nuta nella o-algebra M x M.

5.2 Insiemi misurabili in X xY

Analizziamo adesso le proprieta della o-algebra F x G e dei suoi elementi.
Cominciamo con un’utile caratterizzazione di F x G:

Proposizione 5.2.1 Siano (X, F,u) e (Y,G,v) spazi misurati. Allora la o-
algebra F x G ¢ la minima classe monotona che contiene [’algebra A generata
dalla famiglia R dei rettangoli misurabili di X x Y.
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Dimostrazione Indichiamo con M la minima classe monotona contenente
A; poiché ogni o-algebra e una classe monotona, ¢ chiaro che M C F x G.
Per provare I'uguaglianza, bastera mostrare che anche M ¢ una o-algebra,
essendo F X G la minima o-algebra contenente A.

Cominciamo col dimostrare il seguente

Lemma 5.2.2 Se P,Q) € M, allora P\ Q,PUQ € M.
Dimostrazione Per ogni P C X X Y sia
QP)={QCXxY: Q\P, P\Q, PUQ € M}.
Allora si verificano facilmente i seguenti fatti:
(a) @ € Q(P) se e solo se P € Q(Q) (a causa della simmetria nella
definizione di Q(P));
(b) Q(P) & una classe monotona per ogni P C X x Y (perché tale & M);

(c) ACQ(P) per ogni P € A (infatti, se P € Ae @ € A, allora, essendo
A un’algebra, si ha P\ Q,Q \ P,PUQ € A C M: dunque se P € A
risulta @ € Q(P) per ogni @ € A, ossia A C Q(P));

(d) M CQ(P) per ogni P € A (per (b), (c) e per definizione di M);

(e) M CQ(Q) per ogni Q € M (infatti se @ € M si ha, per (d), Q € Q(P)
per ogni P € A, ossia, per (a), P € Q(Q) per ogni P € A, il che significa
A C Q(Q): dunque, per (b) e per definizione di M, M C Q(Q)).

L’enunciato (e) fornisce allora la dimostrazione del lemma. O

E facile adesso provare che M & una c-algebra. Anzitutto, X xY € R C
A C M, poi, per il lemma precedente, se Q) € M si ha Q= (X xY)\Q €
M. Infine, sia {P,} una successione di elementi di M: posto, per ogni N,

N = Uivzo P,, si ha Qy € M (per il lemma precedente) e Qn C Qn41, da
cui, per la monotonia della classe M,

n=0 n=0

Cio conclude la dimostrazione della proposizione 5.2.1. O

Passiamo ora ad esaminare gli elementi di 7 x G. Se ' € F x G, definiamo
gli insiemi “proiezione” di ' su X esu Y:
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Definizione 5.2.3 Sia E € F x§G. Le proiezioni di E¥ su'Y sono gli insiem:

E,={yeY :(z,y) € E}, r € X;

le proiezioni di E su X sono gli insiem:
EY={zx e X :(z,y) € £}, yey.

E immediato constatare che gli insiemi F, verificano per ogni x € X

(Ec)x = (Ew)ca (U Ea) = U (Ea>xv (ﬂ Ea) = ﬂ (Ea):m

acA acA acA acA
ed analoghe relazioni valgono per gli insiemi EY, per ogni y € Y.

Proposizione 5.2.4 Se E € F x G, allora E, € G per ogni x € X ed
EY e F per ogniy €Y.

Dimostrazione Poniamo
U={ECXXxY:E, egGVreX}, V={ECXxY:E'eFVyeY}

Grazie alle proprieta degli insiemi F,, EY sopra scritte, si verifica subito che
U e V sono o-algebre; d’altra parte entrambe contengono R, in quanto se
Q =A X B eR, allora

Q;B: =

B sexe A Qv = A seyeB
0 sexeX\A, 0 seyeY\B,

cosicché (), € G perogniz € X e QY € F perogniy € Y, ossia Q e U N V.
Ne segue U,V DO F x G per definizione di F x G, cioe la tesi. 0O

La proposizione precedente garantisce la misurabilita delle proiezioni su X e
su Y di qualunque insieme E € F x G (si noti che il viceversa e‘ falso, come
mostra l'esercizio 5.2.2); dunque possiamo calcolare v(E,) per ogni x € X
e u(EY) per ogni y € Y. Con il fondamentale teorema che segue si mostra
che, sotto ragionevoli ipotesi sugli spazi misurati, le quantita v(E,) e u(EY)
sono funzioni misurabili della variabile da cui dipendono, e per di pitt hanno
integrali uguali; cio ci consentira di definire la misura prodotto p x v sugli
elementi di F x G.

119



Teorema 5.2.5 Siano (X, F,u) e (Y,G,v) spazi misurati o-finiti, e sia E €
F x G. Allora:

(1) la funzione T'g : X — [0,00], data da T'g(zx) = v(E,) per ogni x € X, ¢é
F-misurabile;

(ii) la funzione T'F .Y — [0,00], data da T'F(y) = u(EY) per ogniy € Y, ¢

G-misurabile;
/ Igdy = / ' dv.
X Y

Si noti che la tesi di questo teorema ci dice che

/X[/YXE(x,y)dy] du=/XFE duz/yrEdu:/Y UXXE("T’y)d“] dv,

quindi abbiamo potuto scambiare 'ordine di integrazione. Questo ci per-
mette anche, come vedremo fra poco, di definire la misura p X v(E) come il
valore comune di tali integrali.

(iii) wale la relazione

Dimostrazione Anzitutto, se F € F x G allora, come si e gia osservato, le
proiezioni F,, EY appartengono rispettivamente a G e JF, cosicché le funzioni
[z, T'F sono ben definite.

Sia ) la famiglia degli elementi £ € F x G che verificano la tesi del teorema:
proveremo che €2 & una classe monotona che contiene l'algebra A generata
dalla famiglia R dei rettangoli misurabili di X x Y'; dalla proposizione 5.2.1
seguira che 2 O F x G, e quindi la tesi.

Dividiamo la dimostrazione in quattro passi.

(i) Q2 A. Infatti, se anzitutto @ = A x B € R, allora risulta

To(z) =v(B)xalz),  T%y) = u(A)xs(y),

quindi la prima funzione e F-misurabile e la seconda ¢ G-misurabile; inoltre

| Tadn = nap(s) = [ 1o,

Y

e dunque @ € (). Sia ora A € A: per 'esercizio 5.1.3, si ha A = Ule R; con
gli R; elementi disgiunti di R. Si verifica allora facilmente che I'y = Zle ['g,
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el = Zle I'%; quindi la F-misurabilita di I'4 e la G-misurabilita di I'4,
nonché 'uguaglianza [, Tadp = [, Tdv, si ottengono per additivita. Cio
prova che A € Q, ossia A C Q.

(ii) Se {@Q,} € una successione di elementi di 2 tale che @, C Qn1, al-
lora |,y @n € Q. Infatti, posto @ = J, oy @n si ha, per la proposizione
2.1.5, Tg(z) = lim, ,0 Lo, (7) e T9(y) = lim, ,o [?"(y), quindi (proposi-
zione 3.1.6) la prima funzione ¢ F-misurabile e la seconda ¢ G-misurabile;
I'uguaglianza dei due integrali segue dal teorema di B. Levi. Cio prova che

Q €.

iii) Se {Q), } € una successione di elementi disgiunti di €2, allora n €
g neN

Q. Infatti, posto Q@ = |J,cny@n si ha, per numerabile additivita, I'q =

>ven Lo, e 9 =% T9 da cui, analogamente a (ii), si ottiene @ € €.

(iv) Se {Q,} € una successione di elementi di 2 tale che @, 2 @1, allora
Q. € 2. Per provare cio, posto () = Q,, distinguiamo due casi.
neN neN &

(a) Se pu(X) <ooerv(Y) < oo, allora ¥((Qo).) < v(Y) <ooe pu((Qo)Y) <
u(X) < oo. Nuovamente per la proposizione 2.1.5, si ha I'g(z) — T, ()
e I'?(y) — I'®(y) per n — oo; quindi la prima funzione & F-misurabile e
la seconda € G-misurabile. Inoltre, I'uguaglianza degli integrali si ottiene in

virtu del teorema di Lebesgue, il quale e applicabile perché
Po.(x) <Tg,(x) VeeX, Ty <I¥(y) Wyey,
fy [Qdy < fY XY dy

Dunque in questo caso si ha @ € Q.

= u(X)r(Y) < 0.

(b) Seinvece p(X) = oo oppure v(Y) = oo, utilizziamo il fatto che, essendo
i due spazi misurati o-finiti, esistono due successioni di insiemi disgiunti
{Xk}kEN C F, {Ym}mEN C Q, tali che X = Uzozo Xk, Y = U::O Ym, /L(Xk) <
oo per ogni k e v(Yy,) < oo per ogni m. Pertanto X XY = ;. en( Xk X ¥7)
e tale unione e disgiunta.

Poniamo Qxm = @ N (X X Y;,) e dimostriamo anzitutto che {Qxm pnen C
Q). Consideriamo la famiglia

A={PeFxG:PN(XyxYy,) €Q VkmeN}:

essa ¢ una classe monotona contenente A, come segue subito da (i), (ii) e dal
caso (a) gia provato. Quindi, per la minimalita di F x G, si ha A = F x G
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e dunque € C A: cid mostra che {Q,}nen € A e dunque, come si voleva,
{anm}nEN g Q.

Cio premesso, si ottiene che anche Q@ = (), .y @n € A, ossia @ N (X x
Yin) = Nheny @nim € €. Da (iii) concludiamo allora che @, essendo I'unione
disgiunta dei @ N (X x Y;,), sta anch’esso in €.

Da (ii) e (iv) segue che & una classe monotona; per (i), essa contiene A.
La tesi e provata. O

Definizione 5.2.6 Siano (X, F,u), (Y,G,v) spazi misurati o-finiti. La mi-
sura prodotto pu x v ¢ definita come seque:

;LXI/(E):/FEd,u:/FEdV VE € F x G,
X Y

ove le funzioni Uy, T'F sono definite nel teorema 5.2.5.

Si noti che p x v & davvero una misura: risulta g x v(()) = 0 (infatti I'y e T"?
sono identicamente nulle), e se {E,,} & una successione di elementi disgiunti
di F x @, allora posto E = J,cy Ensihalg =%, (Tg, e P =3 (TP,
e dunque I'uguaglianza p X v(E) = Y~ 1 X v(E,) segue dal teorema di B.
Levi. Si osservi inoltre che p x v(A x B) = pu(A)v(B) per ogni A x B € R,
come si e visto nel passo (i) della dimostrazione del teorema 5.2.5.

Osservazione 5.2.7 La misura prodotto x X v non e in generale completa,
neanche se p e v lo sono: ad esempio, se X =Y =R F =G = Me
i = v =m, la misura prodotto m x m non & completa. Infatti, sia V' C [0, 1]
un insieme non misurabile, e sia B # () un insieme misurabile di misura
nulla: allora V' x B ¢ M x M, perché altrimenti, per la proposizione 5.2.4,
scelto y € B la proiezione (V' x B)Y =V sarebbe un elemento di M. D’altra
parte, V' x B C [0,1] x B, e quest’ultimo insieme ¢ M x M-misurabile con
misura nulla. Peraltro, ¢ immediato verificare che V' x B € M, essendo
mi(v x B) = 0.

Esercizi 5.2

1. Siano k,h, N € N* con k+ h = N. Indicando con By la o-algebra dei
boreliani di RY, si provi l'uguaglianza

BNZBk XBh.
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[Traccia: (C) si verifichi che gli aperti di RY appartengono a By x By,.

(D) Si provi che per ogni aperto B C R” la classe Up = {A C RF :
A x B € By} ¢ una o-algebra che contiene gli aperti di R*. Poi,
analogamente, si provi che per ogni A € By, la classe V4 = {B C R" :
A x B € By} ¢ una o-algebra che contiene gli aperti di R".]

. Sia F' C [0,1] un insieme tale che F' € M \ B. Si provi che 'insieme
E = {(z,z) € R*: x € F} appartiene a My, che le sue proiezioni E,
e EY sono elementi di B per ogni z,y € [0, 1], ma che E ¢ Bs.

. Sia g : [0,1] x [0,1] — R una funzione tale che g, sia continua in [0, 1]
per ogni x € [0, 1] e g¥ sia continua su [0, 1] per ogni y € [0, 1]. Si provi
che g & una funzione boreliana, cioe tale che {(x,y) : g(x,y) > a} € By
per ogni o € R.

[Traccia: si approssimi la g con le seguenti funzioni g,: posto a; = %,
se (z,y) € [a;—1,a;] x [0, 1] si definisca

a; — X r — a;—1

flai—1,y) + flaiy)]

a; — a;—1 a; — a;—1

In(T,y) =

. Poniamo X =Y =1[0,1], F={E C[0,1] : E € M} e G = P([0,1]);

siano poi p = m e A definita da
A(F) = cardinalita di ENV  VE €@,

ove V ¢ un insieme non misurabile di [0,1]. Si verifichi che, scelto
A = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : @ = y}, le funzioni T'a,T® non sono
entrambe misurabili. Giustificare il risultato.

. Siano (X, F,u) e (Y,G,v) spazi misurati o-finiti, e sia A : F x G —
[0, 0] una misura tale che A\(A x B) = pu(A)v(B) per ogni rettangolo
Ax Bcon A€ FeBeG. Siproviche A= pu xv.

5.3 Teoremi di integrazione successiva

Il nostro prossimo obiettivo & quello di provare che per una vasta famiglia di
funzioni integrabili nello spazio misurato (X x Y, F X G, u X v) si ha una for-
mula di integrazione “una variabile per volta, in ordine arbitrario”. Il passo
piu faticoso ¢ gia stato fatto: in effetti il teorema 5.2.5 e la definizione 5.2.6
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ci dicono che la formula in questione ¢ valida per le funzioni caratteristiche
di insiemi F x G-misurabili. Si tratta ora di estendere tale risultato ad una
classe pit ampia di funzioni.

Anzitutto, per ogni funzione f : X x Y — R definiamo le sezioni f,, f¥ di f
nel modo seguente: se x ¢ un fissato elemento di X, la funzione f, ¢ data da

fo: Y 2R, fuly) = flz,y) VyeY,
e se y ¢ un fissato elemento di Y, la funzione f, ¢ data da
fY:X =R, fYz)=f(z,y) VreX.

Se f e continua, ¢ chiaro che le sezioni f,, fY sono continue. Anche la
misurabilita viene preservata; infatti si ha:

Proposizione 5.3.1 Se f : X xY — R & F x G-misurabile, allora per ogni
xr € X la funzione f, ¢ G-misurabile, e per ogni y € Y la funzione fY e
F-masurabile.

Dimostrazione Per ogni o € R si ha, per ipotesi,
E,={(z,y) e X xY : f(z,y) >a} € F xG.
In virtu della proposizione 5.2.4, si deduce
{veY: fuly) >al=(Ea)a €6, A{zeX:[f(z)>a}=(E)" €F,

che ¢ la tesi. O

Veniamo ai teoremi sullo scambio dell’ordine di integrazione. Il primo ri-
guarda funzioni misurabili non negative, anche non sommabili, il secondo
riguarda funzioni sommabili, di segno qualunque.

Teorema 5.3.2 (di Tonelli) Siano (X, F,pn) e (Y,G,v) spazi misurati o-
finiti, e sia f una funzione F X G-misurabile e non negativa. Allora:

(1) f. € G-misurabile per ogni x € X e fY e F-misurabile per ogniy € Y;

(ii) la funzione x — [, fodv & F-misurabile e la funzione y — [, fYdu é
G-misurabile;
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(iii) si hanno le uguaglianze

/X[/Yfzd’/}dMZ/Xxyfd,uxu:/Y{/Xfydu]dy.

Dimostrazione (i) Gia dimostrato nella proposizione precedente.

(ii)-(iii) Se f = xg, con E € F x G, allora la tesi ¢ stata gia provata nel
teorema 5.2.5. Per linearita, lo stesso risultato vale quindi per ogni funzione
f semplice rispetto alla o-algebra F x G e non negativa. Infine se f e una
funzione F x G-misurabile non negativa, per la proposizione 3.1.7 esiste una
successione crescente {¢,} di funzioni semplici non negative che converge
puntualmente a f in X x Y. Per il teorema di B. Levi si ha allora

lim Ondpt X v = fdu xv;
o0 JX Xy XxY

d’altra parte, essendo {(¢n).} € {(¢n)?} due successioni crescenti di funzioni
semplici (la prima rispetto a G, la seconda rispetto a F) non negative, che
convergono puntualmente rispettivamente a f, in Y ed a f¥ in X, applicando
nuovamente il teorema di B. Levi si ha

n—oo

lim (wn)zdu:/fxdy Vo € X, lim/(gon)ydu:/fydu Yy €Y.
Y Y n—eo Jx X

Applicando allora ancora una volta il teorema di B. Levi deduciamo

oy { / <¢n>xdu} an= [ [ / f:ch] s,
e [f o]~ | [ o]

e dato che le ¢, soddisfano la tesi del teorema, la stessa proprieta si deduce
perla f. O

Teorema 5.3.3 (di Fubini) Siano (X, F,u) e (Y,G,v) spazi misurati o-
finiti, e sia f una funzione F X G-misurabile e sommabile su X xY . Allora:

(1) f. é sommabile su'Y per p-q.o. v € X e fY é sommabile su X per v-q.o.
yey;
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(i) la funzione x +— fy fedv e sommabile su X e la funzione y — fX fdu
e sommabile su Y ;

(iii) si hanno le uguaglianze

[l oo [ o]

Dimostrazione Le funzioni f*, f~ soddisfano le ipotesi del teorema di
Tonelli; quindi le funzioni (f*), sono G-misurabili per ogni x € X, le funzioni
z — [, (f%)2dv sono F-misurabili e

[l [

In particolare, essendo il secondo membro finito per ipotesi, le funzioni z —
[y (fF)zdv sono sommabili su X; cio a sua volta implica che

/(fi)zdy < +o00 per pu-q.0. ¢ € X,
Y

ossia che (f*), e (f7), sono sommabili su Y per u-q.0. z € X.

In modo assolutamente uguale si verifica che per (fT)Y,(f7)¥ valgono gli
analoghi risultati. Cio mostra che f*, f~ verificano la tesi del teorema. Per
sottrazione, f = fT — f~ verifica (i), e dato che gli integrali sono finiti, f
verifica anche (ii) e (iii). O

Le ipotesi dei teoremi di Tonelli e Fubini sono essenzialmente minimali, come
mostrano i seguenti esempi.

Esempi 5.3.4 (1) Nel teorema di Fubini la f deve essere sommabile, o alme-
no integrabile (esercizio 5.3.13): in caso contrario, puo capitare che I'integrale
doppio non esista mentre esistono finiti e diversi i due integrali iterati. Ad
esempio, se X =Y =[0,1, F =G = M e u = v = m, consideriamo la

funzione ) )
_ =Y
f(‘r7y) - (I2+y2)2’

che ¢ continua in tutti i punti tranne che nell’origine, quindi e certamen-
te M x M-misurabile. Essa non ¢ integrabile: infatti, applicando a f* il

(z,y) € [0,1] < [0,1],
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teorema di Tonelli si ha

1
ftdmxm = /[/ dy}dm>
/m,l]x[o,u o Lo (@®+)? y

{/ P dy}dx—/—d:c—Jroo
e similmente

2
/ fTdmxm= /[/2—dm}dy>/—dy—+oo
[0,1]%[0,1] (22 +y?)?

Per questa funzione i due integrali iterati esistono finiti e diversi fra loro:
infatti, come si verifica facilmente,

1 1 2?2 — y? 1 Ly Y s
— = _dyldz = — dy| dor = —
/0 {/0 (22 + y?)? y} ! /0 {0 dy x%+y? y] T
1 1 .2 .2 1 1 _
/[/ Ty dx]dy—/ [/g—w dx}dy:——
o LJo (22 +y?)? o LJo Ov 2% +y?

(2) Nel teorema di Tonelli la f deve essere non negativa, o almeno integrabile
(esercizio 5.3.13). Cio & provato dalla funzione f dell’esempio precedente, che
¢ a segno variabile e non e integrabile.

v

(3) Abbiamo definito la misura prodotto solo nel caso in cui sia y, sia v sono
misure o-finite. In effetti si puo fare a meno di questa ipotesi, introducendo
p X v per altra via (esercizio 5.4.6), ma comunque il teorema di Tonelli non
vale senza la o-finitezza: consideriamo ad esempio X =Y = [0,1], F = M,
G =P([0,1]), e siano p = m e v la misura “cardinalita”, che ovviamente non
¢ o-finita. Allora, posto A = {(x,y) € [0,1] x [0,1] : x = y}, per la funzione

A si ha
X / [/olwydm] w= | (o =
[ [ = [ st -1
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Esercizi 5.3

1. Provare che )

) sinx s
lim dr = —.
b—oo J xT 2
[Traccia: utilizzare 'uguaglianza % = fooo e~ "dt ed 1 teoremi di

Tonelli e Fubini.]

2. Dimostrare che la funzione f(x,y) = ye‘<1+“2)92 ¢ sommabile nell’in-
sieme [0, 0o[x [0, 00|, e dedurre che

/ e dt = ﬁ
0 2

3. Provare le uguaglianze

b

sinx d T I b cosx d T
€T = — 1m €r = -
b—o0 0 \/E 2 ’ b—o0 0 \/5 2

lim
[Traccia: Si calcoli dapprima l'integrale fooo e‘zdey...]

4. Provare che

0 : 2 1 o0 in 2
/ e—xw dx = - log 5, / e’ i dx = arctan 2.
0 xr 4 0 r

5. Si consideri la funzione

1
(1 + 2262)(1 + y2t2)’

flz,y,t) = re€l0,1], y€[0,1], t > 0.

Si provi che f € L'(]0,1[x]0,1[x]0, 0o[) e se ne deduca che

2
& tant
/ (arc al ) dt = mlog2.
0 t

6. Siano (X, F,u) e (Y, G, v) spazi misurati. Se f € L'(X) e g € L}(Y),
si mostri che (x,y) — f(x)g(y) appartiene a L'(X x Y)) e che

gl = If11llglls-
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10.

11.

12.

13.

Sia (X, F, 1) uno spazio misurato o-finito, sia f : X — R una funzione
F-misurabile. Si provi che se t € R risulta p({z € X : f(x) =t}) =0
ad eccezione al piu di un insieme numerabile di valori di £.

Sia f : R — [0, 00]. Si provi che f & M-misurabile se e solo se I'insieme
E={(z,y) e Rx[0,00[: y < f(x)} appartiene a M x M, e che in tal
caso si ha

/Rf dm:mxm(E)I/Ooom({xeR:f(x)Zy})dm;

si confronti questo risultato con quello dell’esercizio 4.6.3.

Si provi che ogni funzione f : R — R M-misurabile ha grafico M x
M-misurabile con misura m x m nulla, ma che il viceversa e falso.

Sia f € L*(R). Per a > 0 si definisca

galz) = / (w0, 220

si provi che

Yy
o / Ga(2)dT = gas(y) ¥y > 0.
0

Si verifichi che la funzione f(z,y) = e ™ — 2e7?* non ¢ integrabile
rispetto alla misura m x m in [0,1] x [1, oco].

Posto

1
flx)=——1 Ve €)0.2], g(ay)=f2)f(y) Y(z,y) €]0,2]x]0,2],
si provi che f & integrabile in ]0,2], mentre g non & integrabile in
0,2]x]0,2].

Dimostrare che sia nel teorema di Tonelli che nel teorema di Fubini il
terzo enunciato vale per ogni funzione integrabile su X x Y rispetto alla
misura p X V.

[Traccia: si utilizzi la linearita dell’integrale.]
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5.4 Completamento delle misure prodotto

Come abbiamo visto (osservazione 5.2.7), le misure prodotto non sono in ge-
nerale complete. In particolare non e completa la misura prodotto m x m,
ove m e la misura di Lebesgue su R, né, piu generalmente, lo sono le misure
prodotto my X my,: cio significa che per adesso non possiamo applicare i teo-
remi di Tonelli e Fubini al calcolo di integrali di funzioni Lebesgue sommabili
in RV,

Se vogliamo una misura completa nello spazio prodotto, occorre in generale
prendere il completamento della misura prodotto: ricordiamo che il comple-
tamento di una generica misura A (o meglio, di uno spazio misurato (Z,C, \))
e stato descritto nell’esercizio 2.1.1, e consiste nell’introdurre nello spazio Z
la o-algebra “completata”

C={ECZ: E=AUB, AcC, BCF, FeC, \F)=0},

sulla quale si definisce la misura A ponendo A(E) = A(A). La funzione A
risulta ben definita, ed & una misura completa su C che estende la misura di
partenza .

Per quanto riguarda il prodotto di misure di Lebesgue, il legame fra la misura
prodotto my X my, e la misura (k + h)-dimensionale my.j € descritto nella
seguente

Proposizione 5.4.1 Sek,h € Nt ¢ N = k+h, allora la misura di Lebesque
my € il completamento della misura prodotto my X my,.

Dimostrazione Anzitutto osserviamo che (esercizio 5.2.1)
BN:BkXBthkXMh

(dove B, ¢ la famiglia dei boreliani di RP e M,, denota la famiglia degli insiemi
Lebesgue misurabili in RP).

Notiamo adesso che per ogni aperto A € RY si ha che my(A) (ben definita
in quanto By C My) coincide con my x my(A) (ben definita per quanto
appena visto): infatti se A & un N-parallelepipedo cio segue dalla definizione
di my, my e my; il caso generale e conseguenza del fatto che A e unione
numerabile di N-parallelepipedi P, disgiunti, cosicché

mN(A) = ZmN(Pn) = ka X mh(Pn) =mg X mh(A)

neN neN
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Proviamo ora che

M x My, € My.

Sia Ex e R C My, x M, cioe E € M, e FF € M, e supponiamo
per cominciare che si abbia my(FE) < oo € my(F') < oco. Tenuto conto della
proposizione 1.7.3 (che vale anche per my), per provare che £ x F € My
basta far vedere che si possono trovare un aperto A ed un chiuso C tali che
C CExXF CA, eperiqualimy(A\C) sia arbitrariamente piccola. Fissato
e > 0, selezioniamo un aperto U ed un chiuso G in R*, nonché un aperto V
ed un chiuso H in R”, in modo che risulti

GCECU m(U\G)<e¢; HCFCV, m,V\H)<e.

Allora U x V ¢ aperto in RN, G x H ¢ chiuso in RN, sihaGx H C Ex F C
U x V ed inoltre

my(UxV)\(Gx H)) <my(U\G) xV)+my(U x (V\H));
d’altra parte
my(U\G)xV) = mypxm,(U\G)xV) = mp(U\G)my, (V) < e(my(F)+e),
ed analogamente
my(UX(V\H)) = mpxmp(Ux(V\G)) = mp(U)m,(V\H) < e(m(E)+e).

Cio prova che E x F' € My quando mg(E) e my,(F) sono finite. Si noti che
risulta anche my(E x F) = my(E)my,(F): infatti per monotonia si ha

mN(G X H) < mN(E X F) < mN(U X V),

my X mp(G X H) <my x mp(E X F) <my x my(U x V);
ma dato che il primo ed il terzo membro della prima disuguaglianza coincido-
no rispettivamente con il primo ed il terzo membro della seconda, otteniamo

|mN(E><F)—mk><mh(E><F)\gmN(UXV)—mN(GXH)SCs

ove € ¢ arbitrario e C' = my(E) + mp(F) + 2e. Dunque my(E X F) =
my X mh(E X F) = mk(E)mh(F)

Nel caso che almeno una fra my(E) e my,(F) sia infinita, £ X F' & comunque
unione numerabile di insiemi disgiunti F,, x F,, con my(E,) < oo e my,(F,,) <
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00, i quali sono tutti in My per quanto visto: dunque anche in questo caso
E x F € My e, per numerabile additivita, si ha ancora my(E x F) =
mgXmp(EXF) = mg(E)my(F). Abbiamo cosi provato che My x M, C My
e che my e my x my, coincidono su My x Mj,.

Proviamo infine che my ¢ il completamento di my x my,. Se £ € My, per la
proposizione 1.7.3 esistono D, B € By taliche D C E C Bemy(B\D) = 0;
quindi possiamo scrivere £ = DU (E '\ D), e si ha

DEBNngXMh, E\DQB\D, B\DGBNngXMh,

e mg X mp(B\ D) =my(B\ D) =0. Cio prova che E € M, x M,,.
Viceversa, sia & € Mj, x My: allora si ha £ = AU B, con

AEMkXthMN, B CF, FeMpx M, C My

e mg X mp(F) = my(F) = 0. Per la completezza di my, si deduce B € My
emy(B) =0, edunque £ = AUB € My; cio mostra che My = M; x M,,.
Inoltre

mN(E) = mN(A) =my X mh(A) = M(E),

cosicché my coincide con my x my. 0O
I teoremi di Fubini e Tonelli continuano a valere, con lievi modifiche, per il

completamento delle misure prodotto, a patto di partire con spazi di misura
completi, oltre che o-finiti. Si ha infatti:

Teorema 5.4.2 (di Tonelli) Siano (X, F,pn) e (Y,G,v) spazi misurati o-
finiti e completi, e sia f una funzione F x G-misurabile e non negativa.

Allora:

(1) f. é G-misurabile per p-q.o. x € X e f¥ é F-misurabile per v-q.o. y € Y;

(ii) la funzione x — [, fodv & F-misurabile e la funzione y — [, fdu é
G-misurabile;

(iii) si hanno le uguaglianze

[l o755 [ ol

Dimostrazione Cominciamo con il seguente
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Lemma 5.4.3 Siano (X, F,u) e (Y,G,v) spazi misurati o-finiti e completi,
e sia f una funzione F x G-misurabile. Allora esistono due funzioni g, h, ove
g ¢ F x G-misurabile e h ¢ F x G-misurabile e nulla per y X v-q.o. (z,y) €
X xY, tali che f(z,y) = g(x,y) + h(z,y) per ogni (x,y) € X x Y.

Dimostrazione E chiaro che se il risultato vale per fT e per f~, esso si
deduce anche per f: quindi si puo supporre f > 0. Allora per la proposizione
3.1.7 esiste una successione crescente {p,} di funzioni semplici (rispetto a
F x G), tale che ¢, (z,y) — f(z,y) per ogni (z,y) € X xY; quindi possiamo
scrivere

f = ¥o + Z(¢n+1 - (pn) = chXEk
n=0 k=0

per opportuni numeri ¢, > 0 ed opportuni insiemi Ey, € F x G. Sara Ey =
AU By, ove Ay € F x G, By C Fy, Frp € F X G, ux v(F) = 0 per ogni
k € N. Definiamo

o0

9=> axa, h=f-g

k=0

allora g ¢ F x G-misurabile e h ¢ F x G-misurabile, cosicché I'insieme
P={(z,y) € X XY : h(z,y) # 0}

appartiene a F X G e si ha

pclJmN\AycUUBc|JF

k=0 k=0 k=0
Essendo g X v(Upeo Fr) < D peg b X V(Fy) = 0, si conclude che h & i X v-q.o.
nulla in X x Y. Cio prova il lemma. 0O

Proviamo ora il teorema 5.4.2. La funzione f, per il lemma precedente, puo
scriversi come f = g + h, con g funzione F x G- misurabile e h funzione
F X G-misurabile e nulla per u X v-q.o. (x,y) € X x Y. Osserviamo che
nella dimostrazione del lemma 5.4.3 abbiamo mostrato, piu precisamente,
che si ha

P={(z,y) € X xY : h(z,y) # 0} C Q,
ove Q = Upeo Fr € F x G e ppx v(Q) =0. Quindi, per il teorema 5.2.5,

/XFQdu:/YFQdu:uxu(Q):O.
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Siano
H={recX :To)=v(Q,) >0}, K={yecVY :T9%Y)=puQ")>0}:

dalle uguaglianze precedenti segue che u(H) =0 e v(K) = 0.

Ora per ogni x ¢ H (ossia per pu-q.o. = € X) si ha v(Q,) = 0; dato che
P, C Q,, la completezza di v implica che per u-q.o0. x € X risulta P, € G e
v(P,) = 0. Essendo poi h,(y) = 0 per ogni y ¢ P, (ovvero per v-q.o. y € Y),
otteniamo che per u-q.0. x € X si ha, grazie alla completezza di v, che h, ¢
G-misurabile e h, € v-q.0. nulla in Y. Un analogo risultato si ottiene per hY.
Cio prova che:

(a) per p-q.0. z € X si ha f, = g, v-q.0. in Y;
(b) per v-q.o. y € Y siha f¥ = ¢¥ u-q.o. in X.

Dato che g, ¢ G-misurabile e ¢g¥ ¢ F-misurabile per il teorema 5.3.2, dalla
completezza di p e v segue (osservazione 3.2.2) la parte (i) del teorema.
Inoltre da (a) e (b) segue che

/f;c duz/gx dv per p-q.o. r € X,
Y Y

/fydu:/gy dp  per v-q.o.y €Y,
X X

e cid prova, sempre per il teorema 5.3.2 e l'osservazione 3.2.2, la parte (ii)
del teorema.

Infine la parte (iii) si ricava integrando rispettivamente su X e su Y le ultime
due uguaglianze, ed osservando che, poiché f e g coincidono u X v-q.o. in
X xY, risulta

fd,uxu:/ gduxu:/ g du X v.
XxY X XY XXY

Il teorema 5.4.2 ¢ completamente dimostrato. 0O

Teorema 5.4.4 (di Fubini) Siano (X, F,u) e (Y,G,v) spazi misurati o-
finiti e completi, e sia f una funzione F X G-misurabile e sommabile su X X
Y. Allora:

(1) f. & sommabile su'Y per p-q.o. x € X e fY é sommabile su X per v-q.o.
yeyY;
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(i) la funzione x +— fy fedv e sommabile su X e la funzione y — fX fdu
e sommabile su Y ;

(iii) si hanno le uguaglianze

/X[/yf"”d”} d“:/XXdem:/Y [/Xfydu] dv.

Dimostrazione Per le funzioni f* e f~ sono validi i risultati del teorema
5.4.2. Allora per sottrazione si ottiene che f, ¢ G-misurabile per y-q.o. x G X,
e che fY e F-misurabile per v-q.0. y € Y; inoltre le funzioni x +— f du
ez — [,(f)sdv sono F-misurabili e le funzioni y — [, (f*)Ydu e y >
[ (f «(f7)¥dp sono G-misurabili, ed infine f* e f~ verificano le uguaglianze
(iii) nelle quali, essendo f sommabile su X x Y, tutti gli integrali sono finiti.
Dunque f* e f~ (e, per sottrazione, anche f) verificano (ii): in particolare
(esercizio 4.2.7) [, fodv & finito per p-q.o. € X e [, fYdu & finito per
v-q.0. y € Y. Di conseguenza, per p-q.o. x € X la funzione f, ¢ sommabile
suY e per v-q.o. y € Y la funzione fY ¢ sommabile su X; dunque f verifica
(i). Tornando a (iii), sottraendo le relazioni verificate da f* e da f, il che
e lecito trattandosi di quantita finite, si ottiene che f verifica (iii). O

Dalla proposizione 5.4.1 e dai due teoremi precedenti si deduce, in particolare,
che se f : R? —+ R & My-misurabile e non negativa, oppure sommabile, allora
si ha

RQfdmzz/foydm( >}dm /foydm( )]dm()

Qesto fatto si estende in modo ovvio agli integrali in R", i quali sono dun-
que decomponibili in /N integrali iterati. Abbiamo dunque un metodo per il
calcolo effettivo degli integrali multipli, che naturalmente per funzioni con-
tinue su insiemi “buoni” si riduce al sistema consueto usato per gli integrali
multipli di Riemann, sia propri che impropri. Per questa ragione, gli inte-
grali rispetto alla misura di Lebesgue verranno d’ora in poi scritto nel modo
consueto: [ f(x) dx anziché [, f dm.

Esercizi 5.4

1. Si provi che se k,h € NT e k+ h = N allora le inclusioni
By € My x M, € My
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sono strette.

. Sia C una o-algebra di sottoinsiemi di RY contenente i boreliani, nonché
tutti gli insiemi £ € My tali che my(E) = 0. Si provi che C O My.

. Per ogni £ C R poniamo E’ = {(x,y) € R? : x — y € F}. Provare che
se B € M allora E' € M.

. (Convoluzioni) Si provino i fatti seguenti:

(i) se f & M-misurabile, allora (z,y) — f(z —y) & Ma-misurabile;
(i) se f,g € L*(R), allora la convoluzione f x g, definita da

f*g(x) = / f(@—y)e(y)dy, ©eR,

¢ una funzione di L'(R) e si ha || f x g|l1 < | f]l1llglls;

(iii) l'operazione di convoluzione & commutativa, associativa e distri-
butiva rispetto alla somma;

(iv) se f € CE(R) e g € L'(R), allora fxg € C*(R) e (fxg)*® = fFxg.

. Sia p € CP(RY) con ¢ > 0, ¢ = 0 fuori della palla unitaria e
Jen dmy = 1; per ogni € > 0 sia ¢.(z) = v ¢ (£) (la funzione
. si chiama mollificatrice). Posto, per f € L*(RY), f.(z) = f * p.(z),
si provi che f. € C®(RY), e che f. — f in LY(RY) per ¢ — 07; si
mostri anche che se f & uniformemente continua su RV allora f. — f
uniformemente su R,

. Siano (X, F,pu) e (Y,G,v) spazi misurati. Poniamo

A(E) = inf {i,u(An)y(Bn) B C G<A" x B,),A, € F,B, € g} :

n=0

(i) Siproviche A\* & una misura esterna, ossia € non negativa, monotona
e numerabilmente subadditiva.

(ii) Posto
C={ECXXY XA =XN(ANE)+ X (ANE° ) VA C X xY},

si provi che C & una o-algebra contenente i rettangoli misurabili

di X xY.
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(iii) Si provi che la restrizione A di A* a C ¢ una misura completa.

(iv) Si provi che se u e v sono o-finite, allora
C=Fxg, A=pu X .

. Sia A la misura costruita nell’esercizio 5.4.6, essendo y = m la misura
di Lebesgue in [0, 1] e v la misura “cardinalita” in [0, 1] (esempio 5.3.4
(3)). Posto A = {(z,y) € [0,1)% : z = y}, si provi che \(A) = +oo0.
[Traccia: supposto per assurdo A(A) < oo, si provi che esistono
R, € R, disgiunti, taliche A C |J, R,, >, AMR,) <ooeR, =A,xA,
con gli A, disgiuntie (J, A, = [0,1]. Posto poi Ny = {n : m(A4,) > 0},
si provi che 1 < v(A,) < oo per ogni n € Ni; se ne deduca che
m(Upen, An) = 0 e quindi 'assurdo.]

. Sia f una funzione misurabile secondo Lebesgue in [a, b]. Si provi che
f € L'(a,b) se e solo se la funzione G(z,y) = f(x)f(y) appartiene a
L'([a,b] x [a,b]), e che in tal caso si ha

1G] = 1IFIIF -
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Capitolo 6

Derivazione

6.1 Teorema fondamentale del calcolo inte-
grale

Vogliamo analizzare le connessioni fra l'integrazione secondo Lebesgue in R
e 'operazione di derivazione di funzioni reali: in particolare, cercheremo un
analogo, per 'integrale di Lebesgue, di cio che ¢ il teorema fondamentale del
calcolo integrale rispetto all'integrazione secondo Riemann. Ricordiamo che
se f € una funzione continua in [a, b], allora si ha

%/: f®)dt = f(x) Vx € [a,b],

e che se f ¢ una funzione di classe C"! su [a, b] allora risulta

f(z)— fla) = /m f(t)dt Vx € [a,b].

In altre parole, le operazioni di derivata e di integrale commutano fra loro
nell’ambito delle funzioni sufficientemente regolari in [a, b] che si annullano
nel primo estremo.

Sia ora f € L'(a,b). Posto F(z) = [7 f(t)dt, c¢i domandiamo:

(i) F & derivabile, almeno q.o., in [a, b]?

(ii) Sara F'(z) = f(z), almeno q.o., in [a, b]?
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Viceversa, se g € derivabile in [a, b] e la sua derivata ¢ sommabile in [a, b], ci
chiediamo:

(iii) Risulterd [*¢'(t)dt = g(z) — g(a) in [a,b]?

Per rispondere a queste domande dovremo introdurre alcune nozioni ed alcu-
ne classi di funzioni interessanti di per sé, sulle quali comunque insisteremo
soltanto lo stretto necessario. Gli sviluppi matematici che partono da questa
problematica sono innumerevoli, profondi ed assai raffinati, ma al di 1a della
portata del nostro corso.

Esercizi 6.1

1. Stabilire in quali punti esiste la derivata della funzione

f@) = [t ze
0
e calcolarla.

2. Per ogni n € N, sia f,, la funzione definita da

fu(x) = inf {‘m - %

:mGN}, x € [0,1].

Si provi che la funzione
f(:L‘)Zan(l’), S [07 1]7
n=0

¢ continua, ma non & derivabile in alcun punto di [0, 1].

[Traccia: si verifichi che la serie & uniformemente convergente. Fissato
poi x =Y 7 &,107", ove oy, € {0,1,...,9} e lo sviluppo decimale &
infinito, per ogni k& € N* si ponga

_ r—107% seap=4,9
THTY 24107 seap=0,1,2,3,5,6,7,8.

Si verifichi che f,(z) = fu.(xx) per n > k, mentre f,(z) — fu(xx) =
+(x — x) per n < k. Se ne deduca che f(z) — f(zx) = p- (v — zx),
ove p, qualunque sia il suo segno, € un intero con la stessa parita di
k — 1; si concluda che, per k — oo, x;, — x mentre p = % non
ha limite.]
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6.2 Punti di Lebesgue

Data una qualunque funzione f sommabile su RY, N > 1, le sue proprieta
di misurabilita e di sommabilita non cambiano se essa viene modificata su
un insieme di misura nulla. In questo paragrafo ci poniamo il problema
di trovare, se possibile, una versione “canonica” di f, che ne ottimizzi la
regolarita buttando via, ad esempio, le discontinuita eliminabili.
Cominciamo con la seguente

Definizione 6.2.1 Sia f sommabile su RY. Un punto v € RN si dice punto

di Lebesgue per f se f(r) €R e

lim —— / ) — f(@)| dmy =0,
B(z,r)

r—0t My Br)

ove B(x,r) ¢ la palla di centro x e raggio v in RN e my(B,) ¢ la sua misura
(ovviamente indipendente dal centro).

Osserviamo che se f ¢ continua, allora ogni punto z € RY ¢ di Lebesgue
per f, ma per una generica f sommabile non ¢ detto a priori che i punti di
Lebesgue esistano. In effetti pero si ha:

Teorema 6.2.2 Se f ¢ sommabile su RY, allora quasi ogni € RN ¢& punto
di Lebesque per f.

Dimostrazione Per ogni # € RY introduciamo le seguenti quantita:

1

Af@) = s / O @m0

Af(x) =limsup A, f(x),

r—0t

M f(z) = sup%) /  fldms

r>0 My

Dobbiamo dimostrare che
my({z € RN : Af(z) > 0}) =0,
ed a questo scopo bastera provare che

my({z € RN . Af(z) >t}) =0 vt >0,
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in quanto da questo fatto e dalla subadditivita di m}, segue che I'insieme
N N 1
{reRY: Af(x) >0} = | {xeR :Af(x)>E}
keNt

ha misura esterna nulla (e quindi ¢ misurabile, con misura nulla).
Sia dunque ¢t > 0. Fissato n € NT, sia g, € CJ(R") una funzione tale che

1
If = gnll < =
n

(proposizione 4.7.5). Si noti che si ha Ag, = 0 in RY. Utilizzando il fatto
che

possiamo scrivere
Af(z) < A(f —ga)(@) <
hii?)l%lp i (B) /BW) |f = gnldmy + | f(z) = gu(z)| <

M(f = ga)(x) + |f(z) = gn(z)]  Vn € NT.

IN

IA

Ne segue

my({r € RN : Af(z) > 2t}) <
<my({z € RY : M(f — gn)(z) > t}) +
+ my({z € RY - |f(2) = gal2)| > 1}) ;

osserviamo che i due insiemi a secondo membro sono misurabili, il secondo
per la misurabilita di f e g,, il primo perché ¢ addirittura un aperto (esercizio
6.2.1).

Il secondo addendo si stima facilmente:
1
my({z € RY : [f(x) — gn(x)] > t}) < ;||f —gnlli  VneNT

per maggiorare il primo addendo ci occorre un enunciato apposito.
Proposizione 6.2.3 Se o € L'(RY) et > 0, allora
3N
my({z € RN : Mop(z) > 1}) < —[l¢lls-
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Dimostrazione Sia K un arbitrario compatto contenuto nell'insieme {x €
RN : My(z) > t}. Ogni punto z € K ¢ allora il centro di una palla aperta
B, = B(x,r;) tale che

/ lo| dmy >t -mpy(B,).

T

Dato che le palle { B, },cx ricoprono K, esistera una famiglia finita di palle
{Ba,,. .., By} € {B:}sek tale che

P
K c| B,
i=1
Proveremo ora che si puo trovare una ulteriore sottofamiglia {By, , ..., By, }
contenuta in {B,,,..., By, }, ove B, = B(x;,,74,), tale che:

(i) le palle B(x;,, 1), j = 1,...k, sono tutte disgiunte;
(i) K € U5, B(wi,,3ry);

(iii) my(K) <3V 35 mn (Bl i)

Per provare cio, non e restrittivo supporre che si abbia r; > 79 > ...7p.
Scegliamo i; = 1 e buttiamo via tutte le palle B(x;,7;), con i > i, che
intersecano B(x;,,7;,). Sia ora B(z,,,r;,) la prima palla, secondo 'ordi-
namento degli indici, che ¢ disgiunta da B(z;,7;,) (ammesso che ci sia).
Nuovamente, buttiamo via le palle B(z;,7;), con i > iy, che intersecano
B(zy,,r4,), e prendiamo come terza palla B(x;,,7;,) la prima che & disgiun-
ta da B(x;,,r;,). Procedendo in questa maniera, dopo un numero finito di
passi esauriamo le palle a disposizione ed il processo si arresta. Il risultato e
la famiglia {B(z;,,7i,), ..., B(x;,,7i,)}, che per costruzione ¢ fatta di palle
tra loro disgiunte. Dunque vale (i). Inoltre notiamo che se B(z;,7;) € una
della palle scartate, allora deve essere B(x;,1;) N B(x;,,75,) # 0 per qual-
che j = 1,...,k con ¢ > 1;; in particolare si ha r; < r;; e di conseguenza
B(ws, ;) € B(xi;,3r;). La stessa inclusione vale ovviamente se B(z;,7;) ¢
invece una delle palle B(z;;,7;;). Per I'arbitrarieta di B(x;,7;), si conclude

che
k

p
K C UB(ZEZ',TZ‘) C UB(xiwgrij)’
=1

i=1



ossia vale (ii). Infine, (iii) ¢ facile conseguenza di (ii) in quanto
my(B(@;,;, 3ri,)) = 3NmN(B(x,-j, ri;))-

Dunque (denotando per semplicita con B; le palle B(z;;,7;;))

k
3N
K) <3 ma(B)) Z / oldmy,
j=1

ed essendo le palle B; disgiunte, si conclude che

3N
m(K) < =gl

Questa disuguaglianza vale per ogni compatto K contenuto nell’insieme {x €
RN : My(z) > t}; dato che ogni chiuso F C RY & unione al pitt numerabile
dei compatti FNB(0, k), k € NT, la stessa disuguaglianza vale per ogni chiu-
so contenuto in {x € RY : My(z) > t}. Poiché tale insieme & misurabile, ne
segue la tesi. 0O

Torniamo alla dimostrazione del teorema. Per quanto abbiamo visto, possia-
mo dedurre che

miy({z € RY : Af(z) > 2t}) <
<my({z € RY : M(f = g,)(x) > t}) +
+my({z € RY : |f(2) — gu(z)] > 1}) <

1+3N
If = gnll1s

e dunque, per come si ¢ scelta g, ,

143y
+ Vn € N*.

miy({z € RY : Af(z) > 2t}) <
Passando al limite per n — oo otteniamo
miy({x € RY : Af(z) > 2t}) =0,

da cui la tesi del teorema. O

Dal teorema precedente otteniamo subito la risposta alle domande (i) e (ii)
che ci siamo posti alla fine del paragrafo 6.1.
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Corollario 6.2.4 Se f ¢ sommabile in R, e F(x f f(t) dt, allora si
ha F'(z) = f(x) in ogni punto x di Lebesgue per f, ossia q.o. in R.

Dimostrazione Sia x un punto di Lebesgue per f. Per ogni successione
reale infinitesima {4, }, tale che §,, # 0 per ogni n, si ha

_ " z+0n
’F(m+5) ()_f(x)‘: 5_1”/ Ft)dt — f(z)| <
$+5n 1 z+|0n]
<5 [ swia< g [0 1w - sl -

:W/ O = J@de =0 pern - o0

in virtu della definizione 6.2.1. Per I'arbitrarieta della successione {d,}, si ha
la tesi. O

Corollario 6.2.5 Se f ¢ sommabile in |a,b], allora

d xr
—/ f(t)dt = f(z) q.o. in |a,b].
X a
Dimostrazione Basta prolungare f a 0 fuori di [a, b] ed applicare il corol-
lario precedente a fxjap. O

Osservazione 6.2.6 E possibile definire la nozione di punto di Lebesgue
di un arbitrario elemento di L'(R"), e non solo di una arbitraria funzione
sommabile su RY; in altre parole, la definizione 6.2.1 puo essere modificata in
modo da dipendere solo dalla classe di equivalenza in L', e non dal particolare
rappresentante. Questa variante ¢ descritta nell’esercizio 6.2.2.

Esercizi 6.2
1. Provare che se f € L'(R") allora per ogni t > 0 I'insieme
{z e RY : Mf(z) >t}
¢ aperto in RV,

2. Sia F € LY(RY). Diciamo che un punto z € RY & di Lebesgue per F,
e scriviamo x € L(F'), se esistono y, € R e g € F tali che

lim —© / 19 — | dmy = 0
m ————-— — Y| dmy = U.
r—0t+ mN(BT) B(z,r) g Y N
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(i) Si provi che se z € L(F') allora il limite sopra scritto ¢ 0 per ogni
heF.

(ii) Si provi che se ¢ € F' e z ¢ punto di Lebesgue per g secondo la
definizione 6.2.1, allora z € L(F); se ne deduca che RV \ L(F) ha
misura nulla.

(iii) Posto

| y» sex e L(F)
f(x)_{O sex ¢ L(F),

si provi che f € F'; si provi anche che se ¢ € F e x e punto di
Lebesgue per g secondo la definizione 6.2.1, allora f(z) = g(x); se
ne deduca che L(F') & I'unione di tutti i punti di Lebesgue delle
g € F, e che f ¢ il rappresentante “canonico” della classe F'.

3. Dimostrare che se f € L'(RY) allora f(z) < M f(z) q.o. in RY.

4. Se E C RY & un insieme misurabile, la densitd di £ nel punto z &
definita da (BN Be.r)
. my(NB(x,r
4] =1
5(7) ot my(B(z,7))

nei punti dove il limite esiste (si confronti con 'esercizio 1.4.3). Si provi
che
dp(r) =1 qo.in E, dp(xr) =0 q.o. in E°.

6.3 Derivabilita delle funzioni monotone

La risposta alla domanda (iii) che ci siamo posti nel paragrafo 6.1 ¢, come
vedremo, alquanto articolata. Per cominciare, analizziamo a questo riguardo
il comportamento delle funzioni monotone.

Una funzione monotona in un intervallo [a, b] puod avere infiniti punti di di-
scontinuitd (ma mai pit di un’infinitd numerabile, come mostra 1’esercizio

6.3.1): un esempio ¢ la funzione f(z) = 14[3[/171347 x €]0,1]. Nondimeno,
le funzioni monotone godono di una proprieta sorprendente, espressa nel

fondamentale e classico risultato che andiamo ad esporre.
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Teorema 6.3.1 (di derivazione di Lebesgue) Sia f : [a,b] — R una
funzione monotona crescente. Allora f ¢é derivabile q.o. in |a,b], f' é som-
mabile in [a,b] e

b
[ 1dm < 1) - fia).
Dimostrazione Tutto si basa sul seguente lemma di ricoprimento:

Lemma 6.3.2 (di Vitali) Sia E un sottoinsieme di R con m*(E) < oo, e
sia F una famiglia di intervalli chiust dotati di queste proprieta:

(a) F é un ricoprimento di E;
(b) per ogni x € E e per ogni § > 0 esiste I € F tale che x € I e m(I) < 0.

Allora per ogni € > 0 esistono Iy, ...,In € F, disqiunti, tali che

m* <E\UL> <eE.

Dimostrazione Sia A un aperto contenente E, tale che m(A) < oo; si puo
supporre allora che sia I C A per ogni I € F. Costruiamo una sottofamiglia
disgiunta {I,},en+ € F nel modo seguente. Scegliamo I; € F in modo
arbitrario; se £ C [, ci fermiamo perché il singolo intervallo I; soddisfa la
tesi del lemma, essendo m*(E'\I;) = m*(0)) = 0. Altrimenti, esiste z € E\ Iy;
quindi, per le proprieta (a) e (b), esiste almeno un intervallo I € F tale che
INI, = 0. Posto allora

ki =sup{m(I): I € F, INL =0},

si ha 0 < k; < m(A) < oo. Si pud dunque scegliere I, € F, disgiunto da I,
tale che

1
m(lg) > § ki .

Induttivamente, costruiti Iy, ... I, disgiunti, e supposto che non risulti £ C
Ui, Ii (nel qual caso avremmo ottenuto la tesi del lemma), si osserva che
per le proprieta (a) e (b) esistono intervalli [ € F disgiunti da I,..., I,.
Dunque, posto

kn=sup{m(I): 1€ F, INL;=0peri=1,...,n},
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risulta 0 < k, < k1 < -+ < k; < m(A) < oo. Pertanto si puo scegliere
I, € F, disgiunto da I,..., [, e tale che

mlnin) > 5 ko
Se non accade mai che £ C |J;_; I; (nel qual caso abbiamo la tesi del lemma),
otteniamo una successione {I,} C F costituita da intervalli disgiunti, I'n-
esimo dei quali ha misura maggiore di %kn Poiché | J,cn+ In €© A, si ha
anche )+ m(l,) <m(A4) < oco.
Sia ora € > 0: esiste N € N* tale che

n=N-+1

Poniamo F = E\JY, I;, e dimostriamo che si ha m*(F) < e: cid concludera
la dimostrazione. Sia x € F: poiché x non appartiene al chiuso Uf\il I;, esiste
I'e Ftalechex e T el C A\ Uf\il I;. D’altra parte, I deve intersecare
qualcuno degli I,, con n > N, poiché in caso contrario per definizione di &,

avremmo
m(I) <k, <2m(l,,;) VneNT,

e dunque m(I) = 0, il che & assurdo. Pertanto esiste n > N tale che NI, # ()
elNIy=0perk=1,...,N. Detto z, il punto medio di I, si ha allora

1 1 1 )
|z, — x| <m(I)+ 5 m(l,) < kn_1+ 5 m(l,) < 2m(1l,)+ 5 m(l,) = 2 m(1y,).
Indicando con J, 'intervallo chiuso di centro x,, e ampiezza quintupla di quel-
la di I,,, risulta quindi x € J,: abbiamo cosi mostrato che F C | J° J,

n=N+1 “n>
da cui - .
m(F)< > m(J)=5 > m,)<e O
n=N-+1 n=N+1

Torniamo alla dimostrazione del teorema. Per x €]a, b[ consideriamo i quat-
tro numeri derivati (o derivate del Ding) cosi definiti:

D7 f(z) = limsup floth) — flz) , Dif(xz) = liminf fleth) - @) 7
h—0+ h h—0+ h

D™ f(x) = limsup flet+h) - @) ., D_f(z) = liminf fl@+h) = f(z) .
h—0— h h—0— h
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Ovviamente si ha sempre D, f(x) < DT f(x) e D_f(x) < D~ f(x); provere-
mo che per q.o. x €]a,b| risulta D, f(x) = DV f(x) = D_f(x) = D™ f(z) e
che per q.o. = €]a, b[ tale valore ¢ finito e quindi ¢ la derivata f'(z).

Per mostrare 'uguaglianza dei quattro numeri derivati bastera far vedere che

D*f(z) < D_f(x) q.o. in ]a, b, D™ f(z) < Dy f(x) q.o. in a, b];

proveremo in effetti la prima disuguaglianza perché ’altra e del tutto analoga
(cambia solo il segno dell’incremento h).
Sia
E ={z €]a,b[: D" f(z) > D_f(x)};

sara allora £ = J,, 5cq Fag, dove

7 0 se a > f3

o {z €]a,b: D_f(z) <a< < D" f(x)} sea</p;
quindi bastera mostrare che
m*(Eap) =0 Vo, B € Q con a < .

Fissiamo ¢ > 0: allora esiste un aperto B, contenente E,g, tale che m(B) <
m*(Eag) + €. Se x € Eyp, si ha

D_f(x) = lim inf flo+ h})l —f(x) _ - flx) — {L(x — h)

quindi per ogni ¢ > 0 esiste hs €]0, 0] tale che
[z — hs,z] C B, f(z) — f(x — hs) < ahs.

La famiglia di intervalli {[x — hs,z] : © € Ea5,0 > 0} € un ricoprimento di
E,p che verifica le ipotesi del lemma di Vitali ed e costituito da sottoinsiemi
di B. Dal lemma 6.3.2 segue che esistono [x; — hy,z1],..., [ty — hy, ZN]
disgiunti, tali che

N

U[mi—hi,xi]CB, m* ( ag\U hz,x,> <e.

i=1

Percid 'aperto A = JN ||z, —hy, 7;] & contenuto in B e verifica m*(E\ A) < ¢;
inoltre si ha, applicando ad A la definizione di misurabilita:

m (AN Eap) =m*(Eag) — m" (Eag \ A) > m"(Eap) —
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Consideriamo ora l'insieme A N E,z e ripetiamo lo stesso ragionamento: se
y € AN E,z si ha

D* f(x) = limsup fle+k) = f(z)

k—0+ k

>/87

quindi per ogni ¢ > 0 esiste ks €]0, d] tale che

ly,y +ks] C A, fly+ks)— fly) > Bks .

La famiglia di intervalli {[y,y+ks] : y € ANE,p,6 > 0} ¢ un ricoprimento di
AN E,z che verifica le ipotesi del lemma di Vitali ed ¢ costituita da sottoin-
siemi di A. Dal lemma 6.3.2 segue che esistono [y1, y1 + k1], . .., [yar, Yar + k]
disgiunti, tali che

M

M
U[yj,yj—i-kj]CA, (AﬂEocB Uy],y]—l—k )

j=1

Percio I'aperto C' = Uj]\il]yj,yj + k;[ € contenuto in A e verifica m*((A N
E.z5) \ C) < e. Tenuto conto della precedente stima per m*(A N E,g), ne
deduciamo, per la misurabilita di C,

m(C) > m(CNANE) =m (AN Ey) —m (AN Eu) \C) >
> m*(A N Ea,B) —e> m*(Eag) — 2¢,

da cui

P+ k) = Fy) > B by = Bm(C) > Bm’ (Eap) — 2).

J=1 Jj=1

M:

D’altra parte, essendo C' C A, per ogni fissato j € {1,..., M} esiste un unico
ie{l,...,N} tale che |y;,y; + k;| C|x; — h;, x;[; dal fatto che f ¢ crescente
segue allora

M

S (Flys + k) <D0 ),

J=1

il che implica
B(m*(Eap) — 2¢) < a(m*(Eap) + €),
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cioe Py
a
m*<Ea5) <e€ 3—a .
Poiché ¢ ¢ arbitrario, si ottiene che m*(E,3) = 0. Ne segue che E =
Ua.geq Fas ha misura esterna nulla, ossia risulta D* f(z) < D_f(x) q.o.
in ]a, b[, come si voleva dimostrare. In modo analogo, come gia osservato, si
trova che D~ f(x) < D, f(x) q.0. in |a, b|.

Abbiamo mostrato che per q.o. = €]a,b| esiste la funzione

o) = iy 9T+ W = 002),

resta da far vedere che |g(x)| < oo per q.0. x €]a, b].
Dopo aver esteso la funzione f oltre b ponendo f(x) = f(b) per ogni z > b,
definiamo per ogni n € N*

gn(x) = l) , x € |a,b].

Chiaramente, g,(x) — g(x) q.0. in [a, b]; inoltre le g, sono misurabili (perché
tale e f, essendo monotona), e dunque g & una funzione misurabile, oltre che
non negativa dal momento che f ¢ crescente. Dal lemma di Fatou segue
percio

n—oo

[ b+t b
= liminfn / fdm—/fdm =
n—oo a+% a
b+1 aty
= liminfn / fdm—/
n—oo b a

< liminfn /b+n f(b) dm—/aJr f(a) dm] = f(b) — f(a).

n—oo

Quindi g ¢ sommabile in [a,b] e in particolare g & q.o. finita in [a,b]. Cio
significa che f & q.o. derivabile in [a,b] e che f’ ¢ sommabile: in particolare

b
/fmnsﬂw—ﬂm

Cio conclude la dimostrazione del teorema di Lebesgue. 0O
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Osservazioni 6.3.3 (1) La disuguaglianza fab frdm < f(b) — f(a) puo es-
sere stretta, come si vedra; nel paragrafo 6.5 caratterizzeremo la classe delle
funzioni per le quali vale il segno di uguaglianza.

(2) Se f & monotona decrescente, applicando il teorema di Lebesgue a — f si
ottiene che f ¢ derivabile q.o., che f’ ¢ sommabile e che f: fldm > f(b)—f(a).

Esercizi 6.3

1.

Si provi che se f : R — R & una funzione monotona, allora f ha al piu
un’infinita numerabile di punti di discontinuita.

Si costruisca una funzione f : [0,1] — R monotona e discontinua in
ogni punto di QN [0, 1].

Si calcolino i quattro numeri derivati nel punto 0 per la funzione

0 sex =0
{0,

rsin= sex # 0.

z
Si verifichi che, assegnati a < b e ¢ < d, la funzione

2

axsin2%+bxcos % sex >0

flz)=12 0 sex =0

2

cx sin? % + dx cos sex <0

8=

soddisfa D, f(0) = a, DT f(0) =b, D_f(0) =¢, D~ f(0) =d.

Si calcolino i quattro numeri derivati nel generico punto x € R per la
funzione xr\q -

Provare che se f : R — R & continua, allora le funzioni D f, D, f,
D~ f e D_f sono misurabili rispetto alla misura di Lebesgue.

Siano f, g : R — R. Dimostrare che se esiste f'(z), allora

D¥(f +g)(z) = f'(z) + D g(),
e che analoghi risultati valgono per gli altri numeri derivati.

Fornire un esempio nel quale risulti DT (f + g) # D=f + D™*g.
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6.4 Funzionl a variazione limitata

Questo paragrafo e dedicato alla descrizione di un’importante classe di fun-
zioni: quelle a variazione limitata.

Definizione 6.4.1 Sia f : [a,b] — R. Per ogni partizione 7 : a = xo < x1 <
... <z =0 di[a,b] poniamo

to(f,m) = Z |f(xi) = flzica)]

la quantita
T3(f) = suptq(f,m)

si chiama variazione totale di f in [a,b]. Se T?(f) < oo diciamo che f ¢ a
variazione limitata in [a,b], e scriviamo f € BV]a,b].

Osservazioni 6.4.2 (1) Ogni funzione monotona in [a,b] ¢ a variazione
limitata in [a, b] e si ha

Ty(f) = 1f(b) = f(a)l.
(2) BV]a,b|] ¢ uno spazio vettoriale: infatti se f,g € BV]a,b] e A\, u € R si
ha, come e facile verificare,

ToOf + pg) < INTL(f) + |1l (9).

(3) Ogni funzione di BV [a,b] ¢ limitata in [a,b]: infatti se f € BV]a,b| si
ha

/()] [f(@)] +[f(2) = fa)] <

(@] + 1) = f(@)] + [ f (@) = fla)] < [f(a)] + T,(f).

D’altra parte ovviamente esistono funzioni limitate che non sono a variazione
limitata: ad esempio la funzione x4, ove A = {X},cn+, ¢ limitata in [0,1]
ma non sta in BV[0,1]. Infatti per ogni N € N7, scelta la partizione 7y :
0<+ < le/z <y <wup << 1< ﬁ < 1, I'incremento di f
da un nodo al successivo & sempre +1, e quindi t}(xa,7y) = 2N; ne segue
Ty (xa) = +oo0.

La variazione totale di una funzione e additiva rispetto alle decomposizioni
di [a, b] in sottointervalli adiacenti. Si ha infatti:

<
<
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Proposizione 6.4.3 Se f € BV|[a,b|, allora
To(f) =T:(f) + T.(f)  Veeladl.

Dimostrazione (<) Per ogni partizione 7 di [a, b, 'aggiunta del nodo ¢
determina due partizioni m; di [a,c] e mo di [¢,b], la cui unione & 7. Si ha
allora

tg(f? 7T> < tg(.ﬂ 7Tl) + tg(fv 7T2) < T;(f) + Tf(f)a

e quindi, per 'arbitrarieta di ,

T (f) < T (f) + T2(f).

(>) Per ogni coppia di partizioni 7y di [a,c] e m di [¢,b], la loro unione &
una partizione 7 di [a, b] contenente il nodo ¢: ne segue

to(f,m) +te(fom) = to(f,m) < T(f),

e per I'arbitrarieta di m e mo,

To(f) +To(f) < T(f). O

L’additivita della variazione totale ci permette di arrivare al risultato che
segue, che e il punto chiave della teoria delle funzioni a variazione limitata.

Corollario 6.4.4 Sia f : [a,b] — R. Allora f € BV][a,b] se e solo se f ¢é
differenza di due funzioni crescenti in [a, b].

Dimostrazione (<) Poiché le funzioni crescenti in [a, b] sono a variazione
limitata, la tesi segue dal fatto che BV]a,b] & uno spazio vettoriale.

(=) La funzione x — T*(f) ¢ crescente in [a, b]: infatti, per la proposizione
precedente,

TY) = TE(f) + T 2 T(f)  sey>w.

Si osservi inoltre che T2(f) = 0.
D’altra parte, anche la funzione x — TF(f) — f(z) & crescente in [a, b], perché
se y > x si ha, ancora dalla proposizione 6.4.3,

fy) = flx) <|fly) = o) < TY(f) = TY(f) = T3 (F)-
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Quindi, scrivendo

f(x) =T7(f) = (T3 (f) = f(z)),
si hala tesi. O

Da questo corollario e dal teorema di derivazione di Lebesgue (teorema 6.3.1)
segue subito:

Corollario 6.4.5 Ogni funzione f € BV |a,b] é derivabile q.o0., e la derivata
f e sommabile in [a,b]. O

Esercizi 6.4

1. Si provi che
1flBviay = sup |f(z)]+To(f)

z€[a,b]

¢ una norma nello spazio BV[a,b], e che BV[a,b| con questa norma ¢
completo. Si provi inoltre che BV[a,b] non ¢ chiuso in £>(a,b).

2. Calcolare la variazione totale delle seguenti funzioni:
(1) flz) ==(®-1), ve[-22;

(i) f(2) = 3xp,1/2(2) = 6xp/a3(x), 2 €0, 1];

(i r) =sinz, z € [0,2n];

(

x)=x—z], x € [-50,50].

w
2
o

@

—~
S

SN—

Il

Vv, x €[0,1], esia f:[0,1] — R definita da:

w e € [ ], 2
flx) = oo 11
0 sexel0,1]\U,[2,L
(i) Provare che f,g € BV]0,1] e calcolarne le rispettive variazioni
totali.
(ii) Dimostrare che go f ¢ BV|0,1].

2,
+ 5.

4. Siano f,g € BV]a,b|. Provare che fV g, f A g € BV|[a,b].
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d.

10.

Sia f € C%a,b]. Si provi che f € BV]a,b| se e solo se il grafico " di f
e una curva rettificabile, e che in tal caso si ha

() <UD < T(f) +b—a.

a

Sia f : [a,b] — R una funzione continua e monotona e sia I'; il suo
grafico.

(i) Si verifichi che

Vb =a)+1f(b) = f(@) <UTy) <b—a+[f(b) = f(a)l.

(ii) Si determinino le funzioni f continue e monotone per le quali

UTy) = V(b= a)? +f(b) - fla)>

(iii) Si trovi una classe di funzioni f continue e monotone per le quali
{Ty) =b—a+[f(b) - fla)]

Sia f € BV|a,b]; si dimostri che f & continua in zg € [a, b] se e solo se
x+— TI(f) ¢ continua in z.

Siano f,g € BVla,b]. Si provi che fg € BV]a,b] e che (v. esercizio
6.4.1)
1 f9llBviay < I fllBvias gl Bvias-

. Siano f,g € BVla,b], con g # 0 in [a,b]. Provare che se inf, [g] > 0

allora § € BV|a,b]. E vero il viceversa?

Siano f : [a,b] > R e g: [¢c,d] — [a,b], con g strettamente crescente.
Provare che se f € BV]a,b|, allora fog € BV]|c,d].

6.5 Funzioni assolutamente continue

Introduciamo adesso una classe di funzioni all’interno della quale sara possi-
bile dare una risposta positiva alla domanda (iii) del paragrafo 6.1.

155



Definizione 6.5.1 Una funzione f : [a,b] — R é detta assolutamente conti-
nua in [a, b, e scriveremo f € AC|a,b], se per ognie > 0 esiste § > 0 tale che
per ogni collezione finita di intervalli disgiunti Joy, Bi[, i = 1,..., k, contenuti

in [a,b] e verificanti Zle(ﬁz — ;) < 6, risulta Z?Zl lf(Bi) — flay)| < e.

Osservazioni 6.5.2 (1) E immediato verificare che se f ¢ assolutamente
continua, allora la condizione richiesta dalla definizione ¢ soddisfatta anche
nel caso di famiglie infinite di intervalli disgiunti.

(2) Se f ¢ assolutamente continua in [a, b, allora ovviamente f ¢ anche con-
tinua in [a, b]; il viceversa, come vedremo nell’esempio 6.5.6, non & vero.

(3) Se g € L'(a,b), allora la funzione f(z) = [ g(t)dt appartiene ad
AC(a,b], a causa dell’assoluta continuita dell'integrale (proposizione 4.5.6).

Tutte le funzioni assolutamente continue in [a,b] hanno necessariamente
variazione limitata in [a, b], come mostra la seguente

Proposizione 6.5.3 Risulta AC[a,b] C BV]a,b].

L’inclusione & ovviamente propria, dato che esistono funzioni discontinue a
variazione limitata; ad esempio, xp2; € BV[0,3] con T (x[1,9) = 2

Dimostrazione Sia f € AC([a,b]. Scelto ¢ = 1, sia § il corrispondente
numero con il quale la f verifica la definizione 6.5.1. Dividiamo [a,b] in N
parti uguali di ampiezza b_T“ < 4, e poniamo z, =a+ w(b—a), 0 <n < N.
Risulta allora, per costruzione,

T (f) <1,  n=01... N-L

Dunque, per la proposizione 6.4.3 si ha

N-1

THf) =D T+ (f) <N <oo. O

n=0

In particolare, dal corollario 6.4.5 segue che ogni funzione assolutamente con-
tinua in [a, b] ¢ derivabile q.o. con derivata sommabile in [a, b]. Verificheremo
fra breve che per tali funzioni f l'integrale della derivata vale esattamente
f(b) — f(a). Intanto osserviamo che il risultato del corollario 6.4.4 si puo
ulteriormente precisare:
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Corollario 6.5.4 Sia f : [a,b] — R. Allora f € ACla,b] se e solo se f ¢
differenza di due funzioni assolutamente continue e crescenti in [a,b].

Dimostrazione («<=) E sufficiente osservare che AC([a,b] ¢ uno spazio
vettoriale.

(=) Per il corollario 6.4.4 si ha

flx) =T3(f) = (TZ(f) = f(=2),

e le due funzioni a secondo membro sono crescenti in [a,b]. Bastera allora
provare che z — T7(f) appartiene ad AC|a,b].

Sia € > 0 e sia ¢ il numero fornito dalla definizione 6.5.1 applicata a f. Sia
{Jev, Bi[}1<i<ny una famiglia di sottointervalli disgiunti di [a, b] con SN (8 —
«;) < 0, e per ogni i sia m; una partizione di |ay, §;[; allora risulta, grazie
all’assoluta continuita di f,

N

S oth(fm) <e:

i=1
di conseguenza, per 'arbitrarieta delle partizioni m;,
N
Z TBZ Taz ZTﬁz
=1

e cio prova la tesi. O

Il teorema che segue caratterizza la classe delle funzioni assolutamente con-
tinue proprio in termini della proprieta (iii) del paragrafo 6.1.

Teorema 6.5.5 Sia f : [a,b] — R una funzione continua. Sono fatti equi-
valenti:

(i) f € ACla,b];

ii e deriwabile q.0. in |a,b|, e sommabile in |a,b| e
ii) fed bil bl, f'é bil b

= /x f't)ydt  Vax € [a,b].
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Dimostrazione [(i) = (ii)] Sappiamo gia che f ¢ derivabile q.o. in
la, b]; dobbiamo solo provare 1'uguaglianza sopra scritta. A questo scopo,
ricordando il corollario 6.5.4, possiamo supporre che f sia crescente in [a, b].
Essendo f crescente, esiste la misura di Lebesgue-Stieltjes 1y associata a f,
introdotta nell’esempio 2.1.3(3) e ben definita grazie alla continuita di f:
proviamo che pf € definita su M e che 1y < m (definizione 4.5.1).

Sia £ € M con m(E) = 0. Fissiamo ¢ > 0; scelto § > 0 in modo da
soddisfare la definizione di assoluta continuita di f, esiste un aperto A O F
tale che m(A) < d. Per l'esercizio 1.3.3, sara A =, |an, B con gli |, B[
disgiunti; poiché f e crescente, da ) (8, — ay) < 0 segue Y (f(B,) —
flay)) < e. Quindi

HH(E) < pp(A) <D gl Bal) = Y _(F(Ba) — flan)) <.

n

Dato che € ¢ arbitrario, si ottiene u}(E) = 0; quindi, per la completezza di
pr,siha £ € My e pup(E) = 0. Poiché ogni insieme G € M & 'unione di un
boreliano B e di un insieme £ € M di misura nulla, ne segue G = BUFE €
My quindi M C My, ossia iy € definita su M. Inoltre, come si ¢ visto, se
m(E) = 0 allora ps(E) = 0. Cio prova che py < m.

Adesso facciamo uso del teorema di Radon-Nikodym, gia citato nel paragrafo
4.5, e che verra dimostrato nel capitolo 8 in modo ovviamente indipendente
dalla teoria svolta fin qui; in base a questo risultato (che certamente vale per
misure finite) possiamo concludere che esiste una funzione h € L'(a,b), q.o.
non negativa, tale che

uf(E):/Eh(t) it VEeM.

In particolare

@) = 11@) = (o) = | Wity di V€ [a,b):

applicando allora il corollario 6.2.5 si ottiene che f & derivabile q.o. in [a, ]
(cosa che gia sapevamo), e che f' = h q.o. in [a,b] (fatto nuovo). Quindi
possiamo sostituire nell’integrale h con f’, e pertanto vale (ii).

[(ii) = (i)] La misura s, definita da u(E) = [, [f'(¢)| dt, & assolutamente
continua rispetto a m in quanto f’ € L!(a,b); dato che entrambe le misure
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sono finite, in virtu della proposizione 4.5.5 per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale
che

m(E) <§ = /E|f’(t)\dt <e.

In particolare, quindi, se {]a;, 5;[}i=1...x € una collezione finita di sottointer-
valli disgiunti di [a, b] tale che 2% (8 — a;) < 4, risultera

Z|f Bi) — flay)| =

il che mostra che f € AC[a,b]. Cio prova (i). O

Non tutte le funzioni continue in [a, b] sono assolutamente continue in [a, b],
come mostra il sorprendente esempio che segue: esistono funzioni continue,
crescenti, q.o. derivabili, con derivata q.o. nulla, e tuttavia non costanti.
Funzioni di questo tipo non possono essere assolutamente continue a causa
del teorema 6.5.5, ma sono certamente a variazione limitata: per tali funzioni,
in particolare, la disuguaglianza del teorema 6.3.1 ¢ stretta.

Esempio 6.5.6 Sia C l'insieme ternario di Cantor (/3 introdotto nel para-
grafo 1.6: si ha

C = (} fﬂm E, D E%+17 E%/::LJ Jk”7

neN+

dove gli Jy, sono intervalli chiusi disgiunti con m(Jy,) = 37". Definiamo per
ogni n € Nt

w0 = (3) xeto no) = [Caa e

Si noti che I\ .
tdt = (2 -
[ st = (3) o) - 5

3 n+1 3 n+1 9 1
el (t)dt = | = Jin N E, 1) = = -
[]k Inr1(t) <2> m(Jen N Eny1) (2) gnt1

Risulta allora

n

RO =0 £0)=(3) mE) -1



inoltre se z € Ey vale I'uguaglianza

fura () = / () dt = / "ty dt = fu(2)

(perché si integra solo sugli intervalli Jy,, contenuti in [0, z|, dove gli integrali
di g, e gnt1 coincidono), mentre invece se x € E,,, ad esempio x € J,, vale
la stima

‘fn-&-l(m) - fn(m)l =

[ lg0a(0) - o) dt\ < [ ) = a0 <

1
2n—1

< / G (6) + gu(t)] dt =

(perché gli integrali fra 0 ed il primo estremo di Jy, si cancellano). In
definitiva

SUp fus1(2) = fu(2)] € —  Vn e NF,

z€[0,1] 2n—1

cosicché la successione { f,, } converge uniformemente in [0, 1] ad una funzione
f. Poiché le f, sono continue e crescenti, anche f € continua e crescente, e
verifica f(0) =0, f(1) = 1. Inoltre, dato che f,, ¢ costante su ogni intervallo
disgiunto da E,, si ha f/ = 0 in E¢ ed a maggior ragione f; = 0 in E¢
per ogni m > n, visto che in tal caso Ef, D E¢; quindi se / ¢ un intervallo
contenuto in | J)~, B¢, ossia disgiunto da C, si ha f, — f uniformemente in
I e fI = 0 definitivamente in I: cio implica che f ¢ derivabile con f' = 0 in
I. Pertanto f ¢ derivabile con f' =0 in C°, ossia q.o. in [0, 1] (dal momento
che C ha misura nulla).

Come si ¢ gia osservato, f ¢ AC|[0, 1] perché

1= f(1)— £(0) > / £(t) dt = 0.

La funzione f e chiamata funzione di Lebesque o anche, piu informalmente,
“scala del diavolo”.

Esercizi 6.5

1. Provare che se f,g € AC|a,b], allora fV g, f N g € AC]a,b].
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. Sia f crescente ed assolutamente continua in [a, b]. Posto f(z) = f(b)
per x > b e f(z) = f(a) per x < a, si verifichi che la misura di
Lebesgue-Stieltjes py su R ¢ data da

:/fﬁmt VE € M.
E

. Sia f € AC]|a, b]; si provi che per ogni E C [a, b] misurabile con m(E) =
0 si ha m*(f(F)) = 0; si provi inoltre che per ogni E C [a, b] misurabile
I'insieme f(F) & misurabile.

. Sia f crescente e continua a sinistra in [a,b] e sia py la misura di
Lebesgue-Stieltjes associata a f. Si provi che uy < m se e solo se

f e AC[a, b].

. Si provi che

Ifllacos = 500 170)]+ / ()] dt

:cEa

¢ una norma nello spazio AC(a,b], e che AC]a,b] con questa norma ¢
completo. Si provi inoltre che AC/[a, b] non ¢ chiuso in C|a, b).

. Sia f € AC[a,b]; si provi che T2(f) = ||f'||z1(ap). € se ne deduca che
AC(a, b] & un sottospazio chiuso di BV |[a, b].

[Traccia: Per provare che T2(f) > || /|1t (ap) st utilizzi il fatto che le
funzioni costanti a tratti sono dense in L!(a,b).]

. Sia f : [a,b] — R. Si provi che f & lipschitziana su [a, b] se e solo se
f e ACa,b) e f' € L>(a,b).

. Sia

@sinz™® sel0<z<1
f(I)_{O se r = 0.

Si provi che se 0 < f < « allora f € ACI0, 1], mentre se 0 < o < 3
allora f ¢ BV0, 1].
. Siano f € ACla,b] e g € AC|[e,d], con f(|a,b]) C [c,d]. Si provi che:

(i) se f ¢ monotona, allora go f € AC|a,b];
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10.

11.

12.

13.

14.

(ii) se g e lipschitziana, allora g o f € AC|a, b];

(iii) per f(z) = 2?|sinl/z| e g(x) = 22 si ha f, g € AC[0,1] ma
go f & AC|0,1].

Sia f : [a,b] — R. Si dimostri che:

(i) se f € AC[e, 1] per ogni € €]0,1[ e f & continua in 0, allora non &
detto che f € ACI0,1];

(ii) se f € AC[e, 1] per ogni € €]0,1[, f € BV][0,1] e f & continua in 0,
allora f € ACY0,1];

(iii) se f € ACJe, 1] per ogni ¢ €]0,1], f' € L'(0,1) e f & continua in
0, allora f € AC|0, 1].

Siano f,g € ACla,b]. Si provi che fg € AC]a,b] e che vale la formula
di integrazione per parti

/ F(t)g' (1) dt + / S @ty dt = F(B)g(b) — f(a)g(a).

Provare che una funzione f : R — R ¢ della forma f(z) = f_xoo g(t) dt,
con g € L'(R), se e solo se

feAC[-a,a] VYa>0, lim T°/(f)<oo, lim f(z)=0.

a——+00 T——00

(i) Siano F' € ACla,b] e ¢ € C'(R). Si provi che ¢ o F' € AC|a, b].
(ii) Si dimostri che per ogni p € [1,00[ e f € L'(a,b) esiste g € L'(a,b)

tale che
(/:|f(t)|dt>p=/axg(t)dt Va € [a,b].

Sia f la funzione di Lebesgue dell’esempio 6.5.6; si provi che, detto I'
il suo grafico, risulta
o) =2

(si confronti questo risultato con quello degli esercizi 6.4.5 e 6.4.6).
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15. Sia f la funzione di Lebesgue dell’esempio 6.5.6; si provi che f ¢ holde-

log 2
riana di esponente Ogg

[Traccia: posto a = }°g3, e dati x,y € [0,1], sia n € N tale che
37 < |z — y| < 37™; si provi che allora | f(z) — f(y)] < 27". Osser-
vato che 2-37% = 1, si deduca che |f(z) — f(y)| < 3%z — y|* per ogni

x,y € [0,1]]

6.6 Cambiamento di variabile

Per I'integrale di Riemann la formula del cambiamento di variabile

g(b) b
z)dr = "(t) d
/M f(@) / Flo(t)g'(b) dt

vale per ogni f continua in un intervallo [c, d] e per ogni funzione ¢ : [a, b] —
[c,d] di classe C'. Ci chiediamo ora se questa formula si possa estendere
al caso dell’integrale di Lebesgue, e sotto quali condizioni cio sia possibile.
Proveremo il seguente risultato:

Teorema 6.6.1 Sia f € L'(c,d) e sia g : [a,b] — [c,d] una funzione deri-
vabile q.o. in [a,b]. Posto F(z) = [* f(£)d¢ per x € [c,d), i sequenti fatti
sono equivalenti:

(i) (fog)g € L'(a,b) e

9(v)
f(z dx—/ f(g dt Yu,v € [a,b];
g(u)
(ii) Foge€ AC[a,b].
In tal caso risulta (Fog) = (fog)g q.o. in[a,b].

Per dimostrare il teorema faremo uso di tre lemmi preliminari.

Lemma 6.6.2 Sia g : [a,b] — R una funzione derivabile in ogni punto di
un sottoinsieme E C [a,b]. Se risulta |¢'(x)| < S per ogni x € E, allora

m*(g(E)) < Bm*(E).
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Dimostrazione Sia ¢ > 0. Per ogni n € N* poniamo

1 1
E, :{x €EE:|gt)—glx)| < (B+e)t —z| Vi e]x— ﬁ,x+ﬁ{ﬂ [a,b]}.
Allora risulta

E,CE.. VneN, E=|]E,.

neN+

Per ogni n € N* consideriamo un ricoprimento {I;,};en di E,, fatto da
intervalli di lunghezza minore di % , tale che

Zm(]j”) <m*(E,) +e.
jeN

Si ha allora, per definizione di E, e per il fatto che m(I,) < %,

m*(g(En) <Y m*(g(EaNLn)) < (B+2) Y m(ljn) < (B+e)(m"(En) +e);

jEN jEN
passando infine al limite per n — oo, e ricordando I’esercizio 1.7.2, otteniamo

m*(g(E)) = m’ ( U g(En)> = lim m*(g(E,)) <

n—oo
neNt
< (B | imm* (B +¢| = (6 4+2) m'(B) + 4],
da cui la tesi del lemma per 'arbitrarieta di e. O

Lemma 6.6.3 Sia g : [a,b] — R una funzione, e sia E C [a,b] un insieme
tale che g sia derivabile in ogni punto x € E. Allora si ha m*(g(F)) =0 se
e solo se ¢ =0 q.o. in E.

Dimostrazione (<) Sia ¢’ = 0 q.o. in E. Poniamo
Ey={x € E:J(z) =0}, Ey={reE:k-1<|d(x)| <k} VkeN".

Per il lemma 6.6.2 si ha m*(g(Ey)) = 0 ed anche

m*(g(E\ Eo)) < > m*(g(Ey) < Y km"(Ey) =0,

keNt keNt
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da cui m*(g(E)) =
(=) Siam*(g(F ) =0: Posto B={z € E:¢'(x) #0},sarta B=J,_, B,

ove
1 1 1
B, = {xGE:|g(t)—g(1’)| > —|t — x| Vxe]x——,x—i-—[ﬂ[a,b]}.
n n n

Fissato n € NT, sia A = B,, NI, ove I & un qualunque sottointervallo di [a, b]
di lunghezza minore di + . Se dimostriamo che m(A) = 0, avremo m(B,) = 0
a causa dell’arbitrarieta di I; dunque, essendo arbitrario anche n, otterremo
m(B) = 0, cioe la tesi. Proviamo in definitiva che m(A) = 0.

Sia € > 0: dato che m(g(A)) < m(g(F)) = 0, esiste un ricoprimento {IQ}jeN
di g(A), fatto di intervalli, tale che >,y m([;) < e. Poiché A C g(g~'(A)) C
Ujen 97" (1), definendo U; = g~'(1 )ﬂA avremo anche A = (J,y U; . Percio

m*(A) < Zm Z sup |t —z| <

jEN tzGU

(per definizione di B,,, essendo U; C IN B, e m(I) <

S|

< > _nsup |g(t) - g(x)| < (essendo g(Uj) C 1))

jEN t,xelU;
< E n m(l;) < ne,
jEN

ove ¢ ¢ arbitrario e n ¢ fissato. Quindi m*(A) = 0. Ne segue la tesi. O

Lemma 6.6.4 Siano F' € AC|[c,d] e g : [a,b] — [c,d], e supponiamo che g e
F o g siano derivabili g.o. in [a,b]. Allora si ha (F og) = (F"og)g q.o. in
[a,0].

Dimostrazione Poniamo
M ={y € [c,d] : F'(y) non esiste}, N =g (M), G=]la,b]\N.
Notiamo che se y € [¢,d] \ M e k € [¢c —y,d — y] si ha
F(y +k) = F(y) = k[F'(y) + w(y, k)], Timw(y, k) = 0;

quindi se z € G risulta g(x) € [c,d] \ M e pertanto, scelti h € [a — z,b — 2]
ek=g(x+h)—g(r), avremo

F(g(z+h)) — F(g(z)) = [9(z + h) — g(x)][F'(g(x)) + n(z, b)),
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n(x,h) =w(g(z),g(x +h) —g(x)) -0 per g(z+h)—g(x)—0.

Supponiamo ora che = € G e che esista ¢'(x): cio accade q.o. in G. In tal
caso si ha g(z + h) — g(z) — 0 per h — 0, quindi n(z,h) — 0 per h — 0;
allora dividendo per h la relazione precedente e passando al limite per h — 0
otteniamo

(Fog)(z)=g(x)F(9(x))  qo. inG.
D’altra parte,

m(g(N)) =m(M) =0,

ed essendo F' € AC|c,d], si deduce m(F(g(N))) = 0 in virtu dell’esercizio
6.5.3. Posto

No ={z € [a,b] : (F og)'(x) non esiste},

si ha a maggior ragione m(F(g(N \ Ny))) = 0; quindi, per il lemma 6.6.3, si
ha (F og) =0 q.o. in N\ Ny, cioé q.o. in N. Similmente, posto
Ny ={x € [a,b] : ¢'(x) non esiste},

si ha a maggior ragione m(g(N \ Ny)) = 0, e ancora dal lemma 6.6.3 segue
¢ =0 q.0. in N\ Ny, ossia q.o. in N. Infine, ricordando che F”’ & q.o. finita
in [a, b] (essendo ivi sommabile), otteniamo

(Fog)=0=(F'og)y  qo.inN.
Pertanto si conclude che
(Fog) = (Fog)d qo. in NUG = [a,b]. O

Dimostrazione del teorema 6.6.1 (i) = (ii) Per ipotesi, (f o g)g’ €
L'(a,b) e vale la formula di cambiamento di variabile, cio¢ per ogni = € [a, b]

si ha
g(

x) x
Flg(a) - Flgl@) = [ f(y)dy = / Fla(t)d'(8) d;

g9(a)
quindi F' o g € ACa,b] per il teorema 6.5.5.

(ii) = (i) Dato che Fog € AC|[a,b] e F € AC|c,d], siamo nelle ipotesi del
lemma 6.6.4: pertanto

(Fog) =(Fog)d q.o. in [a,b].
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Come nella dimostrazione del lemma 6.6.4, siano
M ={y € [¢,d] : F'(y) non esiste}, N =g '(M).
Fuori di N si ha F'(g(x)) = f(g(x)) q.0., da cui
(Fog)=(fog)d  ao. infab]\N;

dentro N, ragionando come nella dimostrazione del lemma 6.6.4, troviamo
(Fog)(z)=0q.0. e d(x) =0 q.o., da cui, essendo f sommabile e quindi
q.o. finita,

(Fog)=0=(fog)d q.o. in N.
In definitiva

(Fog)=(fog)d  qo.inlab],

e inoltre (f o g) ¢’ risulta sommabile in [a, b] dato che Fog € AC]a,b]. Percio

/ f(@) de = F(g(v)) — Flg(w) =
/(Fog t)dt = /f t)dt Yu,v € [a,b],

e cio prova la tesi. O

Esercizi 6.6

1. Siano f € L'(c,d), g € ACla,b] e F(z) = [7 f(t)dt. Si provi che se,
in piu, f € L*(c,d), oppure g & monotona allora F'og € AC|a,b] e
quindi la formula di cambiamento di variabile & applicabile.

2. Posto

(V1N

g(t)ztssin%, tel0,1],  f@) =23 zel-11),

si provi che la formula di cambiamento di variabile e falsa per u =0 e
v > 0. Come mai?

3. Posto
1
gy =tsin—, te[0.1,  fl@)=z vel[-11]

si provi che la formula di cambiamento di variabile ¢ valida, benché
g ¢ AC|0,1] (e infatti nel teorema 6.6.1 I'ipotesi g € AC|a, b] non c’e).
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4. Sia f : [a,b] — R misurabile e sia ' C [a, b] un insieme misurabile tale
che la derivata f’(x) esista finita in ogni punto = € E. Si provi che

w (J(E)) < [E | dm.

[Traccia: si supponga dapprima |f’| < N, e si definisca Ey, = {z €
E:2k—-1) < |f(z)) < 2"k} (n € N, k = 1,2,...,N2"). Si
provi che per ogni n € N si ha m*(f(E)) < .02 27km(Ep,) <
Ju1f'Tdm +27"m(E) .. ]

5. Sia F' € C°a,b] N BV|a,b], tale che per ogni E C [a,b] con m(E) =0
si abbia m(F(E)) = 0. Si provi che F' € AC|a, b].
[Traccia: se |z;,y;[ (1 < i < N) sono disgiunti, sia F; = {x €|x;, y;[:
3F'(x)}; si mostri che m(F(Jz;, yi]) = m(F(E;)) e che S0 |F(x;) —
Flyo)l < 250 L) |F'ldm]

6. Siano F' € AC[a,b] e G € AC|c,d], con [¢,d] = F([a,b]). Si provi che
G o F € ACla,b] se e solo se G o F' € BV|a,b].

6.7 Cambiamento di variabili

Scopo di questo paragrafo e ricavare la formula del cambiamento di variabili
negli integrali di Lebesgue N-dimensionali: vedremo che sotto opportune
ipotesi sulla trasformazione 7' : RV — RY & ancora valida la medesima
formula che sussiste per gli integrali multipli di Riemann: in altre parole
risulta, indicando con Jr il determinante della matrice Jacobiana di 7T,

/ fdmN:/(fOT)]JﬂdmN
T(E) E

per ogni insieme misurabile £ e per ogni funzione f sommabile, oppure in-
tegrabile.

Nella dimostrazione faremo uso di diversi enunciati preliminari. Il pit impor-
tante di essi e il teorema del punto fisso di Brouwer, risultato fondamentale
in vari contesti e del quale si conoscono numerose dimostrazioni: per com-
pletezza il paragrafo successivo ne contiene una, dovuta a G. Stampacchia,
che fa uso di strumenti puramente analitici.
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Teorema 6.7.1 (di Brouwer) Sia K C RY un insieme non vuoto, conves-
so e compatto; sia F : K — K una funzione continua. Allora F ha almeno
un punto fisso.

Iniziamo la trattazione del cambiamento di variabili con un lemma che € una
conseguenza diretta del teorema di Brouwer.

Lemma 6.7.2 Sia B, la palla aperta di RY di centro 0 e raggio r, e sia S,
la sua frontiera. Sia F : B, — RN un’applicazione continua e sia & €]0,1]
tale che

|F(z) — x| <er Vo e S,.
Allora F(B,) 2 B—e)r .

Dimostrazione Ragioniamo per assurdo: sia a € B(_.), tale che a ¢ F(B,).
Allora dall’ipotesi segue

|F(z)] > |z| — |z — F(x)] > (1 —¢e)r Vr €S,
e dunque @ non appartiene nemmeno a F'(S,). Poniamo allora

r(a — F(x)) —
Gr)= —+5-, r € DB, :
= e Fw) ”
G ¢ un’applicazione continua da B, in sé. Proviamo che G non ha punti fissi:
cio, contraddicendo il teorema di Brouwer, ci dara 1’assurdo.
Sex € S, , allora z - = r? e quindi

t-(a—F@) =z a4z (x—F)—r*<rla|+er? —1* <0,

da cui z - G(x) < 0 e pertanto x # G(x).
Se invece © € B, , allora x # G(z) in quanto G(x) € S, . Ne segue che G ¢
priva di punti fissi. O

Il lemma che segue mette in luce il ruolo chiave giocato dal determinante

Jacobiano.

Lemma 6.7.3 Sia V un aperto di RY, sia T : V. — RN un’applicazione
continua. Se T' ¢ differenziabile in un punto x € V', allora, detta B(z,r) la
palla aperta di centro x e raggio r,

(@)
r—0t  my(B(z,r))

= | det T"(x)|.
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Dimostrazione Osserviamo che T'(B(z,r)) ¢ misurabile: infatti B(x,r) ¢
unione numerabile di compatti e 7" & continua, cosicché anche T'(B(z, 7)) €
unione numerabile di compatti.

Possiamo supporre, a meno di traslazioni, che z = 0 e T/(0) = 0. Poniamo
A =T'(0); si hanno due casi: I'applicazione lineare A & bigettiva oppure no.

1° caso: A & bigettiva. Posto F(z) = A™'T(z) per ogni x € V, si
ha F(0) = 0, F'(0) = I e, dalla teoria dellintegrazione secondo Riemann
otteniamo, per ogni palla contenuta in V/,

my(T(B)) = mn(A(F(B))) = [det A[my(F(B)),

cosicché la tesi sara provata se faremo vedere che

o T (F(B(a,1))

(B -

Osserviamo esplicitamente che questo fatto sarebbe stato di dimostrazione
abbastanza semplice se avessimo supposto 7' di classe C* su V, perché avrem-
mo potuto far uso del teorema di inversione locale per applicazioni da R in
R¥. Nelle nostre ipotesi, invece, occorrera utilizzare il teorema di Brouwer.
Sia € > 0. Dall’ipotesi di differenziabilita segue che esiste § > 0 tale che

0<|z|<d — |F(z) — x| < ez,
e in particolare
|F(z)| < |F(z) — 2|+ |z| < (1 +¢)|z| per 0 < |z| < 0.
Il lemma 6.7.2 applicato a F' e la relazione precedente ci dicono che
B(0,(1 —¢g)r) C F(B(0,r)) € B(0,(1+¢&)r) Vr €0, 0].
Da qui si ricava

(1 _g)N < mN(F(B(()ﬂT)))

S SanBo)) = FE

da cui, come osservato, la tesi quando A e bigettiva.

29 caso: A non & bigettiva. In particolare A non ¢ surgettiva: quindi
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I'immagine di A ha misura N-dimensionale nulla. Sia ¢ > 0: esiste n > 0
tale che, posto

E,={z e RY : d(z, A(B(0,1))) < n},
si ha my(E,) < . Inoltre, essendo A = 71"(0), esiste 6 > 0 per cui
|z] <6 = |T(z) — Az| < nlx|.
Se r < 0 si ha
T(B(0,7) C {z € RY : d(z, A(B(0,7)) < nr};

denotando quest’ultimo insieme con FE, si vede immediatamente che E =
rE, , cosicché my(F) < er’™. Dunque

N _ _mn(B(0,r))
my(T(B(0,r))) <er’ = em Vr €]0, 4],
da cui
lim T EBON)) | det Al.

r—0t 771]\[(3(07 T’))
La tesi e provata anche quando A non e bigettiva. O

Il lemma seguente fornisce condizioni affinché gli insiemi di misura nulla
vengano trasformati in insiemi di misura nulla.

Lemma 6.7.4 Sia E un insieme misurabile di RN con my(E) = 0. Se
T:E — RN ¢ un’applicazione tale che

Ty)—T
lim sup M < 40 Vo e F,

y—z,yekl ly —
allora T(E) ¢ misurabile con my(T(F)) = 0.
Dimostrazione Per ogni n,p € N* poniamo
Epp={z € E:|T(y) = T(x)| <nly —z|Vy € ENB(z,1/p)};

ovviamente my(E,,) = 0. Fissato ¢ > 0, possiamo ricoprire E,, con una
famiglia al pitt numerabile di palle B; = B(z;,r;) conr; < 1/pex; € E,), tali
che Y. mn(B;) < e: questo puo essere fatto scegliendo un aperto W O E,,

171



con my (W) < £/2, decomponendolo in cubi semiaperti disgiunti di diametro
sufficientemente piccolo, e prendendo per ogni cubo C' che interseca E,,, una
palla B centrata in un punto di C' N E,,;, e raggio pari al diametro di C.

Se allora x € E,, N B, si ha |x — z;| < 1/p, da cui

|T(x) — T(x;)| < n|x; — x| < nry;

quindi T'(E,, N B;) € B(T(x;),nr;) e pertanto

T(E,,) C U B(T(z;),nr;).

Ne segue
miy(T(Enp) <0 my(B;),ne,

e per l'arbitrarieta di € si conclude che m} (T(E,,)) = 0 per ogni n,p € N*.
Infine, essendo E = | E,,, siricava che my(T'(E)) =0. O

n,peN+

Come ovvia conseguenza del lemma precedente si ottiene il

Corollario 6.7.5 Se V ¢ un aperto di RN e T : V — RN ¢ un’applicazio-
ne differenziabile, allora T trasforma sottoinsiemi di V' di misura nulla in
msiemi di misura nulla. O

Enunciamo finalmente il teorema del cambiamento di variabili.

Teorema 6.7.6 Sia V un aperto non vuoto di RV, sia T : V — RY un’ap-
plicazione continua, e sia Y C V' un insieme misurabile tale che:

(1) T sia differenziabile in ogni punto di Y;

(i) T|y sia iniettiva;

(iii) my(T(V\Y)) =0.

Allora per ogni funzione f misurabile e non negativa definita su T(Y') si ha

f dmN = /(fOT) |JT\dmN,
TY) Y

ove Jr(x) é il determinante della matrice Jacobiana di T nel punto x € Y.
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Dimostrazione Procederemo in tre passi.

1° passo: se E C V' & misurabile, allora T'(FE) ¢ misurabile.

Sappiamo dal lemma 6.7.4 che se Ey C V' & misurabile con my(Ey) = 0, allora
my(T(EyNY)) =0, mentre per U'ipotesi (iii) si ha my(T(Eo\Y)) = 0: ne
segue my(T(Ep)) = 0. Inoltre, se E; ¢ un boreliano intersezione numerabile
di aperti, allora E; € unione numerabile di compatti; poiché T" e continua,
anche T'(E7) & unione numerabile di compatti e quindi T'(E;) € misurabile.
Dato che ogni insieme E misurabile ¢ unione di un boreliano intersezione
numerabile di aperti e di un insieme di misura nulla, anche 7'(£) & misurabile.
Cio prova il primo passo.

2° passo: se E ¢ misurabile, allora my(T(ENY)) = [, xp|Jr|dny .
Per ogni n € N* consideriamo I'aperto V,, = {z € V : |T(z)| < n} e I'insieme
Y, =Y NV,, e definiamo

pn(E) =mny(T(ENY,)), EeMy.

Dal primo passo segue che u, € ben definita, mentre dall’iniettivita di T su
Y otteniamo che p,, € una misura. Inoltre y, ¢ finita (perché & la misura di
Lebesgue di insiemi contenuti nella palla di centro l'origine e raggio n) e, per
il corollario 6.7.5, u,, € assolutamente continua rispetto a my. Quindi, per il
teorema di Radon-Nikodym, che verra dimostrato piti avanti nel corso, esiste
una funzione h,, € L*(RY), non negativa e nulla fuori di Y,,, tale che

,un(E):/hndmN VE € My .
E

Dimostriamo che h,(z) = |Jr(x)| q.o. in Y,. Sia z € Y,, e sia p > 0 tale che
B(z,r) CV, per r €]0, p[; poiché V,,\'Y,, C V \'Y, per l'ipotesi (iii) si ha
tn(E) =my(T(ENV,)), da cui per r €]0, p[ possiamo scrivere
pnlB,r)  ma(T(Ba,r) 1 Va)) _ ma(T(B(,1)))
my(B(z,r)) my(B(z,r)) my(B(z,7))
da cui, per il lemma 6.7.3,
- m(Bl.r)
r—0t my(B(z,r))

= [Jr(x)]

D’altronde, se x € Y,, ¢ punto di Lebesgue per h,, si ha

B 1
lip B L / hodmy = (),
B(z,r)

r—0+ mN(B(ZL‘,T)) r—07 mN(B(x7T))
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cosicché le funzioni h e |Jr| coincidono q.o. in Y,,. Si conclude allora che
mN(T(E N Yn)) = un(E) = / \JT]dmN VE € MN .

Utilizzando il teorema di B. Levi, per n — oo otteniamo la tesi del secondo
passo.

30 passo: se E ¢ misurabile, allora fT(Y) xedmy = [, (xg o T)|Jr|dmy.

Sia A un boreliano di RN esia £ = {x € V : T(x) € A}, cosicché yg = ya0T.
Per l'esercizio 3.1.16, xg € misurabile, quindi anche yg|.Jr| lo &; inoltre si ha
T(ENY)=ANT(Y), da cui, per il secondo passo,

/T(Y) xadmy =my(ANTY))=my(T(ENY)) = /Y(XA oT)|Jr|dmy .

Sia ora GG un insieme misurabile di misura nulla. Allora esiste un boreliano
A D G di misura nulla, e dunque (x4 o T)|Jr| = 0 q.o. in RY. Ne segue,
essendo 0 < xg < xa,

/ ngmNZOI/(XNOTHJT‘dmN
TY) Y

Dato che ogni insieme misurabile E ¢ unione (disgiunta) di un boreliano A e
di un insieme di misura nulla GG, sommando le relazioni relative ad A e a GG
si ottiene la tesi del terzo passo.

La dimostrazione del teorema 6.7.6 si conclude ora facilmente: per additivita
la tesi del terzo passo vale per ogni funzione semplice, e infine utilizzando il
teorema di B. Levi essa si estende ad ogni funzione misurabile non negativa.
(|

Osservazioni 6.7.7 (1) Ovviamente il teorema di cambiamento di variabili
vale anche per funzioni che cambiano segno, purché siano sommabili o almeno
integrabili.

(2) Dalla dimostrazione segue in particolare che la funzione (f o T')|Jr| &
misurabile; in generale tuttavia f o7 non lo ¢ (esercizio 6.7.4).

(3) 1l teorema 6.7.6 vale anche per N = 1, ma in questo caso il risultato che
si ottiene € meno generale di quello del teorema 6.6.1.
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Esercizi 6.7

1. (Coordinate polari in RY) Sia x = T(r,91,...,9x5_2,¢) la trasforma-
zione definita da

T : [0, 00[x[0,7]¥ 72 x [0, 27] — RY,

1 =rcost

To = rsin ¥4 cos ¥s

Zs3 = rsin v sin ¥y cos V3

Tn_g =rsintysindssints...sin¥y_zcosVy_o

Tn_1 =rsint;sindssinds...sindy_3sindy_scosy
[ TN = rsind; sinds cos Vs . ..sin ¥y _zsindy_osin

Si provi che
| Jp(r, 91, ..., On_2, )| = vV H(sind) V2. . sindy_y
e che il teorema 6.7.6 ¢ applicabile.

2. Posto wy = my(B(0,1)) (ove B(0,1) ¢ la palla aperta di centro I’ori-
gine e raggio 1), si provi che

2m
Wy = F WN—9 VN > 2,

e si deduca che, in accordo con 'osservazione 2.6.2,

. s se N =2n .
w = 57N . 4\ 7.L7l— n€N7
MU T (R ) Zan se N =201,

ove k!l ¢ il prodotto di tutti i naturali non superiori a k£ che hanno la
stessa parita di k.

3. Sia f: [0, R] — R una funzione integrabile. Si provi che

/ F(lz]) dmy = Ny /Tf(p)pN‘ldm(p) vr € [0, R).
B(0,r) 0
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4. Sia C¢ I'insieme di Cantor di parametro & > % e sia {W,, }nen la colle-
zione di intervalli aperti rimossi durante la costruzione di C¢; siano poi
gn, funzioni continue nulle su W¢ e tali che 0 < g, < 27" in W,,. Posto

9= nen 9n, definiamo

Si provi che:

(i) T verifica le ipotesi del teorema 6.7.6 con N =1e Y =V =|0, 1[;
(ii) T e derivabile in [0,1], 7"(z) = 0 per ogni x € C¢ e m(T'(C¢)) = 0;

se V' & un sottoinsieme non misurabile di C¢ e A =T(V), allora x4 ¢
una funzione misurabile ma x4 o7 non lo e.

6.8 Appendice: dimostrazione del teorema di
Brouwer

Riportiamo per comodita ’enunciato del teorema.

Teorema (di Brouwer) Sia K C RY un insieme non vuoto, convesso e
compatto; sia F': K — K una funzione continua. Allora F ha almeno un
punto fisso.

Dimostrazione Facciamo vari passi.

1° passo. Cominciamo col mostrare che, se la tesi vale quando K = B(0, R),
con R > 0, allora vale anche nel caso generale. Infatti, essendo K un convesso
compatto, esistera R > 0 tale che K C B(0, R); detta Pk la proiezione sul
convesso K (che sara definita nel capitolo 8), 'applicazione composta F o Pk

e continua da B(0, R) in K, e quindi da B(0, R) in sé. Quindi ¢’® un punto
T € B(0, R) tale che T = F o Pk (); dato che F' ¢ a valoriin K, sihaT € K,
e di conseguenza Pg(T) = . Cio prova che T = F(T), ossia T ¢ punto fisso
di F.

2° passo. Ora proviamo che se la tesi vale quando K ¢ la palla unitaria
chiusa, allora vale anche quando K = B(0, R), R > 0. A questo scopo basta

porre

Gla) = % F(Rz) Ve B(01),
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ed osservare che, per ipotesi, G ha un punto fisso T € B(0, 1); di conseguenza
y = R appartiene a B(0, R) ed & punto fisso di F.

39 passo. D’ora in poi, dunque, supporremo che K = B(0,1). In questo
terzo passo facciamo vedere che, supposta vera la tesi quando F' ¢ di classe
C, essa ¢ vera anche per F' continua. Infatti, consideriamo per ogni m € N*
la proiezione P, sulla palla B(0,1 — %), la funzione composta P, o F' man-
da K in tale palla. Per la densita di C*°(K) in C°(K), esiste una funzione
¢m € C=(K) tale che ||¢pn, — P o Fllo < +. Da questa stima segue che ¢y,
¢ a valori in K: quindi, per ipotesi, per ogni m € N7 esiste un punto fisso
xm € K per lapplicazione ¢,,. La successione {z;,}nen+ € limitata, e dun-
que vi & una sottosuccessione {x,, }nen+ convergente ad un punto = € K.
Proviamo che T & punto fisso per F. Poiché |z,,, — P, (Tm, )|y < m%n
si ha P, (x,,) — T per n — o0; essendo F continua, si deduce che
F(P,, (tm,)) — F(I) e F(z,,) — F(T) per n — oo. Dato che P, (z)
converge a x per ogni x € K, si deduce che P, (F(zn,)) — F(T) per
n — oo. Utilizzando la relazione ||¢, — P, © F|los < =+, si ricava anche
Gm, (Tm,) = F(T) per n — oco. Di conseguenza, passando al limite nell’e-
quazione Z,, = ¢, (T, ) si ottiene T = F(T).

49 passo. Dimostriamo finalmente la tesi nel caso a cui ci siamo ridotti,
ossia F': K — K di classe C*°, con K = B(0,1). Supponiamo per assurdo
che risulti F(z) # « per ogni € K. Consideriamo 1’equazione

o +a(z - F(2))y =1, a€R z€K,

ovvero
a’|lz — F(z))% + 2a (z,2 — F(z))y — (1 — |2]}) = 0.

Fissato x € K, il discriminante di questa equazione di 2° grado &
Alz) = (z,2 — F(z))y + (1 = |2[})lz — F(2)[}

Ovviamente, A(z) > 0; proviamo che A(z) > 0 per ogni x € K. Cio e
evidente quando |z|y < 1; se invece |z|x = 1, non puo essere (z,2—F(z))y =
1 —(z, F(x))y =0, in quanto si ha sempre

(2, F(z))n < |2|n - [F(2)|v = [F(z)|ly < 1,

e vale 'uguaglianza (z, F(z))y = 1 se e solo se F(z) = z, il che ¢ vietato dal
nostro ragionamento per assurdo.
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Possiamo considerare allora la maggiore delle due radici dell’equazione, che
denotiamo con a(z):

a(x) = —(@z = F(@))n +

|:c - ( )%
Osserviamo che per |z|y =1 le radici dell’equazione sono
1—(x,F
0, —ol=® (I)Z)N <0,
|z — F(z)[%

cosicché se ||y = 1 si ha a(z) = 0.
Definiamo

f(t,z) =z +ta(z)(z — F(z)), teR, z€K.
Questa funzione ¢ di classe C* (perché A(z) > 0 in K) e verifica
f(o,l‘):ZE, |f(1ax)|N:1 V$€K7 ft(tvx):()per |x|N:1:

infatti la prima uguaglianza & banale, la seconda segue dal fatto che a(z) &
radice dell’equazione |z + a(x — F(z))|3 = 1, e la terza si ottiene notando
che fi(t,z) = a(x)(z — F(z)) e ricordando che a(x) = 0 per |z|y = 1.
Poniamo adesso, per ogni t € R,

Dy(t,z) = det <{gi:(t,x)}iﬁj_l N), I(t) = /K Do(t, z) da

,,,,,

Dato che Dy(0,x) = det(I) = 1 per ogni x € K, & chiaro che 1(0) = my(K);
verifichiamo che si ha inoltre /(1) = 0. Derivando la relazione |f(1, )| =1,
valida per ogni € K, si ottiene il sistema

N o
22]”"(1,3:)%(1,3:):0, j=1,...,N, Ve € K;
— j

dunque il sistema lineare omogeneo N x N con coefficienti gTﬁ(l,x) ha
J

per soluzione il vettore di componenti f*(1,z), il quale ¢ non nullo, essen-

do |f(1,z)|y = 1 per ogni x € K. Di conseguenza il determinante dei
coefficienti, che & Dy(1,x), deve essere nullo per ogni x € K, e pertanto
1)= [, 0dx=0.

Vogliamo ora dimostrare che I'(t) = 0 per ogni t € R: da cio seguira ov-
viamente 'assurdo, essendo [ € C* e I(1) — I(0) # 0. A questo scopo ¢
essenziale il seguente

178



Lemma 6.8.1 Sia g : RVt — RN wun’applicazione di classe C> nelle
variabili (zo, x1,...,xN). Posto

() = det(D;(0), Dj<x>=({§§;<x>}_ o H),

risulta v
Z(—ngj () =0  VoeRNL
Jj=0 i
Dimostrazione Si ha
N A, N N
ST @) = SO0 det(Ai(w)).
=0 J j=0 i=1

ove A;(x) € la matrice N x N che si ottiene da D;(z) rimpiazzandone la
1-sima riga con

(2@l 2w ).

ey , yee e
8:17033]- G.Tj_ll'j 8.Tj+1l’j 81’]\[1']'

Gli addendi di questa sommatoria sono N(N + 1), quindi sono in numero
pari. Un generico termine del determinante relativo all’addendo di indici
(7,4), con 0 < j < N e 1 <i< N fissati, ha la forma seguente:

2 ri k
AT § A

O 1<K<N, ki Oy,

ove s € {0,1,...,N}\ {4}, er :{1,....,N} — {0,1,...,N} \ {j} ¢ una
permutazione degli indici tale che r; = s (e, in particolare, r, # j, s per
k # 1); il segno di questo termine ¢ (—1)’e(r), ove £(r) ¢ il segno della
permutazione r. Lo stesso termine compare in un altro determinante: quello
relativo all’addendo di indici (s,4), e che corrisponde alla permutazione p :
{1,...,N} = {0,1,...,N} \ {s} tale che p; = j e pr = ry per ogni k €
{1,..., N} \ {i}; il suo segno ¢, stavolta, (—1)*c(p).

Adesso osserviamo che (—1)7¢(r) ¢ il segno della permutazione ' € Sy che
si ottiene ponendo 1, = j e 1), = ry per ogni k € {1,..., N}; analogamente,
(—1)%c(p) ¢ il segno della permutazione p’ € Sny tale che pj, = s e p), = px
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per ogni k € {1,..., N}. Dato che p’ si ottiene da 7’ scambiando 7{, con 77,
i segni di p’ e 7’ sono opposti: dunque (—1)7e(r) = —(—1)%(p) e pertanto i
due termini corrispondenti si cancellano fra loro. Cio accade per ogni coppia
di termini ed in definitiva I'intera somma ¢ nulla. 0O

Torniamo alla dimostrazione del teorema di Brouwer. Applichiamo il lemma
6.8.1 alla funzione f(¢,zy,...,zx): ponendo

a A
Dj(t,z) = det { f(t,a:)} , j=1,...,N,
Oy i=1,.,N, k=0,1,....N, k#j

si ha

oDy al [ 9D,
I't:/—t,xdx:— —13/—jt,xdﬂc;
)= J e talds == 31 | Fhe
applicando le formule di Gauss-Green, si deduce
N
I'(ty==Y (-1 | Djt,x)v(x)do,
= oK

ove v(x) ¢ il versore normale esterno a 0K e o ¢ la misura di Hausdorff (N —1)-
dimensionale su K. Ma poiché per j = 1,...,N i D; sono determinanti
di matrici tutte contenenti il vettore colonna f;(¢,z), il quale & nullo per
|z|y = 1, tutti i D; sono nulli su 0K. Pertanto I'(t) = 0 per ogni t € R, e
cio implica 'assurdo. Il teorema di Brouwer e cosi dimostrato. 0O

Esercizi 6.8

1. Verificare che il teorema di Brouwer e falso per la palla unitaria chiusa
di 2.
[Traccia: se B ¢ la palla unitaria chiusa di 2, si consideri I’applicazione

flz) = (\/1 7R, 21, 2, .. ) v € B

2. Sia f : RV — RY un’applicazione continua tale che esista R > 0 per
cui si abbia

f(x)-x>0  VzeB(0,R).

Si provi che esiste T € B(0, R) tale che f(z) = 0.
[Traccia: ragionare per assurdo, applicando il teorema di Brouwer alla

funzione F': B(0, R) — B(0, R) definita da F(z) = _R|fJES|)N ]
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Capitolo 7

Spazi di Banach

7.1 Norme

Abbiamo gia incontrato vari esempi di spazi vettoriali dotati di norme; alcuni
sono completi rispetto alla distanza indotta dalla norma, altri no. Vogliamo
ora ricapitolare alcuni fatti gia noti ed ampiamente usati, e descrivere in
modo piu organico questi spazi. Cominciamo con la definizione di norma.

Definizione 7.1.1 Sia X uno spazio vettoriale su R o su C. Una norma su
X ¢é una funzione || - || : X — [0, 00] dotata delle sequenti proprieta:

) |z]| =0 <<= x=0;
(ii) || Az]| = [M|||x]| per ognix € X e per ogni X € R (oppure per ogni A € C);
(i) [lz +yll < [lzll + llyll per ogniz,y € X.

La coppia (X, || - ||) é detta spazio normato ed é uno spazio metrico con la
distanza indotta d(x,y) = ||x—y||; se tale spazio metrico é completo, (X, ||-])
¢ detto spazio di Banach.

Notiamo che da (iii) segue
el =Nyl < llz =yl Yo,y € X5

quindi la norma ¢ una funzione continua da X in [0, +oo.
Abbiamo gia incontrato i seguenti spazi di Banach:
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(1) BY e €, con la]| = /SN, [« oppure [al| = SY, [a'], oppure

[|z]| = max;<i<n |93i|;
(2) LX.F.p), con ||f]ls = [ | /] dps
(3) L>(X,F, 1), con || fl = supess|fl;
(4) C*a,b] (k € N), con || fllcran = S maxgy | FP;
(5) ACla,b], con || fl| actas = maxiy [ f| + [ 1F/(2)] dt;
(6) BVla,b], con || f||pvias = suppy | f1 + T2(f).

Il seguente lemma caratterizza gli spazi normati che sono anche spazi di Ba-
nach, ossia fornisce un criterio per stabilire se una data norma rende completo
lo spazio X oppure no.

Lemma 7.1.2 Sia X uno spazio normato. Allora X ¢é uno spazio di Ba-
nach se e solo se per ogni successione {x,}tnen € X, per la quale risulti
Yoo llznll < oo, esiste y € X tale che la serie Y, x, converge ay in X,
08s1a

N
I —y| =o0.
dim 2 ) =0
n—=

Dimostrazione (=) Sia > -, |/z,|| < co. Allora la successione delle
somme parziali {ij:o Zntnven € di Cauchy in X, dato che

N N
> x| < > lall  YN,M eNcon N> M;
n=M+1 n=M+1

poiché X ¢ completo, tale successione convergera ad un opportuno y € X.

(<) Sia {y,} una successione di Cauchy in X: allora per ogni k € N esiste
nx € N (e non & restrittivo supporre ng; > ny) tale che

Poniamo

{ To = yno
Lk4+1 = ynkH - ynk ) k € N7
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allora {7y }ren C X e

Dl = gl + D s = vl < Nyl + D 27% < o0,

Quindi, per ipotesi, esiste y € X tale che
m
Y = > T =y in X;
k=0

ma dato che {y,} e di Cauchy, l'intera successione {y, } converge a y. Dunque
X e completo. O

Ricordiamo che due norme || - ||,| - | su uno spazio vettoriale X si dicono
equivalent: se esistono due costanti positive ¢, ¢y tali che

ale] <zl < elz|  Vre X;

cio accade se e solo se entrambe le norme inducono su X la stessa topologia
(esercizio 7.1.1). In generale, uno spazio puo essere di Banach rispetto a due
norme diverse e non confrontabili; se pero lo spazio vettoriale ha dimensione
finita, questo non puo accadere, come mostra la proposizione che segue.

Proposizione 7.1.3 In uno spazio vettoriale finito-dimensionale X tutte le
norme sono fra loro equivalenti.

Dimostrazione Supponiamo che lo spazio vettoriale X sia reale, e sia
dim X = n. Scelta una base {ej,...,e,} di X, ogni z € X si scrive in modo
unico come z = Yy, z'e;, con {z'} € R". Quindi possiamo considerare su

X la norma
n

ol = Y011 veeX

i=1
e su R” la norma

{="H = Z 2| v{'} R

vi & una ovvia isometria bigettiva j : (X, - ||1) — (R, |-]), data da j(z) =
{z'} per ogni z € X.
Sia ora || - || una norma qualunque su X. Per subadditivita si trova subito

n n
2 =D Ze|| < D2 lledll < Mllzln - vz e X,
=1 =1
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ove M = maxj<;<, ||€i|-
D’altra parte, consideriamo la funzione

f: X =R, f(z)= |zl VzeX;

essa ¢ continua, quindi f o ;7! & continua da R” in R e positiva su R™\ {0}.
Pertanto foj~! ha minimo m > 0 sul compatto I' = {{z'} € R" : |{z'}| = 1}.
Per omogeneita si ricava allora, posto z = j71({z'}),

Izl = fo i~ ({2 = mi{z"} =mlj(2)]  V{z'} €R",

ossia
|z|l > m||z]x Vz e X.

Ne segue che la generica norma || - || ¢ equivalente a || - ||;. Il discorso &
esattamente lo stesso se lo spazio X e complesso. 0O

Esercizi 7.1

1. Dimostrare che due norme su uno spazio vettoriale X sono equivalenti
se e solo se esse inducono su X la stessa topologia.

2. Si provi che in BV[a, b] le tre norme

1fllsv = sup [+ T2 (f), 1f = 1flloo + T3 (F), 1fll2 = | ()| +T3(f)

[a,b]
sono fra loro equivalenti.

3. Si provi che C°[a,b] ¢ uno spazio normato con ||f|; = f; |f(t)|dt. B
completo?

4. Provare che in C°[a, b] le due norme || f||o € || f||1 non sono equivalenti.

5. Poniamo
(> ={z ={x,}neny C R: {z,} & limitata},
co = {r ={zrn}nexy CR:{z,} ¢ infinitesima},

coo = {2 = {xn}neny C R: {z,} ¢ definitivamente nulla}.

Provare che ||z||.c = sup,, |£,| € una norma in questi tre spazi; mostrare
poi che i primi due sono spazi di Banach, ed il terzo no.
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6. Fissato o €]0, 1], si consideri Iinsieme delle funzioni a-hélderiane su
[a, b], cioe

C%a,b] = {f € C%a,b] : [fla :iljély)% < oo}

(i) Si verifichi che C*[a, ] & un sottospazio denso in C°[a, b].
(ii) Si dimostri che
1flla= [/l + [f]a
e una norma in C'*[a, b] che rende tale spazio uno spazio di Banach.
(iii) Posto g,(x) = |z — r|*, si mostri che g, € C%[a, b].
(iv) Si provi che
[9r — gs]la =2 Vr;s € a,b],

e se ne deduca che C*[a, b] non & separabile (uno spazio topologico
X si dice separabile se esiste un sottoinsieme numerabile D denso
in X).

7.2 Prodotti scalari

Una particolare categoria di spazi normati ¢ costituita da quegli spazi in cui
la norma e generata da un prodotto scalare. Questa circostanza rende tali
spazi particolarmente ricchi di proprietd geometriche simili a quelle di RY o
di CV.

Definizione 7.2.1 Sia H uno spazio vettoriale complesso. Un prodotto
scalare ¢ una applicazione (+,+) : H x H — C con le sequenti proprieta:

(i) (x,x) ¢é reale non negativo e (x,x) =0 se e solo se x = 0;
(ii) (z,y) = (y,x) per ogni x,y € H;

(iii) x> (z,y) é lineare per ogni fissato y € H.

Da (ii) e (iii) segue che y — (z,y) ¢ antilineare, ossia

(z, \y + pw) = Mz, y) + flz,w) YA\ pu€C, Vo,y,w € H.

Lo spazio H, munito di un prodotto scalare, si dice spazio con prodotto scalare
o spazio pre-hilbertiano. Nel caso in cui H sia uno spazio vettoriale reale, la
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definizione ¢ perfettamente analoga: spariscono i complessi coniugati ed il
prodotto scalare risulta lineare nei suoi due argomenti.

Per mostrare che ogni prodotto scalare genera una norma, ¢ fondamentale la
seguente proprieta:

Proposizione 7.2.2 (disuguaglianza di Cauchy-Schwarz) Sia H uno
spazio con prodotto scalare (-,-). Allora

(z,9)| < (z,2)"?(y,y)"*  Va,y € H.

Dimostrazione Siano x,y € H. Se x = 0 la tesi ¢ banale perché i due
membri della disuguaglianza sono nulli. Sia allora x # 0 cosicché (z,z) > 0.
Per ogni A € C abbiamo

0 < (Ac+ydz+y) = [M(z,2)+ Mz, y) + Ay z) + () =
= |[A*(z,2) + 2Re (A(z,9)) + (y,9),

e scegliendo

si ricava

che ¢ la tesi. O

Corollario 7.2.3 Sia H uno spazio con prodotto scalare (-,-). Allora
2]l = v/ (z, z)
¢ una norma su H, che e detta indotta dal prodotto scalare.

Dimostrazione Le prime due proprieta della definizione 7.1.1 sono evidenti.
Verifichiamo la subadditivita: per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz si ha

lz+yl> = (x4+y,z+y)=(z,2)+2Re(z,y) + (y,y) =
= |lz||® 4+ 2Re(z,y) + ly||* < || + 2|j=|| - Iyl + |y]* =
= (=l +[lyl)*. O

Uno spazio con prodotto scalare € dunque anche uno spazio normato.
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Definizione 7.2.4 Uno spazio con prodotto scalare si dice spazio di Hilbert
se & completo rispetto alla norma indotta.

Osservazione 7.2.5 Il prodotto scalare e continuo rispetto alla norma in-
dotta: infatti per ogni z, z¢,y,yo € H si ha la stima

(7, y) = (w0,%0)| = |(x — 20,y — v0) + (¥ — o, %0) + (To, ¥ — vo)| <
< lz = ol - ly — woll + llz — zoll - lyoll + [lzoll - ly — woll,
e quindi (z,y) — (xo,%0) per ||z — xo|| = 0 e ||y — yol| — 0.
Vediamo qualche esempio.

Esempi 7.2.6 (1) CV & uno spazio di Hilbert su C col prodotto scalare
usuale

(x,y) =) a'yi  Va,yeCV,

la restrizione a RV x RY di questo prodotto scalare rende R" uno spazio di
Hilbert su R col prodotto scalare

N
(x,y) =Y _a'y"  Va,yeRY,
=1

il quale induce la stessa norma.

(2) Lo spazio C°[a, b], con il prodotto scalare

(f.9) = / f(Hg(t) dt Vf.g € COla,b]

¢ uno spazio pre-hilbertiano, ma non di Hilbert: ad esempio, le funzioni

0 seaﬁxﬁ‘%b—%
fla) = 5= d) se oo <!
1 se“TJ“bﬁt%ngb
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convergono nella norma indotta, che ¢

b
1l = / @)t

alla funzione discontinua X[ett g quindi formano una successione di Cauchy
2 b
che non converge nello spazio (C°[a,b], || - ||).

(3) In un arbitrario spazio misurato (X, F, u) consideriamo lo spazio £2(X)
delle funzioni misurabili tali che | f|? ¢ sommabile su X; indichiamo con L?(X)
lo spazio quoziente rispetto alla consueta relazione di equivalenza che identi-
fica le funzioni q.o. coincidenti. L?(X) ¢ uno spazio di Hilbert con il prodotto
scalare dell’esempio precedente. La dimostrazione della completezza di que-
sto spazio rispetto alla norma indotta ricalca quella della completezza di
L*(X) (teorema 4.6.2), e per essa si rimanda all’esercizio 7.2.1.

(4) Prendendo tutte le funzioni complesse f tali che Ref e Imf sono misu-
rabili, e definendo l'integrale di f come

/deu:/XRefdu+i/XImfdu,

possiamo considerare, sullo spazio L?(X,C) delle funzioni di quadrato som-
mabile a valori complessi, il prodotto scalare

<f,g>=/Xfy i f.ge IA(X,C);

esso induce la stessa norma di prima, la quale risulta ancora completa.
Tramite il prodotto scalare si puo dare la nozione di ortogonalita.

Definizione 7.2.7 Sia H uno spazio con prodotto scalare. Due element:
x,y € H sono fra loro ortogonali, e scriviamo x L y, se risulta (x,y) = 0.

Proposizione 7.2.8 (teorema di Pitagora) Sia H uno spazio con pro-
dotto scalare, e siano x,y € H con x L y. Allora se H ¢é reale

Iz +ylI* = llz = ylI* = |=[* + lyll*,
mentre se H e complesso

Iz +yllI* = llz — yll* = = +iyl* = lla —ayl|* = ll=l* + lyll*.
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Dimostrazione Supponiamo H complesso. Allora
lo £ ylI* = [|2]* £ 2Re(z, y) + [|lylI* = [|=]* + [ly|1*,

lztiy]|* = l|2]*£2 Re(z, iy) +[lyl|* = [|l=[I* £2Im(z, y) +[ly[|* = = ]*+[ly]*
Il caso H reale ¢ compreso nel precedente. O

Dato un qualunque spazio normato, come si fa a riconoscere se la norma ¢
indotta da un prodotto scalare? La risposta e nella seguente

Proposizione 7.2.9 Sia X uno spazio normato. La norma di X é hilber-
tiana, ossia € indotta da un prodotto scalare, se e solo se vale |’ identita del
parallelogrammo:

Iz +yll* + llz = yllI* = 2[l«|* + 2lly|*  Va,y € H.

In tal caso, il prodotto scalare ¢ dato da

(@,y) = 7 (I +yl* = = —yl)

SN

se H ¢ reale, e da

(@,y) = 7 [(lz+yI* = llz = l*) +i (|2 +iyl* — = —iyl*)]

o |

se H é complesso.

Dimostrazione (=) Si tratta di un’ovvia verifica.

(«<=) Si tratta di verificare che le espressioni sopra scritte soddisfano le ri-
chieste della definizione 7.2.1: la cosa e facile ma noiosa e per essa rimandiamo
all’esercizio 7.2.2. O

Esercizi 7.2

1. Sia (X, F,p) uno spazio misurato. Si dimostri che L*(X,F, ) & uno
spazio di Hilbert.
[Traccia: si ripeta, con le dovute modifiche, la dimostrazione del
teorema 4.6.2.]
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2. Dimostrare che se nello spazio normato (X, || - ||) € vera l'identita del

parallelogrammo, allora la norma || - || ¢ indotta da uno dei prodotti
scalari introdotti nella proposizione 7.2.9.
[Traccia: se X &reale, si provi dapprima che dall’ipotesi segue (22, y)+
(22',y) = 2(z + 2',y), da cui, se ' = 0, (2z,y) = 2(z,y). Se ne
deduca, per induzione, che (nx,y) = n(z,y) per ogni n € N e poi che
(Az,y) = A(z,y) per ogni A € Q; si usi, poi, la continuita della norma.
L’estensione al caso X complesso ¢ facile.]

3. Si definiscano

o0 [oe]
oo {x: o+ S o] < oo}, ol = 3 ol
n=0 n=0

62 = {.’ﬂ = {xn}nEN : Z ’mnP < OO} ) ‘

n=0

Si provi che ¢* e ¢? sono spazi di Banach, e che il secondo & uno spazio
di Hilbert mentre il primo no. Si provi inoltre che questi due spazi sono
separabili (v. esercizio 7.1.6).

4. Si dimostri che (C°[a,b], || - ||oo) non & uno spazio di Hilbert.
5. Si provi che {f € AC|a,b] : f' € L*(a,b)} ¢ uno spazio di Hilbert con
il prodotto scalare

(F9)a0 = [ 050 + £ Oldm.

6. Sia H uno spazio con prodotto scalare. Se {x,},{y,} C H sono due
successioni tali che ||z,]| < 1, |lynl] < 1 e (zn,yn) — 1, si provi che
|zn — ynl] — 0.

7. Sia H uno spazio con prodotto scalare. Si provi che:

(i) se z,y # 0, allora ||z 4+ y|| = ||z|| + ||y|| se e solo se esiste a > 0 tale
che r = ay;

(ii) si ha = L y se e solo se ||z + Ay|| = ||z — Ay|| per ogni A € C, ed
anche se e solo se ||z + A\y|| > ||z|| per ogni A € C.
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8. Sia H uno spazio con prodotto scalare. Si provi che per ogni z,vy, z,w €
H vale la disuguaglianza

lz =yl -z = wl <l = 2] - ly = wll + [z = wl - ly = =]

[Traccia: Si osservi anzitutto che si puo supporre w = 0. Se a primo
membro c’e¢ Re(z — y, 2), la disuguaglianza ¢ facile. Altrimenti, fissato
u € H, siscelga z = e ™u con 9 € R tale che (x—y,2) = |[|[z—y|-||Jul| =
lz =yl - ll=]l...]

9. Sia f € L'(a,b). Si provi che f € L%*(a,b) se e solo se esiste una
funzione g € AC|[a, b] tale che

{/: f(t)dtr <[g(x) —g](z—y)  Vaz,y € [a,b].

[Traccia: per 'implicazione (<), provare preliminarmente che le fun-
zioni costanti a tratti sono dense in L?(a,b), ed utilizzare poi questo
fatto e la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.]

7.3 Operatori lineari e continui

Siano X, Y spazi normati. Le piu importanti fra le applicazioni da X in Y
sono quelle che “rispettano” la struttura lineare degli insiemi di partenza e di
arrivo, ossia sono le applicazioni lineari. Ad esse ¢ dedicato questo paragrafo.

Definizione 7.3.1 Un’applicazione F': X — Y ¢ detta operatore lineare se
si ha F(ax + px') = aF(x) + BF(2') per ogni x,x' € X e per ogni o, f € R
(oppure per ogni o, B € C).

Per gli operatori lineari si usa la scrittura Fx in luogo di F(x).

Definizione 7.3.2 Un operatore lineare F' : X — 'Y si dice limitato se esiste
M >0 tale che |[Fz|y < M||z||x per ogni z € X.

Dunque, se F': X — Y e un operatore lineare e limitato, risulta

F
1ol _
o llellx
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si noti che, a causa dell’omogeneita,

Fzx Y
WE2ly oy |Pully = sup [Folly .
w0 [1Zllx  jux= lollx<1

ed in particolare un operatore lineare e limitato se e solo se esso € una funzione
limitata (in norma) sulla palla unitaria di X, che & I'insieme

B={ueX:|ulx <1}

L’insieme degli operatori lineari limitati da X in Y ha un’ovvia struttura di
spazio vettoriale e si indica con £(X,Y); se X =Y si scrive £(X) anziché
L(X,X).

Per gli operatori lineari fra spazi normati la condizione di limitatezza
equivale alla continuita. Si ha infatti:

Proposizione 7.3.3 Siano X,Y spazi normati e sia F': X — Y un opera-
tore lineare. Sono fatti equivalenti:

(i) F ¢ limitato,
(ii) esiste xo € X tale che F' ¢ continuo nel punto xo;
(iii) F ¢ lipschitziano, cioé esiste K > 0 tale che

|Fz — Fr'||ly < K|z —2'||x  Va,2" € X.

Dimostrazione (i) == (iii) Per ipotesi esiste M > 0 tale che
|Fally < Mlelx Vo e X;
grazie alla linearita si deduce
|Fz — F2'|ly = ||F(z —2')|ly < M|z —2'||x  Va,2’ € X.

(iii) = (ii) Evidente.

(ii) = (i) Per ipotesi, per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

||ZL‘—I‘0||X§5 — ||FI—FI()||y§€
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Sia z € X'\ {0} (si noti che se X = {0}, allora per linearita deve essere ' =0
e quindi la tesi € ovvia). Posto w = 0z/||z||x, si ha

4
—— Fz=Fw=F(w+x) — Fxy,
Izl

e poiché ||(w + xg) — xol|x = ||w||x =9, si ha ||[Fw]|ly < e. Pertanto

21l x €
1F2lly = == l[Fwlly < 5 llzllx - V2 € X\ {0}
Dato che per z = 0 la stima precedente e ovvia, si conclude che F' e limitato.
O
Lo spazio vettoriale £(X,Y") diventa uno spazio normato con la norma
Fx Y
IF gy = sup L1
w20 |l7llx

(le verifiche sono immediate).

Teorema 7.3.4 Siano X,Y spazi normati. Se 'Y ¢ uno spazio di Banach,
allora L(X,Y) € uno spazio di Banach.

Dimostrazione Sia {F),} una successione di Cauchy in £(X,Y): cio signi-
fica che per ogni € > 0 esiste v € N tale che ||F,, — F,||z(x,y) < € per ogni
n,m > v; quindi

|Fhx — Fpzlly <ellz|lx VeeX, VYn,m>w.

In particolare, per ogni fissato x € X la successione {F,,z} ¢ di Cauchy in Y
poiché Y e completo, essa ha limite, per ogni fissato z € X, nella norma di
Y. Chiamiamo F'(z) tale limite: ¢ immediato verificare che I’applicazione F'
cosl definita ¢ lineare da X in Y. Inoltre per ogni z € X si ha

[Fally = lim |Fually <liminf [|£, — Bllecon l2lx + [Flly] <
< e+ 1B lcen] llzllx,
cosicché F' & un operatore limitato. Infine, se x € X con ||z|[x =1 si ha
| e — Fx|y = Til_rgo | Fhx — Fpz|ly < liﬂg}f | Fo = Falloxyy <e Vn>v,
da cui ||[F, — F||z(x,y) < € per ognin > v e dunque F,, — Fin £(X,Y). O
Vale anche il viceversa di questo teorema, salvo casi “patologici”: si veda

Pesercizio 7.3.9.
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Definizione 7.3.5 Il duale di uno spazio normato Xé lo spazio L(X,R)
(oppure L(X,C), se X & complesso); esso si denota con X*. Gli elementi
del duale X* di X si dicono funzionali lineari e limitati su X (ovvero lineari
e continui, per la proposizione 7.3.3).

Osserviamo che, essendo R e C completi, X* € uno spazio di Banach per ogni
spazio normato X.
Vediamo qualche esempio.

Esempi 7.3.6 (1) Se X = RY il duale (R")* ¢ isomorfo ed isometrico a
R¥ . Infatti ogni funzionale lineare F' su RY & completamente caratterizzato

dai valori Feq,..., Fey assunti nei vettori della base canonica eq,...,ey;
posto allora a = (Fey, ..., Fey), 'elemento a € RY cosi definito ¢ tale che
Fx =" a'a’ = (v,a)g, e si ha anche ||F[|g~) = [|allgy (poiché per la
disuguaglianza di Cauchy-Schwarz risulta |Fz| = |(x,a)pny| < ||z]|ry ||a]|ry €

per z = a vale I'uguaglianza).

(2) Se X = CV, il duale (CV)* & isomorfo ed isometrico a C¥ (stesso discorso,
solo che stavolta i numeri @’ = Fe; sono complessi anziché reali).

(3) Sia (X, F,u) uno spazio misurato. Per ogni fissata f € L'(X), il
funzionale

Fg:/ fgdu, g€ L™(X),
X
¢ ovviamente lineare; inoltre risulta
Fol < [ Ifoldu < flilgle Vo€ L¥(X)
X
quindi F' ¢ continuo, cioe ¢ un elemento di (L>°(X))*, e si ha ||[F|| < ||f|-

Proviamo che vale I'uguaglianza: cio e evidente quando f = 0; altrimenti, se
scegliamo

otteniamo ||g||.c = 1 e quindi

du| = du = 0o
[ 5o u‘ J 1s1dn= sl

Si ha dunque I'immersione isometrica i : L'(X) — (L*(X))*, definita da
i(f) = F; come vedremo, questa immersione non ¢é surgettiva.

|Fg| =

194



(4) Sia (X, F, ) uno spazio misurato o-finito. Per ogni fissata f € L>(X),
consideriamo ancora il funzionale F' dell’esempio precedente, o piu precisa-
mente

Fg—/fgdu, g€ L'(X).
X

Il calcolo fatto sopra mostra che F € (L'(X))* e che |F|| < ||f|lco. Per
provare 1'uguaglianza, supposto che sia f # 0 (altrimenti e tutto ovvio) e
dato € > 0, si sfrutti la o-finitezza di X per scegliere un insieme A € F con
0 < u(A) < oo tale che

f@) > flle —e  Vzei

allora, scelta g = %Xm risulta

Fg| = \ /X fgdu] - / > (1o — 9)(A) = (Ifllse — )l

cosicché
IF| > || flls —e  Ve>0,

e dunque ||F|| = ||f]|co- Quindi si ha I'immersione isometrica ¢ : L>(X) —
(L'(X))*, definita da i(f) = F; vedremo nel seguito che tale isometria ¢
surgettiva e che dunque, se la misura u & o-finita, il duale di L'(X) & isomorfo
a L>*(X). Se manca la o-finitezza, questo risultato ¢ in generale falso (esercizi
7.3.7e7.3.8).

Esercizi 7.3

1. Provare che se X e uno spazio normato finito-dimensionale,allora X &
completo ed ogni funzionale lineare F' : X — R & continuo.

2. Siano X, Y, Z spazi normati; provare chese A € L(X,Y)e B € L(Y, Z),
allora BoAe L(X,Z) e

B o Allcix,z) < 1Al ccxo) | Bll ey, z)-

3. Sia T : C°[0,1] — C°[0,1] definito da

o
142

Tf(z) f(z), x€l0,1], Vf e o, 1].
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i) Si calcoli la norma di 7.

ii) Si determini I'immagine R(T") C C°[0, 1].

iii) Si verifichi che T ¢ iniettivo.

iv) Si provi che 7! : R(T) — C°[0,1] non ¢ limitato.

(
(
(
(

. Posto
T : C°0,1] — C°[0, 1], Tf(x)= / (x —s)f(s)ds, x€][0,1],
0
si provi che T e continuo, se ne calcoli la norma e se ne determini
I'immagine R(T).

. Si consideri 'operatore F' definito per ogni g € L*(R) da
1 x
Folw) =5 [ sttt aeR\{o).

(i) Siproviche F' € L(L>(R)) con norma uguale a 1.

(ii) Si determini il nucleo di F, ossia I'insieme ker F' = {g € L*(R) :
Fg=0}.

(iii) Si caratterizzi R(F).

(iv) Per quali g € L*(R) si ha Fg € C'(R)?

. Si definisca

Af:/Rf(t)te—'t dt.

Si provi che il funzionale A ¢ limitato su L*(R), su L'(R) e su L*(R),
e se ne calcoli la norma in tutti e tre i casi.

. Siano X = [0,1], F = {E C [0,1] : E, oppure E¢, & numerabile}, v=
misura “cardinalita”. Si provi che:

(i) per ogni f € L'(X) la funzione x — zf(z) appartiene a L'(X);

(ii) il funzionale F', definito da F'f = fol z f(x)dv per ogni f € LY(X),
¢ un elemento di (L'(X))*;

(iii) non esiste alcuna g € L>(X) per cui si abbia

1
Ff:/ofgdy Vfe LY(X).
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10.

11.

12.

Sia (X, F, u) lo spazio misurato dell’esempio 2.1.3 (8). Si provi che se
feL®(X)el|fllo >0, allora il funzionale

Fg:/fgdu, g€ LY(X),
X

appartiene a (L'(X))* ma || F|1x) < | f]l-

Siano X, Y spazi normati, e si supponga che X* # {0}. Si provi che se
L(X,Y) & completo, allora Y & completo.

[Traccia: se {y,} ¢ una successione di Cauchy in Y, si fissi G € X*\{0}
e si definisca F,,z = Gz - y,. Osserviamo che I'ipotesi X* # {0} puo
essere sostituita dalla condizione piu naturale X # {0}; cio seguira dal
teorema di Hahn-Banach (teorema 10.1.3).]

Siano X,Y spazi di Banach. Si verifichi che X x Y e uno spazio di
Banach con la norma

1@ )y = [lllx + [lylly
e si provi che (X x Y)* ¢ isomorfo a X* x Y*.

Si definisca -

T
F:EZZF Vo ={z,} € c
n=0

(lo spazio ¢y ¢ definito nell’esercizio 7.1.5). Si provi che F' € ¢}, se ne
calcoli la norma e si verifichi che || F'[|.; non & un massimo.

Sia a = {a,} € ¢>°. Poniamo
A0t =0 (Az), = a,r, VYneEN

lo spazio ¢! & definito nell’esercizio 7.2.3). Si provi che:

(

(1) [[Allzery = llalles<;

(ii) A e iniettivo se e solo se a,, # 0 per ogni n € N;
(

iii) A ¢ surgettivo e A~! & continuo se e solo se inf, |a,| > 0.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Sia T': L'(R?*) — L'(R) definito da
Tf@) = [ Sy Ve L)
R

Si provi che T' ¢ ben definito ed appartiene a £L(L'(R?), L'(R)), e se ne
calcoli la norma.

Sia X uno spazio di Banach, sia F' € X*\ {0}. Posto M = {z € X :
Fxz =1}, si provi che

1
1l x-

dist(0, M) =

Sia X uno spazio normato e sia A : X — X un operatore lineare
tale che {Az,} sia una successione limitata in X per ogni successione
{z,} C X infinitesima in norma. Si provi che A ¢ continuo.

Sia H uno spazio di Hilbert e sia A € L(H) tale che (Az,z) = 0 per
ogni x € H. Si provi che se H ¢ complesso allora A = 0, mentre se H
e reale cio non e detto in generale.

Siano X,Y spazi di Banach, sia {A,} C L£(X,Y’) una successione di
operatori tali che

dlim A,z inY Ve e F,

n—o0

ove F ¢ un sottoinsieme denso in X. Provare che se esiste M > 0 tale
che ||A,]|z(x,y) £ M per ogni n € N, allora

dlim A,z inY Ve e X,

n—oo
mentre la cosa ¢ in generale falsa senza I'ipotesi || A, | zx,y) < M.
Sia X uno spazio di Banach, sia A € L(X).

(i) Provare che la serie

g —'A”, teR, ove A°=1 A"= AoAo---0A (n volte),
n!
n=0
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19.

20.

21.
22.
23.

converge in £(X), e che quindi per ogni ¢t € R 'operatore

[oe)
T(t)x = — A"z, r € X,
¢ lineare e continuo su X con

IT(®)llecx) < elleco v e R,
(ii) Verificare la legge di gruppo
T(0) =1, Tt+s)=T({t)oT(s) Vt,seR.
(iii) Dimostrare che per ogni ¢t € R risulta

po T+ h) = T(0)

lim y =AoT(t) in L(X).

(L’operatore T'(t) si chiama esponenziale dell’operatore A e si
indica con e'4.)

Sia X uno spazio di Banach, sia F' € £(X) tale che ||F||zx) < 1. Si
provi che I — F' ¢ invertibile con inversa continua, e che

1

I-F)t=) F I =F) e € m—mm—
2 = T TF e
ove F* =Fo Fo---0F (n volte).

Sia X uno spazio di Banach. Si provi che U'insieme E = {F € L(X) :
F~' e L(X)} ¢ aperto in L(X).

[Traccia: se F' € E, siscriva G = Fo(I+F'o(G—F)) e si osservi che
esiste & > 0 tale che se [|G—F|z(x) < 9, allora || F~ o (G—F)||zx) < 1;
quindi si puo applicare 1'esercizio precedente.]

Si provi che ¢ ¢ isomorfo ed isometrico a ¢! (esercizi 7.1.5 e 7.2.3).
Si provi che (¢')* ¢ isomorfo ed isometrico a ¢>.

Per ogni n € N si consideri il funzionale 7, definito da

T.f = /n f(t) arctanntdt, f e L*(0,00).
0
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(i) Si provi che T;, € (L*(0,00))* e se ne calcoli la norma.

(i) Si dimostri che esiste T' € (L'(0,00))* tale che

lim T,f =Tf  Vf e LY0,00).

(iii) Si dica se T}, converge a T in (L'(0,00))* per n — oco.
24. Sia T : £>*° — (> V'operatore lineare definito da
(Tz), = x2,, n€N.

(i) Si provi che per ogni k € N* I'operatore T* & continuo e surgettivo,
e se ne calcoli la norma.

(i) Si descriva esplicitamente il sottospazio
ker T" = {x € ¢ : T"x = 0}.

(iii) Si determini la chiusura di |J,—, ker 7% in (.

(iv) Si consideri la restrizione di T' a ¢!, si verifichi che tale restrizione
manda ¢! in ¢! e si risponda nuovamente ai tre quesiti precedenti.
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Capitolo 8
Spazi di Hilbert

8.1 Proiezioni su convessi chiusi

Abbiamo gia visto nel paragrafo 7.2 alcuni aspetti della geometria degli spazi
dotati di prodotto scalare. Se lo spazio ¢ anche completo rispetto alla norma
indotta, le analogie fra le sue proprieta e quelle caratteristiche di RY, o di
C", sono ancora piu strette ed interessanti.

Sia dunque H uno spazio di Hilbert. Per fissare le idee, supporremo H com-
plesso; le modifiche da fare agli enunciati nel caso di H reale sono evidenti.
In questo paragrafo consideriamo i sottoinsiemi convessi e chiusi di H, i qua-
li possiedono speciali proprieta. Notiamo che in questa classe rientrano in
particolare i sottospazi chiusi di H.

Proposizione 8.1.1 Sia K un sottoinsieme convesso, chiuso e non vuoto di
uno spazio di Hilbert H. Allora per ogniy € H esiste uno ed un solo xg € K
tale che

ly = @oll = min [ly —z]].
Tale elemento si chiama proiezione diy sul convesso K e si indica con P (y).

Dimostrazione Sia A = inf,ck ||y — z||: ovviamente A > 0. Se A = 0,
allora y € K = K, quindi si ha la tesi con 29 = y (e tale z & unico). Sia
dunque A > 0: in tal caso possiamo costruire una successione {z,} C K
tale che A < ||y — x| < A + % per ogni n € NT. Applichiamo 'identita del

parallelogrammo (proposizione 7.2.9) ai vettori = ==Y : dato che 2F2= €
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K, si trova

2 2 2

Tn — Tm

2

Ty + T,
2

Ty — Y

2
-y +2‘

1
< =N e =yl + e = wlP]
e I'ultimo membro tende a 0 per n,m — oco. Percio {z,} & una successione
di Cauchy in H, la quale dunque converge in H ad un elemento =y € K (in
quanto H ¢ completo e K ¢ chiuso). Se ne deduce

A= lim [y — ]| = ||y — 20|,
n—oo

cosicché A\ € un minimo.

Proviamo 'unicita del punto di minimo. Se T € un altro punto di minimo
in K, applicando Iidentita del parallelogrammo ai vettori *;, f—;y si trova,
essendo 2 € K e [|zg —y|| = [T —y| = A,

2
+2

2
<

— 12
To— X

2

To+7T

2

o —Y -y

2

2
Y +2'

1
< Ao NN
< +2[ + 7],
cioe T = xy. O

Osservazioni 8.1.2 (1) Se il convesso K non & un sottospazio, I'operatore
di proiezione Pk non ¢ lineare: ad esempio, se 0 ¢ K si ha Pk (0) # 0.

(2) Se zp € K, allora ovviamente Pk (xg) = xo; cid mostra che I'immagine
di Pk ¢ esattamente uguale al convesso K.

La proprieta di minimalita della proiezione su un convesso si traduce nella
seguente caratterizzazione:

Proposizione 8.1.3 Sia H uno spazio di Hilbert, sia K C H un convesso
chiuso e non vuoto e siano y,xy € H. Risulta xy = Pk(y) se e solo se xg
verifica la sequente disequazione variazionale:

SC(]GK
Re (y — xg,z — x9) <0 Vo e K.
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Dimostrazione Osserviamo preliminarmente che per ogni x € H si ha
ly—2[* = [[(y—20) = (z—20) |I* = [ly—z0l* ~ 2Re (y — 0, 2 —20) + || — 0%,
da cui

ly — oll* — lly — =[|* = 2Re (y — zo, & — @) — [lv — zo||* V€ H.

Cio premesso, supponiamo che xg verifichi la disequazione variazionale; allora
da questa e dalla relazione precedente si ottiene

ly —zol* = ly—=|* <0  VzeK,

e dato che zy € K si deduce che zy = Pk (y).

Supponiamo viceversa che zqg = Pk (y); allora per definizione xy € K e
ly = zol* = ly—2|* <0 Vrek,
cosicché, tenendo conto della relazione dimostrata all’inizio, si ricava
2Re (y — xg, x — x9) < ||z — x| Vo € K.

Ora, fissato # € K, poniamo v = (1 — t)x¢ + tz, con t €]0, 1]. Poiché K ¢
convesso, si ha v € K, e sostituendo v al posto di x si ottiene

2Re (y — z0, t(x — 1)) < ||z — x0]|*  Va € K, Vt €]0,1].
Quindi, dividendo per t,
2Re (y — w0,z — 39) < t|lz — x|  Va € K, Vt €]0,1],

e finalmente al limite per ¢ — 0T si ottiene che zy verifica la disequazione
variazionale. O

Corollario 8.1.4 Sia K un convesso chiuso non vuoto di uno spazio di Hil-
bert H. Allora la proiezione Py € un operatore lipschitziano; piu precisa-
mente si ha

1Px(y) = Pr(2)l| < ly ==l Vy,z€H.
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Dimostrazione Poniamo u = Pk(y),v = Pk(z). Per la proposizione 8.1.3
si ha

ue kK ve K
Re(y —u,z —u) <0 VzeK, Re(z —v,z —v) <0 Vze K.
Sostituiamo x = v nella prima disequazione e x = u nella seconda: si ottiene
Re(y —u,v —u) <0, Re (v —z,v —u) <0.
Sommando le due relazioni abbiamo
Re(y—u+v—z,v—u)=Re(y—zv—u)+|v—ul* <0,
da cui
lv = ull* < Re(z —y,v—u) < |z =yl - o -l
Se ||lv — u|| = 0, la tesi e ovvia; altrimenti, semplificando, si trova
v —ull <z =yl
che ¢ la tesi. O

Dunque 'operatore non lineare Py e lipschitziano su H, con costante di Lip-
schitz non superiore a 1 (in effetti la costante ¢ esattamente 1 se K contiene
almeno due punti distinti, in quanto Pk (y) = y per ogni y € K). Nel caso
particolare in cui K e un sottospazio chiuso, vedremo che la proiezione Py
risulta lineare, ed avra lo stesso significato geometrico di “proiezione ortogo-
nale” che conosciamo nel caso di RY. Per illustrare questi fatti, premettiamo
la seguente

Definizione 8.1.5 Sia S un sottoinsieme non vuoto di uno spazio di Hilbert
H. L’ ortogonale di S é l’insieme

St={reH:(x,y)=0VyecS}

Notiamo che, a causa della linearita e della continuita del prodotto scalare,
S+ & un sottospazio chiuso di H, comunque sia fatto I'insieme S. Inoltre si

ha ’ ‘s
1 se 0
SNs _{{O} se0esS:

infatti se z € SN S+ allora (z,z) = 0 e quindi z = 0.
La linearita della proiezione su un sottospazio chiuso e conseguenza del
seguente risultato:

204



Teorema 8.1.6 (delle proiezioni) Sia H uno spazio di Hilbert, sia M un
sottospazio chiuso di H. Allora esiste un’unica coppia di operatori P, () :
H — H tali che:

(i) R(P)=M e R(Q)=M*;

(ii) = = Px + Qx per ogni x € H;

(iii) 2 = Px per ogni x € M, x = Qx per ogni x € M*;

(iv) P e Q) sono operatori lineari e continui;

(v) se M # {0} allora |P||zmy =1, e se M # H allora ||Q|| zay = 1.

Gli operatori P,Q si chiamano proiezioni ortogonali su M e su M=+ rispetti-
vamente.

Ricordiamo che R(P), R(Q) sono le immagini degli operatori P, Q).
Dimostrazione (i) Poniamo

P(z) = Py(z), Q(z)=x— Py(x) Ve e H :

questa definizione ¢ lecita dato che M e un convesso chiuso non vuoto. Poiché
Py(x) € M per ogni x € H e Py(x) = x per ogni x € M, si ha R(P) = M;
inoltre per la proposizione 8.1.3 risulta per ogni x € H

Re(x — P(z),z — P(x)) <0 Vz e M.

Poiché M & un sottospazio, possiamo scegliere z = P(z) + v, con v € M,
ottenendo

Re(z — P(x),£v) <0 Yv e M, Ve € H,

e dunque
Re(x — P(z),v) =0  VYve M, Vo e H.

Sostituendo poi in questa relazione iv al posto di v, troviamo anche
Im(x — P(z),v) = Re(z — P(x),iv) =0  Yve M, VreH,
ne segue

(r —P(x),v) =0 YveM, VzeH,
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ossia Q(r) = z—P(z) € M+ per ogni z € H; in particolare se z € M+ questa
relazione implica (P(x),v) = 0 per ogni v € M, da cui P(x) € M N M= ossia
P(z) = 0. Cio prova che Q(z) = = per ogni x € M~ e pertanto R(Q) = M*.
Cio prova (i).

(ii) Evidente per definizione di P e Q.

(iii) Se z € M, allora x = Py(x) = P(x), mentre se z € M* si ha, come si
e visto, Q(x) = x.

(iv) Sez,y€ H e «,p € C, si ha da (ii)
ar = aP(z) + aQ(z), Py = BP(y) + BQ(y),
az + By = P(ax + By) + Q(azx + By),

da cui, sommando,

aP(z) + aQ(x) + BP(y) + BQ(y) = ax + By = Plax + By) + Q(ax + fy),
cioe

aP(x) + BP(y) — Plax + fy) = —aQ(x) — fQ(y) + Q(ax + By).
Ricordando (i), in questa relazione il primo membro appartiene a M ed
il secondo membro appartiene a M*; essa percio definisce un elemento di
M N M+ = {0}. Dunque entrambi i membri sono nulli e questo prova la
linearita di P e @) (in particolare, quindi, le proiezioni su sottospazi chiusi

sono lineari). Inoltre, poiché Pz L Qz per ogni x € H, dal teorema di
Pitagora (proposizione 7.2.8) segue

|P® + |Qx|* = [lz]*  Vz € H,
il che mostra che P, € £(H) con norme non superiori a 1.

(v) Sappiamo che ||Pllzm) < 1 e [|Qllzm < 1. Se M # {0}, essendo
Pz = per x € M, si ottiene | Pz = 1. Se M # H, per & € M+ si ha
Pz =0 e quindi Qv = x: pertanto ||Q||zz)y = 1. Cio prova (v) e conclude la
dimostrazione. O

Esercizi 8.1

1. Sia H uno spazio di Hilbert, sia w € H con |lu|| = 1. Si verifichi che
la palla aperta B(u,1) = {z € H : ||z — u|| < 1} ¢ un convesso non
chiuso, privo di elementi di norma minima.
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. Si verifichi che, posto K = {f € L*(0,1) : f1/2 f(t) dt — f11/2 f(t) dt =

0
1}, si ha mingeg || fll2 = 1.

. Poniamo K = {f € C°[0,1] : [}* f(t) dt — [}, f(t) dt = 1}. Si provi
che K & un convesso chiuso negli spazi (C°[0, 1], [|-||oo) € (C°[0, 1], || ||2),
privo in entrambi i casi di elementi di norma minima.

. Poniamo

Lip[a, b] = {f € C%a,b): [fl1 = SUpM < oo},

whr T — 7|

1
esia K= {f € Lip[0, 1] : [ flloc <4, [flr <8, [ f(t)dt = [1 f(t)dt =
1}. Si provi che K & un convesso chiuso e non vuoto di L?(0,1), e che
minfeK HfH2 > 1.

. Poniamo

Ky ={feL*ab):|fll<1}, Keo={f€L%a):[fls <1}

Dimostrare che K, e K, sono convessi chiusi di L?(a,b) e determinare
esplicitamente le proiezioni Pk, e Pk_.

. Poniamo
K ={f¢e L*a,b): f>0q.o. in [a,b]}, Ko =K NC%a,bl.

(i) Si verifichi che K e K sono sottoinsiemi convessi di L?(a,b).

(ii) Si provi che K ¢ chiuso in L?*(a,b) e che K N L*®(a,b) ¢ chiuso in
L>(a,b), mentre Ky ¢ chiuso in L*®(a,b) ma non in L*(a,b).

(iii) Si determini esplicitamente la proiezione Pg.
. Determinare M+ nei casi seguenti:

(i) M ={f € L*(a,b) : f = costante q.0.},
(i) M = {f € L*(R) : f & dispari},
(iii) M = [{2"},en] € L?(a,d)
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10.

11.

12.

13.

14.

(ove [{ fi}ies] indica il sottospazio chiuso generato dalla famiglia { f; }ier,
cioe la chiusura dell’insieme delle combinazioni lineari finite di elementi
della famiglia).

Sia (X, F, 1) uno spazio misurato e sia G C F un’altra o-algebra.

(i) Si provi che L*(X, G, i) & un sottospazio chiuso di L*(X, F, u).
(ii) Si caratterizzi esplicitamente tale sottospazio nei due casi seguenti:
(a) X=R, G=8B, F=M, p=m;
(b) X =1[0,1}, 6 ={0,[0, 1]}, F = M, p=m.

Si provi che le funzioni 1,cosnx,sinnz (n € N*) sono a due a due
ortogonali in L*(—m, 7).

Determinare:
(i) min{[" |z —a —bsinz — csin®z*dz : a,b,c € R};
(ii) min{fj1 |23 — a — bx — ca®|*dz : a,b,c € R};

(iii) la proiezione del vettore 1 + sin + cosx + sin® z sul sottospazio
[{1,sinx,sin3z}| di L*(—m,m).

Sia H uno spazio di Hilbert, sia S C H, S # (). Provare che S*+ = [S].

Sia H = (coo, || - [|2), e sia S = {x € oo : >_,~; 2= = 0}. Provare che S

¢ un sottospazio chiuso di H con S++ # [S].
[Traccia: si verifichi per induzione che z € S* se e solo se z, = 22z
per ogni n € NT, e se ne deduca che S*+ = {0}.]

Sia M un sottospazio chiuso di uno spazio di Hilbert H. Si dimostri
che
min ||z — y|| = max{|(z,y)| : 2 € M+, [|z] = 1}.

Siano Py, ..., P, proiezioni ortogonali sui sottospazi chiusi My, ..., M,
di uno spazio di Hilbert H. Dimostrare che le seguenti affermazioni
sono equivalenti:

(i) PoPy=0sei#j,

(ii) My, ..., M, sono a due a due ortogonali;
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15.

16.

17.

(iii) Voperatore P = )" | P; & una proiezione ortogonale.
Descrivere in tal caso 'immagine R(P).

Siano Py, P, proiezioni ortogonali sui sottospazi chiusi My, M, di uno
spazio di Hilbert H. Dimostrare che le seguenti affermazioni sono
equivalenti:

(i) My C My;
(ii) P = P, — Py ¢ una proiezione ortogonale.
Descrivere in tal caso 'immagine R(P).

Sia B = {z = (2',2%) € R?: |z|y = \/(21)? + (22)? < 1}, e consideria-
mo l'insieme delle funzioni di L?(B) di tipo radiale:

R={feL*B): f=f(al)}
(i) Provare che R ¢ un sottospazio chiuso di L*(B).
(ii) Descrivere il sottospazio R*.
(iii) Determinare esplicitamente la proiezione ortogonale Pg.

Sia H uno spazio di Hilbert, e siano M7, My due sottospazi chiusi di H
con My N My = {0}; poniamo My + My ={z+y: 2 € M,y € Ms}.

(i) Provare che se M; e M, sono ortogonali, allora M; + My & un
sottospazio chiuso.
(ii) Dimostrare che se H ha dimensione finita allora M; 4+ M, ¢ chiuso.

(iii) Verificare che

M, ={x € (*: 19, =0 Vn € N},

2n+1

sono sottospazi chiusi di 2 tali che M;NM, = {0}, mentre M+ M,
non & un sottospazio chiuso di £2.

Mgz{xeﬁ:x%:%VnEN}

[Traccia: per (iii) si mostri che cog C My + My C (2]
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8.2 1l duale di uno spazio di Hilbert

Un’altra somiglianza fra gli spazi di Hilbert e gli spazi euclidei RY e CV ¢ il
fatto che I'insieme dei funzionali lineari e continui su uno spazio di Hilbert
H ¢ uno spazio isomorfo ed isometrico ad H stesso. Vale infatti il seguente
fondamentale risultato:

Teorema 8.2.1 (di Riesz-Fréchét) Sia H uno spazio di Hilbert. Per ogni
F € H* esiste un unico z € H tale che

Fr=(x,2)n Vo € H,

ed 1noltre si ha
£

e = |zllm-

Dimostrazione Sia F' € H*: se F' = 0, allora scelto z = 0 si ha ovviamente
la tesi. Supponiamo dunque F' # 0; allora il sottospazio

M=%erF={re€ H: Fx=0}

¢ chiuso e non coincide con H, cosicché il suo sottospazio ortogonale M=+
contiene propriamente {0}. Scegliamo allora un arbitrario elemento w €
M+ \ {0}: per ogni x € H si ha

Fx
)l — —
(x Fw w)
cioe P
x
- — M
x o w e
Dunque, essendo w € M*,
F
(x—F—Z}w,w)H:0 Vo € H,
da cui P
Fr= w2 (r,w)y Vo € H;
[wll%
in definitiva, scelto L
Fw
_ w,
[[wll



risulta
Fr=(z,z)y VoeH

Da questa relazione segue subito || F'|| g+ < ||z|| g, mentre dalla definizione di
z otteniamo
| Fwl

Tl < |[Fl#-
wl| g

12l =

Cio prova che il vettore z ha i requisiti richiesti. Resta da verificare I'unicita
di z: se 2 € H & un altro vettore tale che

Fr=(z,2\y  Vxe€H,
allora avremo
(v,2—2)gy=Fr—Fxr=0 VzeH,

e scelto x = z — 2/ otteniamo subito z = 2. O

Osservazione 8.2.2 Vi ¢ dunque una isometria bigettiva j : H — H*,
definita da z + 7., ove j, e il funzionale definito da

J.(x) = (z,2)y Ve e H,

che rende ogni spazio di Hilbert isomorfo al suo duale. Si noti che j ¢ un
operatore antilineare, in quanto per ogni a, € C e per ogni z, 2,2’ € H si
ha

Jazipe (@) = (x,02 + B2 g = @ (2, 2)g + B (2,2 )g = @ ja () + B ju(2).

Il teorema di Riesz-Fréchet ha un’importante applicazione, che riguarda un
fondamentale risultato di decomposizione e “classificazione” delle misure in
termini delle nozioni di assoluta continuita e mutua singolarita introdotte nel
paragrafo 4.5: il teorema di Lebesgue-Radon-Nikodym. Si tratta in effetti
di due enunciati distinti, che pero dimostreremo simultaneamente, cosicché
il secondo figurera come un facile corollario del primo. L’ingrediente basilare
sara il teorema 8.2.1.

Teorema 8.2.3 (di decomposizione di Lebesgue) Sia (X, F,pu) un fis-
sato spazio misurato o-finito; sia X\ un’altra misura definita su F, anch’essa
o-finita. Allora esiste un’unica coppia di misure o-finite Ay, As definite su F,
tali che

A=A+ s, Ao L 10, As Lop.

La coppia (Mg, \s) € chiamata decomposizione di Lebesgue di A\ relativa a pu.
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Dimostrazione Proviamo anzitutto 'unicita della decomposizione. Sup-
poniamo che (A, \.) sia un’altra decomposizione di A con A\, < pe X, L pu;
dobbiamo provare che A\,(E) = M, (E) e A\(E) = N,(E) per ogni E € F,
e a questo scopo, ricordando la proposizione 2.1.5, e sufficiente provare che

tali relazioni valgono per ogni E € F con A\(E) < oo. Poiché, per ipotesi,
A=At A =N+ N, siha

M(E) = M(E)=)N(FE) = X(F) VE€F con \E) < 0.

Consideriamo gli insiemi B, Ay, A’ dove sono concentrate rispettivamente le
misure p, g, \,: a causa della mutua singolarita, deve essere BN(A,UA”) = ().
Di conseguenza per ogni E € F con A\(E) < oo risulta:

W(E)=w(ENB),  u(E\B)=0;
MN(ENB)=XN,(ENB)=0, MN(ENB)=X/(ENB).
MN(E\NB) =X(E\NB)=0,  A(E\B)=X(E\B);

Ne segue, usando 'additivita delle misure,

A(E) = \(E 0 B) + M(E\ B) = X,(EN B) + X,(E\ B) = X,(E),

e similmente si ottiene A\ (F) = \,(E). Cio prova 'unicita della decomposi-

zione.

Passiamo alla dimostrazione dell’esistenza, supponendo dapprima che A sia
finita. Osserviamo anzitutto che esiste una funzione w € L'(X, 1) tale che
0 < w(x) < 1 per ogni x € X. Infatti, usando la o-finitezza di X, se
X = ", X, con gli X,, disgiunti e tali che pu(X,,) < oo, basta porre

w(x) = an(:c), ove wp(x) 2" )Xxn(x).

- 1+ p(X,

L'utilitd di w sta nel fatto che la misura £ — [, w du ha esattamente gli
stessi insiemi di misura nulla che ha p, ma e finita anziché o-finita come pu.
Definiamo una misura ausiliaria v nel modo seguente:

I/(E):)\(E)%—/Ew du VE € F;

v e una misura finita su F.
Il modo in cui e definita v suggerisce che gli integrali rispetto alla misura v
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si rappresentino come somma di due opportuni integrali rispetto a A e y; in
effetti si dimostra la seguente relazione, fondamentale per noi, che vale per
ogni funzione F-misurabile e non negativa:

/dey:/xfd)mt/xfwdu.

Infatti, per definizione di v la relazione vale per tutte le funzioni semplici F-
misurabili; il passaggio alle arbitrarie funzioni F-misurabili e non negative si
ottiene in virtu dell’osservazione 3.1.8 e del teorema di B. Levi.

Sia ora f € L*(X,v); poiché A < v si ha, utilizzando la disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz (proposizione 7.2.2),

/fdA‘ < /|f|dv=(|f|,1)m(x,y)§
X X
< Iflecen 12 = 1120 Vo (0.

Dunque il funzionale lineare T'f = [, f dX & continuo su L*(X,v), cio¢ & un
elemento di (L?(X,v))*. Per il teorema di Riesz-Fréchet (caso di uno spazio
di Hilbert reale), esiste un’unica g € L*(X, v) tale che

/ FAN=TF = (f.9)r20x0) = / fgdv  f € L3(X,v).
X X

Proviamo che si ha 0 < g(x) < 1 v-q.0. in X. Scegliendo f = xg, con E € F
tale che v(FE) > 0 (scelta lecita perché f & limitata e quindi sta in L*(X,v)
essendo v finita), troviamo

ME)=Txg = / gdv
E

da cui, dividendo per v(FE),

>~

| B
S0 /Egd” =u® ="

Se, per assurdo, fosse v({z € X : g(x) > 1}) > 0, dalla relazione

0

{reX: g(x)>1} = U {Z‘EXIQ(I)>1+%}

keN+
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segue che esisterebbe k € N* tale che v({z € X : g(x) > 1+ 1/k}) > 0;
prendendo come F questo insieme, otterremmo

1 1
1+-< — dv <1
+I<;_V(E)/Eg v=d

il che ¢ assurdo. Similmente si prova la disuguaglianza g > 0. Modificando
eventualmente ¢ su un insieme di misura v nulla, possiamo supporre che sia

0<g(z)<1 Vo e X.

Osserviamo adesso che dalla definizione dell’operatore T', nonché dalla for-
mula di rappresentazione degli integrali rispetto a v precedentemente dimo-
strata, si ricava

/deA=Tf=/ngdv=/xfgdk+/xfgwdu Vf e LAX,v), f20,

da cui
(-gfir= [ fowdn Ve LX), 20
X X

Poniamo A = {xr € X : 0 < g(z) < 1} e B={z € X : g(x) = 1}, e
definiamo finalmente

MN(E)=MENA), MNE)=MENB) VEecF.

Scegliendo f = xp nella relazione precedente, si ottiene
0:/(1—g)d)\: w dj,
B B

da cui, per la proprieta di w gia osservata, u(B) = 0. Dato che A4 & concen-
trata su B, ne segue che Ay L p.

Scegliendo invece nella relazione precedente f = (1 + g+ --- 4+ ¢")xg, con
E € F, otteniamo

/(1—9”“)%:/g(1+g+---+g”)wdu Vn € N;
E E

per n — oo, in virtu del teorema di B. Levi l'uguaglianza precedente diventa
w
NENnA) = | 22 a
el—g
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Dunque, posto h = %, la funzione h ¢ non negativa ed appartiene a L*(X, p)

(come si vede scegliendo E' = X e ricordando che A ¢ una misura finita); di
conseguenza si trova

ME):A(EmA):/hdu VE € F.

E

In virtu della proposizione 4.5.6, si conclude che A\, < p. La tesi e dimostrata
nel caso in cui la misura A sia finita.

Supponiamo adesso che A sia o-finita. In questo caso esiste una successione
{ X, }nen € F con queste proprieta: gli X, sono disgiunti, A(X,,) < oo per
ognin € NelJ~,X, =X. Per ogni n € N poniamo

M(E) = AMENX,) VE € F:

le misure A, sono finite. Per quanto gia dimostrato, per ogni n € N si
ha A, = Aan + Asn, 0ve Ay < e Ay, L p; inoltre esiste una funzione
h, € L'(X,, ;) non negativa, tale che

Aan(E):/hndu VEE€F, ECX,.
E

Utilizzando ancora una volta il teorema di B. Levi e facile allora riconoscere

che, posto
)\CLZZ)\CLTL7 )\SIZ)\sna
n=0 n=0

le funzioni A\, e A, sono misure o-finite tali che
/\:/\a+/\57 )‘a<<lula /\sJ—Na

e in particolare. posto h = > hy,, la funzione h ¢ misurabile, non negativa
e si ha

Aa(E):/thu VE € F.

La tesi ¢ completamente dimostrata. 0O

Corollario 8.2.4 (teorema di Radon-Nikodym) Sia (X, F, 1) uno spa-
zio masurato o-finito; sia A un’altra misura definita su F, anch’essa o-finita.
Allora st ha A < p se e solo se esiste una funzione F-misurabile e non
negativa h tale che

)\(E):/hdu VE € F.
E
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Dimostrazione (<=) E la proposizione 4.5.6.

(=) Poiché A < p, per il teorema 8.2.3 la decomposizione di Lebesgue
di A rispetto a p ¢ necessariamente data, per unicita, da A = A + 0. Dalla
dimostrazione del teorema 8.2.3 segue che esiste una funzione non negativa
e misurabile A per cui si ha

/\(E):/hdu VE € F,
E

il che prova la tesi. Osserviamo che nel caso in cui A e finita la funzione h
risulta p-sommabile su X. O

Esercizi 8.2

1. Sia H uno spazio di Hilbert, sia M un sottospazio di H; sia inoltre
F' un funzionale lineare e continuo su M. Provare che esiste un unico
funzionale F' lineare e continuo su H, tale che

Flu=F,  |[Flg = Fll-

2. Sia H uno spazio di Hilbert, e sia F' : H — R un funzionale lineare non
continuo. Si provi che ker F' ¢ denso in H.
[Traccia: sia {y,} tale che ||y,|| = 0 e Fy, = 1; se z € (ker F)*, si
provi che # — y, € ker I e se ne deduca che z = 0.]

3. Sia H uno spazio di Hilbert. Fissato T € L(H), si verifichi che la
relazione
(Sx7y)H = (xaTy)H Va:,y €H

definisce univocamente un operatore S : H — H lineare e limitato, e
che risulta ||S||z(m) = ||T|| z(ay- L'operatore S si dice aggiunto di T e si
denota con T™.

4. Sia H uno spazio di Hilbert e sia T' € L(H ) un operatore autoaggiunto,
ossia tale che
(Tz,y) = (x,Ty) Vz,y € H;

supponiamo inoltre che esista ¢ > 0 per cui risulti ||Tz| > c||z|| per
ogni « € H. Provare che T ¢ bigettivo e 7! & continuo.
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5. Sia H uno spazio di Hilbert. Si provi che un operatore P € L(H) &
una proiezione ortogonale se e solo se si ha P? = P e P ¢ autoaggiunto
(secondo la definizione fornita nell’esercizio precedente).

6. Sia H uno spazio di Hilbert. Se A € L(H), detto A* 'aggiunto di A
introdotto nell’esercizio 8.2.3, si provi che:

(i) 1A o Al ey = 1A% o All ey = 1 ANZ 1y
(ii) Se A ¢ autoaggiunto, allora || A"™(| ¢y = || Allz sy Per ogni n € N*.

7. Sia H uno spazio di Hilbert e sia A € L£(H) ¢ un operatore autoaggiunto
e positivo, ossia tale che (Ax,z) > 0 per ogni © € H. Si provi che

(Az,y)| < /(Az,2)\/(Ay,y)  Va,y € H,

e che se A ¢ strettamente positivo, ossia (Az, z) > 0 per ogniz € H\{0},
allora (z,y); = (Ax,y) definisce un prodotto scalare in H.

8.3 Sistemi ortonormali

In RY ed in CV, come sappiamo, ogni elemento x si pud scrivere in modo
unico come combinazione lineare degli elementi di una fissata base. Vediamo
se e possibile trovare una proprieta analoga negli spazi di Hilbert.

Definizione 8.3.1 Una famiglia {e, }aca di elementi di uno spazio di Hilbert
H si chiama sistema ortonormale se st ha

1 se a=p

(eaaeﬁ)H:(SaB:{o se atf Va, 3 € A.

Vediamo qualche esempio.

Esempi 8.3.2 (1) Fissato e € H con ||e]| = 1, 'insieme {e} costituisce un
sistema ortonormale in H.

(2) {e1,...,ex} ¢ un sistema ortonormale in RY ed in C¥.

(3) In ¢* un sistema ortonormale ¢ dato dalla famiglia {e,},en, ove €, &
I’elemento con tutte le componenti nulle tranne la n-sima che vale 1.

(4) Se f,g € L*(R) e se f & pari e g & dispari, con || f||r2®) = |9/lr2@) = 1,
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allora {f, g} ¢ un sistema ortonormale in L*(R).

(5) 11 sistema trigonometrico

1 1 1
—— , —cosnr , —sinnc ; n€N+}
{\/271' VT NZs

¢ un sistema ortonormale in L?*(—m, ) (esercizio 8.1.9).

(6) In L?*(a,b) esistono altri sistemi ortonormali: vedere ad esempio gli
esercizi 8.3.10 e 8.3.12.

Osservazione 8.3.3 Se H ¢ separabile, allora ogni sistema ortonormale
{€a}aca € costituito al pit da un’infinita numerabile di elementi. Infatti
si ha

lea —esll = V2 Va # 8,
e dunque le palle B(e,, \%) son tutte disgiunte. Sia D un insieme numerabile

denso in H: poiché ogni palla B(e,, \/Li) deve contenere un elemento di D, si
conclude che A & al pit numerabile.

Esempio 8.3.4 Costruiamo uno spazio di Hilbert non separabile. Sia
E={f:R—=C:{zeR: f(x) # 0} ¢ numerabile},

e poniamo

H:{fEE:Z|f(x)|2<oo}:

zeR
la definizione ha senso perché la somma ¢ fatta al piu su un’infinita numera-
bile di punti, la serie ¢ a termini positivi e I'ordine degli addendi e irrilevante.
L’insieme H e dotato del prodotto scalare

(fr9) = flx)g(x),

il quale ha senso perché tale somma costituisce una serie assolutamente con-
vergente. Lo spazio H e di Hilbert, come e facile verificare; esso non e
separabile perché possiede il sistema ortonormale {X(}}zer, il quale & piu
che numerabile. Si noti che H coincide con L*(R,F,v), ove v ¢ la misura
“cardinalita” e

F={ACR: A, oppure A°, & numerabile}.

Veniamo alla proprieta fondamentale dei sistemi ortonormali, ossia la disu-
guaglianza di Bessel. Premettiamo un po’ di terminologia.
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Definizione 8.3.5 Sia H uno spazio di Hilbert e sia {€}aca un sistema
ortonormale in H. Se v € H, i numeri (z,e,)n si chiamano coefficienti di
Fourier di x relativi al sistema {es}. La serie Y . 4(%,eq)n o (la quale, co-
me si vedra nell’osservazione 8.3.7(1), contiene al pit un’infinita numerabile
di termini) si chiama serie di Fourier di x relativa al sistema {e,}.

A priori non sappiamo dire se la serie di Fourier di un elemento x € H
converga, né, tantomeno, se essa converga proprio a x come sarebbe lecito
aspettarsi.

Proposizione 8.3.6 (disuguaglianza di Bessel) Sia {e,}aca un sistema
ortonormale in uno spazio di Hilbert H. Allora

N
sup {Z (2, e0,)ml>: N €Nt ay,...ax € A} < |lz|I% Vo € H.
i=1

Dimostrazione Per ogni N € NT e per ogni N-pla di indici distinti
aq,...ay si ha, grazie all’ortonormalita di {e,},

N 2

T — Z(m,eai)eai

0 <

=1 H
N 2
= HxH%{ —2Re <x> Z(l’, eai)H eai> + Z<x7€ai)H€ai =
i=1 H i=1 H

N N
= Hlezr-I - 2RGZ <x7eai)H <x7eai)H + Z(xv eai>H (l’, eaj)H 5ij =
=1

ij=1
N N
= |l2ll3 =2l ea)ul + ) |(@ ea)ul* =
i=1 i=1
N

= Jalf =D I, ea)ul
i=1

Ne segue la tesi. 0O

Osservazioni 8.3.7 (1) Se lo spazio H non e separabile, dato un qualunque
sistema ortonormale {e, }qca € facile verificare che per ogni = € H 'insieme
degli indici a@ € A tali che (z,e,)y # 0 & al pit numerabile: infatti per
ogni k € NT linsieme {a € A : |(z,eq)n| > 1/k} ¢ finito in virtu della
disuguaglianza di Bessel.
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(2) Dalla disuguaglianza di Bessel e da (1) segue che la serie di Fourier di un
generico x € H, relativa a un qualunque sistema ortonormale, converge in
H; infatti con un conto del tutto analogo a quello svolto nella dimostrazione
precedente si verifica che, detti «, gli indici tali che (x,e,,)g # 0 e posto
wy = 25:0(177 €, )H €a,, S1 ha
N
lwy —wull3 = D (@ ea)ul>  VN,M eNcon N> M,
n=M+1

e dunque {wy}nen, essendo una successione di Cauchy, converge in H. Non
¢ detto che la somma della serie di Fourier di = sia proprio z: basta pensare
al caso banale di un sistema ortonormale costituito da un solo elemento.

Definizione 8.3.8 Un sistema ortonormale {e, }aca in uno spazio di Hilbert
H si dice completo se [{eq}aca] = H, ossia se le combinazioni lineari finite
di elementi di {e,}aca sono dense in H.

In altre parole, un sistema ortonormale {e,}.ca © completo se e solo se
{eqa} = {0}: cio & facile conseguenza del teorema delle proiezioni (teorema
8.1.6). Vediamo alcuni esempi di sistemi ortonormali completi.

Esempi 8.3.9 (1) Il sistema {e;,...,ey} ¢ completo in RY ed in CV.
(2) Tl sistema {e, }nen ¢ completo in £2.
(3) 1l sistema trigonometrico ¢ completo in L?(r, w) (esercizio 8.3.3).
(4) T polinomi di Legendre, definiti da

1 d"

nl2n n—l—% dxn

P,(x) = (2* — 1), rxe|[-1,1], neN,

costituiscono un sistema ortonormale in L?(—1,1) (esercizio 8.3.10); esso ¢
anche completo. Cid segue dalla densita dei polinomi in C°[—1, 1] (esercizio
4.7.10) e dalla densita di C°[—1,1] in L?*(—1,1) (proposizione 4.7.3 ed osser-
vazione 4.7.4).
(5) I polinomi di Hermite, definiti da

H,(x) = (=1 e* e_xz, r €R, n€NT,

Vnl2ny/m dx™

formano un sistema ortonormale completo in LQ(R,M,e”de) (esercizio
8.3.11).
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Proposizione 8.3.10 Ogni spazio di Hilbert H # {0} ha un sistema orto-
normale completo.

Dimostrazione Faremo uso del lemma di Zorn. Ricordiamo che un ordina-
mento parziale < su un insieme P ¢ una relazione riflessiva, antisimmetrica
e transitiva, e si dice che (P, <) € un insieme parzialmente ordinato. Un sot-
toinsieme () di P si dice totalmente ordinato se per ogni a,b € () si ha a <b
oppure b < a. Un elemento ¢ € P ¢ un maggiorante per () se si ha ¢ < ¢ per
ogni ¢ € (), e un elemento m € P & massimale se non esiste alcun z € P,
diverso da m, tale che m < z (ossia, se x € P e m < x implica x = m). Cio
posto, vale questo risultato che non dimostriamo:

Lemma 8.3.11 (di Zorn) Sia (P, <) un insieme parzialmente ordinato. Se
ogni sottoinsieme totalmente ordinato (Q di P ha un maggiorante in P, allora
in P esiste un elemento massimale. O

Prendiamo ora
P ={B C H : B ¢ un sistema ortonormale in H} :

chiaramente P e un insieme non vuoto che e parzialmente ordinato rispetto
alla relazione di inclusione C. Verifichiamo le ipotesi del lemma di Zorn.
Se () ¢ un sottoinsieme totalmente ordinato di P, verifichiamo che l'insieme
By=U peg B ¢ un elemento di P che ¢ maggiorante per @: per cominciare,
ogni e € By ha norma unitaria, in quanto e membro di un certo sistema orto-
normale B € Q. Poi, se e,e’ € By ed e # €, allora sara e € B ed ¢/ € B’ per
certi B, B" € Q; dato che @ ¢ totalmente ordinato, sara ad esempio B C B'.
Ma allora avremo e, e’ € B’ e quindi, per 'ortonormalita del sistema B’, ri-
sultera (e, e’)g = 0. Cio prova che By ¢ un sistema ortonormale in H; dunque
By € un elemento di P. D’altronde e chiaro per definizione di By che B C By
per ogni B € @), cosicché B, e un maggiorante di ().

Per il lemma di Zorn, deduciamo che in P esiste un elemento massimale B;
proviamo che il sistema ortonormale B & completo. Se cosi non fosse, esiste-

rebbe z € B \ {0}, e quindi BU { )} sarebbe un sistema ortonormale, cioe

un elemento di P, che contiene strettamente B, contraddicendo la massima-
litadi B. 0O

La proposizione che segue caratterizza i sistemi ortonormali completi.

Proposizione 8.3.12 Sia H uno spazio di Hilbert e sia {€4}aca un sistema
ortonormale in H. I sequenti fatti sono equivalenti:
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(1) {ea} é completo;

(ii) {ea}™ = {0}

(iii) wvale ['uguaglianza di Bessel

el = S (e ea)ul? Ve € H:

acA

(iv) wale I’identita di Parseval

(:C7 y)H = Z(x7 ea)H (y7 ea)H vxﬁU € H7

a€cA

(v) per ogni x € H la serie di Fourier di x, cioé ) (%, eq)H €q, converge
in H ed ha somma x.

Ricordiamo che in virtu dell’osservazione 8.3.7 le serie che compaiono nell’e-
nunciato contengono al pitt un’infinita numerabile di termini.

Dimostrazione (i) <= (ii) Lo sappiamo gia, come osservato subito dopo
la definizione 8.3.8.

(ii) < (v) Sevale (v) e z L {e,}, allora

x:Z(x,ea)Hea:ZO-ea:O.

acA acA

Viceversa, supponiamo che valga (ii). Dall’osservazione 8.3.7 segue che la
serie di Fourier di x converge in H ad un certo elemento w; si tratta di
verificare che w = x. Ma per ogni fissato 5 € A si ha, in virtu della continuita
del prodotto scalare,

(w,es)n = (Z(%%)H €aa€ﬂ) = (@, ea)n (¢ares)n = (x,5)n,
acA H acA

da cui, per larbitrarieta di 3, otteniamo w —z € {e, }*; per (ii), cio significa
w—z=0.

(iii) <= (v) Questa doppia implicazione ¢ immediata conseguenza della
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seguente uguaglianza che gia conosciamo: per ogni x € H, per ogni N € N*
e per ogni ay,...,ay € A si ha

N 2 N
= (v.ea)mCa,| =2l =D I(z ea,)ul’
n=1 H n=1

(iii) <= (iv) Se vale (iv), allora basta scegliere y = z per ottenere (iii).
Viceversa, se vale (iii), possiamo scrivere

Iz + Il = lllE + vl + 2 Re(2, y)u

ed anche
H.T + yHIZLI = Z |(x>€a)H + (ya ea)H‘2 ==
aEA
- Z |((L’, ea)H|2 + Z |<y7 6&)H|2 + 2 R’e Z(x7 ea)H(y7 €a)H,
a€cA acA acA
da cui

Re (z,y)y = Re Z(m, ea)u(Y,€a)H-

acA
In modo analogo, considerando x + 2y in luogo di = + y, si ricava

Im (z,y)y = Im Z(:L‘, ea)u(Y,€a)H-

acA

Cio conclude la dimostrazione. 0O

Esercizi 8.3

1. (Proprieta di miglior approssimazione) Sia {e,}aca un sistema orto-
normale nello spazio di Hilbert H; fissati aq,...,ay € A, sia M =
[{€ays---»€ay}]- Siproviche

N
Pyx = Z(ZB, Conn ) H Caryy -

n=1
2. Per ogni n € N definiamo

P,(t) =k, (

1+ cost

5 ) , t e —m,ml,

ove k,, ¢ una costante scelta in modo che ffﬂ P,(t)dt = 1. Si provi che:
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(i) P, € un polinomio trigonometrico di grado n, ossia ¢ combinazione
lineare delle 2n + 1 funzioni 1,coskz,sinkx, 1 < k < n, ed e
strettamente positivo in | — 7, 7[;

(ii) risulta

1 <P +1

fﬂ' (1+cost)ndt — 4

- 2

ky,, = Vn € N,

e dunque
lim sup P,(t)=0 Vé €0, m[;

n—oo 6§|t\§7r

(iii) se f € una funzione continua su R e periodica di periodo 2, allora
per ogni n € N la funzione

fult) = /_7T f(t—s)P,(s)ds, t e [—mmnl,

e un polinomio trigonometrico di grado al piu n;

(iv) si ha f, — f uniformemente in [, 7] per n — oco.

. Si provi che il sistema trigonometrico

1 1 1
—— , —cosnr , —sinnc ; n€N+},
{\/27r V&S NZS

0, equivalentemente, il sistema

eik:c
—: keZ;,
{ V2m }
¢ ortonormale completo in L?(—m, 7).
[Traccia: si provi che i polinomi trigonometrici sono densi nello spa-

zio Cy|—m, 7], e quindi anche in L*(—n, ), facendo uso dell’esercizio
precedente.]

. Sia f € L?*(—m, 7). Si verifichi che la serie di Fourier di f (relativa al
sistema trigonometrico) si puo scrivere nei due modi equivalenti

ikt _ 40 . .
e =—+ a, cosnt + b, sinnt),
%ZZ% : ;< )
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ove

1 T -
Tk = —/ f(s)e ™ ds Vk € Z,
2 ),

an:l/ f(s)cosns ds  Vn €N,
™ —T

1 s
b,=—= [ f(s)sinnsds  VneN"'.
™ —Tr

Si verifichi inoltre che ag = 270, an = Vo + Y—n, bn = (Y — Y—n) pPET
ogni n € N*t.

. Posto
P={feL*(—mn): fepari}, D={fcL*(—n,x):[fedispari},

si provi che P e D sono sottospazi chiusi di L?(—, ) tali che P = D*.
. Provare che i sistemi

sono entrambi ortonormali e completi in L?(0, ).

[Traccia: per la completezza si prolunghi una f € L*(0, ), ortogonale
a tutti gli elementi di uno dei due sistemi, in modo pari oppure dispari
su]—m,m....]

neN+ neN+

. Si scriva la serie di Fourier (relativa al sistema trigonometrico) di

fw) = (”‘T") 2 € [-m,7l;

si provi che tale serie converge uniformemente e se ne deduca che

> 1_7r2 il_ﬂ4
n:1n2_ 6’ n:1n4_90'
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10.

11.

12.

Fissata f € L?(—n, ), la si prolunghi a tutto R per periodicita. Posto,
per ogni g € L*(—m, ),

frg = [ i -y, wel-ml,

si provi che f x g € continua e che la sua serie di Fourier, relativa al
. etne . .
sistema {$5=}ez, converge uniformemente in [—, ).

Sia f € AC[—m, 7] tale che f(—m) = f(n), e per ogni k € Z poniamo
e = % f_wﬂ f(s)e~*sds. Si provi che:

(i) f € L*(—m,7) se e solo se Y, k| 7[> < o0;
(ii) in tal caso la serie Y, , xe™
memente a f in [—7, 7;

converge assolutamente ed unifor-

(iii) tale serie & inoltre derivabile termine a termine, e la serie delle
derivate converge a f’ in L*(—7, 7).

Si verifichi che il sistema dei polinomi di Legendre
1 dr

P,(z) = y n(x2 -1, re[-1,1, neN,
n!2n n—l—% L

¢ ortonormale in L?(—1,1).

Si provi che il sistema dei polinomi di Hermite

(_1)71 €x2 d"
Vol 2o dz”
¢ ortonormale completo in L*(R, M, e‘$2d3:).

[Traccia: si osservi che Cy(R) & denso in L2(R, M, e~**dz), e si utilizzi
la densita dei polinomi nello spazio C°[a,b] per ogni [a,b] C R.]

H,(z) = e’xz, r €R, n € NT,

Per ogni n € N sia 9, : [0,1] — R definita da 9, (z) = (=1)2"7] ove
[a] denota la parte intera di a. Dimostrare che:

(i) {%n}nen ¢ un sistema ortonormale in L?(0,1);

(ii) il sistema non ¢ completo perché la funzione g = 1 — 2x[1/43/4 €
ortogonale a tutte le 1,;
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13.

14.

15.

16.

(iii) risulta
1

lim [ o, (t)f(t)dt=0  Vfe LY(0,1).

n—oo 0

Siano {¢y, fnen € {¥n }nen due sistemi ortonormali completi in L?(a, b)
e L?*(c, d) rispettivamente. Provare che il sistema { fum }n.men, ove

fom(2,y) = on(2)m(y), (2,y) €]a,b[x]c,d],
¢ ortonormale completo in L*(Ja, b[x]c, d|).

Sia V il sottospazio di ¢* generato dagli elementi v = {1}, cn+ e y =
{5+ }nen+; determinare un sistema ortonormale in V.

Sia H uno spazio di Hilbert separabile e sia {e, },en+ un sistema orto-
normale completo in H. Per ogni h € NT poniamo

Mh:{xEH: de>0: |(x,en)H|§£h ‘v’nEN+},
n

1
Kh:{a:EH: (2, en)n| < — Vn€N+}.
n

(a) Verificare che:

(i) Kj € un convesso chiuso contenuto in M), e K, D Kjy1 per
ogni h € N*;

(ii) M, & un sottospazio denso in H e M, D M., per ogni
h € N*.

(b) Caratterizzare il convesso K = (,—, K}, e provare che il sottospa-
zio M = (;~, My, & denso in H.

(c) Scrivere esplicitamente gli operatori Pk, , h € Nt e Pk.

Sia H uno spazio di Hilbert separabile e sia {e, },en+ un sistema orto-
normale completo in H; si definisca

1
M = {x € H:(rv,eni2)p = §(x,en)H Vn € N+}.

(1) Si verifichi che M & un sottospazio finito-dimensionale di H.

(ii) Si trovi una base di M.
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17.

18.

19.

(iii) Si determini la proiezione ortogonale Pjy;.

Sia H uno spazio di Hilbert e sia {v, }nen una successione di elementi

di H fra loro ortogonali, e tali che la serie > 7 v, sia convergente in

H. Si dimostri che per ogni permutazione ¢ : N — N la serie riordinata
[o.¢] \ .

Y o Vo(n) € convergente e che si ha

Z Vo(n) = Z Up -
n=0 n=0

Cosa succede se si toglie I'ipotesi (v, vy )g = 0 per n # m?

Sia H uno spazio di Hilbert separabile e siano {e,},{fn} sistemi or-
tonormali completi in H. Se T € L(H), si provi che Y o ||Te,]?
converge se e solo se > °_ [T f,,]|* converge (T* ¢ definito nell’eser-
cizio 8.2.3), e che in tal caso le somme delle due serie coincidono con

chjm:o |(Tey, fm)’2

Sia H uno spazio di Hilbert separabile, e sia A € L(H) un operatore di
Hilbert-Schmidt, ossia tale che esista un sistema ortonormale completo
{€n}nen in H per cui Y 2 ||Ae,||7; < oo. Dimostrare che:

(i) 'operatore A* (definito nell’esercizio 8.2.3) ¢ di Hilbert-Schmidt;

(ii) per ogni sistema ortonormale completo {f,, }men in H risulta

o0 0
D MASlIE = Aenllf < oo;
m=0 n=0

(iii) la famiglia degli operatori di Hilbert-Schmidt su H ¢ uno spazio
di Hilbert col prodotto scalare

o0

(8.T) = (Sh;, Thy)n

=0
ove {h;};en € un arbitrario sistema ortonormale completo in H;

(iv) il prodotto scalare sopra definito non dipende dalla scelta del si-
stema ortonormale, ossia per ogni coppia di sistemi ortonormali

completi {fm}m€N7 {gk;}keN si ha

m= 0 k:O
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[Traccia: per (ii) si osservi che (A*)* = A e si utilizzi I'esercizio prece-
dente; per (iv) si faccia uso di (ii) e dellidentita del parallelogrammo. ]

20. (i) Fissato [a,b] C R, si verifichi che

lim sinnx dx = lim cosnx dr =0

per ogni sottoinsieme misurabile F' di [a, b].

(i) Sia {nx}ren una successione crescente di numeri naturali; posto

E ={x € [a,b] : 3 lim sinnix = \(z)},

k—o0

si provi che A(z) =0 q.o. in E.
(iii) Si deduca che

lim sin? npx dx = 0.
k—oo I

(iv) Si concluda che risulta m(E) = 0.

8.4 Trasformata di Fourier

Vogliamo descrivere brevemente un operatore che ¢ di fondamentale impor-
tanza in analisi ed in molti settori della matematica applicata: la trasformata
di Fourier. Si tratta di uno strumento utilissimo, ad esempio, per trovare so-
luzioni esplicite di molte equazioni differenziali alle derivate parziali; interi
capitoli dell’analisi numerica sono dedicati allo studio di algoritmi e proce-
dure legati alla struttura di questo operatore e delle sue versioni “discre-
te”. Noi ci limiteremo allo studio delle sue proprieta basilari, senza troppi
approfondimenti.

Definizione 8.4.1 Sia f € L'(RY). La trasformata di Fourier di f ¢ la

funzione f cosi definita:

f(&) = (2)e "D dmpy(z), £ €RY,

RN

dove (x,€) ¢ il prodotto scalare in RY. L’operatore f ]/t\ st indica con F.
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La funzione fé dunque a valori complessi, anche se f ¢ reale; ma in questo
contesto e naturale prendere anche f a valori complessi. Ricordiamo che
I'integrale per funzioni complesse ¢ stato introdotto nell’esempio 7.2.6 (4) ed
e soggetto alle usuali regole di calcolo. Calcoliamo la trasformata di Fourier
in qualche caso significativo.

Esempi 8.4.2 (1) Sia N =1e f = x[_1,1): allora per ogni { € R si ha

—ize 1 . .
J?(f)—/lle_msdx_ {_6@'55] _é(e—iﬁ_eiﬁ)_2812§'
- —1

Si osservi che fe_f L*(R): quindi I'operatore F non preserva la sommabilita
delle funzioni.

(2) Calcoliamo la trasformata di Fourier di f(z) = e~ con a > 0 fissato:
si ha

N oo
f&) = /RN om0 g () = [ / e TS dr; Ve € RY,;
j=17 =

quindi I'integrale multiplo da calcolare si riduce agli N integrali unidimen-

. . _ar2_; . .
sionali [7_e™* % dz. Poniamo

g(6) = / e Gy € e R;

—00

risulta allora, utilizzando il teorema 4.3.4 ed integrando per parti,

/ — = —a:pz—irﬁd — i = i —ax? —iz€ Jo
g (6) Z/_ooxe T % —ood$€ e T
_ L —ax? —ix{} +oo . é > —ax?—ixé dr — _é
2a [e c -0 2a _006 L 2@9(5)‘
2
L’equazione differenziale ¢'(§) = —f—a (€) ha le soluzioni g(§) = ke*ffa, con

k € R; d’altra parte per I'esercizio 5.3.2 si ha

too 2 1 +oo e e
k’:g((]):/ e~ ax dx:\/%/ e_zdy:\/g,
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cosicché

9(&) = / e~ I gy — \/g e VEER

ed in definitiva

0T [ - ()8 vene

Proposizione 8.4.3 La trasformata di Fourier e un operatore lineare e con-
tinuo da LY(RY) in L>®(RY), con norma uguale a 1. Inoltre per ogni f €

LY(RY) la funzione f ¢ uniformemente continua su RY e verifica

-~

lim f(¢) =0.

|§]—o0

Dimostrazione Dalla definizione segue subito

|J?(§)| < | fllzr ) vE e RY,

e dunque F' € L(LY(RY), L=(RYM)) con ||F|| < 1. D’altra parte scegliendo
f(z) = e~21" si ha, ricordando I'esempio 8.4.2 (2),

[e'e) N
1z
oy = ([~ 3 ae) = @)% = 1l

e dunque ||F|| = 1.
Proviamo 'uniforme continuita. Se h € RY si ha

w[2
)

sup | f(€+h) = f(€)] = sup fl)[e™ M = 1)e™) dmy (x)| =

EERN £€]RN RN
= ;%IJ)V }}— —m ] f ‘ = |F([e7"M —1)f (Do @ry <
(S

< e~ =1 F ()l ey

e I'ultimo membro tende a 0 per |h| — 0, in virtu del teorema di convergenza
dominata (teorema 4.3.4).
Proviamo infine che f(£) tende a 0 per |{] — oco. Osservando che

(68

e = 1 we e RN\ {0},
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posto v = —ﬁ ed effettuando il cambiamento di variabile z — ve = y,
possiamo scrivere

F& =— [ r@e ™ 9 dmy(a) = / roc P ()€™ dimp (y),
RN RN

ove Tvgf(?/) = f(y + ve); ne segue

~

2/ (6)] =

[ ) = mpwle dmN@)‘ <N = Tl

Se ora || — o0, si ha |vg| = 0 e dunque, ricordando l'esercizio 4.7.3 (che &
relativo a L'(R) ma vale anche, con analoga dimostrazione, in L*(RY)), si

~

conclude che |f(§)| — 0. Cio prova la tesi. O

Osservazione 8.4.4 La trasformata di Fourier regolarizza le funzioni: se
f € solo sommabile, come abbiamo visto f € continua; analogamente, se
x +— |z|f(x) ¢ sommabile, utilizzando come in precedenza il teorema 4.3.4 si

deduce che f & di classe C! e

~

D;f(&) = [F(—ix; f(2))](§).
La trasformata di Fourier ha anche I'importante proprieta di tramutare il
prodotto di convoluzione (v. esercizio 5.4.4) in un prodotto ordinario:

Proposizione 8.4.5 Per f,g € LY(RY) si ha

Frg(6) = f(6)7E)  VvEcRY.

Dimostrazione Notiamo che per ogni ¢ € R¥ la funzione

(2,y) = [z —y)g(y)e @O
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¢ sommabile su RY x RY; quindi, applicando il teorema di Fubini (teorema
5.4.4) otteniamo

—

frg&) = fxg(x)e™ S dmy (a) =

RN

- / RRAC 2 >6“’5>dmzv<y>] dmy () =
/RN S =y)gly )e_i(””’ﬁ)dmN(:r)} dmn(y) =

= [ oty vt -

(/RN flu i<u,s)dmN(u)) (/RN g(y)e— i dmN(y)) _

= [(&g(§). O

Osservazione 8.4.6 Lo spazio L'(R"), munito del prodotto di convoluzio-
ne, ¢ un’algebra, ossia ¢ chiuso rispetto al prodotto, ed ¢ priva di unita, cioe
non esiste alcuna funzione h € L*(RY) tale che risulti h x f = f per ogni
f € LYRY). Infatti se tale funzione h esistesse, avremmo per la proposi-
zione precedente f = h f; dunque, scegliendo f in modo che f (5) # 0 per
ogni £ € RY dedurremmo h = 1 in RY. Ma cid ¢ in contraddizione con la
proposizione 8.4.3, perche h(ﬁ) non sarebbe infinitesima per |£] — oo.

Introduciamo adesso uno spazio di funzioni regolari, lo spazio di Schwartz,
sul quale, come vedremo fra poco, la trasformata di Fourier ¢ bigettiva ed e
un isomorfismo.

Definizione 8.4.7 Lo spazio di Schwartz S(RY) ¢ definito da
SRY) ={p e C*RY) : x = 2°D’p(z) € L°(RY) Va,3 € NV},

Ricordiamo che 2 = .. .-2% e che D? = D' ... DY inoltre si definisce
18] = ~+ fx per B € NV

E 1mmed1ato verificare che S(RY) & un sottospazio di LP(RY) per ogni p €
[1,00]. Si noti poi che C§°(RY) C S(RY) e che I'inclusione ¢ propria in
quanto la funzione f(x) = e~171* appartiene a S(RY) e non ha supporto
compatto; da questa inclusione segue in particolare che S(RY) ¢ denso in
tutti gli spazi LP(RY) con p € [1,00].
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Nello spazio di Schwartz la trasformata di Fourier mostra la sua caratteristica
piu importante, che e quella di scambiare fra loro le operazioni di derivazione
e di moltiplicazione per monomi: di qui scaturisce 1'utilita di questo operatore
per la risoluzione di equazioni differenziali.

Proposizione 8.4.8 Se ¢ € S(RY) allora
Deg(€) = e°q(e) Ve e RY,

DG(&) = (—i)*F(z%p(2))(€)  VEeRN,

Dimostrazione La prima proprieta si ottiene integrando per parti |a| volte
nell’integrale che definisce D®p; cio e possibile perché

lim |2*DPp(x)] =0 Va,B € NV, Vo e S(RY).

|z|—o0

La seconda proprieta si ottiene per induzione a partire dal risultato dell’os-
servazione 8.4.4. O

Proposizione 8.4.9 La trasformata di Fourier manda S(RY) in sé.

Dimostrazione Basta osservare che se ¢ € S(RY) e o, 3 € NV si ha, per
la proposizione precedente,

§°D73(8) = £°(=i) 1 F (" p(w))(€) = (1)L F (D (27 p(2))) (€),
da cui, per la proposizione 8.4.3,
€ DP(&) < 1D (27 p(2)) |1y <00 VEERY. O

La trasformata di Fourier non avrebbe l'importanza applicativa che ha se
non ci fosse un modo per ricostruire la funzione originaria a partire dalla sua
trasformata. Cio ¢ possibile nello spazio S(RY):

Teorema 8.4.10 (formula di inversione) Se o € S(RY), allora si ha

p(z) = (QW)_N/ PO dmy(€) = 27) N F (—z) Vo eRY;

RN

in particolare F : S(RY) — S(RY) ¢ bigettiva.
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Dimostrazione Non possiamo procedere nel modo piu naturale, che ¢ quello
di sostituire la definizione di $(£) nell’integrale candidato a fornire la formula
di inversione, in quanto per un fissato € R" la funzione

(y,€) = p(y)e @)

non & sommabile in RY xRY (salvo che quando ¢ = 0), cosicché non possiamo
applicare il teorema di Fubini. Otterremo il risultato con un procedimento
di approssimazione. Premettiamo il

Lemma 8.4.11 Per ogni ¢, € S(RY) si ha

YEOPE ™ dmy(§) = | D(wp(z +u)dmy(u) Vo eRY.
RN RN
Dimostrazione La funzione

(4, €) = p(y)p(€)e WO ei@o)

appartiene a L'(RY x RY); dunque per il teorema 5.4.4 si ha
/RN P(OBE)e' ™ dmu(§) =
= [ v | [ et ()] < dmxt) -
RN RN
= [ o | [ o dn ()] dmt) =

=/ Dy — 2)p(y) dmn(y),

e la tesi del lemma segue tramite il cambiamento di variabile u =y —x. O

Dimostriamo la formula di inversione per una fissata ¢ € S(RY). Scegliamo
f(€) = e3P ogserviamo che si ha

~

FO) =1, flu)=@m)ze [ Flu)dmy(u) = 2m)".

RN

Adesso, fissato £ > 0, applichiamo il lemma precedente alla funzione ¥ (&) =
f(g€): ricordando 'esempio 8.4.2 (2), si ha

by =eVF(4) =eVemFebE,



cosicché dal lemma &8.4.11 ricaviamo
/RN FEB©)e! ™) dmn(€) =
=N /RN f(g) o(x 4+ u)dmy(u) = [y = E}

3

— » F)o(x + y) dmy(y).

Per ¢ — 0 dal teorema di Lebesgue (teorema 4.3.4) segue la relazione

[, B dme) = 2o (o)

che ¢ la tesi del teorema. DO

Osservazione 8.4.12 Dal lemma 8.4.11 segue in particolare, scelto z = 0,
W(E)P(E) dma(§) = ¢( Jp(u)dmy(u) Vi, € S(RY).
R

Enunciamo adesso il piu importante risultato della teoria della trasformata
di Fourier: esso esprime il fatto che l'operatore F e un isomorfismo dello
spazio normato (S(RY), || - [|z2@~)) in sé, e che di conseguenza esso si pud
estendere in modo unico, per densitd, ad un isomorfismo di L?(R") in sé.

Teorema 8.4.13 (di Plancherel) Per ogni f,g € S(RY) wvale la formula
di Parseval

(F. D re@ny = 20N (f, 9) 2y

in particolare

1F 2@y = @)% | fle@yy  Vf € SRY).

Dimostrazione Applicando 1'osservazione precedente si ha

—

([, D) 2@y = f(f)?i() my(€) = [ f(u) G (u) dmy(u).

]RN

D’altra parte risulta




ed anche, posto y = —

56) = [ a@e=d dmy() = [ G0 dma() = 5=

quindi, per la formula di inversione,

— —

9 () = g(—)(u) = 2m)"g(—)(~u) = (2m)"g(u).

Pertanto
(f,9)r2@my = (2m)N f( )g(u) dmy(u) = )N (f, 9)r2@ny - O

Corollario 8.4.14 La trasformata di Fourier si estende in modo unico ad
un isomorfismo di L*>(RY) in sé, che denotiamo con lo stesso simbolismo. In
particolare si ha

([, D)@y = 0N, 9) 2@y Vg€ LARY),

f(z) = @m)™ f(-2) gqo. inRY  Vfe LARY);
inoltre, posto per ogni f € L*(RY)

onlE) = / F(@)e™ @0 dmy (),
{lz|<R}

bn(z) = 2m)N / 76 dmy (¢).

{l¢I<R}
risulta

Z%ij{)lo lor — fllL2@yy = 0, 1%1_{20 YR — fllL2@~y = 0.

Dunque la formula esplicita della trasformata di Fourier si estende a tut-
te le funzioni di L*(RY) non in modo automatico, ma soltanto in un senso
opportuno: fAé limite in L2(RY) delle funzioni ¢ il cui valore ¢ una appros-
simazione della formula della trasformata di Fourier.

Dimostrazione Se f € L*(RY), e {¢,} ¢ una successione contenuta in
S(RY) che converge a f in L%(RY), poniamo f = lim, .., Pn; questo limite
esiste in L2(RY) grazie al teorema di Plancherel. E immediato verificare che
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la definizione non dipende dalla successione approssimante, ma solo dalla
f. E allora facile verificare che l'operatore F, definito da F (f)=f, éun
isomorfismo verificante la prima uguaglianza dell’enunciato. La seconda pro-
prieta dell’enunciato si ottiene passando ad una sottosuccessione di {p,} che
converga q.0. a f.

Proviamo 'ultima parte della tesi. Posto xr = X{z|<r} per ogni R > 0,
osservato che xgpf € L*(R™) N L2(RY) si vede subito che

—

pr=(xrf),  Jm (xrf = fllzes) =0,

da cui R
A ([or = fll2@y) = 0.
Similmente, si ha

—

vr(@) = @m) N (af)(=2),  Jim |lxef = Flle@) =0,

da cui

lim [|2m)Vr(=) = F |2 =0,
— 00

e infine, invertendo il segno della variabile di integrazione ed applicando poi
la formula di inversione,

A [Yg = fll2@y) = 0. O

Concludiamo il paragrafo mostrando come applicare la trasformata di Fourier
per risolvere un’equazione alle derivate parziali. Consideriamo 1’equazione del
calore

%(m,t) = Au(z,t), (z,t) € RV x]0, o0,
dove A e 'operatore di Laplace, definito da
- )
Ay = ; D?u, D; = .

Procederemo formalmente, cercando di ricavare in forma esplicita una fun-
zione “candidata” al ruolo di soluzione: a posteriori, poi, potremo verificare
rigorosamente che essa risolve davvero 1’equazione.

Applichiamo la trasformata di Fourier ad entrambi i membri dell’equazione
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del calore: coinvolgendo solo le variabili z; ma non la t, essa commuta con la
derivazione rispetto a ¢t e quindi, ricordando la proposizione 8.4.8, troviamo
I’equazione

ou ou

Ay I ez Y N
0=Bu—Z=—lgfi-Z  (61) € RVx]0, o]

Risolviamo questa equazione differenziale ordinaria nella variabile ¢: le solu-
zioni sono della forma

(1) = e(€)e I,

con ¢(§) funzione arbitraria. Dato che la trasformata di Fourier ¢ un iso-
morfismo, possiamo porre ¢(§) = 7(§), con « funzione altrettanto arbitraria,

mentre dall’esempio 8.4.2 (2), con a = §; , segue che

_L2
elEt — F (W) (&)
quindi possiamo scrivere
_2 _L?
e =7 F (W) (©=F (’y * W) (©),

ovvero

2
|

wat) =7 Gsrae) = g [ ¢ 0 dmva)

Non e troppo difficile verificare che questa funzione risolve il problema di
Cauchy
{ 9u — Ay in RVx]0, 00]
U(,O) =7 in RNa

nel senso che essa ¢ soluzione dell’equazione differenziale in RY x]0, oo ed
inoltre verifica

lim w(z,t) = v(x) Vr € RY,

t—0t

purché la funzione ~ sia continua in RY e soddisfi la condizione

z— ey (z) € LYRY) per qualche a > 0
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(ad esempio & ovviamente sufficiente che 7 sia continua e limitata su RY).
Il “nucleo” dell’integrale di convoluzione che definisce la soluzione u, ossia la

funzione )

I Ed
e it
K@.t) = e - @0 € RYx]0, 0],

si chiama soluzione fondamentale dell’equazione del calore, o anche nucleo
del calore.

Esercizi 8.4
1. Per A€ R\ {0} e f € L'(RY) si ponga my f(z) = f(Az). Si provi che
maf = |\ "Nmanf.
2. Per ogni v € RN e f € LY(RY) si ponga

mof(@) = flx+v),  ef(z) = f(a).

Si provi che

7;,}”:6”]?, va: @

3. Sia A una matrice reale N x N unitaria, ossia tale che |det A| = 1.
Provare che per ogni f € L*(RY) si ha

foA:foA.

4. Sia f € L'(R") una funzione reale strettamente positiva. Provare che

~ ~

[f(©) < f(0)  vEeRY\ {0},

5. Sia N =1 e sia f € LY(R); si provi che se f & pari allora

f(f) = 2/00O f(x) cos x€ dx V¢ € R,

mentre se f ¢ dispari allora

]?(5) = —2i /OOO f(x)sinx dx V¢ e R.
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10.

11.

Provare che 'applicazione F : L*(RY) — L*(R¥) ¢ iniettiva.

~

[Traccia: sia f € L*(RY) tale che f = 0; si consideri la convoluzione
f*pe, ove . & una mollificatrice (esercizio 5.4.5), si verifichi che fxp. €

L*(RY) e si osservi che Frp. = 0.]
Calcolare la trasformata di Fourier delle funzioni

1

— o, Alz] —
f(:c)—e)‘ ) g<x)7)\2+5172’

r € R,

ove A\ € una costante positiva.

Calcolare esplicitamente la funzione f,, = X[—n 5 * X[-1,1]; trovare poi la
funzione ¢ tale che f,, = @.

Calcolare la trasformata di Fourier delle seguenti funzioni definite su

R:

Dimostrare che fg = f § per ogni f,g € L'(R) N LA(R).

Sia g una misura finita su (R, M). Si definisca la seguente funzione
w:R— C:

€)= [ o), cem

(i) Si provi che i ¢ una funzione continua e limitata.

(ii) Se inoltre p € concentrata su un insieme limitato, si mostri che
pe C*(R).

(iii) Si scriva esplicitamente /i nei casi seguenti:

(a) p=fdm, feL'R); (b)p=00; (c)pu=>) 2"
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Capitolo 9

Spazi LP

9.1 La norma di L?

Descriviamo in questo capitolo una nuova famiglia di spazi di Banach, assai
importanti per la ricchezza delle proprieta di cui godono: gli spazi LP. Fra
tutti gli spazi di Banach, la struttura di questi spazi e quella che piu si avvi-
cina a quella hilbertiana. Di questa famiglia conosciamo gia alcuni membri,
e cioé L™ (paragrafo 3.3), L' (paragrafo 4.6) e L? (esempio 7.2.6 (3)).

Sia (X, F, 1) uno spazio misurato, e sia 1 < p < co. Poniamo

LP(X) = {f:X%R:fémisurabilee / |fIPdu < oo};
X
si vede facilmente che £P(X) ¢ uno spazio vettoriale. Infatti se f € LP(X)
allora ovviamente \f € LP(X); poi, se f,g € LP(X) allora anche f + g €

LP(X), in quanto tale funzione ¢ misurabile ed inoltre, per la convessita in
0, 0o della funzione ¢ +— 7, si ha

(@) +g@)" < [|f(@)] + lg@)]” < 22 {If (@) + [g(=)[],

da cui, integrando su X,

/‘f+9’pd/ﬁ§2pl {/ \f’pd,u+/|g|pdu1<oo.
X X X

Indicata con ~ l’abituale relazione d’equivalenza che identifica le funzioni
q.o. coincidenti, diamo la seguente
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Definizione 9.1.1 Lo spazio quoziente LP(X)/ ~ si indica con LP(X).

E chiaro che LP(X) ¢ uno spazio vettoriale. Definiamo

1l = [/lelpdu} g

dimostreremo che [|-||, ¢ una norma che rende L”(X') uno spazio di Banach. Si
osservi che le prime due proprieta caratteristiche della norma sono immediate,
e che 'unica verifica non banale ¢ quella della subadditivita.

A questo scopo proveremo dapprima un’altra fondamentale disuguaglianza.
Per 1 < p < oo indichiamo con ¢ 'esponente coniugato di p, cioe il numero
definito dalla relazione

1 1
p 4q
dunque
1 se p = o0
q= z% sel <p<oo

oo sep=1.

E chiaro che q ¢ l'esponente coniugato di p se e solo se p e 'esponente
coniugato di ¢. Si noti anche che 2 & il coniugato di se stesso.

Proposizione 9.1.2 (disuguaglianza di Hélder) Sia p € [1,00] e sia g
’esponente coniugato dip. Se f € LP(X) e g € LU(X), allora fg € L}(X) e

Ifglls < I f1lnllgllq -

Dimostrazione La disuguaglianza ¢ banale se p = 1 (oppure, simmetrica-
mente, se p = 00): in tal caso infatti la tesi segue integrando la disuguaglianza

[f@)g(@)] <[f@)[llglle  qo. in X

Supponiamo dunque p €]1,00[ e, di conseguenza, q = p%l €|l,o0[. Si

osservi anche che se p = ¢ = 2 la disuguaglianza di Holder si riduce a quella
di Cauchy-Schwarz (proposizione 7.2.2). Si noti poi che se || f||, = 0 oppure
llgll, = 0 allora si ha fg = 0 q.o. in X, cosicché la tesi ¢ evidente; supporremo
pertanto || f||, e |lg|l; non nulle.
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Proviamo la disuguaglianza. In virtu della convessita di ¢ — €', per ogni
a,b > 0 vale la relazione (disuguaglianza di Young)

p q

ab = eilogap+%10gbq S 16103‘117 + lelogbq . CL_ b

p q p q

Y

d’altronde questa disuguaglianza ¢ ovviamente vera anche per a = 0 oppure
b = 0. Percio

|f(z)g(z)| < + q.o. in X,

da cui, integrando su X,

1 1
folle < = [IfII5+ = 1lgllE .
1.f£gll1 pHHp qu

Ora, se || f|l, = |lgll; = 1 la tesi ¢ provata perché otteniamo || fg||; < i—l—% =1;
altrimenti, posto
py - L@ gy o)
£l 191l

risulta ||F'||, = ||G||, = 1 e dunque, per quanto gia dimostrato,
ol e, <1,
£ llpllgllg

che e la tesi. O

Osservazione 9.1.3 Sinoti che la dimostrazione precedente dice qualcosa di

pitt: la relazione | f(z)g(z)| < L& L s0OF ¢ 6 in X vale anche, ovviamente,

p q
nei punti in cui |f(z)| oppure |g(z)| valgono +o0o, e pertanto, integrando su
X, si ottiene che la disuguaglianza vale per ogni coppia di funzioni misurabili
f, g (eventualmente nella forma +o0o < 400). In particolare, se p e g sono

esponenti coniugati e se fg non appartiene a L', si deduce che o f ¢ LP, o
g9 ¢ L%

Corollario 9.1.4 (disuguaglianza di Minkowski) Sep € [1,00] e f,g €
LP(X), allora

1F +glle < I1fllp+ llgllp-
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Dimostrazione I casi p =1 e p = oo (ed anche quello in cui p = 2) sono
gia noti. Se 1 < p < oo si ha

/ 1+ gl du = / o gllf + gl du < / 171+ 19l + gl dp
X X X

Osservando che |f + g[P™! € L9(X) ( in quanto (p — 1)q = p) ed applicando
la disuguaglianza di Holder si ottiene

1+ gl /X £+l < (1l + gl |1 + o], =

(T [ [ 17+l dﬁ] " _
= (Ul + Mgl I + gl

Ne segue la tesi, semplificando, se || f +g¢||, > 0; d’altronde quando || f+g¢||, =
0 la tesi stessa ¢ banale. O

La funzione f + || f]|, € dunque una norma sullo spazio LP(X).
Proposizione 9.1.5 L?(X) ¢é uno spazio di Banach.

Dimostrazione Utilizzando il lemma 7.1.2, sara sufficiente mostrare che
per ogni successione {f,} C L?, tale che "> || fl, < oo, la serie Y~ f, €
convergente nella norma || - ||,. Per ogni n € N poniamo

gn() =D _|fs(@), g(z) =D Ifl), wzeX;
k=0 k=0
allora {g,} C LP e
lgalo < S Ifelp <M <00 Ve,

k=0

e per il teorema di B. Levi

/g”dﬂz lim/gﬁduéM”,
X n—0o0 X
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cioc g € LP. Ne segue che g ¢ q.o. finita, ossia la serie Y - fi(x) ¢ assolu-
tamente convergente per q.o. z € X, e dunque la sua somma f(x) ¢ definita
g.o. in X; per di piu, tale funzione f individua un elemento di L? in quanto

/|f|”du§/g”du§Mp.
X X

Inoltre, posto
sp(x) = ka(:c), re X,
k=0

si ha s, — f q.0. per n = oo e |s,| < g q.0. per ogni n; dunque |s, — f|F <
(29)? q.o. per ogni n. Per il teorema di convergenza dominata, si ottiene
S, — [ in LP, ossia la serie Y~ f, € convergente nella norma || - ||,. O

Osservazione 9.1.6 La proposizione precedente si puo dimostrare anche
ripetendo le argomentazioni usate per provare la completezza di L' (teorema
4.6.2). In tal modo si ottiene qualcosa di piu, cioe il fatto che se f, — f in
LP, allora esiste una sottosuccessione { f,, } tale che f,, (v) = f(z) per q.o.
reX,e|fn () <g(x)qo. in X, conge LP.

Osservazione 9.1.7 In analogia con I'esempio 7.2.6 (4), si puo considerare
anche lo spazio LP(X, C) delle funzioni f : X — C tali che |f[’ ¢ sommabile
su X. Cio accade se e solo se Re f e Im f appartengono a LP(X). La norma

1
su tale spazio & ancora || f||, = [ [y | [P du]”.

Esercizi 9.1

1. Siano p,q > 1 con %—I—l = 1. Dimostrare che la disuguaglianza di Holder
diventa un’uguaglianza se e solo se esistono «, > 0, non entrambi
nulli, tali che

alf(z)lP = Blg(x)|*  qo. in X.

2. Siano f,g € L'(X): si provi che [|f + glli = ||f]lx + llgllx se e solo se
fg>0q.o. in X.

3. Sia p €]1,00[. Dimostrare che la disuguaglianza di Minkowski diventa
un’uguaglianza se e solo se esistono v,0 > 0, non entrambi nulli, tali
che

vf(x) = dg(x) q.o. in X.



. Si provi che se u(X) < oo si ha LP(X) C L"(X) per p > r, mentre cio
e falso se pu(X) = oo.

. Posto per 1 < p < oo (v. anche gli esercizi 7.2.3 e 7.1.5)

)
r = {x = {@atnen ¢ |zl = Y eal? < 00} :
n=0

si verifichi che (P coincide con LP(N,P(N),r), ove v € la misura “car-
dinalitd”; si provi poi che ¢! C P C " C{® per 1 <p <r < oo, e che
le corrispondenti inclusioni sono continue con norme uguali a 1.

. Sia a = {ap}neny € P, 1 < p < 00. Si provi che se a # 0 allora
> lanMana P < Jlalh, YA €]0,p].
n=0

. Si verifichi che la funzione

1
I = i Togayw °7 "

appartiene a L?*(0,00) ma non sta in alcun LP(0,00) con p # 2. Fis-
sato p € [1,00], si trovi poi, analogamente, una funzione g che stia in
LP(0,00) ma non in L"(0,00) per r # p.

- Sia X' = (V)00 LP(0,1); si verifichi che L>°(0,1) ¢ contenuto pro-
priamente in X. Si provi che, similmente, si ha l'inclusione propria
LP(0,1) C ﬂlgr@ L7(0,1).

. Sia f € L*(a,b), con p > 1. Si provi che F(z) = f; f(t)dt & una
funzione holderiana in [a, b] di esponente 1 — ]%, ossia esiste K > 0 tale
che )

|F(x) - F(y)| < Klz—y|'"»  Vz,y€a,b],

e che risulta addirittura

[P0 = FW)

r=0% oc|g—y|<r ‘Qj — y‘l_%

=0.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sia f € LP(R), con 1 < p < oo. Posto F(z) = [; f(t)dt, si provi che
se i + % = 15siha

lim || F(z) = 0, lim |z ¢F(z) = 0.

z—0 r—F00

Sia (X, F, ) uno spazio misurato con pu(X) < oo. Se f & misurabile
su X, si provi che

i [, = 1/ lloe -
P—00

Sia (X, F, p) uno spazio misurato con p(X) < co. Se f & misurabile e
tale che 0 < [, | f|"du < co definitivamente, si provi che

n+1d
lim fx|f| 1%

e~ Wl

Sia f € LP N L", con p < r; si provi che f € L® per ogni s € |p,r[, e
che si ha

@) [l < HLARNAI, ove 5=

@) [flls <ellflle +e[fll, Ve>0, ove n=

1—
+ 1=2;

r

S

S 1=
w =

@ |
<1

Sia ¢ una misura o-finita e sia f € L?; si provi che per ogni € > 0 esiste
un insieme misurabile A, , di misura finita, tale che

/ Py <.
Ae

Sia pu(X) < oo esia { f,,} una successione limitata in L", ove 1 < r < o0.
Se fu(x) = f(z) qo. in X ese 1 < p < r, siprovi che f, — fin LP.
Si verifichi che il risultato e falso se p = r oppure se pu(X) = co.
[Traccia: usare il teorema di Severini-Egorov.]

Sia (X, F, 1) uno spazio misurato con u(X) < oo, e sia {f,}nen una
successione di funzioni sommabili su X, tali che

(a) fn — 0 in misura;

(b) sup,en [fnllL < oo
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Si provi che risulta
lim / Vifagldu =0  Vge L'(X).
n—o0 X

Sia {f,} una successione limitata in LP, con p > 1. Se f,(z) — f(x)
q.0., si provi che f € LP e che

n—o0

lim fngduz/ fgdu  VgelLf,
X X

ove é + % = 1. Si provi anche che I’enunciato ¢ falso per p = 1.
[Traccia: dopo avere ridotto il problema al caso u(X) < oo, usare il
teorema di Severini-Egorov.]

Sia pu(X) = oo, e sia f una funzione misurabile, illimitata sul comple-
mentare di ogni insieme di misura finita. E possibile che f appartenga
a LP?

Trovare una funzione f € LP(R), 1 < p < oo, illimitata sul comple-
mentare di ogni compatto. Trovarne un’altra che, in pit, sia di classe
C*> su R.

Sia {f,} una successione di funzioni misurabili tali che f,(z) — f(x)
q.0. e |fa(x)] < g(z) q.0., con g € LP, 1 < p < o0; si provi che f,, — f
in LP.

Se f, — fin L?, e A €]0,p], si provi che |f,|* — |f|* in LX.

Dimostrare che se f € LP(R), 1 < p < o0, e f € uniformemente continua
su R, allora limg o f(x) = 0.

Si considerino le convoluzioni definite nell’esercizio 5.4.5. Nelle nota-
zioni ivi introdotte, si provi che se f € LP(RY), 1 < p < oo, allora
fe = fin LP(RY) per e — 0.

Si provi che § & denso in LP(X) per 1 < p < 00, e che Sy ¢ denso in
LP(X) per 1 < p < oo.

Si provi che Cy(R) e C5°(R) sono densi in LP(R) per 1 < p < oo.
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26.

27.

28.
29.

30.

31.

Si provi che le funzioni costanti a tratti sono dense in LP(a,b), 1 < p <
0.

Sia f € LP(R), 1 < p < oo; provare che
hm/]f (Az) — f(z)|Pdz =0, lim/|f(a:+h)—f(a:)|pdx:0.
h—=0 Jp

[Traccia: utilizzare la densita di Cy(R).]
Si provi che LP(R) ¢ separabile per 1 < p < oc.

Siano f € LY(R) e g € LP(R). Si provi che la convoluzione f x g (v.
esercizio 5.4.4) appartiene a LP(R) e che || fxgll, < || fll1]lg]|,- Si provi
inoltre che se g € L*(R), allora f * g & uniformemente continua su R.

Sia p la misura su ]0, co[ definita da

dt
wE) = | = VEeM, Bl
E

e si consideri la convoluzione moltiplicativa

(f * )\ /fAt Ydult), f.g€ L').

(i) Si verifichi che f*g=g=* f per ogni f,g € L'(u).
(ii) Si provi che se f € L'(u) e g € LP(n), 1 < p < oo, allora f * g €
LP(p) e

17+ gl < 171 llgllp-

Per ogni h € R si consideri 'operatore
(Thf)(x) = flw+h) = flz—h), zekR
(i) Si provi che T}, € L(LP(R)) per ogni p € [1, 0], con
Lo 2(Lr®)) = 2-
(i) Si dimostri che se p € [1, 00[ allora per ogni f € LP(R) si ha
Thf —0 in LP(R) per h — 0,

e che cio e falso per p = 0.
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32. Fissata una successione a € ¢!, sia K I'operatore definito da:

33.

34.

(Kz), = Zan,kxk, x € P
k=0

(i) Siprovi che K € L(¢P) per ogni p € [1, 0], e che
K | 2gery < Nl
(ii) Per p =1 si calcoli la norma || K| ().

Traccia: Si provi che, detto 7, : /£ — (P I'operatore definito da

Tk SE k>m
(T )k =
0 se 0 < k<m,

risulta Ko = >°°

m=0
senso di 7. .. ]

amTm® per ogni x € (P, ove la serie converge nel

Sia ¢ : R — R una funzione misurabile e sia 7" 'operatore definito

da Tf(x) = ¢(x)f(z). Determinare condizioni necessarie e sufficienti
affinché:

(a) T sia continuo da LP(R) in LP(R);
(b) T sia continuo ed iniettivo;

(c) T sia continuo con inverso continuo.

Per p €]0,1] si definisca LP(X) come nella definizione 9.1.1. Si provi
che:

(i) || - |l, non & subadditiva;

(i) la funzione

d(fug):/)'(’f_gv)dlu’a f,gELp(X>,

¢ una distanza su LP(X) ed inoltre lo spazio (LP(X), d) ¢ completo.
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35.

36.

37.

38.

(Disuguaglianza di Jensen) Sia (X, F, p) uno spazio misurato con p(X)
= 1;sia f : X — R una funzione misurabile tale che a < f(z) < b per
ogni z € X (ove —oo < a < b < +00), e sia ¢ :]a, b — R una funzione
convessa. Si provi che

w(/xfdu>§/xso<>fdu

[Traccia: si verifichi anzitutto che ¢ o f & misurabile. Poi, posto
= fX fdue = SUD ¢ o, @ , si provi che

p(f(2)) — o) = B(f(x) —t)  VeeX.. ]

(Disuguaglianza di Hardy) Sia 1 < p < co. Posto F(x) = L [ f(t)dt
per ogni f € LP(0,00), si provi che [|F[|, < -E[[f]l,, e che 25 ¢ la
migliore costante possibile.

[Traccia: supponendo dapprima f > 0 e f € Cy(]0,00[), si integri
per parti [ F(t)P dt, e si osservi che zF'(z) = f(x) — F(z)... . Poi
si passi al caso generale. Per 'ultima affermazione si considerino le

funzioni x — xﬁX]O,n[@), n € N/

Si provi la disuguaglianza

e n p 00
1 2p \?
< | —— p A 2 1 )
S < () B wee wen

Traccia: si applichi la disuguaglianza di Hardy alla funzione f che vale
xp, sull'intervallo [n,n 4 1], n € N.]

Sia T' 'operatore cosi definito:

Tf(a;)—/xﬂf(t)dt, z eR.

(i) Si provi che per ogni p € [1,00] si ha T' € L(L'(R), LP(R)) e se ne
calcoli la norma;

(i) Si dimostri che per ogni f € L*(R) si ha:
(a) la funzione T'f & uniformemente continua su R;
(b) la funzione T'f & assolutamente continua in ogni [a,b] C R;
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(c) la funzione T'f ¢ infinitesima per z — +o0.

39. Fissato ¥ € [0,1] si consideri l'insieme Xy costituito dalle funzioni
f :RY — R misurabili che verificano la seguente proprieta:

30 >0 / f|dmy < Cmx(E)’ VE € My con my(E) < 1.
E

(i) Verificare che se ¥ > a si ha Xy C X,,.
(ii) Provare che LP(RY) C X, 1 per ogni p € [1, 00].

(iii) Dimostrare che L>°(RY) = X|.

9.2 Il duale di L?

Questo paragrafo e dedicato alla caratterizzazione del duale dello spazio
LP(X), 1 < p < o0, nel caso in cui la misura p sia o-finita e che le funzioni
siano a valori reali. Vale il seguente, importante risultato:

Teorema 9.2.1 (di Riesz-Fischer) Sia (X,F,u) uno spazio misurato o-
finito e sia p € [1,00[. Per ogni F € (LP(X))* esiste un'unica funzione
f e LYX), ove q & l’'esponente coniugato di p, tale che

Fg:/gfdu Vg € LP(X);
X

st ha inoltre

[N ey = [ flq -

Dimostrazione Proviamo anzitutto I'ultima affermazione, ossia che se F
¢ il funzionale g — [ < 9fdp, con f € L9, allora la norma di F' & uguale
a ||fll;- Se p = 1, questo lo sappiamo gia (esempio 7.3.6 (4)). Se 1 <
p < oo, dalla disuguaglianza di Holder segue subito |Fg| < |lgl,|fll4 e

quindi ||F[|ry- < || fllg; d’altra parte, scelta g = |f|Psgnf, si trova Fg =
Jx L1 di =gl fllg » dacui [|F[lzey = [[flq-

Proviamo ora I'unicita della funzione f: se due funzioni f;, fo € L? soddisfano
entrambe la tesi, allora risulta

/Xg(f1 _R)dp=0  Vgelr.
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Dunque il funzionale Fy, definito da Fyg = fX g(f1 — f2) du & identicamente
nullo; ne segue, per quanto appena visto, 0 = || Fo||(zr)» = || f1 — f2||q, cosicché

Ji=fa

Veniamo alla dimostrazione dell’esistenza di f. Proveremo dapprima il ri-
sultato per i funzionali positivi, cioe i funzionali F' (lineari e continui) tali
che

g>0 q.o.in X — Fg>0;

nel primo passo supporremo p(X) < oo, e nel secondo passo tratteremo il
caso generale in cui y € o-finita. Infine, il terzo passo consistera in una propo-
sizione in cui si mostrera che ogni funzionale lineare e continuo si decompone
nella differenza di due funzionali positivi, e da qui seguira il teorema per
qualunque elemento di (LP)*.

1° passo Sia dunque u(X) < oo e fissiamo un funzionale positivo F' € (LP)*.
Se F' =0, la tesi ¢ evidentemente soddisfatta prendendo f = 0; supponiamo
quindi || F'||(zr)« > 0. Definiamo

NE)=Fxp VEE€F,

e verifichiamo che la funzione di insieme A € una misura su J. Intanto,
essa € non negativa per la positivita di F, ed e finitamente additiva sugli
insiemi disgiunti grazie alla linearita di F'. La numerabile additivita di A
¢ conseguenza dalla continuita di F: infatti se £ = (J)~, E,, con gli E,
elementi disgiunti di F, allora posto A,, = |J;_, Ex si ha A,, C A, 41 per ogni
neNelJ~,A, = E. Ne segue, in virtl della proposizione 2.1.5,

1
IxE = Xaullp = (W(E\ An))? = 0 per n — oo,

da cui, essendo F' continuo, F'xa, — Fxpg; osservato che xa, = Y p_o XEy
ricaviamo per n — oo

> AEx) =) Fxe, = Fxa, = Fxe = \(E).
k=0 k=0

Cio prova che A(E) = >"7 A(E,). Dato che, ovviamente, A(()) = F'(0) = 0,
concludiamo che A ¢ una misura; essendo poi A(X) = Fixx < ||F||(zeyp(X)7,
la misura A e finita. Notiamo infine che A < p poiché

3=

EcF, W(lB)y=0 = xp=0qo. = |xel,=0 =
= Ixp=0 = XE)=0

254



Possiamo allora applicare il teorema di Radon-Nikodym (corollario 8.2.4),
ottenendo che esiste un’unica funzione f € L'(X, p1), q.0. non negativa, tale
che

FXE—)\(E)—/fdu VE € F.
E

Per la linearita di F', ed essendo u(X) < oo, si deduce subito

Fs@z/s@fdu Vp € S;
X

dalla densita di S in L>®(X, ) (esercizio 3.3.4, ovvero osservazione 3.1.8),
otteniamo che per ogni g € L esiste {p,} C S tale che ¢, — g in L? e in
L>. Dunque dalla relazione precedente scritta per le ¢, , per la continuita
di F' su LP e per convergenza dominata si deduce

Fg:/gfdu Vg € L.
b

Per concludere il 1° passo, dobbiamo verificare che f € L? (e non solo f €
L'), e che la relazione sopra scritta vale per ogni g € LP (e non solo g € L™).
Se p > 1, definiamo

Ful@) :{ f(z) sel|f(z)] <n

A gn(@) = sguf (@) - |fulz)]7.

Allora f, € L*, g, € L*; inoltre Hgan = (”fn”q)%, e

[ falla)?

Ifallg = /Xgnf dp = Fgy < ||Fllzoy- I9ally = [1Fll ooy (
da cui || fullg < [|F||(tr)-- Dal teorema di B. Levi si deduce allora | f||, <
”FH(LP)*-

Se invece p = 1 e ¢ = 0o, consideriamo per ogni k € N l'insieme Ej, = {z €
X | f(@)] > || F|lry- + %}, e poniamo gy = sguf - xg,; allora g, € L* N L™
e |lgklli = p(Ey). Quindi

IN

1
(171w + ) ut) ldu= [ oud dn=Fou <
Ey, X

< NFlzy-llgrlls = 1F N1y (),
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il che implica p(Ey) = 0 per ogni k € N*: dunque |f(z)| < ||F||z1)+ q.0. €
pertanto || f{loc < [[F[ (21
Sia ora g € LP. Poniamo

z) se|gx)|<n
gn@):{g” l9()] <

0 selg(@) >,

ed osserviamo che g, € L™, g, — g in L” (per convergenza dominata) e
gnf — gf in L' (per la disuguaglianza di Holder). Quindi otteniamo

n—oQ

Fg= lim Fg, = lim/gnfdp:/gfdu Vg € LP.

Cio conclude la dimostrazione del 1° passo.

2° passo Supponiamo ora p o-finita e sia F' € (LP)* un funzionale positivo.
Come si e osservato nel corso della dimostrazione del teorema 8.2.3, dal fatto
che y & o-finita segue che esiste una funzione w € L'(u) tale che 0 < w(z) < 1
per ogni x € X. Definiamo

y(E):/wdu, E e F;
E

1 . . .
v € una misura finita su F. L’applicazione g — gw? ¢ un’isometria di LP(v)

in LP(p): infatti

1
- / gPw dps = / g7 dv = lgIs,
X X

Di conseguenza, definendo F1) = F(zﬂw%) per ogni 1 € LP(v), si ha che F
appartiene a (L?(v))* ed & un funzionale positivo. Dunque, per il 1° passo
esiste h € L(v), q.0. non negativa, tale che

Fap = /Xz/zhdz/ Vi € LP(v).

Definiamo f = haw's (nel caso ¢ = oo, prenderemo f = h e 'argomento che
segue funziona ugualmente): per quanto sopra osservato, risulta f € LI(u) e
|| fllLagw) = ||PllLaqy; inoltre, per ogni g € LP(y) si ha

P — 1

Fg:F(ng):/gw;th:/gw;fwtlzwdu:/gfdu.
X X X
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Cio prova il 2° passo.

30 passo Dimostriamo la seguente

Proposizione 9.2.2 Sia Y = C°(X) (ove X ¢ uno spazio metrico compatto)
oppure Y = LP(X), 1 < p < oo (ove X € uno spazio misurato). Allora ogni
elemento F' € Y* si puo scrivere nella forma FF' =G — H ove G,H € Y* e
G, H sono funzionali positivi.

Dimostrazione Fissato F' € Y*, definiamo il funzionale G ponendo per
ogni ¢ €Y
o sup{Fg:0<g<¢} sep>0
v Got — Gy~ altrimenti,
ove T = max{p, 0}, = = —min{p, 0} (e le disuguaglianze sono da inten-
dersi q.0. nel caso che sia Y = LP(X)); definiamo poi il funzionale H in

modo che valga la tesi:
Hp=Gp— Fo.

Si tratta ora di provare che G e H sono funzionali lineari, continui e positivi.
Procederemo in varie tappe.

(1)SepeYeyp>0,alloraGp >0e Hp > 0; quindi G e H sono funzionali
positivi.

Infatti per definizione si ha Gy > F(0) =0, e G > F.

(2) Se 1,02 €Y € 1,09 > 0, allora G(p1 + @) = Goy + Gps.

Infatti, se 0 < g1 < 1 e 0 < go < oy, allora 0 < g1 + g2 < 1 + o € quindi
G(p1 + ¢2) > F(g1 + g2) = Fg1 + Fgo; per larbitrarieta di g; e go si deduce
G(p1 + ¢2) > G + Gps. D’altra parte, se 0 < g < ¢1 + 2, ponendo

91(x) = min{g(z), ¢1(z)}, 92(z) = g(z) — g1(z),

siha0 < g <p1egs=g—g =max{g— 1,0}, dacui 0<gy <¢y. Ne
segue

Go1+Gpa > Fg1 + Fgo = F(g1 + g2) = Fg,
e pertanto, per 'arbitrarieta di g, Go1 + Gpa > G(p1 + ).

(3) SepeYep=1—r,conty >0, allora Gp = Gy — Gv; in altre
parole, il valore di G¢ ¢ indipendente dal modo in cui scriviamo ¢ come
differenza di funzioni non negative.
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Ricordiamo che per definizione Gp = Gpt — Gy~ ove T = max{p, 0},
¢~ = —min{p,0}; quindi se p =1 — v si ha T +v = ¢+ ¢, e dunque
dalla proprieta (2) si deduce Gp™ + Gy = Gy + Gy, da cui la tesi.

(4) G(p1+ ¢2) = Gp1 + Gy per ogni ¢y, ps € Y.

Infatti 1 + 2 = (¢ + ¢3) — (97 + ¢35 ), da cui la tesi per (3) e (2).
(5) SepeY ep>0,allora G(cp) = ¢ Gy per ogni ¢ > 0.

Infatti, per definizione di G,

G(cgo):sup{Fg:OSggcgo}:csup{F(%) :Oggggo}:chp.

(6) Se p €Y, allora G(cy) = ¢ Gy per ogni ¢ > 0.
Infatti, dalla definizione e da (5) si deduce

Glep) = Glep™) — Glep™) = ¢ G — ¢ Gy~ = ¢ Go.

(7) Se ¢ €Y, allora G(cp) = ¢ Gy per ogni ¢ < 0.

Infatti, se ¢ = 0 il risultato & ovvio; se ¢ < 0 si ha da (3) e (5)

Glep) = Gllele™ —lele™) = G(lcle™) — G(lcle™) =
|G~ — |e|Gpt = cGot —cGp™ = cGep.

Abbiamo cosi provato la linearita di GG, e dunque, per differenza, anche quella
di H. Rimane da verificare che G e H sono elementi di Y*: in effetti si ha
per ogni ¢ € Y

|Gyl GeT+ G~ =G(l¢]) =sup{Fg:0< g < |g|} <

<
< [[Flly-sup{llglly : 0 < g < el} = [[Flly-[lelly-

Cio prova che G (e quindi anche H) & un operatore limitato. La proposizione
¢ dimostrata. O

La dimostrazione del teorema di Riesz-Fischer si conclude subito: se F' €
(LP)*, si scrive F = G — H con G, H funzionali positivi di (L?)*, e per il 2°
passo esistono due funzioni ¢, € L4, entrambe q.0. non negative, tali che

Gg:/gsodu, Hg:/wdu Vg € LP.
X X

258



Quindi, posto f =p —,siha fe Lle

Fg:/gfd,u Vg € LP.
X

Cio prova il teorema. 0O

Osservazioni 9.2.3 (1) Se la misura g non ¢ o-finita, il teorema di Riesz-
Fischer non e vero per p = 1, come mostrano gli esercizi 7.3.7, 7.3.8 ¢ 9.2.2;
invece per p € |1, 00 il teorema vale ancora (esercizio 9.2.5).

(2) Come si vedra in seguito, per p = oo il teorema di Riesz-Fischer ¢ falso,
ossia l'inclusione L' C (L*)*, che vale in virtl dell’esempio 7.3.6 (3), &
propria (vedere anche l'esercizio 9.2.4).

(3) 1l teorema di Riesz-Fischer si estende al caso degli spazi LP di funzioni
complesse, nel senso che per ogni F' € (LP)*, 1 < p < oo, esiste un’unica
f € L1 tale che

Fg:/gfd,u Vg e L
X

(vedere 'esercizio 9.2.1).

Esercizi 9.2

1. Si deduca il caso complesso del teorema di Riesz-Fischer dal caso reale.

2. Siano X =[0,1], F = {E C [0,1] : E, oppure E°, ¢ numerabile}, v =
misura “cardinalitd”. Si provi che la funzione zf(z) appartiene a L'
per ogni f € L', e che, posto Fg = fol rg(r)dv, si ha F € (L')*, ma
non esiste alcuna f € L* per cui si abbia Fg = fol fg dv per ogni
g€ L.

3. Sia g una misura o-finita, e sia p € [1,00]. Se f ¢ una funzione mi-
surabile tale che fg € L' per ogni g € LP, si provi che f € L4, ove
1,1
=42 =1,

Pl

4. Sia X = {a,b}, e poniamo p(0) =0, p({a}) =1, u({d}) = p(X) = cc.
Caratterizzare gli spazi LP(X, ) e i loro duali.
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5. Si provi che se 1 < p < oo il teorema di Riesz-Fischer vale anche per
misure non o-finite.
[Traccia: sia ¥ la famiglia degli insiemi misurabili che sono o-finiti,
ossia sono unione numerabile di insiemi misurabili di misura finita.
Fissato F' € (LP)*, per ogni E € 3 si mostri che esiste un’unica funzione
fe € L% nulla fuori di E, tale che Fg = fX gfedu per ogni g € LP;
si provi anche che se E,E' € ¥ ed E C E’' si ha fg = fg q.0. in
E. Posto poi N(E) = [, |fe|?du per ogni E € ¥, si provi che X &
una funzione crescente rispetto all’inclusione e limitata superiormente.
Scelta una successione {E,,} C ¥ tale che A(E,) — m = supy, A(F), si
provi che H = |~ E,, ¢ un elemento di ¥ per cui A(H) = m. Se ne
deduca che, posto f = fg, si ha f = fg q.0. in E per ogni F € ¥,
e che se g € L4, posto N = {z € X : g(x) # 0}, risulta N € ¥ e
Fg= [y gfnomdp = [y gf du. Siverifichi infine che ||F|| ey = || f|¢-]

6. Sia ' € (C°a,b])* un funzionale positivo. Si provi che esiste un’unica
funzione f : [a,b] — R crescente, continua a sinistra, con f(a) = 0 e
tale che

b
Fo= [ gdus  vgeClab),

ove fiy ¢ la misura di Lebesgue-Stieltjes associata a f.

[Traccia: per l'unicita, si ragioni per assurdo e si approssimi X[aq
dal basso con funzioni continue. Per 'esistenza, per ogni ¢ €]a,b] si
definisca, per n sufficientemente grande,

1 seagxgt—%
hin(z) =4 n(t—z) set—+<ax<t
0 set <z <hbh.

Si verifichi che esiste f(t) = lim, oo F'hs,, per ogni t €|a,b]; posto
f(t) = 0 per ognit < ae f(t) = Fxuy = ||F| per ogni t > b, si
verifichi che f ¢ crescente e che f(a) = 0. Posto poi, per t €]a,b] e n
sufficientemente grande,

1 Seagxgt—l—%
n n

t—xr—

R

kin(x) = Set—%+#<:p§t—%

— - n

1
n

0 set— -4 <ax<b,
n

2
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si provi che [|hey, — krplloo = % e che Fhy,, < Fk;, + %||F|| < f(t—
%)+ L||F|l; se ne deduca che f & continua a sinistra. Consideriamo

2
ora la misura py; fissiamo g € C%a, b] e, dato € > 0, sia § > 0 tale che
lg(z) —g(2/)| < eper |z —2'| <. Sea=ty <ty <...<t,=>con
t — ty_1 < §, si definiscano 1 costante a tratti e ¢, € C°a,b] (per
n > %) nel modo seguente:

m

U= g(t) Xl + 90X 0y
k=1

O = gt e+ Y 9t Pty — oy n] + 9O X(ap) — Do

k=2

si dimostri che ||g — ¢ ||o < € e che ||g—¢nlloo < 2e, € se ne deduca che
[Fg—Fou| < 2e||F|| e | [} g duy — [, ¢ dps| < el|F]|. Siprovi daltra
parte che Fp, — fabwduf ]

. Si caratterizzi il duale di C°[a, b].
[Traccia: fare uso dell’esercizio precedente e della proposizione 9.2.2.]
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Capitolo 10

Operatori lineari

10.1 Estensione di funzionali lineari

Questo capitolo e dedicato allo studio di alcuni fra i principali teoremi del-
I’analisi funzionale: si tratta di importanti risultati relativi alla struttura ed
alle proprieta degli operatori lineari fra spazi normati o di Banach, che tro-
vano assai frequente utilizzazione nei piu svariati campi dell’analisi e della
matematica applicata.

Il primo enunciato di cui ci occupiamo riguarda la possibilita di estendere
a tutto lo spazio funzionali lineari definiti su sottospazi, senza alterarne la
norma. Premettiamo la seguente

Definizione 10.1.1 Sia X wuno spazio normato, sia p : X — R. Il fun-
zionale p ¢ detto positivamente omogeneo (o, piu semplicemente, benché
impropriamente, omogeneo) se si ha

plax) = ap(z) Vee X, VYa>0.
1l funzionale p e detto subadditivo se
p(z+y) <plz)+ply) VryelX
Osservazioni 10.1.2 (1) Se p ¢ omogeneo, allora p(0) = 0, in quanto p(0) =

p(2-0) = 2p(0); inoltre se a < 0 si ha p(ax) = p((—a)(—x)) = —ap(—z)per
ogni x € X.
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(2) Se p ¢ omogeneo e subadditivo, allora p ¢ convesso: infatti per ogni
x,y € X e per ogni A € [0,1] si ha

p(Az + (1 = Ny) < p(Az) +p((1 = AN)y) = Ap(z) + (1 = A) p(y).

Viceversa, se p ¢ omogeneo e convesso, allora p ¢ subadditivo: infatti per
ogni x,y € X risulta

o+ = (252) =2 (T52) <2 | 0t) + 55| = plo) + 000
I funzionali omogenei e subadditivi coincidono dunque con quelli omogenei e
convessi. Si puo dimostrare facilmente (esercizio 10.1.1) che essi coincidono
anche con quelli subadditivi e convessi tali che p(0) = 0. Invece nessuna di
queste tre proprieta, da sola, implica le altre (esercizio 10.1.2).

Ad esempio, sono funzionali omogenei e convessi in uno spazio normato: la
norma, ogni funzionale lineare, ed anche il valore assoluto di un funzionale
lineare; un altro esempio importante e quello dei cosiddetti funzionali di
Minkowski associati ai sottoinsiemi convessi di X (esercizio 10.1.3).

Il problema di estendere un funzionale lineare, definito su un sottospazio M
propriamente contenuto in uno spazio normato X, senza alterarne la norma,
¢ di facile soluzione se, ad esempio, X = R ¢ M = R¥ con k < N, ma non
e altrettanto facile in generale, a meno che X non sia uno spazio di Hilbert
(nel qual caso si rimanda all’esercizio 8.2.1). Il teorema che segue fornisce
una risposta molto generale a questa questione.

Teorema 10.1.3 (di Hahn-Banach) Sia X uno spazio normato reale, e
sia p: X — R un funzionale positivamente omogeneo e subadditivo. Siano
wnoltre M un sottospazio proprio di X e f : M — R un funzionale lineare tale
che fr < p(x) per ogni x € M. Allora esiste almeno un funzionale lineare
F: X — R tale che Flyy = f e Fx < p(x) per ogni x € X.

Osserviamo che se si sceglie p(x) = c||z||, allora si ha f € M* e F € X*, in
quanto per ipotesi

|[fx] = max{fz, f(-2)} < |z VeeM,
e dal teorema segue
|Fz| = max{Fz, F(—x)} < || Vo € X,
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in particolare, prendendo ¢ = || f||as+, otteniamo anche || F||x« = || f]|ar+-
Notiamo inoltre che se X ¢ uno spazio di Hilbert e p(x) = || f||ar+||z] x, allora
in virtu del teorema di Riesz-Fréchet I'estensione ¢ unica ed & nulla su M+
(esercizio 8.2.1).

Dimostrazione Per ipotesi, esiste z € X \ M. Il primo passo della dimo-
strazione consiste nell’estendere f allo spazio M; = [M, z| generato da M e
da z, definendo l'estensione f; nel modo seguente:

filr +tz) = fe+tc  Vaxe M, VteR,
ove ¢ € R ¢ una costante da fissare (se possibile!) in modo che risulti
fo+tc= fi(z+tz) < p(r +tz2) Ve e M, vt € R\ {0}.

Dividendo per ¢ ed usando ’omogeneita si ricavano le condizioni

f(%)+c§p(§+z> Vo e M, V>0,

f(%)—I—CZ—p(—%—z) Ve e M, Vt <0,
ossia, essendo M un sottospazio,
c<ply+z)—fy YweM, c>-p(—y-z2)—fy WV eM
D’altra parte, usando la subadditivita di p si ha per ogni y,y" € M:

fy=fy' =fly—y) <ply—y) =p((y+2)— (' +2) < ply+2)+p(—y —2),
cioe

—p(—=y' —2) = fy <ply+2)—fy  Vyy €M
Dunque possiamo scegliere ¢ € R in modo che

S}elﬁ{—p(—y’ —2)—fy} <c< yig]g{p(y +2) = fy},

ed in generale ci sara piu di una scelta possibile per c.
Se nello spazio X vi € una successione {z,} tale che X = [{z,}] (¢l caso, per
esempio, di ¢gg), si puo ripetere il procedimento sopra descritto, ottenendo

estensioni successive su My = [M, z1], su My = [Mjy, 25, ed induttivamente
su M,, = [M,_1,z,) per ogni n € NT; dato che X = J;~, M, , restera infine
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definita un’estensione F' su X, la quale verifichera la tesi del teorema.

Ma in generale questo non accadra, e quindi occorre seguire un’altra strada.
Ricorriamo al lemma di Zorn (lemma 8.3.11): consideriamo le coppie (g, N)
ove N e un sottospazio di X contenente M e g : N — R & un funzionale
lineare tale che gl = f e gz < p(x) per ogni x € N; l'insieme P a cui
applicare il lemma di Zorn sara costituito da tutte queste coppie, ordinate
nel modo seguente:

(g, N) < (¢',N) — NCNeg|y=g.

Si noti che P non & vuoto perché (f, M) € P, ed & chiaro che < & una
relazione d’ordine su P. Sia () C P un insieme totalmente ordinato: sara
Q = {(gi, N;) }ier, ove I & un qualunque insieme di indici. Definiamo

NZUNm gr = g;x se v € Ny;
i€l

una facile verifica mostra che (g, N) € P e che (g;, N;) < (g,N) per ogni
i € I, ossia (g, N) € un maggiorante per ). Per il lemma di Zorn, esiste allora
un elemento (F, Ny) € P che & massimale per P; questo implica Ny = X,
altrimenti la procedura esposta all’inizio della dimostrazione permetterebbe
di ottenere un’estensione propria di F', contraddicendo la massimalita di
(F, Np). Cio mostra che F' ¢ l'estensione di f richiesta. 0O

Osservazione 10.1.4 Il teorema di Hahn-Banach vale anche negli spazi nor-
mati complessi, modificando opportunamente ’enunciato ed anche la defini-
zione di funzionale omogeneo: si veda l'esercizio 10.1.6.

Il teorema di Hahn-Banach ha alcune importanti conseguenze.

Corollario 10.1.5 Se X ¢ uno spazio normato con X # {0}, exo € X\{0},
allora esiste F € X* tale che |F||x- =1 e Fxg = ||zol|x-

Dimostrazione Scegliamo p(x) = ||z||x, e sul sottospazio 1-dimensionale
M = [{x0}] poniamo

f(txo) = tl|zollx vt € R.
Ovviamente f e lineare e si ha

f(txo) = tl|zollx < |t][|lzollx = [[tzollx = p(two) vt € R.

265



Per il teorema di Hahn-Banach esiste un funzionale lineare F' : X — R tale
che
F(tzy) = t|zollx VtER,  Fo<|z||x Ve X;

in particolare Fxy = ||zo]/x e

|Fz| = max{Fz, F(—z)} < ||z|x Vr € X,

e cio prova che |F||x-=1. O

In particolare il corollario precedente mostra che se X # {0} allora X* # {0}.

Corollario 10.1.6 Sia X uno spazio normato e sia M un sottospazio pro-
prio di X. Sexg € X \ M e se d(xg, M) =0 > 0, allora esiste F' € X* tale
che

[

x+ =1, Fly =0, Fzxy > 0.

Dimostrazione Scegliamo p(x) = ||z||x, e sul sottospazio M’ = [M, x|
poniamo
flx+txg) =t6  Vee M, VteR.

Ovviamente f e lineare, f € nullo su M e, per definizione di ¢,
x
Flattm) =16 < |1 H? + xOHX = |l +tao|x = plattze) Ve M, V0.

Il teorema di Hahn-Banach fornisce allora un’estensione lineare G' di f a
tutto X, tale che

Gy =0, |Gz| = max{Gz,G(—2)} < ||z||x Ve X;

dato che ||G||x~ < 1, il funzionale F' = G/||G]|

x+ € quello cercato. O
Corollario 10.1.7 L’inclusione L* C (L*®)* ¢ in generale stretta.

Dimostrazione Ricordiamo che l'inclusione e valida in virtu dell’esempio
7.3.6 (3). Consideriamo lo spazio misurato ([0, 1], M, m). Supponiamo, per
assurdo, che ogni funzionale F' € (L*°(0,1))* si rappresenti nella forma

Fg= /Olg(t)h(t) dt  Yge L®(0,1)

per un’opportuna funzione h € L'(0,1). Consideriamo il funzionale lineare
f : C°0,1] — R definito da fg = ¢(0): ovviamente si ha |fg| < |9l
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per ogni g € (C°[0,1]; quindi per il teorema di Hahn-Banach esiste F' €
(L*>(0,1))* tale che

Fg < HgHOO vg € LOO(Oa 1)7 FlCO[O,l] - f

Detta h la funzione di L'(0,1) che rappresenta F, si ha allora
1
1= fle™) =F(e™) = / e ™h(t)dt  VYn €N,
0

ma cio e assurdo in quanto, per convergenza dominata, 'ultimo membro
tende a 0 per n — oco. O

Esercizi 10.1

1. Sia X uno spazio normato e sia p : X — R un funzionale subadditivo
e convesso con p(0) = 0; si provi che p & positivamente omogeneo.

2. Si provi che:
(i) se X = R e p(x) = /|z|, p & subadditivo ma non positivamente
omogeneo né convesso;

(ii) se X = R? e p(x,y) = 2® + y?, p & convesso ma non positivamente
omogeneo né subadditivo;

(iii) se X = R? e p(z,y) = (v/|z]++/]y])?, p & positivamente omogeneo
ma non subadditivo né convesso.

3. (Funzionale di Minkowski) Sia X uno spazio normato e sia K C X un
insieme convesso che abbia 0 come punto interno. Poniamo

pK(x):inf{r>O:§€K} Ve e X.

Si verifichi che I'insieme di cui pg(x) € Pestremo inferiore non ¢ vuoto,
e si provi che:

(i) px € un funzionale positivamente omogeneo e subadditivo;
(ii) esiste M > 0 tale che px(z) < M||z||x per ogni x € X;
(ili) pr(z) <1 per ogni z € K.
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[Traccia: per la subadditivita, siano r, s > 0 tali che x/r e y/s stiano
in Ker <pg(x)+e, s < pg(y)+e; allora usando la convessita di K si
mostri che T € K e se ne deduca che px(z +y) < pr(z) + pr(y) +2¢
per ogni £ = O ]

. Si determini il funzionale di Minkowski relativo ai seguenti insiemi
convessi K:

(i) X spazio normato, K = X

(ii) X spazio normato, K = {z € X : ||z|| < R};
(iii) X =0, K ={x € *:|z;| <1}, con j € N fissato;
(

iv) X =R* K ={(z,y) e R*:ax +by < c},cona,be Rec>0
fissati.

. Sia X = (coo, || - ||2), e sita K = {x € ¢y : |zn] < 27" Vn € N}. Si
verifichi che K ha parte interna vuota ma che malgrado cio il funzionale
di Minkowski di K e ben definito.

. Sia X uno spazio normato su C, e sia p : X — R un funzionale subad-
ditivo e tale che p(az) = |a|p(x) per ogni z € X ed a € C. Siano poi
M un sottospazio proprio di X e f: M — C un funzionale lineare tale
che | fz| < p(x) per ogni x € M. Provare che esiste F' : X — C lineare,
tale che F|y = f e |Fz| < p(z) per ogni x € X.

[Traccia: utilizzando il teorema 10.1.3 si costruisca un’estensione rea-
le G del funzionale reale Ref; si definisca poi Foz = Gx — i G(ix) e si
verifichi che F' estende f e che deve essere |Fz| < p(z).]

. Sia X uno spazio normato e sia K C X un convesso aperto contenente
0. Si provi che per ogni zg € X \ K esiste F' € X* tale che Fix < Fxy
per ogni r € K.

[Traccia: sia f : [{zo}] — R definita da f(tzg) = t; si verifichi che
fr < pg(x) per ogni x € [{zo}], si applichi il teorema di Hahn-Banach
e si provi che l'estensione F' verifica la tesi.]

. Sia X uno spazio normato e siano K, M sottoinsiemi convessi di X,
non vuoti e disgiunti, con K aperto. Si provi che esiste ' : X — R
lineare e non nullo che separa K e M, ossia verifica

sup Floz < mf Fy.
zeK
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10.

11.

12.

13.

[Traccia: posto H =K - M ={x =y—z2:y € K, z € M}, si
verifichi che H e un convesso aperto che non contiene 0, e si applichi
'esercizio precedente.]

Siano K, M convessi dello spazio normato X, non vuoti e disgiunti. Se
K ¢ chiuso e M e compatto, si provi che esiste /' € X* che separa K
e M strettamente, ossia

sup Fz < inf Fy.
zeK yeM

[Traccia: si provi che K. = K + B(0,¢) e M. = M + B(0,¢) so-
no convessi aperti non vuoti, e sono disgiunti per ¢ sufficientemen-

te piccolo; si scelga F' € X*\ {0} che li separa, e si deduca che
supyg F <infy F — 2¢||F|| x+ .]

Sia M un sottospazio di uno spazio normato X. Si provi che M e denso
in X se e solo se per ogni F' € X* vale I'implicazione

Sia M un sottospazio chiuso e proprio dello spazio normato X. Si provi
che per ogni € > 0 esiste z. € X\ M tale che ||z.|| =1e¢ ||lz—2x.] > 1—¢
per ogni x € M.

Siano X, Y spazi normati con X diverso da {0}. Si provi che £(X,Y)
e uno spazio di Banach se e solo se lo e Y.

Siano g, fi,..., f, funzionali lineari e continui sullo spazio normato X.
Si provi che risulta

ﬂ ker fr, C kerg

k=1
se e solo se g € combinazione lineare degli fj.
[Traccia: per la necessita si consideri 'operatore T' : X — R™ definito
da Tz = (fiz, ..., fox), e sia poi h: R(T) — R data da h(Tz) = gx;
si verifichi che h € ben definita e continua, e poi si applichi il teorema
di Hahn-Banach.]
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14. Per ogni = {x, tpen+ € €°° e per ogni m € NT poniamo

1 m
Tnrx =— E Ty,
m
k=1

e consideriamo il sottospazio

M={ze(*: 3Tz = lim T,z}.

m—0o0

Si provi che esiste un funzionale lineare e continuo 7T : ¢*° — R, detto
limite di Banach, tale che:
(i) Tz = Tx per ogni x € M:;

(ii) liminfz, < Tz <limsupz, per ogni x € {*;
n—0o0 n—00

(iil) Tz = T(rz) per ogni x € £, ove T : {* — (> & l'operatore di
“shift” definito da (72), = Tp41.

[Traccia: si applichi il teorema di Hahn-Banach a p(z) = lim sup z,, .]
n—oo

10.2 Uniforme limitatezza di operatori

Un altro fondamentale risultato dell’analisi funzionale permette di trasforma-
re una stima puntuale per un’arbitraria famiglia di operatori lineari e limitati
in una stima uniforme. Piu precisamente, vale il seguente enunciato:

Teorema 10.2.1 (di Banach-Steinhaus) Sia X uno spazio di Banach e

sia Y uno spazio normato; sia inoltre {Ty}aca una qualsiasi famiglia di
elementi di L(X,Y). Se risulta

sup || Tpz|ly < oo Vr € X,
acA

allora

sup ||Ta||z:(X,Y) < 00;
acA

se invece esiste z € X tale che supyey | Taz||y = 00, allora

sup || Tz||ly = 400 Ve e D,
acA
ove D ¢ un sottoinsieme denso in X.
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Dimostrazione E necessario fare uso di un importante risultato di topologia
generale: il teorema di Baire.

Teorema 10.2.2 (di Baire) Sia (Z,d) uno spazio metrico completo. Se
{V.} & una successione di aperti densi in Z, allora la loro intersezione é un
insieme denso in Z (in particolare é non vuota).

Dimostrazione Sia W un aperto non vuoto di Z. Poiché V; ¢ denso in Z,
I'aperto W N V; contiene una palla chiusa B(z1,71) con 1 < 1; poiché V5 &
denso in Z, 'aperto B(xq,7r1) N V4 contiene una palla chiusa B(zy,79) con
ro < %, e procedendo induttivamente si ottiene che per ogni n € NT I'aperto
B(xp,mn) N'V,41 contiene una palla chiusa B(Zp41,Tni1) €CON Tpyq < n+r1 Si
ha allora

1
d(z;,zj) < < — Vi, j >n,
n

da cui, per la completezza di Z, esiste x € Z tale che x,, — z; si ha anzi
d(zn,z) <1, per ogni n € Nt. Pertanto

x € ﬁ B(xy,,r,) € B(xy,m1) CWN (ﬁ Vn) )

n=1 n=1

. 9. . o0 N
In particolare, I'insieme (,_; V,, € non vuoto. O

Veniamo alla dimostrazione del teorema di Banach-Steinhaus. Poniamo

p(x) = SUB [ Taz|ly, Vo={z € X :p(x)>n}
(e 7S]

Ciascun V,, & aperto in X: infatti se x € V,,, allora per definizione di ¢(x)
esiste o € A tale che ||T,z|ly > n; quindi per la continuita di T, esiste una
palla B(z,d) tale che ||T,z|ly > n per ogni 2z € B(z,d), da cui a maggior
ragione ¢(z) > n per ogni z € B(x,d): cid mostra che B(x,d) C V,, e dunque
V,, e aperto.

Adesso i casi sono due: risulta ¢(x) < oo per ogni z € X, oppure al contrario
esiste z € X tale che ¢(z) = +00. Nel primo caso, non tutti gli aperti V,,
possono essere densi in X, altrimenti per il teorema di Baire dedurremmo
che l'insieme

ﬂVn:{xeX:gp(x):—Hm}

n=1
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sarebbe non vuoto. Dunque almeno uno fra i V,, non ¢ denso in X, ossia
esistono ng € Nt 2 € X e r > 0 per i quali

le—zollx <7 = plx) <ne;
di conseguenza se ||z'||x < r si ha
| Toz!ly = || Tu(2’ + x0) — Tuwolly <2no  Va € A,
da cui, se ||z]|x <1

1 2n
ITazlly = [ Za(ra)lly < 70 Va € A.

In definitiva, nel caso in cui ¢(x) < oo per ogni x € X abbiamo ricavato che
SUPneA HTQHE()Q}/) < +00.

Nel caso contrario, in cui esiste z € X per cui p(z) = 400, avremo a maggior
ragione

sup [Tallecer) = 220 — oo

acA 121l x
quindi ciascun V,, deve essere denso in X (altrimenti, per I'argomentazio-
ne precedente, dedurremmo che sup,c4 [|Tallz(x,y) < 00). Ma allora per il
teorema di Baire l'insieme D = ()~ V,, ¢ addirittura denso in X e si ha
o(x) = +oo per ogni x € D. Cio conclude la dimostrazione del teorema di
Banach-Steinhaus. O

Osservazione 10.2.3 Se ci accontentiamo di provare solo il primo enunciato
del teorema di Banach-Steinhaus, vi ¢ una dimostrazione elementare che non
fa uso del teorema di Baire. Supponiamo, per assurdo, che sia

sup || 1ol 2(x,y) = +00;
acA

allora esiste una successione {7}, },en+ C {7, }aca tale che
| Tl cox,yy > 4" Vn € NT.

Poniamo zy = 0 e costruiamo induttivamente una successione {x, },eny C X
nel modo seguente: nota x,_1, scegliamo, in virtu dell’esercizio 10.2.1, z,, €
B(x,-1,37") tale che

2
||Tnxnl|Y > wHTnHﬁ(XA/) .
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E facile verificare che {z,} & una successione di Cauchy in X, dato che per
m > n si ha

1

m—1 m—1
[Zm — 2nllx < kz |epsr — zillx < kz 37 < 33"
=N =N

Detto « il limite della successione {x,}, si ha ||z — 2,||x < 5%; pertanto

2 1 1 /4\"
[Tozlly = [ Tozally =[ITn(z—2n)lly > [ﬁ 3. 3n:| 1Tl e,y > 6 (5) :

Cio mostra che
sup || Tox||ly = +0o0,
acA

il che contraddice 'ipotesi.

Vediamo un’applicazione del teorema precedente alla convergenza puntuale
delle serie di Fourier di funzioni continue. Introduciamo lo spazio di Banach

Cyl-mx) ={f € Cl—m, 7] : f(—m) = f(m)},

munito della norma || - ||. Se f € una funzione di tale spazio, in particolare
f € L*(—m,m) e quindi la sua serie di Fourier, relativa al sistema trigonome-
trico, converge a f nella norma || - ||. Possiamo scrivere le somme parziali
della serie di Fourier di f nel modo seguente:

- tkx __ 1 "
S.(@) = 3 e = 3= [ 0D~ )

k=—n

ove 1l nucleo di Dirichlet D,, ¢ definito da

Du(t)y= )Y e* = teR;

k=—n

moltiplicando D, (t) per e*®/? e sottraendo le relazioni ottenute, si vede
subito che S
Dn(t):{T; set#0
2n +1 set =0;
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in particolare, D,, ¢ una funzione reale. Quindi, fissato z € [—m, 7|, per ogni
n € N il funzionale

T.f=Suf(x)  Vfe€Cy-m ]

¢ lineare e continuo con

[ Dxll1
1Tl (et () < o Vn €N,

ed anzi vale 'uguaglianza, come si vede prendendo una successione {g;} C
CY[—m, ] tale che 0 < g; < 1 e lim;_,o g;(t) = sgn Dy (t) per ogni t € R. Si

osservi che
_ 1\ | dt 2 [T ds
sin(n+ < )t] —=— |sins| —,
2 t T Jo s

[Dnlls 2 (7
1Tl (e, [y = = > =
0
e poiché la funzione s — 2= non ¢ sommabile in [0, co[, si conclude che

| sin s|
ilég HTTLH(C%[fﬂ,ﬂ*])* = +00.

Per il teorema di Banach-Steinhaus si deduce che esiste un insieme D, interse-
zione di aperti densi in C%[—W, 7]) e dunque esso stesso denso in C%[—TI‘, 7)),
tale che

sup |S,f(z)] =400  VfeD.

neN
In definitiva, ¢’e un insieme denso di funzioni continue la cui serie di Fourier
non converge puntualmente nel punto x, che era stato fissato arbitrariamen-

te in [—m, 7). Un raffinamento di questo risultato ¢ descritto nell’esercizio
10.2.10.

Esercizi 10.2

1. Sia T' € L(X,Y) un operatore fra due spazi normati. Si provi che per
ogni zp € X er > 0 si ha

sup || Tzlly > 7T cexy) -
z€B(zo,r)

2. Per ogni r > 0 sia B, = {f € L?(a,b)} : ||flla < r}. Si provi che
B, C L'(a,b), e che B, & un chiuso in L'(a,b) privo di punti interni.
Se ne deduca che I'inclusione L?(a,b) C L'(a,b) ¢ propria.
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. Sia {7T,,} € L(X,Y), con X spazio di Banach e Y spazio normato.
Supponiamo che per ogni z € X la successione {7z} converga in Y.
Si provi che:

(i) la successione {||T,|/z(x,y)} € limitata;
(i) =+ lim, oo T € un elemento 7" di L(X,Y);

(iii) si ha [|T]|zoxyy < iminf, oo || Tl 20x,v)-

. Sia X uno spazio normato e sia B un sottoinsieme di X*. Se per ogni
x € X l'insieme {T'z : T € B} ¢ limitato in R, si provi che B ¢ limitato
in X*.

. Sia X uno spazio di Banach e sia B un sottoinsieme di X. Se per ogni
T € X* I'insieme T'(B) ¢ limitato in R, si provi che B ¢ limitato in X.
[Traccia: per ogni z € B si consideri il funzionale J, : X* — R definito
da J(T) =Tx.]

. Si consideri lo spazio (coo, || - ||1). Per ogni k € N sia T, : ¢go — R il
funzionale definito da T,z = kxj. Si provi che T}, € lineare e continuo,
che

sup |Tpz| < 400 Va € ¢y,
keN

ma che supycy ||Tk|| = +00. Giustificare il risultato.

. Sia {x,} una successione reale. Per ogni k& € N poniamo

k
Ty : co — R, Tka:Zzhah Va = {a,} € co.
h=0
(i) Provare che [|Ty| s = Z’Z:O |zn].

(ii) Supponiamo che per ogni a € ¢, la successione reale {Ta} abbia
limite finito; si provi allora che il funzionale

T:co— R, Ta= lim Tia
k—o0

e lineare e continuo, con

1T

)
cy — Z |l’h|,
h=0

e che T, = T in cj.
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8. Sia a = {a,} una successione reale.

(i) Selaserie >~ a,b, & convergente per ogni successione b = {b,} €
¢, si provi che a € £

(ii) se laserie >, a,b, & convergente per ogni successione b = {b,} €
¢y, si provi che a € (1.

9. Sia {Ty}aea € L(X,Y), con X spazio di Banach e Y spazio normato.
Se risulta
sup |p(Toz)| < 400 Ve e X, Vpe Y™,
acA

si provi che supy,ey |70l zex,y) < +00.

10. Si provi che esiste un insieme D denso in O%[—’ﬂ', 7|, tale che per ogni
f € D l'insieme

{o€ fmr)ssuplsis(o)] = +oo)

neN

e denso in [—m, 7.

10.3 Applicazioni aperte

Gli operatori lineari fra spazi di Banach godono di una importante pro-
prieta topologica, assai utile nelle applicazioni. Essa ¢ espressa dal seguente
enunciato:

Teorema 10.3.1 (dell’applicazione aperta) Siano X ed Y spazi di Ba-
nach. Se T € L(X,Y) é un operatore surgettivo, allora T é un’ applicazione
aperta, ossia per ogni aperto A C X linsieme T'(A) ¢é aperto in'Y .

Osserviamo che se T' non e lineare il teorema non vale: ad esempio se X =
Y = R la funzione f(x) = 23 — z & continua e surgettiva, ma non lineare, e
trasforma 'aperto | — oo, 0] nell'insieme | — oo, %g] che non ¢ aperto.

Dimostrazione Siano U,V le palle unitarie in X e Y rispettivamente: la
tesi del teorema equivale a dire che esiste 6 > 0 tale che 6V C T'(U) (ove
0V = {6y : y € V} ¢ la palla di centro 0 e raggio ¢ in V). Infatti, se vale
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questa condizione ed A ¢ un aperto di X, fissato yo € T'(A) (dunque yo = Tz
con xg € A) e scelto r > 0 in modo che zg + rU = B(xo,7) C A, si ha

B(yo,r0) = yo + 10V C Txog+T(rU) = T(B(xg,r)) CT(A),

e quindi T'(A) ¢ aperto; viceversa, se T' ¢ un’applicazione aperta allora T'(U)
e aperto in Y e quindi contiene una palla 0V centrata nel proprio punto
T(0) =0.

Dimostriamo dunque che esiste § > 0 per cui 6V C T'(U). Proveremo la tesi
in tre passi.

1° passo Y = ;- T(kU).

Infatti, essendo 1" surgettivo, ogni y € Y e immagine di qualche z € X; sara
|lz||x < k per qualche k € NT, da cui y € T(kU) C T(kU).

2° passo Esiste ¢ > 0 tale che per ogniy € Y ede > 0 c¢’¢ un x € X che
verifica ||z||x < 3|ylly e |ly — Tz|ly <e.

Anzitutto, per il teorema di Baire almeno uno fra gli insiemi 7'(kU) ha parte
interna non vuota; quindi esistono & € N* ed un aperto W C Y tali che
W C T(kU). Dunque, scelto yo € W, esiste n > 0 tale che B(yo,n) C W, da
cui

nV = B(0,n) CT(kU) —yo C T(2kU).

D’ora in poi k, W ed n sono fissati. Dalla relazione precedente segue che

4k
y € BO,2lylly) = 2lylyV € T (Fnynyv) ey,

questa ¢ esattamente la tesi del 2° passo con § = i
3° passo Proviamo la tesi del teorema.

Applicheremo il 2° passo iterativamente. Sia § = ;£. Fissatie > 0ey € dV,
per il 2° passo esiste ; € X tale che

1 Oe
lzllx < slylly <1, ly = Tanlly < =

Analogamente, in corrispondenza di y — T'x; esiste x5 € X tale che

1
|zl x < SHy —Txly < 27 ke, ly — Ty — Taslly < 2725¢,

277



e procedendo induttivamente, per ogni n € N* esiste 41 € X tale che

n n+1
1 . o
[Zntllx < 519~ E Tay|| <27, Y — E Txul| <27 Dse.
k=1 Y k=1 v

Poniamo ora s, = Y ;_, o ; poiché X ¢ completo, la successione {s,}, che &
di Cauchy in X, converge ad un elemento x € X per il quale risulta

o0
lzllx < lleallx + ) llaallx <1+
k=2

inoltre, per continuita, T's,, — T'x in y. D’altra parte si ha, per costruzione,
Ts, — vy, e dunque y = Tz € T((1 + )U); ne segue, per 'arbitrarieta di y,
SV CT((1+¢)U), ossia

In definitiva

Cio prova la tesi. O

Corollario 10.3.2 Siano X,Y spazi di Banach e sia T € L(X,Y). SeT ¢
bigettivo, allora T ¢ un isomorfismo, ossia T~' € L(Y, X).

Dimostrazione Ovviamente 7! ¢ lineare; inoltre per il teorema dell’ap-
plicazione aperta T trasforma aperti in aperti e dunque la controimmagine
di un aperto mediante 7! & un aperto. Pertanto 7! & continua e quindi
T-' e L(Y,X). Notiamo in particolare che si ha

lellx <clTzlly  VrelX,
ove c= T zv,x). O

Corollario 10.3.3 (teorema del grafico chiuso) Siano X ed Y spazi di
Banach e sia T : X — Y lineare. Se T ¢ un operatore chiuso, ossia il
grafico Gp di T € un sottoinsieme chiuso dello spazio prodotto X XY, allora

TeL(X,)Y).
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Osserviamo che se 1" ¢ non lineare il risultato ¢ falso: la funzione f : R — R,
data da f(z) = % per x # 0 e f(0) = 0, ha grafico chiuso pur essendo
discontinua.

Dimostrazione Dall’esercizio 7.3.10 segue che X xY e uno spazio di Banach

con la norma ||(z,y)||xxy = ||z||x + |lylly; poiché Gr & chiuso in X x Y,
(Gr, || - ||xxy) € uno spazio di Banach. L’applicazione I' : Gy — X definita
da

Ne,Tz) =2  Y(z,Tx) € Gr

¢ ben definita, lineare e, ovviamente, continua con norma non superiore a 1.
Inoltre I' e bigettiva; quindi, per il corollario precedente, I' € un isomorfismo
ed in particolare esiste ¢ > 0 tale che

[(z, T2)|[[xxy <cllz|x  VzeX,
dacuic>1e |[|[Txl]ly < (c—1)||z|x per ogni z € X, cioe la tesi. O

Osservazioni 10.3.4 (1) Un operatore lineare T, definito su un sottospazio
M di uno spazio normato X, a valori in uno spazio normato Y, ¢ chiuso se
e solo se vale I'implicazione seguente:

{z,} S M, z,—2zinX, Tzx,—-yinY — zeM e Tr=y.
Infatti cio significa esattamente che G € chiuso in X x Y.

(2) Come vedremo nell’esempio successivo, il teorema del grafico chiuso e fal-
so in generale se X non e completo, oppure se X e completo ma 1" e definito
su un sottospazio proprio e non chiuso di X (le due cose sono equivalenti,
dato che ogni spazio normato non completo ¢ sottospazio non chiuso dello
spazio di Banach costituito dal suo completamento).

Nelle applicazioni, ad esempio nel campo delle equazioni differenziali, si
incontrano spesso operatori chiusi non continui; 1’esempio principale e il
seguente:

Esempio 10.3.5 Consideriamo 'operatore derivata prima:
A:CYa,b) = C%a,b],  Af=f VfeC'a,bl.

Rispetto alle norme naturali di C'[a,b] e di C°[a,b], Voperatore derivata &
lineare e continuo con norma uguale a 1: infatti ovviamente

[Aflloo < [[flloe + 1 Nloe = 1 llcrat;
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¢ d’altra parte prendendo le funzioni f.(z) = esin =%, con 0 < ¢ < 2(b—a),
si ottiene subito

”Aszoo =1, ||f5HCl[a,b] =e+1
e dunque
1
1+¢

Notiamo che A ¢ surgettivo: ogni g € C%a,b] ¢ la derivata delle funzioni
¢+ [T g(t)dt, che sono tutte in C''[a,b]. Quindi A & un’applicazione aperta.
La restrizione di A al sottospazio

1Al 2o a),c0lan) = Ve > 0.

M = {f e Ca,b]: f(z0) = 0} (o punto fissato di [a, b]),

¢ anche iniettiva, perché ogni g € C°[a, b] ha come unica controimmagine in
M la soluzione del problema di Cauchy f' = g, f(zo) = 0; quindi Al & un
isomorfismo. In effetti si ha

() glo) = [ glt)at,
o
ed e immediato verificare che

1(A|v) " 2o, cran) = 1+ max{b — o, 2o — a}.

Cambiamo punto di vista, mettendo su C'[a, b] la norma || - ||« allora C'[a, b]
diventa un sottospazio non chiuso di C°[a, b], ovvero uno spazio normato non
completo. L’operatore A agisce allora nello spazio C°[a,b]: il suo dominio,
definito da

D(A) ={f € C°la,b] : Af = ' € C”[a, b]},

¢ il sottospazio Cl[a,b] di C°[a,b]. In questo modo A non & pilt continuo,
perché scegliendo f,(x) = (z — a)™ si trova subito

Hf;z“OO:n(b_a)nil? ”anOO = (b_CL)na
e dunque
/2]l
sup - = +
neN ||anoo

Tuttavia A & un operatore chiuso: infatti se {(f,, f)} & una successione del
grafico G4 che converge nella norma dello spazio prodotto ad un elemento
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(f,g) (ossia f,, — f uniformemente in [a,b] ¢ f; — g uniformemente in [a, b)),
passando al limite nella relazione

ful@) = 1) = [ g0 Vet € oy
si trova subito che
fla) - 1) = [ gyt Vo' € [a,b),

da cui ¢ facile dedurre, dividendo per x — 2’ e facendo tendere 2’ ad x, che f
¢ derivabile e f'(z) = g(z) per ogni = € [a,b]: dunque f € C'[a,b] e Af =g,
ovvero (f,g) € G4. Quindi G4 ¢ chiuso.

Esercizi 10.3

1. Sia X uno spazio normato e sia M un sottospazio di X. Si consideri
I'operatore di restrizione r : X* — M*, definito da

r(F)=Fly VFe&X"

(i) Si verifichi che r € L(X™*, M*) e se ne calcoli la norma.
(ii) L’operatore r & iniettivo? & surgettivo?
(iii) Si provi che r ¢ un’applicazione aperta.

2. Siano X, Y spazi di Banach e sia T' € £(X,Y’) un operatore surgettivo.
Si provi che esiste ¢ > 0 dotata della seguente proprieta:

VyeY drxeX: Te=y e |z|]x <clyly-

3. Sia H uno spazio di Hilbert e sia T € L(H). Si provi che i seguenti
fatti sono equivalenti:

(i) R(T) e chiuso in H;

(ii) R(T™) ¢ chiuso in H (si ricordi l'esercizio 8.2.3);

(iii) R(T) = (ker T*)*;

(iv) R(T*) = (ker T)";

(v) esiste ¢ > 0 tale che ||z|| < ¢||Tx|| per ogni x € (kerT)*;

iv)
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(vi) esiste ¢ > 0 tale che ||y|| < ||T*y|| per ogni y € (ker T*)*.

. Sia X uno spazio di Banach e sia T' € £(X) un operatore iniettivo. Si
provi che

2/l ey = 1T~ 2]l x

¢ una norma in R(7') e che R(T) ¢ uno spazio di Banach con tale norma.
Si verifichi poi che I'immersione ¢ : R(T) — X ¢ continua e se ne calcoli
la norma.

. Sia X uno spazio di Banach e siano M, N sottospazi chiusi di X tali
che M NN = {0}. Posto Z ={z =a+b:a€ M, b & N}, siprovi che
Z ¢ chiuso in X se e solo se esiste ¢ > 0 tale che

lallx <clla+bllx  VYae M, VbeN.

[Traccia: supponendo Z chiuso si dimostri che P : Z — M, definito
da P(a+ b) = a, & un operatore chiuso.]

.SiaM={feL' (R):t—tf(t) e L'(R)}, esia T : M — R definito
da Tf(t) = tf(t), t € R. Si provi che M & denso in L'(R) e che T ¢
chiuso ma non continuo.

. Sia X uno spazio normato, sia M un sottospaziodi X esiaT : M — R
un operatore lineare.

(i) Se M ¢ chiuso in X e T' & continuo, si provi che T' & chiuso. Cosa
puo succedere se M non e chiuso?

(ii) Se X & completo, M & chiuso in X e T & chiuso, si provi che T &
continuo. Cosa puo succedere se M non ¢ chiuso?

(iii) Se T e chiuso, ¢ vero che T trasforma insiemi chiusi in insiemi
chiusi?

. Si provi che 'operatore derivata prima A = % : ACla,b] — L'(a,b) &
continuo rispetto alle norme naturali di questi spazi, ed & chiuso, ma
non continuo, se lo si definisce come operatore nello spazio L!(a, b) con

dominio D(A) = AC|a, b].

. Sia H uno spazio di Hilbert e sia T": H — H un operatore lineare
autoaggiunto (vedere l'esercizio 8.2.4). Si provi che T € L(H).
[Traccia: si mostri che 7' ¢ un operatore chiuso.]
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10. Sia M un sottospazio di C°[a,b] chiuso rispetto alla topologia indotta
dalla norma || - ||o; si provi che M ha dimensione finita.
[Traccia: si verifichi che (M, || - ||~) € (M, || - ||2) sono spazi di Banach
e si deduca che esiste ¢ > 0 tale che ||ulw < c|lull2 per ogni u € M;
poi, se {e,} & un sistema ortonormale completo in M, si fissi y € [a, ]
e si definisca v(x) = Zivzo en(y)en(z): si verifichi che v € M e si ricavi
la maggiorazione 3. |e,(y)|> < ¢*. Infine si integri rispetto a y su
la,0]... ]

11. Per ogni f € L'(—m,m) si definiscano i coefficienti di Fourier rispetto
al sistema trigonometrico:

1 [" »
T =5 /7r f(t)e *dt, keZ.

(i) Si provi che 7 — 0 per |k| — oo.
(ii) Posto

CO(Z) = {x = {xk}kez : lim oy, = 0},
|k|—o0

si verifichi che 'applicazione T'f = {~;}rez € lineare e continua da
L'(—m,m) in ¢o(Z) con norma uguale a 5-.

(iii) Si provi che T ¢ iniettiva, ma non surgettiva.

10.4 Operatore aggiunto

Questo paragrafo ¢ dedicato all'importante nozione di “aggiunto” di un ope-
ratore lineare, nozione gia incontrata, in un caso particolare, negli esercizi
8.2.4 e successivi. Dati due spazi normati complessi X, Y, considereremo
operatori lineari A : D(A) C X — Y, ove D(A), il dominio di A, & un oppor-
tuno sottospazio di X: abbiamo gia incontrato questa situazione nell’esempio
10.3.5.

Sia dunque A : D(A) C X — Y un operatore lineare. Poniamo

M={peY":poA:D(A) — C & continuo nella norma di X};

ovviamente M e un sottospazio di Y*. Fissato ¢ € M, per il teorema di
Hahn-Banach esiste un funzionale ® € Y* tale che ®|pa) = ¢ o A. Tale
funzionale non & in generale unico; se perdo D(A) & denso in X, allora I'esten-
sione da ¢ o A a ® ¢ unica.

Supporremo allora che D(A) sia denso in X.
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Definizione 10.4.1 Siano X e Y spazi normati e sia A: D(A) C X —» Y
un operatore lineare con dominio denso. L’operatore lineare A* : D(A*) —
X* dato da

D(A™) = M, Ap=0 VYpe M,

ove M e ® sono definiti come sopra, si chiama operatore aggiunto di A; esso
¢ caratterizzato dalla relazione

(A*p)x = p(Ax) Ve e D(A), Ve e D(A").
Un caso importante € quello in cui D(A) = X e A é continuo: in questo caso
si ha
Proposizione 10.4.2 Siano X,Y spazi normati. Se A € L(X,Y), allora
A e L(Y*, X*) e

[Allzcxyy = 1A eqrs x)-

Dimostrazione Se A = 0 la tesi ¢ ovvia: supponiamo dunque A # 0.
Anzitutto
[A%]

x= sup |p(Az)| < [l@lly-[|Allecxy),

Izl x=1
da cui [|A*||zov= x+) < ||Allzx,y). D’altra parte, sia € X tale che Az # 0:
posto y = H;ﬁ’ per il teorema di Hahn-Banach (piu precisamente per il

corollario 10.1.5) esiste ¢ € Y™ tale che ||p|ly« = 1 e oy = |ly|ly = 1.
Dunque p(Az) = ||Az|y e pertanto

X*

[Az]ly = ¢(Az) < [[A"¢]

z|lx < A | zovs xmll ] x,

dacui [Aflcxy) < [[A*]levexs). O

Le principali proprieta degli aggiunti sono elencate nell’enunciato che segue.

Proposizione 10.4.3 Siano X,Y, Z spazi normati. Valgono 1 fatti sequenti:

(i) SeA,BeL(X,Y), allora (A+ B)* = A* + B*.

(ii)) SeaeCeAcL(X,Y), allora (aA)* = aA*.

(iii) Se Ae L(Y,Z) e Be€ L(X,Y), allora (AB)* = B*A* € L(Z*, X™).

(iv) Se A € L(X) ed esiste A7 € L(X), allora esiste anche (A*)™" €
L(X*) e siha (A)™= (A1)~
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Dimostrazione Le verifiche sono tutte facili; in particolare, per (iv) si os-
servi che risulta (AA™)* = (A7'A)* =" = : X* — X*, e si applichi (iii).
0

Osservazione 10.4.4 Se X =Y = H, con H spazio di Hilbert, la nozione di
operatore aggiunto va precisata, in accordo con quanto esposto negli esercizi
8.2.3 e 8.2.4. Indichiamo con j : H — H* I'isomorfismo canonico fornito dal
teorema di Riesz-Fréchet, tale che

or = (2,5 o) Vee H VYpe H".
Se A € L(H), per la proposizione 10.4.2 si ha A* € L(H*) e risulta
(2,0 (A" = Ap(x) = p(Ax) = (Az,j ')y Vo eH, VpeH",
ossia, posto y = j 1,

(z, G A Ny)u = (Az,y)u Vr,y € H.

Nel caso di operatori A € L(H) ¢ consuetudine identificare I'operatore ag-
giunto A* € L(H*) con l'operatore j7'A*j € L(H). Nel seguito indicheremo
senz’altro con A*, nel caso Hilbertiano, I'operatore j~'A*j; quindi A* sara
un elemento di £(H) e sara caratterizzato dalla relazione

(2, A"y)g = (Az,y)y  Va,y € H.

E necessario pero osservare che, con questa identificazione, I'applicazione di
L(H) in sé, definita da A — A*, ¢ antilineare, ossia risulta

(A+B)*=A"+B", (adA)'=aA" VA, Be/L(H), YaeC

in contrasto con la proposizione 10.4.3: questo fatto & conseguenza dell’anti-
linearita dell’isomorfismo canonico j (osservazione 8.2.2).

Definizione 10.4.5 Sia H uno spazio di Hilbert. Un operatore A : D(A) C
H — H, con dominio D(A) denso in H, si dice autoaggiunto se si ha
D(A*) = D(A) e A* = A (nel senso dell’osservazione 10.4.4), ossia se

(Az,y)g = (z, Ay) g Ve € D(A), Yye€ D(AY).
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Esempi 10.4.6 (1) Sia A : C* — C™ un operatore lineare: allora, scelte su
C"™ e C™ le basi canoniche, A si rappresenta con una matrice {a;;} m x n.
L’aggiunto A* si rappresenta con la matrice trasposta coniugata {a;; }. Infatti

2= Ax = zi:Zaijxj, t=1,...,m,
da cui
(Ax7y> - Zzz_z - Z azyx]yz Z«szazjyz — l‘ A*y)
i=1 =1 j=1 i=

In particolare, A ¢ autoaggiunto se e solo se la matrice {a;;} ¢ reale e
simmetrica.

(2) Sia H = L*(a,b), sia K € L*(]a,b[x]a,b]) e consideriamo 1’operatore
integrale A - H — H definito da

/K:z:y y)dy, x €la,b|, VfeH.
Allora si verifica facilmente che A € L(H) e che

Al ey < WK 22(jab] x Jap))-

Inoltre, utilizzando il teorema di Fubini,

(Af,9)n = / / K(:v,y)f(y)dy_ g(x) dz =

-/ b / bK(w)de: F(y) dy =
— /ab /abK(m,y)g(x)dx dy = (f, Ag)n

da cui si ottiene

/ny x)dr y€E€la,b[, Vg € H.

In particolare, A & autoaggiunto se e solo se K(x,y) = K(y,x).
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Esercizi 10.4

1.

Determinare A*, essendo A € L(¢?) definito da (Az),, = =, per ogni
n € N.

Fissata a € (™, sia A € L({?) definito da (Az), = a,r, per ogni
n € N. Determinare A* e verificare che:

(i) AA* = A*A;

(ii) A e autoaggiunto se e solo se a,, € R per ogni n € N;

(iii) AA* = A*A = I se e solo se |a,| = 1 per ogni n € N.

Dato l'operatore B € L({?), definito da (Bz)y = 0 e (Bz), = Tn_1

per ogni n € NT, si determini B* e si verifichi che B*B = I mentre

BB* # 1.

Sia I : N — N un’applicazione bigettiva e si consideri 'operatore A €
L(¢?) definito da (Az), = @) per ogni n € N. Si provi che A*A =
AA*. L’operatore A ¢ autoaggiunto?

. Sia H uno spazio di Hilbert e sia A : D(A) € H — H lineare e

autoaggiunto. Si provi che A e un operatore chiuso (corollario 10.3.3),
e che se D(A) = H allora A ¢ continuo.

Siano X, Y spazi di Banach esia A : D(A) C X — Y lineare e iniettivo,
con dominio D(A) denso in X e immagine R(A) densa in Y. Si provi
che (A*)7! esiste e coincide con (A7')*. Si provi anche che A™! &
continuo se e solo se (A*)~! & continuo.

. Sia K(z,y) = 14+2e>™@9) 2,y € [0, 1], e sia A 'operatore dell’esempio
(2)

10.4.6 (2) in L*(0,1). Si provi che

Al 2z20,1)) < 1K | 22q0,11%70,1p -

[Traccia: per calcolare la norma di Af si utilizzi 'uguaglianza di Bessel
per il sistema {e*™*}, 5]

Sia X uno spazio di Banach e sia T' € £(X) tale che T* sia surgettivo.
Si provi che T & invertibile e T~ € L(X).
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10.5 Riflessivita

Introduciamo ora una nozione, quella di riflessivita, che pur essendo di natura
algebrica, condiziona fortemente la geometria dello spazio: infatti, fra tutti
gli spazi di Banach, quelli riflessivi sono i piu vicini, per ricchezza di proprieta,
agli spazi di Hilbert.

Sia dunque X uno spazio di Banach, sia X* il suo duale, e sia X** = (X*)*
il duale del duale, o biduale di X. Vi ¢ una immersione naturale di X nel
suo biduale X**, che indichiamo con J e che e cosi definita: ad ogni z € X
associamo il funzionale J, € X** che agisce su X* nel modo seguente:

J(T)=Tz VT e X"

L’applicazione J : X — X** & chiaramente lineare, perché per ogni z, 2z’ € X
e per ogni A\, u € R (oppure A\, u € C) si ha

Datpz (T) = T(Ax + pa') = XTx + pT'x" = NJ,(T) + pJy(T) VT € X*.
Inoltre J e continua, poiché per ogni x € X risulta

| J2(T)| = |Tx| < [T x-

$||X VT € X,

da cui || J;||x+ < ||z] x; ma scegliendo, grazie al corollario 10.1.5, un elemento
To € X* tale che ||Tp||x+ =1 e Tox = ||z||x, si trova

| Je(To)| = [Tox| = |lzllx = |[Tol[x-

-THX,

e dunque
|zl x= = |||l x Vr e X.

Pertanto I’applicazione J ¢ un’isometria fra X e la sua immagine J(X) C
X**. Essa si chiama immersione canonica di X in X**. L’immagine J(X)
¢ un sottospazio chiuso di X** (esercizio 10.5.1), in generale strettamente
contenuto in X™**.

Definizione 10.5.1 Diciamo che lo spazio di Banach X e riflessivo se ri-
sulta J(X) = X**, ossia l'immersione canonica J é surgettiva.

Nelle proposizioni che seguono illustriamo alcune proprieta degli spazi rifles-
sivi.
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Proposizione 10.5.2 Sia X uno spazio di Banach; allora X é riflessivo se
e solo se X* ¢ riflessivo.

Dimostrazione Sia X* riflessivo. Se, per assurdo, esistesse o € X**\ J(X),
per il corollario 10.1.5 potremmo trovare un elemento A € X*** tale che
Aljxy = 0 e A(w) # 0. Per la riflessivita di X*, si avrebbe A = J} con
F € X* (ove J* ¢ 'immersione canonica di X* in X***); tale I' verificherebbe
per ogni y € X

Fy=J,F = JiJ, = AJ, =0,

ossia avremmo F' = 0, il che pero ¢ assurdo essendo Jj = A # 0.

Sia ora X riflessivo. Allora ogni a € X** ¢ della forma o = J, con x € X, da
cui Ji(a) = a(F) = J,(F) = Fx per ogni F € X*; quindi, dato A € X**
I'operatore A o J ¢ un elemento di X* e risulta per ogni 3 = J, € X**

AB=A(Jy) = (Ao J)y = Jy(AoJ)=p(AoJ) = Ji.,B,
ossia A = Jx,; € J*(X*). Cio prova che X* ¢ riflessivo. O

Proposizione 10.5.3 Sia M un sottospazio chiuso dello spazio di Banach
X; se X ¢ riflessivo, allora M é riflessivo. O

Dimostrazione Ovviamente, (M, || - ||x) € uno spazio di Banach. Se a €
M** detta F, la restrizione a M di un arbitrario funzionale F' € X*, si vede
subito che F' — «a(F},) ¢ un elemento § € X**. Sia x l'elemento di X tale
che J, = [3; supponendo per assurdo che z ¢ M, per il corollario 10.1.5
troveremmo un funzionale G € X* tale che Gx # 0 e G, = 0. Ma allora
avremmo

0= a(G,) = BG = J,(G) = Gz # 0,

e cid & impossibile. Dunque si ha # € M. Per ogni F € M*, detta JM
I'immersione canonica di M in M** e detta F una qualunque estensione di
F a tutto X, si ha allora

a(F)=a(F,)=B(F)=J,(F)=Fz=F,o=Fx=JYF,
ossia a = JM. Cido mostra che X ¢ riflessivo. O

Proposizione 10.5.4 Se lo spazio di Banach X ha dimensione finita, allora
X ¢ riflessivo.
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Dimostrazione Sia {ei,...,e,} una base per X, sia {f!,..., f"} la base
duale di X* (cio¢ quella tale che fi(e;) = &;;), e sia {a,...,a,} la base di
X** tale che ay(f") = dx;. Si ha allora per ogni F' =37 _ ¢, f" € X*

n n

Jo(F) = Fle) =) anf'e) =c  all) =) aalf") =c.

h=1 h=1

Dunque a; = J.. e di conseguenza se av = > »_. by, € un elemento di X**
i h=1 )
posto x = Y ) bpey si ha a = J,. Pertanto X & riflessivo. O

Vediamo qualche esempio.

Esempi 10.5.5 (1) Ogni spazio di Hilbert H ¢ riflessivo. Infatti, sia o €
H** e consideriamo l'isomorfismo antilineare j : H — H* fornito dal teorema
di Riesz-Fréchet, che ad ogni z € H associa il funzionale j, € H* definito da
J.(z) = (z,2)y per ogni x € H; allora il funzionale z — a o j(z) ¢ lineare,
dunque ¢ un elemento di H*, e sara pertanto della forma a o j = j, per uno
ed un solo u € H, che dipendera da a. Quindi si ha

a(jy) = aoj(x) = ju(x) = (x,u)y Vo e H.

Sia adesso T" un arbitrario elemento di H*, quindi 7" = j, con z € H: si ha,
per definizione di immersione canonica .J,

a(T) = alj:) = (z,u)n = (u, 2)n = j2(u) = Tu = Ju(T),
e pertanto a = J,. Cio prova che J : H — H** & surgettiva.

(2) Se (X, F, ) € uno spazio misurato o-finito, allora LP(X) ¢ riflessivo per
ogni p €]1,00|. Infatti, sia o € (LP)**: proveremo che esiste una funzione
a € LP (necessariamente unica, essendo J un’isometria) tale che J, = a.
Sia g €]1, 00[ I'esponente coniugato di p; indichiamo con i, : L? — (LP)*
I'isometria bigettiva lineare indotta dal teorema di Riesz-Fischer, definita
dalla relazione

liaf)(g) = /X ofdu  Vge Ll

Dimostreremo che a = J, , ove a = i, ' (aoi,). Sinoti che avoiy & un elemento
di (L9)* in virtu della relazione

|aigf)] < llall ()= fllg Vfe Lt

igf Iy = || (zry=
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dunque, come ¢ giusto, a = i, (a0 ig) & un elemento di LP. Sia F € (L?)* e
sia f I'unico elemento di LY per cui F' = i,f: si ha allora, dalle definizioni di
iy ed 14,

Jo(F) = F(a) = /X fadp = iya(f) = (aoiy)(f) = a(F).

Pertanto o« = J, e cio prova che J : LP — (LP)*™* & surgettivo, ossia LP &
riflessivo. Si noti che, indicando con J? e J? le immersioni canoniche di L
ed L7 (ove naturalmente ]lo + % = 1) nei rispettivi biduali, si ha

Jy(iq9) = /ngdu - /ngdu = Jili,f) VfeL’, Vgeli

(3) Lo spazio L' non & riflessivo in generale. Ad esempio, sappiamo dal
teorema di Riesz-Fischer che il duale di L!(a,b) ¢ isomorfo ed isometrico
a L>(a,b) mediante lapplicazione i che ad ogni f € L*>(a,b) associa il
funzionale [iy, f](g f g(t)f(t)dt per ogni g € L'(a,b); quindi, detta J* :
LY(a,b) — (L(a, b))** 1’1mmers1one canonica, 'immagine di J* in (L' (a, b))

e

JH (L (a, b)) = {a € (L'(a,b))™

3h € LYa,b) : alief) = /f t)dt Vf € L>(a, b)}

Ma se consideriamo una qualunque estensione A a L>(a,b) del funzionale
Af = f(a)  Vf€Ca,bl,

allora A 047! & un elemento di (L*(a,b))™ che non puo stare in J*(L'(a,b)):
infatti in tal caso otterremmo, per ogni F' = i f € (L'(a,b))*, ossia per ogni

f € L>*(a,b), )
YF)=Af :/ fOh(t)dt

per un’opportuna h € L'(a,b), il che, come sappiamo dal corollario 10.1.7, &
impossibile.

Come vedremo nei prossimi paragrafi, gli spazi riflessivi sono importanti
perché in essi gli insiemi limitati e chiusi sono “debolmente compatti” in
un senso che preciseremo: questo consente di ottenere, in svariati problemi
applicativi, risultati di esistenza di soluzioni (ma non sempre di unicita).
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Esercizi 10.5

1.

Sia X uno spazio di Banach; si provi che J(X) ¢ un sottospazio chiuso
di X**.

Si provi che L*(a,b) e L*(R) non sono riflessivi.
Si provi che ¢! e £°° non sono riflessivi.

Siano X, Y spazi di Banach, siaT € L(X,Y). Dette J, J' le immersioni
canoniche di X in X*™ e di Y in Y** rispettivamente, si verifichi che
T**oJ = J'oT, ove T = (T*)* : X** — Y™ ¢ 'aggiunto dell’operatore
T :Y* — X*, asua volta aggiunto di 7'.

Siano X, Y spazi di Banach e sia T' € L(X,Y). Se T & surgettivo, si
provi che T ¢ iniettivo e che R(7T™) ¢ chiuso in Y.

[Traccia: per la seconda affermazione, sia {F,} C R(T™*) tale che
F, — F in X*; si verifichi che esiste un unico GG,, € Y* tale che F,, =

T*G,, ed usando l'esercizio 10.3.2 si provi che {G,} ¢ una successione
di Cauchy in Y*. Detto G € Y* il suo limite, si verifichi che F' = T*G.]

Siano X, Y spazi di Banach con X riflessivo. Se T' € L(X,Y), si provi
che

R(T*) ={F € X" : Flxar = 0}.
[Traccia: per provare I'inclusione D, si ragioni per assurdo: se Flyerr =
0e F ¢ R(T*), si trovi @ € X™* tale che a(F) > 0 e a|gg= = 0; se
x € X e tale che J, = a, si deduca che G(Tx) = 0 per ogni G € Y* e
si ricavi 1'assurdo.]

Siano X, Y spazi di Banach. Se T' € £(X,Y) e R(T) ¢ chiuso in Y, si
provi che
R(T*) = {F € X* : Flyr = 0}.

[Traccia: per provare I'inclusione D, si osservi che se F|yer = 0, allora
ha senso definire G(y) = F(z) per ogni y € R(T), ove z € T-'({y})
e scelto ad arbitrio. Dato che R(T') e chiuso, esso & uno spazio di
Banach; si usi 'esercizio 10.3.2 per provare che esiste ¢ > 0 tale che
|G(y)| < c|lylly per ogni y € R(T). Si estenda il funzionale G, col
teorema di Hahn-Banach, ad un elemento G € Y* e si concluda che
F=T*G\]
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8.

10.

11.

Siano X,Y spazi di Banach; se X ¢ riflessivo ed esiste un operatore
T € L(X,Y) surgettivo, si provi che anche Y & riflessivo.

[Traccia: per lesercizio 10.5.5 si ha ker T* = {0} e R(T™) chiuso; se
ne deduca, per l'esercizio 10.5.7, che R(T**) = {a € X™ : a|kerrs =
0} = X**, e quindi che T** & surgettivo. Dall’esercizio 10.5.4 si ricavi
che Y é riflessivo.]

Si provi che uno spazio normato ¢ separabile se e solo se si ha X =

[{x,}], ove {z,,} & un’opportuna successione di elementi di X.
Sia X uno spazio di Banach. Si provi che:

(i) se X* ¢ separabile, allora anche X ¢ separabile, ma che il viceversa
e falso;

(ii) se X ¢ separabile e riflessivo, allora anche X* ¢ separabile e rifles-
sivo.

[Traccia: per (i), se X* = {F,}, si scelga z,, € X tale che ||z, x = 1
¢ Fo(z,) > 3||Fullx+; posto M = [{x,}], si dimostri che M = X
ragionando per assurdo: se esistesse xo € X\ M, utilizzando il corollario
10.1.6 si costruisca un elemento F' € X* “lontano” da tutti gli F),
e si deduca il risultato. Per (ii), si provi che se X = [{z,}] allora
X** = [{Js,}], e quindi X** ¢ separabile.]

Se X e Y sono spazi riflessivi, si provi che X x Y e riflessivo.
[Traccia: si utilizzi 'esercizio 7.3.10.]

10.6 Convergenze deboli

Negli spazi normati vi € un altro tipo di convergenza, pit debole di quella
rispetto alla norma e dunque piu facile da ottenere, che € molto utile nelle
applicazioni.

Definizione 10.6.1 Sia X uno spazio normato e sia {x,} una successione
contenuta in X. Diciamo che {x,} converge debolmente ad un elemento
x € X se si ha Fx, — Fx in R per ogni funzionale F € X*; in tal caso
SCrivtamo T, — .
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Osserviamo che la convergenza debole, ovviamente, ¢ piu debole della con-
vergenza rispetto alla norma: infatti se x,, — = in X, allora

|Fx, — Fx| < |F| x-

T, —z|x -0 VFeX*

e quindi z,, — x in X.

Altrettanto ovviamente, se x, — z in X non ¢ detto che =, — z. Ad
esempio, ogni sistema ortonormale numerabile {e,} in uno spazio di Hilbert
H converge debolmente all’elemento 0 € H: per verificarlo, ricordando il
teorema di Riesz-Fréchet, basta osservare che

lim (e, 2)y = Vee H
n—oo

in virtu della disuguaglianza di Bessel (proposizione 8.3.6). D’altra parte non
puo essere e, — 0 dato che ||e,||z = 1 per ogni n € N.

Si puo facilmente verificare (esercizio 10.6.9) che se X ha dimensione finita
allora la convergenza debole & equivalente a quella forte (cioe a quella rispetto
alla norma di X). Si noti che questa asserzione non si puo invertire, come
mostra ’esercizio 10.6.10.

La seguente proprieta della convergenza debole e di uso assai frequente.

Proposizione 10.6.2 Sia X uno spazio normato. Se x, — x in X, allora
{z,} & limitata in X e

l|z||x < liminf ||z,| x.
n—oo

Dimostrazione Sia J: X — X* I'immersione canonica. Per ipotesi si ha

lim J, (F)= lim Fz, = Fx VF € X*,
n—oo n—oo
quindi
sup |J,, (F)| <oo  VF e X"

neN
Per il teorema di Banach-Steinhaus, applicato agli spazi X* e R, si ottiene

sup ||‘]27nHX** < oo,
neN

e ricordando che J e un’isometria, otteniamo la limitatezza in X della suc-
cessione {x,}.
Inoltre, per ogni F' € X* si ha

|Fz| = lim |Fz,| <liminf | F|| x|z, | x,
n—oo n—oo
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da cui

Fzx .
|z|lx = || Jellx~ = sup u < liminf ||z,||x . O
FEX*\{O} ||F| X * n—oo

Nello spazio duale X* vi € un altro tipo di convergenza, ancora piu debole.

Definizione 10.6.3 Sia X uno spazio normato e sia {F,} una successione
contenuta in X*. Diciamo che F, converge debolmente™ in X* (e leggiamo
“debolmente star”) ad un elemento F € X* se si ha F,x — Fx in R per ogni
x € X. In tal caso scriviamo F,, = F.

La convergenza debole* ¢ dunque semplicemente la convergenza puntuale per
funzionali lineari definiti su X. Si noti che in X* si hanno entrambi i tipi di
convergenza debole:

F,—Fin X* << «oF,) —aF) YaeX™,
F, 5 Fin X* <— Fux— Fr VrelX.

In particolare, la convergenza debole in X* implica la convergenza debole*
in X*, mentre il viceversa e falso in generale, come vedremo nel prossimo
esempio; le due convergenze deboli in X* coincidono nel caso che X sia uno
spazio di Banach riflessivo.

Esempio 10.6.4 La successione {e,} (ove e, = {0,0,...,0,1,0,0,...} con 1
al posto n-simo) converge debolmente* a 0 in £, che, ricordiamo, & isomorfo
a (£Y)*. Infatti, detto i : £ — (£1)* tale isomorfismo, per ogni x € ¢! si ha
[i(en)]x = Z(en)k =, >0 per n — 0.
k=0
Inoltre, e, — 0 in £, che ¢ lo spazio duale di cy: infatti, detto j : I' — (co)*
il corrispondente isomorfismo, si ha
[7(en)]z = Z(e”)k T =2, — 0 Vx € ¢ .
n=0
D’altra parte e, 4 0 in ¢!, perché scelto I'elemento 1 = {1,1,1,...} € (>,
risulta
[i(1)] e, = (en)n =1 4 0.
Le convergenze deboli sono importanti perché forniscono buoni teoremi di
compattezza. Esamineremo alcuni risultati di questo tipo nel prossimo pa-
ragrafo.
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Esercizi 10.6

1.

Sia X uno spazio normato. Si provi che:
(i) se x, = xin X e F,, » F in X*, allora F,x,, — Fz in R;
(i) se 2, > x in X e F, X Fin X*, allora F,z, — Fz in R;

(iii) se z, = = in X e F, = F oppure F, — F in X*, allora non &
detto che si abbia F,x,, — Fz in R.

Sia 1 < p < oo. Se {f,} C LP, si provi che f,, = f in L se e solo se:

(i) {fn} ¢ limitata in L?,
(ii) [ fudp — [ fdp per ogni insieme misurabile E con p(E) < co.

L’enunciato € ancora vero per p = 00?

Sia {f,} € L'. Se f, — f in L', si provi che valgono (i) e (ii) del
precedente esercizio, ma che il viceversa ¢ falso se u(X) = oc.

Sia X uno spazio normato e sia M un sottospazio di X. Si provi che
M ¢ chiuso in X se e solo se ¢ chiuso rispetto alla convergenza debole.
Si provi che lo stesso enunciato vale supponendo soltanto M convesso.
[Traccia: per la seconda parte si utilizzi esercizio 10.1.9.]

Dimostrare che il limite debole, o debole*, & unico (se esiste).

Si provi che se X ¢ uno spazio di Banach e se F,, = F in X*, allora
{F,} ¢ limitata in X* e

Il < limind |17, -
Siano X,Y spazi normati e sia 7' € £(X,Y). Si provi che se z,, — x in
X allora Tx,, =~ TxrinY.

Sia 1 < p < oo. Si provi che I'insieme {e,, + me;, }n men non ha alcuna
sottosuccessione che converga debolmente a 0 in 7.

Si provi che se X ha dimensione finita, allora la convergenza debole
equivale a quella forte.
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10.

11.

12.

13.

Si provi che in ¢! la convergenza debole ¢ equivalente alla convergenza
forte.

[Traccia: per assurdo sia {z(™} C ¢! tale che 2™ — 0 ma [|Jz™|, > ¢;
si osservi che lim,,_, x,in) = 0 per ogni £ € N. Definiamo induttiva-
mente: ng = 0, my = 0 e poi, noti ny_1 € mp_1, np = min{n > nj_ :
St 2| < £}, my = min{m > my_y 1 37 2| < £}. Posto
z = {2z}, ove z; = sgn xénh) se my_1 < k < my, si ha z € £°°; si mostri

che | Y2, 2 :cz("h)| > ¢ per ogni h € N, e si deduca "assurdo.]
Dimostrare con esempi che:

) fofinIP A fu f o

i) fp = fin L? #= f, — f in misura;

i) fo,fellef,— fqo. #= f,— finLP;

iv) fu,f € LPe f, = finmisura #= f,— f¢€ L>.

Si provi che sinnaz — 0 in LP(R) per ogni p € [1,00[, e che sinnz — 0
in L>°(R).

(
(
(
(

Sia (X, F,p) uno spazio misurato o-finito. Se f, = fin LP, 1 < p <
00, oppure f, — f in L, si provi che

lirginf folz) < f(z) <limsup f,(z) q.o0.in X.
n—0oo n—00

[Traccia: supposto p = 1, e posto M (z) = limsup,,_, . fn(z), si osservi
che per provare che f < M q.o. basta mostrare che f < M q.o.
in F/, ove E & un arbitrario insieme misurabile di misura finita. Si
utilizzi lesercizio 10.6.2 e si provi che [, fdu < [, Mdu per ogni
insieme misurabile F' contenuto in @ = {z € X : |[M(z)| < oo}, od in
Qi ={re X : Mx)=+occ},odin Q- ={z € X : M(z) = —o0}.
Per D'altra disuguaglianza, si consideri —f. Il caso p > 1 ¢ analogo.]

10.7 Compattezza

Come si sa, in uno spazio metrico completo (X, d) un insieme K & compatto se
e solo se e chiuso e totalmente limitato; ricordiamo che K e totalmente limita-
to se per ogni € > 0 esiste una e-rete, cio¢ una famiglia finita {z1,...,xy} di
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punti di K tali che K C Ujvzl B(zj,¢),ove B(zj,e) ={r € X : d(x,x;) < e}
Se lo spazio X e immerso in R™ od in C" per qualche n, allora la nozione
di totale limitatezza equivale a quella di limitatezza; altrimenti, come nel
caso degli spazi di Banach di dimensione infinita, gli insiemi limitati e chiusi
non saranno compatti. Ad esempio, gli spazi /# hanno dimensione infinita e
I'insieme K = {e, }nen, dove al solito (e,)r = duk, € limitato, chiuso ma non
compatto (vedere gli esercizi 10.7.5 e 10.7.6).

Esistono svariati criteri di compattezza per sottoinsiemi di spazi di Banach.
Ne esamineremo solamente alcuni fra i principali.

Teorema 10.7.1 (di Ascoli-Arzela) Sia X uno spazio metrico separabile
e sia F una famiglia di funzioni X — R. Se:

(1) F e equicontinua, cioé per ogni e > 0 esiste § > 0 tale che

dz,y) <6 = |f(z)-fly)l<e VfeTF,

(ii) F ¢ puntualmente equilimitata, ossia per ogni z € X esiste M, > 0 tale
che
|f(x)| <M, VfeF,

allora da ogni successione { f}nen C F st puo estrarre una sottosuccessione
che converge uniformemente in ogni sottoinsieme compatto di X .

Dimostrazione Poiché X & separabile, esiste un insieme numerabile £ =
{Zn}nen denso in X. Poniamo Sy = N; poiché, per (ii), {fn(z0)}nes,
limitato in R, esiste S; C Sy tale che la sottosuccessione {f,(xo)}nes,
convergente. Per induzione, costruito Sy C Si_1 tale che {f,(x;)}nes,
convergente per ogni j = 0,1,...,k — 1, poiché {f,(xr)}nes, ¢ limitato in
R esiste Sp41 € Sy tale che la sottosuccessione { f,(zx)}nes,,, ¢ convergente
(al pari delle sottosuccessioni {f,(z;)}nes,.s 5 = 0,1,...,k —1). Resta
cosl definita un’infinita sequenza di sottosuccessioni, ognuna inclusa nella
precedente, delle quali la &k + 1-sima ¢ tale che {f,(7;)}nes,,, converge in R
per ogni j =0,1,...,k.

Adesso indichiamo con 7y il k-simo elemento dell’insieme Sy, (che & ordinato
secondo l'ordinamento naturale di N); ponendo S = {rg,71,...,7, ...}, si ha
S C N ed inoltre, per ogni & € N, al pitt i primi k termini di S, da rg a r,_1,
non appartengono a Sg. Di conseguenza, la sottosuccessione “diagonale”
{fn}nes € tale che {f,(zx)}nes converge in R per ogni k € N, ovvero

3 lim  fu(2) Vo e E.

nes, n—oo

@ D @
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Adesso, fissato un compatto K C X, proveremo che { f,(z)},es converge in
R per ogni x € K. Fissiamo € > 0, e scegliamo 0 > 0 in modo che valga la
(i). Poiché K e compatto, esso puo essere ricoperto da una famiglia finita
di palle B(y, g), ..., B(yn, g); dato che E & denso in X, in ciascuna palla
By, g) cadra un punto zy, € E. Quindi, per (i), avremo

)
|folzr,) — fu(z)| <€ VxEB(yi,E), Vi=1,...,N,

e dunque se x € K, scelto i in modo che z € B(y;, g), e ricordando che
{fn(xk,) }nes € convergente, otteniamo per ogni n,m € S sufficientemente
grandi:

()= fin ()] < [fn(@) = fu () [ fo () = fon ()

Cio prova che {f, }nes € una successione di Cauchy rispetto alla convergenza
uniforme in K, ove K e un arbitrario compatto contenuto in X. La tesi e
provata. O

Corollario 10.7.2 Sia X uno spazio di Banach separabile e sia {F,} una
successione limitata in X*. Allora esiste una sottosuccessione {F,, } di {F,}
che converge debolmente® in X* ad un elemento F' € X*.

Dimostrazione Posto M = sup,,cy || F.| x+, si ha
|Fox| < Mzllx  VreX, VneNl,
|Fx — Foy| < M|z — yllx Ve,ye X, VneN;

quindi la famiglia {F), },en verifica le ipotesi del teorema di Ascoli-Arzela.
Dunque, essendo {z} un compatto di X per ogni x € X, per un’opportuna
sottosuccessione {F,,, } C {F,} si avra che

3 lim F), (x) Ve e X.
k—o00
E chiaro che il limite cosi definito & un funzionale lineare F tale che |Fx| <
M]||z||x per ogni z € X; ne segue la tesi. O

Corollario 10.7.3 Sia X wuno spazio di Banach riflessivo e sia {x,} una
successione limitata in X. Allora esiste una sottosuccessione {x,, } di {x,}
che converge debolmente in X ad un elemento x € X.
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Dimostrazione Il sottospazio M = [{z,}] ¢ separabile (esercizio 10.5.9) e
riflessivo, essendo un sottospazio chiuso dello spazio riflessivo X (proposizione
10.5.3). Poiché {J, } & una successione limitata in M**, per il corollario
10.7.2 ¢’¢ una sottosuccessione {J,, } di {J,,} che converge debolmente* ad
un elemento o € M**. Per la riflessivita di M sara o = J, per un certo
x € M: quindi J,, 5 J, in M**, ovvero Fx, — Fx per ogni F' € M*.
Dato che ogni funzionale lineare continuo su X ¢ anche continuo su M, si ha
in particolare che z,, — x in X. Cio prova la tesi. 0O

Vediamo adesso un importante criterio di compattezza negli spazi L.

Teorema 10.7.4 (di Fréchét-Kolmogorov) Sia Q un aperto di RN e sia
K un sottoinsieme di LP(2), 1 < p < co. Se my(2) < oo, l'insieme K ¢
relativamente compatto in LP(Q)) se e solo se, prolungate a 0 fuori di §) tutte
le funziont di K, valgono le proprieta sequenti:

(i) K é limitato,

(ii) limsup/g[f(x%—h)—f($)|pdm:().

Se invece my(Q2) = +oo, linsieme K é relativamente compatto in LP(Q) se
e solo se oltre alle condizioni (1) e (ii), risulta

(iii) lim sup/ |f(z)]Pdz = 0.
O\B(0,R)

R—o00 fGK

Dimostrazione (=) Per ipotesi, dato ¢ > 0, esiste una e-rete per K:
quindi esistono fi,..., f,. € K tali che

min [f - fill, < V€K

1<k<m,

In particolare, cio implica che K ¢& limitato in LP(€), ossia vale (i). Inoltre,
se my () = 400, esiste R. > 0 tale che

/ fu@)Pde<e, k=1,....m.. VYR>R.,
O\B(0,R)

da cui, per ogni f € K e per ogni R > R.,

[ iorad s [I|f—fk||p+U |fk<:c>\pdxﬂ<2a
Q\B(0,R) SkSme Q\B(0,R)
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Cio prova (iii).
Proviamo infine (ii). Per 1 < k < m, sia g; € Cp(12) tale che ||fr — gill, < €
(esercizio 9.1.25). Prolungate le g a 0 fuori di 2, ed indicato con H. C 2 un
compatto la cui parte interna contenga I'unione dei supporti delle g, esiste
0. > 0 tale che

gu(@ + 1) = gr(@)| < ———, 1<k<m., |h| <.
mN(Hg)P

Allora per ogni f € K si ha per |h| < 0.

1f(+h) = FOlp <
— inf [|yf(-+h)—fk(-+h>up+\|fk(-+h>—gk(-+h)|!p+

1<k<mg
Hllgel- 4+ h) = g Ol + gk — Fally + i~ £l <
<20 fi— fllp+ 20— gellp + max gal+ 1) = gl < e

Cio prova (ii) e conclude la prima parte della dimostrazione.

(«<=) Sia {f,} una successione contenuta in K: proveremo che essa ha una
sottosuccessione convergente in LP(2). Supponiamo my () = oo: fissato
e > 0, per (iii) esiste R. > 0 tale che

/1 |fo(z)|Pde <e?  VYneN, VR>R..
O\B(0,R)
In base a (ii), scegliamo d. > 0 tale che
/ |fulz + h) — fo(z)]Pde < &P VYn eN, V|h| <4..
Q
Infine, sia s una mollificatrice (esercizio 5.4.5), e poniamo per 0 < § < d,

Ks={f*ps: €K}

Per ogni § > 0, Ks & un sottoinsieme di C(2N B(0, R.)) N C°(RY). Se
my(§2) < oo, avremo in particolare Q2N B(0, R.) = Q e 'argomentazione non
richiede I'uso di B(0, R.). Notiamo che per ogni z € RY si ha, in virtu di (i),

| % ps(@)| =

[, fa=estu dan| < Ul sl < Mllgsll, 1 € K
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inoltre, grazie a (ii), per |z — 2’| < . si ha

frple) = Frasa)] < [ 18— ) = e = plosty)dy <
R

< fC+a"=2) = fOlblleslly <elleslly VS € K.
Pertanto K; ¢ una famiglia equilimitata ed equicontinua in C(Q N B(0, R.)).
Dunque il teorema di Ascoli-Arzela (teorema 10.7.1) ¢ applicabile e pertanto
la successione {f, x @5} C Kj ha una sottosuccessione {f,, * ¢s} uniforme-

mente convergente in C(Q2N B(0, R.)). In particolare, esiste 1.5 € N tale
che

ank * P5 — fnh *SOJHp <
_1
S mN(Q N B(OaRS))l p||fnk *@5 - fnh *905”00 <e Vkah Z VE,&'

Adesso osserviamo che, essendo [px @s(z) dz = 1, risulta

IN

H%—ﬁ*wMZ{
Q

. [fa(z) = fulz — y)]es(y) dy ' daf} '

< /U | fu(2) = fn(x—y)!wa(y);wa(y)édyrdxr)S

JIREC jgx—>vw@wwf[ﬁgwdw@4q:

:‘/HEO— ful — ) Eosy) dy|” <
<sup [ful) = ful—p)lp <2 Vo<

ly| <6

=

IN

Quindi, scelto 6 = d. possiamo scrivere

||fnk - fnhHP <
S ”fnk - fnk *QO(SHP + ||fnk * Ps — fnh *905”}7 + anh * Qs — fnhHP <
<3¢ Yk h>uv..

Cio prova che la sottosuccessione { f,,, } converge in LP(£2). la tesi ¢ provata.
O
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Esercizi 10.7

1.

Si provi che se X e uno spazio di Banach riflessivo, ogni funzionale
F € X* assume massimo sulla palla unitaria chiusa di X.

Si provi che M = {f € C°a,b] : f(a) = 0} non ¢ riflessivo, e se ne
deduca che C°[a, b] non @ riflessivo.
[Traccia: si consideri il funzionale

=1 b—a
Fg—zmg(cH—n_’_l), feM,

n=0

e si utilizzi l'esercizio precedente.]

Si provi che ¢y non e riflessivo.
[Traccia: si utilizzi l'esercizio 7.3.11.]

Sia X uno spazio di Banach infinito-dimensionale e riflessivo. Si provi
che esistono una successione {z,} C X ed un elemento z € X tali che
T, = x mazx, A rin X.

[Traccia: utilizzando 'esercizio 10.1.11, si costruisca induttivamente
{zn} C X tale che ||z,||x =1 ¢ ||z, — zm||x > 5 per ognin>m ...]

. Si provi che in £, in £? e in £*° la palla unitaria chiusa non ¢ compatta.

Si provi che se p € [1,00[ e Y, a, ¢ una serie convergente di numeri
positivi, allora I'insieme

K={ze:|z,| <a, Vn €N}

¢ compatto in /2. Se p = 2 e a, = —— l'insieme K & detto cubo di

n+1
Hilbert.

Si provi che un sottoinsieme K C (C°[a,b] ¢ relativamente compatto
se e solo se ¢ limitato ed equicontinuo (secondo la definizione data
nell’enunciato del teorema 10.7.1).

(Teorema di Peano) Sia G un aperto limitato di R?, e sia f : G — R
continua. Si provi che per ogni (zg, ) € G il problema di Cauchy

y(z) = fz,y(@),  ylwo) = yo
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ha almeno una soluzione y € C(I), ove I ¢ un opportuno intervallo di
R centrato in xg.
[Traccia: sia M = supg |f|, e per ogni € > 0 sia ¢ > 0 tale che

|$—$1’<O'7 |y_y/|<2MU — |f<x7y)_f(x/7y/>|<€'

Sia A C G l'unione dei due triangoli chiusi delimitati dalle due rette
per (xg,yo) di coefficienti angolari M e dalle rette verticali z = a e
x = b (con a,b opportuni e tali che a < zg < b). Si costruiscano le
spezzate di Eulero nel modo seguente: si tracci da (zg,y) la retta di
coefficiente angolare f(xg, o), si fissi su di essa un altro punto (x1, 1),
e si tracci da esso la retta di coefficiente angolare f(z1,y;); fissato su
questa un altro punto (z,ys), si tracci da esso la retta di coefficiente
angolare f(x2,ys), e cosi via. Sia ora {¢,} una successione di funzioni
i cui grafici siano spezzate di Eulero passanti per (zg,¥o), con nodi
(€™ 5™ tali che 6, = max; (£ — ¢™) tenda a 0 per n — co. Si
verifichi che {¢,} ¢ un sottoinsieme limitato ed equicontinuo di C°[a, b]
e sia {1,,} una sottosuccessione di {¢,} uniformemente convergente in
[a,b] (esercizio 10.7.7). Indichiamo con ¢ il limite; sia N € N tale che
|thn — ¢llec < 2Mo € 0, < o per ogni n > N. Siano |z — 2'| < o, con
(ad esempio) z < 2/, e n > N; detti (xgn),yl(n)) i nodi della spezzata
grafico di v, sara =, < x < .41 < ... < x5 < &' < x4y 1. Si verifichi
che

Un(@) = Yu(@) = [Yu() — Yn(@r41)]+
+ Z [V (25) — Vn(@ip1)] + [UVn(s) — %(90/)] =

i=r+1
= f(xr,y)(® — 2p41) +

+ Z f(@isyi) (i — wiva) + flas, ys) (@ — ),

i=r+1

e dal fatto che |f(x;,y;) — f(x,¥n(z))| < e per i = r,r+1,...,s si
deduca che

@Z)n(x) — ¢n<x/)

x —x

- f(ZE, wn(‘r))

<e Vn>N, Vi €lz—o,x+0].

Si concluda, passando al limite per n — oo e per ' — x, che @ risolve
il problema di Cauchy.]
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Capitolo 11

Teoria spettrale

11.1 Spettro e risolvente

Questo capitolo e dedicato alla teoria spettrale degli operatori lineari su uno
spazio normato X: in altre parole, se T : X — X e lineare, studieremo la
struttura dell’insieme dei valori A tali che A\I — T e invertibile con inverso
continuo. Questa proprieta e di grande importanza nelle applicazioni, poiché
permette di ottenere teoremi di esistenza di soluzioni per equazioni vettoriali,
con le quali e possibile modellizzare svariatissimi fenomeni.

Consideriamo un operatore lineare A : D(A) € X — X in uno spazio di Ba-
nach complesso X; se lo spazio X e reale, si puo considerare il complessificato
di X (si veda l'esercizio 11.1.1).

Definizione 11.1.1 Sia A € C. Il punto X ¢é detto regolareper A se l’opera-
tore \I — A : D(A) — X ¢ iniettivo con immagine R(A\ — A) densa in X, e
se il suo inverso (AN — A)™' : R(\I — A) — D(A) ¢ continuo (rispetto alla
norma di X ). L’insieme

p(A) ={A € C: X ¢ regolare per A}

si dice insieme risolvente di A. L’operatore (A — A)™Y, che si denota con
R(\, A), si chiama operatore risolvente di A. L’insieme

g(A) =C\ p(A) = {) € C: X non ¢ regolare per A}

si dice spettro di A.
A sua volta lo spettro di A si decompone in questo modo:

spettro puntuale = P,(A) = {\A € C: Al — A non ¢ iniettivo},

305



spettro continuo = C,(A)={A € C: A — A ¢ iniettivo,
R\ — A) =X, (\[ — A)~! non & continuo},

spettro residuo = R,(A) = {A € C: A — A ¢ iniettivo, R(A] — A) C X}.

Osservazione 11.1.2 Se A ¢ un operatore lineare chiuso, e se A € p(A),
allora R(A] — A) = X, ciot A\I — A ¢ bigettivo con inverso (A — A)~! definito
su tutto X. Infatti, se y € X = R(A — A), esiste {z,} C D(A) tale che
A\r, — Az, — y; la continuitd di (A —A)~! implica che {x, } ¢ di Cauchy in X
e quindi converge a un elemento x € X. Ne segue che Ax,, — —y+\z: poiché
A ¢ chiuso, si conclude che x € D(A) e Ax =y — Az, cioe y € R(\ — A).

Esempio 11.1.3 Sia A : C" — C"™ un’applicazione lineare, rappresentata
rispetto alla base canonica dalla matrice {a;;} che denotiamo ancora, seppur
impropriamente, con A. L’equazione Az — Ax = 0 ha 'unica soluzione x = 0
se e solo se A non e un autovalore della matrice A; in tal caso, I'operatore
(M — A)~! & definito su tutto C" ed & continuo. Quindi A € p(A) se e solo se
A non ¢ un autovalore. In definitiva, 0(A) ¢ l'insieme degli autovalori della
matrice A.

In analogia con il caso delle matrici, si ha la seguente

Definizione 11.1.4 Sia A : D(A) C X — X un operatore lineare in uno
spazio di Banach complesso X . I punti X dello spettro puntuale di A si dicono
autovalori di A; i vettori non nulli x € X tali che A\x — Ax = 0 si dicono
autovettori di A relativi all’autovalore .

Proposizione 11.1.5 Sia X uno spazio di Banach. Se A: D(A) C X — X
¢ un operatore lineare chiuso, allora p(A) é aperto in C e quindi o(A) é
chiuso.

Dimostrazione Se p(A) & vuoto, allora ¢ aperto. Altrimenti, fissiamo \ €
p(A): per 'osservazione 11.1.2, (\[ — A)~! € £(X); proviamo che se ¢ € C
e [[(AM = A)||zx) - € < 1 allora risulta A — ¢ € p(A).

Per ogni k € N sia By = ¢ _ "M — A)™; {B)} ¢ una successione di
Cauchy in £(X) per la scelta di . Poniamo B =Y~ &"(A] — A)™": allora
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B € L(X). Verifichiamo che B(AI — A)~! ¢ I'inverso di (A —&)I — A. Per
ogni k € N si ha

By — A)"Y(A— )] — Al = By[I — e(\[ — A)1] =

k
= Zgn(/\] — AT — (M — A)—l] —7_ 5k+1(/\] _ A)_(k'H),
n=0

e per k — oo segue che
BOM = A) (A = &) — A] = I|pa).
Analogamente si ha per ogni k € N e per ogni x € X
(A= &) — A|By(M — A) ' = o — P (AT — A) (kD

posto 2z, = Bip(Al — A)7lx, per k — oo risulta allora z, € D(A), 2z, —
B —A)"'z e [(A—¢e)I — Alzx — x. Poiché (A—¢e)I — A & chiuso, si ottiene
che BT — A)"'z € D(A) e

(A=)l —AIBM -A) Hz=2 VrxeX. O

Proposizione 11.1.6 Sia X wuno spazio di Banach. Se A € L(X) e se
Al > || Allzexy » allora X € p(A).

Dimostrazione Se |[A| > ||A||z(x), si verifica che 'operatore B = § 3> 4=

inverte A\l — A. O

Esempi 11.1.7 (1) Poniamo X = Cfa,b], D(A) = X, (Af)(t) = tf(t) per
ogni t € [a,b]. Allora A € L(X) e ||A]|z(x) = max{|al|,|b]}. Poiché

M -Af=0 < K-0fO=0 < f{H)=0,

si ha che \I — A ¢ iniettivo per ogni A € C, e quindi P,(A) = 0. Poi, se

A ¢ [a,b], allora per ogni g € X la funzione f(t) = 2 appartiene a X e

A—t
verifica la relazione f = (A — A)~1g. Inoltre

[flloe < sup 19]lse

tefap] | A — 1t

cosicché [a,b] D o(A). Viceversa, se A € [a,b] si ha

RM —A)={g€ X : g(\) =0e g ¢ derivabile nel punto A},
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e questo insieme non ¢ denso in X. Pertanto C,(A) =0 e R,(A) = 0(A) =
la,b].
(2) Sia X = Cla,b], D(A) = C'[a,b] e A = L. Poiché \f(t) — f'(t) = 0

dt
se e solo se f(t) = ce, si ha che ogni A € C ¢ autovalore per A. Pertanto

o(A) = P,(A)=C.

(3) Poniamo stavolta X = Cla,b], D(A) = {f € C*[a,b] : f(a) =0}, A= 4:
I'equazione A\f — f' = g ha lI'unica soluzione f(t) = —eM fat e g(7) dr;
di conseguenza (Al — A)~! ¢ definito su tutto X ed & continuo. Pertanto

a(A) = 0.

(4) Sia ancora X = C[a,b], con D(A) = {f € C'a,b] : f(a) = f(b) = 0}
e A= %. Si vede subito che lo spettro puntuale ¢ vuoto. D’altra parte
I'equazione \f — f’ = g ha I'unica soluzione f(t) = —eM fat e Mg(7)dT se e

solo se g verifica la condizione di compatibilita fj e *g(t)dr = 0. Dunque
I'immagine R(A] — A) non ¢ densa in X e pertanto 0(A4) = R,(A) = C.

(5) Consideriamo ancora una volta A = < nello spazio X = Cla,b], con
dominio D(A) = {f € C'a,b] : f(a) = Kf(b)}, essendo K un fissato
numero reale non nullo. L’equazione Af — f* = 0 ha soluzione non nulla per
A= %, k € Z, per cui P,(A) ¢ dato dallinsieme di questi punti. Gli
altri punti di C sono in p(A) in quanto risulta per ogni g € X

B Ke fb e Mg(7)dr Lo
(M — A)~Lg](t) = — 6/\2 —Teo eM — e’\t/a e g(r)dr.

In definitiva, o(A) = P,(A) = {loglKl—HkM}k .
S

a—b

(6) Sia X = (? e A € L(¢?) definito da (Az), = ... Lo spettro puntuale &
{\ € C: |\ < 1}, mentre lo spettro continuo & {\ € C: [A\| = 1} e lo spettro
residuo € vuoto (si vedano la proposizione 11.1.6 e l'esercizio 11.1.5).

Esercizi 11.1

1. (Complessificazione di uno spazio normato reale) Sia X uno spazio
normato reale. Su X? = X x X consideriamo le operazioni di somma
e di prodotto per scalari complessi cosi definite:

(#,9) + (u,0) = (z +uw,y + ), (a+ib)(z,y) = (ax — Py, Br + ay).
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(i) Si definisca = + iy = (x,y) e si verifichi che

(x +iy) + (u+ ) = (x +u) +i(y + v),
(a+1iB)(z +iy) = (ax — By) +i(Br + ay) Vo, B € R,

per ogni z,y,u,v € X e o, € R.
(il) Posto X¢ = {z + iy : z,y € X}, si verifichi che X¢ ¢ uno spazio
vettoriale complesso, che

|z +iy||x. = sup |z cos?+ysind|x
9€[0,27(

¢ una norma su X¢ e che X si immerge isometricamente in Xc.
(iii) Si mostri che, in generale, la funzione p(x + iy) = ||z||x + |lyllx

non € una norma su Xc.

. Sia X uno spazio di Banach di dimensione finita. Se T": X — X ¢

lineare, si provi che o(T") # 0, e che quando X ¢ reale puo capitare che
o(T)NR = 0.

. Sia X uno spazio di Banach e sia A : D(A) € X — X un operatore
lineare chiuso. Si provi l'identita del risolvente

R(A’ A) - R(M? A) = (M - A)R(/\v A>R(:u’ A) VA € p(A)

. Sia X uno spazio di Banach e sia T' € £(X). Si provi che /\ — R(\,T)
¢ un’applicazione olomorfa da p(T) in £(X), e si calcoli L R(\, T). Se

(
ne deduca che se T' € L(X) allora o(T) # ()

. Sia X uno spazio di Banach e sia A € L£(X). Se A appartiene alla
frontiera di o(A), si provi che A € P,(A)NC,(A).

. Sia X uno spazio di Banach e sia A € £(X). Dimostrare che:

(i) se A € o(A), allora A" € o(A™) per ogni n € N;

(i) se |A| > liminf, ||A”||1/n allora A € p(A);

(iii) esiste il limite lim, o ||A”H2/&) Tale limite si chiama raggio
spettrale di A e si indica con r,(A).
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10.

11.

12.

13.

[Traccia: per (iii), posto r = liminf, ||A”H1/” e fissato ¢ > 0, si
scelga m € N* tale che ||Am||l/m elr—e,r+ 5[, si osservi che per
n > m risulta, scelto k € Nt in modo che km <n < (k+1)m

km

L —km % m n nifm
14" Z oy < 1A ey - 1A Wy < [IA™NZ ] ™ 14D e

Essendo % < % < ™ si deduca che

n—km

[All %) — 1 per n — oo;

essendo 1 — 2 < ¥ <1 si concluda che lim sup HA"HE/T)L() (r+e).]

n—00

Sia A : D(A) € X — X un operatore lineare chiuso nello spazio di
Banach X, tale che 0 € p(A). Si provi che se A # 0 si ha A € 0(A) se
e solose \™t € g(A7h).

Siano X = (%, D(A) = {z € X : Y 7 n?|z,|* < oo}, (Ax), = nz,
per ogni n € N. L’operatore A ¢ chiuso? L’aggiunto A* esiste? Si
determini o(A).

Sia T : £ — (% loperatore definito da
(Tz)p = Tpso VYn €N, x e (2.

(i) Si calcoli la norma di 7'
(ii) Si scriva l'operatore aggiunto 7.

(iii) Si trovino gli autovalori di T

Sia X uno spazio di Banach e sia T' € £(X) un’isometria. Si provi che
P,(T)C{AeC: |\ =1}

Sia H uno spazio di Hilbert e sia T' € L(H) un operatore unitario (cioe
tale che TT* = T*T = I). Si provi che o(T) C {A € C: || = 1}.

Sia H uno spazio di Hilbert e sia T' € L(H) autoaggiunto. Si provi che
R,(T) = 0.

Sia H uno spazio di Hilbert e sia T" € L(H). Si provi che A € p(T) se
e solo se A € p(T™).
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11.2 Operatori compatti

Mentre per gli operatori lineari su spazi di dimensione finita si puo formulare
una teoria esauriente, lo studio degli operatori lineari su spazi di dimensione
infinita costituisce un problema vastissimo e complicato. Tuttavia, alcune no-
tevoli clsssi di operatori possono essere descritte in maniera sufficientemente
completa. Una delle pitt importanti e la classe degli operatori compatti: essi
infatti da una parte godono di proprieta analoghe a quelle degli operatori a
immagine finito-dimensionale, e quindi se ne puo fornire una descrizione ac-
curata, e dall’altra giocano un ruolo fondamentale in numerose applicazioni,
e in particolare nella teoria delle equazioni integrali.

Definizione 11.2.1 Siano X e Y spazi normati. Un operatore lineare A :
X — Y si dice compatto, o completamente continuo, se € continuo e tra-
sforma insiems limitati di X in insiemi relativamente compatti di Y .

Dalla definizione segue che gli operatori compatti sono continui; si noti che
il viceversa e falso se dimY = oo: l'identita I : Y — Y non e compatta.
Notiamo anche che, evidentemente, per ottenere la compattezza di un ope-
ratore A € L£(X,Y’) basta mostrare che 'immagine della palla unitaria di X
e relativamente compatta in Y.

Esempi 11.2.2 (1) Se dimY < oo, ogni operatore A € L(X,Y') & compat-
to.

(2) Sia A : (* — (? definito da (Az), = ;2 per ogni n € N. L’immagine
della palla unitaria ¢ contenuta nel cubo di Hilbert (esercizio 10.7.6), il quale
¢ un sottoinsieme compatto di £2: ne segue che A & un operatore compatto.

(3) Se M & un sottospazio chiuso di uno spazio di Hilbert H, la proiezione
ortogonale P); & un operatore compatto se e solo se M ha dimensione finita.

(4) Sia K una funzione di due variabili continua in [a,b] X [a,b] e sia A :
Cla,b] — Cla,b] I'operatore integrale definito da Af(t) = fabK(t, s)f(s)ds
per ogni t € [a,b]. Utilizzando il teorema di Ascoli-Arzela (teorema 10.7.1)
non e difficile verificare che A € un operatore compatto.

(5) Un caso particolare dell’esempio precedente si ha quando K(t,s) = 0
per t < s: in questo caso si ha Af(t) = f(f K(t,s)f(s)ds e A viene chiamato
operatore integrale di Volterra. Per tale operatore valgono le stime, verificabili

311



per induzione,

IA™ | zcctas)y < K5 Vn € N;

(b—a)"
|
dunque la serie Y0 [N 7" H]A"|| £(cap) © convergente per ogni A € C\ {0},
e di conseguenza la serie > 2 A"t A" definisce un operatore che, come
si verifica facilmente, coincide con R(A, A). In definitiva, per ogni fissata

g € Cla,b] 'equazione integrale di Volterra

MO~ [ K956 =g, te b,

¢ univocamente risolubile in C/[a, b] qualunque sia A € C\ {0}. Al contrario,
come si vedra in seguito, si ha 0 € g(A).

Vediamo adesso le principali proprieta degli operatori compatti fra due spazi
normati X e Y. E evidente dalla definizione che essi formano un sottospazio
di £(X,Y); il risultato che segue mostra che tale sottospazio ¢ chiuso allorché
Y e completo.

Proposizione 11.2.3 Sia X uno spazio normato e sia Y uno spazio di Ba-
nach. Sia {A,}nen+ una successione di operatori compatti da X a'Y tale
che A, — A in L(X,Y): allora A é un operatore compatto.

Dimostrazione Sia {z,} C X tale che ||z,||x < K per ogni n € N: dob-
biamo provare che {Az,} ha una sottosuccessione convergente in Y. Poiché
Ay e compatto, esistono un elemento y; € Y e una prima sottosuccessione
{xg)} C {x,} tale che Azl =y in Y per n — oo. Poiché A, & com-
patto, esistono un altro elemento y, € Y e una seconda sottosuccessione
{2} € {2V} tale che Azl?) — y; in Y per n — oo, i = 1,2. Iterando il
ragionamento, per ogni k € NT, essendo A;, compatto, esisteranno un k-simo
elemento yx € Y e una k-sima sottosuccessione {xff)} C {:c%kil)} tale che
Aixff) —y; inY pern—oo0,i=1,2,... k.

Consideriamo adesso la successione {L@}, la quale, salvo che per i suoi primi
k termini, e estratta da {m%k)} e in particolare e una sottosuccessione della
successione originaria {x,}: per essa risulta Aix%”) — y; in Y per n — o0
qualunque sia i € NT. Fissiamo dunque € > 0: esiste k. € NT tale che
|A — Agllzx,y) < €. Allora, dato che Akex,(@n) — Y., esiste v, € N tale che
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| Ak (x%”) — x,(ﬁl))Hy < ¢ per ogni n,m > v.. Ne segue, per ogni n,m > v,

Az — Az{P|ly = [|Az(Y — A el |ly +
A, (@) = 28 [ly + (| Ak al? — Azl |y <
< 2eK +e.

Dunque la successione {Aa:%n)} e di Cauchy in Y. Poiché Y e completo, essa
e convergente in Y. O

Nella proposizione precedente la completezza di Y ¢ essenziale, come mostra
il seguente

Esempio 11.2.4 Sia B : ¢y — (* definito da (Bx), = ;2 per ogni n € N.
Poniamo X = (co, || - [|o0), Y = (R(B), || - ||ez), e consideriamo gli operatori

B,, € L(X,Y) cosi definiti:

(Bo)y — k’”—fl se k <n,
nd )k —
0 se k > n;

i B,, avendo immagine finito-dimensionale, sono compatti. Si ha B,, — B in
L(X,Y) per n — oo; d’altra parte, considerando la successione {y™} C X

(n) L sek <n . . .. .
data da y, ' = 0 h essa € chiaramente limitata in X mentre,
se k > n,

1/k sek<n

0 se k >n,

prova che {By™} & una successione di Cauchy in Y che non converge in
Y (e in particolare Y non ¢ completo), cosicché {By™} ¢ un insieme non
relativamente compatto in Y. In particolare B : X — Y non e un operatore
compatto. Si osservi tuttavia che B : ¢y — ¢? & compatto.

essendo (By™), = { si ha By™ — {1}, e Nt ¢ Y. Cio

Dalla proposizione 11.2.3 segue subito:

Corollario 11.2.5 Sia X uno spazio normato e sia Y uno spazio di Banach.
Allora gli operatori che sono limiti in L(X,Y) di successioni di operatori ad
immagine finito-dimensionale sono compatti. 0O

Il viceversa del corollario precedente e falso in generale, ma e vero, come
vedremo, se X e Y coincidono con uno stesso spazio di Hilbert H.

Proposizione 11.2.6 Siano X,Y,Z spazi normati, siano A € L(X,Y) e
B e L(Y,Z). Se uno dei due operatori ¢ compatto, allora Bo A é compatto.
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Dimostrazione Immediata conseguenza della definizione 11.2.1. 0O

Proposizione 11.2.7 Sia X uno spazio normato e sia A € L(X) un opera-
tore compatto e iniettivo. Allora si ha 0 € p(A) se e solo se X ha dimensione
finita.

Dimostrazione Se X ha dimensione finita, gli operatori lineari da X in
sé sono tutti continui e compatti, e se sono iniettivi sono anche surgettivi
con inverso continuo. Quindi 0 appartiene al loro risolvente. Viceversa, sia
A € L(X) compatto e iniettivo e sia 0 € p(A): allora A ¢ anche surgettivo
e A7 € L(X). Dunque I = A'A & un operatore compatto in virtl della
proposizione precedente: pertanto X ha dimensione finita. 0O

Corollario 11.2.8 Sia X uno spazio normato di dimensione infinita. Se
A € L(X) é un operatore compatto, allora 0 € o(A). O

Proposizione 11.2.9 Siano X e Y spazi normati e sia A € L(X,Y). Se
A é compatto, allora A* é compatto; viceversa, se A* & compatto e Y é uno
spazio di Banach, allora A é compatto.

Dimostrazione (=) Per provare che A* ¢ compatto dimostreremo che se
W & un sottoinsieme limitato di Y* allora A*(W) e totalmente limitato in X™*:
dato che X* & completo, cio implichera che A*(WW) ¢ relativamente compatto
in X*, che & quanto basta. Siae > 0: posto S = {z € X : ||z||x = 1}, essendo
A compatto l'insieme A(S) ¢ totalmente limitato in Y. Quindi esistono
Z1,...,x, €5 tali che

min ||Azx — Az,|ly <e  VzeS.
1<i<n

Definiamo l'operatore B : Y* — C" ponendo Bg = (g(Ax),...,g9(Ax,)) per
ogni g € Y*. Allora

%’* AH%(X,Y);

Bgl? = " lg(Ax;)|]* < nl|g]

i=1

cosicché B € L(Y*,C"). Dato che B ha immagine finito-dimensionale, 'in-
sieme B(W) & totalmente limitato in C™: quindi esistono gy, . .., g, € W tali
che

min |Bg; — Bg|, < ¢ Vg e W.

1<j<m
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Dunque, fissata g € W, & possibile scegliere un indice jg fra 1 e m (dipendente
da ¢) in modo che

‘g(A.I'1>—g]0(ALUZ)| <eg, 221,,71
Vogliamo adesso valutare la quantita

1A%g50 — A%l

x+ = sup |gj,(Az) — g(Az)|.
€S

Per ogni fissato x € S, sia ip l'indice fra 1 e n (dipendente da x) tale che
|Az — Az, ||y < €; allora si ha

1940 (Az) — g(Az)| <
< 1950 (Ax) = gjo (Aio)| + |95 (Aziy) — g(Awio )| + [9(Azig) — g(Az)| <

< (lgs Y*) -

Da questa relazione, per 'arbitrarieta di x € S, segue che

v+ +lglly)e+e < (1 + 2 sup ||g|
geW

xe < [|A%g5 — A9

min ||[A%g; — A%g|

1<j<m

x+ < (1+28up Hg!w)e Vg e W.
geWwW

Cio prova che A*(W) ¢ totalmente limitato in X*.

(<) L’argomentazione ¢ del tutto analoga. O

Proposizione 11.2.10 Siano X e Y spazi normati e sia A € L(X,Y) un
operatore compatto. Allora l'immagine R(A) é separabile; inoltre R(A) é uno
spazio normato completo se e solo se ha dimensione finita.

Dimostrazione Proviamo la separabilita. Dato che R(A) = |, -, A(nB),
ove B ¢ la palla unitaria chiusa di X, basta mostrare che A(B) & separabile.
Poiché A & compatto, 'insieme A(B) ¢ relativamente compatto in Y e dunque
totalmente limitato: quindi per ogni m € N¥ esistono yi",...,y;" € A(B)
tali che

. . 1
inf y—ylly < Vye AB).

1<i<pm

Ne segue che {y/" : 1 <i < p,,,m € Nt} ¢ un sottoinsieme numerabile denso
in A(B).

Dimostriamo l'altro enunciato. Ovviamente, se la dimensione di R(A) e
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finita, allora R(A) ¢ completo. Viceversa, supponiamo che Z = R(A) sia
completo. Siccome A : X — Z e compatto, anche A* : Z7* — X* & compatto
(proposizione 11.2.9). Inoltre A* & iniettivo: infatti se f € Z* e A*f =0
allora f(Az) = 0 per ogni z € X, ovvero, per la surgettivita di A : X — 7,
fy = 0 per ogni y € Z: pertanto f = 0. In definitiva, A* : Z* — R(A*) ¢
bigettivo. Proviamo che (A*)~! : R(A*) — Z* ¢ continuo: se cosi non fosse,
esisterebbe { f,} C Z* tale che

lim ||A*f,|
n—00

x+ =0, lim || f||z+ = +o0.

n—oo
Quindi (A*f,)x — 0 in C per ogni = € X, cioe f,y — 0in C per ogni y € Z.
Essendo Z completo, per il teorema di Banach-Steinhaus si conclude che
{fn} ¢ limitata in Z*, e ci0 ¢ assurdo. Dunque A* : Z* — R(A*) ¢ compatto,
bigettivo e ha inverso continuo. Dalla proposizione 11.2.7 si ottiene allora
che Z* ha dimensione finita e infine che dim Z = dim Z* < co. O

Esercizi 11.2

1. Siano X,Y spazi normati e sia {A,} C £(X,Y) una successione di
operatori compatti tale che A,x — Ax in Y per n — oo. L’operatore
A e necessariamente compatto? E continuo?

2. Siano X,Y spazi di Banach con X riflessivo, e sia A € L(X,Y). Si
provi che A & compatto se e solo se Ax,, — Ax in Y per ogni x,, —
in X; si provi poi che quando X non é riflessivo tale condizione non e
sufficiente per la compattezza di A (ma € sempre necessaria).

3. Sia X uno spazio di Banach. Se A € £(X) ¢ bigettivo, si provi che A
e compatto se e solo se dim X < oc.

4. Sia Tf(z) = 22 f(z) per f € L*(a,b).

(i) Si provi che T' € L(L?*(a,b)) e se ne calcoli la norma.
(ii) Si mostri che T" non ha autovalori e che o(T") = [0, || 7]

5. Fissata g € Cla,b], sia A : Cla,b] — Cla,b] definito da Af(z) =
f(@)g(x).

(i) Si calcoli ||A|| e si provi che se g # 0 allora A non ¢ compatto.

316



(ii) Per quali g 'operatore A ha autovalori?

(iii) Se A ha autovalori, si provi che essi sono al pitt un’infinita nume-
rabile.

. Sia A loperatore dell’esempio 11.2.2 (2). Si provi che (A — A)™!,
quando e definito, € un operatore compatto, e se ne determini lo spettro.
Si analizzi poi la situazione per gli operatori degli esempi 11.2.2 (3) e
11.2.2 (4).

. Siano XY spazi di Banach e siano A, B € £(X,Y’) con B compatto.
Si provi che se R(A) C R(B), allora anche A & compatto.

. Sia X = (0, 1] e poniamo T'f(t) = fot %ds.

(i) Si calcoli [|T]|z(x);
(ii) Si provi che T' & compatto e se ne determini lo spettro;

(iii) per A € p(T) si scriva esplicitamente 'operatore R(\, T').

[Traccia: per A # 0 si consideri 'equazione A\f — T f = g supponendo
dapprima g € C'[0,1]: si osservi che se f ¢ soluzione allora f € C'.
Derivando, si ottiene I'equazione Af' — f = ¢/, la cui soluzione (metodo
di variazione delle costanti seguito da una integrazione per parti) e
ft) =3g9(t)+ 5= fot elt=9)/2g(s)ds. Infine si noti che tale espressione ha
senso per ogni g € C[0,1]...]

. Sia A loperatore integrale dell’esempio 10.4.6 (2). Si provi che A :
L?*(a.b) — L*(a,b) & compatto.

11.3 Operatori compatti in spazi di Hilbert

Nel caso di operatori compatti da uno spazio di Hilbert in sé, la teoria diventa
piu interessante e completa. Per cominciare, analizziamo il comportamento
di un operatore compatto rispetto alla convergenza debole.

Proposizione 11.3.1 Sia H uno spazio di Hilbert e sia A € L(H). Allora
A ¢ compatto se e solo se per ogni {x,} C H tale che x,, — x in H risulta
Az, — Ax in H.
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Dimostrazione (<=) Sia K C H un insieme limitato e sia {z,} una suc-
cessione contenuta in K. Per il corollario 10.7.3 esiste una sottosuccessione
{zy, } tale che z,,, — x € H. Per ipotesi, cio implica Az, — Az, il che mo-
stra che A(K) e relativamente compatto. Dunque 1'operatore A & compatto.

(=) Viceversa, sia A compatto e sia {z,,} una successione tale che z,, = «
in H. Allora per l'esercizio 10.6.7 si ha Az, — Az in H. Se, per as-
surdo, ||Az, — Az||g non tendesse a 0, esisterebbe una sottosuccessione
{zn,} € {x,} tale che ||Azx,, — Ax|lg > €9 > 0 per ogni k£ € N. D’altra
parte, per la limitatezza di {z,,} e la compattezza di A, sarebbe possibile
estrarre un'ulteriore sottosuccessione {z, } C {xy, } tale che Az], —y € H.
A maggior ragione allora Az;, — y, e per l'unicita del limite debole (eserci-
zi0 10.6.5) si deduce che y = Az, e cio ¢ assurdo. Pertanto Az, — Az in H.
0

Proposizione 11.3.2 Sia H uno spazio di Hilbert e sia A € L(H). Allora
A é compatto se e solo se per ogni {x,} C H tale che x, — x in H risulta
(Azy, xn)g — (Az,2)y.

Dimostrazione (=) Sia A compatto e sia x,, — x in H. Per avere la tesi
basta osservare che

|(Azy, ) g — (Az, ) | |(Az,, — Az, x| + |(Az, z, — 2)g| <

<
< Az, — Azl ml|znllg + |(Az, 2, — 2)H]|

e che 'ultimo membro e infinitesimo per n — oo in virtu della limitatezza di
N

(«<=) Viceversa, osserviamo anzitutto che se z, — 0 e y,, — 0 in H, allora si
ha anche z, + ay, — 0 per ogni o € C: quindi, per ipotesi,

(Azna Zn)H — 07 (Ayna yn)H — 07 (A<Zn + ayn); Zn + Oéyn)H — 0.

Scegliendo a = 1 e o = i, per differenza si ottiene che (Azy,, y,)g — 0.

Cio premesso, sia x,, — x in H e sia z, = x,, —x, cosicché z, — 0. Poiché, per
I’esercizio 10.6.7, Az, — 0, scegliendo y, = Az, 'argomentazione precedente
mostra che ||Az,||g — 0, ossia Ax,, — Az. La proposizione 11.3.1 implica
allora che A e compatto. O

Analizziamo ora la struttura dello spettro degli operatori compatti e autoag-
giunti in uno spazio di Hilbert. Il primo enunciato estende un noto risultato
algebrico valido per le matrici hermitiane.
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Proposizione 11.3.3 Sia H wuno spazio di Hilbert e sia A € L(H) un
operatore autoaggiunto. Allora:

(1) gli autovalori di A sono reali;
(ii) autovettori relativi ad autovalori distinti sono fra loro ortogonali.

Dimostrazione (i) Se Az = Az con = # 0, allora
Malfy = (Az,2)g = (2, Av)g = Mzl ,

da cui A € R.
(i) Se Az = Az e Az’ = N2/ con z,2" #0 e X\ # X, allora a causa di (i) si
ha

Mz, 2y = (Az, 2"y = (z, Ax )y = N(z,2")g = N(2, 2 ),

dacuiz L 2. O

Proposizione 11.3.4 Sia H uno spazio di Hilbert, sia A € L(H) un ope-
ratore autoaggiunto e sia Q(x) = (Az,x)y la forma quadratica associata ad
A; poniamo

m= inf Q(z) M = sup Q(z).

)
=]l =1 || =1

Allora:
(i) si ha —oo <m < M < 400 e ||Al| gy = max{|m|, |[M|};

(i) supposto A anche compatto, se m < 0 allora m é autovalore di A, se
M > 0 allora M ¢é autovalore di A.

Dimostrazione (i) Anzitutto, evidentemente, Q(x) & reale per ogni z € H,
sitham<Me

max{|m/|,|M|} < sup |Q(z)

Izl =1

< Al < oo

Se A = 0 allora, banalmente, 0 = ||A| zx) = max{|m/|,|M|}; supponiamo
dunque A # 0 e poniamo

N = max{[m|,[M[} = sup [Q(z)]:

=l =1
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allora, come si ¢ osservato, 0 < N < ||A||zm). D’altra parte, essendo A
autoaggiunto,

(Alx+y),z+y)w — (Alx —y),x —y)g = 4Re(Ax,y) g,

da cui, grazie all'identita del parallelogrammo (proposizione 7.2.9), otteniamo
per ogni xz,y € H

ARe(Az,y)n < [(Alz+y),z+y)ul+[(Alz —y),z —y)ul| <
< N lle+yllf + lle = yllz] = 2N (=l + lyliz] -
Per ogni x € H tale che ||z||g = 1 e Ax # 0, scegliendo y = ”fﬁ si ricava

|Az|[z < N: dunque [|Al|lzr) < N.

(ii) Sia A compatto e autoaggiunto. Sia m < 0 e sia {z,} C H tale che
|lenllg = 1 e (Axp, x,)p — m: allora esiste una sottosuccessione {x,, } C
{z,} tale che x,, — x, con x € H; per la proposizione 10.6.2 risulta |||y <
1. Poiché A e compatto, in virtu della proposizione 11.3.2 otteniamo

(Az,x)g = ;L%(Axnk, T, )i =m <0,

e in particolare z # 0.
Osserviamo ora che si ha necessariamente ||z||z = 1: se infatti fosse 0 <
lz|lg < 1, avremmo (Az,z)g = m < m|z|/% , da cui

(A__> <m
Nzl |zlle )
il che & assurdo.

Consideriamo allora 'operatore A—ml: esso e autoaggiunto e positivo, ossia
verifica

(A—ml)x,z)y =0, (A=ml)z,2)g >0 Vze H.
Per I'esercizio 8.2.7, si ha
(A —mDz, 2)gl> < (A—=mDz,2)g - (A—ml)z,2)g =0  Vz € H,

da cui Ar = mzx. Essendo z # 0, il numero m & autovalore di A con
autovettore z. Discorso analogo se M > 0. 0O
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Osservazioni 11.3.5 (1) Se i due numeri m e M hanno lo stesso segno,
non & detto che entrambi siano autovalori per A: ad esempio, in H = (% per
Poperatore (Az), = (1++)x,, n € N, siha M = ||Alzry =2em =1, ma
Ax = x se e solo se z = 0.

(2) Dalla proposizione 11.3.4 (i) segue facilmente, analizzando tutti i casi
possibili, che almeno uno fra i due numeri %||A| zx) ¢ autovalore di A.

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente teorema, che ¢ un’estensione
della proprieta di diagonalizzazione delle matrici hermitiane in CV.

Teorema 11.3.6 (spettrale) Sia A € L(H) un operatore compatto e au-
toaggiunto nello spazio di Hilbert H.

(i) Se dimR(A) = n < oo, allora A possiede n autovalori reali Ay, ..., A,
diversi da 0 (non necessariamente distinti), pit ’autovalore 0 quando
dim H > n, ed esiste un sistema ortonormale {x1,...,z,} di autovet-

tori relativi ai Ay, tale che

Ax:Z/\k(x,xk)ka Ve e H,;

k=1
wnoltre
O—(A) _ {)\k}lgkgn se dim H = n,
{)\k}lgkgn U {0} se dim H > n.

(ii) Sedim R(A) = oo, allora A possiede un’infinita numerabile di autovalori
reali {\,}ren+, diversi da 0 (non tutti necessariamente distinti), tali
che |Ag| > |Ags1] per ogni k € NT e Ay — 0 per k — oo, ed esiste un
sistema ortonormale {xg tren+ di autovettori relativi ai Ay, tale che

Aa::Z/\k(x,xk)Hmk Vo € H;
k=1

inoltre
o(A) = { M ren+ U{0}.

In particolare, ogni autovalore di A ha molteplicita finita. Infine, il si-
stema ortonormale {xy} € completo in H se e solo se 0 non é autovalore

di A.
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Dimostrazione Se A = 0 tutti gli enunciati sono banalmente veri: si ha
n = 0 e 'unico autovalore di A & 0. Supporremo dunque A # 0. Ricordando
I'osservazione 11.3.5 (2), sia A; € R un autovalore di A con |A\i| = ||Al|zm) e
sia x; un corrispondente autovettore di norma unitaria. Detto M, il sotto-
spazio generato da x;, notiamo che il sottospazio Mi- ¢ invariante per A, in
quanto

ye Mt = (Ay, )y = (y, Az = M(y,21)g =0 = Ay e M.

Consideriamo allora la restrizione A| MLl essa e un operatore compatto e

autoaggiunto nello spazio di Hilbert M. In virt dell’osservazione 11.3.5
(2), esiste un autovalore A2 € R con [Ao| = [|Allza2) < [M]; scelto un
autovettore corrispondente x5 di norma unitaria, consideriamo il sottospazio
M, generato da M; e da xy: esso € ancora invariante per A e dunque la
restrizione A My ¢ un operatore compatto e autoaggiunto nello spazio di

Hilbert Mj-. Iterando questo procedimento si presentano due casi:

(a) dim R(A) < oo: in questo caso esiste n € NT tale che Afy1 = 0. Se
dim H = n, cio significa che M = {0}, mentre se dim H > n allora
M = ker A, ossia tale sottospazio ¢ generato da autovettori relativi
all’autovalore 0;

(b) dim R(A) = oo: in questo caso esiste una successione {\; bren+ C R tale
che A\ € autovalore non nullo di A e |Ax| > |A\py1] per ogni k& € Nt
Si ha inoltre Ay — 0 per k — oo: infatti i corrispondenti autovettori
xp, formano un sistema ortonormale e pertanto convergono debolmente
a 0in H, da cui, essendo A compatto, ||Azg| x| kx| — 0 in virtu della
proposizione 11.3.1.

Da quanto detto segue in particolare che ogni autovalore ha molteplicita

finita. Nel caso (a) si ha anche, ovviamente, la formula di rappresentazione

n n

Ax = Z(Ax,xk)H T = Z(m,Amk)H T = Z)\k(x,xk)H x, Vo e H.

k=1 k=1 k=1

Proviamo la formula di rappresentazione nel caso (b). Sia x € H e poniamo
Yp = T — Zzzl(l',l’h)}] xy. Poiché y, € M-, per definizione dei )\, sara
| Ayl < Vel - llgellirs ma essendo

k
lyellz = =% = Y 1@, zn)ul® < [l vk €N,

h=1
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si ricava ||Aykllg < [Me+1] - |||z — 0 per k — oo. Pertanto, osservando che

k

k
Ay = Az =Y (w,an)m Ay = Az = N, 2 o
h=1 h=1

si conclude che
o0
Aa::Z)\k(:B,xk)ka Vo € H.
k=1
Proviamo infine le asserzioni relative allo spettro di A. Mostriamo anzitutto
che A non ha altri autovalori A # 0 distinti dai A\;: se infatti xq fosse un

autovettore di norma unitaria relativo a A, allora per la proposizione 11.3.3
avremmo

vy = Axg = Z Me(xo, Tp) g xp = 0,
k

da cui xg = 0, il che & assurdo.

Sia ora A € C\ {0} distinto dai Ay e proviamo che A € p(A). Non ¢ escluso
che 0 sia autovalore di A con molteplicita qualunque: ricordando l'esercizio
10.3.3, dato che A ¢ autoaggiunto risulta R(A) = (ker A)t. Sia dunque
y € H. L’equazione A\x — Ax = y si scrive nel modo seguente:

S A=) (@ 20)n k+ APerar = > (Y, 21) 1 Tk + Peera Y-
k k

Ne segue
(A=) @) = (v, xe)n Yk,

A}%mrAft:: Fimey-

Pertanto I’equazione Az — Az = y ha 'unica soluzione

(v, k) m 1
:E LA — Preray;
T A A, :ck+>\ ker A Y

I'espressione a secondo membro definisce anche 'operatore R(A, A). Inoltre,
posto d = miny |A — A\g| (si noti che d > 0), vale la maggiorazione

)l = RO Ayl =

(@ 20)ul” 1 Beraylli 1 1
<
Z A — )\k‘z A2 S|\ m e e [l
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percio A € p(A). Tenuto conto del corollario 11.2.8; si ottiene la tesi. O

La rappresentazione fornita dal teorema spettrale caratterizza gli operatori
compatti e autoaggiunti. Vale infatti la seguente

Proposizione 11.3.7 Sia H uno spazio di Hilbert e sia A € L(H) definito
da

Ax:Z)\k(az,xk)ka Vo e H,
2

ove la somma € finita o infinita, {xy} & un sistema ortonormale in H al pit
numerabile e {\r} € una famiglia di numeri reali tali che |A\g| > |Aps1] €
A — 0. Allora A € un operatore compatto e autoaggiunto, i A\ SONoO i SUOL
autovalori non nulli e gli xj sono i corrispondenti autovettor:.

Dimostrazione Si verifica immediatamente che (Ax,y)y = (z, Ay)y per
ogni x,y € H, cosicché A e autoaggiunto.

Proviamo che A & compatto: sia {y,} C H una successione tale che y, —
y € H. Allora

A(Qn - y) = Z )\k(yn - Y, xk)H Tk -
k

Poiché A\, — 0, per ogni € > 0 esiste v € NT tale che |\;| < € per ogni k > v.
D’altra parte si ha lim, oo (yn — ¥, zx)g = 0 per k = 1,2,...,v. Percio,
grazie all’ortonormalita degli . e alla disuguaglianza di Bessel (proposizione
8.3.6), si ha

limsup || Ay, — y)||% <

n—o0

< limsup > [Mel*(yn — v, )| + limsup Y~ (g — y, ) ul* <

<0+ e”sup [y, — yll

e per l'arbitrarieta di € otteniamo Ay, — Ay. Dalla proposizione 11.3.1 se-
gue la tesi. 0O

Come mostra la proposizione precedente, la rappresentazione fornita dal teo-
rema spettrale non ¢ vera per gli operatori che sono compatti ma non au-
toaggiunti, nemmeno in dimensione finita: ad esempio, come si sa, non tutte
le matrici N x N possono essere diagonalizzate. Anche la proprieta di posse-
dere almeno un autovalore non sussiste in generale per gli operatori soltanto
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compatti, come mostra ’esempio che segue; tuttavia essa ¢ sempre vera in
dimensione finita, dato che ogni matrice N x N ha autovalori.

Esempio 11.3.8 Sia A € £(¢?) definito da

0 sen=20
(A'I)n = Tn—1

n

sen > 0.

Si vede facilmente che A € compatto e che non possiede autovalori. Chiara-
mente 0 € o(A) poiché A & compatto; in realta lo spettro di questo operatore
¢ costituito dal solo punto 0. Infatti si verifica per induzione che

0 sen<m
A™ = _
(A™y)y, Yn—m sen > m,
nn—1)-...-(n—m+1)
cosicché
Am 2 — |yn m’ < 2 v 62

ossia [|A™||z¢2) < = per ogni m € N, il che ci dice che A ha raggio spettrale
nullo: )
— L ml/m
ro(A) = nll—{noo | A ||£(g2) =0.
Ricordando 'esercizio 11.1.6 si conclude che o(A) = {0}.

Terminiamo il paragrafo con un’altra caratterizzazione degli operatori com-
patti.

Teorema 11.3.9 Sia H uno spazio di Hilbert e sia A € L(H). Allora A é
compatto se e solo se esiste una successione di operatori {A,} C L(H), tali
che dim R(A,) < co per ognin € N e A, - A in L(H).

Dimostrazione (<) La tesi segue dall’esempio 11.2.2 (1) e dalla proposi-
zione 11.2.3.

(=) Per ipotesi, detta B la palla unitaria di H, I'insieme A(B) ¢ relativa-
mente compatto in Y: dunque, fissato n € Nt/ esistono 41, ...y, € A(B)

tali che
mMn 1
A(B) C Bly,—|.
®eU (y n)
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Sia allora M, = [{y1,...,Ym, }]: per ogni n, M, & un sottospazio finito-
dimensionale di H, e se P, ¢ la proiezione ortogonale su M, risulta P,y; = v;
per ¢ = 1,...,m,. Quindi per ogni x € B si ha, scegliendo y; in modo che
Az € B(y;,1/n):

1 2
lAz = BuAz |l < [ Az = ysllm + lly; — Padella < -+ [1Pu(y; — Az)lla < .

Cio prova che
A= PoAll i <

S

da cuila tesi. O

Esercizi 11.3

1. Sia T € L£(¢?) definito per ogni z € (2 da (Tx), = n" 1z, n € N*.
Provare che T' ¢ compatto e autoaggiunto e determinarne lo spettro.

2. Sia {a;;} una matrice infinita tale che > 277, |a;;|* < oo. Posto (Ax); =
> =y aijz; per ogni x € (7, si provi che A € L(£?) e che A & compatto.

3. Sia a € (> e si definisca (Az), = a,z, per ogni x € (2. Si verifichi che
A € L(1?), si calcoli || A| g2 e si provi che A & compatto se e solo se
o € Cg.

4. Sia H uno spazio di Hilbert e sia A € L(H) un operatore compatto e
autoaggiunto; posto

m= inf (Az,z)g, M = sup (Az,z)y,

=l =1 izl =1

si provi che o(A) C [m, M].
[Traccia: si ricordi che lo spettro e reale; se ad esempio A > M, si
applichi all’operatore strettamente positivo A\l — A l'esercizio 10.3.3.]

5. Sia H uno spazio di Hilbert e sia A € L(H) un operatore compatto.
Dimostrare che:

(i) se A # 0 allora R(Al — A) & un sottospazio chiuso di H;
(ii) se A#0e A € g(A), allora A & un autovalore di A;
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(iii) gli autovalori di A non hanno punti d’accumulazione diversi da 0;

(iv) o(A) e al pitt numerabile.

6. Si provi l'esercizio precedente nel caso in cui X e uno spazio di Banach
e A€ L(X) e compatto.
Traccia: per sopperire all’assenza della nozione di ortogonalita, si
utilizzi esercizio 10.1.11.]

7. Sia H uno spazio di Hilbert non separabile e sia T' € L£L(H) compatto e
autoaggiunto. Si provi che 0 ¢ un autovalore di 7.

11.4 L’alternativa di Fredholm

La particolare struttura dello spettro degli operatori compatti in uno spazio
di Hilbert H permette di analizzare in dettaglio la risolubilita di equazioni
nell’incognita x € H della forma

Ar— Ax =y

con y € H assegnato e A € C\ {0} fissato. Accanto a tale equazione sara
utile considerare ’equazione omogenea associata

Ar—Ax =0
nonché le due equazioni “aggiunte” delle precedenti:
Az — Az =w

con w € H assegnato, e

Az — A%z =0.

Il legame fra queste quattro equazioni e fornito dal seguente “teorema del-
I’alternativa’”:

Teorema 11.4.1 (di Fredholm) Sia H uno spazio di Hilbert, sia A €
L(H) un operatore compatto e sia X € C\ {0}. Allora:

(1) Fissato y € H, l'equazione \x — Ax = y ha soluzione se e solo se y
¢ ortogonale a ogni soluzione z dell’equazione A\z — A*z = 0: in altre

parole, RO\ — A) = [ker(A — A*)]*.
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(ii) Fissato w € H, l'equazione A\z — A*z = w ha soluzione se e solo se w

¢ ortogonale a ogni soluzione x dell’equazione A\v — Az = 0: n altre
parole, RN — A*) = [ker(A — A)]*+.

(iii) L’equazione \x — Ax =y ha soluzione unica per ogniy € H se e solo
se lequazione \x — Ax = 0 ha l'unica soluzione x = 0, ovvero \ € p(A)
se e solo se ker(\ — A) = {0}.

(iv) L’equazione Az — A*z = w ha soluzione unica per ogni w € H se e
solo se l'equazione Az — A*z = 0 ha lunica soluzione z = 0, ovvero
A € p(A*) se e solo se ker(A\ — A*) = {0}.

(v) Le equazioni \x— Az = 0 e \z— A*z = 0 hanno lo stesso numero (finito)
di soluzioni linearmente indipendenti, ossia

dim ker(AI — A) = dimker(\] — A*) < oc.

Dimostrazione Faremo cinque passi successivi (per i primi due si veda anche
esercizio 10.3.2).

1° passo: R(M — A) e R(A — A*) sono chiusi.

Sia {y,} € R(M — A) una successione tale che y, — y € H: dobbiamo
provare che y € R(A — A). Esiste {z,} C H tale che \z,, — Az,, = y,; si
puo supporre che x, € [ker(A — A)]*t, perché altrimenti si prendera a/ =
x, — Px,, essendo P la proiezione ortogonale su ker(Al — A). Inoltre si
puo supporre {z,} limitata: infatti se esistesse una sottosuccessione (sempre
indicata con {z,}) tale che ||z,||g — oo, avremmo, per la limitatezza di

{Yn},

. Ax, — Ax,
lim ———

nooo |z ln

=0.

Ma allora, per la limitatezza di {”xxﬁ} e la compattezza di A, passando a

Aznp
llzn |l e

convergerebbe a un elemento z € H. Ovviamente avremmo ||z||g = 1 e Az —
Az = 0; ma dato che x,, € [ker(\] — A)]*, dovrebbe essere z € [ker(A] — A)]*
e quindi z = 0: cio e assurdo, e pertanto {z,} & limitata.

Esiste allora una sottosuccessione {x,, } tale che Ax,, converge in H, quindi
anche x,, = \"[y,, — Az,,] converge a un certo elemento x € H. Ne segue
y = \x — Az, cioe y € R(A — A). Pertanto R(A] — A) ¢ chiuso. In modo

convergerebbe, per cui anche {x—”}

un’ulteriore sottosuccessione N
n
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assolutamente analogo si prova che R(A — A*) & chiuso.
2° passo: ker(Al — A) = R(M] — A*)* e ker(M — A*) = R(A — A)*.
Sia z € ker(A] — A): allora

(z,(M — A2y = (M — A)z,0)p =0 Vo e H,
e quindi z € R(AI — A*)*. Viceversa, se z € R(A — A*)*, allora
(M —A)z,0)g = (2, M —A)2)y =0 Vo eH,

da cui (AI — A)z = 0. In modo del tutto analogo si prova l’altra uguaglianza.
30 passo: Posto Hy = R((A — A)¥), esiste j € N tale che Hy, = H; per ogni
k>j.

Ovviamente si ha H = Hy O Hy O Hy O ..., e gli Hy sono sottospazi chiusi
di H in virtu del 1° passo. Se fosse H, D Hj 1 per ogni k € N, si troverebbe
un sistema ortonormale {z3} C H con x € Hy e xp L Hyyy. Allora per
h > k si troverebbe

Al‘h — Al’k = —)\.Tk + [/\l’h - ()\I — A)l’h + ()\I - A):L’k] = —/\l’k + Yy,
dove y = A\zp, — (M — A)zp, + (A — A)xy, & un elemento di Hi ; ne seguirebbe
[Azy — Azl = Ml + Iyl > AP,

cosicché da {Axy} sarebbe impossibile estrarre sottosuccessioni convergenti:
cio e assurdo perché A e compatto.

4° passo: ker(A — A) = {0} se e solo se R(A\] — A) = H.
Sia ker(A] — A) = {0} estay € H: sey ¢ R(A\[ — A), allora y # (A — A)x
per ogni x € H, da cui, per U'iniettivita di A\l — A,

(M — Ay — (M - AFe£0  VeeH, VkeN,

e cio contraddice il 3° passo.

5° passo: dimker(A\ — A) = dimker(\] — A*) < oo.

Se fosse dim ker(A] — A) = +o0, esisterebbe un sistema ortonormale {zy }ren
contenuto in ker(A — A); da Az, = Ay seguirebbe ||Azy — Azp|lp =
IMl|ze — znllz = |A|V2, per cui {Ax;}ren sarebbe priva di sottosuccessio-
ni convergenti: assurdo. Analogamente si prova che dimker(A — A*) < oo.
Poniamo ora

= dimker(A] — A), v = dimker(\ — A*)
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e proviamo che = v. Siano {zy,...,z,} e {z1,..., 2} sistemi ortonormali
in ker(AI — A) e in ker(A\ — A*) rispettivamente. Supponiamo per assurdo
che sia u < v, e poniamo

I
Sx:()\I—A)x—Z(x,xk)sz, x € H.
k=1

L’operatore S e del tipo Al — B con B operatore compatto; quindi ad esso &
applicabile tutto quanto fin qui dimostrato. Proviamo che S ¢ iniettivo: da
Sx = 0 segue

I
(M — A)x Z T, TR)H 2k
k=1
poiché il primo membro di questa uguaglianza appartiene a R(Al — A) e il
secondo a ker(\] — A*), per il 2° passo si deduce (M —A)z = 0e (z, )y = 0
perk=1,2,..., pu,cio¢ z € ker(Al — A)N[ker(\] —A)]*, e in definitiva z = 0.

Applichiamo adesso all’operatore S il 4° passo: si ottiene R(S) = H. Per-
tanto esiste y € H tale che

1%
Zup1 = Sy = (M — Ay — Z (Y, o) 2k
k=1
da cui

M
1= (s, 2 = (A= Ay, 21 Zy,a:k (ks 211 =
k=1

= (¥ (M = A)z1)n = (.0

il che e assurdo. Analogamente si mostra che non puo essere p < v. 1l
teorema di Fredholm ¢ dimostrato. O

Osservazione 11.4.2 Dal teorema di Fredholm si ricava che se A € L(H)
¢ compatto e A € C\ {0}, allora per I'’equazione

e —Ar=y€H
vale la seguente alternativa:

e 0 ) non ¢ autovalore per A, e allora I’equazione ha soluzione unica per
ogniy € H,
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e oppure A ¢ autovalore per A, e allora I'equazione ¢ risolubile, non
univocamente, se e solo se y € [ker(A] — A*)]*

In altre parole, se A # 0 allora o A € un punto regolare per A, oppure A € un
autovalore di A (di molteplicita finita): questo fatto, nel caso di un operatore
A compatto e autoaggiunto, ci era gia noto dal teorema spettrale (teorema
11.3.6).

Torniamo all’equazione
A —Ar=ye H

supponendo stavolta che A sia un operatore compatto e autoaggiunto nello
spazio di Hilbert H. Vogliamo rappresentare le soluzioni x, analogamente a
quanto fatto nel teorema spettrale, esclusivamente in termini degli autovalori
non nulli di A e dei corrispondenti autovettori.

Proposizione 11.4.3 Sia H uno spazio di Hilbert, sia A € L(H) compatto
e autoaggiunto, sia {\gtren+ la successione degli autovalori non nulli di A e
sia {xy }gen+ il corrispondente sistema ortonormale di autovettori. Allora:

(1) Se A # 0 non é autovalore per A, l'equazione \x — Az =y ha soluzione
unica per ogni y € H, data da

T+ Y

(ii) Se A # 0 ¢ autovalore per A, l'equazione \x — Ax = y ha soluzione se
e solo se y € [ker(A — A)]*; in tal caso tutte le soluzioni sono della
forma

)\k(% Jik)H

v A= Ak

ove v € un arbitrario elemento di ker(A — A), il quale é un sottospazio
finito-dimensionale di H.

T +yl| + v,

Dimostrazione (i) Dal teorema spettrale segue che I'equazione \x — Ax = y
puo scriversi nel modo seguente:

I

1 oo
z=5 [; e, ) 2 + Y
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ne segue

An
)\n(xaxn)H = T[An(az xn)H + (ya xn)H] Vn € N+,
da cui A )
n ;xn
AT, Tp) g = )\y_—)\nH VYn € N*

e quindi la rappresentazione cercata. Si noti che si tratta della stessa formula
ottenuta nell’ultima parte della dimostrazione del teorema spettrale (teorema
11.3.6): la differenza ¢ che adesso = € espresso in funzione di y e dei soli
autovettori zy, senza far intervenire gli elementi di ker A.

(ii) Sara A = Ag per un certo s € N*: per il teorema di Fredholm (teorema

11.4.1) esistono soluzioni se e solo se y € ker(A, ] — A)]* = ker(\, I — A)]*.
In tal caso per i A, # A, si ha ancora

)\n<y7 xn)H
)\s - >\n 7
mentre, tenuto conto che y € [ker(A\,J — A)]*, i coefficienti (x,z,)y relativi

al A, = A\, saranno arbitrari. Ne segue la formula cercata.
Il fatto che dimker(As/ — A) < oo segue dal teorema spettrale. O

)\n(l’, xn)H =

Esempio 11.4.4 Consideriamo ’equazione integrale

—M/ K(t,s)f(s)ds = h(t),  t€[ab],

che ¢ detta equazione di Fredholm di seconda specie. La funzione K (t,s),
detta nucleo dell’equazione, appartiene a L*(]a, b[x]a, b[), il secondo membro
h & una funzione assegnata in L*(a,b) e p & un parametro complesso non
nullo, mentre f & 'incognita.

Come si sa (esercizio 11.2.9), 'operatore A : L*(a,b) — L?*(a,b) definito da

/Kts t € [a,b],

& compatto (nonché autoaggiunto se K (¢, s) = K(s,t)). L'equazione integrale
si puo scrivere nella forma
A —Af =y,

ove \ = i eqg= ih, e ad essa e applicabile la teoria precedente. In base alla

proposizione 11.4.3 otteniamo che, se i non ¢ autovalore di A, la soluzione

si rappresenta in questo modo:
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fey=>"

(hy k) 22 (ap) Pr(t) + (1) q.o. in [a, b],
ey Mk — M

ove {pr}ren+ € un sistema ortonormale di autovettori relativi alla famiglia
{Mlk}kem degli autovalori non nulli di A, e la serie converge nel senso di
L*(a,b) (si veda anche lesercizio 11.4.2).

Esercizi 11.4

1. Sia {\}ren+ una successione infinitesima tale che Y po | [A\x]* = +oc.
Posto

Af(t) = Z Me(f, er) L2 (ap) ex(t),
k=1

ove ex(t) = \/gsin krt, si provi che € L(L?*(0,1)) e che A & compatto,

ma non & un operatore integrale con nucleo in L?(]0, 1[x]0, 1[).

2. Sia K € L?*(Ja,b[x]a,b]) tale che K(t,s) = K(s,t), e sia A 'operato-
re dell’esempio 11.4.4. Se {\;}ren+ € la successione degli autovalori
non nulli di A e {ug}ren+ € un corrispondente sistema ortonormale di
autovettori, si provi che:

(1) K(t,s)=> p, )\kuk(t)m q.o. in L*(Ja, b[x]a, b[);
(i) D52 [wf? < oo

3. Sia A l'operatore dell’esempio 11.4.4, sia { A }ren+ la successione degli
autovalori non nulli di A e sia {ug}ren+ un corrispondente sistema
ortonormale di autovettori. Posto

b
Kilt.s) = K(69),  Koaltos) = [ K(EDK,(rs)ds Ve,

si provi che:
(i) K, € L*(Ja,b[x]a,b]) e || K,||2 < ||K||% per ogni n € NT;
(ii)) A™ & un operatore integrale il cui nucleo e K, (¢, s);

(i) A™ & compatto, {(Ax)"}ren+ € la successione dei suoi autovalo-
ri non nulli e {u,} & un corrispondente sistema ortonormale di
autovettori;
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() 120y = S5 Il per ogui n € N
(v) se K(t,s) = K(s,t) allora K,(t,s) = K,(s,t) per ogni n € NT.

11.5 L’equazione di Sturm - Liouville

Consideriamo 'operatore differenziale del secondo ordine
Mu = pu” + ru’ + qu, u € C?a,b],

ove p, q,r sono funzioni reali continue in [a,b] con p(z) # 0 in [a,b]. E ben
noto dalla teoria delle equazioni differenziali lineari il seguente risultato:

Teorema 11.5.1 Fissati g € Cla,b] e a, B € C, nelle ipotesi sopra scritte il

problema di Cauchy
Mu=g in [a,b]

u(a) = «
u'(a) =p
ha una e una sola soluzione u € C*a,b]. O

Osserviamo che un operatore del tipo sopra descritto si puo sempre trasfor-
mare in un operatore della forma

Lv = — (') + @u, v € C?la,b],

ove 1 € C'[a,b] e inoltre ¥»(x) > 0 in [a, b]: basta moltiplicare 'operatore M
per la funzione
1 T
———exp ( / @ dt)
p(x) a P(t)
e scegliere

w(x):exp(/az]%dt), go(x)z—%exp(/j}%dt).

Con questo artificio, lo studio delle equazioni differenziali del secondo ordi-
ne, a coefficienti reali, si puo ridurre, almeno per certi scopi, allo studio di
operatori differenziali della particolare forma sopra descritta. Considereremo
dunque I’equazione di Sturm-Liuville

Lf —pf =g,
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con L operatore del tipo sopra illustrato e f soggetta a condizioni agli estremi
di natura piu generale di quelle del teorema 11.5.1. Cio comportera una
restrizione sul dominio dell’operatore L, ma ci permettera di fare uso della
teoria sviluppata nei due paragrafi precedenti.

Definiamo

D(L) = {u € C'[a,b] : v’ € AC[a,b], u" € L*(a,b), Biu = Byu = 0},

ove
Biu = aqu(a) + S1u/(a), Bou = anu(b) + Bou/ (),

essendo aq , 81, g, B2 numeri reali tali che |aq|+|S81] > 0, || +|52] > 0. La
scelta di questo tipo di condizioni agli estremi e dettata dal fatto che, grazie
ad esse, 'operatore L risulta autoaggiunto in L?*(a,b). La verifica di questo
fatto e una semplice applicazione della formula di integrazione per parti per
funzioni assolutamente continue (esercizio 6.5.11). In particolare, posto

D = {u € C?[a,b] : Byu = Byu =0},

si ha
(LU, ’U)Lz(a,b) = (U, Lv)Lz(a,b) Yu,v € D.

Nel seguito restringeremo talvolta l'operatore L al dominio D, che e piu
piccolo del dominio naturale D(L) ma che garantisce la continuita di tutte
le funzioni coinvolte. Notiamo che ogni autovettore di L ¢ necessariamente
un elemento di C?[a, b] (esercizio 11.5.1).

Proposizione 11.5.2 Sia L ['operatore definito nello spazio L?*(a,b) da
Lu = (—yu') + pu, ue D,

ove ¥ € Clla,b] con v > 0 in [a,b], ¢ € Cla,b] e linsieme D ¢é quello sopra
introdotto. Allora:

(1) gli autovalori di L sono reali;
(ii) autovettori corrispondenti ad autovalori distinti sono ortogonali in H;

(iii) gli autovalori di L formano un insieme al pit numerabile.
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Dimostrazione Gli enunciati (i) e (ii) si provano come nella proposizione
11.3.3. Per (iii) si osservi che se l'insieme degli autovalori fosse piu che
numerabile, esisterebbe, per (i), un sistema ortonormale di autovettori piu
che numerabile nello spazio di Hilbert separabile L?(a, b), il che & assurdo per
I'osservazione 8.3.3. O

Proposizione 11.5.3 Nelle ipotesi della proposizione 11.5.2, gli autovalori
di L costituiscono una successione limitata inferiormente.

Notiamo che se fosse ¥ < 0 in [a, ], la successione degli autovalori sarebbe
limitata superiormente.

Dimostrazione Sia u € D un autovettore relativo all’autovalore p, con
||u||L2(a,b) = 1. Sl ha

b
i= el = (L) = [ (o) + gulads =

o b
= YO (B)uld) + la) (a)ula) + / (' + plul?)de.

Si tratta di minorare gli addendi dell’'ultimo membro. Osserviamo prelimi-
narmente che |ul, essendo una funzione continua in [a,b], ha minimo non
negativo in un punto z € [a, b]: poiché ||ul|;2(.) = 1, deve essere

1
u(z) = min |u(z)] <
|u(2)] xe[a,b}’ (z)| < —

b 1 b
w(z)|Pde > —— dr = 1.
b—a

Di conseguenza si ha, in virtu della disuguaglianza di Holder (proposizione
9.1.2),

Y

altrimenti avremmo

ju()]

IN

u(z) —u(2)| + |u(z)] =

[ v dy\ +u(z)] <

Vi—a ( / b |u’<y>12dy)% "

IN

1
Vo € |a,b).
Vb—a z € [a,b]
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Cio premesso, se u(a) = 0 oppure u/(a) = 0, certamente 1 (a)u’(a)u(a) = 0;
altrimenti se u(a)u'(a) # 0 allora dalla condizione Byju = 0 segue che f; # 0
e quindi

[¢(a)u (a)u(a)] < [[¢]o

u(a)|* <

aq
o

SCP@iE(Aﬂw@WmQ;+V@§E]gq(LﬂwwW@Qé+@.

In modo del tutto analogo,

NI

[ (D) (b)u(b)| < 1 (/ab IU’(y)|2dy> + ca.

Pertanto si ottiene

- - b
iz —lvla) (@) - [ ORD] + min o) [ Pl >
b b 3
%/hm@—q(/me@)—%z
2
b
= 1/03/ |u’\2dy—2\c/4@ —c¢ > —00. O

Proposizione 11.5.4 Nelle ipotesi della proposizione 11.5.2, ogni autovalo-
re di L ha molteplicita 1.

v

Dimostrazione Siano u,v € D autovettori non nulli relativi all’autovalore
u. Allora

Lu = pu Lv = pv

B1U = BQU = O, Blv = BQU =0.
In particolare,

aru(a) + fiu'(a) = ayv(a) + Ao’ (a) = 0,

il che implica, essendo a7 e ;1 non entrambi nulli,

m<“@“@>:o
u'(a) V'(a)



Percio esistono p, ¢ € C, non entrambi nulli, tali che

i) * 7o) = (o)
Ne segue che la funzione pu + qu risolve
{ (L—pl)(pu+qv) =0 in |a,b
(pu+ qv)(a) = (pu+ qv)'(a) =0

e per il teorema 11.5.1 si conclude che pu + qv = 0 in [a, b], cioe u e v sono
linearmente dipendenti. O

Osservazione 11.5.5 La proposizione 11.5.2 (iii) ci autorizza a supporre,
senza restrizione alcuna, che 0 non sia autovalore per L. Infatti in caso
contrario, scelto un numero v € R che non sia autovalore per L, I’equazione
Lu — pu = g si puo riscrivere come

(=) + (o = v)u— (= v)u = g;

dunque posto Lo = L — vl e uy = p — v, Ly ¢ ancora un operatore di
Sturm-Liouville che non ha 0 come autovalore, e si ha

Lou — pou = Lu — pu = g.

Esercizi 11.5

1. Nelle ipotesi della proposizione 11.5.2 si provi che ogni autovettore di
L appartiene a C?|a, b].

2. Trovare autovalori e autovettori del problema
(14 2)*/] +Au=0 in[0,1]
u(0) = u(1) = 0;

dedurre che le funzioni

(o™ (a2 0 )
sin o x
14 2 log?2 2log 2 & N+

formano un sistema ortonormale completo in L?(0,1).

[Traccia: Si mostri che u & soluzione del problema proposto se e solo
se la funzione v(t) = u(e’ — 1) risolve v” + v' + Av = 0 in [0, log 2] con
le condizioni ai limiti v(0) = v(log2) = 0.]

338



3. Si provi che un’equazione della forma
W(Qu) + =0,  £€[0,d],
con Y € C[0,a] e ¥ > 0, si puo trasformare nell’equazione
V" 4+ q(x)v+ M =0, r € [0,0],

con opportuni b > 0 e ¢ € C|0, b], facendo uso delle sostituzioni

S dt _1 4 1
= () = / - @) = OV

4. Determinare I’andamento asintotico degli autovalori del problema

{ w4+ =0 in[0,1]
u(0) = u(l) +u'(1) = 0.

11.6 Risolubilita dell’equazione di Sturm -
Liouville

Consideriamo ancora 'operatore di Sturm-Liouville L, sotto le ipotesi della

proposizione 11.5.2. Nell'ipotesi che 0 non sia autovalore di L, il che, come

si e osservato, non e restrittivo, andiamo a dimostrare 'invertibilita di L in
C'la, b]. Proviamo anzitutto il seguente

Lemma 11.6.1 Nelle ipotesi della proposizione 11.5.2, supponiamo inoltre
che 0 non sia autovalore per L. Allora i due problemi

Lu; =0 in [a,b Lus =0 in [a,b
Blul = 0, B2u2 = 0,

hanno rispettivamente soluzioni uy,us € C?[a,b] reali, non identicamente
nulle e tali che per ogni x € [a,b] i vettori (ui(x),u)(x)) e (ua(x),uy(x))
sono linearmente indipendenti in R?.
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Dimostrazione Per determinare u; e us ¢ sufficiente risolvere i problemi di
Cauchy

Luy =0 in [a,] Luy =0 in [a,b
uy(a) = b us(b) = B
uy(a) = —aq, ub(b) = —ag,

i quali per il teorema 11.5.1 hanno un’unica soluzione reale di classe C?
non identicamente nulla. Se (u1(x),u)(z)) e (ua(x),ub(z)) fossero linear-
mente dipendenti per qualche = € [a,b], esisterebbe xy € [a,b] tale che
uy(xo)ub(xg) — w)(zo)us(ze) = 0. D’altra parte e facile verificare che

L) (@) — () =0 Vo€ [a,0],

e poiché tale funzione ¢ nulla in xq si deduce che ¥ (ujul, — ujuy) = 0 in [a, bl
da cui
uy (x)uy(z) — uy(z)ug(z) =0 Vo € [a,b].

In particolare, calcolando nei punti * = a e x = b, si ha subito Bsu; =
Bius = 0. Dunque u; e uy sono soluzioni del problema

Lu=0 in [a,b]
Blu = BQU = O,

e dato che 0 non ¢ autovalore per L, questo implica u; = us = 0: cio ¢
assurdo poiché, per ipotesi, u; e us sono non identicamente nulle. O

Osservazione 11.6.2 Dalla dimostrazione del lemma 11.6.1 segue che la
funzione ¥ (ujuy — ujug) € costante in [a,b]; si pud quindi supporre (sosti-
tuendo ad esempio a; e 1 con Aoy e A\Bq, e corrispondentemente u; con Auq,
per un opportuno numero reale \) che tale costante sia —1, cioe che

(@) (ur (z)up(x) — uy(2)uz(e)) = =1 Va € [a,b].
Siamo ora in grado di provare il seguente

Teorema 11.6.3 Nelle ipotesi della proposizione 11.5.2, supponiamo inoltre
che 0 non sia autovalore per L e che risulti 1(ujuhy — ujus) = —1 in [a, b,
ove uy e uy sono le funzioni introdotte nel lemma 11.6.1. Allora esiste una
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funzione G € C([a,b] x [a,b]) reale e simmetrica, tale che per ogni g € Cla, D]
il problema

Lf=g inla,b]

Bif=Bf =0

ha Uunica soluzione

f(fc)z/ G(r,y)g(y)dy, =€ [a,b].

Dimostrazione Cerchiamo una soluzione dell’equazione L f = g con il meto-
do della variazione delle costanti arbitrarie: cerchiamo dunque una soluzione
del tipo

f(z) = ai(@)ui(z) + c2(@)ua(2),

ove ¢1(x) e ca(x) sono soluzioni del sistema

dur + chug =0

/! /] g
(&
Il determinante di questo sistema ¢ wyuy — vjus = —1/1 # 0, quindi con
facili calcoli si ottiene
/ /
€1 = —Uuag, € = u1g

e pertanto si puo scegliere

c(z) = / us(y)g(y) dy,  calx) = / xul(y)g(y)dy'

Ne segue

f(x) =ul(:v)/ us(y)g(y) dy + us(x) /xul(y)g(y) dy:/ G(x,y)g(y) dy,

avendo posto
ui(z)us(y) sex <y
G(z,y) =
ur(y)ug(z) sex > y.

E chiaro che G & continua in [a, b] X [a, b] e che & reale e simmetrica. Si verifica
allora facilmente che la funzione f appartiene a C?|a, b], verifica B f = By f =
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0 e risolve I'equazione Lf = g.
Infine, se f; € un’altra soluzione del problema, allora la funzione f— f; verifica

{ L(f = f))=0 in[a,]
Bi(f = fi) = Ba(f — f1) =0,
e quindi f — f; = 0, dato che 0 non ¢ autovalore per L. 0O

Osservazioni 11.6.4 (1) Dal teorema precedente segue che 'operatore in-
tegrale g — Gg, definito da

b
Gy(zr) = / Gz, y)g(y)dy, @ €a,b],

ove G(x,y) ¢ la funzione sopra definita, agisce su R(L) = C|a, b] a valori in

D; inoltre GL = Ip, LG = Iy, ossia G = L™t

(2) La funzione G, oltre che continua in [a,b] x [a,b], & di classe C? fuori
della diagonale a < x = y < b. Si puo dimostrare (esercizio 11.6.1) che la
derivata parziale G,(z,y) ha un salto pari a —1/¢/(y) per = — v.

Esercizi 11.6

1. Sia G(-,-) la funzione definita nella dimostrazione del teorema 11.6.3.
Si provi che:

i) G ¢ continua in [a,b] x [a,b] ed ¢ di classe C? per z # y;

ii) lim Z—G(as y) — lim %(x,y) = w%y)

(

( z—yt 0T Ty~ ox

(i) B1G(-,y) = B2G(-,y) = 0 per ogni y € [a, b];
(iv) [LG(y)l(z) = 0 per x € [a,b] \ {y}, per ogni y € [a, b].

per ogni y € |a, b];

11.7 Rappresentazione delle soluzioni

Analizziamo adesso le proprieta dell’operatore GG, introdotto nell’osservazione
11.6.4 (1), pensandolo come un operatore integrale su L?*(a,b). Ricordiamo
che il suo nucleo G(z,y) ¢ la funzione

w(@nly) oz <y
G(x,y) =
i {m(y)uz(x) x>y,
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ove up € up sono le soluzioni dei problemi di Cauchy

Luy =0 in [a,D] Luy =0 in [a, ]
ui(a) = B us(b) = Bo
ull(a’) = —aq, U/Z(b) = g,

e verificano la relazione

(@) (ur(@)uy(r) — uy(@)us(z)) = =1 Vz € [a,b].

Proposizione 11.7.1 Nelle ipotesi della proposizione 11.5.2, supponiamo
inoltre che 0 non sia autovalore per L. Allora l'operatore G ¢é compatto e
autoaggiunto in L*(a,b).

Dimostrazione L’operatore G ¢ compatto per 'esempio 10.4.6 (2) e l'eser-
cizio 11.2.9. Inoltre, in virtu del teorema 11.6.3, per ogni ¢1,g2 € C|a,b]
esistono uniche fi, fo € D tali che Lf; = g, e Lfy = go. Pertanto, essendo L
autoaggiunto,

(917 Gg2)L2(a,b) = (th f2)L2(a,b) = (fl,sz)LZ(a,b) = (G917g2)L2(a,b).
Dalla densita di C[a,b] in L*(a, b) segue la tesi. O

Proposizione 11.7.2 Nelle ipotesi della proposizione 11.5.2, supponiamo
inoltre che 0 non sia autovalore per L. Se A € C\ {0}, allora A é autovalore
per G, e g € L*(a,b) ¢ un autovettore per G relativo a \, se e solo se 1/ ¢
autovalore per L e g € un autovettore per L relativo a 1/X. In particolare gli
autovalori di G sono reali, non nulli e di molteplicita 1, e gli autovettori di
G appartengono a D.

Dimostrazione Sia A € C\ {0} tale che Gg = A\g con g € L*(a,b) \ {0}.
Poiché G(z,y) € continua, si ha g = %Gg € Cla,b] e di conseguenza Gg €
D, da cui g € D. Applicando L si trova Lg = %g. In particolare, dalla
proposizione 11.5.2 (i) segue A € R. Viceversa, se f € D e Lf = 1 f, allora
in particolare f € Cla,bl, e applicando G si deduce \f = Gf.

Resta da far vedere che 0 non e autovalore per G. Supponiamo che g €
L?*(a,b) sia tale che Gg = 0: dobbiamo provare che g = 0. Ricordando la
definizione di G(z,y), si vede immediatamente che deve essere

c(x)ur(z) + co(x)ug(z) =0 Vo € [a,b]

343



ove \ i
a@) = [ w0 = [ ).
Osservato che ¢y, uy, ¢, us € AC|a, b], derivando si ottiene
cruy + coub + (uy + dhug) =0 q.o0. in [a, b];

ricordando che
c’lul + C/2U2 =0

) /! g
Ciuy + CUy = R
si deduce
cuy + cuy =0 q.o. in [a,b].

Poiché ¢y, co, u}, uh, € AC|a, b], derivando una seconda volta si trova
cruf + couly + (djuy + dyuy) =0 q.o0. in [a,b]
e moltiplicando per ¢
Yufey +duyeo —g=0  q.o. in [a,b].

Tenendo conto delle relazioni Lu; = Luy = 0 si ricava

(puy — Y'u))er + (pus — Y'uy)es —g =0 q.o. in [a,b],
cioe, finalmente,

o(cruy + coug) — ' (cruy + couy) —g =0 q.o. in [a, b]

ovvero g = 0 q.o. in [a,b]. O

Corollario 11.7.3 Nelle ipotesi della proposizione 11.5.2, supponiamo inol-
tre che 0 non sia autovalore per L. Allora gli autovalori di G formano una
successione reale {\gtreny tale che |[Ag| > [Agr1| > 0 per ogni k € Nt e
A — 0 per k — oo; wnoltre ogni autovalore ha molteplicita 1, ed esiste un
sistema ortonormale di autovettori corrispondenti {ug tren+ C D, il quale é

completo in L*(a,b).

Dimostrazione La tesi ¢ conseguenza del teorema spettrale (teorema 11.3.6)

e delle proposizioni 11.7.1 e 11.7.2. O
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Proposizione 11.7.4 Nelle ipotesi della proposizione 11.5.2, gli autovalor:
di L formano una successione reale {jig }ren+, tale che || — 400 per k —
00, inoltre ogni autovalore ha molteplicita 1 ed esiste un sistema ortonormale
di autovettori corrispondenti {ug}ren+ C D, il quale & completo in L*(a,b).

Si noti che non si fa 'ipotesi che 0 non sia autovalore per L.

Dimostrazione Se 0 non ¢ autovalore per L, la tesi segue dal corollario
11.7.3 e dalle proposizioni 11.7.2 e 11.5.2. Se invece 0 & autovalore per L,
sia iy € R un numero che non sia autovalore per L (esso esiste per la pro-
posizione 11.5.2): posto Ly = L — upl, Ly & un operatore di Sturm-Liouville
che non ha 0 come autovalore. Sia G| 'operatore integrale che inverte L:
indicata con {ux} la successione degli autovalori di L (reali e di moltepli-
cita 1 in Virtfl delle proposizioni 11.5.2 e 11.5.4), gli autovalori di G sono i
mumeri { } ken+, € 1 relativi autovettori sono esattamente gli autovettori

{ug b ren+ d1 L relat1v1 ai {pu Jren+. La tesi segue applicando a Gy il corollario
11.7.3. O

Le proposizioni precedenti, insieme col teorema spettrale, forniscono una rap-
presentazione delle soluzioni del problema di Sturm-Liouville. La situazione
e chiarita dal seguente

Teorema 11.7.5 Nelle wpotesi della proposizione 11.5.2, valgono i sequenti
fatti.

(1) Se 0 non ¢é autovalore per L, allora il problema

{ Lf=ge¢€Cla,b]
Bif =Byf =0

¢ univocamente risolubile in C*[a,b] per ogni g € Cla,b], e la soluzione
f ¢ somma in L*(a,b) della serie

— 1
Z_ gvuk L2(a,b) Uk 5
oy Mk

dove {py }ken+ € la successione degli autovalori di L e {uy} € un corri-
spondente sistema ortonormale completo di autovettors.
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(ii) Se 0 é autovalore per L, allora il problema sopra scritto é risolubile (non
univocamente) se e solo se g € (ker L)*; in tal caso le soluzioni sono
tutte e sole le funzioni f della forma

o0

f(x) = cup(z) + Z (9, ur) L2 (apyun (),

k=1

ove ¢ € C, {pg}ren+ € la successione degli autovalori non nulli di L,
{ux} € un corrispondente sistema ortonormale di autovettori, comple-
to in (ker L)+, e ug & un arbitrario versore di ker L, il quale ¢ un
sottospazio 1-dimensionale di L*(a,b); la serie converge nel senso di

L*(a,b).

In effetti si puo dimostrare (esercizio 11.7.2) che le serie sopra scritte conver-
gono assolutamente e uniformemente in [a, b|.

Dimostrazione (i) Per il teorema spettrale (teorema 11.3.6)

— 1
= Z— G5 Uk) L2 (a,0) Uk in L*(a,b),
g Mk

da cui la tesi.

(ii) Sia gy € R un numero che non sia autovalore per L. Allora Ly = L — pol
non ha 0 come autovalore. Sia Gy = (Lg)~': l'equazione Lf = g equivale
a f+ pGof = Gog. Quest’ultima equazione, per il teorema di Fredholm
(teorema 11.4.1) e per l'osservazione 11.4.2, ¢ risolubile se e solo se Gog €
[ker( + poGo)]*t. D’altra parte, in virtl della relazione

(9,V)2(a) = — (9, 10G0V) 12(ap) = —10(G0g, V) 12 (ab) Vo € ker(I + 1oGo),
risulta
Gog € [ker(I + uoGo)|t <= g€ [ker(I + uoGo)|*-.
Inoltre, grazie all’invertibilit‘a di Gy si ha
ker(I + poGo) = ker L
in quanto

v+ ppGov =0 <<= (Go) 'vt+pur=0 <= Lv=0.
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Si conclude che 'equazione Lf = g ha soluzione se e solo se g € (ker L)*.
Sia ora g € (ker L)* esia f € D(L) tale che Lf = g: allora, fissato un versore
ug € ker L, possiamo scrivere f = (f,u)r2(ap) to + f1, dove fi € (ker L)t
univocamente determinata dalla f scelta. Inoltre

(9, uk)r2@p) = (Lf,ur)r2p) = (Lf1, k) r2ap) =
= (fi, Lug)r2ap) = pe(f1, k) 120y Yk € NT,

e quindi

— 1
Z— G Uk) £2(a,b) Uk in L*(a,b),
— Mk

da cui la tesi. O
Esempi 11.7.6 (1) Sia
D = {u € C*0, 7] : u(0) = u(r) = 0}, Lu = —u".

Si scelgono quindi ¥ = 1 e ¢ = 0, e nelle condizioni agli estremi a; = ag = 1,
[y = By = 0. Cerchiamo gli autovalori e i corrispondenti autovettori: la
soluzione generale dell’equazione —u” + pu =0 ¢

u(x) = acos/px + bsin/px, a,beC,

e le condizioni agli estremi implicano @ = 0, p = p, = k*, k € N*. In
particolare, 0 non e autovalore. Il corrispondente sistema ortonormale di

autovettori e {\/g sin kx} )
keN+

Andiamo a costruire il nucleo G(z,y) dell’'operatore G = L™'. Le funzioni
ui(x) = cx e us(x) = ¢(m — x) verificano rispettivamente

—uf =0 —uy =0
u1(0) =0, us(m) =0,

upuy — ujug = —1 = c=

e si ha

Quindi il nucleo di G &

G(z,y) = m



Percio se g € C[0, 7] la soluzione del problema

{ —f"=g in[a,b]
f0)=f(m)=0
¢ la funzione

ﬂ 2= 1 g
:/0 G(z,y)g(y)dy = ;Zk_ (/ smktdt) sin kx.

(2) Sia D = {u € C?0,7] : v/ (0) = «/(7) = 0}, Lu = —u". In questo caso
=1, 0=0,a; =ay =0, f; = f = 1. Gli autovalori sono u;, = k?, k € N;
in particolare 0 ¢ autovalore per L. Il corrispondente sistema ortonormale di

autovettori e {\/LE} U {\/gcos k’:c} . Si ha
keN+
ker L = {c}cec (ker L)+ = {u € L*(a,b) : / u(z)dr = O} :
0

Percio se g € Cla,b] N (ker L)* le soluzioni del problema

{ =g in b
£1(0) = f/(m) =

sono date dalla famiglia { f.}.cc, ove

fe(x) = 2 i% (/ﬂg(t) cos kt dt> coskx + c.
T 0

Si noti che in questi due esempi le serie convergono assolutamente e unifor-
memente in [0, 7]; inoltre esse sono derivabili termine a termine e le serie delle
derivate convergono ancora assolutamente ¢ uniformemente in [0, 7]. Invece
le serie delle derivate seconde convergono soltanto in L*(a, b).

Esercizi 11.7
1. Si definisca

H={fecC%ab:f € ACla,b), f" € L*(a,b)},
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e sia L 'operatore definito da

D(L)={fe€H:Bif =Bf =0},  Lf=(=vf)+ef,

ove 1) € C'a,b] con ¢ > 0, ¢ € Cla,b] e le condizioni agli estremi By f
e By f sono definite nel modo usuale. Si provi che L & autoaggiunto.
[Traccia: per provare che D(L*) C D(L), si supponga dapprima che
0 non sia autovalore per L. Se v € D(L*), si verifichi che GL*v ¢ un
ben definito elemento di H e si osservi che per ogni v € D(L) si ha
u = GLu e quindi (Lu,v)r2(ap) = (U, L) 2(ap) = (GLu, L*0) 12(03) =
(Lu, GL*v) 12(40); se ne deduca che v = GL*v € H. Integrando per par-
ti si ricavi, per ogni u € D(L), che (Lu,v)r2(up) = [—¥u'D + @/)uF]Z +
(4, Lv)2(ap); si concluda che, affinché u ~— (Lu,v)r2(,4) sia continua
nella norma di L?(a,b), deve aversi Bjv = Byv = 0, cioe v € D(L). Si
passi infine al caso generale. . . ]

. Siano ¢ € Cla,b] e ¥ € Cla,b] con ¢ > 0 e ) > 0, e sia L definito da

D(L) ={f e H: fla)=f(b) =0},  Lf=(=¢f) +ef

essendo H lo spazio introdotto nell’esercizio precedente. Indichiamo
con {\;} gli autovalori di L, necessariamente positivi (perché?), con
{uy} un sistema ortonormale di autovettori corrispondenti e con G(z, y)
il nucleo dell’operatore integrale G = L™! € £(L?*(a,b)). Si provino i
seguenti fatti:

(i) siha Lf =32 Me(fs un) 2(apyue in L?(a,b) per ogni f € D(L);
(i) si ha 302, Ml (fs wn) 2 = L1 2 + @l fP]dx per ogni f €

D(L);

(iii) siha "7 Ae(fs ur) r2(ap) (9 W) 2(ap) = ffo’?JrSOf?]dx per ogni
f,9 € D(L);

(iv) risulta (G f, f)r2@p) = 0 per ogni f € D(L) e G(x,x) > 0 per ogni
z € [a,b];

(v) la funzione G,(z,y) = G(z,y) — > ;_, iuk(x)uk(y) e ben defi-
nita e continua in [a,b] X [a,b], il corrispondente operatore inte-
grale G, & compatto e autoaggiunto in L?(a,b), e si ha G, f =

> ket ﬁ(f; Up) 2(apyte 0 L*(a,b) e (Gof, [)r2p = 0 per ogni
f e L*(a,b);
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(vi) la serie Y ;- /\—1k|uk(x)|2 converge per ogni x € [a,b] e, di con-

seguenza, la serie > ;- A—iuk(w)uk(y) converge assolutamente in

la,b] x [a,b], con somma uguale a G(zx,y);

(vii) le serie Y oo, $|uk(x)|2 ey oy /\—lkuk(x)uk(y) convergono unifor-
memente in [a,b] e in [a, b] X [a, b] rispettivamente;

. 0o 1 b .

(viii) siha > 7,7, 5- = [, Gz, z)dx < 400;

(ix) perogni f € D(L) laserie > ;7 (f, ur)r2(anur(x) converge a f(x)
assolutamente e uniformemente in [a, b];

(x) (teorema di Mercer) per ogni g € Ca, b] 'equazione Lf = g ha so-
luzione unica f € D(L) datada f(z) =) 1, i(g, Uk) £2(a,0) Uk (),
e la serie converge assolutamente e uniformemente in [a, b].

[Traccia: per provare (vii) si dimostri dapprima il lemma del Dini: se
{fn} C Cla,b], se f € Cla,b] e se f,(z) / f(x) per n — oo, allora
fn — f uniformemente in [a, b].]
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minimo limite di insiemi, 24
misura, 28
o-finita, 28
assolutamente continua, 102, 103,
158, 211
cardinalita, 30, 196, 218
completa, 28
concentrata, 29, 102
di Borel, 29
di Dirac, 30
di Hausdorff, 40
di Lebesgue - Stieltjes , 29, 158, 161,
260
di Lebesgue in R, 21
di Lebesgue in RY, 34
di probabilita, 30
discreta, 31
finita, 28
immagine, 55, 105
prodotto, 115, 117, 122, 127
regolare, 24
singolare, 102, 211
misura esterna
di Hausdorff, 36
di Lebesgue in R, 8
di Lebesgue in RY, 34
di Lebesgue-Stieltjes, 29
prodotto, 136
mollificatrice, 136, 301
monotonia
dell’integrale, 77
della misura, 31
della misura di Lebesgue, 8

norma, 181
di un funzionale lineare, 194
di un operatore lineare, 193

equivalente, 183
hilbertiana, 189
in CV, 182
in /', 190
in ¢2, 190
in /P, 247
in >, 184
in RN, 182
in AC', 161, 182
in BV, 154, 182
in C*, 182
in C%, 185
in cg, 184
in C00, 184
in L', 106, 182
in L*>°, 182
in LP, 245
in L*>°, 60
in £(X,Y), 193
indotta da un prodotto scalare, 186,
189, 201
nucleo
del calore, 240
di Dirichlet, 273
di un operatore lineare, 196, 200,
216
di un’equazione integrale, 332
numeri derivati, 147

operatore

aggiunto, 284
in uno spazio di Hilbert, 216, 285

antilineare, 211
autoaggiunto, 216, 285
compatto, 311
completamente continuo, 311
derivata prima, 279, 282
di “shift”, 270
di Hilbert-Schmidt, 228
di Laplace, 238

356



di restrizione, 281
integrale, 286, 311, 317
di Volterra, 311
lineare, 191
chiuso, 278, 279
continuo, 192
limitato, 191
lipschitziano, 192, 203
positivo, 217, 320
risolvente, 305
strettamente positivo, 217, 326
ordinamento parziale, 221
ortogonalita
fra insiemi, 204
fra vettori, 188

passaggio al limite sotto il segno di inte-
grale, 86-88
polinomi
di Bernstein, 113
di Hermite, 220, 226
di Legendre, 220, 226
trigonometrici, 224
probabilita, 30
discreta, 31
problema di Cauchy, 303
prodotto
di convoluzione, 136, 232
scalare, 185, 217
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in C°, 187
in L2, 188
proiezione
ortogonale, 205
su un convesso chiuso, 201
su un sottospazio chiuso, 204
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223

punto
di Lebesgue, 140, 144
fisso
di una funzione, 169, 176
regolare, 305

quasi certamente, 30
quasi ovunque, 57

raggio spettrale, 309, 325
rappresentazione canonica
di una funzione di L', 145
di una funzione semplice, 52
rettangolo misurabile, 115
riflessivita, 288
degli spazi di Hilbert, 290
di L?, 290

scala del diavolo, 160
scambio dell’ordine di
120, 124, 132
separabilita, 293
di LP, 250
separazione di insiemi convessi, 268
serie di Fourier, 219
relativa al sistema trigonometrico,
224, 273
sezione di una funzione, 124
sistema
ortonormale, 217, 219, 294
completo, 220, 222
trigonometrico, 218, 283
soluzione fondamentale, 240
sottospazio, 202
chiuso, 204, 292
generato, 208
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convergente q.o., 68, 107
debolmente convergente, 299
debolmente* convergente, 299
diagonale, 298

integrazione,
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uniformemente convergente, 298
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L', 106
LP, 243
L*>, 60
con prodotto scalare, 185, 201
degli operatori lineari limitati, 192
di Banach, 60, 106, 181, 245
di Hilbert, 187, 201

non separabile, 218
di Schwartz, 233
duale, 194
metrico

completo, 271

separabile, 298
misurabile, 28
misurato, 28
normato, 61, 181
pre-hilbertiano, 185
probabilizzato, 30, 52, 105
riflessivo, 288, 299
separabile, 185, 218, 299

di Baire, 271
di Banach-Steinhaus, 270
di Brouwer, 169, 176
di derivazione di Lebesgue, 145
di Fréchet-Kolmogorov, 300
di Fredholm, 327
di Fubini, 125, 134
di Hahn-Banach, 197, 263
di Lebesgue, 88
di Lusin, 62
di Mercer, 350
di Peano, 303
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di Plancherel, 236
di Radon - Nikodym , 104, 158, 215,
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di Riesz-Fischer, 253
di Riesz-Fréchet, 210, 213
di Severini-Egorov, 65
con convergenza dominata, 91
di Tonelli, 124, 132
di decomposizione di Lebesgue,

spettro, 305 211
continuo, 306 fondamentale del calcolo integrale,
puntuale, 305 138
residuo, 306 spettrale, 321
spezzate di Eulero, 304 trasformata di Fourier
subadditivita numerabile, 7 di una funzione, 229
successione di una misura, 241
di Cauchy, 67, 106 tribu, 15

fondamentale in misura, 67

supporto, 111 uguaglianza di Bessel, 222

uniforme limitatezza di operatori, 270

teorema unita di un’algebra, 233
del grafico chiuso, 278
dell’alternativa, 327 variabile aleatoria, 52

variazione totale, 152

dell’applicazione aperta, 276
volume di un parallelepipedo, 34

delle proiezioni, 205
di Ascoli-Arzela, 298
di B. Levi, 86

358



